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RESUMO

MOREIRA, Monica Fabiana Bento. Formacio de padries e co-evelucio num
modelo estocistico para populacdes interagentes. 2005. Dissertacdo (Mestrado
em Estatistica e Experimentagdo Agropecuéria) - Universidade Federal de Lavras,
Lavras, MG.*

Investigamos um modelo estocistico, baseado em individuos, para duas popula-
¢Ges interagentes espacialmente distribuidas, dando especial atengdo & formagao
de padrdes e  co-evolugdo. Consideramos uma interagdo do tipo presa-predador e
partimos do modelo clissico de Lotka-Volterra para a dindmica local. A dispersdo
espacial das populagdes no ambiente foi modelada através de processos difusivos.
Supusemos um ambiente homogéneo, ou seja, a dindmica local € 2 mesma em to-
dos os pontos do ambiente. Nossos resultados mostram que a dindmica de Lotka-
Volterra combinada com a difusfo pode dar origem a distribui¢des populacionais
heterogéneas mesmo num ambiente homogéneo. Subsequentemente, introduzi-
mos um mecanismo evolutivo no modelo, relacionado 3 habilidade de movimen-
tagdo dos individuos em seu territério. Observamos o surgimento espontineo de
uma pressdo seletiva no sentido de mobilidades altas. Em termos biol6gicos po-
demos dizer que a dinimica presa-predador combinada com a difusdo e com o
mecanismo evolutivo induz o desenvolvimento de uma estratégia evolutivamente
estivel.

*Orientador: Antonio Tavares da Costa Jr. - UFLA



ABSTRACT

MOREIRA, Monica Fabiana Bento. Pattern formation and co-evolution in a
stochastic model for interacting populations. 2005. Dissertation (Master in Sta-
tistics and Agricultural Experimentation) - Federal University of Lavras, Lavras,
Minas Gerais, Brazil. *

We investigate a stochastic, individual-based model for two interacting populati-
ons in a spatially extended environment. We focused on the issues of pattern for-
mation and co-evolution. We considered a predator-prey interaction described by
well-known Lotka-Volterra local dynamic rules. Dispersion was modelled as a dif-
fusive process. We assumed a homogeneous environment, i.e., the local dynamics
is the same throughout the environment. Our results indicate that Lotka-Volterra
dynamics combined with diffusion may generate spatially heterogeneous popula-
tion distributions, even in an otherwise homogeneous environment. As a further
step we introduced an evolutive mechanism into the model, in which the hereditary
trait is the individual’s mobility. We observed the spontaneous appearance of a se-
lective pressure towards high mobility values. In biological terms, we may state
that Lotka-Volterra dynamics with diffusion and an evolutive mechanism induces
the development of a evolutionarily stable strategy.

*Advisor: Antonio Tavares da Costa Jr. - UFLA

xii



1 INTRODUCAO

Todo fenémeno natural, seja ele fisico, quimico ou bioldgico, tem aspectos dina-
micos. Hé algum tempo vem-se percebendo que vérios sisternas completamente
distintos e, aparentemente, nio correlacionados, apresentam comportamentos di-
nimicos muito semelhantes uns aos outros. Esta constatacdo tem levado cada vez
mais pesquisadores a estudar problemas que situam-se fora das suas areas origi-
nais de pesquisa, com considerdvel sucesso. As ferramentas da teoria de sistemas
dindmicos, inicialmente uma area da fisica matemaitica, e da mecanica estatistica,
uma 4rea tradicional da fisica, tém se mostrado de enorme valor na investigagdo
de temas t3o diversos como fisiologia, ecologia de populages, envelhecimento bi-
olégico, e mercados financeiros. Em particular, a popularizagio da computagdo
de alto desempenho elevou a simulagio computacional ao status de ferramenta
essencial no estudo destes sistemas complexos.

Uma das reas em que a aplicagdo das ferramentas e conceitos da matematica
¢ da fisica tem sido mais bem-sucedida ¢ a ecologia de populagdes. Ecossistemas
sdo sistemas dindmicos por exceléncia. Populagdes biolgicas mudam constante-
mente no tempo € no espago, devido a processos como nascimentos, mortes € mi-
gragdes. Esses processos envolvem, em geral, interages entre varias populagdes
distintas. Mesmo que o comportamento de um unico individuo de cada populagdo
seja relativamente simples, as interagSes e a existéncia de vérios individuos podem
dar origem a comportamentos coletivos bastante complicados.

A modelagem em ecologia ¢ uma ferramenta de grande utilidade, principal-
mente se lembrarmos que o estudo experimental esti, muitas vezes, limitado por
dificuldades de ordem prética (dificil acesso, dificil observagio, dados insuficien-
tes, etc.) ou de principio (escalas de tempo muito maiores que as escalas humanas,
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etc.). Dessa maneira, o estudo de modelos que capturem os aspectos essenciais do
comportamento de tais sistemas pode trazer contribui¢des relevantes para sua com-
preensdo. Trazem ainda beneficios adicionais, como por exemplo o de permitirem
isolar causas e efeitos que encontram-se inextricavelmente misturados na natureza,

ou de testar vérias hipéteses alternativas antes de montar um experimento.

A modelagem tradicional da dinimica populacional envolve a determinacao,
anilise e solugdo de sistemas de equagbes diferenciais no tempo € no espago.
As fungdes incégnitas sdo, em geral, densidades populacionais que dependem
do tempo ¢ da posigdo espacial. Este tipo de modelagem sofre de duas limita-
¢bes importantes: a primeira ¢ que trata-se as populagdes como funcdes continuas,
ignorando-se seu caréter intrinsecamente discreto. Isto ¢ uma boa aproximacdo
no limite de grandes populagdes, mas se estivermos interessados em populagdes
pequenas, como as que ocorrem em ambientes fragmentados, por exemplo, o ca-
riter discreto das populagdes pode ter um papel importante na sua dindmica. A
segunda limitagdo estd ligada & primeira: & muito dificil incluir numa descri¢do
global, como a fornecida pelas equagdes diferenciais, caracteristicas particulares
de cada um dos individuos da populacdo.

Uma alternativa a este tipo de modelagem é o que costuma-se chamar de “mo-
delo baseado em individuos”. Neste tipo de modelo as equagdes diferenciais sdo
substituidas por regras dindmicas que se aplicam a cada individuo da populag3o.
Assim, leva-se em conta o cariter discreto das populagdes e pode-se incluir a in-
fluéncia das caracteristicas individuais sobre a dindmica populacional. Estes mo-
delos s3o muito semelhantes aos chamados autdmatos celulares, usados no estudo
de sistemas complexos (Wolfram, 2002). Uma possibilidade fascinante proporci-
onada por este tipo de modelo é a de estudarmos sistemas que imitam processos
evolutivos. Pode-se dotar os individuos de caracteristicas que serdo herdadas pela
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sua prole no processo reprodutivo, com possibilidade de “mutacdo”. Esse tipo
de modelagem permite o estudo de um dos maiores desafios para a biologia evo-
lutiva: o de entender como as interagdes interespecificas influenciam as taxas de
evolugiio e os padrdes de radiagio adaptativa e como a evolugdo afeta as interagoes
interespecificas e, assim, a estrutura de comunidades ecolégicas.

Essas comunidades tém sua dinimica influenciada também pela forma como
ocupam seu territdrio. As caracteristicas da drea disponivel para o desenvolvi-
mento das populagdes podem significar, muitas vezes, a diferenca entre permanén-
cia ¢ extingio de uma populacio num dado habitat. A importincia da distribuicdo
torna-se bastante evidente quando observa-se na natureza a ocorréncia de frag-
mentagio ambiental. O surgimento de distribui¢bes espaciais ndo homogéneas
num dado territério pode mudar completamente o comportamento dinimico das
populagdes que o ocupam. Sendo assim, é muito importante que sejamos capazes
de estudar modelos para a dinimica populacional que levem em conta a estrutura
espacial das populagdes em quest3o.



2 DINAMICA DE POPULACOES

Uma populagio é definida como um grupo de organismos de uma espécie, geral-
mente isolado de outros grupos da mesma espécie, por bameiras geograficas, ou
por algum limite escolhido pelo pesquisador.

Na Fisica, dindmica ¢ o estudo do comportamento temporal de sistemas sob a
agdo de forgas internas (interagdes entre as componentes do sistema) e/ou externas.
Por analogia, o termo dinimica de populagdes se aplica ao estudo das variagbes no
niimero de individuos da populagio e dos fatores que influenciam essas variagdes;
igualmente inclui a investigagio das taxas em que se verificam as perdas (mortes
¢/ ou emigragdes) e reposi¢des de individuos (nascimentos e/ ou imigragdes) e
de qualquer processo regulador que tenda a manter o tamanho da populacdo em
equilibrio, ou que, pelo menos, evite uma variagdo excessiva.

O estudo da dindmica populacional deslanchou no século XX com o interesse
de diversos cientistas dentre os quais destacaram-se o quimico Lotka (Lotka, 1925)
¢ o matemitico Volterra (Volterra, 1926) que construiram um modelo dindmico
para duas populagdes interagentes que hoje é chamado de Lotka-Volterra.

2.1 Estrutura Populacional

Um individuo em um determinado momento no tempo ocupa apenas um local.
Dessa maneira, os membros de uma populagdo estdo distribuidos no espago num
dado tempo e diferem entre si por diversas caracteristicas como posi¢3o, sexo,
idade, tamanho, dentre outras. Essas caracteristicas estdo entre os componentes
da estrutura populacional. Geneticistas e evolucionistas estudam a estrutura das
populagdes com o interesse principal na distribuigdo de genétipos e seu grau de
isolamento de outros gendtipos, porque esse componente da estrutura populacional
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Agrupado Homogéneo

Figura 2.1: Diagrama de distribuigdes espaciais de individuos em populagdes agru-
padas, aleatrias ¢ homogeéneas.

influencia como as populagdes evoluem (Purves, 2002).

Os ecblogos estudam a estrutura populacional em diferentes escalas espaciais,
variando de subpopulagdes locais a espécies inteiras. Eles estudam o numero €
a distribuicdo espacial dos individuos porque essas caracteristicas influenciam a
estabilidade das populagbes e afetam as interagdes entre espécies.

Na distribuigio de uma populagdo, o espagamento dos individuos forma pa-
drdes que refletem as interagOes entre os individuos. Estes por sua vez podem es-
tar extremamente agrupados, homogeneamente espagados ou distribuidos aleato-
riamente dependendo da escala em que se observa, conforme Figura 2.1 (Ricklefs,
1996). As distribuigdes podem tornar-se agregadas ao acaso, quando individuos
jovens permanecem proximos aos locais de nascimento ou quando OS recursos
estdio em blocos conjuntos por exemplo. O espagamento relativamente homoge-
neo de muitas plantas é o resultado da competigdo por luz, dgua e nufrientes do
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solo. Entre os animais, a defesa do espago é a causa mais comum das distribui-
¢oes homogéneas. Distribuigdes aleatérias podem ocorrer quando muitos fatores
interagem para influenciar onde os individuos se estabelecem e sobrevivem.

Nascimentos, ébitos ¢ movimentos de individuos direcionam a dinimica po-
pulacional. Sio ditos eventos demogréficos, ou seja, eles determinam o mimero de
individuos em uma populagdo (Purves, 2002).

O nimero de individuos em uma populaggio ¢ igual ao nimero existente em
algum tempo no passado, mais os nascimentos entre esse tempo € o presente, me-
nos os 6bitos, mais os imigrantes ¢ menos os emigrantes. Isto &, o namero de

individuos de uma populagio em determinado tempo é calculado pela equagdo
Ni=No+B-D+I1-E (2.1)

onde Ny e N s3o os mimeros de individuos no tempo 0 e 1 respectivamente, B, D,
I e E sio o nimero de nascimentos, 6bitos, imigracdo ¢ emigragdo entre os tempos
0 ¢ 1, respectivamente. Se forem medidas essas taxas ao longo de vérios intervalos
de tempo, serd possivel determinar como a densidade populacional varia.

2.2 Modelo de Malthus (Modelo exponencial)

Pode-se dizer que o estudo quantitativo da dindmica de populagdes foi iniciado
pela publicagdo do artigo "An Essay on the Principle of Population as it Affects
the Future Improvement of Society”, do economista e demégrafo Thomas Robert
Malthus, em 1798 (Malthus, 1798). Neste trabalho Malthus supds que uma dada
populagdo possui uma taxa de crescimento per capita constante, independente da
densidade populacional. Assim, a taxa de variagdo temporal da densidade popula-
cional p(t) no instante ¢ é simplesmente proporcional 3 prépria densidade,

d
—';f—) = rp(t), 22)
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Figura 2.2: Solugdio tipica da equagdo do Modelo de Malthus
onde r é a taxa de crescimento per capita. A solugdo geral da equagdo (22) &
p(t) = poe™ @3)

oﬁde po ¢ a densidade populacional no instante ¢ = 0. Na Figura 2.2 vemos um
exemplo do crescimento exponencial ilimitado previsto pelo modelo de Malthus.
Esse modelo ignoraofatodequeataxadecmcimentodeumapoplﬂagﬁopode
ser fortemente afetada pela propria densidade populacional no instante &. Ele s6
pode ser aplicado, portanto, a situagbes em que a densidade populacional € baixa
o suficiente para nio afetar a taxa de crescimento per capita. Exemplos tipicos
s3o as populagSes de pequenos organismos, cOmo bactérias, na presenga de ali-
mento abundante. Outro fator ignorado pelo modelo é a interagdo da populagdo
em questio com outras populagdes que dividem o mesmo ambiente. Voltaremos a
este assunto mais tarde.

Uma generalizacdo natural do modelo de Malthus é a introdugdo de um fator
dependente da densidade populacional que regule a taxa de crescimento, devido
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a fatores como escassez de alimentos e/ou espago fisico. Esta generalizacdo foi
introduzida pelo matemitico belga Pierre Verhulst na forma de uma redugio da
taxa de crescimento per capita proporcional 4 densidade populacional (Verhulst,
1938). A idéia de Verhulst é que os individuos de uma populagdo competem entre
si (competigdo intra-especifica) quando compartilham um ambiente com recursos
escassos (por exemplo, espago restrito ou quantidade de alimento limitado), e esta
competi¢io tem uma tendéncia de diminuir a taxa de crescimento médio da popu-
lagdo. A equagdo do modelo de Verhulst é

dp(t) ro(t) ( plt )) 2.4)

A constante K ¢é a capacidade de suporte do meio, cujo valor estd associado
i quantidade de recursos disponiveis. O crescimento serd positivo se p(t) < K,
e negativo se p(t) > K. A equagio (2.4) admite como solugio geral a familia de
fungdes

— poK
p(t) - p0+(K _ po)e_rt (2'5)

A situagao em que p* = K ¢ um ponto de equilibrio estavel do modelo.

Na literatura pode-se encontrar diversos exemplos de situagSes em que o mo-
delo de Verhulst pode ser aplicado, como crescimento de aguapés (Kawai & Gri-
eco, 1983), crescimento de células de levedura durante a fermentagio (Edelstein-
Keshet, 1988). Uma solug3o tipica da equagdo (2.4) € mostrada na Figura 2.3.

23 Populagies interagentes

Os dois modelos de crescimento populacional ilustrados na se¢do anterior ignoram
um fator essencial para a compreens3o da dindmica da maioria das populagGes
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Figura 2.3: Solugdo tipica da equagio do Modelo de Verhulst

naturais: a dinimica de cada populagdo ¢ influenciada por outras populagGes que
compartilham o mesmo espago fisico. E, em geral, possivel classificar a interagio
entre duas populages dadas de acordo com o esquema apresentado na Tabela 2.1.

Dois tipos de interagio muito comuns e importantes s3o a competi¢3o € a pre-
dagdo. A competigio pode ser subdividida em intraespecifica (entre os membros
da mesma espécie como no modelo de Verhulst), e interespecifica (entre organis-
mos pertencentes a espécies diferentes).

InteragSes do tipo presa-predador ouv parasita-hospedeiro implicam em que
uma das espécies utiliza a outra como fonte de alimento. Um dos primeiros mo-
delos mateméticos a descrever este tipo de interagdo foi desenvolvido independen-
temente, em contextos diferentes, pelo biofisico Alfred Lotka e pelo matemético
Vito Volterra, por volta de 1925. O modelo presa-predador clissico de Lotka-
Volterra pressupde que tanto as presas como os predadores estio distribuidos uni-

formemente num mesmo habitat, ou seja, todos os predadores tém a mesma chance
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Tabela 2.1: Principais tipos de interagdes bidticas entre as espécies

Tipo de interagdo A B Natureza da interagdo

Competi¢do - - Inibigdo mitua
Neutralismo 0 0 Sem efeitos
Mutualismo + +  Eobrigatéria
Protocooperagdo + +  Facultativa
Predagdo + - Bédestruido por A
Parasitismo + - B ¢ explorado por A
Comensalismo + 0 Hospedeiro nio ¢ afetado
Amensalismo - 0 A populagdo A ¢ inibida;

a populagdo B ndo ¢ afetada

0: auséncia de beneficio ou prejuizo para a espécie em questio;
+: associagdo traz beneficio para a espécie considerada;
-: associagdo provoca prejuizos para a espécie considerada.
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de encontrar e comer cada presa. O modelo prevé ainda que as presas crescem ex-
ponencialmente na auséncia dos predadores e que a taxa de mortalidade per-capita
dos predadores é constante. Pressupde também que a populagio de predadores €
favorecida pela abundincia de presas, enquanto a de presas ¢ desfavorecida pelo
aumento de predadores. Estas hipdteses sdo descritas pelo conjunto de equagdes
diferenciais ordinirias (EDO’s) acopladas

(t)

dp(t)

= ah(t) — vh(t)p(t),

= Bh(t)p(t) — pp(t), (2.6)

onde p(t) e h(t) sdo, respectivamente, a densidade populacional de predadores e
de presas em cada instante £. ¢ é a taxa de crescimento per-capita das presas por
unidade de tempo, 7y € a taxa de predagdo que mede a susceptibilidade da espécieh
is a¢Oes predadorias, péamortalidadedospredadomeﬁéa“taxadeconversio”
de presas em predadores, ou seja, que frag3o das presas consumidas contribui para
o nascimento de novos predadores.

O modelo 2.6 pode ser escrito de uma maneira mais realista incluindo o me-
canismo de competigio intra-especifica proposto por Verhulst e a capacidade de
suporte do ambiente (K) da seguinte maneira:

dH(t) HE)\ YPOHE)
—z - °H0 ( K ) K
dP(t) _ pvH ®PE)
— > uP(t) Q.7

com K, H(t), P(t), a, p, B, 7 citados anteriormente.

Um exemplo do plano de fase do modelo (2.7) pode ser visto na Figura 2.4.
Nesse caso a trajetoria ndo é fechada, mas se aproxima do ponto critico quando

t — oo0.
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23.1 Estabilidade

Em fisica, estabilidade refere-se a0 comportamento de um sistema dinimico em
torno de seus pontos de equilibrio. Se o sistema, inicialmente no ponto de equi-
librio, sofrer uma perturbagdo, ele pode tender a retomar 3 sua posi¢do inicial.
Neste caso dizemos que o equilibrio € estivel. De maneira anidloga, na teoria de
ecossistemas, estabilidade “é a capacidade de um sistema ecolégico retornar a um
estado de equilibrio apés um distirbio temporario. Quanto mais rapidamente ¢
com menor flutuacgo ele retorna, mais estavel é” (Holling, 1973).

Na natureza as populagdes tendem a permanecer em equilibrio dindmico, au-
mentando de tamanho, de forma a ndo atingir limites que dificultem a sua sobre-
vivéncia. As populagtes naturais permanecem estdveis com um namero de indi-
viduos mais ou menos constante; isto ¢ muito importante para que seja mantida a

estabilidade do ecossistema em que vivem.
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Essa estabilidade depende basicamente de dois fatores: potencial biético e re-
sisténcia ambiental. Consideramos potencial biético como a capacidade que uma
populagio tem para crescer em condigdes favoraveis. Ao conjunto de fatores ca-
pazes de limitar o crescimento populacional, denominamos resisténcia ambiental.

Entre os fatores determinantes da resisténcia ambiental, podemos citar os efei-
tos do clima e da limitagio de espago, a competicio entre os individuos de uma
populagio e entre os individuos de populagdes diferentes, € as numerosas causas de
morte como velhice, doengas, acidentes, falta de alimento, predagio, parasitismo
e falta de refiigios.

O conhecimento de como a estabilidade dos ecossistemas pode ser afetada e de
quando isso pode ocorrer & fundamental, sobretudo para evitar que ocorram perdas
de espécies irreversiveis no ecossisterna.

Diante disso, quando considera-se um sistema de EDO’s como o representado
pelas Equagdes 2.6 como um modelo para duas populagdes interagentes, nosso
principal interesse esti no comportamento deste sistema em torno de seus pontos
de equilibrio. E possivel obter informagdes sobre o comportamento das EDO’s em
torno de seus pontos de equilibrio através de um método analitico conhecido como
anilise linear de estabilidade (Boyce,1990, May, 1974 ¢ Murray, 1993). Este mé-
todo é importante porque muitas vezes ¢ dificil, se nfio impossivel, encontrar uma
solugio para um dado sistema de equagdes diferenciais numa forma explicita, es-
pecialmente se este for nio-linear. A anélise linear da estabilidade nos di uma
resposta qualitativa sobre o comportamento das solugdes do sistema diante de pe-
quenas perturbagdes a partir dos seus pontos de equilibrio. A questdo relevante ¢
saber se pequenas alteragdes nas condigdes iniciais levam a pequenas alteragoes
(estabilidade) ou a grandes alteragdes (instabilidade) na solucdo (Boyce, 1990).

O primeiro passo da anlise linear da estabilidade de um sistema dindmico ¢ a
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determinagdo dos seus pontos de equilibrio, ou pontos criticos (May, 1974). Estes
sio definidos como os pontos (k*,p*) no espago de fases nos quais as populaces
s3o constantes. Ou seja,

dh =
dt (h*.2*)

o)
Genericamente, mostraremos como a anilise de estabilidade pode ser feita com
as equagdes

dz(t) _
dat
dy(t)

az(t) + by(t) = F(z,9)

cz(t) + dy(t) = G(z,y) (2.8)

Neste caso, o ponto critico encontrado é z* = 0 ¢ y* = 0. Os autovalores de
2.8 s3o encontrados a partir do polindmio caracteristico Q(\), obtido através da

matriz jacobiana
9F 8F b
= | _|° ’
8G o c d
A—a b 2
Q(A) =det =0 < XN -(a+d)A+(ad —bc) =
- A-d
onde ad — bc # 0.

As raizes \; e )\ determinam o tipo de ponto critico e suas caracteristicas de
estabilidade que podem ser encontrados na Tabela 2.2.
No caso do modelo de Lotka-Volterra 2.6, temos:

e h*=0 e p*=0: solugdo instavel;
h*=p/B e p*= a/B: solugdo estivel.
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Tabela 2.2: Tipos de regimes assintéticos e suas caracteristicas de estabilidade

Raizes da equagdo Tipo de ponto critico Estabilidade
caracteristica
A>A>0 Nédulo impréprio Instavel
AM<Aa<0 Assintoticamente estavel
A2<0< Ponto em sela Instavel
AQ1=A>0 Nédulo préprio ou improprio  Instivel
A1=A<0 Nédulo préprio ou improprio  Assintoticamente estével
AL, =kxip Ponto espiral

k>0 Instivel

k>0 Assintoticamente estivel
AL =ip, Ao = —ip Centro Estavel

Na Figura 2.5, podemos observar o plano de fase do modelo (2.6) cuja ampli-
tude & determinada pelas condigdes iniciais. As trajetorias do sistemna sdo curvas
fechadas correspondentes a solugdes que sio peridédicas no tempo. Elas pem se
afastam nem se aproximam do ponto critico quando sofrem ligeiras pertubagoes.

2.4 Versio baseada em individuos do modelo de Lotka-Volterra

Os modelos continuos para populagdes descrevem-nas a partir de quantidades mé-
dias, como a densidade populacional, constantes de difusdo, taxas médias de re-
produgdo per-capita, e outras. Este tipo de descricdo ¢ muito conveniente porque
as quantidades dindmicas s3o determinadas por equagdes diferenciais, cujas so-
luges podem ser determinadas com o auxilio de um grande arsenal de métodos
analiticos e numéricos hoje disponiveis. Este ndo &, entretanto, o tipo de descrigdo
mais conveniente para investigar o comportamento de caracteristicas individuais

16



0 20 40 60 80 100 120

Figura 2.5: Trajetorias fechadas do diagrama de fase para duas condigdes iniciais
diferentes

dos componentes das populagdes. No estudo dos aspectos evolutivos de popu-
lagdes interagentes, por exemplo, deseja-se saber como uma certa caracteristica
hereditaria individual é afetada pela dindmica e, 20 mesmo tempo, a influencia. Os
modelos baseados em individuos (MBI), muito semelhantes aos autdomatos celula-
res (Wolfram, 2002), fomecem uma alternativa muito atraente para a formulagio
deste tipo de problema. Existem vérios exemplos na literatura da aplicagdo dos
MBI a problemas de evolugdio e co-evolugio biolégica (Barbosa, 2003; Martins et
al., 2001 e Penna, 1995).

Vamos ilustrar a construgdo de um modelo baseado em individuos a partir do
modelo de Lotka-Volterra com o fator de Verhulst, dado pelas equagdes 2.7. Para
isto, é conveniente que antes discretizemos as equagdes 2.7 e as transformemos
em equagdes envolvendo o tamanho populacional (niimero total de individuos) ao
invés da densidade populacional. O tempo serd substituido por um indice discreto,
que indica o nimero de intervalos de tempo decorridos desde o inicio da evolugdo
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temporal do sistema. Assim, temos um sistema formado por duas regras de recor-
réncia, que especificam como as populagbes no passo £+ 1 sio determinadas pelas
populagdes no passo ¢,

H P,
Hypn=Hi+a (1 - ?t) H; - ’Y"I—(t'Ht
H,;
Pip1=FB+ ﬂ’Y}{—I’t - pF;, 2.9)

onde H, e P, so as populagbes de presas ¢ predadores, respectivamente, no passo
t.

Note que no limite em que o intervalo de tempo entre dois passos sucessivos
tende a zero, as equagdes 2.9 sdo idénticas as equagSes continuas 2.7. Chamaremos
o intervalo de tempo entre dois passos sucessivos de 7. Nesse contexto, podemos
mostrar a relagio entre os pardmetros do modelo discreto 2.9 e do modelo continuo
2.7, onde, Qgiscreto = UteontinuoT > Vdiscreto = VoontinuoT» Pdiscreto = PeontinuoT €
Baiscreto = Boontinuo- O B & igual nos dois casos, por se tratar de uma razio entre
a taxa de predagdo e a taxa de reprodugdo dos predadores.

O passo final na construgdo da versio baseada em individuos domodelo2.7é0
estabelecimento das regras dinimicas obedecidas por cada individuo da populagdo
que sejam equivalentes is equagbes 2.9. O seguinte conjunto de regras tem esta
propriedade.

No passo £,

1. Cada presa pode se reproduzir com probabilidade a(l - %ﬁ)
2. Cada predador pode matar uma presa com probabilidade 3.
3. Cada predador pode se reproduzir com probabilidade 5%

4. Cada predador pode morrer com probabilidade p.
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Este conjunto de regras probabilisticas reproduz, na média, a dindmica pres-
crita pelas equagdes 2.9. Entretanto, para populagGes finitas, as flutuagoes estatis-
ticas podem gerar diferengas entre os resultados das duas abordagens.

Para ilustrar o tipo de resultado obtido a partir de um MBI, vamos apresentar
os resultados de algumas simulagSes do conjunto de regras que acabamos de apre-
sentar. Os gréificos de populago versus tempo apreséntados na Figura 2.6 mostram
uma situagdo tipica de coexisténcia entre presas e predadores. Esta situagio cor-
responde, na andlise de estabilidade do modelo continuo, a um foco estivel. Ha
entretanto, uma diferenca interessante com relagdo ao modelo continuo: naquele
caso ambas as populages atingem valores assintéticos constantes, enquanto aqui
vemos claramente a presenga de oscilagdes no regime assintético. Estas oscilagées
sdo reminiscentes das caracteristicas oscilatérias do modelo continuo, do qual ex-
traimos a versdo baseada em individuos. Entretanto, sem as flutuagdes provenien-
tes do carater estocéstico das regras do MBI essas oscilagdes ndo existiriam.

Outra situagdo pode ser observada na Figura 2.7. Com esse conjunto de para-
metros, os predadores sdo extintos para tempos longos.

E interessante também estudar a estabilidade do MBI em torno dos pontos cri-
ticos do modelo continuo. Para isso, escolhemos algumas trajetérias no espago dos
parimetros ¢ analisamos o comportamento assintético das populagdes. Por exem-
plo, fixando os pardmetros « ¢ 3 e variando a taxa de mortalidade dos predadores
(p) e a taxa de predagido (y) vemos que o sistema passa por regimes de coexisténcia
entre presas e predadores, com populagdes praticamente constantes, coexisténcia
com oscilagdes bem definidas, extingio de presas e predadores e extingio apenas
dos predadores. Os resultados sdo mostrados na Figura 2.8.
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3 POPULACOES ESPACIALMENTE ESTRUTURADAS

O modelo Lotka-Volterra € os modelos dele derivados descrevem a dindmica de
duas populagdes interagentes sem se preocupar com a distribuicdo espacial destas
populacdes. As densidades populacionais s3o fungdes exclusivamente do tempo.
Esta suposigio, embora se adapte bem a algumas situagdes especiais, despreza um
fato importante: os sistemas reais apresentam, de modo geral, inomogeneidades,
que tém influéncia fundamental sobre a dindmica do sistema. Em alguns casos
esta inomogeneidade é intrinseca ao ambiente (climas diferentes, tipos de solo
variados, etc...). Em outros, as inomogeneidades surgem dinamicamente, como
consequéncia das proprias regras de evolugio do sistema, em conjunto ou nio com
alguma caracteristica ambiental/geogrifica (isolamento geogrifico de populagdes
em dois ambientes separados espacialmente mas similares podem produzir resul-
tados evolutivos bastante diferentes).

3.1 A Difus@o

O movimento de individuos de uma populagio é denominado dispersdo (emi ¢
imigrac¢éo) (Pinto-Coelho, 2002). A dispersio pode ser descrita através de inime-
ros indices mateméticos, cada um dos quais refletindo diferentes hipéteses sobre
a estrutura da populagdo. O modelo mais simples para a dispersdo a trata como
um movimento aleatério através de um meio homogéneo, anilogo a0 movimento
browniano da fisica.

O movimento browniano foi observado pela primeira vez em 1827, pelo bo-
tinico inglés Robert Brown que observou com um microscopio o movimento de
pequenas particulas num meio aquoso. Esse movimento mostrou-se extremamente
irregular e ininterrupto. Inicialmente, ele pensou que esse movimento estaria as-
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sociado 2 vitalidade dos grios de polen, mas observagdes posteriores com particu-
las inorginicas em suspensdo revelaram que elas também exibiam este comporta-
mento, desde que as suas dimens3es fossem suficientemente pequenas. Uma teoria
para descrever o movimento browniano foi proposta por Einstein em 1905 (Weiss,
1996).

O movimento browniano de uma particula em suspensio resulta do fato de que
ela estd continuamente sendo bombardeada pelas moléculas que compSem o meio,
as quais estio em constante agitagio térmica. Como o movimento das moléculas
do fluido ¢ aleatério, as forgas sofridas pela particula browniana devidas as co-
lisGes com as moléculas do meio também tém cardter aleatério. Sendo assim, o
movimento errdtico da particula browniana deve ser descrito em termos probabi-
listicos. O modelo probabilistico mais simples que tem como consequéncia as leis
macroscépicas da difusdo é o passeio aleatorio. Um passeio aleatério num espago
de dimens3o d é um processo no qual uma particula di um passo de tamanho +Az
na direglio i com probabilidade g5, i = 1,2,-- -, d. O passeio aleat6rio mais sim-
ples possivel é o unidimensional (d = 1) isotrépico (p" = p~ = 1/2). Podemos
supor, sem perda de generalidade, que ela parte da origem em ¢ = 0e,acada7se-
gundos, d4 um passo de tamanho Az para a direita com probabilidade 1/2 cuum
passo para a esquerda com probabilidade 1/2; ou seja, p+ = p~ = 1/2. A partir
desta regra simples é possivel obter uma equagdo diferencial para a probabilidade
p(z, t) de encontrarmos a particula no ponto z da reta depois de N passos, ou seja,
no instante t = N7 (Weiss, 1996). Se imaginarmos um sistema composto por mui-
tas particulas que executam passeios aleatorios independentes esta probabilidade
pode ser interpretada como a densidade (ou concentragdo) de particulas no ponto
z no instante ¢ = N7. Neste contexto, o processo que acabamos de descrever é
conhecido como difusio de Fick, e é caracterizado por duas leis macroscépicas
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obedecidas pela densidade p(z,t). A primeira lei de Fick diz que o fluxo ®(z,t)
de particulas no ponto z no instante ¢ & proporcional ao gradiente da concentragio
p(z,t),

pr:t)

®=- oz

(3.1)

onde D é uma constante, chamada de coeficiente de difusio.

A segunda lei de Fick estd relacionada ao principio da conservagao da maté-
ria, que estabeleceu que a variagio temporal da concentrag3o de particulas num
volume infinitesimal € igual a variagio espacial do fluxo das particulas em torno
deste ponto,

Op(z,t) _ _0%(z,t) _ op(z, t)
% - oz [D ] 32)

Caso D tenha o mesmo valor em todos os pontos do espago, podemos simplificar

a express3o 3.2 para:

Op(z;t) _ ,&Pplz,t)

5 o 33)

Esta € a equagdo de difusdo unidimensional. Supondo uma solugdo separdvel na
forma p(z,t) = X(z)T'(t), temos como solugio geral:

plz,t) = [Ae'D* + Be~iPz|e~c"t X))

onde, A, B, c, e D sio constantes, sendo D = c/v/D.

As solugbes para cada problema dependem das condi¢Ges iniciais. Em parti-
cular, a solugdo estaciondria (¢ — o0) ¢ sempre uniforme espacialmente, ou seja,
a difusdo de Fick ndo permite explicar a formagdo de padrdes espaciais heterogé-

neos.
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3.1.1 Sistemas de reagio-difusio

O surgimento de estrutura espacial em um sistema controlado por regras dinimicas
a principio homogéneas ¢ um fendmeno conhecido como formagdo de padrdes.
Um dos primeiros a formular mais precisa e sistematicamente este problema foi o
matemitico inglés Alan Turing. Turing propds (Turing, 1952) que, sob condig¢des
bem especificas, produtos quimicos podem reagir de tal forma a produzir estados
estacionarios espacialmente nio homogéneos. A equagdo geral de Turing ¢é dada

por

%: = f(&) + DV?%¢ (3.5)
onde ¢ um vetor de n concentragdes, f representa as reagdes quimicas € D € uma
matriz diagonal de coeficientes de difusgo positivos (Murray, 1993).

Para o caso de apenas duas espécies quimicas A(C, t) e B(, t), as equagdes de

movimento se escrevem:
% = F(A, B) + D,V?A
% = G(A, B) + DgV*’B (3.6)

onde F e G representam as cinéticas de reagdo, as quais s30 n3o lineares. Note que
estas sio essencialmente equagdes de difusdo com termos locais que correspondem
3 reagdo quimica entre as substincias envolvidas. Por isto as equagdes que formam
este tipo de sistema sdo conhecidas como equagdes de reagio-difus3o.

A idéia de Turing fundamenta-se na consideragio de que, em auséncia de pro-
cessos difusivos D4 = Dp = 0, as fungdes A e B possuem um estado estacio-
npério uniforme, linearmente estivel. Em certas condigGes, para valores finitos da
difusdo, desenvolve-se um determinado padriio nio homogéneo, que pode estar
associado 2 instabilidade caso Dy # Dp (Murray, 1993).
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Por definigio, um sistema de reagdo-difusio exibe uma estabilidade de Tu-
ring, se o estado estacionario homogéneo for estivel na auséncia de difusdo. Caso
seja instivel a pequenas perturbagdes espaciais, em presenga da difus3o, entdo o
sistema apresenta uma instabilidade de Turing (Gomes & Varriale, 2001).

3.2 Dinimica de Lotka-Volterra com Distribui¢fio Espacial

Se combinarmos um modelo para a dinimica de duas populagdes interagentes com
um modelo para a movimentag3o destas populagdes em seu ambiente obtemos um
sistema de equagdes do tipo que acabamos de escrever, conhecido como reagao-
difusio (Murray, 1993). As densidades populacionais sio fun¢Ses do tempo e da
posicio, e as equagdes diferenciais para estas densidades s3o de primeira ordem
no tempo ¢ segunda ordem no espago. Vamos supor que duas populacbes dadas
interajam localmente, ou seja, em cada ponto 7 de seu habitat, de acordo com a
dinimica de Lotka-Volterra. Adicionalmente, vamos supor que as duas populacdes
executem passeios aleatérios neste habitat, de modo que suas densidades popula-
cionais obedegam as leis da difusdo de Fick. A combinagdo destes dois processos

resulta no sistema de equagdes
Oh(Ft) . oy L _ h(7, t)) _ (7, t)h(7, 1)
5 = DVR(7,0) + ok ) (1 > 2
05D _ pveptr,t) + EEEIED _ ey X)

onde Dj, e D), so as constantes de difusdo das populagdes de presas e predadores,
respectivamente.

Como foi mostrado por Turing, a existéncia de estrutura espacial combinada a
processos locais n#o-lineares abre a possibilidade de formag3o de padrSes comple-
xos (Petrovskii & Malchow, 1999 e 2002) e do aparecimento de transi¢Oes entre
fases ordenadas e desordenadas. No entanto, o surgimento desse padrdo, ndo €
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necessariamente devido a instabilidade de Turing, podendo ser decorrer da propria

dinimica do sistema.

3.3 Versio baseada em individuos do modelo de Lotka-Volterra numa rede
unidimensional

Uma questio muito importante no estudo de dindmica populacional, ¢ a dispersdo
das populagdes. Esta varidvel nio é considerada pelo modelo tradicional de Lotka-
Volterra. Desse modo, para que esse estudo pudesse ser realizado, foi incorporado
a0 MBI uma estrutura espacial. Essa estrutura baseia-se numa rede de N sitios
dispostos horizontalmente.

A simulagio do modelo (3.7) unidimensional foi implementada utilizando o
conjunto de regras estabelecidas para o MBI no item 24)e,

No passo t,

5. Cada presa pode mover-se com probabilidade Mob, /2 para esquerda e Moby, /2
para direita.

6. Cada predador pode mover-se com probabilidade M 0b,/2 para esquerda e '
Mob, /2 para direita.

A mobilidade inicial para predadores (Moby) e presas (Moby) foi de 0.5. Os
pardmetros iniciais utilizados na simulagdo podem ser vistos na Tabela 3.1.

Com 2 introdugdio da estrutura espacial a relagdo entre os valores dos parame-
tros e o tipo de regime assintético foi, em alguns casos, alterada. Por exemplo, para
o conjunto de pardmetros 1 as populagdes de presas e predadores eram extintas no
modelo com dimens3o zero; agora atingem um regime assintético de coexisténcia,
com ambas as populagdes oscilando no tempo, como pode ser visto nas Figuras

3.1, 3.2, € 3.3. Observa-se que o aumento do tamanho do dominio espacial em
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Tabela 3.1: Pardmetros iniciais utilizados na simulagéo do MBI

Parimetros iniciais

Conjunto 1 Conjunto 2

v 3.7 0.4

a 04 0.02

I 0.25 0.01

B 0.35 0.35

K 1000 1000
presal 193 72
pred0 87 46

onde, presa0 e pred0, sdo as populagdes iniciais de presas e predadores
respectivamente; K ¢ a capacidade de suporte do ambiente, -y a taxa de predagio,
o ¢ ataxa de crescimento per-capita das presas por unidade de tempo, 12 a
mortalidade dos predadores e 3 ¢ a "taxa de conversdo"de presas em predadores.

questdo (aqui representado pelo numero de sitios N) tem um efeito importante
sobre as flutuagGes de tamanho populacional: a amplitude das oscilagdes diminui
apreciavelmente com N. Pode-se dizer, entdo, que o aumento do dominio espa-
cial tem um efeito estabilizador sobre os tamanhos populacionais. Este comporta-
mento ¢ compativel com as evidéncias experimentais de que as taxas de extingio
sio maiores em 4reas pequenas, que suportam populagdes menores, do que em
grandes dreas (Diamond, 1984). Isso demonstra que a persisténcia das populagdes
depende, dentre outros fatores, da estrutura espacial.

Um exemplo de ocorréncia de pequenas édreas devido 3 ag8io humana é a frag-
mentacdo de habitats. Esse processo ocorre em todo o mundo através da retirada
da vegetagdo nativa, seja por exploragdo de madeira ou para uso da terra. As con-
sequéncias imediatas da fragmentagdo sdo a redu¢do da 4rea de habitat disponivel
¢ a subdivisio do mesmo. Estes processos levam a uma dréstica redugdo na di-
versidade biética local, seja imediatamente, através da perda da 4rea, ou a longo
prazo, através dos efeitos do isolamento. Os pequenos tamanhos populacionais das
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Figura 3.1: Séries temporais das médias dos tamanhos populacionais na rede uni-
dimensional com N = 5 sitios. Utilizamos o conjunto 1 de pardmetros da Tabela
3.1. Os trés graficos ilustram condi¢Oes de contorno diferentes (ver texto).

30



0 100000 200000 300000
Tempo

Figura 3.2: Séries temporais das médias dos tamanhos populacionais na rede uni-
dimensional com N = 50 sitios. Utilizamos o conjunto 1 de pardmetros da Tabela
3.1. Os trés gréficos ilustram condigdes de contorno diferentes (ver texto).

31



Figura 3.3: Séries temporais das médias dos tamanhos populacionais na rede unidi-
mensional com N = 500 sitios. Utilizamos o conjunto 1 de pardmetros da Tabela
3.1. Os trés graficos ilustram condigdes de contorno diferentes (ver texto).
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espécies remanescentes se tornam vulnerdveis 2 extingdo através de processos am-
bientais que ocorrem ao acaso ou, COmo mostramos acima, devido a instabilidades
intrinsecas 4 dinimica populacional.

33.1 Condicdes de Contorno

As condicdes de contorno so aspectos importantes no estudo da dindmica espago-
temporal. Ela descreve o comportamento de um individuo nas bordas do habitat
( Barbosa, 2003 e Farlow, 1993). Existem basicamente trés tipos de condigdes de
contorno, as periédicas ou circulares, as de fluxo zero e as fronteiras abertas. Nas
condigdes de contorno periédicas (ccp) as extremidades do habitat sdo ligadas,
formando um anel no caso unidimensional ou um toro no caso bidimensional.
Dessa forma os efeitos de tamanho finito do dominio espacial sdo minimizados
(todos os individuos possuirio o mesmo mimero de vizinhos, como acontece num
dominio infinito) .

No caso das condigSes de contorno de fluxo zero (ccfz), os individuos que
estiio na borda s6 podem migrar para o sitio anterior, se estes estiverem no final
da rede, ou no sitio posterior se estiverem no inicio da rede. J4 nas condigdes de
contorno de fronteira aberta (ccfa) os individuos podem dar um passo para fora do
ambiente, sendo removido do sistema, diminuindo a populag3o total.

Espera-se que, para dominios espaciais muito extensos, o que acontece nas
bordas do dominio ndo influencie significativamente a dindmica do sistema como
um todo. Portanto, se desejamos minimizar os efeitos de borda precisamos consi-
derar redes com muitos sitios. Entretanto, isto pode ndo ser conveniente do ponto
de vista computacional. Uma outra forma de minimizar os efeitos do tamanho fi-
nito do dominio é considerar condicdes de contorno periddicas, ja que, neste caso,
todos os sitios da rede s3o equivalentes.

Para testar os efeitos de diferentes condigdes de contorno no caso especifico do
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Figura 3.4: Espectros de frequéncias das séries temporais da dinimica na rede de
5 sitios, Figura 3.1

modelo que estamos estudando, utilizamos o conjunto 1 de pardmetros da Tabelas
3.1 com as trés condi¢des de contorno mencionadas.

Como era de se esperar, nas redes com muitos sitios (N = 50e N = 500), a di-
nimica populacional nio é afetada significativamente pela mudanga nas condiges
de contorno, como pode ser observado comparando os trés grificos nas Figuras 3.2
e 3.3. Uma anilise visual dos espectros de frequéncias das varias séries temporais
(Figuras 3.5 e 3.6 confirma a semelhanga entre as dindmicas. J4 a dindmica da
rede de § sitios é fortemente afetada pelas condigdes de contorno, como evidenci-
ado pelas séries temporais, Figura 3.1, e pelos seus espectros de frequéncia, Figura
34.

Observa-se na Figura 3.6 que, embora o espectro de frequéncias tenha uma

34



0.03 L I ) I ]

0.02

0.01

0.03

0.02

0.01

0.03 T | T I T I T I T

0.02

001

0 0.1 0.2

Figura 3.5: Espectros de frequéncias das séries temporais da dindmica na rede de
50 sitios, Figura 3.2

35



0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

(ccp) (ccfa)
I L] I ) I T l T 0.05 ) I ) l ] I L] ' ¥
- 004 —
- 003}
0.02 |-
001
} qas 1 0 -=::—1'
0.1 0.2 0 0.1
(ccfz)
0-05 T I ] ) l T I L)
004+ —
0.03|-
002
001
0 ' T

0o o1 02

03 04 0.5

Figura 3.6: Espectros de frequéncias das séries temporais da dindmica na rede de
500 sitios, Figura 3.3

36



largura finita, e, portanto, a dinmica nfio seja periddica, € possivel perceber con-
tribuigdes importantes de alguns periodos bem definidos. A largura do espectro de
frequéncias fica cada vez maior a medida que o mimero de sitios diminui, conforme
mostrado na Figura 3.4, acentuando assim o cariter nio-periédico da dindmica.
Como acabamos de observar, as condigdes de contorno nio afetam signifi-
cativamente o comportamento dindmico do modelo quando o dominio espacial é
grande (ou seja, o mimero N de sitios ¢ muito maior do que um). Sendo assim,
a partir deste momento adotaremos condig¢des de contorno periédicas e N = 500

em todas as nossas simulagdes.

33.2 Invasoes

Uma situagdo interessante que ocorre frequentemente na natureza, € a entrada de
uma populagdo invasora num ecossistema ao qual ela ndo pertencia. Exemplos,
temos vérios: infestagSes de pragas em monoculturas, introdugdo de espécies ex6-
ticas no ambiente pelo homem, dentre outros. Qual serd o comportamento dessa
populagdo no novo ambiente, e qual serd a reagdo do ecossistema ao qual ela foi
inserida, nunca se sabe ao certo. Em se tratando de agricultura, se for percebido
a infestagio de uma determinada praga em tempo hdbil, e se for conhecida a di-
nimica de infestag3o, pode-se evitar que danos maiores ocorram. No modelo de
Lotka-Volterra com distribuic3o espacial que estamos investigando ¢ facil consi-
derar uma situagio de invasdo: basta escolhermos condigdes iniciais apropriadas.
Mais especificamente, se tomarmos a distribui¢io espacial inicial de presas homo-
génea, por exemplo, e as populagSes de predadores concentradas em um ou mais
sitios da rede, estaremos emulando uma situacdo tipica de invasdo.

A difusdo dos predadores no ambiente pode ser vista na Figura 3.7. Neste
caso, os predadores invadiram a rede em um tinico ponto, no sitio 250 e, ao longo
do tempo conseguiram se estabelecer. No principio da simulag3o ocorreram osci-
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Figura 3.7: Distribui¢do espacial da populagdo de predadores para diferentes tem-
pos depois da invasdo. O tempo cresce de baixo para cima. A invas3o ocorre no
sitio N = 250. Foi utilizado o conjunto 1 de pardmetros da Tabela 3.1. NP =
Nimero de predadores.

lagSes grandes nos sitios que estavam sendo "atacados”(Figuras 3.7 € 3.8). Estas
por sua vez foram diminuindo ao longo do tempo até atingir uma situac3o de equi-
librio. E importante ressaltar que esse equilibrio s6 foi possivel porque o ambiente
foi capaz de suportar ambas as populagdes. Caso tivesse sido colocado um nimero
muito maior de predadores que a capacidade de suporte, fatalmente estes teriam
levado as presas a exting3o e a eles logo em seguida por falta de alimento.

Nas Figuras 3.9 e 3.10 os predadores comegaram e invasdo em dois pontos, no

38



L

A
'.|.\_|J.|.|
'.L.Ml.l

o

L

3000 —
2000 - v
Eow' i 1 | 1 w 1 I 1 |
1000 Y
T B P B |
300 225 250 275 300
Sitio

Figura 3.8: Distribui¢do espacial da populagéo de presas para diferentes tempos
depois da invasdo. O tempo cresce de baixo para cima. A invasdo ocorre no sitio
N = 250. Foi utilizado o conjunto 1 de parimetros da Tabela 3.1. NH = Niimero
de presas.
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Figura 3.9: Distribui¢3o espacial da populagdo de predadores para diferentes tem-
pos depois da invasdo. O tempo cresce de baixo para cima. A invasio ocorre nos
sitios N = 100 ¢ N = 300. Foi utilizado o conjunto 1 de parimetros da Tabela
3.1. NP =Numero de predadores.

sitio N = 100 e N = 300. Como no caso anterior, eles conseguiram se estabelecer
no ecossistema. Com a presenga dos predadores no ambiente, as presas que antes
tinham seu tamanho populacional regulado somente pela sua densidade populaci-
onal, e por esse motivo a populagdo permanecia estivel na capacidade de suporte,
agora tém um outro regulador, os predadores, que as “forcam™ a permanecer com
uma populagido muito menor do que antes.

E interessante notar que a dinimica espago-temporal das populagdes de presas
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Figura 3.10: Distribui¢do espacial da populagdo de presas para diferentes tempos
depois da invas3o. O tempo cresce de baixo para cima. A invasdo ocorre nos sitios
N =100 ¢ N = 300. Foi utilizado o conjunto 1 de pardmetros da Tabela 3.1.
N H = Numero de presas.
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e predadores lembra muito a propagac@o de frentes de onda. Este tipo de compor-
tamento & comum em modelos do tipo reagio-difusdo, e costuma ser denominado
«ondas de invasio” (Murray, 1993). Estas sdo ondas ndo-lineares que, portanto,
ndo obedecem ao principio da superposigdo, como pode ser facilmente verificado
pela inspegdo visual dos casos de invasio em mais de um sitio, Figuras 3.9 ¢ 3.10.

3.4 Formacio de Padrdes

Um aspecto importante de modelos de reagio-difusio, como o que estamos estu-
dando, & a possibilidade de surgimento de distribuigdes espaciais heterogéneas das
populagSes, mesmo que as regras dindmicas scjam idénticas para todos os pontos
do dominio. Este fenémeno, denominado formagio de padrdes, ¢ muito comum na
natureza. As estampas das peles de vérios animais, como zebras, lcopardos, ongas,
girafas, etc. sdo consequéncia de dindmicas tipo reagdo-difusdo (Murray, 1993).
Nossos resultados indicam que a dinimica de Lotka-Volterra acoplada 4 difu-
sio gera padrdes espaciais n3o-uniformes. Na Figura 3.11 vemos a evolugio da
distribuicio espacial numa rede de 500 sitios com condi¢des de contorno periédi-
cas. Tomamos distribui¢es iniciais uniformes. Ao longo do tempo, as pequenas
flutuagbes locais devidas ao carater estocastico da dinimica sio amplificadas pela
dinamica local nio-linear, levando assintoticamente  formagZo de um padrdo es-
pacial irregular. Note que a origem deste padrdo n&o ¢ a instabilidade de Turing:
as difusividades de ambas as populagdes sdo idénticas. Pode-se entender o surgi-
mento destes padrbes através de uma analogia com um sistema mecanico. Imagine
uma cadeia de osciladores nio-lineares acoplados. Se todos forem postos a oscilar
sob as mesmas condigdes iniciais deverdo continuar a oscilar em fase. Entretanto,
se introduzirmos uma perturbagdo aleatéria em cada um dos osciladores, o carater
nio-linear de sua dinimica podera amplificar o efeito deste ruido, ¢ em poucos
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ciclos os osciladores estarfio fora de fase. Devido ao acoplamento, hi uma ten-
déncia de correlagdo entre os osciladores vizinhos, mas que deve diminuir com a
distancia.

E interessante notar que, apesar da irregularidade aparente, os padrdes assin-
téticos observados na Figura 3.11 apresenitam correlagdo espacial ndo-nula, como
mostrado na Figura 3.12. Este comportamento estd plenamente de acordo com
a analogia mecénica que acabamos de apresentar. No inicio da evolugdo tem-
poral as flutuagdes populacionais s3o essencialmente aleatérias, como pode-se
notar pela variagdo abrupta da fungdo de correlagio em T = 1. Conforme o
sistema evolui a fungdio de correlagio vai adquirindo cardter de decaimento ex-
ponencial, {(Ar) o« exp(—AAz), o que indica a auséncia de ordem de longo
alcance (Axz — o00). O inverso da taxa de decaimento, Azy = \~!, d4 uma
idéia da distdncia Axg para a qual ainda existe correlagdo apreciével. Para tempos
T =2 x10°,2.5 x 10° e 3 x 105, Ax vale, repectivamente, 22, 11 e 18 stios.

Ao diminuir a rede de 500 (Figura 3.11) para 50 (Figura 3.13) e finalmente para
10 sitios (Figura 3.14), percebe-se que ocorre uma “sincronizagdo” das populagdes
nos varios sitios 4 medida que a rede diminui, saindo de uma distribuiggo espacial
irregular na rede de 500 sitios a uma distribui¢io bastante uniforme para a rede
de 10 sitios. Isto & perfeitamente compreensivel se notarmos que as correlagdes
espaciais calculadas acima estendem-se para além de dez sitios.
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Figura 3.14: Comportamento dos individuos nos sitios para ccp. Utilizamos o
conjunto 1 de pardmetros da Tabela 3.1; NSitios = 10.
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3.5 Modelagem de um mecanismo evolutivo

Darwin, por volta de 1859, langou as bases da moderna teoria cientifica da evo-
lugdo com seu livro "On the Origin of Species by means of Natural Selection”.
Um dos conceitos mais importantes introduzidos por Darwin foi o da selegido na-
tural (Futuyma, 1993). Este € o mecanismo chave que age sobre a casualidade
das mutagdes selecionando as caracteristicas que tornam os organismos mais ap-
tos a sobreviver e se reproduzir. Podemos entender o processo de selegdo natural,
de maneira bastante simplificada, se pensarmos nos organismos como miquinas
replicadoras. Cada miquina tem uma capacidade de replicagfio determinada por
um conjunto de caracteristicas. As novas miquinas geradas por cada miquina re-
plicadora ndo s3o copias perfeitas das maquinas originais, apresentando pequenos
“erros”. Estes erros podem alterar a capacidade de replicagdo das copias, em geral
diminuindo-a ou deixando-a inalterada. Muito raramente pode ocorrer um “erro”
de cépia que aumenta a capacidade de reprodugdo de uma dada maquina. Essa
maquina ird gerar mais copias que as outras, que gerardo mais copias € assim por
diante, de modo que, em algumas geragGes, as maquinas com o “erro” deverdo ser
maioria na populagdo. Dizemos entdo que a modificagdo (“erro”) na caracteristica
que gerou o aumento da capacidade de reprodugdo da méquina foi selecionada,
por conferir as maquinas com aquela caracteristica vantagem reprodutiva sobre as
demais.

Os fatores que determinam se uma dada caracteristica confere ou ndo vanta-
gem édaptativa a um organismo tém orfgens vanadas Podein estar relacionados
a caracteristicas fisicas (geograficas, climéticas, geolégicas, etc.) do habitat ou
a interagdo entre o organismo em questdo € outros organismos que convivem no
mesmo habitat. Nosso interesse principal aqui ¢ no dltimo caso: como a intera-

¢do entre populagGes influencia no processo evolutivo e como o processo evolu-
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tivo determina caracteristicas da dinimica de populagGes interagentes. O processo
evolutivo que ocorre concomitantemente envolvendo duas ou mais espécies que

interagem, e que é afetado (e afeta) esta interag@o é denominado co-evolugdo.

Uma das grandes dificuldades em se estudar processos evolutivos reside na
enorme diferenca entre a escala de tempo em que ocorre a evolugio e a duragdo da
vida humana. Por isso a modelagem matemética tornou-se uma ferramenta muito

importante no estudo destes processos.

Uma questio particularmente interessante que diz respeito a processos co-
evolutivos estd relacionada ao surgimento de estratégias, ou comportamentos, que
conferem 2o0s organismos vantagens adaptativas. Um exemplo tipico, € muito in-
teressante, é o surgimento de estratégias relacionadas & mobilidade das espécies
interagentes em seu habitat. Uma pergunta espécialmente relevante ¢ se a pré-
pria dinimica populacional intrinseca 4 interag3o entre duas espécies pode conferir
vantagem adaptativa a algum comportamento especifico ligado 2 mobilidade.

Para tentar responder a esta pergunta, no contexto de populagdes com intera-
¢ao tipo presa-predador, modificamos nosso modelo original, descrito na secdo 3.3,
para incluir um mecanismo evolutivo ligado 2 mobilidade. A idéia foi fazer da mo-
bilidade de cada individuo, anteriormente considerada igual para toda a populacdo
e fixa, uma caracteristica herdivel no processo reprodutivo, com a possibilidade
de uma pequena variagao aleatéria na heranga. Com isto esperamos estar imitando
o processo de mu_tag:ﬁts aleatbrias que opera na reprodugdo biologica.

Como nossa intencdo é verificar se a propria dindmica gera algum tipo de “pre-
feréncia™ por alguma faixa de valores de mobilidade, n3o introduzimos nenhum
mecanismo explicito de selegiio para a mobilidade, ou seja, todos os valores de
mobilidade sdo equivalentes no que diz respeito 2 taxa de reprodugdo do indivi-
duo. Qualquer tipo de preferéncia que venha a ocorrer é advindo da dindmica do

49



sistema.

O modelo com mobilidade herdada consiste, entdo, no mesmo modelo baseado
em individuos descrito na se¢do 3.3 sendo que a mobilidade agora é uma caracte-
ristica particular de cada individuo. Na reprodugdo cada recém-nascida recebe da
mie um “cépia” do seu valor de mobilidade com um pequeno “erro” aleatério, ou
seja

Mobfaha=MObmeﬂ:5,

onde § é uma varidvel aleatéria sorteada com probabilidade uniforme sobre o in-
tervalo [—Amaz, Amaz)- O tamanho do intervalo 2A,,,, desempenha o papel de
“taxa de mutagio”.

Para a escolha do Ap,q-, foram testados diferentes valores mantendo os para-
mentros do conjunto 1 da Tabela 3.1 fixos. Percebeu-se que sua variag3o, na grande
maioria dos casos nio modificava qualitativamente o resultado das simulagGes,
apenas a escala de tempo em que ocorriam. Buscamos entio um valor que permi-
tisse a visualizagdo da evolugio, quando ocorresse, mas a0 mesmo tempo, que nio
fosse tdo pequeno que tornasse proibitivo o tempo de processamento necessirio
para observarmos o processo evolutivo. O valor escolhido foi Aper = 0.001.

Para que fosse possivel realizar comparages entre os resultados obtidos com
os dois conjuntos de parimetros, mantivemos o mesmo valor de Ayg, escolhido
para o conjunto 1 também para o conjunto 2.

Utilizamos para simular a dinimica na presenca do mecanismo evolutivo os
mesmos conjuntos de parimetros utilizados nas simulagSes do modelo sem here-
ditariedade, que podem ser encontrados na Tabela 3.1. Nossos resultados mostram
que a dinimica de Lotka-Volterra numa rede unidimensional de fato confere a cer-
tos valores de mobilidade vantagem adaptativa. Um exemplo claro disto pode ser
observado na Figura 3.15, onde vemos as médias das mobilidades das duas popu-
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lagdes em fungdo do tempo. E ficil notar um aumento acentuado da mobilidade
média nas duas populagdes. Analisando as distribuigdes de mobilidades entre os
individuos das duas populagdes, Figuras 3.16 e 3.17 observa-se que elas sio bas-
tante concentradas em torno dos valores médio, indicando que praticamente n3o
h4 individuos com mobilidades muito diferentes da média. Esta situagdo ¢ tipica
de uma populag@o que esta sob forte pressio seletiva.

A mobilidade inicial de todos os individuos foi fixada em 0.5. Dessa maneira
nio foi atribuida nenhuma vantagem a nenhum individuo com respeito a mobili-
dade. Mesmo nio sendo atribuida vantagem adaptativa as presas ( vide T’ = 1,
Figura 3.16), ap6s T' = 5000, a distribuicdo que outrora era concentrada em
Mob = 0.5, agora tem uma largura pequena, havendo individuos com mobili-
dades na faixa 0.4 < Mob < 0.6, devido 4s mutagdes que ocorreram. De alguma
maneira, os individuos com maior mobilidade tiveram, com o passar do tempo,
vantagem adaptativa, com isso predaram mais ¢ tiveram maior nimero de descen-
dentes, o que pode ser visto pelo deslocamento da distribuicio para valores maiores
de mobilidade, 0.5 < Mob < 0.85, em T = 50000. Isso reforga a idéia de que os
individuos que estavam na borda inferior (Mob ~ 0.4) em T = 5000 foram mais
bem-sucedidos do que aqueles que estavam na borda superior (Mob ~ 0.6). Por
esse motivo, para tempos muito grandes (T = 600000), através da selegdo natural,
as presas com maior mobilidade compdem a maioria da populagio.

O comportamento do modelo quando utilizamos o segundo conjunto de para-
metros da Tabela 3.1 é muito diferente do que observamos para o conjunto 1, cujos
resultados acabamos de analisar. Uma inspeg@o visual das Figuras 3.15 - 3.17 ¢
3.18 - 3.20 mostra que a pressio seletiva € muito menor para este conjunto de
parimetros. Esta observagio nos leva imediatamente a perguntar que caracteris-
ticas da parte temporal da dinimica influenciam a intensidade da sele¢do natural,
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presas; parimetros do conjunto 1 da Tabela 3.1.
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e como. Uma diferenga notivel entre as duas situagSes que acabamos de com-
parar, além da grande variag3o na intensidade da selegdo, pode ser observada no
grau de heterogeneidade da distribuicdo espacial de presas ¢ predadores, Figuras
321 e 3.22. E ficil perceber que no caso em que a pressdo seletiva € intensa a
distribuicio espacial das populagdes ¢ bem mais heterogénea do que no caso em
que a selegdo é fraca. Este mesmo comportamento ¢ claramente observado em
um outro modelo para dindmica populacional com evolugdo estudado pelo nosso
grupo (Dantas, 2005 e Petrovskii, 1999). Além disso, um tipo de estratégia li-
gada a altas mobilidades frequentemente observada na natureza, conhecida como
“espécie fugitiva™, ocorre sabidamente em ambientes heterogéneos (Armstrong,
1976). Estes fatos sugerem a existéncia de uma correlagdo entre pressio seletiva e

heterogeneidade espacial.

Os pardmetros que alteram mais significativamente a dindmica temporal do
modelo de Lotka-Volterra sio a taxa de predag3o <y e a mortalidade dos predadores
ps. Assim, avaliamos a resposta do modelo 3 variagdo destes pardmetros no que diz
respeito & presso seletiva.

O primeiro pardmetro a ser variado foi a taxa de predagdo. Percebe-se nas Fi-
guras 3.23 ¢ 3.24 para predadores e presas respectivamente, que o aumento de <y
provoca um pequeno aumento da pressao seletiva sobre os individuos em dire¢do
a populacdes mais mébeis. No entanto, o aumento da pressdo ¢ muito pequeno se
comparada ao aumento que ocorre quando se aumenta a mortalidade dos predado-
res p (veja Figuras 3.25 e 3.26).

Quando se aumenta o y, se estd aumentando a exigéncia do ambiente sobre os
predadores. Como eles morrem numa taxa maior, comega a ficar mais acentuada
a diferenga entre os que se reproduzem mais e 0s que s¢ reproduzem menos. Num

ambiente heterogéneo, é razodvel supor que os predadores mais moveis terao, em
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Figura 3.25: Evolugdo temporal da média da mobilidade dos predadores, com
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média, mais sucesso na captura de presas. Como a taxa de reprodugdo depende de
quanto o predador consumiu de presas, os mais méveis reproduzem mais porque
predam mais. Dessa maneira, para os valores de 2 maiores, hd um aumento mais

acentuado da média da mobilidade ao longo do tempo, Figuras 3.25 e 3.26.

Se a correlagdo entre pressdo seletiva e heterogeneidade espacial for real, como
parece ser, ¢ importante determinar que pardmetros da dindmica de Lotka-Volterra
controlam a heterogeneidade espacial das distribuicdes populacionais. Esta ndo é
uma tarefa ficil, pois exige a exploragio de um espago de pardmetros vasto mesmo
no caso sem hereditariedade. Além disso, a introdugéio do mecanismo evolutivo
parece afetar também esta caracteristica da dinimica. Na Figura 3.27 observamos
que, para um mesmo conjunto de pardmetros, as distribui¢gGes espaciais, que no
casos sem mecanismo evolutivo eram bastante heterogéneas, passam a ser con-
sideravelmente homogéneas na presenca da evolugdo. Isto torna a determinaco
precisa da regido no espago dos pardmetros onde ocorre selegdo forte bastante difi-
cil. De qualquer modo, conseguimos identificar pelo menos duas vizinhangas que
apresentam pressoes seletivas bastante distintas. Elas podem servir como pontos
de partida para investigagdes subsequentes da correlagio em questdio.

Um processo evolutivo guiado pela selegdo natural implica na ocorréncia de
uma distribui¢do da caracteristica selecionada fortemente concentrada em torno da
média populacional. E, portanto, razoavel perguntar se o fato de termos escolhido
os individuos com a mesma mobilidade, nfo estaria de alguma forma condicio-
nando a distribuigdo para tempos longos a ser também concentrada. Em outras
palavras, se o processo que estamos observando for realmente resultado de selegio
natural, uma distribuigdo inicial de mobilidades ndo-concentrada deve também re-
sultar, para tempos longos, numa distribui¢do fortemente concentrada em torno da
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mobilidade média.

~ Assim, refizemos as simulages utilizando os mesmos parametros, Tabela 3.1,
s6 que como condigdo inicial, distribuimos as mobilidades uniformemente entre
todos os individuos. Os resultados podem ser vistos nas Figuras 3.28 - 3.33. Para
o conjunto de parimetros 1 (caso em que haviamos observado pressdo seletiva
muito intensa) é evidente que a distribuigo final é fortemente concentrada em
torno da mobilidade média (Figuras 3.28 e 3.29). A tnica diferenca notével entre
este caso e o caso da distribuigio inicial concentrada & que o tempo necessério para
a populacdo atingir o estado evolutivo estaciondrio ¢ agora muito menor, como
pode ser visto na Figura 3.30. Nio ¢ dificil compreender este fato, s¢ pensarmos
que no caso concentrado a evolugdo devia-se a individuos na cauda da distribuigdo

.....

consideravel dos individuos com mobilidades muito préximas da étima.

Para o conjunto de pardmetros 2 (a intensidade da selegdo € mais fraca do que
no caso anterior), hi algumas diferengas qualitativas nas distribui¢oes de mobili-
dade para tempos longos, como pode ser visto nas Figuras 3.31 e 3.32. Observa-
mos que agora a distribui¢io de mobilidades n3o ¢ mais tio concentrada em torno
da média, indicando que a vantagem adaptativa dos individuos de maior mobili-
dade n3o ¢ tio acentuada quanto no caso do conjunto 1 de pardmetros. Entretanto,
uma anilise mais cuidadosa mostra que esta distribui¢gio estd dividida em trés aglo-
merados principais, o que sugere que estas trés faixas de mobilidades (em torno
de 1, 0.8 e 0.6) sio adaptativamente vantajosas com relagdo as demais. Em outras
palavras, a paisagem adaptativa do modelo para esse conjunto de pardmetros apre-
senta maximos locais. Isto explica, por exemplo, porque a média da mobilidade
da populagio de predadores nio aumenta além de 0.6, como vé-se na Figura 3.20

a populagio encontrou um méximo local € se estabeleceu ali.
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Figura 3.28: Histograma da distribuigdo do nimero de presas versus mobilidade;
pardmetros retirados do conjunto 1 da Tabela 3.1. A mobilidade inicial foi distri-
buida uniformemente sobre a populacio no intervalo de 0 a 1.
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Figura 3.29: Histograma da distribuicdo do mimero de predadores versus mobili-
dade; pardmetros retirados do conjunto 1 da Tabela 3.1. A mobilidade inicial foi
distribuida aleatoriamente a cada individuo no intervalo de O a 1.
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Figura 3.30: Evolugdo temporal da média da mobilidade dos predadores e das
presas; parimetros retirados do conjunto 1 da Tabela 3.1. A mobilidade inicial foi
distribuida aleatoriamente a cada individuo no intervalo de 0 a 1.
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Figura 3.31: Histograma da distribui¢do do nimero de presas versus mobilidade;
pardmetros retirados do conjunto 2 da Tabela 3.1. A mobilidade inicial foi distri-
buida aleatoriamente a cada individuo no intervalode 0 a 1.

Analisando o comportamento da mobilidade média em fun¢@o do tempo neste
caso, Figura 3.33, percebemos que ela atinge valores bem maiores do que no caso
da distribui¢do inicial concentrada, pelos motivos que discutimos acima: a dis-
tribui¢do inicial uniforme colocou individuos em toda a paisagem evolutiva, per-
mitindo que outros maximos locais além do que ocorre em Mob = 0.6 fossem
ocupados; isto era impossivel no caso da distribui¢do inicial concentrada ja que a
populagio teria que atravessar um “vale” na paisagem adaptativa.

Um ponto importante que deve ser chamado atencdo € com relagdo a0 Anaz-

Foi dito no inicio dessa se¢do que a variagdo deste valor ndo alterava na grande
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Figura 3.32: Histograma da distribuicdo do mimero de predadores versus mobili-
dade; parimetros retirados do conjunto 2 da Tabela 3.1. A mobilidade inicial foi
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distribuida aleatoriamente a cada individuo no intervalo de O a 1.
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Figura 3.33: Evolugdo temporal da média da mobilidade dos predadores e das

presas;parimetros retirados do conjunto 2 da Tabela 3.1. A mobilidade inicial foi
distribuida aleatoriamente a cada individuo no intervalode 0 a 1.
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maioria dos casos, qualitativamente o resultado das simulagdes. Isso s6 ¢ verdade
para o caso em que existe apenas um maximo na paisagem adaptativa. No caso
onde existe mais de um méximo, a variagio do Ame, pode alterar o resultado.

Estas observagdes sugerem que a estrutura do modelo que consideramos, no
que diz respeito a0 mecanismo evolutivo, ¢ bastante rica, e merece uma investiga-
¢do mais detalthada.

74



4 CONCLUSOES

Nesta dissertagdo investigamos o comportamento de um modelo estocéstico, base-
ado em individuos, para a dinimica de duas populagdes interagentes espacialmente
distribuidas. A interagdo que escolhemos investigar foi do tipo presa-predador. Es-
colhemos para dindmica local das populagdes respostas funcionais do tipo Lotka-
Volterra com fator de Verhulst (competicdo intra-especifca) para a populacio de
presas. A dispersdo espacial das populagdes foi modelada através de processos di-
fusivos. Verificamos que a dinidmica de Lotka-Volterra acoplada a difusdo pode dar
origem a populagdes com distribuicSes espaciais heterogéneas, ou seja, o modelo
apresenta formagio de padrdes. Investigamos ainda a dindmica espago-temporal
do modelo sob condig¢es iniciais que emulam a invasio de um ambiente por uma
espécie predadora, € vimos que, neste caso, surgem comportamentos que lembram
a propagacdo de frentes de onda. Estes comportamentos séo comuns em modelos
tipo reagio-difusdo.

Numa segunda etapa, introduzimos um mecanismo evolutivo ao considerar a
mobilidade dos individuos como uma caracteristica hereditiria, sujeita a peque-
nas mutagdes aleatérias. Mostramos que, apesar de nio haver vantagem explicita
associada a nenhum valor ou faixa de valores de mobilidade no modelo, surge es-
pontaneamente uma pressio seletiva na diregdo de maiores valores de mobilidade.
Mostramos que a intensidade da pressdo seletiva depende fortemente dos pardme-
tros que regem a dinimica local do modelo. Apresentamos ainda evidéncias de que
a pressdo seletiva é tdo mais forte quanto mais heterogéneas forem as distribui¢oes
populacionais. Procuramos relagSes quantitativas entre alguns dos parametros da
dinimica local e a pressdo seletiva, com sucesso limitado. As maiores dificulda-
des foram a vastidio do espago dos pardmetros e o fato de que as caracteristicas
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espago-temporais da dindmica podem ser fortemente afetadas pela introdugo do

mecanismo evolutivo.

Mostramos também que, para alguns conjuntos de parimetros, a paisagem
adaptativa do modelo pode apresentar uma estrutra complexa de méiximos locais.
E, no minimo, curioso que um modelo baseado em regras tdo simples exiba com-
portamentos tio complexos. Esperamos que as breves indicagOes que apresenta-
mos aqui da riqueza deste modelo estimulem investigagGes mais sistemdticas do
seu comportamento, e de sua relevincia para a ecologia ¢ a genética de populagdes.

Como acabamos de mencionar, o modelo que investigamos nesta dissertagdo
¢ bastante rico em comportamentos variados, ¢ hd ainda muitas questoes a serem
respondidas. Uma delas diz respeito ao comportamento do modelo para diferen-
tes niveis populacionais. A formagdo de padrdes ainda ocorre se os tamanhos
populacionais médios forem grandes? Nossas simulagdes foram limitadas a po-
pulagdes totais relativamente baixas devido ao custo computacional muito alto de
considerar-se populagbes maiores. Seria interessante tornar os cédigos computa-

cionais mais eficientes de modo a podermos considerar po des maiores.

Seria também interessante explorar de forma mais sistemitica o espago dos
pardmetros, e tentar confirmar a correlagio entre intensidade da pressdo seletiva e
heterogeneidade espacial. Além disso, uma questio relevante que nio exploramos
é se existe variagdo espacial da distribuicdo de mobilidades.

Nossos resultados limitaram-se a redes unidimensionais, 0 que, em termos
biolégicos, ¢ bem pouco realista, ou é uma situagdo muito especifica, restrita a
ambientes de baixa conectividade. Seria extremamente interessante verificar se 0s
efeitos que observamos no caso unidimensional sobrevivem ao aumento da dimen-
sionalidade do sistema. Estas investigacdes estdo em curso, € nossos resultados
preliminares mostram que a heterogeneidade das distribuigdes espaciais das popu-
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lagdes é bem maior no caso bidimensional do que no caso unidimensional. Se isto
se confirmar poderemos ter mais evidéncias da correlagdo entre heterogeneidade e
pressio seletiva.

O mecanismo evolutivo que investigamos é extremamente simplificado. Em
particular, evitamos o problema do mapeamento genoétipo—fenétipo, considerando
que a caracteristica fenotipica era herdada diretamente. Seria interessante inves-
tigar a influéncia do mapeamento genétipo—fenétipo, ja que sabe-se que modelos
que levam em conta este mapeamento podem apresentar caracteristicas dindmicas
diferentes dos que o ignoram (Martins et al., 2001).

Por fim, seria também interessante considerar 0 mesmo tipo de modelo com
outros tipos de interagdo, como a competig3o, por exemplo, muito relevante biolo-
gicamente.
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