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Resumo

Arvore de buscabinariamultidimensionalabreviadapor arvore k —
d) é umaestruturade dadosusadaparaa organizacdce manipula-
¢dode dadosespaciais.Estaestruturade dadosé usadaem muitas
aplicacbessendoque as principaisséo: particionamentale grafos,
aplicagbedshierarquicadais como dinamicamoleculare simulages
n — body (agrupamentale objetosfisicamenteproximos),bancode
dadoscomputaca@eométricagntremuitasoutras.Estetrabalhoes-
tudaformaseficientesde construirtal estruturade dados. Sadoapre-
sentadoyvariosmétodose em quaissituacdesadaum delesmelhor
seaplica.
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Capitulo 1

Intr oducao

A anore k — d, ou arwre de buscabinariak-dimensional ¢ um tipo de estrutura
de dadosguepermiteum processamenteficientede chaves multidimensionaise

foi propostapor Bentley em 1975[DJzC0Q, e desdeentdovem sendotestadae

sofrendovariostipos de modificacdesna maioria dasvezescom o objetivo de

obterum melhordesempenh@Pro97. A arworek — d é basicamenteim tipo de

ArvoreBinariade PesquisgBST) quedivide ospontosemparcelasnenoresnais

viaveis (budkety. Minimizando,assim,o0 nimerodos pontosgque necessitanser
procurados.

A anorek — d diferedaBST pelofatode quecadanivel daarvwrek — d se
ramificabaseadanumapesquisade chave parao nivel, chamadadiscriminador
Definimoso discriminadomo nivel : comosendo; mod k parak dimenséesPor
exemplo,podemosarmazenadadosde coordenadaéz, y). Nestecasok é2 (ha
duascoordenadas)y,oma coordenada definidaarbitrariamenteomochave 0, e
acoordenada comochave 1. Paracadanivel, o discriminadoralternaentrez e
y. Portantoumnodo N donivel 0 (raiz) teriaemsuasub-arere esquerdapenas
nodoscujosvaloresdez séomenoresjue N,. Como,porexemplo,naFigural.l
ondeo n6 B é inseridoa esquerdalo n6 A, pois o valor da coordenada: de B
vale15 e @ menorquea coordenadae A quetemum valor 40. Um nodo M ao
nivel 1 teriaemsuasub-arere a esquerdanodoscujosvaloresde y sdomenores
queM,. Comoo nd G, porexemplo.N&aoharestricaoquantoaosvaloresdospais
de M, e aosvaloresde z descendentede M, desdequea decisdade ramificacdo
realizadanonodo M sejabaseadaomentenacoordenadsy.

Um exemplode umaarwre k — d paraduasdimensdeqdk = 2) podeser
encontradmaFigural.l.



Cr70,10) — Y

D(69,50)— X

G(80,5) ;

E(55,80) F(80,90)

Figura 1.1: Exemplodeumaarwrek — d (ondek = 2)

De umamaneiramaisformal podemosntenden funcionamentalestaestru-
turade dadosda seguinteforma: considerand@ existénciade um conjuntode n
pontosemum espacas dimensionaltem-sequeds, da, ..., d;, denotamk dimen-
sbes. A arwre k — d é construidada seguinte forma [AFAGO0H: o néraiz da
anwore correspondao conjuntodetodosos pontos,é escolhideentdoumadimen-
sdod;, e calcula-sea medianade todosos pontosao longo destadimenséai;. O
préximopasscé dividir ospontosemdoisconjuntosdetamanhaproximadamen-
te igual - um conjuntoconteratodosos pontosque possuensuacoordenadao
longoded; menorouigual a medianacalculadae o segundoconjuntoconteréto-
dosos pontosrestantesAs duassub-particesaorepresentadgselosndsfilhos
daraiz. A anoreé construidaecursvamenteatéquecadano folha corresponda
um Unicoponto. Tipicasestratégiasisadagparaescolhera dimenséaa serdividi-
dasao:escolher dimensaal ;,,.qx)+1 Paracadano no nivel ; daarvore (araiz e
consideradaivel 0), escolhend@ dimensda:om maiorcomprimentosendoque
estevalor é obtido peladiferencaentrea maiore a menorcoordenadaospontos
aolongodadimenséao.

MuitasaplicacBesequeremapenas construcagarcialdearvoresk — d. Em
particionamentgaralelode grafos,por exemplo, o objetivo é criar p particGese
distribuir o grafo parap processadoresequerenda construcdade somenteos
primeiroslog p niveisdaarvwore. Em aplicac6edierarquicacomosimulacéa —
body, que serdapresentadposteriormenteagrupamentode objetosfisicamente
proximosséoessenciai® a arwre k — d oferecetal esquemale agrupamento.
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Em bancosde dados,registros podemser tratadoscomo sendopontosem um
espacoapropriado,mapeandaadachave parauma coordenadaresultandoem
um conjuntode pontosquepodemserorganizadosisandaumaarnorek — d.

Estetrabalhoenfocaduasabordagenpadrbesutilizadasna construcadodas
anoresk — d. A primeirausao célculoexplicito da mediana,e a segundausa
ordenacadaomo um passode pré-processamentoom o objetivo de eliminar o
calculodamediana.Em adicdo,serdapresentadamanova abordagenproposta
em[AFAGO00H, ondeé realizadaumaordenacagarcialdosdadose refinamentos
sdorealizadosenecessario.

Estamonografiaestaorganizadada seguinte forma: no Capitulo2 séoapre-
sentados principais objetivos do trabalhoe as referénciashibliograficas,en-
contradasobreo assuntaem questdo.Tambémnestecapitulo,encontra-seima
introducaocaosprincipaisconceitosde programacagoaralela. No Capitulo3 sdo
apresentadossdiversoanétodogaraa construcaaaarwrek — d, tantonospri-
meiroslog p niveis quantoparao restantedosniveislocais. Porfim, no Capitulo
4, encontram-salgumasaplicacde® tambémasconclusdes.






Capitulo 2

Objetivosdo Trabalho

Osobjetivosdotrabalhosdoinimerossendajueosmaisimportante® quedevem
serdestacadosdo:estuda estruturade dadosdenominadarwre k — d, realizar
um levantamentalosalgoritmosparalelosparaconstrucaala mesmagestudaras
caracteristicaprépriasde cadaum deles bemcomoapontamsprincipaisdiferen-
¢casentreestesalgoritmos.E numaetapaposterioy encontramaplicagbesasquais
estaestruturade dadospodeserusadanatentativa de obterum bomdesempenho.

2.1 Estadoda Arte

Nestasecaoseraoapresentadogs principaistrabalhogublicadosqueséorelaci-
onadoomo assuntalestamonografia.

Em [Goi96] é abordadaa paralelizacaae um grandenumerode aplicacdes
hierarquicassendogqueem umade suasse¢de® apresentada construcaale ar
voresk — d e assuntoselacionados.Nestedocumentss&oapresentadoalguns
algoritmosemaltissimonivel (escritosemlinguagemnatural).Jaem[AFAGO004,
0 mesmogrupodo trabalhocitadoacima,apresentaim artigo sobrea construcao
deéanwresk —d comum menorgraudedetalhamentayndeosalgoritmosséoape-
nasdiscutidose nenhumdelesé apresentadoAmbosapresentanseusresultados
experimentais.Ainda destemesmogrupo, existe um outro trabalho[AFAG004,
gueapesadepossuirum outrotitulo, temgrandepartede seucontelidexatamen-
teigualaode[AFAGOOb].

Em [BMO0O], encontram-s&ariassolucdegaralelasparaproblemasggeomé-
tricos utilizandoum modelochamaddscan(diferentedo RAM e do PRAM). Um
dosproblemasabordado® o dasarvoresk — d, masdeformamuito simplificada.
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Em[Pro97, aarwrek —d é apresentadintamente&omoutrasdiversagestru-
turasdedadosquepodemserutilizadasparaconstruca@eumsistemalebancode
dadosondeosregistrossaotratadoscomopontosnumespacanultidimensional.

2.2 Algoritmos Paralelos

Muitos problemasjue até poucotempopareciamter solucdoimpossiel, princi-
palmentepeloselevadoscalculosenvolvidos em suaresolugaoestédohoje sendo
resolvidosatravrésdo usodeprocessamentparalelo.

Processamentparaleloé o processamentde umainformagao(ou dado)que
enfatizaa manipulagédaoncorrentele dadospertencentea um ou maisprocessa-
doresresohendoum Unico problema.A comunicacaalosprocessadoresreali-
zadaatrasésderedesespeciaisieconeao,ou por meiode umamemaoriacompar
tilhada[Qui94].

Projetaralgoritmosparalelos,analisa-los e provar que elesestaocorretosé
muito maisdificil queaplicaros mesmogassogaraalgoritmossequienciaisse-
gundo[Man89.

As principaismedidasde complidadeparaalgoritmossequenciaisdotem-
po de execucdoe espacautilizado. Estasmedidastambémsaoimportantesem
algoritmosparalelos masoutrosfatorestambémsaoimportantes sendoque um
dosprincipaisé o numerode processadores.

Deve-sedestacaque apesarda programacagoaralelater trazidoum grande
avanconasolucaode problemasompleos, existemproblemagjuesaoinerente-
mentesequenciaiskE queportantondoapresentamenhumganhode desempenho
guandoparalelizadospodendcemalgumasvezesatéter um desempenhpior.

Resultadosobreo quantoum algoritmoparaleloé eficientepodemserobtidos
atravésde umvalor conhecidacomosppedupEstevalor é obtidoatrarésdadivi-
sdoentreo temponecessariparaa execucaalo algoritmosequenciatonsiderado
mais eficientepelo tempopararealizara mesmacomputagédem um dispositvo
utilizandoparalelismo.

2.2.1 Modelo de ComputacédoParalela

Paraanalisaralgoritmosparalelost necessariter um modeloformal no qual pos-
samser baseado®s custosdasoperagfesealizadas. O projeto de algoritmos
sequenciai® tipicamenterealizadousandoum modeloabstratode computacao,
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chamadale randomaccessnaching(RAM), [Qui94]. Nestemodelo,a maquina
consistedeum Unicoprocessadoconectad@ um sistemade memodria.

Modelar a computacagaralelacostumaser mais complicadoque modelar
computagcadsequencialporquenapraticaoscomputadoreparalelogendemava-
riar maisem suaformade organizacddSki97, BM0O]. Isto porque,de maneira
geraltodososcomputadoresequienciaisdoconstruidobaseadoao mesmomo-
delodearquiteturagnquantaueoscomputadoreparalelogendemavariarmais,
principalmentequantoa formaquea memariaestasendousadgpelosprocessado-
res. Comoconsequénciaxiste um grandenimerode propostagie pesquisagm
algoritmosparalelosfoi no campoda modelageme muitosdebategém sugido
sobreo melhormodelo. N&o existe um consenssobreo modelocerto, segundo
estemesmoautor

Modelosparalelopodemserdivididosemduasgrandeslassesmodelomul-
tiprocessadoe modelowork-depth

O modelomultiprocessadog umageneralizacaddo modeloseqiienciaRAM,
comadiferencade consideram existénciade maisde um processadoiO modelo
multiprocessadgpodeserclassificademtréstiposbasicosmaquinagie memo-
rialocal, maquinaglememaoriamodular emaquinasleacessosandémicgaralelo
(PRAMSs). Umamaquinade memorialocal consistede um conjuntode n. proces-
sadorescadaqual com suamemorialocal. Estesprocessadoresioconectados
emumaredeparacomunicacdoUmamaquinade memadriamodularconsistede
m mobdulosde memadriae n processadorespdosconectadogm umarede co-
mum. UmaPRAM consistedeum conjuntoden processadorefydosconectados
emumamemoriacompartilhadaA diferengasentreostrésestanaformacomoa
memoériapodeseracessada.

O modeloPRAM é um dosmaisusadosgle facilita o projetode algoritmos
eficientes.Seum algoritmoprojetadoparaum modeloPRAM (ou qualqueroutro
modelo)pudersertraduzidoparaum algoritmo que roda eficientementeem um
computadorreal, entdoo modelo pode ser consideradasm modelode sucesso
[BMOO].






Capitulo 3

Constru¢doda Ar vore

Considera-satareb deconstruirumaarwrek —d balanceadde N pontosemum
espacdk dimensionaktéum nimeroarbitrariode niveisusandg processadores.
Pormotivo desimplicidadeassume-sgueN ep sdopoténciasledois. Tambénse
assumeueN > p? eaconstrucaalaarorevai atépelomenosog p niveis. Este
nameralog p niveis é escolhidgpor causadaformadeativagdodosprocessadores
numambienteparalelo,e pelo mesmomotivo prefere-sdrabalharcom poténcias
dedois. Osprimeiroslog p niveisdaarwreséaoconstruidogmparaleloe osniveis
restantesaoconstruidogocalmente.

A medianados N pontosaolongodadimensaal; (umadimensaaualquer)
€ encontrada os pontossadoseparadoem duasparticbes,conformeja descrito
anteriormente As particdessaoredistrituidas,tal quea primeirametadede pro-
cessadoresontenhaumaparticdoe o restantalosprocessadoresontenhaa outra
particdo.lsto é repetidorecursvamenteatéqueos primeirosiog p niveistenham
sidoconstruidosNesteponto,cadaprocessadarontémn = & pontos.A anore
local paraestesn pontose construidaatéo numerode niveis desejadosO idealé
queo numerode niveis paraa arvore local sejalog m, (m < n). Provavelmente,
como objetivo dequea arwrefique balanceada.

Qualgueralgoritmoqueencontrea mediangpodeserusadoparaa construcao
deanworesk —d. Poroutrolado,considerandqueataref envolve repetidosalcu-
los de medianasalgumpré-processamenfmdeserusadoparaajudaraaumentar
avelocidadedecalculodamedianaSerdoapresentadasoisalgoritmosgueusam
tal pré-processamentdO métodopadraoparaconstrucdale umaanore k — d
completausapré-ordenacadospontosaolongo de cadadimensamaraeliminar
completament@mabuscaexplicita damediana.A constru¢cagaraleladaarnore
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podeserdecompost@mduaspartes:construcadalosprimeirosiog p niveisdaar
voreemparalelo seguidapelaconstrucdalaarwrelocalmente A estratégigpara
construiras duaspartesndo precisasera mesma.Nestetrabalhosdoanalisadas
trésestratégiaparacadaumadaspartes.

3.1 Construcdoda Arvore Local

3.1.1 Método Sort-Based

Paraevitar o overheadassociad@om a buscaexplicita damediangparatodosos
nosinternosda arwre k — d, utiliza-seumaabordagenque ervolve ordenacgéo
dos pontosde umadimensacexatamenteumavez. Nestemétodosdomantidos
k vetoresAi, A, ..., Ag. Inicialmente,A; contémtodosos pontosordenadogsle
acordocoma dimenséad;. Qualquemé daanore k — d, correspondenta uma
particioqueaindaseréadivida, tem dois ponteirosi e j (i < j) associados ele,
tal que o sub-\etor A; contémos pontosda particdoordenadaao longo de d;.
Sea particaoé dividida basead&md,, a divisdodo vetor A; podeserrealizada
em tempoconstante. Consideranda divisdo A; paraqualqueroutradimensao
d;. Seo sub-wetor A; simplesmentdor percorrido(scar atéo fim e realizadas
astrocasdos ponteirosquandonecessarioa ordenacagode serdestruida. No
métodomedian-basedesteproblemandoocorre,porqueneleaordemnaoprecisa
sermantida.Ent&o,& necessarioevisarospontosduasvezes:umavezparacontar
o nimerode pontosnasduassub-particbeg a segundavez paradefatomover os
dados.A contageng necessariporqueo niumerode pontosmenoreu iguaisa
medianandonecessitaerexatamentégual a metadedospontos.

Estemétodorequerum passade pré-processamenfgaraordenam pontosao
longode cadaumadask dimensdesisto € realizadocomcomplidadedetempo
O(kn log n). Construircadanivel da arvore k — d ernvolve percorrercadaum
dosk vetorescomcompleidadedetempoO(kn). Depoisdo pré-processamento,
log m niveisdaarvore podemserconstruidoemO(kn log m). Emalgunscasos,
tal como quandoo métodosort-based usadoparaconstruiros primeirosiog p
niveisdaarwre,osdadospodemja estarordenados.

E possiel reduziracompleiaddedetempoO(kn), pornivel, paraO(n) usan-
do o sguinteesquemaexistemn registrosdetamanhadk, cadaum correspondente
aum ponto. Considera-sa existénciade um vetor L detamanhaon, ondeum ele-
mentode L é um ponteiroparaum registroe k indicesindicandoasposicéesos
vetoresA,, Ag, ..., Ax quecorresponderaesteregistro. Um elementalovetor A4,
ndoé maisum ponteiroparaum registro,masarmazena indicede L, quecontém
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um ponteiroparao registro. Sendoassim,é precisomudara referénciade trés
ponteirosparaselecionalo registro atual,apontadgor um elementade qualquer
dosvetoresA;. Inicialmente,L[:] contémum ponteiroparao registros e todos
os vetorespodemser montadosem compleidade de tempoO(kn). Os vetores
A, Ag, ..., A, s@oordenadoem O (kn log kn) exatament&omoantes.

Supondayuea arwvore sejaconstruidatés niveise o vetor L sejaparticionado
em?2’ sub-\etores o vetor A; deve serorganizadoem 2’ sub-particdesRotulam-
seasparticbesde L usandal...2* daesquerdgaraa direita. Paracadaelemento
de L, usandoo indice paraA4;, o correspondentelementode A; é rotuladocom
0 numeroda parti¢cdo. Trocandoos elementogde A; tal quetodosos elementos
com o rotulo menoraparecanantesdos elementosle maior rétulo, a ordenacao
é preserada. Tudoisto podeserfeito em compleidadede tempoO(n). Como
antes,A; podeserusadoparaescolhela medianade cadasub-particdo.

Emboraestemétodoreduzaa complexidadedo tempode execugdopor nivel,
de O(kn) paraO(n), ndoé esperadanelhordesempenhparapequenowvalores
dek, tal comok = 2 ek = 3, quecobremuitasdasaplicacdegpraticascomo
particionamentale grafose métodoshierarquicos.

3.1.2 Método Median-Based

Nestaabordagemaparticaoé representadpor um conjuntondoordenadalepon-
tose a medianaé explicitamentecalculadgparadividir a particdo.Osautoresem
[AFAGO0O0b] afirmamteremtestadovarios algoritmosparaencontrara medianae
encontrarangueo algoritmodeFloyd e Rivesté o quepossuimelhordesempenho.
O algoritmotrabalhaescolhendaim elementodo conjuntode maneiraaleatoria,
particionandm conjuntobaseadmesteelementodescartanda particioquenao
possuio elementadesejadoO pior casode compleidadede tempode execugdo
é O(n?), masa compleidadede tempoesperad& somenteO(n). O nimeroes-
peradode interacbes O(log n). Umaabordagentiferentepodeserusadgpara
reduziro niumeroesperadale interagdeparaO(log log n). Os mesmosautores
aindainformamqueasversfearalelaglestesiois métodogpossuentemposde
execucaanuito parecidosmassequencialmente algoritmode Floyd é melhor
Podeserobsenadoqueo mesmaoprocessale calculara medianade umapar
ticdo a divide em duassub-particbes.Na construcaado nivel 4 da arvore local,
sdocalculadag’ medianascadaparticdocontendog; pontos. Comoo nimero
total de pontosem todasas particdesde qualquemivel é n, construircadanivel
possuicomplidadede tempoO(n). Destaforma,um nimerom deniveis pode
serconstruidoemcomplidadedetempoO(n log m).
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3.1.3 Método Bucket-Based

A complidadesequenciatlométodomedian-basedproporcionab O(n log m).
Até mesmoaconstant@ssociadaordenaca@ pequenaecomparad&omo cus-
to dabuscapelamedianaa ordenacée proporcionala O(kn log n). A melhoria
naconstantgode,noentantondocompensaacomplidademaisaltadométodo
sorted-basedPararesol\er esteproblemapode-senduzir umaordenacagarcial
dosdados guepodesofrerum refinamentanaisadiantesomentesenecessario.

Depoisde ordenadogdividem-seos pontosemb unidadesnenoreschamadas
debudkets Depoisde definidososbudkets o passosgguinte é encontrato budket
guedeve contercadaum dosn pontos.Realiza-sésto utilizandoumabuscabina-
ria em complidadedetempoO(log b) por ponto. Osn pontossdoagoradistri-
buidosentreosb budketse o nimeroesperadale pontosemum bucket € O(n /b)
com alta probabilidadglassumindajueb é O(log —). O mesmoprocedimentcé
repetidoparainduzir umaordenacaqgarcial ao longo de todasas dimensdes.O
tempototal paraarealizacdalaordenacégarcialaolongodetodasasdimensfes
€O0(kn log b). Esteé o processamentprévionecessarioo métodobudket-based
Estemétodopodeservisto comoumaabordagemnhibrida que combinaordena-
¢doe buscadamediana.Seb = 1, aabordagenhibridatorna-seequivalenteao
métodoque encontraa medianae seb = n, torna-seequivalenteao métodoque
ordenadasdadoscompletamente.

Em qualquerfasedo algoritmo,tem-sea particdoe k vetoresguearmazenam
ospontosdaparticdoparcialmenterdenada&mbudketsusandsuascoordenadas
aolongo de cadadimensédo.Semperdada generalizacacassume-sguea parti-
cdodeve serdivididaaolongoded; . O budket quecontémamedianaé facilmente
identificadoemtempologaritmico,deacordocomo niumerodebudkets Encontrar
a medianasignificaencontraro elementono budket que contéma mediana.Isto
é calculadousandoo algoritmode selegcd@mum tempoproporcionalao nimero
de pontosno budket Paradividir a particdo,é necessariealcularos vetorespar
cialmenteordenadoorrespondenteds sub-particbeslsto é realizadoao longo
ded; atravésdadivisdodo budket, quecontéma medianagmdois budets Para
criarosvetoresaolongode qualquemutradimenséal;, cadabudket no vetorpar
cialmenteordenadasoprecisaserdividido emdoisbudkets Todososbudetscom
pontosque possuenumacoordenadao longo de d;, menorquea medianasao
agrupadoem umasub-particace o restantedos budkets sdoagrupadoem uma
sgundaparticéo.

Quandaumaparticaoé divididaemduassub-particdesy nUmerode pontosna
particaoé divido ao meio. O numerode budkets que sobramé aproximadamente
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0 mesmo(exceto pelo fato de um budket poderserdividido em dois) ao longo
dadimensaaueestasendousadgparaa divisdoda particdo. Ao longo detodas
asoutrasdimensdesp nimerode budkets é aumentadgor um fator dois. Em
um estagioquandoo nivel i da arvore estiver construido,existirdo 2° particbes
e @(b21(kk71)) budkets Assim, construiro nivel 4 da arvore requerresoher 2
problemasde encontrara mediana. Estetempoé dominadopelo tempo O (kn)
necessarigparadividir os budeetsao longo dask — 1 dimensfes.Desdeque a
constanteassociadaomabuscadamedianasejaalta,estemétodatemavantagem
derealizarabuscapelamediansemdadosde menortamanho A complidadede
execucgégoaraa construcaalelog m niveisé O(kn log m).

Estratégiasimilaresa quefoi apresentadparaa ordenaca@odemserusadas
parareduziracompleidadedetempoparaO(n log m). Contudo gstasestratégias
naocostumammelhoraro desempenhparapequenosaloresdek, tal comok = 2
ek = 3, devido aoalto overhead

3.1.4 ResultadosExperimentais da Literatura

Em[AFAGO00H sdodescritogesultado®btidosapdsvariostestegealizadosuti-
lizando os trés métodosanteriormentexpostos. Os temposgastospor cadaum
delessdoapresentadnaTabela??, podendserdecompost@mdiferentegartes:
o tempoparao pré-processameni (custode ordenacao)p custoparaencontrar
a medianaemtodosos niveis (c), e o tempoparamaovimentacdadosdadoscom
a finalidadede decompotos vetoresem sub-\etoresbaseando-sea mediana(s).
Osmétodoshucket-basedk sort-basechecessitanda propriedadale ordemesta-
vel. Isto significaquea ordemrelatva dosdadostem queserpreseradadurante
a movimentacaadosdados resultandcemum maior valor de (s). Os dadospre-
cisamsermovidos parak — 1 listasno sort-basece na estratégiebucket-based
enquantajueno median-basedpenaparaumadnicalista. Existeum overhead
associad@ manutencae processamentdassub-listasgquedobrama cadanivel.
Esteoverheadé menorparaordenacdaoligeiramentemaior parao median-based
e maisalto parao budket-basedondeo custoparaosbudketscrescesxponencial-
mentecomo aumentado nimerode niveis.

Um importanteaspectgoraticodo calculoda medianaé que o passode mo-
vimentacéade dadose o calculoda medianapodemsercombinadosresultando
em umaconstanteglobal menor Os experimentogpraticosse limitaram a duas
dimensdegporqueos resultados concluséedbtidospodemserestendidopara
dimensdesnaisaltas]AFAGO004.

Uma comparagaceentre os métodossort-basede budket-basedmostraque a
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Tabela3.1:
resultadosl

Construcdoda arvore para log m niveis
Método Pré-Processamen(¥) | CélculoMediana(c) | Movimentagaaledados(s)
Median-Based - O(nlog m) O(nlog m)
Sort-Based O(kn log m) O(m) O(kn log m)
1
Budet-Based O(kn log b) 0 (% ﬂf;l) O(kn log m)
2k —1

segundaestratégigpossuium valor de (X) mais baixo, similaresvaloresde (s),
e valoresde (c) e r muito maiores. Foram experimentadosliferentestamanhos
de budkets e foi obserado que existe umatrocaentreos valoresde (c) er. O
valor der é diretamentegproporcionalao numerode budets enquantague (c) é
inversamentgroporcionala este. O efeito do overheadr é por lista e aumenta
exponencialmenteomo aumentalo nimerode niveis. Conclui-sequeosvalores
der e (c) sdosuficientementgrandesazendocom que o sort-basedsejamelhor
guebudket-sort excetoquandoo numerode niveis é muito pequengmenorque
guatro).Porém paraestesasosa estratégianedian-baseéd melhor Naverdade,
foi descobert@uea estratégianedian-base@ muito melhorqueo bucket-based
parapouconiveis, até mesmoignorandoo temporequeridoparaconstrucaalos
budkets

Umacomparacdaosmétodossort-basece median-basedhostraqueo valor
de (X) paraesteultimo é zero,o de (s) € menor o valor der é maisalto, e o de
(c) muito maior, comomostradona Tabela?? e verificadonos resultadossxpe-
rimentaisda literatura. Espera-se&jue o0 median-basedejamelhor parapoucos
niveise o sort-basegaraum niimeroalto de niveis,a expectatva é queo custode
pré-processamensejaamortizadanedianteosvariosniveis.

Foram realizadascomparacéesom conjuntosde diferentestamanhos:8K,
32K, e 128K. Osresultadosnostrarangue o median-base@ melhorqueo sort-
based excetoquandoo nimerodeniveisé proximodelog N. Paramuitosniveis,
0 aumentadevido aoalto valor de (c) torna-sesignificanteparao métodomedian-
based Estesmesmogsesultadosambémmostraranfuequandoosdadogéa estao
ordenadosy sorted-basetemummenortempodeexecucdajueo median-based

A estratégiamedian-based@® melhor a menosque 0 nimerode niveis seja
proximo de log N ou se os dadosja estveremdisponieis de forma ordenada,
guandoentdoo sorted-base@ o melhor
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3.2 ConstrucdoParalelada Arvore para oslog p Niveis

3.2.1 Método Sort-Based

No algoritmo paralelo,cadaprocessadorecebeN/p elementos.Os elementos
sdoordenadosisandoum algoritmo paralelode ordenacégaracriar os vetores
ordenadosd;, Ao, ..., Ay distribuindo-osuniformementeentre os processadores.
Foi usadaumavariacéodo parallel samplesort quesemostroumuito eficientena
pratica.O tempototal paraa ordenagé@

N N
0 (ElogN + plogzp +tsp + 1y (E +p2) +thplogp)

paraum hipercubo segundo[AFAGO00L.

Sgyuindoummodeloondet; +t,d+t,,m significao tempodeumamensagem
de tamanhom atravessard pontosde comunicacdo.Sendoquets € 0 custode
inicializacdo,t; é o tempogastopor link, e t,, € o inversoda bandapassante.
Segundo[AFAGO0Y, paragrandesvaloresde N (N > O(tsp? + t,p?)), 0
tempode execugace O(%logN + tw%), emum hipercubo.

Umavezqueosdadossaopré-processadgmrordenacédog trabalhodecalcu-
lar amediana completamenteliminado.Assume-sguea particidodeve serfeita
aolongodadimensaad;. O processadoguecontéma medianade d; transmite
(broadcast} estevalor a todosos processadoresA particdoé dividida em duas
sub-particdessendoqueumasub-particiovai paraa metadedosprocessadores
aoutraparao restantgoutrametade) Paraqualquerutradimenséal;, cadapro-
cessadopercorrea partedo vetorordenadqor d; e o divide emdois sub-\etores
dependenddacoordenadaolongoded;. Todosospontosmenoresjuea media-
nadacoordenadd; sdomovidosparaprimeirametadedosprocessadorefontos
maiorquea medianasdomovidos paraa segundametadede processadore®ado
gue os vetoresja estdoordenadosdividir as particbesde todosos ndsda arvo-
re requerapenas movimentacaaloselementosiosvetoresparaos apropriados
processadores.

Consideranda tarefr de construiros primeirosiog p niveis da arvore tem-
seque: no nivel 7 da arvore, tem-se2’ parti(;(”)escontendo% pontoscada. Uma
particaoe representadpor k vetoresdistribuidosuniformementeem £ processa-
dores.Dividir osvetoredocalmentee preparamnsdadosparacomunicacaeequer
um tempodeO(W). Isto porqueos k — 1 vetorespodemconterdiferentes
registrose o tamanhade cadaregistroé O(k).
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Segundo[AFAGO0H, estandmsdadoga ordenadosp temponecessaripara
construiroslog p niveisdaarvoreemum hipercuboé

g2 N p N p, P
; O(k(k—l); + s +twk(k—1); + thiy; log §>

N N
:O<k(k—1);logp +tsp +twk(k—1);logp —I—thplogp).

Paragrandesaloresde N, a complidadede tempototal requeridapeloal-
goritmo é O (k (k—1) tw% log N) parao hipercubo,segundoo mesmoautor
Em um métodosequenciakort-basedé possiel reduziro custocomputacional
de O(kn) paraO(n). Porém,o métodotrabalhacom mudancade referénciade
ponteiros,com o objetvo de obteros pontosnosoutrosprocessadoresA comu-
nicacaoresultantadestemétodoé impraticael atémesmaparagrandesvaloresde
k.

3.2.2 Método Median-Based

Comparado-sealgoritmos paralelosdeterministicose randéomicosparaselecéo,
verifica-seque o0 melhor resultadoé obtido utilizando dadosranddémicos. Pos-
suirdadosndoranddémicosdoé problemaporqueé possiel torna-losaleatorios.
Umamaneiraseriaalocarcadapontoparaum processadog usarumaprimitivade
transportgparamover os pontosparaos processadorespropriados O custopara
fazeristo é insignificantesecomparad@omo custode construiraarvorek — d.

ConsidereN) = Z‘;’;Ol Ni(”) 0 nimerode elementosem um processador
P; noinicio daiteracdoj do algoritmoparaencontrara medianag quek(?) é o
graudeinteressemumelemento.Todososprocessadorassamo mesmaogerador
de nimerosaleatériose coma mesmasementgaraproduzirniimerosaleatérios
idénticos. Considerand@ comportamentalo algoritmo naiteragéog, primeiro
umaoperaca@aralelaprefix é realizadaem NZ.(J)s. Um numeroaleatorioentrel
e N é usadoparaescolherm medianaestimadaDepoisdaoperacégaralelade
prefix cadaprocessadgpodedeterminaiseele possuia medianaestimadag caso
tenha,deve comunicarsecomosoutrosprocessadoresadaprocessadopercor
re o conjuntode pontose o divide em dois sub-conjuntodaseadosia mediana
estimada.Uma operacdaombinee umacomparacd@om k() determinao qual
destegdois sub-conjuntopodeserdescartad@ o valor de kU *1) & usadoparaa
proximaiteracao.
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Para dadosaleatérios,0s pontosque sobrama esquerdaapédscadaiteracdo
sdomapeadosgualmenteentretodos os processadoresom alta probabilidade,
a menosque 0 nimerode pontosremanescentesejamuito pequeno.Assim, 0
tempototal esperadparaa computacae de O(%) . Outraopcéoé assgurarque
o balanceamentde caiga sejafeito apdscadaiteracdo.Contudo,balanceamento
decalgasempreaesultaemum aumentado tempode execucao.

O ndmerode iteracdegequeridoparaN pontosé O(log N) comaltaproba-
bilidade. Entdo,0 tempoesperadale execucédoda buscaparalelapelamediana,
é

N
(0] (; + (ts + tw) log plog N)

parao hipercubosegundo[AFAGO004.

3.2.3 Método Bucket-Based

Parausarestemétodo primeiroé€ precisocriar osbudketsusand@ processadores.
Oshudketsnecessarioaolongoded; podemsercalculadosiaseguintemaneira:
seleciona-semtotal den® pontos(0 < ¢ < 1) depoiselessdoordenadogor um
algoritmodeordenacapadraaal comomeige sort O tempoparaestaordenacao

13 13 £ £
(0] (M +—log’p + <ts —I—twi) log? p)
p p p
parao hipercubosegundo[AFAG004.
Usandoestedadosordenadosdivide-seos pontosemp internvaloschamados
budkets Usandoumaoperacaglobalde concatenacédmsp intervalossdoarma-
zenadosem cadaprocessadorCadaprocessadopercorreseus% pontose para

cadapontodeterminao bucket ao qual ele pertenceem um tempoO (% log p) .

Ospontossaoentaodivididosemp listas,umaparacadabudcket Deseja-senover
todasaslistaspertencenteaobudket : parao processadagp;. Ospontosséoervi-
adosparaos processadoresdequadossandgrimitivasdetransporte O niimero
esperadale pontospor bucket & O(%), comaltaprobabilidade.
Considerandonaisumavez a tarefa de construiros primeirosiog p niveisda
anore, e supondoque a primeiradivisao seraao longo da dimenséad,, é facil
encontraro budket que contéma medianagastand@apenasimaoperacagarale-
la prefix A medianaé encontradatravésdo elementocom o valor adequadmo
budket usandoo algoritmosequenciatie selecdo.Estamedianaé entdotransmi-
tida a todosos outrosprocessadoress quaisdividem seusbudkets ao longo de
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todasasoutrasdimensdedaseando-seestamediana.Desdeque o tamanhaodo
budket sejamenorque o nimerode elementosem um processadoo tempopara
localizacaoda medianaem um budket é dominadopelotempogastoparadividir

oshudcketsaolongode cadadimensédoOsprimeirosiog p niveisdaarwore podem
serconstruidogm

log p—1

N p N p, P
0) )= +t,2 ¢ “)E 4,2 009 2
§ 0: (k(k ) tsgg -+ twk(k—1) tn 55 1og 2Z>

N N
= 0 (k(k — 1)§ logp +tsp + tywk(k — l)glogp +inp logp)

paraum hipercubosegundo[AFAGO00Db].

3.2.4 ResultadosExperimentais da Literatura

Os resultadosapresentadorsestasecdose baseiamos experimentosrealizados
em [AFAGO0H, queapresentaimacomparaca@&ntreos trésalgoritmosusando
umaimplementacadeita numcomputadoiCM-5 (ConnectiorMaching) utilizan-
do o modelode comunicacadipercubo.O tempode execucdocé decompost@em
muitaspartes,conformemostradona Tabela??. o temponecesséariparao pré-
processament@X), o custode encontrara medianaparatodosos niveis (c), 0
tempoparaum rearranjoocal dosdadoshaseando-seamediana(s) e acomuni-
cacaodevido amovimentacdalosdadog(T).

Tabela3.2:
resultados?

Método | Pré- Célculo Mediana | Processamento] Comunicagao(T)
Processamento (c) Local (s)
X)

Median | - O(%logp + (ts + O(k%logp) O(tsp—l-tw(k%logp))

tw)log®plogN)

Sort O(%logN + | O(logp) O(k(k — | O(tspt+tw(k(k —
plogp + tep + 1) Z-logp) 1) Zlogp))
tw(lg +p%)

Budet | O(Z(k +1logp) + | O(X) O(k(k — | O(tsp + tw(k(k —
tap + tuw(kY)) 1) Z-logp) 1) Zlogp))

O custode mavimentacdadosk — 1 vetoresdeve sermaior paraos métodos
budket-basede sort-basedisto porqueelesexigem a preseracdoda ordemdos
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dadosemoposicacao métodomedian-baseduetrabalhasomentecomum vetor
e néo precisausar primitivas que mantenhama ordemdos dados. O custodo
overheadr é associad@oma manutencae processamentde sub-listasdetodos
osniveis,crescend@xponencialmenteomo aumentado nimerodeniveis.

Uma comparagaalos métodossort-basede median-basednostraque o pri-
meirotem um maiorvalor de (X), (s) e (T), e um menorvalor der. Parapeque-
nosvaloresde %, 0 median-basedaoapresentdonsresultadosaparalelizagédo
porqueo custode comunicacadc) predomina.O custode calculara medianaé
insignificantementbaixo porqueé necessari@stecalculoemambasasestratégi-
as. O valor de(T) é menorparao median-basedecomparadaom o sort-based
desdequeele useumaprimitiva paramovimentacaalosdadosquendomantenha
aordem.Espera-sgueo métodomedian-basetenhamelhordesempenhaxceto
paragrandesvaloresdep.

Umacomparacaalo budket-basede do median-basedaseadaa complei-
dadesde tempo, mostraque o primeiro possuimaioresvaloresde (X), (s), r, e
(M. Parapequeno;valoresde% espera-sgueo métodomedian-basetenhapior
desempenhque o bucket-sort quetem pequencverheadde comunicacagara
calculoda medianaa menosquep sejamuito pequeno.Um pequenovalor de p
mantémo valor de (c) baixo parao métodomedian-basedmaso valor de (X)
podesergrandeparao budket-based Paragrandesvaloresde %, (c) ndodomina
no custoglobal e é significantementenais baixaque (T), necessari@ ambasas
estratégiasO metodobudket-basedhecessitajuea ordemdosdadossejamanti-
da, e consequentementesmum maiorvalor de (T) queo métodomedian-based
Por causadisto é esperada@ue o median-basedejamelhot excetoparagrandes
valoresdep.

O métodobudket-basedtem baixosvaloresde (X) e (¢) quandocomparado
comoo métodosort-based Em consequiéncidisto, eletrabalhamelhorquandoa
diferencano tempode processamenté maior queo tempototal gastoparao cal-
culodamediana.O custodo sort-basedlecresce cadanivel (porqueo tamanho
do budket diminui como aumentado nimerode niveis).

Em [AFAGO00H sdoapresentadotestesexperimentaisutilizandoos trésmé-
todos expostos, utilizando diferentesvaloresde . Os resultadosdestestestes
mostramque o métodobudket-basedé sempremelhorque o métodosort-based
O métodomedian-baseé a melhorabordagenparagrandesvaloresde % (maior
gue8K por processadorgnquantaueo métodobucket-based melhorparape-
guenosvaloresde % (menoregiue4K). As melhoriasde cadaum destesnétodos
sobreo outro é substanciaparaestesvalores. Paragrandesvaloresde k, espera-
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sequeo tempogastopelobudet-basectcrescamaisrapidament@uea estratégia
median-basegrincipalmentedevido ao overheadno gerenciamentalaslistase
dosbudkets

3.3 ConstrucdoGlobal da Arvore

Conformejd mencionadoa construcagaraleladaanore k — d podeserdecom-
postaem duaspartes:construcagaralelada arvore atélog p niveis seguidapor
umaconstrugadocaldorestante Potencialmentaliferentesestratégiapodemser
usadagem cadaparte. Dadaa existénciadostrés métodosestudadosisto resulta
emnove possibilidadesle combinagdoMas, baseando-seosresultadoobtidos
nassecfesanterioresapenagincoopcdessdoviaveis:

1. Abordagemsort-basedparaos primeirosiog p niveis, sgguidada mesma
abordagentocalmente.Usara abordagensort-basedaraosiog p niveis,
temo beneficicadicionaldequeosdadodocaisestaramrdenadosesquer
da. Assim,ndoé€ necessaripré-processamenttaraa construcaalaarwore
local. Usaroutraabordagemocalmentendodeverateramelhordesempe-
nhodevido justamente estaraz&o;

2. Abordagemmedian-basegbaraos primeirosiog p niveis, seguidapor um
sort-basedocalmente;

3. Abordagemmedian-basegbaraos primeirosiog p niveis, seguidapor um
median-basetbcalmente;

4. Abordagembudket-basedparaos primeirosiog p niveis, seguida por um
median-basetbcalmente;

5. Abordagenmmedian-baseg@araosprimeiroslog p niveis, seguidapor orde-
nacaode cadabucket, e depoisa aplicacdado métodosorted-based

Comparacg6eforam realizadascom estascinco abordagengaraum ndamero
diferentedeniveis(log p alog N), paraumnumerodiferentedeprocessadorgs$,
32, 128), e diferentesvaloresde % (4K, 16K, e 128K). Osresultadosnostraram
gueparagrandessaloresde %, aestratégia®8 é melhor amenosqueo nimerode
niveis sejapréximodelog N, parao qualaestratégi&2 é melhor Parapequenos
valoresde %, a estratégiat é preferivel. Seo numerode niveis for préximo de
log N, asestratégiad e 5 sdoasmelhores.

20



3.4 Aplicacbes

As arwresk — d possuenmmuitas aplicacdesas mais diversasareas,por este
motivo estetrabalhondo se aprofundaramuito nasaplicacdesapenadarauma
breve descricdalealgumasencontradasaliteratura[Ski97].

Particionamento de grafos. O problemaé criar p particbegparadistribuir o gra-
fo parap processadoresequerenda@ construcaale somenteos primeiros
log p niveis.

Aplicagbeshierarquicascomon — body simulagdes. Porexemplo: O problema
é calcularo estadqposicaoce velocidade)de N corposdadoumtempot >
0, dadoum estaddnicial ¢t = 0.

Outra aplicacaohierarquica é a dinamica dasmoléculas. DinAmicadasmolé-
culassimulao movimentodeatomose moléculasgcomo objetivo deintegrar
equacbedlewtonianagparaum sistemade N particulas.

Pesquisade pontosvizinhos. Dadoum ponto g, quaissao0s pontosmais pro-
ximos? A anore k — d é um dosmétodosmaisrapidospararesoher este
problemapoisnecessitale O(log n), sendoquenormalmentesdorequeri-
dosn?.

Pesquisaem extensaoortogonal. Existemaplicacbesonde se desejaencontrar
um conjuntode pontosgquecabememum dadoretangulodo plano.

Localizagdode pontosemum regido. A decomposigéalo planoé feita emre-
gibespoligonais.

Existemmuitasoutrasaplicacbeparaaarwrek — d, estasdoapenaslgumas
e sdodemonstradaapenasom o objetivo dedarumanocéodo tipo de problema
quepodesebeneficiadeum métodoeficienteparaa construgaaearvworesk — d.
A aplicacdomais citadana bibliografiaé semduavidaa pesquisade pontosvizi-
nhos,foramencontradosliversosartigosfalandoespecificamentdestaaplicacéo.
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Capitulo 4

Conclusoes

Nestetrabalhoforam consideradagariasestratégiaparaa construcégaralelade
anworesde buscabinariamultidimensional. Tradicionalmentea estratégiausada
paraa construcaale arwresk — d, sejade maneirasequienciabu paralelatem
sidoa sort — based. Segundo[AFAGO00H, paraconjuntosde pontoscom duas
dimensbes estratégianedian-basee@ mais rapidaparagrandesvaloresde %,
a menosque o numerode niveis sejaproximo delog N. Nestecaso,a melhor
opcéoé usaro median-basegharaos primeirosiog p niveis, seguidado método
sort-basedparaa construgédocal. Parapequenowaloresde ¥, usaro método
budket-basede, em seguida, 0 median-basetbcalmenteé a melhorescolhapara
aplicagbesondea arvore so precisaser parcialmenteconstruida.Quandoocorre
0 0posto,ou seja, quandoa arvore precisarser construidaquasetotalmente,a
melhoralternatva € usaro métodobudket-based emseguidao sort-baseparaa
construcadocal.

E interessant®bsenar que uma abordagentompletamenteort-basedndo
apresent® melhordesempenhaemmesmogquandoa anore é construidaotal-
mente,isto querdizerqueo custode ordenacaa tao alto que,mesmotendoque
construa-senuitosniveis,elendocompensa.

Sobreo métodomedian-basedAFAGO0H comentague ele exibe umaboa
escalabilidadeconformeele p6deobserar em seusexperimentose tambémna
analisedacompleidade.

A estratégisbucket-baseddeve ser usadaem aplicacdesonde o numerode
pontospor processado# pequenocomopor exemplo,particionamentale grafos.

Paradadosemk dimensfesp custode pré-processamenfior nivel nosmeéto-
dossort-basedt budket-basechumentgroporcionalmenta k. No median-based
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estecustocomputacionahaoexiste. Outraobseracdoque podeserfeita é que
enquant@m tempode movimentacadalosdadosno median-basedumentgropor
cionalmentea k, nosoutrosmétodoseleaumenteem k(k — 1). Baseadmisto, 0
mesmoautorafirmaqueo median-basedeve sero melhormétodoparak > 3.
Porfim, baseando-semtudo o quefoi expostopode-seconcluirquea estru-
turade dadosestudadgossuivariosmétodosde construcdobemcomodiversas
formasde combinarestesmétodos.Assim, ndoexiste umaunicae definitva me-
Ihor formade construcaoa op¢aomaisviavel variade umaaplicacagparaoutra.
E como existem aplicagdeanuito variadasé possiel que todosos métodoses-
tudadoscontinuemsendoutilizadose pesquisadogrincipalmentegporqueestaé
umaareadeestudoselatvamenterecente.
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