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Resumo

Árvoredebuscabináriamultidimensional(abreviadapor árvore
����

) é uma estruturade dadosusadaparaa organizaçãoe manipula-
çãode dadosespaciais.Estaestruturade dadosé usadaem muitas
aplicações,sendoqueasprincipaissão: particionamentode grafos,
aplicaçõeshierárquicastais como dinâmicamoleculare simulações� �����	��
 (agrupamentode objetosfisicamentepróximos),bancode
dados,computaçãogeométrica,entremuitasoutras.Estetrabalhoes-
tudaformaseficientesde construirtal estruturade dados.Sãoapre-
sentadosváriosmétodose emquaissituaçõescadaum delesmelhor
seaplica.
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Capítulo 1

Intr odução

A árvore
�����

, ou árvoredebuscabináriak-dimensional,é um tipo deestrutura
dedadosquepermiteum processamentoeficientedechavesmultidimensionaise
foi propostapor Bentley em 1975[DJzC00], e desdeentãovem sendotestadae
sofrendovários tipos de modificações,na maioria dasvezescom o objetivo de
obterum melhordesempenho[Pro97]. A árvore

�����
é basicamenteum tipo de

ÁrvoreBináriadePesquisa(BST)quedivideospontosemparcelasmenoresmais
viáveis (buckets). Minimizando,assim,o númerodospontosquenecessitamser
procurados.

A árvore
�����

diferedaBST pelo fatodequecadanível daárvore
�����

se
ramificabaseadanumapesquisade chave parao nível, chamadodiscriminador.
Definimoso discriminadorno nível � comosendo�! �	�"� para

�
dimensões.Por

exemplo,podemosarmazenardadosdecoordenadas#%$'& 
)( . Nestecaso,
�

é
�

(há
duascoordenadas),coma coordenada$ definidaarbitrariamentecomochave * , e
a coordenada



comochave + . Paracadanível, o discriminadoralternaentre $ e


. Portanto,um nodo , donível * (raiz) teriaemsuasub-árvoreesquerdaapenas
nodoscujosvaloresde $ sãomenoresque ,.- . Como,porexemplo,naFigura1.1
ondeo nó / é inseridoà esquerdado nó 0 , pois o valor da coordenada$ de /
vale +21 e é menorquea coordenadade 0 quetemum valor 3�* . Um nodo 4 ao
nível + teriaemsuasub-árvore à esquerdanodoscujosvaloresde



sãomenores

que 465 . Comoo nó 7 , porexemplo.Nãohárestriçãoquantoaosvaloresdospais
de 4�- e aosvaloresde $ descendentesde 4 , desdequea decisãoderamificação
realizadano nodo 4 sejabaseadasomentenacoordenada



.

Um exemplo de uma árvore
�8�9�

paraduasdimensões(
�:�;�

) podeser
encontradonaFigura1.1.
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Figura 1.1: Exemplodeumaárvore <>=.? (onde <�@BA )
De umamaneiramaisformal podemosentendero funcionamentodestaestru-

turadedadosdaseguinteforma: considerandoa existênciadeum conjuntode �
pontosemum espaço

�
dimensional,tem-seque

�DC & �FE &HGIGIGI& �KJ denotam
�

dimen-
sões. A árvore

�B�L�
é construídada seguinte forma [AFAG00b]: o nó raiz da

árvorecorrespondeaoconjuntodetodosospontos,éescolhidaentãoumadimen-
são

�FM
, e calcula-sea medianadetodosospontosao longodestadimensão

�KM
. O

próximopassoédividir ospontosemdoisconjuntosdetamanhoaproximadamen-
te igual - um conjuntoconterátodosos pontosquepossuemsuacoordenadaao
longode

�FM
menorou igual à medianacalculadae o segundoconjuntoconteráto-

dosospontosrestantes.As duassub-partiçõessãorepresentadaspelosnósfilhos
daraiz. A árvoreéconstruídarecursivamenteatéquecadanó folhacorrespondaa
um únicoponto.Típicasestratégiasusadasparaescolhera dimensãoa serdividi-
dasão:escolhera dimensão

�DNPOPQ�RTS JHUWV C
paracadanó no nível � daárvore(a raiz é

consideradanível * ), escolhendoa dimensãocommaiorcomprimento,sendoque
estevalor é obtidopeladiferençaentrea maiore a menorcoordenadadospontos
aolongodadimensão.

Muitasaplicaçõesrequeremapenasaconstruçãoparcialdeárvores
�.�X�

. Em
particionamentoparalelode grafos,por exemplo,o objetivo é criar

�
partiçõese

distribuir o grafo para
�

processadores,requerendoa construçãode somenteos
primeiros� ��
�� níveisdaárvore.Emaplicaçõeshierárquicascomosimulação� ����	��


, queseráapresentadaposteriormente,agrupamentosde objetosfisicamente
próximossãoessenciaise a árvore

�B�Y�
oferecetal esquemade agrupamento.
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Em bancosde dados,registrospodemser tratadoscomo sendopontosem um
espaçoapropriado,mapeandocadachave parauma coordenada,resultandoem
um conjuntodepontosquepodemserorganizadosusandoumaárvore

�����
.

Estetrabalhoenfocaduasabordagenspadrõesutilizadasna construçãodas
árvores

�Z�[�
. A primeirausao cálculoexplícito da mediana,e a segundausa

ordenaçãocomo um passode pré-processamentocom o objetivo de eliminar o
cálculodamediana.Em adição,seráapresentadaumanova abordagemproposta
em[AFAG00b], ondeérealizadaumaordenaçãoparcialdosdadoserefinamentos
sãorealizadossenecessário.

Estamonografiaestáorganizadada seguinteforma: no Capítulo2 sãoapre-
sentadosos principaisobjetivos do trabalhoe as referênciasbibliográficas,en-
contradassobreo assuntoem questão.Tambémnestecapítulo,encontra-seuma
introduçãoaosprincipaisconceitosde programaçãoparalela.No Capítulo3 são
apresentadososdiversosmétodosparaaconstruçãodaárvore

�\�Z�
, tantonospri-

meiros � ��
]� níveisquantoparao restantedosníveis locais.Porfim, no Capítulo
4, encontram-sealgumasaplicaçõese tambémasconclusões.
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Capítulo 2

Objetivosdo Trabalho

Osobjetivosdotrabalhosãoinúmeros,sendoqueosmaisimportantesequedevem
serdestacadossão:estudaraestruturadedadosdenominadaárvore

�^�B�
, realizar

um levantamentodosalgoritmosparalelosparaconstruçãodamesma,estudaras
característicasprópriasdecadaumdeles,bemcomoapontarasprincipaisdiferen-
çasentreestesalgoritmos.E numaetapaposterior, encontraraplicaçõesnasquais
estaestruturadedadospodeserusadanatentativa deobterum bomdesempenho.

2.1 Estadoda Arte

Nestaseçãoserãoapresentadososprincipaistrabalhospublicadosquesãorelaci-
onadoscomo assuntodestamonografia.

Em [Goi96] é abordadaa paralelizaçãode um grandenúmerode aplicações
hierárquicas,sendoqueemumadesuasseçõesé apresentadaa construçãodeár-
vores

�Z���
e assuntosrelacionados.Nestedocumentosãoapresentadosalguns

algoritmosemaltíssimonível (escritosemlinguagemnatural).Jáem[AFAG00b],
o mesmogrupodo trabalhocitadoacima,apresentaum artigosobrea construção
deárvores

���_�
comummenorgraudedetalhamento,ondeosalgoritmossãoape-

nasdiscutidose nenhumdelesé apresentado.Ambosapresentamseusresultados
experimentais.Ainda destemesmogrupo,existeum outro trabalho[AFAG00a],
queapesardepossuirumoutrotítulo, temgrandepartedeseuconteúdoexatamen-
te igual aode[AFAG00b].

Em [BM00], encontram-seváriassoluçõesparalelasparaproblemasgeomé-
tricosutilizandoum modelochamadoScan(diferentedo RAM e do PRAM). Um
dosproblemasabordadoséo dasárvores

�_�`�
, masdeformamuito simplificada.
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Em[Pro97], aárvore
�a�b�

éapresentadajuntamentecomoutrasdiversasestru-
turasdedadosquepodemserutilizadasparaconstruçãodeumsistemadebancode
dadosondeosregistrossãotratadoscomopontosnumespaçomultidimensional.

2.2 Algoritmos Paralelos

Muitos problemasqueatépoucotempopareciamter soluçãoimpossível, princi-
palmentepeloselevadoscálculosenvolvidos em suaresolução,estãohoje sendo
resolvidosatravésdo usodeprocessamentoparalelo.

Processamentoparaleloé o processamentodeumainformação(ou dado)que
enfatizaamanipulaçãoconcorrentededadospertencentesaumoumaisprocessa-
doresresolvendoum únicoproblema.A comunicaçãodosprocessadoresé reali-
zadaatravésderedesespeciaisdeconexão,oupormeiodeumamemóriacompar-
tilhada[Qui94].

Projetaralgoritmosparalelos,analisá-los,e provar queelesestãocorretosé
muito maisdifícil queaplicarosmesmospassosparaalgoritmosseqüenciais,se-
gundo[Man89].

As principaismedidasdecomplexidadeparaalgoritmosseqüenciaissãotem-
po de execuçãoe espaçoutilizado. Estasmedidastambémsãoimportantesem
algoritmosparalelos,masoutrosfatorestambémsãoimportantes,sendoqueum
dosprincipaiséo númerodeprocessadores.

Deve-sedestacarqueapesarda programaçãoparalelater trazidoum grande
avançonasoluçãodeproblemascomplexos,existemproblemasquesãoinerente-
menteseqüenciais.E queportantonãoapresentamnenhumganhodedesempenho
quandoparalelizados,podendoemalgumasvezesatéter um desempenhopior.

Resultadossobreo quantoumalgoritmoparaleloéeficientepodemserobtidos
atravésdeum valor conhecidocomosppedup.Estevaloré obtidoatravésdadivi-
sãoentreo temponecessárioparaaexecuçãodoalgoritmoseqüencialconsiderado
maiseficientepelo tempopararealizara mesmacomputaçãoem um dispositivo
utilizandoparalelismo.

2.2.1 Modelo de ComputaçãoParalela

Paraanalisaralgoritmosparalelosénecessárioterummodeloformalnoqualpos-
samser baseadosos custosdasoperaçõesrealizadas.O projeto de algoritmos
seqüenciaisé tipicamenterealizadousandoum modeloabstratode computação,
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chamadoderandomaccessmachine(RAM), [Qui94]. Nestemodelo,a máquina
consistedeum únicoprocessadorconectadoaum sistemadememória.

Modelar a computaçãoparalelacostumaser mais complicadoque modelar
computaçãoseqüencial,porquenapráticaoscomputadoresparalelostendemava-
riar maisem suaformade organização[Ski97, BM00]. Isto porque,de maneira
geraltodososcomputadoresseqüenciaissãoconstruídosbaseadosnomesmomo-
delodearquitetura,enquantoqueoscomputadoresparalelostendemavariarmais,
principalmentequantoa formaqueamemóriaestásendousadapelosprocessado-
res. Comoconseqüênciaexisteum grandenúmerodepropostasdepesquisasem
algoritmosparalelosfoi no campoda modelagem,e muitosdebatestêm surgido
sobreo melhormodelo. Nãoexisteum consensosobreo modelocerto,segundo
estemesmoautor.

Modelosparalelospodemserdivididosemduasgrandesclasses:modelomul-
tiprocessadoremodelowork-depth.

O modelomultiprocessadoréumageneralizaçãodomodeloseqüencialRAM,
coma diferençadeconsiderara existênciademaisdeum processador. O modelo
multiprocessadorpodeserclassificadoemtrêstiposbásicos:máquinasdememó-
ria local,máquinasdememóriamodular, emáquinasdeacessorandômicoparalelo
(PRAMs). Umamáquinadememórialocal consistedeum conjuntode � proces-
sadores,cadaqual com suamemórialocal. Estesprocessadoressãoconectados
emumaredeparacomunicação.Umamáquinadememóriamodularconsistede módulosde memóriae � processadores,todosconectadosem uma redeco-
mum.UmaPRAM consistedeumconjuntode � processadores,todosconectados
emumamemóriacompartilhada.A diferençasentreostrêsestánaformacomoa
memóriapodeseracessada.

O modeloPRAM é um dosmaisusados,ele facilita o projetode algoritmos
eficientes.Seum algoritmoprojetadoparaum modeloPRAM (ou qualqueroutro
modelo)puderser traduzidoparaum algoritmoquerodaeficientementeem um
computadorreal, entãoo modelopodeser consideradoum modelode sucesso
[BM00].
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Capítulo 3

Construçãoda Ár vore

Considera-seatarefadeconstruirumaárvore
�a�c�

balanceadade , pontosemum
espaço

�
dimensionalatéum númeroarbitráriodeníveisusando

�
processadores.

Pormotivo desimplicidadeassume-seque, e
�

sãopotênciasdedois.Tambémse
assumeque ,ed � E eaconstruçãodaárvorevai atépelomenos� ��
�� níveis.Este
número� ��
�� níveiséescolhidoporcausadaformadeativaçãodosprocessadores
numambienteparalelo,e pelomesmomotivo prefere-setrabalharcompotências
dedois.Osprimeiros� ��
f� níveisdaárvoresãoconstruídosemparaleloeosníveis
restantessãoconstruídoslocalmente.

A medianados , pontosao longodadimensão
� C

(umadimensãoqualquer)
é encontradae os pontossãoseparadosem duaspartições,conformejá descrito
anteriormente.As partiçõessãoredistribuídas,tal quea primeirametadedepro-
cessadorescontenhaumapartiçãoeo restantedosprocessadorescontenhaaoutra
partição.Isto é repetidorecursivamenteatéqueosprimeiros � ��
]� níveis tenham
sidoconstruídos.Nesteponto,cadaprocessadorcontém� �hg i

pontos.A árvore
local paraestes� pontosé construídaatéo númerodeníveisdesejados.O idealé
queo númerodeníveisparaa árvore local seja � ��
  j&k#% ml � ( . Provavelmente,
como objetivo dequeaárvorefiquebalanceada.

Qualqueralgoritmoqueencontrea medianapodeserusadoparaa construção
deárvores

�n�c�
. Poroutrolado,considerandoqueatarefaenvolverepetidoscálcu-

losdemedianas,algumpré-processamentopodeserusadoparaajudaraaumentar
avelocidadedecálculodamediana.Serãoapresentadosdoisalgoritmosqueusam
tal pré-processamento.O métodopadrãoparaconstruçãode umaárvore

�X�L�
completausapré-ordenaçãodospontosaolongodecadadimensãoparaeliminar
completamenteumabuscaexplícita damediana.A construçãoparaleladaárvore
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podeserdecompostaemduaspartes:construçãodosprimeiros� �k
�� níveisdaár-
voreemparalelo,seguidapelaconstruçãodaárvorelocalmente.A estratégiapara
construirasduaspartesnãoprecisasera mesma.Nestetrabalhosãoanalisadas
trêsestratégiasparacadaumadaspartes.

3.1 Construçãoda Ár voreLocal

3.1.1 Método Sort-Based

Paraevitar o overheadassociadocoma buscaexplícita damedianaparatodosos
nós internosda árvore

�B�L�
, utiliza-seumaabordagemqueenvolve ordenação

dospontosde umadimensãoexatamenteumavez. Nestemétodosãomantidos�
vetores0 C &o0 E &HGIGIGI&o0 J . Inicialmente,0 M contémtodosos pontosordenadosde

acordocom a dimensão
�KM

. Qualquernó da árvore
�p���

, correspondentea uma
partiçãoqueaindaserádivida, temdoisponteiros� e q ( �.rsq ) associadosa ele,
tal que o sub-vetor 0 M contémos pontosda partiçãoordenadaao longo de

�FM
.

Sea partiçãoé dividida baseadaem
� C

, a divisãodo vetor 0 C podeserrealizada
em tempoconstante.Considerandoa divisão 0 M paraqualqueroutra dimensão�KM

. Seo sub-vetor 0 M simplesmentefor percorrido(scan) atéo fim e realizadas
as trocasdosponteirosquandonecessáriosa ordenaçãopodeserdestruída.No
métodomedian-based, esteproblemanãoocorre,porqueneleaordemnãoprecisa
sermantida.Então,énecessáriorevisarospontosduasvezes:umavezparacontar
o númerodepontosnasduassub-partiçõese a segundavezparadefatomover os
dados.A contagemé necessáriaporqueo númerodepontosmenoresou iguaisà
mediananãonecessitaserexatamenteigual àmetadedospontos.

Estemétodorequerum passodepré-processamentoparaordenar� pontosao
longodecadaumadas

�
dimensões,istoé realizadocomcomplexidadedetempot # � � � ��
 � ( . Construircadanível da árvore

�u�L�
envolve percorrercadaum

dos
�

vetorescomcomplexidadedetempo
t # � � ( . Depoisdopré-processamento,� ��
  níveisdaárvorepodemserconstruídosem

t # � � � �k
  ( . Emalgunscasos,
tal comoquandoo métodosort-basedé usadoparaconstruiros primeiros � ��
"�
níveisdaárvore,osdadospodemjá estarordenados.

É possível reduziracomplexiaddedetempo
t # � � ( , pornível, para

t # � ( usan-
doo seguinteesquema:existem� registrosdetamanho

�
, cadaumcorrespondente

a um ponto.Considera-sea existênciadeum vetor v detamanho� , ondeum ele-
mentode v é um ponteiroparaum registroe

�
índicesindicandoasposiçõesnos

vetores0 C &o0 E &HGIGIGI&o0 J quecorrespondemaesteregistro.Um elementodovetor 0 M
nãoémaisumponteiroparaumregistro,masarmazenao índicede v , quecontêm

10



um ponteiroparao registro. Sendoassim,é precisomudara referênciade três
ponteirosparaselecionaro registroatual,apontadopor um elementodequalquer
dosvetores0 M . Inicialmente, vxw �zy contémum ponteiroparao registro � e todos
os vetorespodemsermontadosem complexidadede tempo

t # � � ( . Os vetores0 C &o0 E &HGIGIGI&o0 J sãoordenadosem
t # � � � ��
.� � ( exatamentecomoantes.

Supondoqueaárvoresejaconstruídaaté � níveiseo vetor v sejaparticionado
em

� O
sub-vetores,o vetor 0 M deve serorganizadoem

� O
sub-partições.Rotulam-

seaspartiçõesde v usando+	GIGIG � O daesquerdaparaa direita. Paracadaelemento
de v , usandoo índicepara 0 M , o correspondenteelementode 0 M é rotuladocom
o númeroda partição. Trocandoos elementosde 0 M tal quetodosos elementos
com o rótulo menorapareçamantesdoselementosde maior rótulo, a ordenação
é preservada. Tudo isto podeserfeito em complexidadede tempo

t # � ( . Como
antes,0 M podeserusadoparaescolheramedianadecadasub-partição.

Emboraestemétodoreduzaacomplexidadedo tempodeexecução,por nível,
de
t # � � ( para

t # � ( , nãoé esperadomelhordesempenhoparapequenosvalores
de
�
, tal como

���{�
e
���{|

, quecobremuitasdasaplicaçõespráticascomo
particionamentodegrafosemétodoshierárquicos.

3.1.2 Método Median-Based

Nestaabordagem,apartiçãoérepresentadaporumconjuntonãoordenadodepon-
tose a medianaé explicitamentecalculadaparadividir a partição.Osautoresem
[AFAG00b]afirmamteremtestadováriosalgoritmosparaencontrara medianae
encontraramqueo algoritmodeFloyd eRivestéo quepossuimelhordesempenho.
O algoritmotrabalhaescolhendoum elementodo conjuntode maneiraaleatória,
particionandoo conjuntobaseadonesteelemento,descartandoa partiçãoquenão
possuio elementodesejado.O pior casodecomplexidadedetempodeexecução
é
t # � E ( , masa complexidadedetempoesperadaé somente

t # � ( . O númeroes-
peradode interaçõesé

t #}� ��
 � ( . Umaabordagemdiferentepodeserusadapara
reduziro númeroesperadode interaçõespara

t #}� ��
 � ��
 � ( . Osmesmosautores
aindainformamqueasversõesparalelasdestesdoismétodospossuemtemposde
execuçãomuito parecidos,masseqüencialmenteo algoritmodeFloyd émelhor.

Podeserobservadoqueo mesmoprocessodecalculara medianadeumapar-
tição a divide em duassub-partições.Na construçãodo nível � da árvore local,
sãocalculadas

� O
medianas,cadapartiçãocontendo ~E�� pontos. Comoo número

total de pontosem todasaspartiçõesde qualquernível é � , construircadanível
possuicomplexidadedetempo

t # � ( . Destaforma,um número deníveispode
serconstruídoemcomplexidadedetempo

t # � � ��
  ( .
11



3.1.3 Método Bucket-Based

A complexidadeseqüencialdométodomedian-basedéproporcionala
t # � � �k
  ( .

Até mesmoaconstanteassociadaàordenaçãoépequenasecomparadacomo cus-
to dabuscapelamediana,a ordenaçãoé proporcionala

t # � � � ��
 � ( . A melhoria
naconstantepode,noentanto,nãocompensaracomplexidademaisaltadométodo
sorted-based. Pararesolver esteproblema,pode-seinduzirumaordenaçãoparcial
dosdados,quepodesofrerum refinamentomaisadiantesomentesenecessário.

Depoisdeordenado,dividem-seospontosem
�

unidadesmenores,chamadas
debuckets. Depoisdedefinidososbuckets, o passoseguinteé encontraro bucket
quedevecontercadaumdos � pontos.Realiza-seistoutilizandoumabuscabiná-
ria emcomplexidadedetempo

t #}� ��
��H( por ponto.Os � pontossãoagoradistri-
buídosentreos

�
bucketse o númeroesperadodepontosemum bucket é

t # �n� �H(
com alta probabilidade(assumindoque

�
é
t #s~M R�� ~ ( . O mesmoprocedimentoé

repetidoparainduzir umaordenaçãoparcialao longo de todasasdimensões.O
tempototalparaarealizaçãodaordenaçãoparcialaolongodetodasasdimensões
é
t # � � � ��
^�H( . Esteéo processamentoprévionecessárionométodobucket-based.

Estemétodopodeservisto comoumaabordagemhíbridaquecombinaordena-
çãoe buscada mediana.Se

��� + , a abordagemhíbridatorna-seequivalenteao
métodoqueencontraa medianae se

��� � , torna-seequivalenteao métodoque
ordenadaosdadoscompletamente.

Em qualquerfasedo algoritmo,tem-seapartiçãoe
�

vetores,quearmazenam
ospontosdapartiçãoparcialmenteordenadaembucketsusandosuascoordenadas
ao longodecadadimensão.Semperdadageneralização,assume-sequea parti-
çãodeveserdivididaaolongode

� C
. O bucket quecontémamedianaé facilmente

identificadoemtempologarítmico,deacordocomo númerodebuckets. Encontrar
a medianasignificaencontraro elementono bucket quecontéma mediana.Isto
é calculadousandoo algoritmodeseleçãoemum tempoproporcionalaonúmero
depontosno bucket. Paradividir a partição,é necessáriocalcularosvetorespar-
cialmenteordenadoscorrespondentesàssub-partições.Isto é realizadoao longo
de
�DC

atravésdadivisãodo bucket, quecontéma mediana,emdoisbuckets. Para
criarosvetoresaolongodequalqueroutradimensão

�KM
, cadabucket no vetorpar-

cialmenteordenadosóprecisaserdividido emdoisbuckets. Todososbucketscom
pontosquepossuemumacoordenadaao longode

� C
, menorquea mediana,são

agrupadosem umasub-partiçãoe o restantedosbucketssãoagrupadosem uma
segundapartição.

Quandoumapartiçãoédivididaemduassub-partições,o númerodepontosna
partiçãoé divido aomeio. O númerodebucketsquesobramé aproximadamente
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o mesmo(exceto pelo fato de um bucket poderser dividido em dois) ao longo
dadimensãoqueestásendousadaparaa divisãodapartição.Ao longode todas
asoutrasdimensões,o númerode buckets é aumentadopor um fator dois. Em
um estágioquandoo nível � da árvore estiver construído,existirão

� O
partições

e ��# ��� �I���������� (
buckets. Assim, construiro nível � da árvore requerresolver

� O
problemasde encontrara mediana. Estetempoé dominadopelo tempo

t # � � (
necessárioparadividir os buckets ao longo das

�B� + dimensões.Desdequea
constanteassociadacomabuscadamedianasejaalta,estemétodotemavantagem
derealizarabuscapelamedianaemdadosdemenortamanho.A complexidadede
execuçãoparaaconstruçãode � �k
  níveisé

t # � � � ��
  ( .
Estratégiassimilaresàquefoi apresentadaparaaordenaçãopodemserusadas

parareduziracomplexidadedetempopara
t # � � ��
  ( . Contudo,estasestratégias

nãocostumammelhorarodesempenhoparapequenosvaloresde
�
, tal como

�����
e
���s|

, devido aoaltooverhead.

3.1.4 ResultadosExperimentaisda Literatura

Em[AFAG00b] sãodescritosresultadosobtidosapósváriostestesrealizados,uti-
lizandoos trêsmétodosanteriormenteexpostos.Os temposgastospor cadaum
delessãoapresentadonaTabela??, podendoserdecompostoemdiferentespartes:
o tempoparao pré-processamentoX (custodeordenação),o custoparaencontrar
a medianaem todosos níveis (c), e o tempoparamovimentaçãodosdadoscom
a finalidadededecomporosvetoresemsub-vetoresbaseando-senamediana(s).
Osmétodosbucket-basede sort-basednecessitamdapropriedadedeordemestá-
vel. Isto significaquea ordemrelativa dosdadostemqueserpreservadadurante
a movimentaçãodosdados,resultandoemum maiorvalor de (s). Os dadospre-
cisamsermovidos para

�B� + listasno sort-basede na estratégiabucket-based,
enquantoquenomedian-basedapenasparaumaúnicalista. Existeumoverheadr
associadoa manutençãoeprocessamentodassub-listas,quedobrama cadanível.
Esteoverheadé menorparaordenação,ligeiramentemaiorparao median-based,
e maisalto parao bucket-based, ondeo custoparaosbucketscresceexponencial-
mentecomo aumentodonúmerodeníveis.

Um importanteaspectopráticodo cálculoda medianaé queo passode mo-
vimentaçãode dadose o cálculoda medianapodemsercombinados,resultando
em umaconstanteglobal menor. Os experimentospráticosse limitaram a duas
dimensõesporqueos resultadose conclusõesobtidospodemserestendidospara
dimensõesmaisaltas[AFAG00b].

Uma comparaçãoentreos métodossort-basede bucket-basedmostraquea
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Tabela3.1:
resultados1

Construçãoda àrvore para �P�o��� níveis
Método Pré-Processamento(X) CálculoMediana(c) Movimentaçãodedados(s)

Median-Based - ���I���P�o�f�c� ���I�]�P�o���c�
Sort-Based ����<2���P�����c� ���I�c� ����<2�]�P���a�c�
Bucket-Based ����<k�]�P�o���T� �6�!� �b�\ ¡ ���¢  ¡ ����£ ����<2�]�P���a�c�

segundaestratégiapossuium valor de (X) maisbaixo, similaresvaloresde (s),
e valoresde (c) e r muito maiores. Foramexperimentadosdiferentestamanhos
de buckets, e foi observado queexiste umatrocaentreos valoresde (c) e r. O
valor de r é diretamenteproporcionalao númerode buckets, enquantoque(c) é
inversamenteproporcionala este. O efeito do overheadr é por lista e aumenta
exponencialmentecomo aumentodonúmerodeníveis.Conclui-sequeosvalores
de r e (c) sãosuficientementegrandesfazendocomqueo sort-basedsejamelhor
quebucket-sort, excetoquandoo númerodeníveis é muito pequeno(menorque
quatro).Porém,paraestescasos,aestratégiamedian-basedémelhor. Naverdade,
foi descobertoquea estratégiamedian-basedé muito melhorqueo bucket-based
parapouconíveis, atémesmoignorandoo temporequeridoparaconstruçãodos
buckets.

Umacomparaçãodosmétodossort-basede median-basedmostraqueo valor
de (X) paraesteúltimo é zero,o de (s) é menor, o valor de r é maisalto, e o de
(c) muito maior, comomostradona Tabela?? e verificadonosresultadosexpe-
rimentaisda literatura. Espera-sequeo median-basedsejamelhorparapoucos
níveiseo sort-basedparaumnúmeroaltodeníveis,aexpectativa équeo custode
pré-processamentosejaamortizadamedianteosváriosníveis.

Foram realizadascomparaçõescom conjuntosde diferentestamanhos:8K,
32K, e 128K. Osresultadosmostraramqueo median-basedé melhorqueo sort-
based, excetoquandoo númerodeníveisépróximode � ��
 , . Paramuitosníveis,
o aumentodevido aoaltovalorde(c) torna-sesignificanteparao métodomedian-
based. Estesmesmosresultadostambémmostraramquequandoosdadosjá estão
ordenados,o sorted-basedtemummenortempodeexecuçãoqueo median-based.

A estratégiamedian-basedé melhor, a menosque o númerode níveis seja
próximo de log N ou se os dadosjá estiveremdisponíveis de forma ordenada,
quandoentãoo sorted-basedéo melhor.

14



3.2 ConstruçãoParalela da Ár vorepara os ¤�¥§¦`¨ Níveis

3.2.1 Método Sort-Based

No algoritmo paralelo,cadaprocessadorrecebe, � � elementos.Os elementos
sãoordenadosusandoum algoritmoparalelode ordenaçãoparacriar os vetores
ordenados0 C &o0 E &HGIGIGI&o0 J distribuindo-osuniformementeentreos processadores.
Foi usadaumavariaçãodo parallel samplesortquesemostroumuito eficientena
prática.O tempototal paraaordenaçãoé

tª© , � � ��
 , « � � ��
 E � «�¬�­ � «�¬�® © , � « � E�¯ «�¬T° � � ��
2� ¯
paraum hipercubo,segundo[AFAG00b].

Seguindoummodeloonde¬�­�«�¬�° � «_¬±®n significao tempodeumamensagem
de tamanho atravessar

�
pontosde comunicação.Sendoque ¬T­ é o custode

inicialização, ¬T° é o tempogastopor link, e ¬±® é o inversoda bandapassante.
Segundo[AFAG00b], paragrandesvaloresde , ( , d t #%¬T­ � E «²¬�® �´³2(�( , o
tempodeexecuçãoé

t # g i � �k
 , «�¬�® g µ ( , emum hipercubo.
Umavezqueosdadossãopré-processadosporordenação,o trabalhodecalcu-

lar amedianaécompletamenteeliminado.Assume-sequeapartiçãodeveserfeita
ao longo dadimensão

� C
. O processadorquecontéma medianade

� C
transmite

(broadcasts) estevalor a todosos processadores.A partiçãoé dividida em duas
sub-partições,sendoqueumasub-partiçãovai paraa metadedosprocessadorese
aoutraparao restante(outrametade).Paraqualqueroutradimensão

�FM
, cadapro-

cessadorpercorrea partedo vetorordenadopor
�FM

e o divide emdoissub-vetores
dependendodacoordenadaaolongode

�FM
. Todosospontosmenoresqueamedia-

nadacoordenada
� C

sãomovidosparaprimeirametadedosprocessadores.Pontos
maiorquea medianasãomovidosparaasegundametadedeprocessadores.Dado
queos vetoresjá estãoordenados,dividir aspartiçõesde todosos nósda árvo-
re requerapenasa movimentaçãodoselementosdosvetoresparaos apropriados
processadores.

Considerandoa tarefa de construiros primeiros � ��
.� níveis da árvore tem-
seque: no nível � da árvore, tem-se

� O
partiçõescontendo

gE�� pontoscada.Uma
partiçãoé representadapor

�
vetoresdistribuídosuniformementeem

iE�� processa-
dores.Dividir osvetoreslocalmenteeprepararosdadosparacomunicaçãorequer
um tempode

t # N J�¶ C U�J gi (
. Isto porqueos

��� + vetorespodemconterdiferentes
registroseo tamanhodecadaregistroé

t # �)( .
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Segundo[AFAG00b], estandoosdadosjá ordenados,o temponecessáriopara
construiros � ��
�� níveisdaárvoreemumhipercuboéM R±� i ¶ C· O�¸º¹ t»© � # ��� + ( , � «�¬�­ �� O «�¬�® � # ��� + ( , � «�¬T° �� O � ��
 �� O ¯

� t © � # ��� + ( , � � ��
�� «�¬T­ � «�¬±® � # ��� + ( , � � �k
�� «�¬T° � � ��
�� ¯ G
Paragrandesvaloresde , , a complexidadede tempototal requeridapeloal-

goritmo é
t½¼ � # ��� + ( ¬�® g i � ��
 ,X¾ parao hipercubo,segundoo mesmoautor.

Em um métodoseqüencialsort-basedé possível reduziro custocomputacional
de
t # � � ( para

t # � ( . Porém,o métodotrabalhacom mudançade referênciade
ponteiros,como objetivo deobterospontosnosoutrosprocessadores.A comu-
nicaçãoresultantedestemétodoé impraticável atémesmoparagrandesvaloresde�
.

3.2.2 Método Median-Based

Comparado-sealgoritmosparalelosdeterminísticose randômicosparaseleção,
verifica-seque o melhor resultadoé obtido utilizando dadosrandômicos. Pos-
suir dadosnãorandômicosnãoéproblema,porqueépossível torná-losaleatórios.
Umamaneiraseriaalocarcadapontoparaumprocessadoreusarumaprimitivade
transporteparamover ospontosparaosprocessadoresapropriados.O custopara
fazeristoé insignificantesecomparadocomo custodeconstruiraárvore

�����
.

Considere, NÀ¿ U �ÂÁ i ¶ CO�¸º¹ , NÀ¿ UO o númerode elementosem um processadorÃ O
no início da iteraçãoq do algoritmoparaencontrara mediana,e que

� NÀ¿ U
é o

graudeinteresseemumelemento.Todososprocessadoresusamo mesmogerador
de númerosaleatóriose coma mesmasementeparaproduzirnúmerosaleatórios
idênticos. Considerandoo comportamentodo algoritmona iteraçãoq , primeiro
umaoperaçãoparalelaprefixé realizadaem , NÀ¿ UOÅÄ

. Um númeroaleatórioentre +
e , N ¿ U é usadoparaescolhera medianaestimada.Depoisdaoperaçãoparalelade
prefix, cadaprocessadorpodedeterminarseelepossuiamedianaestimada,ecaso
tenha,deve comunicar-secomosoutrosprocessadores.Cadaprocessadorpercor-
re o conjuntode pontose o divide em dois sub-conjuntosbaseadosna mediana
estimada.Umaoperaçãocombinee umacomparaçãocom

� NÀ¿ U
determinao qual

destesdoissub-conjuntospodeserdescartadoe o valor de
� NÀ¿ V C U

é usadoparaa
próximaiteração.
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Paradadosaleatórios,os pontosque sobramà esquerdaapóscadaiteração
sãomapeadosigualmenteentretodosos processadorescom alta probabilidade,
a menosqueo númerode pontosremanescentessejamuito pequeno.Assim, o
tempototal esperadoparaa computaçãoé de

t # g iÆ( . Outraopçãoé assegurarque
o balanceamentodecargasejafeito apóscadaiteração.Contudo,balanceamento
decargasempreresultaemum aumentodo tempodeexecução.

O númerode iteraçõesrequeridopara , pontosé
t #}� ��
 , ( comaltaproba-

bilidade. Então,o tempoesperadode execuçãoda buscaparalelapelamediana,
é t © , � «�#%¬�­B«�¬�® ( � ��
�� � ��
 , ¯
parao hipercubo,segundo[AFAG00b].

3.2.3 Método Bucket-Based

Parausarestemétodo,primeiroéprecisocriarosbucketsusando
�

processadores.
Osbucketsnecessáriosaolongode

�)C
podemsercalculadosdaseguintemaneira:

seleciona-seum total de �§Ç pontos( *�rLÈ�rÉ+ ) depoiselessãoordenadospor um
algoritmodeordenaçãopadrãotal comomergesort. O tempoparaestaordenação
é tª© , Ç � ��
 , Ç� « , Ç� � �k
 E � « © ¬T­Z«�¬�® , Ç� ¯ � ��
 E � ¯
parao hipercubo,segundo[AFAG00b].

Usandoestesdadosordenados,divide-seospontosem
�

intervaloschamados
buckets. Usandoumaoperaçãoglobaldeconcatenação,os

�
intervalossãoarma-

zenadosem cadaprocessador. Cadaprocessadorpercorreseus
g i

pontose para

cadapontodeterminao bucket ao qualele pertenceem um tempo
t½¼ g i � ��
�� ¾ .

Ospontossãoentãodivididosem
�

listas,umaparacadabucket. Deseja-semover
todasaslistaspertencentesaobucket � parao processador

� O
. Ospontossãoenvi-

adosparaosprocessadoresadequadosusandoprimitivasdetransporte.O número
esperadodepontosporbucket é

t # g i�( , comaltaprobabilidade.
Considerandomaisumaveza tarefa deconstruirosprimeiros � ��
]� níveisda

árvore, e supondoquea primeiradivisãoseráao longo da dimensão
� C

, é fácil
encontraro bucket quecontéma mediana,gastandoapenasumaoperaçãoparale-
la prefix. A medianaé encontradaatravésdo elementocomo valor adequadono
bucket usandoo algoritmoseqüencialde seleção.Estamedianaé entãotransmi-
tida a todosos outrosprocessadoresos quaisdividem seusbuckets ao longo de
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todasasoutrasdimensõesbaseando-senestamediana.Desdequeo tamanhodo
bucket sejamenorqueo númerodeelementosemum processador, o tempopara
localizaçãoda medianaem um bucket é dominadopelo tempogastoparadividir
osbucketsaolongodecadadimensão.Osprimeiros� ��
�� níveisdaárvorepodem
serconstruídosemM R�� i ¶ C· O�¸º¹ tª© � # ��� + ( , � «�¬ ­ �� O «�¬ ® � # ��� + ( , � «�¬�° �� O � ��
 �� O ¯

� t ©Ê� # ��� + ( , � � �k
�� «�¬�­ � «�¬�® � # ��� + ( , � � ��
�� «�¬T° � � ��
�� ¯
paraum hipercubo,segundo[AFAG00b].

3.2.4 ResultadosExperimentaisda Literatura

Os resultadosapresentadosnestaseçãosebaseiamnosexperimentosrealizados
em [AFAG00b], queapresentaumacomparaçãoentreos trêsalgoritmosusando
umaimplementaçãofeita numcomputadorCM-5 (ConnectionMachine) utilizan-
do o modelodecomunicaçãohipercubo.O tempodeexecuçãoé decompostoem
muitaspartes,conformemostradona Tabela??: o temponecessárioparao pré-
processamento(X), o custode encontrara medianaparatodosos níveis (c), o
tempoparaum rearranjolocal dosdadosbaseando-senamediana(s) e a comuni-
caçãodevido àmovimentaçãodosdados(T).

Tabela3.2:
resultados2

Método Pré-
Processamento
(X)

Cálculo Mediana
(c)

Processamento
Local (s)

Comunicação(T)

Median - ����Ë Ì§�P�o�oÍbÎ��ÐÏzÑfÎÏzÒD�}�P�o� ¢ ÍÓ�P�o�kÔc� ����<!Ë ÌÕ�Ö���oÍ�� ���ÐÏ}Ñ�Í�ÎnÏ Ò ��<!Ë Ì§�P���oÍÓ�z�
Sort ����Ë Ì �P�o�kÔ ÎÍ ¢ �P�o�oÍ²Î×Ï Ñ Í²ÎÏzÒ!� Ë Ì ÎcÍ ¢ �z�

�����P���oÍÓ� ����<F��< =Ø � Ë Ì �P�o�oÍ�� ���ÐÏ Ñ Í�ÎnÏ}Ò!��<F��< =Ø � Ë Ì �P�o�oÍ��z�
Bucket ��� Ë Ì ��<ÆÎZ�P�o�oÍ��)ÎÏzÑ�ÍÙÎ�Ï Ò ��< Ë Ì �z� ��� Ë Ì � ����<F��< =Ø � Ë Ì �P�o�oÍ�� ���ÐÏ Ñ Í�Î»ÏzÒ!��<���<�=Ø � Ë Ì �P�o�oÍ��z�

O custodemovimentaçãodos
��� + vetoresdeve sermaiorparaosmétodos

bucket-basede sort-based, isto porqueelesexigem a preservaçãoda ordemdos
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dadosemoposiçãoaométodomedian-basedquetrabalhasomentecomum vetor
e não precisausarprimitivas que mantenhama ordemdos dados. O custodo
overheadr éassociadocomamanutençãoeprocessamentodesub-listasdetodos
osníveis,crescendoexponencialmentecomo aumentodonúmerodeníveis.

Uma comparaçãodosmétodossort-basede median-basedmostraqueo pri-
meiro temum maiorvalor de (X), (s) e (T), e um menorvalor de r. Parapeque-
nosvaloresde

g i
, o median-basednãoapresentabonsresultadosnaparalelização

porqueo custode comunicação(c) predomina.O custode calculara medianaé
insignificantementebaixoporqueénecessárioestecálculoemambasasestratégi-
as. O valor de(T) é menorparao median-basedsecomparadocomo sort-based
desdequeeleuseumaprimitiva paramovimentaçãodosdadosquenãomantenha
aordem.Espera-sequeo métodomedian-basedtenhamelhordesempenho,exceto
paragrandesvaloresde

�
.

Umacomparaçãodo bucket-basede do median-based, baseadanacomplexi-
dadesde tempo,mostraqueo primeiro possuimaioresvaloresde (X), (s), r, e
(T). Parapequenosvaloresde

g i
espera-sequeo métodomedian-basedtenhapior

desempenhoqueo bucket-sort, quetem pequenooverheadde comunicaçãopara
cálculoda medianaa menosque

�
sejamuito pequeno.Um pequenovalor de

�
mantémo valor de (c) baixo parao métodomedian-based, maso valor de (X)
podesergrandeparao bucket-based. Paragrandesvaloresde

g i
, (c) nãodomina

no custoglobal e é significantementemaisbaixaque(T), necessárioa ambasas
estratégias.O métodobucket-basednecessitaquea ordemdosdadossejamanti-
da,e conseqüentemente,temum maiorvalor de(T) queo métodomedian-based.
Porcausadistoé esperadoqueo median-basedsejamelhor, excetoparagrandes
valoresde

�
.

O métodobucket-basedtem baixosvaloresde (X) e (c) quandocomparado
comoo métodosort-based. Em conseqüênciadisto,eletrabalhamelhorquandoa
diferençano tempodeprocessamentoé maiorqueo tempototal gastoparao cál-
culo damediana.O custodo sort-baseddecrescea cadanível (porqueo tamanho
dobucket diminui como aumentodonúmerodeníveis).

Em [AFAG00b] sãoapresentadostestesexperimentaisutilizandoos trêsmé-
todosexpostos,utilizando diferentesvaloresde

g i
. Os resultadosdestestestes

mostramqueo métodobucket-basedé sempremelhorqueo métodosort-based.
O métodomedian-basedéamelhorabordagemparagrandesvaloresde

g i
(maior

que8K por processador),enquantoqueo métodobucket-basedé melhorparape-
quenosvaloresde

g i
(menoresque4K). As melhoriasdecadaum destesmétodos

sobreo outroé substancialparaestesvalores.Paragrandesvaloresde
�
, espera-
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sequeo tempogastopelobucket-basedcresçamaisrapidamentequea estratégia
median-basedprincipalmentedevido ao overheadno gerenciamentodaslistase
dosbuckets.

3.3 ConstruçãoGlobal da Ár vore

Conformejá mencionado,a construçãoparaleladaárvore
�����

podeserdecom-
postaem duaspartes:construçãoparalelada árvore até � �k
c� níveis seguidapor
umaconstruçãolocaldorestante.Potencialmente,diferentesestratégiaspodemser
usadasemcadaparte.Dadaa existênciadostrêsmétodosestudados,isto resulta
emnove possibilidadesdecombinação.Mas,baseando-senosresultadosobtidos
nasseçõesanteriores,apenascincoopçõessãoviáveis:

1. Abordagemsort-basedparaos primeiros � �k
�� níveis, seguidada mesma
abordagemlocalmente.Usara abordagemsort-basedparaos � �k
\� níveis,
temo benefícioadicionaldequeosdadoslocaisestarãoordenadosàesquer-
da.Assim,nãoé necessáriopré-processamentoparaa construçãodaárvore
local. Usaroutraabordagemlocalmentenãodeveráterámelhordesempe-
nhodevido justamenteaestarazão;

2. Abordagemmedian-basedparaos primeiros � ��
b� níveis, seguidapor um
sort-basedlocalmente;

3. Abordagemmedian-basedparaos primeiros � ��
b� níveis, seguidapor um
median-basedlocalmente;

4. Abordagembucket-basedparaos primeiros � ��
�� níveis, seguida por um
median-basedlocalmente;

5. Abordagemmedian-basedparaosprimeiros � �k
�� níveis,seguidapor orde-
naçãodecadabucket, edepoisa aplicaçãodométodosorted-based.

Comparaçõesforam realizadascom estascinco abordagensparaum número
diferentedeníveis( � �k
�� a � ��
 , ), paraumnúmerodiferentedeprocessadores(8,
32, 128),e diferentesvaloresde

g i
(4K, 16K, e 128K). Osresultadosmostraram

queparagrandesvaloresde
g i

, a estratégia3 é melhor, a menosqueo númerode
níveissejapróximode � ��
 , , parao quala estratégia2 é melhor. Parapequenos
valoresde

g i
, a estratégia4 é preferível. Seo númerode níveis for próximo de� ��
 , , asestratégias1 e5 sãoasmelhores.
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3.4 Aplicações

As árvores
�`�9�

possuemmuitasaplicaçõesnasmais diversasáreas,por este
motivo estetrabalhonãoseaprofundarámuito nasaplicações,apenasfaráuma
breve descriçãodealgumasencontradasnaliteratura[Ski97].

Particionamento degrafos. O problemaé criar
�

partiçõesparadistribuir o gra-
fo para

�
processadores,requerendoa construçãode somenteosprimeiros� ��
�� níveis.

Aplicaçõeshierárquicascomo � �6���	��
 simulações.Porexemplo:O problema
é calcularo estado(posiçãoe velocidade)de , corposdadoum tempo¬�Ú* , dadoum estadoinicial ¬ � * .

Outra aplicaçãohierárquica éa dinâmica dasmoléculas. Dinâmicadasmolé-
culassimulaomovimentodeátomosemoléculas,como objetivo deintegrar
equaçõesNewtonianasparaum sistemade , partículas.

Pesquisade pontosvizinhos. Dadoum ponto Û , quaissãoos pontosmaispró-
ximos? A árvore

�p���
é um dosmétodosmaisrápidospararesolver este

problema,poisnecessitade
t #}� ��
 � ( , sendoquenormalmentesãorequeri-

dos � E .
Pesquisaem extensãoortogonal. Existemaplicaçõesondese desejaencontrar

um conjuntodepontosquecabememum dadoretângulodoplano.

Localizaçãode pontosem um região. A decomposiçãodo planoé feita em re-
giõespoligonais.

Existemmuitasoutrasaplicaçõesparaaárvore
�Ù�.�

, estassãoapenasalgumas
e sãodemonstradasapenascomo objetivo dedarumanoçãodo tipo deproblema
quepodesebeneficiardeummétodoeficienteparaaconstruçãodeárvores

�c�8�
.

A aplicaçãomaiscitadana bibliografiaé semdúvidaa pesquisade pontosvizi-
nhos,foramencontradosdiversosartigosfalandoespecificamentedestaaplicação.
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Capítulo 4

Conclusões

Nestetrabalhoforamconsideradasváriasestratégiasparaaconstruçãoparalelade
árvoresde buscabináriamultidimensional.Tradicionalmente,a estratégiausada
paraa construçãode árvores

�Z�L�
, sejade maneiraseqüencialou paralelatem

sido a
Ä ��Ü ¬ �L��Ý ÄßÞ � . Segundo[AFAG00b], paraconjuntosde pontoscom duas

dimensõesa estratégiamedian-basedé mais rápidaparagrandesvaloresde
g i

,
a menosqueo númerode níveis sejapróximo de � �k
 , . Nestecaso,a melhor
opçãoé usaro median-basedparaos primeiros � ��
c� níveis, seguidado método
sort-basedparaa construçãolocal. Parapequenosvaloresde

g i
, usaro método

bucket-basede, emseguida,o median-basedlocalmenteé a melhorescolhapara
aplicaçõesondea árvore só precisaserparcialmenteconstruída.Quandoocorre
o oposto,ou seja,quandoa árvore precisarser construídaquasetotalmente,a
melhoralternativa é usaro métodobucket-basedeemseguidao sort-basedparaa
construçãolocal.

É interessanteobservar que uma abordagemcompletamentesort-basednão
apresentao melhordesempenhonemmesmoquandoa árvore é construídatotal-
mente,isto querdizerqueo custodeordenaçãoé tãoalto que,mesmotendoque
construa-semuitosníveis,elenãocompensa.

Sobreo métodomedian-based, [AFAG00b] comentaqueele exibe umaboa
escalabilidade,conformeele pôdeobservar em seusexperimentose tambémna
análisedacomplexidade.

A estratégiabucket-baseddeve ser usadaem aplicaçõesondeo númerode
pontosporprocessadorépequeno,comoporexemplo,particionamentodegrafos.

Paradadosem
�

dimensões,o custodepré-processamentopornível nosméto-
dossort-basede bucket-basedaumentaproporcionalmentea

�
. No median-based
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estecustocomputacionalnãoexiste. Outraobservaçãoquepodeserfeita é que
enquantoo tempodemovimentaçãodosdadosnomedian-basedaumentapropor-
cionalmentea

�
, nosoutrosmétodoseleaumentaem

� # ��� + ( . Baseadonisto,o
mesmoautorafirmaqueo median-baseddeve sero melhormétodopara

� d | .
Porfim, baseando-seemtudoo quefoi expostopode-seconcluirquea estru-

turadedadosestudadapossuiváriosmétodosdeconstrução,bemcomodiversas
formasdecombinarestesmétodos.Assim,nãoexisteumaúnicae definitiva me-
lhor formadeconstrução,a opçãomaisviável variadeumaaplicaçãoparaoutra.
E comoexistemaplicaçõesmuito variadasé possível que todosos métodoses-
tudadoscontinuemsendoutilizadose pesquisados,principalmenteporqueestáé
umaáreadeestudosrelativamenterecente.
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