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Resumo. A concepcdo de projetos estruturais utilizando eedl que expressam o
comportamento real da estrutura pode ser realizadasiderando algumas fontes de nao
linearidade. Para tal propdsito deve-se empregatursos computacionais avancados e
utilizar formulacdes numéricas adequadas para samw comportamento real de uma
estrutura considerando os efeitos néo lineares.studo realizado aqui ira utilizar uma
formulagdo que considera a ndo linearidade georoaéirbaseado em diferentes teorias de
vigas. Vale enfatizar a adocdo nessas formulac@es Imeares de elementos finitos do
referencial corrotacional, que é baseado na sepacaexplicita entre os movimentos de
corpo rigido e deformacionais. Este trabalho temmooobjetivo principal investigar a
influéncia da esbeltez das sec¢Oes transversais @atao aos resultados obtidos nas
analises geometricamente nédo lineares utilizanderentes teorias de viga, a de Euler-
Bernoulli e também de Timoshenko. O estudo sel&ael® fazendo a analise de diferentes
sistemas estruturais, variando a esbeltez da sdtd@iosversal, e assim sera obtido as
trajetérias de equilibrio considerando teorias dgas diferentes.

Palavras-chave: Analise Ndo Linear Geométrica, Referencial Corrataal, Teoria de
Euler-Bernoulli, Teoria de Timoshenko
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Influéncia da teoria de viga adotada em andlisesngetricamente nao lineares de estruturas reticutada

1 INTRODUCAO

Em geral, os projetos de estruturas sdo deseneshddnsiderando a estrutura perfeita e
utilizando a analise elastica linear. As equac@esdlilibrio sdo formuladas baseando-se na
configuracao inicial indeformada da estrutura emesse que as deformacdes, deslocamentos
e rotacdes sdo pequenas. Uma desvantagem da apllséa linear tem sido sua
incapacidade de retratar o comportamento real ttates®s sob condicbes ndo usuais de
carregamento ou de carregamento limite. No entaaso,estruturas podem apresentar
comportamento ndo linear relevante antes mesmdimigiram seus limites de resisténcia.
Assim com o0 emprego de recursos computacionaisgadas e a utilizagdo de formulagdes
numeéricas adequadas é possivel simular o compartameal de uma estrutura considerando
os efeitos ndo lineares, que podem basicamentivedidos em: fisico e geométrico.

O efeito da nao linearidade geométrica torna-sevapte nos membros sujeitos a
esforgos axiais de compresséo e contribui paranandicao da rigidez estrutural aumentando
a deformacdo do sistema. Nesse contexto, variogupesiores tém desenvolvido
formulacdes de segunda ordem em que sao usade$eosncias Lagrangiano Total (RLT),
Atualizado (RLT) e Corrotacional (RCR). Yang e Kd®94) propuseram um vetor de forcas
internas que pode ser calculado através dos destmtas naturais (corrotacionais, RCR)
incrementais. Ja Pacoste e Eriksson (1995; 1993g¢ngelveram elementos finitos nao
lineares no RLT baseados em relagbes deformacdmedp®ento expressas por fungdes
trigonomeétricas.

As teorias de vigas existentes tém um significatportante nas formulacbes néo
lineares. A teoria classica de Euler-Bernoulli ésiderada mais simples, pois os efeitos
devidos as deformacgdes cisalhantes na se¢éo traakda barra sdo desprezados no célculo
da rigidez da estrutura. Nesse caso, estima-seagsecdo transversal plana antes da
deformacé&o da viga continuara sendo plana e pemqaadao eixo neutro da viga.

A outra teoria de viga é a de Timoshenko, onde fara@cdo cisalhante na secéo
transversal da barra é levada em consideragcdo ocegso de solucdo do problema.
Considera-se, entretanto, que a deformacdo pdhamanto é constante ao longo da secéo
transversal. Segundo Ofate (2013), essa teoridgadeévaplicavel em vigas com esbeltez
menores X = L/h < 10; em que L € o comprimento da barra € h altura da secéo
transversal), e que ela se torna especialmenteriame a medida que a altura da secéo
transversal aumenta. Considera-se que as secisgdarsais planas e perpendiculares ao eixo
neutro se mantém planas, mas nao perpendicularexxaameutro deformado. A teoria de
Timoshenko é considerada mais acurada segundo Rénkget al. (1974).

O objetivo do presente trabalho é estudar a infliaéda esbeltez do sistema estrutural
nas analises ndo lineares geométricas quandoats#iza teoria de viga classica ou de
Timoshenko. A formulacdo néo linear geométrica gatauturas reticuladas planas utilizada
nesse estudo baseia-se na RCR, que faz uma sepavggiita entre os movimentos de
corpo rigido e deformacionais, dentro do contextdvtttodo dos Elementos Finitos (MEF).
O sistema de equacgbes de equilibrio ndo lineangs ssucionado com o auxilio de um
algoritmo de solucdo que utiliza-se o0 método de tieviRaphson, associado a estratégias de
iteracdo e de incremento de carga. A base computlcutilizada nesse trabalho foi o
programa CS-ASAGomputational System for Advanced Structural Amgh&ilva, 2009),
inicialmente desenvolvido para analise avancad#tieste dinamica de estruturas metalicas.
Mais recentemente, Lemes (2015) introduziu a piskide da analise avancada estética de
estruturas mistas.
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Este artigo estd organizado em 4 secOes. Na Seg@ioa@esentado o Referencial
Corrotacional, com as transformagdes entre o sestgabal e local. Mais adiante, na Segéo 3,
as formulacbes geometricamente nao lineares sathdeas; trés exemplos numeéricos para
verificacdo proposta sdo apresentados na Secamr4fin®?, alguns aspectos importantes
observados nos exemplos estudados séo levantad&esaa 5.

2 REFERENCIAL CORROTACIONAL

Formulagdes numéricas desenvolvidas ao longo dosa3dl anos com o objetivo de
descrever a nao linearidade geométrica, juntameate as estratégias de solucdo de
problemas néo lineares cada vez mais eficientgsulgionam a procura de respostas que
retratam o comportamento mais real das estruturas.

A ndo linearidade geométrica surge devido a majfies da geometria da estrutura que
pode aparecer ao longo do processo de carregamel@imrmacao do corpo. Segunda Silva
(2009), deslocamentos relativamente grandes caudafiexdo lateral de membros da
estrutura, e como consequéncia ocorre o apare@nuentnomentos fletores adicionais, em
virtude da presenca de um esforco normal. Essed&gpoomportamento pode ser também
chamado de efeitos de segunda ordem, e é respbpsaéwmnsiderar os efeitos R{global)

e P$ (local, a nivel de elemento), que séo os efeitmsdos das deformacgdes da estrutura a
medida que é carregada.

Para a consideracdo dos efeitos geométricos naardis, 0 RCR serd utilizado para
descrever o movimento dos corpos solidos, que siegHsiaoet al. (1987), Battini (2002) e
Santana (2015), pode ser adaptado tanto a forncuREA quanto a RLA. De acordo com
Battini (2002), a aproximacéo corrotacional € visbano um caminho alternativo para uma
analise eficiente de elementos finitos néo lineafesprincipal ideia, neste contexto, € a
decomposicdo do movimento do elemento em duaslpsreena associada ao movimento de
corpo rigido do elemento e a outra parte asso@adeformacdo pura. A movimentagdo do
elemento € medida através do uso do sistema delewatas locais (X, Y), onde essas
coordenadas terdo uma continua rotacao e transtag&onjunto com o elemento (Fig. 1). A
mudanca do elemento da configuracédo indeformadgnalia uma configuracdo deformada
atual pode entdo ser dividida em dois passos: mgmd € o movimento de corpo rigido
incluindo rotacao e translacéo do elemento, e orekgpasso consiste na deformacdao relativa
em um sistema de coordenadas locais que produgi@ner

O proposito desta secao é apresentar a relacé® @rdistema de coordenadas local e
global que sera utilizado para as devidas atudlesagas andlises dos sistemas estruturais. As
relacdes cinematicas e a notacao adotada serdadhas® Fig. 1, e o vetor de deslocamentos
global é definido por:

ug=fu v 8 oy 9J]T @)

J& o vetor de deslocamentos naturais nodais rargidbcal € dado por:
= =TT
u = [u 8 8 ] 2

As componentes do vetor de deslocamento local poskEmexpressas baseadas em
termos dos deslocamentos no sistema de refer@obal gconforme:
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u=I -l (3a)
6. =6 -a (3b)
6,=6,—a (3c)

sendols o valor do comprimento atualizadd e valor do comprimento inicial do elemento
analisado. Para esses comprimehtols, escreve-se:

=[x ) () @

If:[(xj+uj—>§—q)2+(){+y—y—iv)z} (5)

Em (3b) e (3c)o que representa a rotacdo do corpo rigido do elemeue pode ser
definida como:

ser(a)=¢s s (6a)
cos(a)=c,c-§ < (6b)
com:

C, :cos(Bo):%(xj - x) (7a)
ot 2 v =
o=cosp)=2 (1, +4 - - ) -
S= Se'(B):%( y+y- v (7d)

em quep representa o valor do angulo de orientacdo doexlean(angulo entre o eixo axial
local e o eixo horizontal global), de modo que aafiguracao inicial 0 mesmo € dado |fer

A rotacdo de corpo rigida,, também pode ser expressa como o incremento deamt
entre a orientacao atual e inicial, ou seja:

i (v +v-y-v) (y-¥)
a=p Bo—arcta{(xj+uj_)l(_u)+()](_P() (8)

Os deslocamentos virtuais locais sdo obtidos afraeédiferenciacdo parcial das Egs.
(3a), (3b) e (3c). Escreve-se entao:

o0 = {8y, —3y )+ 3y -3 ) ©)

56, =56 50 =56 -5 — (0 =B—P,) (10)
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58, =36, - 8 =36, - 3P (11)

X

Figura 1. Relacao entre sistema local e global

Em seguida, faz-se diferenciacédo da Eqg. (7d), énoise:
_ 1 |
8B = (Bv, =3v)l ~(y +y ~ y =13} | (12)
f
Com o emprego da Eq. (9) na equacao anterior:
1
8B =——[ (8, ~3v) ~ sqd y =5 1)~ §(3 v-5Y] (13)
f
A expressao (12) pode ainda ser simplificada, daiste forma:
1
6[3:|—[s -c 0 -s c 0Jdu, (14)
f

Com o desenvolvimento das Egs. (9), (10) e (11ggatse nos deslocamentos virtuais
locais em funcdes dos deslocamentos virtuais gdobai

du=[-c -s 0 ¢ s 0Jdu, (15)
50 =30 ! o)

= i—r[s -c 0 -s c 0Jdu, (16)
=~ 1
38, =38, —l—[s -c 0 -s ¢ 0]du, (17)

f
que podem ser organizados de acordo com:

du, =B du, (18)

sendo:
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—-C -s 0 ¢ s O
B=|-s/l, c/l, 1 s/l -c/l O (19)
-s/l, ¢/l O s/l -c/l 1

A relagcéo entre o vetor de forgas internas lotake o globalfg, € obtida através do
Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), ou seja:

& =8ulf, =&uf, =B, (20)

Com o emprego da equacdo anterior, tem-se queagamekentre as forcas internas no
sistema de referéncia global e o sistema locatié gar:

f, =B, (21)

em que o vetor de forgas internas Idcal [N M; M;j], ondeN, M; e M; s&o as forgas internas
axial e momentos fletores, respectivamente, querdipn da teoria de viga adotada.

A matriz de rigidez tangente glob#g, pode ser definida pela diferenciacédo das forcas
internas globais em relacdo aos deslocamentosigjota é:

of

Ky=—2
T (22)

Assim, fazendo a diferenciacéo da Eq. (21) em @elaps deslocamentos globais, tem-
se:

3, =BTo +Nd, + M D, +M;d, (23)
em que:

b=[-c -s 0 ¢ s ( (24a)
VA

b,=[0 01 0 0 qT—l— (24b)
f
Z

b,=[0 0 0 0 01-=2 (24¢)

l f

Séo introduzidas as seguintes notacoes:

r=[-c -s 0 ¢ s q (25a)
z=[s -¢ 0 -s c (] (25b)
Fazendo a derivacdo da Eq. (25a) e (25b), obtém-se:

& =z & (26a)
oz =-r &3 (26b)

As Equacdes (9) e (14) podem ser reescritas como:
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ou=r'du (27a)
o =—2au (27b)
e derivando-se as Eq. (24a), (24b) e (24c), chega-s

727"
ob, =or = l—dj g (28a)

f

zol
b, = b, =—?—Z+I—2f =|12[rzT +zr’ | (28b)
f f f
O primeiro termo da Eq. (23) pode ser computadavasr da relacado de equilibrio local
do elemento, isto é:

of =K, a1, =K B & (29)

em queK; é a matriz de rigidez no sistema de referéncial Jope depende da teoria de viga
adotada.

Finalmente, com o emprego das Eqgs. (19), (20),)(2&6b) e (27), chega-se na
expressdo da matriz de rigidez tangente globaletoento:

.

K,=B'KB +%N+%EZT+zr (M, + M) (30)

As Equacdes (21) e (30) apresentam a relacéo @htralores locais e globais das forcas
internas e matriz de rigidez tangente, respectiméend=ssas relagbes sdo independestes da
teoria de viga adotada. O primeiro termo da Eq) (8fresenta a matriz de rigidez elastica, ja
0s ultimos trés termos representam a matriz ddaiggeométrica, onde é levado em conta os
efeitos de segunda ordem do sistema estruturalordas internas do elemento, a matriz de
rigidez e a matriz de transformac¢®),devem ser atualizadas constantemente duranteotodo
processo de resolucdo do sistema (Método de NeRaphson), tanto no processo
incremental, quanto no processo iterativo.

3 FORMULACOES GEOMETRICAMENTE NAO LINEARES

Um novo elemento de viga-coluna ndo linear capazcaolesiderar a deformacao
cisalhante, e no contexto de deformacdo consistémitg@roposto por Tangt al. (2015).
Utilizando fungdes de interpolacfes de deslocamiathicionais, que sédo de baixa ordem de
interpolacdo, o elemento viga-coluna pode apresemtaaumento de rigidez espurio. Como
consequéncia, quando o elemento estiver sujeittaadgs deformacdes, pode acontecer o
efeito de travamento de membrana, conhecido cansribrane lockirig Adicionalmente, a
medida que o elemento se torna mais esbelto, andeféo cisalhantg, também pode gerar
o efeito conhecido como travamento por cisalhamgsteear locking). Para eliminar esses
efeitos, as equacdes diferenciais de equilibritodms sdo usadas para se obter as funcdes de
interpolacao.

No MEF tradicional, baseado em deslocamento, agoisde interpolacdes sdo obtidas
considerando os graus de liberdade nodais do etemEsse tipo de procedimento pode
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produzir comportamento rigido excessivo do elemergstringindo sua deformacéo.
Diferentes estratégias podem ser usadas para afintinefeito de locking’, como a
integracéo reduzida e o emprego de uma ordem reiada das funcbes de interpolacéo,
porém esses procedimentos apresentam bons resutjagdado geralmente é utilizado um
namero grande de elementos na modelagem do sistmiural.

O entendimento do comportamento de um membro (plarviga), a eficiéncia
computacional e a facilidade de modelagem do ssstestrutural requerem que analise seja
feita com a adocdo de menos elementos por membsgivieb Esse requisito torna
inadequado, para uma analise estrutural preciggiéneia, 0s métodos convencionais para
solucionar os efeitos déotking’ supracitados.

Quando se utiliza uma funcdo de interpolacdo lingar deslocamento axial, que
descrevem aproximadamente o comportamento do elejreefeito de hembrane lockirg
surge no elemento viga-coluna. Contudo, em umasankhear, nota-se que a interpolacéo
linear usada na fungéo de deslocamento axial @mct@ecom a teoria de deformacéo linear (
=du/dx), pois a deformacédo axia) é independente do deslocamento transversal. Pem@m
uma analise ndo linear, ha um acoplamento da defiimnaxial e a deformacéo devido a
flexdo, e assim a funcdo de interpolacéo linearalaxionstrange o correspondente
deslocamento axial devido ao deslocamento traravefssim, a hipotese de utilizar
interpolacao linear ndo é consistente com a teerideformacdo néo linear.

Para eliminar o rhembrane lockirige estabelecer uma funcdo de interpolacdo de
deslocamento axial consistente, deve-se utilizaeqgaacdo de equilibrio axial para se
determinar a funcdo de deslocamento axial baseadofuncdo de interpolacdo de
deslocamento transversal cubica. Para represemtafoamacdo de membrana constante no
elemento:

de _(d°u dvd v _
&[W&E]O (1)

Assume-se que o0 deslocamento axial pode ser dividid deslocamento. e um
deslocamento induzido pela flex&p, como:

U:Ua"‘% (32)
sendo:
%:%U (33)

e Up deve satisfazer as seguintes condi¢des de contorno
u, =0 emx=0, | (34)

Para se definiap, baseando-se na Eg. (31), tem-se:

2 2
£ :%+l(ﬂl) :%+ﬂ+—l(i\3 = Constante (39)
dx 2\ dx dx dx 2 d
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Faz-se entdo a integracdo da equacao anteriotizandio-se a condicdo de contorno
(34), tem-se:

o oy o

Da expressao anterior pode-se concluir que a fudeddeslocamento axial induzido
pela flexdo seria um polinbmio de quinto grau quaaduncéo de deslocamento transversal,
v, for um polinGmio de terceira ordem. Mantendoefodnacao axial constante, a ordem da

funcdo de deslocamento axial serfla (n—1F, em quen é a ordem da funcdo de

deslocamento transversal, Portanto, se for utilizado uma ordem maior parargdo de
interpolacdo de deslocamento axial, o coeficients dermos de ordem maior que

1+ (n-1)’ desaparece.
Portanto, as novas funcdes de interpolacées deadesénto, considerando a teoria de
viga de Euler-Bernoulli, séo:

V=8 (2e|i+ej)+x3(ei:ej)

_Xo, dv( ¥ f10 dy 3’
u(x)—l—u —j ( J x—lz( dxj (o)} (38)

(37)

Considerando essas novas aproximacoesypavaescreve-se para a deformacao axial:

.U, 20780 +29
T 30 (39)

Considerando um elemento viga-coluna prismaticastielo e com cargas conservativas
aplicadas no nos do elemento, a energia potengialsiema pode ser expressa com a soma
da energia e deformacébe o trabalho externo realizalyp como segue:

| |
M=uU-Q :%EAJ'azdx+—; EIJ'Kde—Zf,u, (40)
0 0

Pelo principio da estacionaridade da energia pi@tera primeira variacdo da funcéo,
apresentada na Eq. (40) produz as equacdes déequibmo:

ouU ouU
) ou =00 —-f, =00 f - =0 41
M= [au, j | % (41)

sendo as componentes da matriz de rigidez do eterdadas por:

of .
K. =—I ondei,j=1,2,2
i auu J (42)
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Entdo, a relacdo final entre as forcas e desloc@mwmebaseados na funcdo do
deslocamento consistente, considerando a teoialée-Bernoulli sédo obtidas:

N = Ex{luiuaz 56 +28 j @3)

(2 2 2

v :(4EI +4Nlj§| {29 _Mjé' 5)
| 30 | 30)

Propde-se que elemento viga-coluna seja formulgdoaade acordo com a teoria de viga
de Timoshenko. Primeiramente, considera-se que wg:0és de aproximacdo do
deslocamento transversal e da rotagdo, nao possawocpr do Shear locking sendo
derivadas através dos graus de liberdade nodass eqluacdes de equilibrio do elemento.
Assim a funcao de interpolacdo do deslocamentol awiasistente e a deformacgao axial
constante podem ser obtidas usando a funcédo deimpigo do deslocamento transversal, ou
seja, através das Egs. (32) e (35). Por fim, asesgpes das forgas internas e a matriz de
rigidez podem ser derivadas através do principiesdacionaridade da energia potencial do
sistema.

De acordo com a hipotese de viga de Timoshenkoefarrdacédo cisalhantg e a
curvaturak sédo dados por:

y= %\Z -0 (46)
dé
= (47)
As correspondentes forga cisalhante interna e mtunfletor séo dados como segue:
M = Elk (48)
Q=kGAy (49)

As equacdes diferenciais podem ser obtidas pehaipido dos deslocamentos virtuais, ou
pode ser dada diretamente:

dM _
v =Q (50)
dQ _
dx G

Com a substituicdo de (46) a (49) nas equacOesi@pte obtém-se as expressdes de
equilibrio em termos de deslocamentos e rotagdes:

d®e dv
El —+kGA —-6 =0 52
dx® A{dx j (52)
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d’v_ do
KGA —-— =0
A{ dx dx} 3)

Se a interpolacdo cubica para o deslocamentoveesa € adotada, e através da Eq.
(53), pode-se obter as funcdes de deslocamentvamal e rotacdo, ou seja:

v=(L-% (L +6bL—x)81— (6bL+ X (54)
(1+12)12
g= (L=X)(L+12bL~ 3x)Br+ X(-2L+ 12bL+ 3xPe (55)
- 1+10)2
sendo:
El
0= GAP (56)

Considera-se que a deformacao cisalhgnteqg. (46)), € constante ao longo de toda a
sec¢do transversal. Essa hipotese ndo condiz cealidade devido as condi¢cdes de contorno
do elemento. Deve-se entdo multiplicar ao moddulo etksticidade transversal;, o
coeficiente de corre¢cdo do cisalhamento(Eq. (56)). Segundo Cowper (1966), esse
coeficiente € adimensional, depende da forma daosé@nsversal e do coeficiente de
Poisson,, do material, e que é introduzido considerandato fue a tensdo cisalhante e a
deformacéo cisalhante ndo sao distribuidas unifioremée sobre a secéo transversal do
elemento. Cowper (1966) propde equacbes para alcédo coeficiente de correcdo de
cisalhamentok, para diferentes geometrias de sec¢fes transvecsasi®) a sec¢ao circular,
retangular, semicirculo, perfil I, entre outros.

Conhecidas as aproximacdes para os deslocamendosotacdo, chega-se de forma
consistente na expressao da deformacao axial deeerte de viga-coluna, incluindo o efeito
cisalhante, isto é:

e= ‘IJ: R BZSOQJ +2B8° (57)
com:
_1+1%+ 9’
B, = Ta+1dy (58)
_ 1+ 60+ 360
P = 1+1DY (59)

Assim, a energia potencial do sistema por adicianenergia de deformagao cisalhante
torna-se:

| | L
M=U-9Q :%EAIezdx+—; ElIKZdX+—; kG{fy2 dx > fu, (60)
0 0 0

Finalmente, considerando a condicdo de estaci@wwidde 1, chegam-se nas
componentes das forcas internas (Eq. (41)), quap@sentadas a seqguir :
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N = EA{T:+ZBEZ -B.86 + B8, j (61)
(. 4El . 4NI 2El L, N4

Mi_( Bl j ( 2 | Bz Sojej (62)

M,.:( =g N jé. +( =g N jﬁ (63)

em que:

a, = 1+D (64a)
1+120

a,= 1-60 (64b)
1+120

Através da Eg. (42), obtém-se as componentes daznag rigidez tangente local do
elemento, isto é:

oN _ EA
W 3g ] (65a)
_ _ON _oM; EA/ - =
K, =K. % o —5(461& B.6;) (65b)
ON oM EA

=55 = oq 30\ <0 +488) (65¢)

.= T Ry
EAIl — _ (65d)
rooo (2870 - 1BBAT + BB, B
- OM.
ok _OM; _OM; _ B2 EAu
23 32 aej ael
EAI (658)
oo (BBA"+ (B +BBE - 1BBA0 - BT )
oM, 4E| 4EAU
KI33 = aé] :al I +Bl 30 +
EA| (65f)

900( (& +B2" B, 1231B2é|§j + 2&1261. 2)

Os parametrosi (i = 1,2) ef3i (i = 1,2) representam os efeitos linear e nao linear,
respectivamente, devido a deformagdo cisalhante. aSeleformacdo cisalhante for
negligenciada, o parametbodesaparece e 0s parametros correspondengds serdo iguais
a 1. Assim, as forcas internas (Eq. (61), Eq. €6E)q. (63)) e a matriz de rigidez tangente
(Eqg. (65)) seriam degeneradas para as forcas aseyrmatriz de rigidez obtidas através da
hipétese de viga de Euler-Bernoulli.
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4 EXEMPLOS NUMERICOS

Nesta secdo, a estratégia numeérica adotada nonfgesabalho é utilizada com o
proposito de estudar a influéncia da teoria de gigarelagcéo a esbeltez do sistema analisado.
Para tal objetivo, trés sistemas estruturais sa@disados: uma viga engastada-livre, uma
coluna engastada-livre e o portico de Willliams.

4.1 Viga engastada-livre

Este primeiro exemplo aborda uma viga engastada-lsubmetida a uma carga
concentradaP, conforme Fig. 2. A estrutura possui comprimehto= 1 m, mdédulo de
elasticidadeE = 10' kN/n?, coeficiente de formk= 1 e 0 mddulo de elasticidade transversal,
G, é considerado como sendo a metadé&.dBara se obter a variacdo da esbeltez da viga
(L/h), o comprimentd. € mantido constante e varia-se a alturda secdo (Fig. 2). Neste
exemplo, considera-se um modelo numérico com demesitos finitos. Essa viga é
frequentemente usada quando se considera granglesateentos no sistema, pois resultados
analiticos sdo encontrados em Timoshenko e Ge82)19

A lp b=05m
= S — h
L’A l u

\'

- L -
; Secgédo A-A

77777774

Figura 2 — Viga engastada-livre e detalhe da suag transversal

A solucdo nao linear do problema é realizada asral@ meétodo de Newton-Raphson
modificado acoplado a técnica da norma minima deslodamentos residuais, e 0s
incrementos de cargAA sdo obtidos com a restricdo do comprimento de ailgadrico
(Silva, 2009). O critério de convergéncia é baseaddforcas, com tolerancta= 10° e o
incremento inicial do parametro de cargs\é = 0, 1.

Nas Figuras 3(a)-3(d) sdo ilustradas as trajet@e@a®quilibrio do sistema, em que se
controla a variacdo dos deslocamentos horizontadrical na extremidade da viga com a
carga P, para diferentes esbelte2as (/h). No que diz respeito a teoria de viga, note que
quando o sistema apresenta esbeltez mais elexael®,6), a diferenca no comportamento
das curvas carga-deslocamento diminui.

As Figuras 3(e) e 3(f), que fornecem a variacacel@caouT/uEB e VvI/VEB com a
esbeltez do sistema, respectivamente, mostram @yae\ &z 6 os resultados obtidos com as
duas teorias sdo proximos. Para a constru¢do das&a considerou-se os valoresude v
para uma carg® = 1000kN. Para valores d& reduzidos, ou seja, para estruturas menos
esbeltas, o emprego da teoria de Euler-Bernout,leomo observado nas Figs. 3(a) e 3(b), a
um modelo estrutural mais rigido. Como esperadajeq® afirmar que a teoria de
Timoshenko deve ser preferencialmente utilizadandoao sistema estrutural apresentar
peguena esbeltez. Neste exemplo, quando a esheitdz(Fig. 3b), as respostas obtidas com
as duas teorias de viga apresentam divergéncias/plares da carga P elevados.
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0 T T O+——T1—7 1
0 02 04 06 08 1 0O 02 04 06 08 1
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@ A=2 (b) A=4
12 12
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(e) Variagcdo deuT/uEB com a esbeltea (f) Variacéo devT/vEB com a esbeltea

Figura 3 — Trajetdrias de equilibrio da viga engastda-livre e andlise de convergéncia
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4.2 Pilar engastado-livre

Esta secdo aborda o pilar ilustrado na Fig. 4, amia de suas extremidades € engastada
e a outra é livre. A estrutura é submetida a unrgacaertical P aplicada no seu topo
associada a uma pequena imperfei¢gda=(0.001PL), que é introduzida com o objetivo de
evitar problema numérico relacionado ao ponto omritide bifurcacdo. O pilar tem
comprimentoL = 1 m, E = 10’ kN/n¥, coeficiente de form& = 1 e o0 mddulo de elasticidade
transversalG = E/2. A mesma estratégia de solucdo ndo linear dblgra anterior é

adotada, assim como a discretizacdo do sistemae(eerntos finitos).
P

/i\‘M =0.001PL

,,,,, —

b=05m

LJ Secgdo A-A

WV /A4

Figura 4 — Pilar engastado-livre e detalhe da suagéo transversal

Nas Figuras 5(a)-5(d) estdo as trajetérias de ibgoilda coluna, onde se observa a
variacdo do deslocamento horizontgl,na extremidade da estrutura, com a c&gkssas
curvas carga-deslocamento foram obtidas considerasdduas teorias de viga em estudo.
Observa-se que a resposta do sistema independeoda &dotada, ou seja, as curvas se
tornam préximas ou coincidentes, a medida que ar il indice esbeltea (= L/h) aumenta.
Como no problema anterior, a incluséo da parcelandagia de deformagéo cisalhante na
analise torna-se relevante a medida que a eshlldteistema € reduzida. Por exemplo, para
A = 4(Fig. 5(c)), € observada uma carga critica maigaele quando se utiliza a teoria de viga
classica; para = 6, tanto o valor da carga critica como o compoetaim geral da curva séo
coincidentes para as duas teorias de viga empregada

Para analisar de uma forma geral a influéncia daliezA em relacdo aos valores do
deslocamento horizontal obtidos com as duas tedeasgas, apresenta-se a Fig. 5(e). Nessa
figura, a ordenada é o valor d&/uEB, que varia em funcdo da esbeltez da estrutaorapc
no exemplo anterior. Na constru¢cdo da curva, censidse o valor de para uma carga
P = 1000kN. Tem-se novamente uma curva com tendéncia ao uaitirio, no eixo das
ordenadas, quando a esbeltez aumenta, porém regtple essa tendéncia comeca para uma
esbeltez mais elevada do que no problema anterior.

CILAMCE 2016
Proceedings of the XXXVII Iberian Latin-American @gess on Computational Methods in Engineering
Suzana Moreira Avila (Editor), ABMEC, Brasilia, DBrazil, November 6-9, 2016



Influéncia da teoria de viga adotada em andlisesngetricamente nao lineares de estruturas reticutada

1
0,8
_ _ 0,6+
w w
3 |
o o
0,4
0,2
—— Teoria de Euler-Bernoulli
0 4 Teoria de Timoshenko
I I I I
1 0 0,2 04 06 08 1
u/L
(b) A=2
1
0,8 0,8
_ 0,6+ _ 0,64
w w
3 4
o o
0,4+ 0,4
0,21 0,2
I Teoria de Euler-Bernoulli
I-a— Teoria de Timoshenko
0 L, b ] 0 ]
0O 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
u/L u/L
(c) A=4 (d) A=6,6
4

0 2 4 6 8 10
A=l/h
(e) Variacdo deuT/uEB com a esbeltea

Figura 5 — Trajetdrias de equilibrio do pilar engasado-livre e andlise de convergéncia
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4.3 Portico de Williams

A Figura 6 traz o portico abatido biengastado aasedisado, que é composto por duas
barras e submetido a uma carga concentrada P @mlicacentro da estrutura. As barras do
portico possuem secao transversal circular vazadaddulo de elasticidade do materidt €
= 2x1C kN/m2e coeficiente de Poissar= 0,3. Este problema possui resultados analitcos
experimentais apresentados por Williams (1964)dsefrequentemente utilizados para
validar formulagBes geometricamente ndo linearesérR, a se¢do transversal adotada por
Williams (1964) é retangular, o que difere da segSada aqui. Tangt al. (2014) também
estudou esse portico utilizando os mesmos dadeseaqados na Fig. 6.

3,8 mm

0,6 m 355,46 mm

1,5m

A
Y

A

|
|
|
|
|
|
|
-
|

Figura 6 - Pértico de Willians: geometria e secadadnsversal

Na solucdo ndo linear do problema, adota-se atégimado comprimento de arco
cilindrico, com o método Newton-Raphson modifica@ilva, 2009). O incremento
automatico do comprimento de arco controla, pootamtincremento do parametro de carga
AM, que foi assumido inicialmente 0,1. O critériocd@vergéncia é o baseado em forgas, com
uma tolerancia de 10

Véarias analises foram realizadas incluindo a parcda deformacdo cisalhante
(Timoshenko) e a desprezando (Euler-Bernoulli),apdiferentes secdes transversais das
barras. Para se obter a variacdo da esbeltez @onais\ = L/h (3 MDexterng, 0 Vvalor da
espessura da secao transversal foi mantido coestdagtial a 3,8nm e foram alterados seus
diametros interno e externo. Assim, o valokdeorrecdo devido ao cisalhamento) manteve-
se 0 mesmo para as diferentes esbeltezes, e igoa3a(Cowper, 1966). Dez elementos
finitos (5 por barra) foram usados na discretizai@sistema estrutural.

Nas Figuras 7(a)-7(d) estdo as trajetorias de ibgoildo sistema em estudo, onde se
observa a variagdo do deslocamento vertical, néracefo poértico, com a carga P para
diferentes valores da. Como nos exemplos anteriores, a diferenca nastdrias de
equilibrio obtidas com as teorias de vigas dimiunedida que se aumenta a esbeltez do
sistema. A concordancia entre as curvas, entretafitaparece quando a esbeltez se aproxima
de 40.

Os resultados apresentados na Fig.7(b) estdo enabormio com aqueles de Tagigal.
(2015), obtidos com o software comercial ANSYS deaninte elementos. Diferentemente
do portico de Williams classico, a secao transveagai € circular vazada, no sentido de
enfatizar o efeito da deformacéo cisalhante. Noie @ estrutura apresenta um caminho de
equilibrio acentuadamente néo linear com perda@diidade por ponto limite associada.

CILAMCE 2016
Proceedings of the XXXVII Iberian Latin-American @gess on Computational Methods in Engineering
Suzana Moreira Avila (Editor), ABMEC, Brasilia, DBrazil, November 6-9, 2016



Influéncia da teoria de viga adotada em andlisesngetricamente nao lineares de estruturas reticutada

50 50 - )
—— Teoria de Euler-Bernoulli
| o Teoria de Timoshenk

40 40-1 = Tangetal, 2015

30+

w
3
o

20

10+ P

¢v

0 \ \ \ \ 0 \ \ \ \

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
\% \%
(@ A=6 (b) A=8,45
50 50
—— Teoria de Euler-Bernoulli
o Teoria de Timoshenk
40— » Tanget al, 2015 40
_ 30+ 30+
u w
3 4
o o

20 20

10+ 10

0 \ \ \ \ 0 \ \ \ \

0 02 04 06 08 1 0 0,2 04 06 08 1
Y, Y
(c) A=10 (d) A=12
1,1
1 o]
0,9+
ﬁ 0,8+
Q_ _
207
0,6
7 P
0,5
i hy
0,4 T I T T I T

[
0 10 20 30 40
A=L/h
(e) Variacdo de pI/pEB com a esbeltea

Figura 7 — Trajetorias de equilibrio do pértico deWilliams e analise de convergéncia
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Ainda em relacéo a Fig. 7(b), a trajetoria de éloud obtida com o emprego da teoria
cldssica apresenta discrepancia com aquela datlitar A consideracdo da parcela da
deformacéo cisalhante é fundamental para essateshbekE 8,45, portanto, em que o
comportamento pos-flambagem com perda de rigidesistema sé € observado com a
introduc&o dessa componente de energia.

A Figura 7(e) traz o grafico da relagdo dépkB com a esbeltez do sistethasendo

o valor dePL?/El obtido utilizando a teoria de TimoshenkoEBm teoria classica (o valor de
PL2/El foi extraido quand® = 0,5m). Quando a esbeltez se aproxima de 40, a curvagom

a apresentar uma assintota horizontal com o eigmbenadas de valor 1. Isso significa que
as trajetorias de equilibrio obtidas com as dife@®teorias de vigas s6 se aproximam quando
0 sistema apresenta esbeltez mais elevada. Esgargéncia, diferentemente dos exemplos
anteriores, deve-se a adocado da secao circuladaaaade o efeito da deformacéo cisalhante
é significativo.

5 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho apresentou um estudo comparativohaman andlises geometricamente
nao lineares de sistemas estruturais, em que s&deoou as teorias de viga de Euler-
Bernoulli (classica) e de Timoshenko. As analisearh realizadas para diferentes esbeltezes
A dos sistemas, quando se variou as caracterigfezanétricas das secoes transversais. Foi
possivel avaliar o comportamento das estruturasédrde suas trajetérias de equilibrio, para
diferentes valores dg. Verificou-se que o0s resultados obtidos com essasas de vigas
apresentam discrepancias, que, como esperado,digpela esbeltex do sistema estrutural.

Para os exemplos abordados, quando o sistema m@ianes@ pequeno, a resposta
observada tinha diferenca significativa para asrdiftes teorias de viga. Para esbeltezes mais
elevadas, essa diferenca diminuiu, e a concordatusaresultados dependeu do sistema
analisado. Conclui-se que para sistemas com meng@s anélises ndo lineares realizadas
com a teoria de Timoshenko apresentaram resultad@sprecisos.
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