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RESUMO

CUSTÓDIO, Telde Natel. Superfície de resposta em experimento com
parcelas subdivididas. Lavras: UFLA, 1999, 81p. (Dissertação - Mestrado
emEstatística e Experimentação Agropecuária)

O objetivo deste trabalho foi apresentar um procedimento adequado para
análise de experimentos em parcelas subdivididas, quando os fatores em estudo
são quantitativos, através da metodologia de superfície de resposta, no qual
procurou-se desenvolver a seqüência de operações para a realização das análises
estatísticas e justificar a aplicação de testes apropriados. Para o desenvolvimento
da metodologia, adotou-se o seguinte modelo linear:
y* =M+*>t +tft +tjx?+% +vlZk+v2z£ +tv1IxAe +tv12XiZ2 +tv21x?zk +tv22x?zj; +e§k
sendo: yiik: valor observado no i-ésimo nível do tratamento primário, no k-ésimo
nível do tratamento secundário, no j-ésimo bloco; //: uma constante inerente a
todas as observações; ty: efeito do j-ésimo bloco; xj: valor quantitativo do i-ésimo
nível do tratamento primário; ti: efeito linear; t2: efeito quadrático; %: erro
experimental em nível de parcelas; zk: valor quantitativo do k-ésimo nível do
tratamento secundário; v^ efeito linear; v2: efeito quadrático; Xi^: valor
quantitativo da interação do i-ésimo nível do tratamento primário versus o k-
ésimo nível do tratamento secundário; tvn: efeito da interação linear X linear;
tv^: efeito da interação linear X quadrática; tv2i: efeito da interação quadrática X
linear; tv^: efeito da interação quadrática X quadrática; e^: erro experimental
associado à observação yijk, normalmente distribuído. Para maior facilidade nas
deduções teóricas, utilizou-se o modelo na forma matricial y = XO +e, sendo: y
um vetor de observações; X a matriz de incidência dos parâmetros (matriz do
delineamento); 6 um vetorde parâmetros desconhecidos do modelo e e um vetor
de erros aleatórios correspondentes às observações. A metodologia desenvolvida
teve por finalidade a obtenção da análise de variância de dados, provenientes de
um experimento em parcelas subdivididas, com os tratamentos primários e
secundários constituídos por fatores quantitativos (níveis e doses), considerando-
se o desdobramento dos efeitos de tratamentos sob a forma de superfície de
resposta. Utilizou-se o método dos mínimos quadrados, sob as condições
anteriores, e determinaram-se: o sistema de equações normais; as somas de
quadrados e suas esperanças matemáticas e a análise de variância com os testes
de hipóteses. As conclusões obtidas foram: o modelo linear apresentou-se
adequado em relação aos objetivos propostos, permitindo testar as hipóteses
básicas de nulidade sobre os efeitos dos tratamentos primários, tratamentos



secundários e interação; para testar os efeitos linear e quadrático do tratamento
primário, usa-se o QMResíduo(a) como denominador, e para os efeitos linear e
quadrático do tratamento secundário e interação, usa-se o QMResíduo(b) como
denominador; é possível realizar a análise de experimentos em parcelas
subdivididas, quando os fatores em estudo são quantitativos, através da
metodologia de superfície de resposta; a metodologia usada pode ser adaptada
para experimentos em parcelas subdivididas envolvendo fatores quantitativos com
outros números de níveis. Para ilustração da metodologia, usaram-se dados de
produção de trigo, provenientes de um experimento em parcelas subdivididas,
conduzido com delineamento em blocos casualizados, com duas repetições, sendo
os tratamentos primários constituídos por três níveis de irrigação: 50,100 e 150%
aplicados com base na porcentagem de evaporação acumulada do tanque "classe
A" e os tratamentos secundários constituídos pela adição de três doses de
adubação nitrogenada: 60,120 e 180 kg/ha.

Comitê Orientador: Augusto Ramalho de Morais - UFLA (Orientador), Joel
Augusto Muniz - UFLA



ABSTRACT

CUSTÓDIO, Telde Natel. Response surface in split plot experíment. Lavras:
UFLA, 1999, 81 p. (Dissertation - Master Program in major in Statistics and
Agricultura! Experimentation)

The purpose of this work was to presenta procedure suitable for
analysis of split plot experiments, when the factors under study are quantitative,
by means of response surface methodology , where developing the sequence of
operations for the acchievement of the statistical analyses and to justify the
application of appropriate tests were intended. To the development of the
methodology, the following linear model was adopted:
y^=/'♦bj+t,xj+1^+*i^

being: yijk: value observed at the i* levei ofthe primary treatment, at the k*levei
of the secondary treatment at the j* block; //: a constant inherent to ali
observations; bf effect of the j* block; Xj: quantitative value of the í* levei of the
primary treatment; ti: the linear effect; t2: the quadratic effect; tbg: the
experimental error at theplotlevei; zk: thequantitative value of the k* levei of the
secundary treatment; v^ the linear effect; v2: the quadratic effect; xj^: the
quantitative value ofthe interaction ofthe r* levei ofthe primary treatment versus
the k* levei of secondary treatment; tvn: the effect of the linear X linear
interaction; tvi2: the effect of the linear X quadratic interaction; tv21: the effect of
the quadratic X linear interaction; tv^: the effect of the quadratic X quadratic
interaction e^: experimental error associated with observation y^ normally
distributed. For greater ease in theorical deductions, the model in the matrix form
y = X0 + e, being: y a observation vector; X the incidence matrix of the
parameters (design matrix); 9 an unknown parameter vector of the model; e a
vector of random error corresponding to the observations. The metodology
developed aimed to obtain the data analysis of variance from a split plot
experíment with the primary and secondary treatments made up of quantitative
factor (leveis and doses), by considering the unfolding of the treatment effects
underthe form of response surface. The least squares method was utilized, under
the previous conditions and the normal equation system; sums of squares and
their mathematical expectations and variance analysis with the hypothesis tests
were determined. The conclusions obtained were: the linear model proved suitable
as regards theproposed objectives, allowing to testthe basicnull hypotheses upon
theeffects of the primary treatments, secondary tretments and interaction; to test
the linear and quadratic effects of the primary treatment, the QMResidue(a) is

ui



used as adenominator and for the linear and quadratic effects ofthe secondary
treatment and interaction the QMResidue(b) was used as a denominator; it is
possible to perfom the anlysis of split plot experiments, when the factors under
study are quantitative, through the response surface methodology; the
methodology used may be adapted to split plot experiments involving quantitative
factors with other numbers ofleveis. For illustration ofthe methodology wheat
production data a were used from a split plot experíment, conducted with a
randomized block design with two replications, the chief treatments consisting of
three irrigation leveis: 50,100 and 150% applied on the basis of the percentage of
evaporation acumulated in the class Atank and the secondary treatment made up
ofthe addition ofthree doses ofnitrogen fertilization: 60,120 and 180 kgflia.

Guidance Committee: Augusto Ramalho de Morais -UFLA (Adviser), Joel
Augusto Muniz - UFLA
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1 INTRODUÇÃO

Os pesquisadores das mais diversas áreas de pesquisa, como por

exemplo, Biologia, Botânica, Agronomia e outras, freqüentemente se deparam com

o problema derelacionar a influência devariáveis quantitativas queafetam uma ou

mais variável resposta. Na maioria das vezes, o relacionamento desejado entre

resposta e fatores é aquele que determina a combinação dos níveis dos fatores, que

dão uma resposta máxima ou mínima; ou ainda, dependendo do objetivo do

pesquisador, o relacionamento entre várias respostas com os mesmos fatores e,

neste caso, ele pode querermaximizaralgumas respostas e minimizar outras.

Atualmente, muitos dos trabalhos científicos em diversas áreas do

conhecimento têm dado ênfase ao uso da metodologia de superfície de resposta

para estudar essetipo derelacionamento. A metodologia de superfície de resposta é

essencialmente um conjunto de técnicas estatísticas usada em pesquisas com a

finalidade de determinar as melhores condições, e também dar maiorconhecimento

sobre a natureza de certos fenômenos. É composta por planejamento e análise de

experimentos, procurando relacionar respostas com os níveis de fatores

quantitativos que afetam as respostas. Este relacionamento entrerespostas e níveis

de fatores procura, entre outros, atingir um dos objetivos - estabelecer uma

descrição de como uma resposta é afetada por um número de fatores em alguma

região de interesse; estudar e explorar a relação entre várias respostas e extremos

obrigatórios; localizar e explorar a vizinhança deresposta máxima ou mínima. Sua

aplicação deu-se inicialmente na indústria química. No campo agronômico, o uso

se concentrou no estudo do rendimento de cultivares, como efeito de níveis de

fertilizantes aplicados ao solo e; posteriormente, incluíram-se outros fatores como

densidade de plantio, controlede doenças.



Outro fator importante que se deve levar em conta ao se planejar
um experimento, éaescolha correta do tipo de delineamento que melhor se adapte
às condições experimentais específicas do problema em estudo. Na

experimentação, quando se têm dois ou mais fatores para serem estudados

simultaneamente, uma das opções é a utilização do experimento em parcela
subdividida. O experimento em parcela subdividida envolve uma estrutura de

tratamentos, com dois ou mais fatores, apresentando dois tamanhos diferentes de

unidades experimentais: as unidades experimentais maiores são chamadas de

parcelas, eas unidades menores, de subparcelas. Nas parcelas, são casualizados os

tratamentos primários e nassubparcelas, os tratamentos secundários.

Este tipo de experimento é largamente utilizado nas pesquisas

agrícolas, industriais e biológicas, mas pode ser usado em outras áreas. Os

experimentos em parcelas subdivididas são úteis em situações, tais como: quando
os níveis de um ou mais fatores exigem maiores quantidades do material

experimental; quando informações prévias asseguram que as diferenças entre os

níveis de um dos fatores são maiores do que as do outro fator, quando se deseja
maior precisão para comparações entre níveis de um dos fatores; quando existe um

fator de maior importância e outro de importância secundária, sendo que este é
incluído para aumentar aextensão dos resultados; nas situações práticas em que é
difícil a instalação do experimento no esquema fatorial.

Em muitos experimentos com dois fatores conduzidos no esquema

de parcelas subdivididas, os tratamentos são constituídos por fatores quantitativos,

como lâminas de água edoses de nutrientes; nesses casos, aaplicação de superfície
de resposta pode ser conveniente. Este éotema do presente trabalho, que tem como

objetivo apresentar um procedimento adequado para análise de experimentos em
parcelas subdivididas, através da metodologia de superfície de resposta, quando os



fatores em estudo são quantitativos, procurando-se desenvolver a seqüência de

operações para a realização das anáHses estatísticas e justificar a aplicação de

testes apropriados.



2 REFERENCIAL TEÓRICO

Apresentar-se-á inicialmente, uma revisão de trabalhos referentes

ao início eemprego da metodologia de superfície de resposta e, em seguida, outra
relacionada aos experimentos em parcelas subdivididas, visto que são raras, dentro
da literatura disponível, referências sobre experimentos em parcelas subdivididas
analisados sob a forma de superfície de resposta.

2.1 Superfície de Resposta

Oemprego das superfícies de respostas na análise de experimentos

vem sendo cada vez mais utilizado pela comunidade científica. As primeiras idéias

de metodologia de superfície de resposta (MSR) apareceram no século passado,
através detrabalhos depesquisas práticas.

Segundo Mead e Pike (1975), essas primeiras idéias sobre

superfície de resposta apareceram em estudos que envolviam curvas decrescimento

para animais e plantas, na análise de próbites, mas seu maior desenvolvimento

ocorreu nas tentativas de relacionamento entre produção de uma determinada

cultura e níveis de fertilizantes.

Nesse desenvolvimento primitivo, o planejamento de experimento

para pesquisar especificamente curvas de superfície de resposta não foi discutido,

mas o desenvolvimento de planejamentos fatoriais complexos foi claramente

sugerido por um interesse em superfície de resposta eforneceu a base sobre a qual
as últimas pesquisas em planejamento de experimentos para superfície de resposta
estão assentadas.



A metodologia de superfície de resposta teve grande difusão e

desenvolvimento a partir de Box e Wilson (1951), quando discutiram

planejamentos e análise de experimentos com o propósito de determinar condições

ótimas no conjunto de variáveis independentes, usandoo menornúmero possível de

observações. As performances de alguns planejamentos experimentais foram

comparadas e introduziram pela primeira vez o conceito de planejamentos

compostos, os quais foram inicialmente usados na indústria, em que o erro

experimental é geralmente menor. Atualmente, são usados também na agricultura,

pois permitem o estudo de diferentes doses de nutrientes, com o uso de um número

relativamente pequeno de parcelas (Pereira, 1995). Também discutiram o uso, em

uma primeira fase, do método de máxima inclinação ascendentena procurade uma

região quase-estacionária em torno do ótimo e, como uma segunda fase, o estudo

da natureza desta região pesquisada reduzindo, a equação ajustada para sua forma

canônica.

A suposição dominante do trabalho é que a resposta pode ser

aproximada, em uma região de interesse, por um polinômio nos níveis de vários

fatores ou variáveis envolvidos. Nesse contexto, os autores estavam interessados,

primeiramente, em problemas para estimar condições ótimas em investigações

químicas; contudo, eles expressaram a esperança de que os métodos seriam de

grande valor em outros campos nos quais a experimentação é seqüencial e o erro

razoavelmente pequeno.

Este estudo e vários outros escritos por Box e seus associados, a

partir de 1951, constituem a mais poderosa fonte de idéias na investigação de

superfície de resposta.

Box e Hunter (1957) propuseram que a seleção do delineamento

experimental deve ser feita com base na variância da resposta estimada



(Var{y(x)}), etambém exploraram adistribuição da Var{y(x)} sobre oespaço
das variáveis dependentes e introduziram o conceito de rotacionalidade, o qual
toma todas as direções equivalentes, isto é, significa que aVar{y(x)} depende
somente da distância de xao centro do delineamento. Esses autores propuseram os
seguintes requisitos para um delineamento de superfície de resposta: deve permitir
o ajustamento de um polinômio que se considera adequado para representar a
função verdadeira, tanto quanto possível, dentro da região de interesse; deve
permitir a verificação da adequada representatividade do polinômio; não deve
conter um excessivo número de pontos experimentais; deve permitir a disposição
em blocos edeve possibilitar aextensão aum polinômio de grau mais elevado.

Box e Lucas (1959), no primeiro artigo importante na escola de

Box para afastar-se do modelo polinomial e Box e Draper (1959, 1963),
apresentaram as várias razões para se escolher diferentes planejamentos na
investigação de uma superfície de resposta.

Heady e Pesek (1954) trabalharam com a aplicação da superfície
de resposta em um experimento fatorial de adubacão com os nutrientes nitrogênio
(N) e fósforo (P) na cultura do milho. Foi estudado o comportamento de cada

nutriente na presença das doses de 0, 160 e 320 libras/acre na presença do outro,
com aorganização de gráficos ilustrativos dos cortes realizados. Verificaram que,
quando o N foi fixado nadose zero, houve um decréscimo no rendimento.

Para Jensen e Pesek (1959), a utilidade das funções de produção
em agricultura se expressa em dois aspectos: a) adescrição matemática da relação

fator-produto permite a informação necessária para ajustar o rendimento a níveis

economicamente adequados e b) o uso dos modelos permite avançar no

conhecimento dos mecanismos biológicos, particularmente transformador de

fatores em produtos.



Gajri, Prihar e Arora (1963) traçaram isoquantas das equações

obtidas com a aplicação de superfície de resposta em um experimento com

diferentes doses de nitrogênio e lâminas de irrigação na cultura do trigo. Essas

isoquantas mostraram que dentro de um determinado limite, a aplicação de N e o

suprimento de água podem substituir um ao outro no aumento da produtividade do

trigo.

Campos (1967), estudando a aplicação da superfície de resposta a

dados de produção de grãos a ensaios fatoriais 3x3x3, de adubação N, P, K na

cultura do milho, determinou as estimativas dos parâmetros da equação e seus

respectivos intervalos de confiança, os níveis ótimos de N, P e K, as estimativas e

os intervalos de confiança das produções e estudou a naturezado ponto crítico para

verificar se era de máximo, mínimo ou ponto de sela. Fêz, ainda, um estudo de

cortes da superfície, fixando dois nutrientes nas suas doses padrão, obtendo, em

cada um dos cortes, as fórmulas para calculo da dose ótima, das variâncias e

intervalos de confiança, numa forma aproximada dessas doses. Na aplicação aos

dados de produção, verificou que as estimativas dos parâmetros do modelo de

regressão polinomial, adotados soba forma de superfície deresposta, apresentaram

intervalos de confiança muito amplos, gerando uma certa imprecisão nas

estimativas dos rendimentos, o mesmo ocorrendo para as produções estimadas; isso

pode ocorrer atéobtenção de produções estimadas negativas.

Constatou, ainda, que a aplicação da regressão polinomial aos

ensaios fatoriais 3 x 3 x 3 de adubação é recomendada apenas a grupos de

experimentos e que tenham boa precisão. Resultados semelhantes foram obtidos

por Costa (1977), estudando a aplicação dos modelos polinomial, raiz quadrada e

raiz x3/2 a dados de produção de arroz, e por Monteiro (1978), que estudando o

ajuste dos modelos polinomial e de regressão assintótica (Lei de Mitscherlich) a



dados de produção de amendoin, provenientes de ensaios fatorial 3 x 3 x 3 de
adubação N, PeK, verificou que ambos os modelos apresentaram um bom ajuste e
que os intervalos de confiança para as produções estimadas, através do modelo
polinomial, foram mais estreitos do que quando se usou aregressão assintótica.

O uso da regressão assintótica, conforme sugerido por Vieira
(1970), somente deverá ser feito se não existirem interações significativas entre os
nutrientes ou se não houver queda de produção devido adoses altas.

Eckert, Chaudhry e Quereshi (1978), empregando a superfície de
resposta para avaliar a interação entre doses de adubação nitrogenada e níveis de

irrigação na produção de trigo no Paquistão, obtiveram um rendimento máximo de

grãos (4.405 kg/ha) com a adição de 150,6 kg de N/ha e usando uma lâmina de
irrigaçãode 557 mm.

Morais (1982), com o objetivo de verificar a relação entre a

produção e níveis de adubação, através do uso da metodologia de superfície de
resposta, estudou um modelo de regressão polinomial quadrático, tendo a

preocupação de considerar algumas variáveis auxiliares adicionais ao modelo, com

vistas àobtenção de fórmulas que permitam avaliar ocomportamento da produção
ante a inclusão destas últimas. Foi aplicada a metodologia em dados provenientes

de um experimento de adubação N-P-K em cafeeiro, em que se considerou a

produção como variável dependente, ealtura da planta, diâmetro da copa enúmero

de intemódios, como variáveis auxiliares adicionais. Entre outras conclusões,
verificou-se que as variáveis auxiliares que mais contribuíram para a redução da

variância residual foram aaltura da planta, seguida de diâmetro da copa.

Sanches (1986), estudando superfície de resposta em experimentos

de adubação, verificou o problema dos pontos de sela e averiguou-se a
possibilidade de se substituir o ponto de máximo não encontrado pelo próprio



ponto de sela ou pelo ponto de máximo fronteira ou pelo ponto de máximo

experimental. Fez também uma comparação entre alguns delineamentos de

tratamentos. Por simulação de dados e utilizando a porcentagem de reprodução de

máximo, chegou às seguintes conclusões: o ponto demáximo fronteira e o ponto de

máximo experimental podem ser utilizados como bons substitutos do ponto de

máximo não encontrado; o ponto de sela não é um bom substituto para o ponto de

máximo não encontrado e o delineamento fatorial 33 com níveis igualmente

espaçados, foi o que apresentou maior eficiência na obtenção de pontos de

máximo.

Estudando o efeito de seis lâminas de irrigação e seis doses de

adubação nitrogenada e da interação desses dois fatores, Frizzone (1986) observou

que a aplicação de água e nitrogênio aumentou o rendimento de grãos de feijão,

seguindo uma relação quadrática. O rendimento máximo estimado de 2.261 kg/ha

foi obtido com a aplicação de 570,4 mm de água e 117,4 kg de N/ha. Com a

aplicação da superfície de resposta para uma dadarelaçãoentre os preços de água,

de nitrogênio e do produto, foi encontrada uma receita líquida máxima, com

aplicaçãode uma lâmina de água de 543 mm e uma dose de 90 kg de N/ha.

Teodoro (1991), usando a metodologia de superfície de resposta

no estudo do rendimento de matéria seca total da aveia, em função de diferentes

lâminas de água e doses de nitrogênio, observou que o rendimento máximo da

matéria seca total (6,36 t/ha) foi obtido quando usou-se uma lâmina de irrigação

correspondente a 100% da evaporação do tanque"Classe A'* e a dose de 160 kg de

N/ha.

Pereira (1995) fez uma avaliação de alguns delineamentos

compostos pequenos com o número de observações igual ou levemente inferior ao

número de parâmetros do modelo a ser estimado, com a finalidade de estudar as



possibilidades de uso desses delineamentos no campo experimental agronômico.

Entre outras conclusões, verificou que para o número defatores considerados (k =

4, 5,6 e 7), osdelineamentos compostos pequenos possuem um tamanho adequado

para experimentos no campoagronômico.

2.1.1 Metodologia empregada para se ajustar uma superfície de

resposta

O desenvolvimento da metodologia do modelo de superfície

polinomial de resposta, linear nos parâmetros, está baseado principalmente em

definições, fórmulas e conceitos extraídos de Box e Draper (1987), Graybill

(1961), Myers (1971), Campos (1967), Horfmann e Vieira (1987), Jorge (1980) e

Drapere Smith (1981). A revisão das seções 2.1.1.1, 2.1.1.2 e 2.1.1.3 foram feitas

combasesnesses autores, como a seguir:

2.1.1.1 Um modelo linear

A função polinomial quadrática em duas variáveis Xb X2 será

considerada como uma representação da função de produção verdadeira T|, dentro

da região experimental de interesse. Considerando-se, então, as produções
observadasyh y2,..., y„nos n tratamentos

X.^H.Xa)', i=l,2,...,n

escolhidos pelo pesquisador, omodelo linear de regressão para yf édado por:

^ =fio +^lxli+^2X2i+ h 1XH +/*22X2i+ h&A&Tx +ei
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sendo e{ o erro aleatório correspondente à observação y;, supondo que e;, com i =

1,2,..., n são nãocorrelacionados e de mesmavariância a2.

Uma outra forma de apresentar o modelo que descreve a relação

funcional das respostas observadas e as variáveis independentes no experimento, é

na forma matricial:

y=X£+e

sendo:

y o vetor das observações;

X a matriz de incidência dos parâmetros, obtida de acordo com o delineamento

experimental e o modelo usado;

fi o vetor dos parâmetros da equação;

e o vetor dos erros aleatórios correspondentes às observações.

Então, os vetores y, p, e e a matrizX são dados por:

y =(ypy2'---»yn)

£ =(£()' P\* &V P\V ^22' Pxí*

e =(ep e2» . . ., en)

X =

i xu x21 xn x21 xnx21

1 X12 X22 X12 X22 X12X22

1 Xln X2n Xln X2n XlnX2n J

11



A submatriz de X formada pelas colunas dois e três é a matriz D

de dimensões nx2, em que a i-ésima linha representa otratamento X = (Xh,
~" i

Xa), i = 1, 2, . . ., n. A matriz D é denominada a matriz do delineamento. O

delineamento éuma parte importante na investigação da superfície de resposta, e
sua escolha correta é crucial para a qualidade e para a confiança da informação
obtidade um experimento.

2.1.1.2 Estimação dos parâmetros

Considerando-se o modelo de regressão linear, escrito como:

y=X^+e

eovetor de médias eamatriz de variâncias ecovariâncias dos erros edados por:

E(e)=0eVar(e) = I(n)cr

respectivamente, em que0é um vetor nulo, I(n) é a matriz identidade de dimensões

(nxn),créiimnúmero real positivo enéonúmero de observações.

Nessas condições, utilizando-se ométodo dos mínimos quadrados,
obtém-se o sistema de equações normais:

A

X*Xfi =X'Y

Dado que a matriz X possui posto coluna completo, então X'X é
positiva definida; logo, a única solução dosistema é:

A

^ = (X'X)-,X,Y

emquePCX)"1 é a matriz inversa deX'X.

12



A

Dentre as propriedades do estimador fi, tem-se que:

E(P)=0 V(/?)=(X'X)V

2.1.13 Análise da superfície de resposta ajustada

Considerando-se que um delineamento apropriadamente escolhido

foi conduzido em uma região experimental de interesse e que as estimativas de

mínimos quadrados tenham sido obtidas. Obtida a equação de regressão, pode-se

estimar os valores esperados, a determinação de uma combinação econômica dos

níveis dos fatores e dos pontos críticos da função. O ponto crítico pode ser: (a)

ponto de máximo; (b) ponto de mínimo; (c) ponto de sela, que é ao mesmo tempo

ponto de máximo e ponto de mínimo, e representando uma situação de difícil

solução e aplicação prática e (d) uma indeterminação.

Para obter os pontos críticos de uma função Z = f(xi, x2), segundo

Swokowski (1994), começa-se por resolver o sistema de equações formado pelas

derivadas parciais:

ài(xl9 x2)

âxx

<?f(x„ x2)

âx2

Necessita-se, a seguir, descobrir se a solução obtida deste sistema

é um ponto de máximo, de mínimo, ponto de sela ou uma indeterminação. Para

isto, é preciso estudar a diferencial segunda â2 Z, cujas propriedades vão depender

da matriz hessiana.
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H =

â2i

ôx\

â2f

â2i

âxiâxz

ô2i

âxx âxi âx\

Para se detenninar a natureza do ponto crítico, pode-se
analizar a matriz Hpor meio de seus autovalores. Quando todos são positivos, a
superfície tem mínimo; quando todos são negativos, tem-se um máximo; quando
uns são positivos e outros negativos, então tem-se um ponto de sela e quando
contêm zeros tem-se uma indeterminação (Myers, 1971; Pimentel Gomes e
Conagin, 1987).

2.2 Experimentos em ParcelasSubdivididas

(j) Na experimentação agropecuária, quando se têm dois ou mais
fatores para serem estudados simultaneamente, uma das opções é o uso do
experimento em parcela subdividida.

Í2>) Oexperimento em parcela subdividida envolve uma estrutura de
tratamentos, com dois ou mais fatores, com uma estrutura de delineamento em

blocos incompletos, apresentando, pelo menos, dois tamanhos diferentes de

unidades experimentais: as unidades experimentais maiores, chamadas de parcelas
principais ou parcelas e as unidades experimentais menores, chamadas de

subparcelas (Milliken e Johnson, 1984); sendo que, nas parcelas são casualizados

os tratamentos primários, e nas subparcelas, os tratamentos secundários.

(jy Além de outros esquemas experimentais de instalação de
experimentos, os experimentos em parcelas subdivididas têm larga utilização, nas

14



mais diversas áreas de pesquisa, porque permitem estudar a um só tempo, dois ou

mais tipos diferentes de tratamentos. Sua utilização é bem ampla, apesar de uma

decomposição do número de graus de liberdade do resíduo, quando comparado ao

esquema fatorial, devido à existência de dois resíduos.

(X) Segundo Leonard e Clark (1939), os ensaios em parcelas
subdivididas tiveram seu início com Yates, por volta de 1933, seguido de Le Clerg

em 1937 e Goulden em 1939, e vêm tendo uma grande utilidade.

(J) Os experimentos em parcelas subdivididas têm sido utilizados

principalmente na análise de dados originados de pesquisas agrícolas, industriais e

biológicas. O procedimento para análise desses tipos de experimentos está

apresentado em Kempthorne (1952), Anderson e Bancroft (1952), Steel e Torrie

(1980), Cochran e Cox (1976), dentre outros, como sendo uma variação do

experimento fatorial com TxT' tratamentos, em que os tratamentos das parcelas

são dispostos em qualquer tipo de delineamento, sendo os mais usados os "em

blocos casualizados", e os tratamentos V das subparcelas, dispostos "ao acaso"

dentro de cada parcela.

Leal (1979) enfocou o uso dos experimentos em parcelas

subdivididas, na análise dos ensaios com medidas repetidas sobre unidades

experimentais, como uma alternativa para a análise multivariada, quando se

constatou a uniformidade da matriz de variâncias e covariâncias dos erros. Sob

esse prisma, concorda com Steele Torrie (1980), Calzada Benza (1970) e Little e

Hills (1972), os quais argumentaram que os experimentos, nos quais observações

sucessivas são feitas sobre a mesma unidade experimental durante um certo

intervalo de tempo, emmuitos aspectos seassemelham a experimentos em parcelas

subdivididas, nos quais cada unidade experimental é subdividida em subunidades

distintas.

15



Segundo Steel e Torrie (1980), existem algumas diferenças
fundamentais entre as análises desses dois tipos de experimentos. Por exemplo, na
análise de ensaios com medidas repetidas, quando odelineamento é o de blocos
casualizados, asoma de quadrados da interação blocos Xmedidas no tempo deve
ser sempre separada do erro, dada a sua importância nas conclusões sobre o
ensaio.

Federer (1955) e Cochran e Cox (1976) apresentaram várias
considerações práticas sobre oexperimento em parcelas subdivididas, emostraram
ser vantajoso o seu uso se os efeitos dos tratamentos secundários (V) e da
interação (TxT') são de maior interesse que os efeitos dos tratamentos primários
(T) equando os efeitos dos tratamentos primários (T) são medidos com grandes
quantidades de material (exigem uma área grande). Esses autores consideraram
como desvantagens as diferentes comparações entre tratamentos que possuem
variâncias distintas e que, às vezes, o erro das parcelas é medido com menor
precisão do que oerro de subparcelas.

Na análise estatística dos experimentos em parcelas subdivididas,
considera-se, também, o fato de que as observações efetuadas em diferentes
subparcelas pertecentes aum mesmo tratamento principal, são esperadas que
sejam correlacionadas, de acordo com Chakrabarti (1962).

Econforme Leal (1979), supõe-se que entre os erros experimentais
em nível de subparcelas, para os erros do tipo e* ee*, (k * k'), para quaisquer
duas subparcelas distintas (na mesma parcela), exista uma correlação constante p,
eque os erros entre subparcelas em diferentes parcelas são não correlacionados.

Assim, Cochran eCox (1957), Chakrabarti (1962), Leal (1979) e
Diniz (1980), dentre outros, mostraram que, na suposição de existir uma

16



correlação, p, constante entre erros experimentais do tipo e^ e eijk>, para quaisquer

subparcelas de uma mesma parcela, tem-se que:

E(eijk) =0,V(eijk) =V(yijk) =o2

e

^ J [0, em outros casos

Desse modo exemplificam que, paraduas subparcelas por parcela,

a variância do erro de uma parcelatotal é:

E(eijb eij2) =o2 +o2 +2PC2 =2(1 +p) o2

e a variância para o tratamento (primário) é:

[l+tp-npjo2.

em que p é o número de tratamentos secundários.

No que se refere à eficiência dos testes F para tratamentos

primários e secundários, Taylor (1950), Kempthorae (1952), Federer (1955),

Cochran e Cox (1976) e Pimentel Gomes (1990), dentre outros, são unânimes em

afirmar que, em geral, há uma maior precisão no teste F para tratamentos

secundários, visto que o QMRes(b) é estimado com um maior número de graus de

liberdadedo que o QMRes(a)

Para Cochran e Cox (1976), a maior precisão obtida no teste dos

tratamentos secundários pode ser justificada pelo coeficiente, p, de correlaçãoque,

na prática, é quase sempre positivo. Esse fato pode ser mais bem interpretado

quando se toma a estimativa não tendenciosa para p, citada em Leal (1979)

QMRes(a)

QMRes(a)+QMRes(b)

17



Kempthorne (1952) e Federer (1955) consideraram que para um

experimento com I tratamentos primários distribuídos em J blocos e K tratamentos

secundários, estruturado no esquema de parcelas subdivididas, a eficiência

estimada para tratamentos primários, comparativamente aos ensaios em blocos

casualizados, é dada por:

E _ fl-l)QMRes(a)+I(K-l)QMRes(b)
1 (IK-l)QMRes(a)

enquanto que para tratamentos secundános e a interação, é dada por:

£ _ q-l)QMRes(a)+I(K-l)QMRes(b)
2~ (DC-l)QMRes(b)

Um estudo dos componentes de variância nos experimentos em

parcelas subdivididas foi realizado por Conde (1974), considerando o delineamento

em blocos casualizados e o modelo linear:

yiík = M+ai + pi +(afi)ii +rk + (ar)ik + eiík (1)

sendo:

yijk: valor observado no i-ésimo nível do tratamento a, no k-ésimo nível do

tratamento /, no j-ésimo bloco;

fj: efeito da média geral;

ax:efeitodo i-ésimo níveldotratamento a com i = 1,2, 3,..., I;

ps:efeito de blocos com j =1,2,3,..., J;

(ap )fi: erro experimental em nível de parcelas;

yk: efeito dok-ésimo nível do tratamento y comk = 1,2, 3,..., K;

18



>a

(a7 )ik: e^t0 d* interação de ay;

ejjk: erro experimental em nívelde subparcelas.

Conde (1974) considerou os erros experimentais de parcelas e subparcelas como de

efeito aleatório, obtendo o esquema de análise devariância daTabela 1.

TABELA 1. Esquema de análise de variância segundo Conde (1974).

FONTE DE VARIAÇÃO GL E[QM]
BLOCOS

TRATAMENTO (a)

RESÍDUO (a)

J-l

1-1

d-iXJ-1)

a2+¥L<j2+lK</>fi

PARCELAS IJ-1

TRATAMENTO (y)

INTERAÇÃO (ay)
RESÍDUO (b)

K-l

(I-1XK-1)

KJ-iXK-l)

ot +Ufy

TOTAL IJK-1

sendo

a-ixK-i)t-

Resultado semelhante foi apresentado porBarbin(1993), diferindo

apenas nos componentes de blocos, o qual foi considerado como de efeito aleatório.

K =/r ^rr ^l^CCyl
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Nos experimentos em parcelas subdivididas, tem-se que as
hipóteses preliminares de interesse, de acordo com Kempthorne (1952), Conde
(1974) e Morais (1992), entre outros, são:

Hq: otj =0, V i=l, 2, ..., I tratamentos primários;
2

H0: ^k =°» V k=*» 2» —» K tratamentos secundários e

H0: ^ik =0> Vi =1> 2> — I» k=l, 2, .... K.

que correspondem às hipóteses de ausência de efeito diferencial de tratamentos

primários, tratamentos secundários e de ausência de interação entre tratamentos
primários e secundários, respectivamente. Os erros apropriados para testar essas
hipóteses são evidentes quando observam-se as esperanças matemáticas de
quadrados médios, como na Tabela 1. Para aestruturação da estatística F, sabe-se
que as esperanças matemáticas dos quadrados médios do numerador e

denominador devem diferir somente na função positiva do efeito fixo que se deseja
testar (Searle, 1971). Desse modo, os critérios para os testes com base na Tabela
1, são os apresentados na Tabela 2.

TABELA 2. Graus de liberdade ecritérios para obtenção da estatística Fpara cada
hipótese.

Hipótese GL Numerador GL Denominador F
Hj 1-1 (I-W-l) QMT/QMRes(a)
Ho K-l I(J-1XK-1) QMr/QMRes(b)
H; (I-1XK-1) I(J-1XK-1) QMTxT7QMRes(b)
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/ n
Kjy Para calcular o valor do teste F para o tratamento T (primário),

usa-se o QM Res(a) como denominador, e para o tratamento T' (secundário) e a

interação T X T\ usa-se o QMRes(b) como denominador. Em algumas situações

nas quais os níveis do fator A estão dispostos segundo um delineamento em blocos

casualizados, Federer (1955) considerou que o resíduo(a) (composto pela

interação blocos X fator A) é o erro apropriado para comparação dos efeitos do

fator A, enquanto que o resíduo(b) (composto pelas interações blocos X fator B

mais blocos X fator A X fator B), é o erro apropriado para testar os efeitos da

interação A X B e parao fator B.

w Se as hipóteses de nulidade H0 e/ou H2, forem rejeitadas, conclui-

se pela significância de pelo menos um, dentre os vários contrastes entre os

tratamentos primários e/ou secundários, respectivamente. Neste caso, pode-se ter

interesse em selecionar um subconjunto detratamentos mais importantes; por isso,

recomenda-se a utilização dos métodos de comparações múltiplas, como os testes

de Tukey, Duncan, Scheffé, Scott & Knott, dentre outros.

Pimentel Gomes (1990), Leal (1979) e Morais (1992), dentre

outros, afirmaram que quando a interação TXT' for significativa, o esquema da

análise de variância deverá ser modificado, pois esse fato pode ser um indício de

que os tratamentos secundários comportam-se de modo diferente, em relação aos

tratamentos primários. Assim, é conveniente, então, desdobrar a interação,

estudando-se: (i) níveis do tratamento secundário (T) dentro de cada nível do

tratamento primário (T); neste caso, usa-se o resíduo(b) como denominador do

teste F; (ii) níveis do tratamento primário (T) dentro de cada nível do tratamento

secundário (T) e, nessecaso, usa-secomo denominador para o teste F um resíduo

composto, dado por:
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QM RES COMP =[QMRES(a)+(K-l)QMRESíb)1
K

(2)

sendo: Ko número de subparcelas, cujas hipóteses a serem testadas são:

(i):H^ = ti(k)=0,Vi = l,2, ...,I
(ii):Hj=t(1> =0,Vk=l,2,...,K

Este QM RES COMP tem a ele associado r| graus de liberdade.,

que são obtidos através da expressão dada em Satterthwaite (1946):

[QMRES(a)+(K-l)QMRES(b)]2
* "[QMRES(a)]2 ^JQMRESÇb)]2

+ (K-1) —
n. ru

(3)

em que:

na: número de graus de liberdade do resíduo(a)

nb: número de graus de liberdade do resíduo(b)

Com relação às variâncias de contrastes entre duas médias de

tratamentos em experimentos com parcelas subdivididas, Federer (1955), Steel e

Torrie (1980), Litlle eHills (1978) ePimentel Gomes (1990), apresentaram quatro
casos de comparações múltiplas de médias de tratamentos que podem ser
resumidos da seguinte forma:

Contrastes entre duas médias Estimador da variância
irii-m,

—QMRes(a)

mk-mk. 2
—QMRes(b)
LI

%"%• 2
-QMRes(b)

à*-Ak 2
—[QMRes(a) +(K- l)QMRes(b)]
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em que:

I: númerode tratamentosprimários;

J: número de repetições;

K: número de tratamentos secundários;

i e k referem-se aos tratamentos primários e secundários, respectivamente.

Anderson e Brancroft (1952), Cochran e Cox (1957) e Steel e

Torrie (1980), incluíram ,ainda, umoutrocontraste para comparar duas médias de

tratamentos primários em diferentes níveis do tratamento secundário, ou seja,

Segundo os autores, no contraste entre duas médias de

tratamentos, a variável observada n\ -m^ tem distribuição aproximada de "t",

com r\ graus de liberdade, o qual pode ser obtido através da fórmula dada por

Satterthwate (1946), cuja expressão já foi definida anteriormente em (3).

2.3 Notação R(.)

O estudo de modelos mais complexos do que os de classificação

simples, que envolvem apenas a média, um fator e o erro experimental, de acordo

com Searle (1971), permite comparar a adequação desses modelos para o mesmo

conjunto de dados. Dado que na identidade SQErro= SQTotal - SQR, tem-se que

SQR é a redução na soma de quadradostotal devido ao ajuste de algum modeloem

particular; considerou, também, que SQR é uma medida de variação em y

explicada por esse modelo. Portanto, a comparação de diferentes modelos que se

ajustam a um determinado conjunto de dados pode ser feita comparando-se os

diferentes valores das SQR que resultam do ajuste destes modelos.
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Para facilidade de discussão e comparações, Searle (1971)
considerou SQR como uma redução na soma de quadrados total, que é
representada por R( . ), com os conteúdos dos parêntesis indicando o modelo
ajustado. Anotação R(.) (Redução das somas de quadrados) émuito usada, tanto
em estruturas de regressão como em delineamentos experimentais, balanceados ou
não balanceados. Toda redução R( .) é, por definição, aSQ de algum modelo.
Assim, ao se ajustar omodelo y8 =p+c^ +e* aredução na soma de quadrados
total, devido aos parâmetros (u eOj), éR(u, a); indicando, no modelo, que houve
um ajuste, considerando os parâmetros uea. De modo análogo, R(p, a, P) éa
redução na soma de quadrados total para ajustar os parâmetros do modelo y8 =u+
«i +ft +eyk. Tais somas de quadrados são chamadas somas de quadrados tipo Iou
seqüenciais. Searle (1987) discute que a seqüência dos fatores do modelo
determina a seqüência das somas de quadrados tipo I, correspondendo,
precisamente, a seqüência da entrada dos fatores, devendo fatores de efeitos
principais preceder as interações. Fatores que tenham outros hierárquicos aeles,
devem preceder os fatores hierárquicos. Por exemplo, quando os fatores são linhas,
colunas e interação e são identificados na ordem A, B e A*B, as somas de
quadrados do tipo Isão: R(a/u), R(p/u, a) eR(a*0/p, a, P), respeitando aordem,
como já foi discutido.

Aextensão para modelos mais complexos ébastante clara, etodas
as vezes aletra Rémencionada para "redução" na soma de quadrados.

Desse modo, de acordo com Mischan e Pinho (1996), um modelo
para o experimento em parcelas subdivididas éyijk =p+Oj +Pj +(aP) +yk +
(ayk +ejjk, sendo que asoma de quadrados de parâmetros para esse modelo pode
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ser representada por R(p , a, p, ap, y, ay) e seu valor é determinado

(matricialmente) por 0°X'y, ou seja, R(p, a, p, ap, y, ay)=0°'X'y.

Consideraram, ainda, que para a realização da análise de

variância, deve-se obter ostermos R(u, a, p,ap, y, ay), R(p, a, P, ap, y), R(u,

a, p, aP), R(p , a, P), R(p , a) e R(u), que são as somas de quadrados de

parâmetros devido ao ajuste de um modelo seqüencial (linear). Desse modo, o

esquema de análise de variância obtido a partir das reduções, usando-se a

notaçãoR(.), está apresentadona Tabela 3.

TABELA 3. Esquema de análise de variância com as fontes de variação (FV),

graus de liberdade (GL) e somas de quadrados (SQ) obtidos usando a

notação R(.).

FV GL SQ

BLOCOS J-l R(p/u,a) =R(u,oc,P)-R(u,a)
TRAT. T R(o/p)=R(p, a) - R(u)
RESÍDUO (a) (I-1XJ-1) R(aP/p, a, 3) =R(u, a, p, ap) - R(u, a, p)
(PARCELAS) (IJ-1) (SOMA)
TRAT. T K- 1 R(y/p, a, p, a?) = R(p, a, p, ap, y) - R(u, a,

fta»
TxT» (I-1XK-1) R(ay/u, a, p, ap, y) = R(p, a, p, ap, y,

ay)-R(p,a,p,ap,y)
RESÍDUO (b) KJ-1XK-1) (SUBTRAÇÃO)
TOTAL IJK-1 y*y - R(u)

Para o modelo de classificação simples Vy = p + otj + e^ a

redução na soma de quadrados total devido aos parâmetros u. e a é R(u, a) =
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£(y?)
_ 1SQR = —— e, portanto SQRm =SQR - SQCorreção =R(u, a) - R(u), em que

n.
1

SQRm é a diferença entre a redução na SQTotal, devido ao ajuste de dois modelos

diferentes: um contendo u, e o fator a, e o outro contendo apenas u, Uma

interpretação dessa diferença, éque R(p, a) - R(p) éa redução, devido ao ajuste de

a já tendo ajustado u, ou a ajuste de a após u. Por esta razão, usa-se o símbolo

R(a/u) para essa diferença, ou seja, R(o/u) =R(p, a) -R(u), do mesmo modo que

R(p/u, a) =R(u, a, P) - R(u, a) representa a redução na SQ devido ao ajuste de

P, após p e a. Assim, todos os termos R( . ) são, por definição, as somas de
quadrados de reduções de algum modelo.

2.4 Regressãoem Experimentos com Parcelas Subdivididas

São poucos os trabalhos que relatam o uso da superfície de

resposta em ensaios em parcelas subdivididas, mesmo que na pratica não seja

difícil encontrar experimentos nos quais ao menos um dos tratamentos estudados

sejaconstituído porníveis quantitativos.

Mischan e Pinho (1996) descrevem que quando os níveis do fator

a (tratamento primário) for quantitativo, o modelo linear (1) pode ser reescrito na
forma:

yijk =M+tlxi +t2x2+...+tM^-l +pj+(ap)ii +yk +(ay)^+em (4)
sendo que: Xj representa o valor quantitativo do fator a: ti é o efeito linear: t2, o

efeito quadrático, eassim por diante, até tM que éoefeito do (I - l>ésimo grau do

fatora. E possível, então, determinar os componentes de regressão linear,
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quadrático, cúbico, até o (I-l)-ésimo grau. Nesse caso, o esquema da análise de

variânciaé o apresentado na Tabela 4.

TABELA 4. Esquema de análise de variância de experimentos em parcelas

subdivididas, considerando-se regressão no fator CC.

FONTE DE VARIAÇÃO GL SOMA DE QUADRADOS
BLOCOS J-l R(p,P)-R(p)
REGRESSÃO

Linear 1 R(p, p, t,) - R(u, p)
Quadrática 1 R(u, p, t,, t2) - R(u, P, t,)
Cúbica 1 R(M, P, t,, t2, t3) - R(u, p, t,, t2)

(I-l>ésimograu 1 R(u, P, tu t2, t* ..., tM) - R(u, P, t,,
t2, t3, ..., ti.2)

RESÍDUO (a) (I-1)(J-1) R(u,o,p, ap)-R(p,q,p)
TRATAMENTO B K -1 R(u, o, p, ap, y) - R(u, a, P, aP)
INTERAÇÃO AxB (I - 1)(K - 1) R(p, a, p, ap, y, ay) - R(u, a, p,

«P,Y)
RESÍDUO(b) I(J-1)(K-1) S^-R^ccp, aP,y,ay)
TOTAL IJK-1 Sy2 - R(p)

I J K

emqueSy2=2]z]Z:yyk
i=l j-l k=l

Caso sejam os níveis do fator y (tratamento secundário)

quantitativos, pode-se reescrever o modelo (1) na forma:

yijk = // +ai+>9j +(a/?)ij +v1zk +v2zí+...+vk.1z^1+(a/)ik +eijk (5)

sendo que: zk representa o valor quantitativo do fator y: vi é o efeito linear: v2, o

efeito quadrático, e assim por diante, até o vK.i que é o efeito do (K - l)-ésimo grau

do polinômio que representa o fator y. Nesse caso, os componentes de regressão
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linear, quadrático, até o (K-l>ésimo grau, foram determinados de modo
semelhante aos do modelo (4), eoesquema da análise de variância, obtido pelos
mesmos autores, está apresentado na Tabela 5.

TABELA 5. Esquema da análise de variância de experimentos em parcelas
subdivididas, considerando-se regressão no fator y.

FONTE DE VARIAÇÃO GL SOMA DE QUADRADOS
BLOCOS J71 R(u,P)-R(p)
R^^T0A ^ *(*o,P)-R(u,P)
«SPUOW (I-1XJ-1) Rfu.q.P.qffi-Rfu.q.Bl
REGRESSÃO ^ V

ífT.,. j R(^ *> &«ft vO -R(p, o, p, aP)
Quadratlca l RÍM. a, p, ap, vb v2) -R(p, a, p,

aft v,)
CÚblCa l R(M, a, p, ap, v„ V2, v3) -R(p, a,

P, ap, v,, v2)

(k - l)-ésimo grau 1 r(m> %p> ^ Vi> ^ ^ . R(^
a, p, ap, vi, v*..., vk.2)

INTERAÇÃO AxB (I- 1)(K- 1) R(u, «, p, ap, y, ay) - R(p, a, p,
ap,Y)

I(J-D(K-1) Sv^Rf^oçp, aa^qy)RESÍDUO (b)
T0TAL IJK-1 S^-RCul

Quando oefeito da interação ésignificativo esomente ofator y é
quantitativo, para se determinar os componentes de regressão do fator y dentro de
cada nível do fator a, Mischan ePinho (1996) consideraram oseguinte modelo:

y.jk =^ +a1.+^j +(^)ij +vlizk+v2i2Í+...+vk.1X'1 +eijk (6)
Os autores ressaltam que um método bastante simples e direto de

se obter a análise de regressão do fator y, dentro de cada nível do fator a, é
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considerar omodelo yijk = //+0. +v^ +v2izj;+.. .+vk., jZ '̂1 +eijk, para cada

um dos níveis do fator a. A partir desse modelo, obtém-se Rj(u, p, vu v* ..., vk.{)

e a análise de variância é conduzida de forma semelhante às anteriores. O índice i

em R indica o nível do fatora que está sendo considerado. O esquema da análise

de variância está apresentado na Tabela 6.

TABELA 6. Esquema de análise de variância de experimentos em parcelas

subdivididas, considerando-se regressão no fator y dentro de cada

nível do fator a.

FONTE DE VARIAÇÃO GL SOMA DE QUADRADOS
BLOCOS

TRATAMENTO A

RESÍDUO (a)

J-l

1-1

(I- 1XJ-1)

R(u,P)-R(p)
R(u,o,P)-R(p,P)
R(u,o,P, aP)-R(u,a,P)

REGRESSÃO em ^
Linear

Quadrática

Cúbica

1

1

1

R^^vO-R^p)
Rrfu.ftvuv^-R^kv,)
Ri(u, P, vi, v2, v3) - R,(p, p, v,, v2)

(k- l)-ésimograu 1

•••

Ri(u, P, vh v2,..., vk.O - R,(u, P, vb
v2,.-., vk.2)

•••

REGRESSÃO em Aa
••• •••

Linear

Quadrática
Cúbica

1

1

1

Ra(U,P,vO-Ra(U,P)
Ra(U, P,Vh V2) - Ra(u, P, VO
Ra(U, P,V,, V2, V3) - Ra(U, P,Vb V2)

(k- l)-ésimograu 1

•••

Ra(u, p, v,, V2,..., vw) - Ra(u, p, vb

RESÍDUO (b) I(J- D(K-i)
v2,..., vk.2)
S^-R^o,^ aP,y,ay)

TOTAL IJK -1 S^-Ríu)
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Se o fator a for quantitativo, pode-se, também, determinar os

efeitos de regressão do fator a em cada nível do fator y. Assim, tem-se omodelo:

vijk =M+1^ +1^+..MlAXx\A +pi +(ap \ +yk +eijk (7)
e a análise de regressão do fator a, dentro de cada nível do fator y, é obtida

considerando-se o modelo yijk =pi +p.} +tlXj +t2xf+...+tMx?-1j +eijk, para
cada um dos níveis do fator y. Apartir desse modelo, obtém-se R^p, p, tu t^ ...,
tM) eanálise de variância é conduzida de forma semelhante às anteriores. Oíndice

kem Rindica onível do fator y que está sendo considerado. Oesquema da análise
de variância é o apresentado naTablea 7.
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TABELA 7. Esquema de análise de variância de experimentos em parcelas

subdivididas, considerando-se regressão no fator a dentro de cada

nível do fator y.

FONTE DE VARIAÇÃO GL SOMA DE QUADRADOS
BLOCOS J-l R(u,P)-R(u)
RESÍDUO (a) (I - 1)(J -1) R(p, o, P, ap) - R(p, a, 3)
REGRESSÃO em B!

Linear 1 Ri(u,fct,)-Ri(u,P)
Quadrática 1 R,(u, p,tl, t2) - Rtfp, p, t,)
Cúbica 1 Ri(u, P, ti, t* t3) - R,(u, p, tlf t2)
••• ••• •••

(I - l)-ésimo grau 1 R^u, p, tl, t2,..., tM) - R,(p, p, t,,
t2,..., ti.2)

••• ••• •••

REGRESSÃO em Bb
Linear 1 Rb(u,p,t,)-Rb(u,P)
Quadrática 1 R^p, p, tl, t2) - Rb(p, p, t,)
Cubica 1 Rb(u, P, t,, t,, t3) - Rb(u, P, ti, t2)
••• ••• •••

a - l)-ésimo grau 1 Rb(p, p, tlf t2,..., tM) - Rb(M, P, th

RESÍDUO (b) I(J -1XK -1) S^2 -W a, p, ap, y, ay)
TOTAL UK-1 Sy^RQi)

Para o esquema da Tabela 7, Mischan e Pinho (1996)

consideraram que o Resíduo adequado para testar os efeitos de regressão pode ser

calculado pela expressão definida em (2), com número de graus de liberdade

determinado, aproximadamente, por Satterthwaite (1946), cuja expressão está

definida em (3).

Quando os fatores a e y forem quantitativos, Mischan e Pinho

(1996) consideraramo seguinte modelo:
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y^/m^t^*..^ (8)

eoesquema da análise de variância de acordo com omodelo (8) está apresentado
na Tabela 8.

TABELA 8 - Esquema de análise de variância de experimentos em parcelas
subdivididas, considerando-se regressão no fator a eno fator y.

FONTE DE VARIAÇÃO GL SOMA DE QUADRADOS
BLOCOS J-l R(u,P)-R(u)
REGRESSÃO de A

Lüiear l R(u,P,tO-R(p,p)
Quadrática 1 R(ji> p> tl> h) . R(^ p> tj)
Cublca l R(u,P,t,,t2,t3)-R(u,p, t„t2)

••• •••

(I - l)-ésimo grau 1 R(u, p> tu ^ ^ . R(^ p> ti>

RESÍDUO (a) (I-IXJ-D R(u,o,3, ag)- Rfu. o. B)
REGRESSÃO de B

*'inear l R(u, o, p, ap, Vl) -R(p, a, p, aP)
Quadrática 1 R(|Ll) %^ a^ Vb Vz) . R(^ ^ R

«P, vO
Cublca ] R(u, a, p, ap, Vl, v2, v3) - R(p, a,

P, ap, vh v2)
••• •«•

(k - l)-ésimo grau 1 R(u, ^ p, ap> Vh y^f ^ . R(^
_„ ~ o» P> aP» vi» v2,..., vk.2)
INTERAÇÃO AxB d- IXK-D R(u, a, p, ap, y, ay) - R(p, a, p,

ap,y)
RESÍDUO (b) I(J-1)(K-1) Sv2-R(u,q,aaaY,aY)
TOTAL UK-1 S^-ROO
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3 MATERIAL E MÉTODOS

3.1 Material

Os dados experimentais usados como exemplo ilustrativo para o

desenvolvimento da metodologia, foram adaptados de um experimento conduzido

por Scalco*(1999) na Universidade Federal de Lavras, em Lavras, MG, onde

estudou-se o manejo de irrigação (0; 50%; 100% e 150% da evaporação do tanque

"Classe A") e adubação nitrogenada (0; 60; 120 e 180 kg/ha de N na forma de

uréia) na produção de trigo de inverno. Os dados referem-se à produção de grãos

de trigo e estão apresentadosna Tabela 9.

O experimento foi instalado utilizando-se o esquema experimental

em parcelas subdivididas, com os tratamentos primários dispostos segundo o

delineamento emblocos casualizados, com quatro repetições.

Os tratamentos envolveram, em nível de parcelas, três lâminas de

irrigação (Lj) aplicadas com base na porcentagem de evaporação (ECA)

acumulada do tanque "Classe A", sendoLi=50%; L2=100% e L3=150% da ECA, e

em nível de subparcelas, são adicionadas três doses de nitrogênio (Nj), sendo

Nr=60 Kg/ha; N2=120 Kg/ha eN3=180Kg/ha. Foi considerado, como variável

resposta, a produção de trigo, em kg/ha, e como variáveis independentes, os níveis

de lâminas de irrigação (Lj) e nitrogênio (Ni).

SCALCO, M.S. Comunicação Pessoal. 1999. (Departamento de Agricultura da
UFLA)
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TABELA 9. Dados de produção de trigo, em kg/ha, em função de três níveis de

irrigação, três doses de adubação nitrogenada e duas repetições.

Níveis de Doses de Blocos Total Média
Irrigação Nitrogênio I II

60 2.133,0 2.411,0 4.544,0 2.272,0
50 120 4.101,0 3.288,0 7.389,0 3.694,5

180 3.538,0 3.395,0 6.933,0 3.466,5
60 5.503,0 5.630,0 11.133,0 5.566,5

100 120 5.687,0 5.991,0 11.678,0 5.839,0
180 5.418,0 5.899,0 11.317,0 5.658,5
60 3.809,0 4.147,0 7.956,0 3.978,0

150 120 4.182,0 4.288,0 8.470,0 4.235,0
180 3.830,0 4.112,0 7.942,0 3.971,0

Totais 38.201,0 39.161,0 77.362,0 4.297,9
Fonte: Dados adaptados de Scalco (1999)

3.2 Métodos

A metodologia a ser desenvolvida tem por finalidade a obtenção da

análise de variância de dados provenientes de um experimento em parcelas

subdivididas, com os tratamentos primários e secundários contituídos por fatores

quantitativos (mveis e doses), considerando-se o desdobramento dos efeitos de

tratamentos sob a forma de superfície de resposta. Sem perda de generalidade, o

desenvolvimento das operações para obtenção das somas de quadrados e

expressões que compõem o teste F, será feito com base num experimento em

parcelas subdivididas, conduzido com delineamento em blocos casualizados, com

duas repetições, sendo os tratamentos principais constituídos por três mveis de

irrigação: 50, 100 e 150% aplicados com base na porcentagem de evaporação

acumulada do tanque "classe A", e os tratamentos secundários constituídos pela

34



adição de três doses de adubação nitrogenada: 60, 120 e 180 kg/ha de N. Para o

desenvolvimento da metodologia, será utilizado o método dos mínimos quadrados.

3.2.1 Um modelo Linear

Para o desenvolvimento da metodologia, adotou-se o seguinte

modelo linear:

y^=/H-bj+trt4^+1f^+^^ (9)

em que:

yijk: valor observado no i-ésimo mvel do tratamento primário, no k-ésimo nível do

tratamento secundário, no j-ésimo bloco;

fi: uma constante inerentea todas as observações;

bj: efeitodo j-ésimo bloco;

x{: valor quantitativo do i-ésimomvel do tratamento primário;

t^ efeito linear;

t2: efeito quadrático;

tbjj: erro experimental em nívelde parcelas;

zk: valor quantitativo do k-ésimo mvel do tratamento secundário;

vi: efeito linear;

v2: efeito quadrático;

XjZk: valor quantitativo da interação do i-ésimo mvel do tratamento primário versus

o k-ésimo nível do tratamento secundário;

tvn: efeito da interação linear X linear;

tv12: efeito da interação linear X quadrática;

tv2i* efeito da interação quadrática X linear;
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tvz*: efeito da interação quadrática X quadrática;

ep: erro experimental emmvel desubparcelas.

Na forma matricial, omodelo linear édado por:

y =X0+e (10)

sendo:

y: vetor das observações;

X: matriz de incidência dos parâmetros (matriz do delineamento);

6: vetor de parâmetros desconhecidos do modelo;

e: vetor dos erros aleatórios correspondentes às observações.
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y =

yni

yi2i

yu2

ym

yiw

ym

y2u

yz2i

V212

y222

y2i3

y223

ysn

V321

yai2

y322

y3i3

y323

De acordo com o exemplo, têm-se:

e =

bj

tl

t2

tby

Vl

v2

tv„

tVi2

tv21

tVz»

e =
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©111

©121

©112

©122

Cl 13

©123

©211

©221

e212

6222

Ô213

e223

©311

e321

©312

©322

©313

e323
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Efetuou-se, ainda, a partição da matriz X da seguinte maneira:

X= Xi X2 X3 X4 Xs X« X7 Xs X9 X10 Xn (11)

sendo:

Xi: vetordoscoeficientes associados à constante //;

X2: matriz dos coeficientes associados à constante /j. e aos J blocos;

X3: matriz dos coeficientes associados à constante //, aos J blocos e aos efeitos

lineares do i-ésimo nível do tratamento primário;

X4: matriz dos coeficientes associados à constante ju, aos J blocos, aos efeitos

lineares do i-ésimo nível do tratamento primário e aos efeitos quadraticos do i-

ésimo nível do tratamento primário;

X5: matriz dos coeficientes associados à constante //, aos J blocos, aos efeitos

lineares do i-ésimo nível do tratamento primário, aos efeitos quadraticos do i-ésimo

nível do tratamento primário e aos efeitos da interação tratamentos principais X

blocos(erros experimentais em nível de parcelas);

Xs: matriz dos coeficientes associados à constante //, aos J blocos, aos efeitos

lineares do i-ésimo mveldo tratamento primário, aos efeitos quadraticos do i-ésimo

nível do tratamento primário, aos efeitos da interação tratamentos principais X

blocos (erros experimentais em nível de parcelas) e aos efeitos lineares do k-ésimo

nível do tratamento secundário;

X7: matriz dos coeficientes associados à constante //, aos J blocos, aos efeitos

lineares do i-ésimo mvel do tratamento primário, aosefeitos quadraticos do i-ésimo

nível do tratamento primário, aos efeitos da interação tratamentos principais X

blocos (erros experimentais em mvel de parcelas), aos efeitos lineares do k-ésimo
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nível do tratamento secundário e aos efeitos quadraticos do k-ésimo mvel do
tratamento secundário;

X8: matriz dos coeficientes associados à constante //, aos J blocos, aos efeitos

lineares do i-ésimo nível do tratamento primário, aos efeitos quadraticos do i-ésimo

nível do tratamento primário, aos efeitos da interação tratamentos principais X
blocos (erros experimentais em nível de parcelas), aos efeitos lineares do k-ésimo

mvel do tratamento secundário, aos efeitos quadraticos do k-ésimo mvel do

tratamento secundário e aos efeitos da interação linear X linear do i-ésimo nível do

tratamento primário, com o k-ésimo nível do tratamento secundário;

X9: matriz dos coeficientes associados à constante //, aos J blocos, aos efeitos

lineares do i-ésimo nível do tratamento primário, aos efeitos quadraticos do i-ésimo

nível do tratamento primário, aos efeitos da interação tratamentos principais X
blocos (erros experimentais em nível de parcelas), aos efeitos lineares do k-ésimo

nível do tratamento secundário, aos efeitos quadraticos do k-ésimo mvel do

tratamento secundário, aos efeitos da interação linear X linear do i-ésimo mvel do

tratamento primário, como k-ésimo nível dotratamento secundário e aos efeitos da

interação linear X quadrática do i-ésimo nível do tratamento primário, com o k-
ésimo nível do tratamento secundário;

Xi0: matriz dos coeficientes associados à constante //, aos J blocos, aos efeitos

lineares do i-ésimo nível do tratamento primário, aos efeitos quadraticos do i-ésimo

nível do tratamento primário, aos efeitos da interação tratamentos principais X
blocos (erros experimentais emnível de parcelas), aos efeitos lineares do k-ésimo

mvel do tratamento secundário, aos efeitos quadraticos do k-ésimo nível do

tratamento secundário, aos efeitos da interação linear X linear do i-ésimo nível do

tratamento primário, com o k-ésimo nível do tratamento secundário, aos efeitos da

interação linear X quadrática do i-ésimo nível do tratamento primário, com o k-
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ésimo mvel do tratamento secundário e aos efeitos da interação quadrática X linear

do i-ésimo nível do tratamento primário, com o k-ésimo nível do tratamento

secundário;

Xn: matriz dos coeficientes associados à constante jut aos J blocos, aos efeitos

lineares do i-ésimo nível do tratamento primário, aos efeitos quadraticos do i-ésimo

nível do tratamento primário, aos efeitos da interação tratamentos principais X

blocos (erros experimentais em nível de parcelas), aos efeitos lineares do k-ésimo

nível do tratamento secundário, aos efeitos quadraticos do k-ésimo nível do

tratamento secundário, aos efeitos da interação linear X linear do i-ésimo mvel do

tratamento primário, como k-ésimo nível do tratamento secundário, aos efeitos da

interação linear X quadrática do i-ésimo nível do tratamento primário, com o k-

ésimo nível do tratamento secundário, aos efeitos da interação quadrática X linear

do i-ésimo mvel do tratamento primário, com o k-ésimo nível do tratamento

secundário e aos efeitos da interação quadrática X quadrática do i-ésimo mvel do

tratamento primário, com o k-ésimo mvel do tratamento secundário.

3.2.2 Esperança Matemática das Somas de Quadrados

Para a obtenção das esperanças matemáticas das somas de

quadrados, são consideradas as restrições nos parâmetros usados na obtenção de

uma solução das equações normais. O conjunto de restrições é formado pela

seguinte função linear não estimável:

Zbj =0 (12)
j=i

Para facilidade de cálculos, os valores dos mveis de lâmina (x^ e

doses de nitrogênio (x2) foram codificados ou transformados através do uso de
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polinômios ortogonais; os polinômios ortogonais de primeiro e segundo graus,
adaptados aos níveis de cada fator, foram obtidos de acordo com procedimento

proposto por Nogueira (1979) e foram designados por x4e x2 (linear equadrático,

fator lâmina) epor zkezj (linear equadrático, fator nitrogênio), respectivamente.

Os coeficientes desses polinômio encontram-se tabulados em

vários livros-textos, como Pimentel Gomes (1990).

Dado que os polinômios são ortogonais, então a soma de seus

coeficientes é nula, assim como os produtos de seus coeficientes, entre os efeitos

lineares (xp zk), quadraticos (xf, z\) einterações (x^, x^, xfe, x2z\).
Para a determinação das esperanças matemáticas das formas

quadráticas, que fornecem as somas de quadrados, usou-se o seguinte teorema,
enunciado em Searle (1971):

TEOREMA 1: Seja y=X9 +e, definido como modelo linear de Gauss-Markoff, y

um vetor de variáveis aleatórias com vetor de esperanças X8 e matriz de

covariâncias £, positiva definida, denotado por y n N(X8, £). Se Pé uma matriz

de constantes, real e simétrica, então a forma quadrática Q(y) = y'Py tem
esperança matemática dada por:

E[y'Py] =tr[PZ] + 0'X'PX0 (13)
sendo:

P: núcleoda forma quadrática;

tr: operador traço de uma matriz;

X: matriz de covariâncias, dada por:
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%•» :-"-.•.*»

Cov(yijk, yrjV) =«

2 2 •
cr + a , se 1= i*, j = j' e k = k1

2 ....<xa , se 1=i', j= j' e k * k'
O, em caso contrario

(14)

Considerou-se a não-existência de uma correlação entre as

subparcelas de uma mesma parcela e a independência entre subparcelas de parcelas

distintas.

Do modelo adotado em (9) e das pressuposições associadas aos

erros entre subparcelas, consideradas independentes e de uso tradicional nos

experimentos planejados em parcelas subdivididas, obtém-se de (14), a seguinte

matriz de variâncias e covariâncias (Z):

Z = I(3)®V (15)

sendo: I(3) a matriz identidade, e

V =

a

l 0 cr2
a

0 o2
a

0

0
a

•o* 0 cr2
a

0 o2
a

cr2
a

0 o2H
a

-o* 0 cr2
a

0

0 cr2
a

0 o* 4
a

.«* 0 «r2
a

cr2
a

0 a2
a

0
a

0

0 a2
a

0 o2
a

0
a

43



4 RESULTADOS E DISCUSSÃO

4.1 Esperança Matemática das Somas de Quadrados

Para a determinação das esperanças matemáticas das somas de

quadrados, efetuou-se uma partição seqüencial da matriz Xem Xh X* X3, . . .,
Xn, conforme jáfoi descrito anteriormente em (11) respeitando-se a seqüência na
qual os fatores são especificados no modelo, sendo também considerado oconjunto
de restrições nos parâmetros definidos em (12), bem como o Teorema 1, cuja
expressão se encontra em (13). Para realização deste estudo, utilizou-se como

suporte computacional o software Mathematica (Wolfram, 1993). Desta forma,

têm-se os diferentes modelos reduzidos, utilizando-se asoma de quadrados tipo I.

4.1.1 Esperança matemática de SQ(u)

Considerando-se a matrizXi e o modelo reduzido

yuk ="+eijk os)
sendo y..^, p e e... definidos de acordo com omodelo (9).

Na forma matricial, este modelo fica:

y=XJ01+e

sendo y, Xj e e definidos de acordo com o modelo (10), e 0 é o vetor de

dimensões (lxl) referente aoparâmetro p.

O sistema de equações normaisé:
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X,X,^ =Xjy

Dado que a matriz Xj possui posto coluna completo, nesse caso,

então, como em Searle(1987), a soluçãodo sistemaé dada por:

^-(Xjx^xiy
* G 'com (X|X|) sendo a inversa generalizada de X,Xjque, neste caso, é também a

inversa clássica.

A soma de quadrados de parâmetros, de acordo com Searle

(1987), pode ser obtida por:

SQ^1=SQ(^) =R(//) =̂ 10'xiy
Note-se que, parâmetros, nesse caso, refere-se apenas ao

parâmetro p consideradono modelo.

Substituindo-se a expressão de A na equação da soma de

quadrados de parâmetros, obtém-se que a redução na soma de quadrados total,

devidoao parâmetro p é:

R(//) =yX1(X,1X1)GX,1y
Pl

sendo PpX^XjXj^Xj, então

SQ(//) =y,P1y (17)

note-se que, aqui, Pi é uma matriz com status de projetor ortogonal, de dimensões

(n x n), constituída pelos elementos —, com n = I.J.K, ou seja, P,= —E(n).
n * n

sendo E(n) uma matriz de uns, de dimensões (n x n).
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Aplicando-se o teorema 1, descrito em (13) na expressão (17),
tem-se:

E[SQ(//)] = EiyPtf] = tr[P,E] + 0,'XftXA

Multiplicando-se Pi por £, cuja expressão está definida em (15),
tem-se que

PiS=(K^+ít2)P,

como Pi é uma matriz simétrica e idempotente, tem-se que

tr[P,£] =r[P,Z] =(Kof +cr2) r[Pi]

em que r[Pi] é o posto damatriz Xj.

Nestecaso, t{?{\ = r[Xi] = 1, logo

tr[P,I] =(K^+a2)

Tomando-se, agora, a expressão '̂XJPjX,^,, efetuando-se as

multiplicações e aplicando-se as restrições de(12), obtém-se:

ÍS&XA " ^XiX^XfX.X,^ =^X^ =[//][n][//]=n//2
Portanto,

E[SQ^] = (K<^+cr2) +n//2 (18)

4.1.2 Esperança matemática de SQ(b)

Considerando-sea matriz X2e o modelo reduzido

yijk = // + bj+ eijk (19)

e*11 °lue yijk» M> bj e eijksão definidos como no modelo (9).

Na forma matricial, o modelo fica:

y = X202+e
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sendo y, X2 eedefinidos de acordo com arespectiva partição do modelo (10); 92

éovetor de dimensões ((J+1) x 1) referente aos parâmetros //ebj (j =1,2,..., J).

O sistema de equaçõesnormais é:

X2X2 92 = X2y

Dado que a matriz X2 possui posto coluna incompleto, r[X2] = J,

então conforme Searle (1987), uma das soluções do sistema pode ser:

02°=(X2X2)GX2y

em que (X2X2)G éuma inversa generalizada qualquer de X2X2.

A soma de quadrados para o efeito de blocos (SQ(b)), de acordo

com Searle (1987), podeser obtida através da redução:

SQ02=SQ(b)=R(//, b) - R(//) = R(b / p)

R(b/M)=02°'x:2y-9?X\y

substituindo-se as expressões de 92 e de 0°, na equação de R(b / //), obtém-se

R(b///) =y'X2(X2X2)GX2y-y,P1y
p2

vGsendo P2 = X^X^X^X^, então:

RQ>/p) = ??#-??#

ou ainda,

SQ(b)=y'(P2-P1)y (20)

Aplicando-se (13) em (20), tem-se:

E[SQ(b)] =E[y'(P2 - P,)y] =E[y'P2y] - E[yTiy]

Ety^.y]-E[y'Piy] =trfP.E] +02X2P2X202 - tr[P,I] -9'X^X^

Mas,P2I=(Kcr2+í72)P2
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como P2 - X2(X2X2) X2 = X2X2 é uma matriz simétrica e idempotente, pois

X2 é a inversa de Moore-Penrose da matriz X2, tem-se que:

trfPzS] =rfPza =(Ko> +o2) rfJPJ

roas» rM = r[X2] =2 para o exemplo, e numa situação geral, em que se tem J
blocos, é r[P2] = J.

Logo,

trfP^JÍKof+a2)

Tomando-se a expressão 02X2P2X202, e efetuando-se as

multiplicações eaplicando-se as restrições de (12), obtém-se que:

.2

pois,

02X2P2X2é?2 =IK£b2 +n//:
j=i

02X2P2X202=02X2X202=[//b1... b;]
n IK-.

ncnc-

• ik"
• 0 bl

-bJ.IK 0 • •IK.

Assim:

-- 2np2+TK I b?+2DC// I b. =n/^+QctV
j=l J j=l J h

E[yT2y] =J(Kof +C72) +n//2 +IK£b2
j-i

então, a esperança matemática da soma de quadrados de blocos ou da redução,

devido aos parâmetros b's ajustados para //, é:

E[y,(P2-P1)y] =[J(K^+^)+n//2+IKÍ;b2]-[(K^+í72)+n//2]
j=i
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Simplificando, obtém-se:

E[SQ(b)]= (J-lXKqJ +o*) +jK^b2 (21)
j=i

4.1.3 Esperança matemática de SQ(ti)

Considerando-se a matriz X3e o modelo reduzido

yijk=>"+bj+tixi+eijk <22>
e™ °iue yjjk» //» b., t| ee.., são definidos como no modelo (9).

Na forma matricial, o modelo fica:

y = X303+e

sendo y, X3 e e definidos de acordo com a respectiva partição do modelo (10), 93 é

o vetor de dimensões ((J+2)xl), constituído de parâmetros

03=[//b,b2 .- bjt,].

O sistema de equações normaisé:

X3X3#3 =X3y

Considerando-se que X3 possui posto coluna incompleto, r[X3] =

J+1, então de acordo com Searle (1987), uma das soluções do sistema é:

em que (X3X3)G éuma inversa generalizada qualquer de X3X3.

A soma de quadrados de parâmetros (//, b e tt) ou a redução na

soma de quadrados, devidoaos parâmetros p, b e ti, conformeSearle (1987), é:

SQ03 =SQ(//, b, t1) = R(//, b, t.) = 03°*X3y = yX3(X3X3)GX3y

fazendo X3(X3X3)GX3= X3X;= P3,
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tem-se quea somade quadrados para o efeito linear do tratamento primário SQ(ti)

oua redução devido ao efeito linear do tratamento primário ajustado para p e b, é:

SQ^3 =SQ(t1) =R(t1///,b) =R(//, b, t,)-R(//, b)
R(t1///,b) =y'P3y-y'P2y

ou

Aplicando-se(13) em (23), tem-se:

EfSQtJ =E[y-(P3 - P2)y] =E[y'P3y] - E[y'P2y]

E[y'P3y] -E[y'P2y ]=trfP,!] +03X3P3X303 - tr[P2Z]-62X2P2X2^2

Mas,P3i: =(K^+íT2)P3

como P3 =X^X^ é uma matriz simétrica e idempotente, conforme propriedade da

matriz de Moore-Penrose (Searle, 1987), tem-se que

trfP^ =rtPal] =(Kof +a?) r[P3]

mas, r[P3] =r[X3] =3 para o exemplo considerado, e generalizando, tem-se que
r[X3] = J+1. Logo:

trtP^tr+lXKoí+cT2)

Considerando-se, agora, aexpressão 03X3P3X303 e efetuando-se

as multiplicações e aplicando-se as restrições de (12), obtém-se:

03X3P3X303 =np2 +k£b2 +JK(£x2)t2
j-i

pois03X3P3X303 =[//bj bjtl]

i=l

nIK-IK 0

IK- 0 0

IK 0

(sim) JKZxí
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primário. Assim,

=np2 +2K^5>j +KZb2+JK(£x2)t2
j j=l i=l

em que 2.,xf é a soma dos quadrados dos coeficientes de efeitos lineares do fator

Ety'P3y] =(J+lXKof +cr2)+ n//2 +K$>2 +JK(]Tx2)t2,
j=i m

então, a esperança matemática da soma de quadrados de efeito linear (ou regressão

linear) de tratamento primário, ou ainda, a redução, devido à regressão linear

ajustado para p e b, é:

Ety'(P3 -P2)y] =[(J+lXKc£ +CT2) +n//2 +DíXb2 +JK(l>2)t2] -

J

-[J(Kof+oVn//2+IK]L>2]
j=i

Portanto,

Ju,
E[SQt,] =(Kof +C72) +JK(£x2)t2 (24)

i=l

ou

2E[R(t,/// ,b)] =(Kof +cft) +JK(£x2)t2
t=l
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4.1.4 Esperança matemática de SQ(t2)

As mesmas considerações feitas no itens 4.1.1, 4.1.2 e 4.1.3 e

outras semelhantes foram consideradas nos itens seguintes, as quais não serão

relatadas, explicitamente, de modo anão tornar otexto muito extenso erepetitivo.
Considerando-se a matriz X4 e o modelo reduzido

yijk = p+bi +tlXi +t2xf +eijk (25)

Na forma matricial, o modelo fica:

y = X404+e

O sistemade equações normais é:

xx*; =X4y
Uma das soluções do sistema pode ser:

04°=(x;x4)Gx;y

A soma de quadrados para o efeito quadrático do tratamento
primário SQ(t2)é:

SQé?4 =SQ(t2) =R(t2///, b, t,) =R(^, b, t„ t2)-R(//, b, t,)
R(t2 ///, b, t,) =04°"X4y-03°'X3y
R(t2///,b,tI) =yT4y-y'P3y

SQ(t2) =y'(P4-P3)y (26)

Aplicando-se (13)em(26), tem-se:

E[SQt2] = E[y'(P4-P3)y]

E[y'P4y] -E[yP3y] =trfP^ +04X4P4X404 -tr\P^Z] -03'X3P3X303
Mas,P4I =(Kof+í72)P4

como P4 éuma matriz simétrica e idempotente, tem-se que:

tr[P4S] =r[P4S] =(Kof + (T2) r[P4]
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mas, r[P4] = rPQ] = 4 = J+2, logo trtPj] = 4(Kof +CT1) para o exemplo em

questão, egeneralizando, tem-se trfP^]=(J+2)(Kc^ +&1).

Da expressão 04X4P4X404, efetuando-se as multiplicações e

aplicando-se as restrições de (12), obtém-se:

04X4P4X404 =np2 +Dí£b2 +JK(£x2)t2 +JK(£xf )t2
j=l i=l i=l

I I

em que £xf =2^(x2)2 é a soma dos quadrados dos coeficientes de efeito
t=i w

quadrático do fator primário. Assim,

j i i

2

2

j=l i=l i=l

Efy'P4y] =(J+2XKof +ÍT2) +np2 +Dc£b2 +JK(£x2)t2 +JK(£x?)t

então

Eíy'(P4 -P3)y]=[(J+2)(Kof +<r2)+n//2 +Dc£b2 +JK(£x2)t2 +JK(Xx?)t2]-

J I

- [(J+lXKoí +<72)+n//2 +KXb2 +JK(£x2)t2]
j=l i=l

Portanto, a esperança matemática da redução, devido à regressão

quadrática do fator primário, é:

i

E[SQt2]= (Kof +0-2) +JK^x?)!2 (27)
i=l

Do mesmo modo que apresentado para SQ(ti) e SQ(t2), pode-se

fazer paraqualqueroutro grau de polinômio que se desejar, até atingir o grau I - 1.

Assim, para um polinômio de grau I -1, tem-se que:
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E[SQ(tM)]=R(t///, b,t„ -, tw)= (Kof +cr2)+ JK^xj'1)2^.
i=l

4.1.5 Esperança matemática de SQ(a)

Para a determinação da soma de quadrados de resíduo em mvel de

parcelas, ou simplesmente resíduo(a), representada por SQ(a), considerandou-se a

matriz X5 e o modelo reduzido

yijk = //+bj+t1xi+t2x2+tbij +eijk (28)

Na forma matricial, o modelo fica:

y = X505+e

O sistema de equações normais é:

X&ft* =x^

Uma das soluções do sistema pode ser:

A soma dequadrados parao resíduo(a) é:

SQ05 =SQ(a) =R(tb///, b, tp t2) =R(//, b, t„ t2, tb)-R(^, b, t„ t2)
R(tb/ p, b, t„ t2) =0/X5y-04oX4y
R(tb///,b,t1,t2) =y'P5y-yT4y

SQ(a) = yí(P5-P4)y (29)

Aplicando-se (13)em(29), tem-se:

E[SQ(a)] =E[y'(P5 -P4)y] =E[y'P5y] -E[yT4y]

E[y'P5y]- E\yP4y] =tr\?H]+0;X5?5Xs95 -tríP^] -^X4P4X4^4
Mas,P5Z =(Ko£+<72)P5

como P5 é uma matriz simétrica e idempotente, tem-se que:
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tr[P5I] =rtPsZ] =(K^ +02) r[P5]

mas, r[P5] = rfX5] = IJ,no caso deum experimento com I tratamentos primários e J

repetições e para o exemplo emquestão r[X5] = 6, então

tr[P5Z] =IJ(Kc^+cT2)

Efetuando-se as multiplicações e aplicando-se as restrições de

(12), obteve-se:

j i i

05X5P5X505 =np2 +DC][>2 +JK(£x2)t2 +JK(Xx?)t

Assim,

E[y'P5y] =IJ(of +CT2) +np2 +IK£b2 +JK(£x2)t2 +JK(J>?)t

j=l i=l i=l

1,
2

2

j=l i=l i=l

é a esperança matemática da soma de quadrados de parcelas. Então,

Eíy'(P5 -P4)y] =[U(Kcí +cr2)+n//2 +KXb2 +JK(Xx2)t2 +JK(£x?)t2 ]-
j=l W i=l

J I I

[(I+J-lXKqf+crV n//2 +K£b2+JK(^x?)t2+JK(Xx?)t^]
j=»l i=l i=l

Portanto, para o exemplo considerado

E[SQ(a)] = 2(K^+oí)

E generalizando, tem-se:

E[SQ(a)] = (I-1XJ - D(Koí +o>) (30)

4.1.6 Esperança matemática de SQ(vO

Considerando-se a matriz Xô e o modelo reduzido

yok = M+bj+lixi+ tâ +tbü +vizk +eük (3!)
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Na forma matricial, o modelo fica:

y =X606+e

O sistemade equações normais é:

X6X6^=X6y

Uma das soluções do sistema pode ser:

A soma dequadrados para o efeito linear do tratamento secundário

SQ(v,)é:

SQ^SQCvO-RíV//, b, t„ t2, tb) =R(//, b, t„ t2, tb, v^-Rí//, b, t„ t2, tb)
R(v, / //, b, t„ t2, tb) =^°X6y-fí;0,X5y
R(V/,,b,t1,t2)=y'P6y-y'P5y

SQ(v,) =y(P6-P5)y (32)

Aplicando-se (13) em (32), tem-se:

EISQvJ» E[y'(P6 - P5)y] =Efy^y]-E[y'P5y]

E[y'P6y] -EfyT^] =tr[(P6 -P5)I] +^6X6P6X6^6 - 05X;P5X5é?5

Mas,(P6-P5)I=o^(P6-P5)

como P6 éuma matriz simétrica e idempotente, tem-se que:

r[P6] = r[X6] = 7our[P6] = IJ+l

r[P5] = r[X5] = 6our[P5] =IJ

Efetuando-se as multiplicações e aplicando-se as restrições de
(12), obtém-se:

0&&X& =nM> +DCÍb?+JK(£x? )tf+JK(Íx?)t* +U(f>>?
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K

sendo 2zka s°ma dos quadrados dos coeficientes de efeito linear do fator
k=l

secundário. Assim,

E[y'P6y]=(IJ +l)o*+ np2 +nc£b2 +JK(£x2)t2 +JK(£xf)t2 +U(Í>2)v2
H i=l i=l k=l

então:

E|y(P6-P4)yMaJ+l)^+n//2 +K2>2+JK(2>2)t2 +JK£X4)t22+Ü(è4)ví] -
j-l t=l i=l k=l

-[(iJ)^+n/,2 +nc£b2 +JK(Zx2)t2 +JK(£xf )x\ ]
j=l i=l i=l

Portanto, a esperança matemática da soma de quadrados de efeito

linear do fator secundário ou da redução, devido à regressão linear (do fator

secundário) ajustadopara p, b, ti, t2, tb é:

E[SQv,] =o2 +U(j>>2k)v2 (33)
k=l

4.1.7 Esperança matemática de SQ( v2)

Considerando-se a matriz X7 e o modelo reduzido

yuk = M+bj+1,Xj +t2x2 +tb5 +v,zk +v2z2 +eijk (34)

Na forma matricial, o modelo fica:

y = X707+e

O sistema de equações normais é:

X7Xj9j = X7y

Uma das soluções do sistema pode ser:
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07°=(x;x7)Gx;y

A soma de quadrados para o efeito quadrático do tratamento

secundário (v2zj)é:

SQOj=SQ(v2)=R(v2 ///, b, t,, tj, tb, Vj)=R(^ b, t,, t2, tb, vp v2)-R(//, b, t,, tj,tb,Vj)
R(v2 ///, b, tj, t2, ti>, v1)=6í7°,X7y-íg>,Xgy
R(v2 / //, b, tj, t2, tb, v1)=y'P7y-y»P6y

SQ(v2) =y'(P7-P6)y (35)

Aplicando-se (13)em (35), tem-se:

E[SQv2] =E[y'(P7 -P6)y] =E[y'P7y] -E[y'P6y]

E[y'P7y] -E[y'P6y ]= tr[(P7 -P6)]I +é?;X7P7X707 - 96Xl^6X696

Mas,(P7-P6)S=£r2(P7-P6)= o*p7- <j*P6

como P7 éuma matriz simétrica e idempotente, tem-se que:

tr[P7S] =r[P7a =cr2r[P7]

mas, r[P7] =r[X7] =IJ+2 =8, logo

tr[P7a =(IJ+2)<72

Efetuando-se as multiplicações e aplicando-se as restrições de
(12), obtém-se:

éSX&X^ =D//2+IKÍ>?+JK(Í£?)t? +JK(Íx?)t|+ü(|>2k)v?+0(|>í)^
•H i=»l i=i k=i k=i

K K

em que 2L,zk =2](zk)2 é a soma dos quadrados dos coeficientes do efeito
k=l k=l

quadrático do fator secundário. Assim,

•H H 1=1 k=l k=i

então
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2

2
Efy*(P7 -P6)y]=[aJ+2)a2+n//2 +nc£b2 +JK(£x2)t2 +JK(£x?)t

j=l i=l 1=1

K K J

+U(2>2k)v2 +U(^)v2J-[(IJ+l)a*+n//2 +Dí£b2 +
k=l k=l j=l

+JK(2]x2)t2 +JK(^x?)t2 +U(£z2)v2]
i=l i°l k=l

Portanto, a esperança matemática da soma de quadrados de efeito quadrático

(regressão quadrática) do fator secundário é:

E[SQv2] =o^+U(|>4k)v2 (37)
k=l

E desse modo, pode-se usar um polinômio de grau até K - 1, em

que se tem:

K

l
k=l

E[SQvK.1] =o-2+U(|]z^1)2v2.1

4.1.8 Esperança matemática de SQ(tvu)

Considerando-se a matriz X8 e o modelo reduzido

yp = M+bj +t^i +t2x2 +tbjj +vlZfc +v2z2 +tvllXizk +eijk (38)

Na forma matricial, o modelo fica:

y = X808+e

O sistema de equações normais é:

X8X808 = X8y

Uma das soluções do sistema pode ser:

e; = (x^fx^
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A soma de quadrados para a interação de efeito linear do

tratamento primário Xefeito linear do tratamento secundário SQ(tvn) é:
SQ*8 «SQítv^-Rítv,, /p, b, t„ t2, tb, v„ v2) =

=R(/*, b, tlf t2, tb, v„ v2, tvu)-R(p, b, t„ t2, tb, v„ v2)
R(tvn///, b, t„ t2, tb, v„ v2) =68°X8y-670X;y
RítV,, ///, b, t„ t2, tb, v„ v2)=y,P8y-y,P7y

SQ(tv11) =y'(P8-P7)y (39)

Aplicando-se (13) em(39), tem-se:

E[SQ(tvn)] =E[y'(P8 -P7)y] =E[y'P8y] -E[yT7y]

E[y'P8y] -E[y'P7y ]=tr[(P8 -P7)]I +é^X&X^ - 07X7P7X7é?7
Mas,(P8-P7)I=ÍT2(P8-P7)= ^pg. (T2P?

como P8 éuma matriz simétrica eidempotente, tem-se que:
tr[P8S] =r[P8S] =c72r[P8]

mas, r[P8] =r[X8] =IJ+K =9, logo:

trfPsS] =(IJ+K)^

Efetuando-se as multiplicações e aplicando-se as restrições de
(12), obtém-se:

«CftXA=̂ +K£b*+JK(t^)t\+JK&***+U(|^)vJ +U(Í^)v22+
H i=l i=l k=l k=l

LK

+J( IX^xtv)2,
i=l,k=l

IK

em que 2X?2k éasoma dos quadrados dos efeitos da interação linear do fatores
i=l,k=l

primário e secundário. Assim,
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EIy•p^=(P+^^V+KÍ})^JK(I^)t2+JK(Sq4^+I<|^)^+D(|}í^
K

+

H " M M (40)

i-Urf

Subtraindo-se (40) de (36), tem-se que a esperança matemática da

soma dequadrados da interação linear dos fatores primários e secundários é:
LK

E[SQ(tvn)] =<t2 +J( Zxj^Xtv)2, (41)
M.k-1

4.1.9 Esperança matemática de SQ(tv12)

Considerando-se a matriz X9e o modelo reduzido

y^k =/H-bj+tjXj +Í.X2+ro8+vlZk+v2z\ +tvllXizk +tv12xiz2k +eijk (42)

Na forma matricial, o modelo fica:

y = X909+e

O sistema de equações normais é:

XgXçPç = X9y

Uma das soluçõesdo sistema podeser:

í?-<SX,)0Xjr

A soma de quadrados para a interação de efeito linear do

tratamento primário X efeito quadrático dotratamento secundário SQ(tv12) é:

SQ09= SQ(tv12) = R(tv12///, b, t„ t2, tb, v„ v2, tvn) =
= R(p, b, tv t2, tb, v,, v2, tvn, tv12) -

-R(//, b, t„ t2, tb, vp v2, tvu)

R(tv12 / //, b, t„ t2, tb, vp v2, tvn) =09°X9y -08%y
R(tv12///, b, t„ t2, tb, Vl, v2, tv11) = y'P9y-y,P8y
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SQÍtVu^y-CP, -P8)y (43)

Aplicando-se (13) em (43), tem-se:

E[SQ(tv12)] =E[y-(P9 - P8)y] =E[y'P9y] - EfyTgy ]

E[y'P9y] -E[y'P8y]=tr[(P9 -P8)3 +99X9?9X999 - 08X8P8X808

Mas,(P9-P8)I=ír2(P9-P8)= o*?9~ o*P8

como P9 é uma matriz simétrica e idempotente, tem-se que:

tr[P9Z] =r[P9]2=cr2r[P9]

mas, r[P9] = r[X9] = IJ+K+1 = 10, logo

tr[P9a =(U+K+l)c72e

Efetuando-se as multiplicações e aplicando-se as restrições de
(12), obtém-se:

4&PA*"V +Bc£bJ +JK(Í>f)tf +JK($jfâ+U(t4)vf+n£í)^+
j=l i=l i=l k=l k=l

+J( SféWtfi +J( ^X^
I=l»fc=l i=Lk=l

LK

Xj (zk) éasoma dos quadrados dos coeficientes da interação linear do
i-ljc-l

fator primário e quadrático do fator secundário. Assim,

i -L- J_ jc

- 2&1+
j=l i=l 1=1 k=l

£, UL LK í44)

EjyP9 y]=(D+K+V+V +KS>2+JK(2x2)t2 +JK(]>>?)t22 +ü(|>2)v2
j=l i=l i

*vèto4+* &4xtv)f,+jc Sféxtv)'
k=l i=Lk=l i=Lk=l

Subtraindo-se (44) de (40), tem-se que:
LK

E[SQ(tv12)]=<72+J( £x2z4k)(tv)22 (45)
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4.1.10 Esperança matemática de SQ(tv2I)

Considerando-se a matrizXioe o modelo reduzido

yijk =A+bj +Vq +1^+tbâ +vlZk +v2z\ +tv„xft+tv12xiz2:+tv21x2zk +6^(46)
Na forma matricial, o modelo fica:

y = Xlo0lo+e

O sistema de equações normaisé:

Xio^io^io = X10y

Umadas soluções do sistemapodeser:

#io = (XioXio) Xioy

A soma de quadrados para a interação de efeito quadrático do

tratamento primário X efeito linear do tratamento secundário (tv21) é:

SQ0lo =SQ(tv21) = R(tv21///, b, tp t2, tb, Vp v2, tvH, tv12) =
= R(//, b, tp t2, tb, Vp v2, tvn, tv12, tv21)-

-R(p, b, tp t2, tb, Vp v2, tvlp tv12)

R(tv21///, b, tp t2, tb, Vp v2, tvlp tv12) =^X;oy-^90,X9y
R(tv21///, b, tp t2, tb, Vp v2, tvn, tv12) = y,P10y-y,P9y

SQ(tv21) = y'(P10-P9)y (47)

Aplicando-se (13) em (47), tem-se

E[SQtv21] = E[y'(P10-P9)y] = E[yT10y]-E[yT9y]

E[SQtv21] =tr[(P10 - P9)Z] + ^0X'10P10X10(910 - 09X9P9X909

Mas,(P10-P9)2:=cr2(P1o-P9)= o^Pw- ít2P9

comoPioé uma matriz simétrica e idempotente, tem-seque:

tr[PioI] = r[P1o]I=ír2r[P1o]
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mas, r[P10] = r[X10] = IJ+I+K-1 = 11, logo

trlPua-Cü+I+K-l)^

Efetuando-se as multiplicações e aplicando-se as restrições de

(12), obtém-se:

J-, i JL k

4&PiAA>"V+^IP]+JK(2^)t2+JK(Ê\4^ +11(2^)^ +U(|>4)v^
.H M i=l k=l k=l

+j( fe4xtvÃ+j( &<»«ã+j( £t,44xtv)22,
HJp»l ioijc=i HJc=l

2\2_2em que 2*(xi) zk é a soma d°s quadrados dos coeficientes da interação

quadrática do fator primário com linear do fator secundário. Assim,

E^P^OJ+I+K-l^+n^^
H W H k=l

+mÈí)^+< £&**£+< &4xtv)2c+j( £fêx»£
k=4 i=Ue=l MJc=4 HJc=l

Subtraindo-se (48) de (44), tem-se que a esperança matemática da

soma de quadrados da interação quadrática do fator primário com linear do fator
secundário, é:

E[SQtv21]=o2+J( SxfzJXtv)2,
i=l,k=l

(49)

4.1.11 Esperança matemática de SQ(tv22)

Considerando-se a matriz Xn e o modelo reduzido

yp =p+bj +tlxi +t2x2+tbi +v1zk+v2z2 +tv11xizk+tvI2xiz2 +tv21x2zk +tv22x2z2 ^ (50)
Na forma matricial, o modelo fica:
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^PB ^kflSHfi^ «s?»ísr

y = X„011+e

O sistema de equações normais é:

xiixii^ri = xny

Umadas soluções do sistema pode ser:

<,l;=(x;1x,lfx;1y

A soma de quadrados para a interação de efeito quadrático do

tratamento primário X efeito quadrático do tratamento secundário SQ(tv22) é:

SQ4, =SQ(tv22) = R(tv22 //y, b, tp t2, tb, Vp v2, tvlp tv12, tv21) =
= K(p, b, tp t2, tb, Vp v2, tvn, tv12, tv2p tva)-

-R(p, b, tp t2, tb, Vp v2, tvn, tv12, tv21)

Rípr^/p, b, tp t2, tb, Vp v2, tvn, tv12, tv21) =0ldíXny-0*Xloy
Ritv^ I p, b, tp t2, tb, Vp v2, tvH, tv12, tv21) = y'P11y-y,P10y

SQ(tv22) = y,(P11-P10)y (51)

Aplicando-se (13) em (51), tem-se:

E[SQ(tv22)] = E[y'(P,, - P10 )y] = E[y' P, ,y] - E[y' P10y ]

E[SQ(tv22)] =tr[(P„ - P10)I] + ^IX;1P11X11^11 -01OX;OP1OX1O01O

Mas,(P11-P10)Z=íT2(P„-P1o)= o^Pn- <r?l0

como Pu é uma matriz simétrica e idempotente, tem-se que:

tr[Pi1S] = r[P11]I=íT2r[P11]

mas, r[Pu] = r[Xn] = IJ+I+K = 12, logo

tr[PnZ] = (IJ+I+K)<r

Efetuando-se as multiplicações e aplicando-se as restrições de

(12), obtém-se:
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4ÂHAA=V+«IP] +JK(í>?)t2 +JK(Í>.-)t^ +D(2^)vf +IJ(|)í)v2+
j=l i=l i=l k=i ^

+< &4xtv>2, +kItfKml +J( £ x&xtv)2, +j( ^zjxtv)
i=lk=-l i=U=l M.k-1 i=l,k=l

S(x=2n2/-_2x2em que 2j(xí) (zk) é a soma d°s quadrados dos coeficientes da interação
i=ljc=l

quadrática do fator primário com quadrático do fator secundário. Assim,

E|y P„y]=(ü+i+íg^ +n//2+k!>2 +JK£>2)t2 +JK(£x14)t2 +IJ(|>2;)v2+
j-l >=1 i-l k=l

+ü(2>í)^+J( Z&frtv)2, +J( ^4Xtv)2c ^( &,^Xtv)|,+(52)
k=l

,K

í»1Jcf1

+* 2Aüa>&

í=Up»1 í»Up»1

i=l,k=l

Subtraindo-se (52) de (48), tem-se que:

E[SQ(tv22)]=í72+J( £xfzí)(tv)
i=ljc=l

(53)

De modo análogo, pode-se obter a esperança matemática relativa a

qualquer outra fonte de variação que tenha interesse, em uma terminada
pesquisa.
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4.2 Análise de variância com decomposição dos efeitos de tratamentos

O esquema de análise de variância com decomposição dos efeitos

de tratamentos sob a forma de superfície de resposta, as respectivas esperanças

matemáticas de quadrados médios e critérios para obtenção da estatística F, estão

apresentados na Tabela 10.
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TABELA 10. Esquema de análise de variância com as fontes de variação, graus de

liberdade, esperanças matemáticas de quadrados médios e critérios

para obtenção da estatística F.

FV

Blocos

T Linear(ti)

T Quadrático(t2)

TGrau(I-l)
Resíduo(a)

V Linear(vi)

T' Quadrático(v2)

T'Grau(K-l)

tvn

tv12

tv2,

tV22

tV(i.iXK-l)

Resíduo(b)

GL E[QM]

-1 (o^+KrfV
nSbf

j-i

(<72+Kof) +JK£x2),2

(£72+Kof) +JK(2;x?)t!
í

• • •

(K^+^ +jk^^
(I-1XJ-1) o*+Ko?

^+u(Z4)v;
k

<72 + k2v2UíZ^k'1)
k=l

^+J(Sxfz2k)(tv)2I
i=l,k=l

^2+J(Sxfz4k)(tv)2t2
i=Uc=l

o-2 +J(Sx?z2k)(tv)21
i-l.k»l

^+J(^xízk)(tv)2a
i=l.k=l

(J-1XK-1) ^

i-lJc«l
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QM F

V,

v2

v4

v5

V,/V5

V2/V5

V3/V5

V4A^5

v6 V</V14

v7 v7/v14

v8

• • •

V«/V14

v9 V</V14

V10 V10/V14

v„ v„/v14

v12 Vi2/V14

v13

v14

V13W14



sendo que:

I: número de tratamentos primários, J: número de repetições e K: número de
tratamentos secundános.

Observa-se que os estimadores de o* eâ£, são:

Ô2 =QMResíduo(b) e<j? =QMResfduo(a)-QMResiduo(b)

Assim, das esperanças matemáticas dos quadrados médios (Tabela

10), tem-seque as hipóteses de interesse são:

H0: tj = 0,efeito linear do tratamento primário;
H0: t2 = 0, efeito quadrático do tratamento primário;
H0: v, = 0, efeito linear do tratamento secundário;
H0: v2 = 0, efeito quadrático do tratamento secundário;
H0: tvn = 0, efeito da interação linear X linear entre tratamento primário e
tratamento secundário;

^o: tv,2 = 0, efeito da interação linear Xquadrática entre tratamento primário e
tratamento secundário;

H0- tv21 = 0, efeito da interação quadrática X linear entre tratamento primário e
tratamento secundário;

H0: tv^ = 0, efeito da interação quadrática X quadrática entre tratamento
primário e tratamento secundário.

que correspondem às hipóteses de não-existência de efeito diferencial dos efeitos

linear e quadrático para tratamentos primários, efeitos linear e quadrático para

tratamentos secundários e de ausência de efeitos das interações linear X linear,

linear X quadrática, quadrática X linear e quadrática X quadrática entre

tratamentos primários e secundários, respectivamente. Os erros apropriados para

se testar essas hipóteses são evidentes quando observam-se as esperanças

matemáticas de quadrados médios. Desse modo, os critérios para os testes com

basena Tabela 10,são os apresentados na Tabela 11.

69



TABELA 11. Graus de liberdade do numerador e denominador e critérios para

obtenção da estatística F emfunção das hipóteses de interesse.

Hipótese <3L Numerador GL Denominador Teste F

Hj i (i-W-i) QMti/QMResíduo(a)

H2. l (i-lXJ-l) QMt2/QMResíduo(a)

HJ 'l I(J-1)(K-1) QMv!/QMResíduo(b)

Hj 1i KJ-lXK-l) QMv2/QMResíduo(b)

HJ 'l I(J-1)(K-1) QMtvn/QMResíduo(b)

H0< 1i KJ-lXK-l) QMtVu/QMResíduoíb)

H07 11 I(J-1XK-1) QMtv21/QMResíduo(b)

HJ 1i KJ-lXK-l) QMtVzj/QMResíduoíb)

Observa-se que para calcular o valor do teste F para os efeitos

linear (ti) e quadrático (t2) do tratamento primário, usa-se o QMResíduo(a) como

denominador, e para os efeitos linear (vO e quadrático (v^ do tratamento

secundário e as interações linear X linear (tvn), linear X quadrática (tv^),

quadrática X linear (tv21) e quadrática X quadrática (tvzs) usa-se o QMResíduo(b)

como denominador.

43 Exemplo Ilustrativo

Para ilustrar a aplicação da metodologia proposta, utilizaram-se os

dados provenientes da Tabela 9. A análise de variância com decomposição dos

efeitos de tratamentos sob a forma de superfície de resposta encontra-se

apresentada na Tabela 12.

Observa-se pela Tabela 12, que a variável analisada (produção de

trigo em kg/ha), mostrou-se significativamente influenciada pelas fontes de
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variação: lâminas de irrigação, doses de nitrogênio einteração lâminas de irrigação
X doses de nitrogênio, concluindo-se pela existência de efeitos de lâminas de

irrigação, doses de nitrogênio e um comportamento diferenciado da aplicação dos

níveis de nitrogênio nas diversas lâminas de irrigação (interação de lâminas de

irrigação com doses de nitrogênio). Portanto, visto que os fatores lâmina e doses e

respectiva interação foram significativos, aliados ao fato de que os níveis dos

fatores são quantitativos, verifica-se que é viável a decomposição dos efeitos de

tratamentos soba forma de superfície deresposta.

TABELA 12. Análise de variância para os dados de produção de trigo (kg/ha) da

Tabela 9.

FV GL QM F Pr>F

Blocos 1 51.199,9999 0,407 0,5890
Lâminas(L) 2 9.957.173,5556 79,062 0,0125

L Linear(ti) 1 2.522.667,0000 20,030 0,0465
L Quadrática(t2) 1 17.391.660,1111 138,093 0,0072

Resíduo(a) 2 125.942,0000
Nitrogênio(N) 2 655.520,0556 11,279 0,0093

N Linear^) 1 545.706,7500 9,3893 0,0221
N Quadrático(v2) 1 765.333,3611 13,1681 0,0110

Interação L x N 4 297.809,1388 5,124 0,0386
L Linear x N Linear(tVii) 1 1.021.801,1250 17,581 0,0057
Desvios 3 56.478,4767 0,972 0,4654

Resíduo(b) 6 58.120,3333
Total 17

CV(a) = 8,26%
CV(b) = 5,61%
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A equação de regressão estimada utilizando-se o software SAS

(SASINSTITUTE, 1993) e usando as médias dos tratamentos é:

y* =-^655,720+187,998 L, +42,72* Nk -0,834 L2 -0,122 N2 -0,100 LN* (54)

através da qual pode-se estimar as produções para qualquer combinação de níveis

dos fatores lâminas (50 <, L. <> 150) edoses de nitrogênio (60 £ N, £ 180).

Para se obter os pontos críticos desta função, tem-se o sistema de

equações formado pelas derivadas parciais das produções estimadas y4 em função

das lâminas (L.) e das doses de nitrogênio (N, ), respectivamente:

õy
—- = 187,998 - 1,668L - 0,100N = 0
O L

ôy
— = 42,728 - 0,100L - 0,244N = 0

A solução desse sistema de equações fornece os níveis ótimos de

lâmina de irrigação e dose de nitrogênio, que são os seguintes: L = 104,74% da

ECA eN=132,67 kg/ha, que proporcionam uma produção de 6.017,60 kg/ha de
trigo.

Necessita-se descobrir se esta solução obtida é um ponto de

máximo, de mínimo, ponto de sela ou uma mdeterminação. Para isso, é preciso
estudar a diferencial segunda d2 y, cujas propriedades vão depender da matriz
hessiana (H).

H =

2 Aôly

dL2

â2y
L<?L<?N âW J
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Deste modo, a matriz H, fica:

[-1,668 -0,100
L-0,100 -0,244j

Para se determinar a natureza do ponto crítico, pode-se analisar a

matriz H por meio de seus autovalores, cujos valores são: Xx = -1,675 e X2 = -

0,237. Como os autovalores são ambos negativos, tem-se, então, um ponto de
máximo.

A superfície de resposta ajustada para os dados de produção de

trigo, de acordo com a equação de regressão estimada, e sua representação gráfica

encontram-se na Figura 1. Observa-se que, de maneira geral, houve influência de

lâminas de irrigação e de doses de nitrogênio sobre a produção de trigo em kg/ha,

indicando que maiores produtividades foram obtidas com lâminas de irrigação na

faixa de 90 a 120% da ECA e doses de nitrogênio na faixa de 100 a 160 kg/ha.

Esse fato pode também ser confirmado pela análise da Figura 2, na qual estão

plotadas isoquantas obtidas a partir do modelo (54). Nota-se que houve um maior

efeito das lâminas de irrigação se comparadas com os efeitos das doses de

nitrogênio. Na Figura 1, as curvas com uma tendência quadrática em função de

lâminas são bem mais visíveis doque aquelas em função das doses denitrogênio.
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CH 2364.716
CD 2729.432
CD 3094.147
CZ3 3458.86?
CD 3823.57';
CD 4188.294
CD 4553.010

4917.726

5282.442

5647.158

above

FIGURA 1. Superfície de resposta para a produção de trigo (kg/ha), em função das

lâminas de irrigação (L)e dedoses de nitrogênio (N). UFLA, Lavras -

MG, 1999.
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E3 4917.726

5282.442
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above

FIGURA 2. Isoquantas da produção de trigo (kg/ha), em função das lâminas de

irrigação (L) e de doses de nitrogênio (N). UFLA, Lavras - MG,

1999.
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5 CONCLUSÕES

1. O modelo linear apresentou-se adequado com relação aos objetivos propostos,
permitindo testar as hipóteses básicas denulidade sobre os efeitos dos tratamentos

primários, tratamentos secundários e interação.

2. Para testar os efeitos linear e quadrático do tratamento primário, usa-se o

QMResíduo(a) como denominador, e para os efeitos linear e quadrático do

tratamento secundário e interação, usa-se o QMResíduo(b) como denominador.

3. E possível realizar aanálise de experimentos em parcelas subdivididas, quando

os fatores em estudo são quantitativos, através da metodologia de superfície de
resposta.

4. A metodologia usada pode ser adaptada para experimentos em parcelas
subdivididas envolvendo fatores quantitativos comoutros números deníveis.
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