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RESUMO

CUSTODIO, Telde Natel. Superficie de resposta em experimento com
parcelas subdivididas. Lavras: UFLA, 1999, 81p. (Dissertagao - Mestrado
em Estatistica e Experimentagio Agropecudria)

O objetivo deste trabalho foi apresentar um procedimento adequado para
anilise de experimentos em parcelas subdivididas, quando os fatores em estudo
sdo quantitativos, através da metodologia de superficie de resposta, no qual
procurou-se desenvolver a seqiiéncia de operagdes para a realizagdo das anilises
estatisticas e justificar a aplicagdo de testes apropriados. Para o desenvolvimento
da metodologia, adotou-se o seguinte modelo linear:

Y = #+b;+tx; ‘*‘tzx? +tb;+viz, + sz|2< +tv, X7, +tv12xizlz( +tv21’<?zk "‘“’zzxizzlz: +€5
sendo: yj: valor observado no i-ésimo nivel do tratamento primério, no k-ésimo
nivel do tratamento secundario, no j-ésimo bloco; M: uma constante inerente a
todas as observagdes; b;: efeito do j-ésimo bloco; x;: valor quantitativo do i-ésimo
nivel do tratamento primério; t;: efeito linear; t,: efeito quadratico; tby: erro
experimental em nivel de parcelas; z: valor quantitativo do k-ésimo nivel do
tratamento secunddrio; v;: efeito linear; v,: efeito quadréitico; xz: valor
quantitativo da interagdo do i-ésimo nivel do tratamento primério versus o k-
ésimo nivel do tratamento secundério; tv;;: efeito da interagdo linear X linear;
tvy: efeito da interagdo linear X quadratica; tvy): efeito da interagdo quadratica X
linear; tvy: efeito da interagdo quadritica X quadritica; € erro experimental
associado 4 observagdo yj, normalmente distribuido. Para maior facilidade nas
deducdes tedricas, utilizou-se o modelo na forma matricial y = X +e, sendo: y
um vetor de observagbes; X a matriz de incidéncia dos parimetros (matriz do
delineamento); & um vetor de parimetros desconhecidos do modelo e e um vetor
de erros aleatérios correspondentes as observagdes. A metodologia desenvolvida
teve por finalidade a obtengdo da andlise de varidncia de dados, provenientes de
um experimento em parcelas subdivididas, com os tratamentos primdrios e
secundarios constituidos por fatores quantitativos (niveis e doses), considerando-
se o desdobramento dos efeitos de tratamentos sob a forma de superficie de
resposta. Utilizou-se o método dos minimos quadrados, sob as condigdes
anteriores, e determinaram-se: o sistema de equagdes normais; as somas de
quadrados e suas esperangas matematicas ¢ a analise de varidncia com os testes
de hipéteses. As conclusdes obtidas foram: o modelo linear apresentou-se
adequado em relagdo aos objetivos propostos, permitindo testar as hipéteses
basicas de nulidade sobre os efeitos dos tratamentos primarios, tratamentos



secunddrios e interagfio; para testar os efeitos linear e quadrético do tratamento
primério, usa-se o0 QMResiduo(a) como denominador, e para os efeitos linear e
quadratico do tratamento secundirio e interagdo, usa-se o QMResiduo(b) como
denominador; é possivel realizar a anilise de experimentos em parcelas
subdivididas, quando os fatores em estudo sdo quantitativos, através da
metodologia de superficie de resposta; a metodologia usada pode ser adaptada
para experimentos em parcelas subdivididas envolvendo fatores quantitativos com
outros nimeros de niveis. Para ilustragio da metodologia, usaram-se dados de
produgdo de trigo, provenientes de um experimento em parcelas subdivididas,
conduzido com delineamento em blocos casualizados, com duas repetigdes, sendo
os tratamentos primarios constituidos por trés niveis de irrigagdo: 50, 100 e 150%
aplicados com base na porcentagem de evaporagéo acumulada do tanque “classe
A” e os tratamentos secundirios constituidos pela adi¢do de trés doses de
adubacdo nitrogenada: 60, 120 e 180 kg/ha.

Comité Orientador: Augusto Ramalho de Morais - UFLA (Orientador), Joel
Augusto Muniz - UFLA
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ABSTRACT

CUSTODIO, Telde Natel. Response surface in split plot experiment.. Lavras:
UFLA, 1999, 81 p. (Dissertation - Master Program in major in Statistics and
Agricultural Experimentation)

The purpose of this work was to present a procedure suitable for
analysis of split plot experiments, when the factors under study are quantitative,
by means of response surface methodology , where developing the sequence of
operations for the acchievement of the statistical analyses and to justify the
application of appropriate tests were intended. To the development of the
methodology, the following linear model was adopted:

Yae = D+t +X + by +V,Z, +V)Z +1V, X7, +VXZ + VK7 VKT e
being: y;;: value observed at the i level of the primary treatment, at the k™ level
of the secondary treatment at the j™ block; u: a constant inherent to all
observations; b;: effect of the j block; x;: quantitative value of the i® level of the
primary treatment; t;: the linear effect; t,: the quadratic effect; tb;: the
experimental error at the plot level; z,: the quantitative value of the k™ level of the
secundary treatment; v;: the linear effect; v,: the quadratic effect; x;z: the
quantitative value of the interaction of the i level of the primary treatment versus
the k™ level of secondary treatment; tv;: the effect of the linear X linear
interaction; tvy,: the effect of the linear X quadratic interaction; tv,;: the effect of
the quadratic X linear interaction; tvy: the effect of the quadratic X quadratic
interaction ej: experimental error associated with observation yj, normally
distributed. For greater ease in theorical deductions, the model in the matrix form
y=X@ +e, being: y a observation vector; X the incidence matrix of the
parameters (design matrix); # an unknown parameter vector of the model; e a
vector of random error corresponding to the observations. The metodology
developed aimed to obtain the data analysis of variance from a split plot
experiment with the primary and secondary treatments made up of quantitative
factor (levels and doses), by considering the unfolding of the treatment effects
under the form of response surface. The least squares method was utilized, under
the previous conditions and the normal equation system; sums of squares and
their mathematical expectations and variance analysis with the hypothesis tests
were determined. The conclusions obtained were: the linear model proved suitable
as regards the proposed objectives, allowing to test the basic null hypotheses upon
the effects of the primary treatments, secondary tretments and interaction; to test
the linear and quadratic effects of the primary treatment, the QMResidue(a) is
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used as a denominator and for the linear and quadratic effects of the secondary
treatment and interaction the QMResidue(b) was used as a denominator; it is
possible to perfom the anlysis of split plot experiments, when the factors under
study are quantitative, through the response “surface methodology; the
methodology used may be adapted to split plot experiments involving quantitative
factors with other numbers of levels. For illustration of the methodology wheat
production data a were used from a split plot experiment, conducted with a
randomized block design with two replications, the chief treatments consisting of
three irrigation levels: 50, 100 and 150% applied on the basis of the percentage of
evaporation acumulated in the class A tank and the secondary treatment made up
of the addition of three doses of nitrogen fertilization: 60, 120 and 180 kg/ha.

Guidance Committee: Augusto Ramalho de Morais - UFLA (Adviser), Joel
Augusto Muniz - UFLA
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1 INTRODUCAO

Os pesquisadores das mais diversas areas de pesquisa, como por
exemplo, Biologia, Botanica, Agronomia e outras, freqiientemente se deparam com
o problema de relacionar a influéncia de varidveis quantitativas que afetam uma ou
mais varidvel resposta. Na maioria das vezes, o relacionamento desejado entre
resposta e fatores ¢ aquele que determina a combinag&o dos niveis dos fatores, que
ddo uma resposta mixima ou minima; ou ainda, dependendo do objetivo do
pesquisador, o relacionamento entre vérias respostas com os mesmos fatores e,
neste caso, ele pode querer maximizar algumas respostas e minimizar outras.

Atualmente, muitos dos trabalhos cientificos em diversas areas do
conhecimento t€ém dado énfase ao uso da metodologia de superficie de resposta
para estudar esse tipo de relacionamento. A metodologia de superficie de resposta é
essencialmente um conjunto de técnicas estatisticas usada em pesquisas com a
finalidade de determinar as melhores condigdes, e também dar maior conhecimento
sobre a natureza de certos fendmenos. E composta por planejamento e anslise de
experimentos, procurando relacionar respostas com os niveis de fatores
quantitativos que afetam as respostas. Este relacionamento entre respostas e niveis
de fatores procura, entre outros, atingir um dos objetivos - estabelecer uma
descri¢do de como uma resposta ¢ afetada por um nimero de fatores em alguma
regido de interesse; estudar e explorar a relagdo entre varias respostas e extremos
obrigatérios; localizar e explorar a vizinhanga de resposta méxima ou minima. Sua
aplicagdo deu-se inicialmente na indistria quimica. No campo agrondémico, o uso
se concentrou no estudo do rendimento de cultivares, como efeito de niveis de
fertilizantes aplicados ao solo e; posteriormente, incluiram-se outros fatores como
densidade de plantio, controle de doengas.



Outro fator importante que se deve levar em conta ao se planejar
um experimento, € a escolha correta do tipo de delineamento que melhor se adapte
as condigdes experimentais especificas do problema em estudo. Na
experimentagdo, quando se tém dois ou mais fatores para serem estudados
simultaneamente, uma das opgdes é a utilizagdo do experimento em parcela
subdividida. O experimento em parcela subdividida envolve uma estrutura de
tratamentos, com dois ou mais fatores, apresentando dois tamanhos diferentes de
unidades experimentais: as unidades experimentais maiores sio chamadas de
parcelas, e as unidades menores, de subparcelas. Nas parcelas, sio casualizados os
tratamentos primarios e nas subparcelas, os tratamentos secundarios.

Este tipo de experimento é largamente utilizado nas pesquisas
agricolas, industriais e biologicas, mas pode ser usado em outras areas. Os
experimentos em parcelas subdivididas sdo dteis em situagdes, tais como: quando
0s miveis de um ou mais fatores exigem maiores quantidades do material
experimental; quando informagdes prévias asseguram que as diferengas entre os
niveis de um dos fatores sdo maiores do que as do outro fator; quando se deseja
maior precisdo para comparagdes entre niveis de um dos fatores; quando existe um
fator de maior importincia e outro de importincia secundéria, sendo que este é
incluido para aumentar a extensdo dos resultados; nas situagbes praticas em que é
dificil a instalagéo do experimento no esquema fatorial.

Em muitos experimentos com dois fatores conduzidos no esquema
de parcelas subdivididas, os tratamentos s&o constituidos por fatores quantitativos,
como laminas de dgua e doses de nutrientes; nesses casos, a aplicagdo de superficie
de resposta pode ser conveniente. Este € o tema do presente trabalho, que tem como
objetivo apresentar um procedimento adequado para anilise de experimentos em
parcelas subdivididas, através da metodologia de superficie de resposta, quando os



fatores em estudo sdo quantitativos, procurando-se desenvolver a seqiiéncia de
operagdes para a realizagio das anilises estatisticas e justificar a aplicagdo de

testes apropriados.



2 REFERENCIAL TEORICO

Apresentar-se-4 inicialmente, uma revisio de trabalhos referentes
ao inicio e emprego da metodologia de superficie de resposta e, em seguida, outra
relacionada aos experimentos em parcelas subdivididas, visto que s3o raras, dentro
da literatura disponivel, referéncias sobre experimentos em parcelas subdivididas

analisados sob a forma de superficie de resposta.

2.1 Superficie de Resposta

O emprego das superficies de respostas na anilise de experimentos
vem sendo cada vez mais utilizado pela comunidade cientifica. As primeiras idéias
de metodologia de superficie de resposta (MSR) apareceram no século passado,
através de trabalhos de pesquisas praticas.

Segundo Mead e Pike (1975), essas primeiras idéias sobre
superficie de resposta apareceram em estudos que envolviam curvas de crescimento
para animais e plantas, na analise de prébites, mas seu maior desenvolvimento
ocorreu nas tentativas de relacionamento entre produ¢io de uma determinada
cultura e niveis de fertilizantes.

Nesse desenvolvimento primitivo, o planejamento de experimento
para pesquisar especificamente curvas de superficie de resposta ndo foi discutido,
mas o desenvolvimento de planejamentos fatoriais complexos foi claramente
sugerido por um interesse em superficie de resposta e forneceu a base sobre a qual
as Gltimas pesquisas em planejamento de experimentos para superficie de resposta

estdo assentadas.



A metodologia de superficie de resposta teve grande difusdo e
desenvolvimento a partir de Box e Wilson (1951), quando discutiram
planejamentos e analise de experimentos com o propoésito de determinar condi¢des
6timas no conjunto de variaveis independentes, usando o menor nimero possivel de
observagdes. As performances de alguns planejamentos experimentais foram
comparadas e introduziram pela primeira vez o conceito de planejamentos
compostos, os quais foram inicialmente usados na indistria, em que o erro
experimental € geralmente menor. Atualmente, sdo usados também na agricultura,
pois permitem o estudo de diferentes doses de nutrientes, com o uso de um niimero
relativamente pequeno de parcelas (Pereira, 1995). Também discutiram o uso, em
uma primeira fase, do método de maxima inclinagdo ascendente na procura de uma
regido quase-estaciondria em torno do 6timo e, como uma segunda fase, o estudo
da natureza desta regido pesquisada reduzindo, a equaggo ajustada para sua forma
candnica.

A suposi¢do dominante do trabalho é que a resposta pode ser
aproximada, em uma regido de interesse, por um polindmio nos niveis de varios
_ fatores ou varidveis envolvidos. Nesse contexto, os autores estavam interessados,
primeiramente, em problemas para estimar condi¢Ses Gtimas em investigagdes
quimicas; contudo, eles expressaram a esperanca de que os métodos seriam de
grande valor em outros campos nos quais a experimentaggo ¢ seqiiencial € o erro
razoavelmente pequeno.

Este estudo e vdrios outros escritos por Box e seus associados, a
partir de 1951, constituem a mais poderosa fonte de idéias na investigagio de
superficie de resposta.

Box e Hunter (1957) propuseram que a selegdo do delineamento

experimental deve ser feita com base na varidncia da resposta estimada



(Var{y (x)}), e também exploraram a distribuigdo da Var{y (x)} sobre o espago
das varidveis dependentes e introduziram o conceito de rotacionalidade, o qual
torna todas as diregdes equivalentes, isto ¢, significa que a Var{y (x)} depende
somente da distancia de x ao centro do delineamento. Esses autores propuseram os
seguintes requisitos para um delineamento de superficie de resposta: deve permitir
0 ajustamento de um polinémio que se considera adequado para representar a
fungdo verdadeira, tanto quanto possivel, dentro da regido de interesse; deve
permitir a verificagdo da adequada representatividade do polinémio; ndo deve
conter um excessivo niimero de pontos experimentais; deve permitir a disposigao
em blocos e deve possibilitar a extens3o a um polinémio de grau mais elevado.

Box e Lucas (1959), no primeiro artigo importante na escola de
Box para afastar-se do modelo polinomial ¢ Box e Draper (1959, 1963),
apresentaram as varias razbes para se escolher diferentes planejamentos na
investigagdo de uma superficie de resposta.

Heady e Pesek (1954) trabalharam com a aplicagdo da superficie
de resposta em um experimento fatorial de adubagiio com os nutrientes nitrogénio
(N) e fésforo (P) na cultura do milko. Foi estudado o comportamento de cada
nutriente na presenga das doses de 0, 160 e 320 libras/acre na presenc¢a do outro,
com a organizagio de gréficos ilustrativos dos cortes realizados. Verificaram que,
quando o N foi fixado na dose zero, houve um decréscimo no rendimento.

Para Jensen e Pesek (1959), a utilidade das fungdes de produgdo
em agricultura se expressa em dois aspectos: a) a descri¢io matematica da relagio
fator-produto permite a informag&o necesséria para ajustar o rendimento a niveis
economicamente ‘adequados e b) o uso dos modelos permite avangar no
conhecimento dos mecanismos biolégicos, particularmente transformador de

fatores em produtos.



Gajri, Prihar e Arora (1963) tragaram isoquantas das equag¢des
obtidas com a aplicagdo de superficie de resposta em um experimento com
diferentes doses de nitrogénio e 14minas de irrigagdo na cultura do trigo. Essas
isoquantas mostraram que dentro de um determinado limite, a aplicagdo de N e o
suprimento de 4gua podem substituir um ao outro no aumento da produtividade do
trigo.

Campos (1967), estudando a aplicagéo da superficie de resposta a
dados de produgio de grdos a ensaios fatoriais 3 x 3 x 3, de adubagdo N, P, K na
cultura do milho, determinou as estimativas dos parimetros da equagdo e seus
respectivos intervalos de confianga, os niveis 6timos de N, P e K, as estimativas e
os intervalos de confianga das produgdes e estudou a natureza do ponto critico para
verificar se era de maximo, minimo ou ponto de sela. Féz, ainda, um estudo de
cortes da superficie, fixando dois nutrientes nas suas doses padrio, obtendo, em
cada um dos cortes, as formulas para célculo da dose 6tima, das varidncias e
intervalos de confian¢a, numa forma aproximada dessas doses. Na aplicagio aos
dados de produgdo, verificou que as estimativas dos parimetros do modelo de
regressdo polinomial, adotados sob a forma de superficie de resposta, apresentaram
intervalos de confianga muito amplos, gerando uma certa imprecisio nas
estimativas dos rendimentos, o mesmo ocorrendo para as produgdes estimadas; isso
pode ocorrer até obtengéo de produgdes estimadas negativas.

Constatou, ainda, que a aplicagdo da regressdo polinomial aos
ensaios fatoriais 3 x 3 x 3 de adubagdio é recomendada apenas a grupos de
experimentos e que tenham boa precisdo. Resultados semelhantes foram obtidos
por Costa (1977), estudando a aplica¢dio dos modelos polinomial, raiz quadrada e
raiz x* a dados de produgdo de arroz, e por Monteiro (1978), que estudando o

ajuste dos modelos polinomial e de regressdo assintética (Lei de Mitscherlich) a



dados de produgdo de amendoin, provenientes de ensaios fatorial 3 x 3 x 3 de
adubagdo N, P e K, verificou que ambos os modelos apresentaram um bom ajuste e
que os intervalos de confianca para as produgdes estimadas, através do modelo
polinomial, foram mais estreitos do que quando se usou a regressdo assintética.

O uso da regressdo assintética, conforme sugerido por Vieira
(1970), somente devera ser feito se ndo existirem interagdes significativas entre os
nutrientes ou se nfo houver queda de produgdo devido a doses altas.

Eckert, Chaudhry e Quereshi (1978), empregando a superficie de
resposta para avaliar a interagéo entre doses de adubagdo nitrogenada e niveis de
irrigagdo na producgo de trigo no Paquistio, obtiveram um rendimento maximo de
grdos (4.405 kg/ha) com a adigdo de 150,6 kg de N/ha e usando uma limina de
irriga¢do de 557 mm.

Morais (1982), com o objetivo de verificar a relagdo entre a
produgdo e niveis de adubagio, através do uso da metodologia de superficie de
resposta, estudou um modelo de regressio polinomial quadrético, tendo a
preocupagdo de considerar algumas varidveis auxiliares adicionais ao modelo, com
vistas & obtengdo de formulas que permitam avaliar o comportamento da produggo
ante a inclusao destas tltimas. Foi aplicada a metodologia em dados provenientes
de um experimento de adubagdo N-P-K em cafeeiro, em que se considerou a
producdo como varidvel dependente, e altura da planta, didmetro da copa e niimero
de internédios, como varidveis auxiliares adicionais. Eﬁtre outras conclusdes,
verificou-se que as varidveis auxiliares que mais contribuiram para a redugio da
varidncia residual foram a altura da planta, seguida de didmetro da copa.

Sanches (1986), estudando superficie de resposta em experimentos
de adubagdo, verificou o problema dos pontos de sela e averiguou-se a

possibilidade de se substituir o ponto de maximo ndo encontrado pelo préprio



ponto de sela ou pelo ponto de maximo fronteira ou pelo ponto de maximo
experimental. Fez também uma comparagdo entre alguns delineamentos de
tratamentos. Por simula¢do de dados e utilizando a porcentagem de reprodugéo de
méximo, chegou as seguintes conclusdes: o ponto de maximo fronteira e o ponto de
maximo experimental podem ser utilizados como bons substitutos do ponto de
maximo ndo encontrado; o ponto de sela ndo é um bom substituto para o ponto de
maximo ndo encontrado e o delineamento fatorial 3* com niveis igualmente
espagados, foi o que apresentou maior eficiéncia na obtengdo de pontos de
maximo.

Estudando o efeito de seis laminas de irrigagdo e seis doses de
adubag@o nitrogenada e da interagdo desses dois fatores, Frizzone (1986) observou
que a aplicagdo de agua e nitrogénio aumentou o rendimento de grios de feijdo,
seguindo uma relagdo quadrética. O rendimento méximo estimado de 2.261 kg/ha
foi obtido com a aplicagdo de 570,4 mm de agua e 117,4 kg de N/ha. Com a
aplicag@o da superficie de resposta para uma dada relago entre os pregos de agua,
de nitrogénio e do produto, foi encontrada uma receita liquida maxima, com
aplica¢do de uma lamina de 4gua de 543 mm e uma dose de 90 kg de N/ha.

Teodoro (1991), usando a metodologia de superficie de resposta
no estudo do rendimento de matéria seca total da aveia, em fungio de diferentes
laminas de dgua e doses de nitrogénio, observou que o rendimento méximo da
matéria seca total (6,36 t/ha) foi obtido quando usou-se uma lamina de irrigagdo
correspondente a 100% da evaporagdo do tanque “Classe A” e a dose de 160 kg de
N/ha.

Pereira (1995) fez uma avaliagdo de alguns delineamentos
compostos pequenos com o nimero de observagdes igual ou levemente inferior ao

nimero de pardmetros do modelo a ser estimado, com a finalidade de estudar as



possibilidades de uso desses delineamentos no campo experimental agrondmico.
Entre outras conclusdes, verificou que para o nimero de fatores considerados (k =
4,5, 6 e 7), os delineamentos compostos pequenos possuem um tamanho adequado

para experimentos no campo agrondmico.

2.1.1 Metodologia empregada para se ajustar uma superficie de

resposta

O desenvolvimento da metodologia do modelo de superficie
polinomial de resposta, linear nos parametros, estd baseado principalmente em
defini¢des, formulas e conceitos extraidos de Box e Draper (1987), Graybill
(1961), Myers (1971), Campos (1967), Hoffmann e Vieira (1987), Jorge (1980) e
Draper ¢ Smith (1981). A revis3o das segdes 2.1.1.1, 2.1.1.2 e 2.1.1.3 foram feitas

com bases nesses autores, COmo a seguir:
2.1.1.1 Um modelo linear

A fun¢do polinomial quadritica em duas varidveis X;, X, sera
considerada como uma representago da fungdo de produgéo verdadeira 7, dentro
da regido experimental de interesse. Considerando-se, entdo, as produgdes
observadas y;, y», . . ., Y, nOs n tratamentos

)~(i =X X2, i=1,2,...,n

escolhidos pelo pesquisador, o modelo linear de regressao para y; é dado por:

_ 2 2
Yi = Bo+ BiXqi + BaXoi + B K] + BypX3; + BraX Xy e
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sendo €, o erro aleatdrio correspondente & observagdo y;, supondo que €;, com i =

1,2, ..., nsdo nio correlacionados e de mesma varidncia o”.
Uma outra forma de apresentar o modelo que descreve a relagdo
funcional das respostas observadas e as varidveis independentes no experimento, é
na forma matricial:
y=XB+e

~ ~ ~

sendo:

y o vetor das observagdes;

X a matriz de incidéncia dos parametros, obtida de acordo com o delineamento
experimental e o modelo usado;

B o vetor dos parametros da equagio;

e o vetor dos erros aleatdrios correspondentes as observagGes.

Entdo, os vetores y, £, e ea matriz X sdo dados por:
Z= (y]’ Y2’ RS yn)

B =(By> Bys Bys Byy» Baas ;312)'

'

e= (el, €y v €n)

[ 2 2
P Xy X1 X1 X231 X1i%op

2 o2
1 X5 X9 X1y X5 XpXp)

2
D X0 Xon Xin %50 X1n%on
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A submatriz de X formada pelas colunas dois e trés é a matriz D

de dimensdes n x 2, em que a i-ésima linha representa o tratamento X', = Xy
~i

Xx), i=1,2,..., n A matrizD é denominada a matriz do delineamento. O
delineamento é uma parte importante na investigagdo da superficie de resposta, e
sua escolha correta € crucial para a qualidade e para a confianga da informagio
obtida de um experimento.

2.1.1.2 Estimacio dos parimetros

Considerando-se o modelo de regressdo linear, escrito coﬁlo:
y=Xp+e
€ o vetor de médias e a matriz de varidncias e covarincias dos erros e dados por:
E(e)=De Var(e) = Iy0’
respectivamente, em que@i ¢ um vetor nulo, I, é a matriz identidade de dimensdes

(n x n), 6% é um niimero real positivo e n € o niimero de observagdes.
Nessas condi¢des, utilizando-se 0 método dos minimos quadrados,

obtém-se o sistema de equagGes normais:
A

XX =X'Y

Dado que a matriz X possui posto coluna completo, entio X’X é

positiva definida; logo, a tinica solugio do sistema é:
A
B=XXy'X'Y

em que (X°X)" é a matriz inversa de X’X.

12



A

Dentre as propriedades do estimador £, tem-se que:

BB)=B  V(B)-XX'

2.1.1.3 Analise da superficie de resposta ajustada

Considerando-se que um delineamento apropriadamente escolthido
foi conduzido em uma regido experimental de interesse € que as estimativas de
minimos quadrados tenham sido obtidas. Obtida a equagdo de regressdo, pode-se
estimar os valores esperados, a determinagdo de uma combinagdo econdmica dos
niveis dos fatores e dos pontos criticos da fungdo. O ponto critico pode ser: (a)
ponto de maximo; (b) ponto de minimo; (c) ponto de sela, que € ao mesmo tempo
ponto de maximo e ponto de minimo, e representando uma situagdo de dificil
solugdo e aplicagdo pratica e (d) uma indeterminag3o.

Para obter os pontos criticos de uma fungdo Z = f(x,, x;), segundo

Swokowski (1994), comega-se por resolver o sistema de equagdes formado pelas

derivadas parciais:
ofix,, x,) -0
X,
of(x,, x,)
i S LB ZAY
[ 9%,

Necessita-se, a seguir, descobrir se a solugdo obtida deste sistema
¢ um ponto de méximo, de minimo, ponto de sela ou uma indeterminagdo. Para
isto, é preciso estudar a diferencial segunda &° Z, cujas propriedades vdo depender

da matriz hessiana.

13



[ 5 7 |
ox % Ox

Ff F*f
2 X% .-
Para se determinar a natureza do ponto critico, pode-se

analizar a matriz H por meio de seus autovalores. Quando todos s@o positivos, a
superficie tem minimo; quando todos sdo negativos, tem-se um méximo; quando
uns sdo positivos e outros megativos, entdo tem-se um ponto de sela e quando
contém zeros tem-se uma indetermina¢do (Myers, 1971; Pimentel Gomes e
Conagin, 1987).

2.2 Experimentos em Parcelas Subdivididas

@ Na experimentagdo agropecudria, quando se tém dois ou mais
fatores para serem estudados simultaneamente, uma das opgdes é o uso do
experimento em parcela subdividida.

@ O experimento em parcela subdividida envolve uma estrutura de -
tratamentos, com dois ou mais fatores, com uma estrutura de delineamento em
blocos incompletos, apresentando, pelo menos, dois tamanhos diferentes de
unidades experimentais: as unidades experimentais maiores, chamadas de parcelas
principais ou parcelas e as unidades experimentais menores, chamadas de
subparcelas (Milliken e Johnson, 1984); sendo que, nas parcelas s3o casualizados
0s tratamentos primdrios, e nas subparcelas, os tratamentos secundarios.

Além de outros esquemas experimentais de instalagdo de

experimentos, 0s experimentos em parcelas subdivididas tém larga utilizagdo, nas
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mais diversas dreas de pesquisa, porque permitem estudar a um sé tempo, dois ou
mais tipos diferentes de tratamentos. Sua utilizagdo é bem ampla, apesar de uma
decomposi¢do do nlimero de graus de liberdade do residuo, quando comparado ao
esquema fatorial, devido a existéncia de dois residuos.

@ Segundo Leonard e Clark (1939), os ensaios em parcelas
subdivididas tiveram seu inicio com Yates, por volta de 1933, seguido de Le Clerg
ém 1937 e Goulden em 1939, e vém tendo uma grande utilidade.

(9 Os experimentos em parcelas subdivididas tém sido utilizados
principalmente na anilise de dados originados de pesquisas agricolas, industriais e
biolégicas. O procedimento para anilise desses tipos de experimentos estd
apresentado em Kempthorne (1952), Anderson e Bancroft (1952), Steel e Torrie
(1980), Cochran e Cox (1976), dentre outros, como sendo uma variagdo do
experimento fatorial com T x T’ tratamentos, em que os tratamentos das parcelas
sdo dispostos em qualquer tipo de delineamento, sendo os mais usados os “em
blocos casualizados”, e os tratamentos T’ das subparcelas, dispostos “ao acaso”
dentro de cada parcela.

Leal (1979) enfocou o uso dos experimentos em parcelas
subdivididas, na andlise dos ensaios com medidas repetidas sobre unidades
experimentais, como uma alternativa para a anilise multivariada, quando se
constatou a uniformidade da matriz de varidncias e covaridncias dos erros. Sob
esse prisma, concorda com Steel e Torrie (1980), Calzada Benza (1970) e Little e
Hills (1972), os quais argumentaram que os experimentos, nos quais observagdes
sucessivas sdo feitas sobre a mesma unidade experimental durante um certo
intervalo de tempo, em muitos aspectos se assemelham a experimentos em parcelas
subdivididas, nos quais cada unidade experimental é subdividida em subuniciad&s
distintas.
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Segundo Steel e Torrie (1980), existem algumas diferengas
fundamentais entre as anlises desses dois tipos de experimentos. Por exemplo, na
anélise de ensaios com medidas repetidas, quando o delineamento é o de blocos
casualizados, a soma de quadrados da interagdo blocos X medidas no tempo deve
ser sempre separada do erro, dada a sua importincia nas conclusées sobre o
ensaio.

@ Federer (1955) e Cochran e Cox (1976) apresentaram varias
consideragdes préticas sobre o experimento em parcelas subdivididas, e mostraram
S€r vamtajoso o seu uso se os efeitos dos tratamentos secundérios (T°) e da
interagdo (TxT’) sdo de maior interesse que os efeitos dos tratamentos primérios
(T) e quando os efeitos dos tratamentos primirios (T) sdo medidos com grandes
quantidades de material (exigem uma srea grande). Esses autores consideraram
como desvantagens as diferentes comparagGes entre tratamentos que possuem
varidncias distintas e que, s vezes, o erro das parcelas é medido com menor
precis@o do que o erro de subparcelas.

Na anilise estatistica dos experimentos em parcelas subdivididas,
considera-se, também, o fato de que as observagdes efetuadas em diferentes
subparcelas pertecentes a um mesmo tratamento principal, sdo esperadas que
sejam correlacionadas, de acordo com Chakrabarti (1962).

E conforme Leal (1979), supde-se que entre os erros experimentais
em nivel de subparcelas, para os erros do tipo e;x € exe (k # k°), para quaisquer
duas subparcelas distintas (na mesma parcela), exista uma correlagdo constante P,
€ que os erros entre subparcelas em diferentes parcelas sio nio correlacionados.

Assim, Cochran e Cox (1957), Chakrabarti (1962), Leal (1979) e

Diniz (1980), dentre outros, mostraram que, na suposicdo de existir uma
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correlagdo, p, constante entre erros experimentais do tipo e e e , para quaisquer
subparcelas de uma mesma parcela, tem-se que:

E(eg)=0, V(eg) = Vyg) = &

pot,sei=i,j=j,k=k
0, em outros casos

Cov(ey, erjr) = {

Desse modo exemplificam que, para duas subparcelas por parcela,

a variancia do erro de uma parcela total é:
E(eyp, €2) = + &>+ 2p6*=2(1 + p ) &
e a varidncia para o tratamento (primario) é:
[1+(B-Dpld.

em que B € o nimero de tratamentos secundarios.

No que se refere a eficiéncia dos testes F para tratamentos
primarios e secundarios, Taylor (1950), Kempthorne (1952), Federer (1955),
Cochran e Cox (1976) e Pimentel Gomes (1990), dentre outros, sdo uninimes em
afirmar que, em geral, hd uma maior precisio no teste F para tratamentos
secundarios, visto que 0 QMRes(b) € estimado com um maior nimero de graus de
liberdade do que 0 QMRes(a)

Para Cochran e Cox (1976), a maior precisdo obtida no teste dos
tratamentos secundarios pode ser justificada pelo coeficiente, p , de correlagéo que,

na pratica, é quase sempre positivo. Esse fato pode ser mais bem interpretado

quando se toma a estimativa nio tendenciosa para p , citada em Leal (1979)

" QMRes(a)
p= QMRes(a)+QMRes(b)
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Kempthorne (1952) e Federer (1955) consideraram que para um
experimento com I tratamentos primaérios distribuidos em J blocos e K tratamentos
secundirios, estruturado no esquema de parcelas subdivididas, a eficiéncia
estimada para tratamentos primdrios, comparativamente aos ensaios em blocos

casualizados, € dada por:

_ (@-1)QMRes(a) + (K -1)QMRes(b)
- (IK -1)QMRes(a) ‘

enquanto que para tratamentos secundrios e a interagéo, ¢ dada por:

E,

_ (@-1)QMRes(a) + I(K - 1)QMRes(b)
- (IK -1)QMRes(b) ‘

E,

Um estudo dos componentes de varidncia nos experimentos em
parcelas subdivididas foi realizado por Condé (1974), considerando o delineamento
em blocos casualizados e o modelo linear:

yijk=ﬂ+ai+ﬁj+(aﬂ)ij+}'k+(a7)ik+eijk 1
sendo:
Yix: valor observado no i-ésimo nivel do tratamento ¢, no k-ésimo nivel do
tratamento ¥, no j-ésimo bloco;
M : efeito da média geral;
a;: efeito do i-ésimo nivel do tratamento ¢ comi=1,2,3, ..., I;
,Bj: efeito de blocos comj=1, 2,3, ..., J;
(e );: erro experimental em nivel de parcelas;

7\ efeito do k-ésimo nivel do tratamento y comk =1, 2, 3, ..., K;
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(@y )y : efeito da interagdo de ay ;
eji: erro experimental em nivel de subparcelas.
Condé (1974) considerou os erros experimentais de parcelas e subparcelas como de

efeito aleatdrio, obtendo o esquema de anilise de varidncia da Tabela 1.

TABELA 1. Esquema de anilise de varidncia segundo Condé (1974).

FONTE DE VARIACAO GL E[QM]
BLOCOS J-1 o’ +Ko? +IK¢,
TRATAMENTO (@) I-1 o’ +Ko? +IKg,
RESIDUO (a) I-1)J-1)  o*+Ko?
PARCELAS -1
TRATAMENTO (y) K-1 o’ +1g,
INTERACAO (ay) I-DK-1)  o*+Jg,
RESIDUO (b) I0-DK-1) o2
TOTAL K - 1
sendo

1 2
Z J-I,Z'Bj’
@« 1157
b, == ri
rOK-19F
b = D 27

Resultado semelhante foi apresentado por Barbin (1993), diferindo

apenas nos componentes de blocos, o qual foi considerado como de efeito aleatério.
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Nos experimentos em parcelas subdivididas, tem-se que as
hipéteses preliminares de interesse, de acordo com Kempthorne (1952), Condé
(1974) e Morais (1992), entre outros, sio:

H(l): a; =0, Vi=1, 2, ..., I tratamentos primarios;
H%: Yk =0, Vk=1, 2, ..., K tratamentos secundarios e

3 .
HO: @Y =0, Vi=1,2,...,1, k=1,2, ..., K.

que correspondem as hipéteses de auséncia de efeito diferencial de tratamentos
primérios, tratamentos secundirios e de auséncia de interag3o entre tratamentos
primérios e secundarios, respectivamente. Os erros apropriados para testar essas
hipdteses sdo evidentes quando observam-se as esperangas matematicas de
quadrados médios, como na Tabela 1. Para a estruturagdo da estatistica F, sabe-se
que as esperangas matematicas dos quadrados médios do numerador e
denominador devem diferir somente na fungéo positiva do efeito fixo que se deseja
testar (Searle, 1971). Desse modo, os critérios para os testes com base na Tabela

1, sdo os apresentados na Tabela 2.

TABELA 2. Graus de liberdade e critérios para obtencdo da estatistica F para cada
hipétese.

Hipétese  GL Numerador  GL Denominador F

H! I-1 a-ngag-n QM T/QMRes(a)
H? K-1 IJ-1)K-1) QM T'/QMRes(b)
H; d-1XK-1) Id-1XK-1)  QMT,T/QMRes(b)
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/
@ Para calcular o valor do teste F para o tratamento T (primério),

usa-se 0 QM Res(a) como denominador, e para o tratamento T’ (secundario) e a
interagio T X T°, usa-se 0 QMRes(b) como denominador. Em algumas situagdes
nas quais os niveis do fator A estdo dispostos segundo um delineamento em blocos
casualizados, Federer (1955) considerou que o residuo(a) (composto pela
interagdo blocos X fator A) € o erro apropriado para comparagio dos efeitos do
fator A, enquanto que o residuo(b) (composto pelas interagdes blocos X fator B
mais blocos X fator A X fator B), é o erro apropriado para testar os efeitos da
interagdo A X B e para o fator B.

@ Se as hipéteses de nulidade H, e/ou H? forem rejeitadas, conclui-
se pela significincia de pelo menos um, dentre os virios contrastes entre os
tratamentos primarios e/ou secundirios, respectivamente. Neste caso, pode-se ter
interesse em selecionar um subconjunto de tratamentos mais importantes; por isso,
recomenda-se a utilizagdo dos métodos de comparagdes miiltiplas, como os testes
de Tukey, Duncan, Scheffé, Scott & Knott, dentre outros.

Pimentel Gomes (1990), Leal (1979) ¢ Morais (1992), dentre
outros, afirmaram que quando a interagdo T X T~ for significativa, 0 esquema da
anilise de varidncia devera ser modificado, pois esse fato pode ser um indicio de
que os tratamentos secunddrios comportam-se de modo diferente, em relagdo aos
tratamentos primdrios. Assim, € conveniente, entio, desdobrar a interagdo,
estudando-se: (i) niveis do tratamento secundario (T’) dentro de cada nivel do
tratamento primario (T); neste caso, usa-se o residuo(b) como denominador do
teste F; (ii) niveis do tratamento primario (T) dentro de cada nivel do tratamento
secundirio (T”) e, nesse caso, usa-se como denominador para o teste F um residuo

composto, dado por:
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[QMRES(a)+(K —1)QMRES(b)]
K
sendo: K o nimero de subparcelas, cujas hipéteses a serem testadas sio:
() He = Ly =0a =1, 2ci; T
(ii): H; = t =0, Vk=1,2 .., K

QM RES COMP = @)

Este QM RES COMP tem a ele associado N graus de liberdade,
que s@o obtidos através da expressio dada em Satterthwaite (1946):

[QMRES(a)+(K — 1)QMRES(b)]*

1= 2 2 (3)
MRES MRES
[Q S 100 ]
a b

em que:
n, : nimero de graus de liberdade do residuo(a)
n, : nimero de graus de liberdade do residuo(b)

Com relagdo as varidncias de contrastes entre duas médias de
tratamentos em experimentos com parcelas subdivididas, Federer (1955), Steel e
Torrie (1980), Litlle e Hills (1978) e Pimentel Gomes (1990), apresentaram quatro
casos de comparagbes multiplas de médias de tratamentos que podem ser

resumidos da seguinte forma:

Contrastes entre duas médias Estimador da variincia
T, — i, 2
—OQMR
K QMRes(a)
m, —m 2
e ﬁ-QMRes(b)
m., —m,. 2
%~ M - QMRes(b)
rhik St ﬁl: k

2
T [QMRes(a) + (K - )QMRes(b)]
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em que:
I: niimero de tratamentos primérios;
J: nimero de repetigdes;
K: niimero de tratamentos secundarios;
i e k referem-se aos tratamentos primdrios e secundarios, respectivamente.
Anderson e Brancroft (1952), Cochran e Cox (1957) e Steel e
Torrie (1980), incluiram ,ainda, um outro contraste para comparar duas médias de
tratamentos primdrios em diferentes niveis do tratamento secunddrio, ou seja,
My = My .
Segundo os autores, no contraste entre duas médias de
tratamentos, a varidvel observada m, —mh,, tem distribui¢do aproximada de “t”,
com 1 graus de liberdade, o qual pode ser obtido através da formula dada por

Satterthwate (1946), cuja expressio ja foi definida anteriormente em (3).

2.3 Notagdo R(.)

O estudo de modelos mais complexos do que os de classificagdo
simples, que envolvem apenas a média, um fator e o erro experimental, de acordo
com Searle (1971), permite comparar a adequagio desses modelos para o mesmo
conjunto de dados. Dado que na identidade SQErro = SQTotal - SQR, tem-se que
SQR ¢ a redugdo na soma de quadrados total devido ao ajuste de algum modelo em
particular; considerou, também, que SQR é uma medida de variagdo em y
explicada por esse modelo. Portanto, a comparagio de diferentes modelos que se
ajustam a um determinado conjunto de dados pode ser feita comparando-se os

diferentes valores das SQR que resultam do ajuste destes modelos.
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Para facilidade de discussio e comparagGes, Searle (1971)
considerou SQR como uma redugdo na soma de quadrados total, que ¢é
representada por R( . ), com os conteidos dos paréntesis indicando o modelo
ajustado. A notagio R( . ) (Redugio das somas de quadrados) é muito usada, tanto
em estruturas de regressdo como em delineamentos experimentais, balanceados ou
nio balanceados. Toda reduggo R(.) €, por definigio, a SQ de algum modelo.
Assim, ao se ajustar o modelo Y5 = K + o + e, a redugdo na soma de quadrados
total, devido aos parametros (rea), éR(u, a); indicando, no modelo, que houve
um ajuste, considerando os parametros K e a. De modo andlogo, R(, o, B) € a
redugdo na soma de quadrados total para ajustar os parametros do modelo yi=pn+
@; + B; + ey Tais somas de quadrados sdo chamadas somas de quadrados tipo I ou
seqiienciais. Searle (1987) discute que a seqiiéncia dos fatores do modelo
determina a seqiiéncia das somas de quadrados tipo I, correspondendo,
precisamente, a seqiiéncia da entrada dos fatores, devendo fatores de efeitos
principais preceder as interagges. Fatores que tenham outros hierarquicos a eles,
devem preceder os fatores hierérquicos. Por exemplo, quando os fatores sio linhas,
colunas e interagdo e sdo identificados na ordem A, B e A*B, as somas de
quadrados do tipo I s3o: R(a/p), R(B/p, @) e R(a*B/p, o, B), respeitando a ordem,
como ja foi discutido.

A extensdo para modelos mais complexos ¢é bastante clara, e todas
as vezes a letra R € mencionada para “redugdo” na soma de quadrados.

Desse modo, de acordo com Mischan e Pinho (1996), um modelo
para o experimgnto em parcelas subdivididas é Yk =R+ o+ B+ (af)y + v +

(ay)i + ejx, sendo que a soma de quadrados de pardmetros para esse modelo pode
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ser representada por R(p , o, B, aB, y, ay) e seu valor é determinado
(matricialmente) por 6°X’y, ou seja, R(1, &, B, o, 7, aty) = 0°X’y.

Consideraram, ainda, que para a realizagio da anilise de
varidncia, deve-se obter os termos R(u, o, B, o, v, ay), R(u, o, B, B, 7), R(k,
o, B, aB), R(u, a, B), R(x, o) e R(n), que sdo as somas de quadrados de
parametros devido ao ajuste de um modelo seqiiencial (linear). Desse modo, o
esquema de anilise de variincia obtido a partir das redugdes, usando-se a
notagdo R( . ), estd apresentado na Tabela 3.

TABELA 3. Esquema de anlise de varidncia com as fontes de variagdo (FV),
graus de liberdade (GL) e somas de quadrados (SQ) obtidos usando a

notagdo R( . ).
FV GL SQ
BLOCOS J-1 R(B/pm,e) = R(w, o, B) - R(, )
TRAT. T R(a/p) =R(y, @) - R(p)
RESIDUO (a) (I-1)J-1) R(af/p, o B)=R(w a, B, af) - R(, a, B)
(PARCELAS) (IJ-1) (SOMA)
TRAT. T’ K-1 R(y/p, o, B, aB) = R(y, a, B, af, v) - R(w, o,
B, ap)
TxT I-1DK-1) R(ayp o B aB, 1) = R, o B, aB, 7,

) ay) -R(w, a, B, af, 7)
RESIDUO (b) I(J- YK -1) (SUBTRACAO)

TOTAL K -1 y’y - R(p)

Para o modelo de classificagdo simples y; = p + o; + e, a

redugdo na soma de quadrados total devido aos pardmetros 1 ¢ o é R(y, a) =
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Z0)
SQR = -

s portanto SQRm = SQR - SQCorregdo = R(, a) - R(i), em que
i

SQRm ¢ a diferenga entre a redugio na SQTotal, devido a0 ajuste de dois modelos
diferentes: um contendo p e o fator &, e o outro contendo apenas p. Uma
interpretagéo dessa diferenca, é que R(p, ) - R(1) é a redugdio, devido ao ajuste de
a jé tendo ajustado p, ou a ajuste de o apds . Por esta razdo, usa-se o simbolo
R(a/) para essa diferenga, ou seja, R(o/p) = R(jy, o) - R(p), do mesmo modo que
R(B/p, a) = Ry, o, B) - R(y, @) representa a redugio na SQ devido ao ajuste de
B; apés u e a. Assim, todos os termos R( . ) sdo, por defini¢do, as somas de

quadrados de redugdes de algum modelo.
2.4 Regressio em Experimentos com Parcelas Subdivididas

Sdo poucos os trabalhos que relatam o uso da superficie de
resposta em ensaios em parcelas subdivididas, mesmo que na prética nio seja
dificil encontrar experimentos nos quais ao menos um dos tratamentos estudados
seja constituido por niveis quantitativos.

Mischan e Pinho (1996) descrevem que quando os niveis do fator
& (tratamento primério) for quantitativo, 0 modelo linear (1) pode ser reescrito na
forma:

Vi = M+ 0%+ 65X+ 4t x0T + B it @B)j+rct+(ay )y +ey “4)
sendo que: X; representa o valor quantitativo do fator @: t, é o efeito linear: t,, o
efeito quadratico, e assim por diante, até .., que é o efeito do (I - 1)-ésimo grau do

fator@. E possivel, entdo, determinar os componentes de regressdo linear,
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quadrético, clibico, até o (I-1)-ésimo grau. Nesse caso, o esquema da anslise de

varidncia € o apresentado na Tabela 4.

TABELA 4. Esquema de anilise de varidncia de experimentos em parcelas

subdivididas, considerando-se regressdo no fator .

FONTE DE VARIACAO GL SOMA DE QUADRADOS
BLOCOS I-1 R(y, B) - R(w)
REGRESSAO
Linear 1 R(w, B, t1) - R(w, B)
Quadrétlca 1 R(p" B: th t2) = R(p" Bs tI)
Cubica 1 R(l.l., B, t;, t, t3) - R(],I, B, t1, tz)
(I = 1)-ésimo grau 1 R(].l., B, t, t29 t3, .o tl-l) = R(l»l» Bs t,
3 t2, t3, eoey t].z)
RESIDUO (a) d-1d-1) R, B, ap)-Rw o, B)
TRATAMENTO B K-1 R(w, o, B, aB, ) -R(p, a, B, ap)
INTERACAO AxB I-1K-1) R, o B, af, v, oy) - R(w, o, B,
aB, v)
RESIDUO (b) I0-DK-1) Sy*-R(w, a, B, aB, ¥, ay)
TOTAL K -1 Sy? - R(w)
J K
emquesy?= 33,
1=] j=] k=

Caso sejam os niveis do fator y (tratamento secundario)

quantitativos, pode-se reescrever o modelo (1) na forma:
Ve = M40+ B+ (@B )y +ViZz + VoZot AV 2 +H(@p )y +ey ()
sendo que: z; representa o valor quantitativo do fator y : v; é o efeito linear: v,, o
efeito quadratico, e assim por diante, até o v que ¢ o efeito do (K - 1)-ésimo grau

do polinémio que representa o fator . Nesse caso, os componentes de regressdo
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linear, quadritico, até o (K-1)-ésimo grau, foram determinados de modo
semelhante aos do modelo (4), e o esquema da andlise de variancia, obtido pelos

mesmos autores, estd apresentado na Tabela 5.

TABELA 5. Esquema da anilise de varidncia de experimentos em parcelas

subdivididas, considerando-se regressdo no fator y .

FONTE DE VARIACAO GL SOMA DE QUADRADOS
BLOCOS J-1 Rk, B) - R(w)
TRATAMENTO A I-1 R(1, o, B)-R(, B)
RESIDUO (a) @-1)J-1) R o B, af)-R(u, o, B)
REGRESSAO
Linear 1 R(k, o, B, aB, vi)-R(, o, B, af)
Quadrética 1 R(w, o B, af, vi, v2) -R(y, o, B,
aB’ V|)
Cabica 1 R(w, o B, aB, vy, va, v3) -R(y, 0,
B, aB, vi, v2)
(k - l}éSiInO grau 1 R(p" a, Ba aB, V1, V2yeeey vk-l) = R(u’
- a, B9 QB, V1, V2ye.es vk-Z)
INTERACAO AxB I-DK-1) R o, B aB 7, ay) - R4, o B,
aB, v)
RESIDUO (b) I0-DK-1) Sy’-Rw o, B, aB, 7, ap)
TOTAL DK -1 Sy?- R(p)

Quando o efeito da interagdo é significativo e somente o fator y é
quantitativo, para se determinar os componentes de regressdo do fator  dentro de
cada nivel do fator &, Mischan e Pinho (1996) consideraram o seguinte modelo:

Vik = B+ + B+ (af ); + vz, + VyZo+.. ‘+vk-l.izf T+ Cix )

Os autores ressaltam que um método bastante simples e direto de

se obter a analise de regressdo do fator ¥, dentro de cada nivel do fator @, ¢
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considerar o modelo yy = 1+ B+ V2, + VyZo+.. 4V, Zh ' +e;, para cada

um dos niveis do fator ¢r. A partir desse modelo, obtém-se Ri(i, B, vy, Va, ..., Vic1)
e a andlise de varidncia € conduzida de forma semelhante as anteriores. O indice i
em R indica o nivel do fatora que estd sendo considerado. O esquema da anilise

de varidncia estd apresentado na Tabela 6.

TABELA 6. Esquema de anilise de varidncia de experimentos em parcelas
subdivididas, considerando-se regressdo no fator y dentro de cada

nivel do fator .

FONTE DE VARIACAO GL SOMA DE QUADRADOS
BLOCOS J-1 R, B) -R(w)
TRA:I‘AMENTO A I-1 Ry, o, B) -R(, B)
RESIDUO (a) d-1nd-1) Ruae B, af)-Rw o, B)
REGRESSAO em A,
Linear 1 Ri(w, B, v) - Ry(p, B)
Quadratica 1 Ri(, B, v1, v2) - Ry(i, B, v1)
Cuibica 1 Ri(w, B, v1, v, v3) - Ri(l, B, v1, v2)
(k - 1)-ésimo grau 1 Ri(w, B, Vi, V25eers Vier) - Ra(l, B, i,
V23ees Vic2)
REGRESSAO em A,
Linear 1 Rii, B, v1) -Ra(n, B)
Quadritica 1 Ra(i, B, vi, v2) - Re(i, B, v1)
Cubica 1 Ra1, B, Vi, v2, v3) - Ry(, B, vi, V)
(k = l)'!wimo grau 1 Ra(l/'s Bs Vi, Vo.eey vk-l) - RK("’ Ba Vi,
: V2yeeey Vk.z)
RESIDUO (b) I0-1)K-1) Sy*-R(y, o, B, aB, v, ay)
TOTAL IK -1 Sy? - R(p)
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Se o fator @ for quantitativo, pode-se, também, determinar os

efeitos de regressdo do fator &z em cada nivel do fator ¥ . Assim, tem-se o modelo:
Vi = H+UX + X+ 4 X + B+ (af )i+ 7 +ey )
e a andlise de regressdo do fator @, dentro de cada nivel do fator ¥, € obtida
considerando-se o modelo y; = u+ ;X + tzxiz+...+tl_lx§"j +ey, para
cada um dos niveis do fator ¥ - A partir desse modelo, obtém-se Ry(i, B, t, ta ...,
ti.1) e andlise de varidncia é conduzida de forma semelhante as anteriores. O indice

k em R indica o nivel do fator ¥ que est4 sendo considerado. O esquema da andlise

de varidncia € o apresentado na Tablea 7.
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TABELA 7. Esquema de anilise de varidincia de experimentos em parcelas
subdivididas, considerando-se regressdo no fator & dentro de cada

nivel do fator .

FONTE DE VARIACAO GL SOMA DE QUADRADOS
BLOCOS J-1 R(i, B) - R(p)
RESIDUO (a) I-ng-n R, a, B, af)- R, a, B)
REGRESSAO em B,
Linear ‘ 1 Ri(w, B, t) - Ri(is, B)
Quadrética 1 Ri(i, B, t1, t2) - Ry(, B, t1)
Ciibica 1 Ri(w, B, t1, ta, t3) - Ry(p, B, 1y, t2)
(I - 1)-ésimo grau 1 Ri(i, B, t1, taeees tr1) - Ra(l, B, 1,
2900y tl-Z)
REGRESSAO em B,
Linear 1 Ry(i, B, t;) - Re(u, B)
Quadratica 1 Re(i, B, t, t2) - Re(i, B, ty)
Cibica 1 Ru(i, B, t1, ta, t3) - R, B, 11, 1)
(I - 1)-ésimo grau 1 Ru(, B, ti, toy..oy 1) - Re(i, B, t,
t2, ..., ti2)
RESIDUO (b) I0-1)K-1)  Sy’-R(m, 0, B, 0B, 7y, o)
TOTAL UK -1 Sy?- R(p)

Para o esquema da Tabela 7, Mischan e Pinho (1996)
consideraram que o Residuo adequado para testar os efeitos de regressdo pode ser
calculado pela expressdo definida em (2), com nimero de graus de liberdade
determinado, aproximadamente, por Satterthwaite (1946), cuja expressio esti
definida em (3).

Quando os fatores @ e y forem quantitativos, Mischan e Pinho

(1996) consideraram o seguinte modelo:
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Vi = HHEX 0K+ + 5, +(0f); +viz +V, 4 +. g +ay Jac+€5 (8)
€ 0 esquema da anilise de varidncia de acordo com o modelo (8) estd apresentado
na Tabela 8.

TABELA 8 - Esquema de anilise de varidncia de experimentos em parcelas

subdivididas, considerando-se regressao no fator ¢ e no fator y.

FONTE DE VARIACAO GL SOMA DE QUADRADOS
BLOCOS J-1 R, B)-R(w)
REGRESSAO de A
Linear 1 R(, B, t1) - R(w, B)
Quadrética 1 R(l—l, B’ tl, t2) < R("a B’ tl)
Cﬁbica 1 R(].l-, Bs tls t29 t3) = R(“v B’ tl9 tZ)
(I - 1)-ésimo grau 1 R(w, B, t;, ta-., 1) - RO, B, t,
. t2e-05 t12)
RESIDUO ga) I-1J-1) R o B, af)-R(y, a, B)
REGRESSAO de B
Linmr 1 R(p" a, B: GB, vl) = R(pa Qa, Bs G.B)
Quadrética 1 R(p, o, B, aB, vi, v) -R(, o, B,
(lB, V])
Cubica 1 R(p, o, B, aB, vi, v5, v3) - R(y, o,
Ba (IB, Vi, V2)
(k = l)'éSimo grau 1 R(u) a, B3 (ZB, V1, V2., Vk-l) = R(],l,
} a, B, aB, vi, Vay..., Vi2)
INTERACAO AxB I-1K-1) R o B, aB, v, ay) - R(w, o, B,
aB, y)
RESIDUO (b) I0-DK-1) Sy*-R(wa, B, aB, 7, ay)
TOTAL K - 1 Sy’ - R(p)
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3 MATERIAL E METODOS

3.1 Material

Os dados experimentais usados como exemplo ilustrativo para o
desenvolvimento da metodologia, foram adaptados de um experimento conduzido
por Scalco'(1999) na Universidade Federal de Lavras, em Lavras, MG, onde
estudou-se o manejo de irrigagio (0; 50%; 100% e 150% da evaporagéo do tanque
“Classe A”) e adubagdo nitrogenada (0; 60; 120 e 180 kg/ha de N na forma de
uréia) na produgdo de trigo de inverno. Os dados referem-se & produgdo de grios
de trigo e estdo apresentados na Tabela 9.

O experimento foi instalado utilizando-se o esquema experimental
em parcelas subdivididas, com os tratamentos primdrios dispostos segundo o
delineamento em blocos casualizados, com quatro repetigdes.

Os tratamentos envolveram, em nivel de parcelas, trés laminas de
irrigagdo (L;) aplicadas com base na porcentagem de evaporagio (ECA)
acumulada do tanque “Classe A”, sendo L,=50%; L,=100% e L;=150% da ECA, e
em nivel de subparcelas, sdo adicionadas trés doses de nitrogénio (N;), sendo
N=60 Kg/ha; N=120 Kg/ha e N;=180 Kg/ha. Foi considerado, como variavel
resposta, a produgio de trigo, em kg/ha, e como varidveis independentes, os niveis

de laminas de irrigagdo (L;) e nitrogénio (N;).

"SCALCO, M.S. Comunicagdo Pessoal. 1999. (Departamento de Agricultura da
UFLA)
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TABELA 9. Dados de produgdo de trigo, em kg/ha, em fungdo de trés niveis de
irrigagdo, trés doses de adubagdo nitrogenada e duas repetigdes.

Niveis de Doses de Blocos Total Média
Irrigagdo  Nitrogénio I II

60 2.133,0 2.411,0 4.544,0 2.272,0
50 120 4.101,0 3.288,0 7.389,0 3.694,5
180 3.538,0 3.395,0 6.933,0 3.466,5
60 5.503,0 5.630,0 11.133,0  5.566,5
100 120 5.687,0 5.991,0 11.678,0 5.839,0
180 5.418,0 5.899,0 11.317,0  5.658,5
60 3.809,0 4.147,0 7.956,0 3.978,0
150 120 4.182,0 4.288,0 8.470,0 4.235,0
180 3.830,0 4.112,0 7.942,0 3.971,0
Totais 38.201,0 39.161,0 77.362,0 4.297,9

Fonte: Dados adaptados de Scalco (1999)

3.2 Métodos

A metodologia a ser desenvolvida tem por finalidade a obtengdo da
anilise de varidncia de dados provenientes de um experimento em parcelas
subdivididas, com os tratamentos primérios e secundarios contituidos por fatores
quantitativos (niveis e doses), considerando-se o desdobramento dos efeitos de
tratamentos sob a forma de superficie de resposta. Sem perda de generalidade, o
desenvolvimento das operagdes para obtengdo das somas de quadrados e
expressSes que compdem o teste F, serd feito com base num experimento em
parcelas subdivididas, conduzido com delineamento em blocos casualizados, com
duas repeticdes, sendo os tratamentos principais constituidos por trés niveis de
irrigagdo: 50, 100 e 150% aplicados com base na porcentagem de evaporagdo

acumulada do tanque “classe A”, e os tratamentos secundarios constituidos pela
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adig@o de trés doses de adubagdo nitrogenada: 60, 120 e 180 kg/ha de N. Para o

desenvolvimento da metodologia, sera utilizado o método dos minimos quadrados.
3.2.1 Um modelo Linear

Para o desenvolvimento da metodologia, adotou-se ¢ seguinte
modelo linear:
Yo = b HX H5X +D, +VZ HVZ HVXZ, HVXZ X7 HVXZ e (9)
em que:
yix: valor observado no i-ésimo nivel do tratamento primario, no k-ésimo nivel do
tratamento secundario, no j-ésimo bloco;
M uma constante inerente a todas as observagdes;
b;: efeito do j-ésimo bloco;
x;: valor quantitativo do i-ésimo nivel do tratamento primario;
t;: efeito linear;
tp: efeito quadratico;
tby;: erro experimental em nivel de parcelas;
z,: valor quantitativo do k-ésimo nivel do tratamento secundario;
vy: efeito linear;
v,: efeito quadratico;
X;zy: valor quantitativo da interagdo do i-ésimo nivel do tratamento primario versus
o k-ésimo nivel do tratamento secundario;
tvy;: efeito da interagio linear X linear;
tvyy: efeito da interag3o linear X quadrdtica;

tvy): efeito da interagdo quadratica X linear;
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tvy: efeito da interagdo quadratica X quadrética;
e erro experimental em nivel de subparcelas.
Na forma matricial, o modelo linear é dado por:
y=Xé+e (10)
sendo:

y . vetor das observagdes;

~

X: matriz de incidéncia dos parametros (matriz do delineamento);

Q: vetor de pardmetros desconhecidos do modelo;

lo

: vetor dos erros aleatdrios correspondentes as observagdes.
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I_ Y

Y21
Y
Yz
Yus
Yz
Yan
Y21
Y212
Y2
Y213
Y3
Yau
Y321
Y312
Yz
Y33

Y

De acordo com o exemplo, tém-se:

tvpz
tvy

tvp
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Efetuou-se, ainda, a partigdo da matriz X da seguinte maneira:
X= [x, Xo X5 Xo Xs Xs X7 Xs Xo Xpo Xu] an

sendo:

X: vetor dos coeficientes associados a constante x;

X,: matriz dos coeficientes associados & constante u e aos J blocos;

X5 : matriz dos coeficientes associados a constante u, aos J blocos e aos efeitos
lineares do i-ésimo nivel do tratamento primdrio;

X4: matriz dos coeficientes associados a constante u, aos J blocos, aos efeitos
lineares do i-ésimo nivel do tratamento primirio e aos efeitos quadraticos do i-
ésimo nivel do tratamento primario;

Xs: matriz dos coeficientes associados & constante y, aos J blocos, aos efeitos
lineares do i-ésimo nivel do tratamento primirio, aos efeitos quadraticos do i-ésimo
nivel do tratamento primirio e aos efeitos da interag@io tratamentos principais X
blocos (erros experimentais em nivel de parcelas);

Xs: matriz dos coeficientes associados a constante u, aos J blocos, aos efeitos
lineares do i-ésimo nivel do tratamento primério, aos efeitos quadraticos do i-ésimo
nivel do tratamento primdrio, aos efeitos da interagdo tratamentos principais X
blocos (erros experimentais em nivel de parcelas) e aos efeitos lineares do k-ésimo
nivel do tratamento secundario;

X7 matriz dos coeficientes associados & constante g, aos J blocos, aos efeitos
lineares do i-ésimo nivel do tratamento primério, aos efeitos quadraticos do i-ésimo
nivel do tratamento primdrio, aos efeitos da interagdo tratamentos principais X

blocos (erros experimentais em nivel de parcelas), aos efeitos lineares do k-ésimo
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nivel do tratamento secundirio e aos efeitos quadraticos do k-ésimo nivel do
tratamento secundario;

Xg: matriz dos coeficientes associados 4 constante M, aos J blocos, aos efeitos
lineares do i-ésimo nivel do tratamento primdrio, aos efeitos quadriticos do i-ésimo
nivel do tratamento primério, aos efeitos da interagdo tratamentos principais X
blocos (erros experimentais em nivel de parcelas), aos efeitos lineares do k-&simo
nivel do tratamento secundirio, aos efeitos quadréticos do k-ésimo nivel do
tratamento secundario e aos efeitos da interagdo linear X linear do i-ésimo nivel do
tratamento primério, com o k-ésimo nivel do tratamento secundirio :

Xo: matriz dos coeficientes associados a constante H, aos J blocos, aos efeitos
lineares do i-ésimo nivel do tratamento primério, aos efeitos quadriticos do i-ésimo
nivel do tratamento primério, aos efeitos da interagdo tratamentos principais X
blocos (erros experimentais em nivel de parcelas), aos efeitos lineares do k-ésimo
nivel do tratamento secundirio, aos efeitos quadraticos do k-ésimo nivel do
tratamento secundério, aos efeitos da interagfio linear X linear do i-ésimo nivel do
tratamento primario, com o k-ésimo nivel do tratamento secundirio e aos efeitos da
interagdo linear X quadratica do i-ésimo nivel do tratamento primério, com o k-
ésimo nivel do tratamento secundario;

X10: matriz dos coeficientes associados & constante M, aos J blocos, aos efeitos
lineares do i-ésimo nivel do tratamento primério, aos efeitos quadraticos do i-ésimo
nivel do tratamento primdrio, aos efeitos da interagiio tratamentos principais X
blocos (erros experimentais em nivel de parcelas), aos efeitos lineares do k-ésimo
nivel do tratamento secunddrio, aos efeitos quadriticos do k-ésimo nivel do
tratamento secundario, aos efeitos da interagdo linear X linear do i-ésimo nivel do
tratamento primario, com o k-ésimo nivel do tratamento secundirio, aos efeitos da

interagdo linear X quadratica do i-ésimo nivel do tratamento primario, com o k-
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ésimo nivel do tratamento secundario e aos efeitos da interagdo quadratica X linear
do i-ésimo nivel do tratamento primério, com o k-ésimo nivel do tratamento
secundario;

Xy matriz dos coeficientes associados i constante M, aos J blocos, aos efeitos
lineares do i-ésimo nivel do tratamento primario, aos efeitos quadraticos do i-ésimo
nivel do tratamento primério, aos efeitos da interagdo tratamentos principais X
blocos (erros experimentais em nivel de parcelas), aos efeitos lineares do k-ésimo
nivel do tratamento secundirio, aos efeitos quadriticos do k-ésimo nivel do
tratamento secundario, aos efeitos da interagdo linear X linear do i-ésimo nivel do
tratamento primdrio, com o k-ésimo nivel do tratamento secundirio, aos efeitos da
interagdo linear X quadrética do i-ésimo nivel do tratamento primério, com o k-
ésimo nivel do tratamento secundirio, aos efeitos da interagdo quadratica X linear
do i-ésimo nivel do tratamento primdrio, com o k-ésimo nivel do tratamento
secundario e aos efeitos da interagdo quadratica X quadrtica do i-ésimo nivel do

tratamento primario, com o k-ésimo nivel do tratamento secunddrio.
3.2.2 Esperan¢a Matemaitica das Somas de Quadrados

Para a obten¢do das esperangas matematicas das somas de
quadrados, sdo consideradas as restrigdes nos parimetros usados na obtengdo de
uma solu¢do das equagles normais. O conjunto de restrigdes é formado pela

seguinte fungdo linear n3o estimavel:

_Zb,. =0 (12)
p=

Para facilidade de calculos, os valores dos niveis de lamina (x;) e

doses de nitrogénio (x;) foram codificados ou transformados através do uso de
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polindmios ortogonais; os polinémios ortogonais de primeiro e segundo graus,
adaptados aos niveis de cada fator, foram obtidos de acordo com procedimento
proposto por Nogueira (1979) e foram designados por X;e xf (linear e quadritico,
fator lamina) e por z, e zi (linear e quadratico, fator nitrogénio), respectivamente.

Os coeficientes desses polindmio encontram-se tabulados em
varios livros-textos, como Pimentel Gomes (1990).

Dado que os polindmios sdo ortogonais, entio a soma de seus
coeficientes é nula, assim como os produtos de seus coeficientes, entre os efeitos
lineares (x;, z,), quadriticos (X, Z;) e interagbes (X,z,, X,2, X'z, , X’22).

Para a determinagio das esperangas mateméticas das formas
quadriticas, que fornecem as somas de quadrados, usou-se o seguinte teorema,

enunciado em Searle (1971):

TEOREMA 1: Seja y = X0 + e, definido como modelo linear de Gauss-Markoff, y
um vetor de varidveis aleatérias com vetor de esperangas X0 e matriz de
covaridncias %, positiva definida, denotado por y N N(X6, ). Se P é uma matriz
de constantes, real e simétrica, entio a forma quadritica Q(y) = y’Py tem

esperanga matematica dada por:

E[y’Py] = tr[PY] + 8'X’PX @ (13)
sendo:
P: nicleo da forma quadratica;
tr: operador trago de uma matriz;

2. : matriz de covaridncias, dada por:
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0% +02, sei=1i,j=j ek=K

a
Covyie Yie) = | o2, sei=i,j=j ek =k (14)
0, em caso contrario

Considerou-se a ndo-existéncia de uma correlagdo entre as
subparcelas de uma mesma parcela e a independéncia entre subparcelas de parcelas
distintas.

Do modelo adotado em (9) e das pressuposigdes associadas aos
erros entre subparcelas, consideradas independentes e de uso tradicional nos
experimentos planejados em parcelas subdivididas, obtém-se de (14), a seguinte

matriz de varidncias e covariincias (2):

Z=I(3)®V (15)

sendo: I3) a matriz identidade, e

FE

I L SN
V= °a2 0 o§+o2 0 a: 0

L L

2 0 2 0 Pic? O

a a a

0 2 0 20 2.2

| a a a _
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 Esperanca Matemitica das Somas de Quadrados

Para a determina¢do das esperangas matematicas das somas de
quadrados, efetuou-se uma partigio seqiiencial da matriz X em X, X5 X5, ...,
X1, conforme ja foi descrito anteriormente em (1 1) respeitando-se a seqiiéncia na
qual os fatores sio especificados no modelo, sendo também considerado o conjunto
de restrigdes nos pardmetros definidos em (12), bem como o Teorema 1, cuja
expressdo se encontra em (13). Para realizagdo deste estudo, utilizou-se como
suporte computacional o software Mathematica (Wolfram, 1993). Desta forma,
tém-se os diferentes modelos reduzidos, utilizando-se a soma de quadrados tipo I.

4.1.1 Esperan¢a matemitica de SQ()

Considerando-se a matriz X; e o modelo reduzido
sendo yijk S H e eijk definidos de acordo com o modelo (9).

Na forma matricial, este modelo fica:
y= xlol +e
sendo vy, Xl e e definidos de acordo com o modelo (10), e 01 é o vetor de

dimensdes (1 x 1) referente ao parametro 4.

O sistema de equagdes normais é:



t 0 _ ]
X X6 =Xy
Dado que a matriz X, possui posto coluna completo, nesse caso,

entdo, como em Searle (1987), a solugdo do sistema € dada por:
0 _~' v \G+y'
6 =X XD~ Xy
com (X'IXI)G sendo a inversa generalizada de X'lxlque, neste caso, ¢ também a
inversa classica.

A soma de quadrados de pardmetros, de acordo com Searle
(1987), pode ser obtida por:

5Q6, =SQ(x) = R() = 60 Xy

Note-se que, pardmetros, nesse caso, refere-se apenas ao

pardmetro u considerado no modelo.

Substituindo-se a expressdo de 910 na equagio da soma de

quadrados de parametros, obtém-se que a redugio na soma de quadrados total,
devido ao parémetro ué
R(x) = ¥ X, (XX X,y
——
P
sendo P, =X, (X, X;)C X, , entdo
121V 1’
SQ(#) =y'Py a7

note-se que, aqui, P, ¢ uma matriz com status de projetor ortogonal, de dimensdes

1 1
(n x n), constituida pelos elementos —, com n = L.J.K, ou seja, Pl = EE(,,).
n

sendo E ;) uma matriz de uns, de dimensdes (n x n).
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Aplicando-se o teorema 1, descrito em (13) na expressio (17),

tem-se:
E[SQ(4)] = E[y'Py] = tP.S] + ,X;P.X,6,
Multiplicando-se P, por X, cuja expressdo estd definida em (15),
tem-se que
P.Z=Kc? +0%)P
como P, é uma matriz simétrica e idempotente, tem-se que
tfP,X] = f{P.Z] = (Ko? +0°) r[Py]
em que r[Py] € o posto da matriz X,.
Neste caso, r[P,] = r[X,] = 1, logo
t[P\X] = Ko7 +07%)
Tomando-se, agora, a expressio &, X,PX,6,, efetuando-se as
multiplicag3es e aplicando-se as restrigdes de (12), obtém-se:
OXPX6 = 6, X X (XX,)° X X0 =X X0 = [#]n] £]=np?
Portanto,
E[SQu]= Ko} +0%) +ny? (18)

4.1.2 Esperan¢a matematica de SQ(b)

Considerando-se a matriz X, e o modelo reduzido
yiﬂ‘=,u+bj+eijk (19)
em que y , i, b; e ey, sdo definidos como no modelo (9).

Na forma matricial, o modelo fica:

y= X202+ e

46



sendoy, X, e e definidos de acordo com a respectiva partigio do modelo (10); 6,
¢ o vetor de dimensdes ((J+1) x 1) referente aos parimetros e b;G=12,..1J).

O sistema de equagdes normais é:

XX, 6y =X,y

Dado que a matriz X; possui posto coluna incompleto, r[X,] = J,

entdo conforme Searle (1987), uma das solugdes do sistema pode ser:
6y = (X,X,)° X,y

em que (X,X,)° & uma inversa generalizada qualquer de X,X,.

A soma de quadrados para o efeito de blocos (SQ(b)), de acordo
com Searle (1987), pode ser obtida através da redugdo:

5Q, = SQ(b) =R(4, b)- R()=R(b/ z1)
RO/ 1)=05 X,y - 07Xy

substituindo-se as expressdes de 8, e de ), na equagio de R(b/ ), obtém-se

R(b/ p)=yX,(X;X,)° X,y -y Py
—_———T

P,
sendo P, = X,(X,X,)°X,, entio:
R(Mb/ u)=yPy-yPRy
ou ainda,
SQ®) =y'®, -PR)y (20)
Aplicando-se (13) em (20), tem-se:
E[SQ(b)]=E[y'(P, - P,)y] = E[y'P,y] - E[y' P,y]
E[y'P,y]- Ely'Py] = tr[P,3] +6,X,P, X,,6, - tr[P:Z] -6, X, P X, 6,
Mas, P,Y. = (Ko? +6%)P,
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como P; = X,(X,X,)°X, = X,X; ¢ uma matriz simétrica e idempotente, pois
X ¢ a inversa de Moore-Penrose da matriz X, , tem-se que:
afP,%] = r[P;T] = (Ko? +07) 1[Py]
mas, 1{P,] = r[X;] = 2 para o exemplo, e numa situagfio geral, em que se tem J
blocos, é r[P;] = J.
Logo,
tr[PY] = JK o +0%)

Tomando-se a expressio 6,X,P,X.d,, e efetuando-se as

multiplicagGes e aplicando-se as restrigdes de (12), obtém-se que:
EX.P.X,0, = mg;bg o

pois,

92'X'2P2X292=02'X'2X202=[;1b1 bJ][... J
IK

J J J
=np?+K E b2 42Ky 3 b, = nu? +IK) b?
j=11 j=11 =
Assim:
J
Ely'Ry] = JK? +0%) + nu® +IK) b2
Pl

entdo, a esperanga matemitica da soma de quadrados de blocos ou da redugdo,

devido aos pardmetros b’s ajustados para , é:

J
E[y' B, - P,)y] = [J(Ko? +0%) +nu® +IK) b?] - [(Ko? + %) +np?]
=
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Simplificando, obtém-se:

J
E[SQ(b)] = (-1)Ko? +0%) + IK) b 21)
j=1

4.1.3 Esperanca matematica de SQ(t,)

Considerando-se a matriz X; e o modelo reduzido

J jk
em que yijk » M, b i’ tye eijk sdo definidos como no modelo (9).

Na forma matricial, o modelo fica:
y=X360,+e
sendo y, X3 e e definidos de acordo com a respectiva parti¢ao do modelo (10), 6, é
o vetor de dimensdes ((J+2)x1), constituido de parimetros
93' =[ub, b, - by t;].
O sistema de equagdes normais é:
X, X.6; =Xy
Considerando-se que X3 possui posto coluna incompleto, r[X;] =
J+1, entdo de acordo com Searle (1987), uma das soluges do sistema é:
85 = (X,X,)° Xy
em que (X,X;)® ¢ uma inversa generalizada qualquer de X,X,.
A soma de quadrados de pardmetros (u, b e t;) ou a redugéo na
soma de quadrados, devido aos parametros u, b e t;, conforme Searle (1987), é:
SQ8; =SQ(#, b, t)=R(#, b, t,) = 6, Xy = y X,(X;X,)° Xy
fazendo X,(X,X,)°X,= X,X;=Ps,
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tem-se que a soma de quadrados para o efeito linear do tratamento primario SQ(t;)

ou a redugdo devido ao efeito linear do tratamento primério ajustado para u eb, é:

SQ8, =5Q(t,) = R(t, / 11,5)=R(x, b, 1,)-R( 1, b)
R(t,/ u,b)=y'Py-y'P,y

ou
SQt,) =y @, —B,)y (23)
Aplicando-se (13) em (23), tem-se:
E[SQt,]=E[y'(®; - P,)y]= Ely'P,y] - E[y'P,y]
Ely'Pyy]- Ely' Pyy] = r[PsY] +6,X,P,X,6, - tr[P,2]-6,X,P, X, 6,

Mas, P;Y. = (Ko? +07)P;
como P; = X3X;é uma matriz simétrica e idempotente, conforme propriedade da
matriz de Moore-Penrose (Searle, 1987), tem-se que

t[Ps%] = r[P:X] = Ko7 +07) 1[Py]
mas, r[Ps;] = r[X;] = 3 para o exemplo considerado, e generalizando, tem-se que
r[X3] =J +1. Logo:
tr[P;3] = (+1)Ka? +0?)
Considerando-se, agora, a expressdo 8,X,P,X,0, e efetuando-se

as multiplicagGes e aplicando-se as restrigSes de (12), obtém-se:

I
0,X,P,X,6, = nu? +IKisz. +KQ x)e2
=l

i=]

[nIK---IK 0
‘ IK-- 0 0 bl
pois 8, X,P,X.6, = [aby - byt] K 0 =
(sim) JKinz b,
L i J -tl J
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J
= op? +2Kp ) b +IK ) b2 +JK(ix§)tf
J

j=1 i=1

em que ixf € a soma dos quadrados dos coeficientes de efeitos lineares do fator

=l
primario. Assim,
J I
E[y'Py] = (+1)Ko? +0%) + nu? +IK ) b2 + K x2)t2,
j=1 i=1
entdo, a esperanga matematica da soma de quadrados de efeito linear (ou regressdo
linear) de tratamento primirio, ou ainda, a redugdio, devido & regressdo linear
ajustado para u eb, é:
J 1
E[y' (P, - B)y] = [(+1)(K? +0%) +nu? +IK Y b2 + K xD)t}] -
j=l

i=1
J
-DK? +0%) + np? +IK ) b?]
=l
Portanto,
1
E[SQt,]1= (Ko? +0%) + JK(Q_x2)t? (24)

i=1

ou

I
ER(t/ ¢ , b)] = Ko? +0%) + JIKQ_x))E2

i=l
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4.1.4 Esperanca matemitica de SQ(t,)

As mesmas considerages feitas no itens 4.1.1, 4.12 e 4.1.3 e
outras semelhantes foram consideradas nos itens seguintes, as quais ndo serdo
relatadas, explicitamente, de modo a ndo tornar o texto muito extenso e repetitivo.

Considerando-se a matriz X, e o modelo reduzido

Vi = B+ +4X +1,X7 +e, (25)

Na forma matricial, o modelo fica:

y=X40,+e¢
O sistema de equagdes normais é:
X;X494° =X,y
Uma das solugdes do sistema pode ser:
oy = (X;XOGX;Y

A soma de quadrados para o efeito quadratico do tratamento

primério SQ(t,) é:

SQ04 =SQ(t2)= R(tz /u,b, t)=R(u, b, t, t))-R(u, b, t))
R(t,/ u, b, t))= 04°'X;y - 03°'X'3y
R(t,/ u, b, t,)=y'Py-yPy

SQ(t,) =Yy (B, ~Py)y 26)
Aplicando-se (13) em (26), tem-se:
E[SQt,]1=E[y'(P, - P;)y]
E[y'P,y]-E[y' Byl = tiP.3] +6,X P, X,6, - tPs3] - 6,X,P, X,
Mas, P,Y = (Ko? +0%)P,
como P, € uma matriz simétrica e idempotente, tem-se que:

t{P.T] = r[P%] = (K? + %) r[Py]
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mas, r{Py] = r[Xy] = 4 = J+2, logo r[PY] = 4(Ko? +07) para o exemplo em
questdo, e generalizando, tem-se tr{P,3] = (J+2)K o2 +0?).

Da expressio 64'X;P4X49 , efetuando-se as multiplicagdes e
aplicando-se as restrigGes de (12), obtém-se:

6,X,P. X0, = nu +IKZb2 +JK(Zx )2 +JK(Zx“)t2

i=1 i=l

I
em que ) x! =Z(xi2)2 é a soma dos quadrados dos coeficientes de efeito

i=1 i=1
quadrdtico do fator primario. Assim,
E[y'P,y] = (+2)Ko? +0%) + nu +IKZb2 +JK(Zx )2 +JK(Zx4)t2
i=l i=1
entdo

Ely' (P, - P,)y]=[(+2)K o2 + o°)y+ny’ +IKZ|:2+JK(Zx2)t2+JK(Zx“)t2

i=1 i=1

-[+)K? +0% Yoy’ +11<Zb2 +JK(Zx )2]

i=l

Portanto, a esperanga matematica da redugéo, devido a regressao
quadratica do fator primario, é:
I
E[SQt,]= (Ka? +0%) + K _x*)t2 @7
=l
Do mesmo modo que apresentado para SQ(t;) e SQ(t;), pode-se
fazer para qualquer outro grau de polindmio que se desejar, até atingir o grau I - 1.

Assim, para um polinémio de grau I - 1, tem-se que:
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I
B[SQ(t[.l)]= R(t/ﬂ9 b9t]3 "ty t|-1)= (Kof +0’2) + JK(ZX?I)ztf_l.

=l
4.1.5 Esperan¢a matematica de SQ(a)

Para a determinagdo da soma de quadrados de residuo em nivel de
parcelas, ou simplesmente residuo(a), representada por SQ(a), considerandou-se a
matriz X5 € o modelo reduzido
Yie = D +tx, +1,x7 +tb, +e, (28)
Na forma matricial, o modelo fica:
y=Xs6+e
O sistema de equagdes normais é:
X;X505° = X;Y
Uma das solugdes do sistema pode ser:
0; = (XXs)° Xy
A soma de quadrados para o residuo(a) é:

SQ&;=SQ(a)=R(tb/ p, b, t;, t,)=R(x, b, t, ty, th)-R(u, b, t, t,)
R(tb/ ﬂ, b, tl’ t2)= eso’x'sy‘04°.x’4y
R(tb/ H> b’ tp t2)=y'PSy'y'P4y

Q@) =y'®-P,)y 29
Aplicando-se (13) em (29), tem-se:
E[SQ(2)] = E[y'(P; - P,)y] = E[y'P,y] - E[y'P,y]
E[y'Psy]- Ely'P,y] = u[PSH+O,X.P. X6, - t[P,3] -6,X,P,X,0,
Mas, Ps2 = (Ko7 +0°)Ps

como Ps € uma matriz simétrica e idempotente, tem-se que:
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tr[PsX] = r[PsX] = (Ko7 +06%) t{Ps]
mas, r{Ps] = r[Xs] = 1J, no caso de um experimento com I tratamentos primarios e J
repeti¢des e para o exemplo em questio r[Xs] = 6, entdo
t[PsY] = U (Ko? +0%)
Efetuando-se as multiplicacdes e aplicando-se as restrigdes de
(12), obteve-se:

0, X .P.X.0, = nu® +1Kib§ +JK(i:x,.2 ) +JK(Zl:xi‘)t§
j=1 i=1 i=1
Assim,
E[y'By] = I(c? +0%) + nu? +1K‘Zb§ +JK(ixi2 ) +JK(ix‘i‘)t§
j=l i=l i=1
€ a esperanga matematica da soma de quadrados de parcelas. Entdo,

J I 1
E[y'(; - B,)y] =[U(Ko] +0* yrny’ +IKZbJ? +JK(in2)tf + JK(ZX?)@ I
F i=l

i=l

J I 1
[(+-1)K S +6P)+ ng? +IKD) b2 + K x)t2 + K x!)t2 ]
1 i=1 i=l
Portanto, para o exemplo considerado
E[SQ(@)] = 2 Ko? +0°)
E generalizando, tem-se:

E[SQ(@@)] = (1 -1)J - 1) Ko7 +07) (30)
4.1.6 Esperanca matematica de SQ(vy)

Considerando-se a matriz X4 e 0 modelo reduzido

Yix = H+b;+tX; +,x7 +tb + vz, + € (31)
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Na forma matricial, o modelo fica:
y=Xs0,+e
O sistema de equagdes normais é:
XXy =Xy
Uma das solugdes do sistema pode ser:
05 = (X;sxs)G X:sy
A soma de quadrados para o efeito linear do tratamento secundirio
sQu) &
SQ6s =8Q(v,)=R(v,/ p, b, t,, t,, th)=R(x, b, t, ty, th, vi)-R(u, b, t,, t,, th)
R,/ p, b, t, t,, h) =X y- 08Xy
R(v,/ u, b, t,, t,)=y'P,y-y'Py
SQ(v,) =y (Ps — Ps)y (32)
Aplicando-se (13) em (32), tem-se:
E[SQv,]= E[y'(P, - P;)y] = E[y'Psy] - E[y'Pyy]
ELy'Pey] - Ey'Pyy] = r{(Ps - PZ] + 6,X(PoX o6, ~ ;X ;PsX ;6
Mas, (Ps - P5)Y = ¢?(Ps - Ps)
como P¢ € uma matriz simétrica e idempotente, tem-se que:
r[Pe] =r{Xe] =7 our[Ps] =1J + 1
r[Ps] =r{Xs] =6 our[Ps] =1

Efetuando-se as multiplicages e aplicando-se as restricbes de
(12), obtém-se:

J 1 I K
X PX o5 = np® +IK D b2 +IK(Q x2)t2 +IK(Y x)2 + 1) 22)v?2
=l k=1

i=1 i=1
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K
sendo 22§a soma dos quadrados dos coeficientes de efeito linear do fator
k=1

secundario. Assim,

Ely'Pyl= + 1)0*+ nu +H<Zb2 +JK(Zx2 ) +JK(Zx )2 +U(sz)v,
i=1 i=1

entio:

ElY (B - B)yl=[(1+1)0™ +nu? +H<Zb2+n<(2xz)t2+n<(Z:¢>t2+U<Zzi)v21 -

=1 i=l

- [P +ny? +11<Zb2 +JK(Zx2)t2 +JK(Zx“)t2
i=l i=1
Portanto, a esperanga matematica da soma de quadrados de efeito
linear do fator secundirio ou da redugdo, devido a regressdo linear (do fator

secundério) ajustado para x4, b, t;,t;, tb é:

K
E[SQv,]=0+ U(gzﬁ)vf (33)
=}

4.1.7 Esperanc¢a matemitica de SQ( v,)

Considerando-se a matriz X; e o modelo reduzido
Vix = H+b +1X +1,X] +tby +v,Z, +V,ZZ +e (34)
Na forma matricial, o modelo fica:
y=X.0,+¢
O sistema de equagGes normais é:
X;X,6;7 =X;y

Uma das solugdes do sistema pode ser:
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b =X:X,)° Xy
A soma de quadrados para o efeito quadratico do tratamento
secundario (v,z2) é:
SQBy =SQU) =R/ 1 by, 1y, th, V) =R(s, b, ), £y, 1, ¥, v,)-R(u, b, t}, £y, th, v))

R(Vz /#’ b, tly t2’ tb, V1)=87°’X'7)"03'X'6y
R(va/ t, b, 1y, ty, th, v))=yPyy-yPey

SQ(v,)=y'(P; - Ps)y (35)
Aplicando-se (13) em (35), tem-se:
E[SQv,]=E[y'(P; - F)y] = E[y'P,y] - Ely'Pey]
E[y'P;y]- Ely' By )= tr[(P; - PIZ + 6,X,P, X, 0, - 6;X.P.X 0,

Mas, (P;- P)Z = 6?(P7 - P)) = 0°P;- o*Ps
como P; é uma matriz simétrica e idempotente, tem-se que:
tr[P,2] = r{P,X] = o*r{P;]
mas, 1[P7] = r[X7] =1J+2 = 8, logo
tr[P,X] = (I+2)0?

Efetuando-se as multiplicagGes e aplicando-se as restrigdes de
(12), obtém-se:

J I 1 K K
EXBX,60, = s +IKD b7 +IK( ) +IK(O )+ 22 + 1) 22
-l k=1 k=1

i=l i=]

K K
em que Zzz =Z(z,2‘)2 € a soma dos quadrados dos coeficientes do efeito
=1 kel

quadratico do fator secundario. Assim,
J 1 I K K
EYByI=(U+2)0% + 0 +IKD B+ IKQ )8+ IKQ KB +IQ AW+ A2 (36)
P = =l p=) P

entio
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J 1 I
E[y' (B, - P)yl=[(U+2)0*+n? + KD b2 + K xA)t? + JK(Y %2 +
P=]

i=1 i=1

K K J
HIQ 2V +UQ V2 HLH+1)0P+np +IKY b+
k=1 =l

k=1
I I K
+HK(Q x)E2 + KO xHE + () 2]
i=l i=l k=1
Portanto, a esperanga matemdtica da soma de quadrados de efeito quadratico

(regressdo quadratica) do fator secundario é:

K
E[SQV,]=0% + (D z4)v2 (37)

k=l
E desse modo, pode-se usar um polinémio de grau até K - 1, em

que se tem:

K
E[SQug,]=0? +I(Q 25?2,
k=l

4.1.8 Esperanca matematica de SQ(tv,,)

Considerando-se a matriz Xz e 0 modelo reduzido
Vie = H+b, +1x, +6,X0 + 1, + vz, +V,zp + VX7, +e€ (38)
Na forma matricial, o modelo fica:
y=Xsbte

O sistema de equages normais é:

XoXiby = Xy
Uma das solugdes do sistema pode ser:

b5 = (XsXy)° Xoy
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A soma de quadrados para a interagdo de efeito linear do
tratamento primério X efeito linear do tratamento secundario SQ( tv,,) &

SQb; =SQ(tvy,) =R(tv,, / u, b, t,, t,, th, Vi, V) =
=R(u, b, t;, t,, tb, v}, v,, tv;;)-R(y, b, t;, t,,th, vy, v,)
RV, /u, b, 1, 15, th, v, V,))=6Xgy - 67 X y
Rtvy,/ p, b, 1, ty, th, v;, v,)=yPy-yPy
SQ(tvy)) =y ®; ~P,)y (39
Aplicando-se (13) em (39), tem-se:
E[SQ(tv,)]=EL[y'(P, - P,)y] = E[y'P,y] - E[y'P,y]
EDy'Ryy]- E[y' Py J=trl(Pe - P)IZ + 6,X,P,X,6, - 6,X,P,X.0,
Mas, (Ps- P)L = 0”(Ps - P7) = 0”Ps- o°P,
como Pg € uma matriz simétrica e idempotente, tem-se que:
tr{Pgd] = r[PgY] = o”1[Pg)
mas, 1[Pg] = r[Xg) = IJ+K =9, logo:
tr[PsY] = (I+K)o?
Efetuando-se as multiplicagdes e aplicando-se as restricdes de
(12), obtém-se:

J I I K K
XX, =0’ +IKY B+ QD + KX + DY 22 40D 2 +
j=1 isl

i=l k=1 k=l

LK
+J( QK2R

i=1k=1
LK
em que fozi € a soma dos quadrados dos efeitos da interagZo linear do fatores
i=1,k=1

primdrio e secunddrio. Assim,
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. J 1 1 K K
By Pyl =W+K) +nf +IKD B2 +IKQ 3L +K X)E+DB 2+ Zowl +
=1 i=1 i=l k=1 k=1
LK
+X D R2Y}

i=Lk=1

(40)

Subtraindo-se (40) de (36), tem-se que a esperanga matemitica da
soma de quadrados da interag#o linear dos fatores primérios e secundarios é:

K
E[SQ(tv,)]=0" + ) Ezci’z;)(tv)f1 41)

i=1,k=1
4.1.9 Esperan¢a matemitica de SQ(tv,,)

Considerando-se a matriz Xy e 0 modelo reduzido
Yix = B+b+ X 41,07 +b +ViZ, +V,Z; +V, X7, +V,X,Z, +e  (42)

Na forma matricial, o modelo fica:

y=Xo0,+ e
O sistema de equages normais é:
XoXo05 =Xy
Uma das solugdes do sistema pode ser:
b5 = (XX,) Xoy
A soma de quadrados para a interagdio de efeito linear do
tratamento primério X efeito quadratico do tratamento secundario SQ(tv,,) é:

SQ6, =SQ(tv),)=R(tvy, / 4, b, t;, ty, th, v, v,, tv})=
=R(ﬂ’ b’ tp t29 tb, vp Vz, tV“, tv]g)'
-R(u, b, t}, t,, th, v, v,, tv))
R(tv,, / p, b, t), ty, th, v, v,, tv,)= 65 X,y - 05 Xy
R(tvi, / p, b, ), ty, tb, v,, vy, tv;,) =y Py -y' Py
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SQ(tvy;) =y'(Fy - By)y 43)
Aplicando-se (13) em (43), tem-se:
E[SQ(tv),)]=E[y'(P, - Py)y]= E[y'Byy] - E[y'Pyy]
Ely'Pyy] - Ely' Py J=tr[(Ps - P)X] + 6,X,P, X0, — 0;X, P, X6,

Mas, (P - P2 = 0”(Py- P) = 6”Py- 0P
como Py € uma matriz simétrica e idempotente, tem-se que:
tr[PyY] = r{Po]X = o”r[Ps]
mas, r{Po] = r[Xo] = [J+K+1 = 10, logo
tr[PeX] = (II+K+1)o” e

Efetuando-se as multiplicagdes e aplicando-se as restricdes de
(12), obtém-se:

6X,P,X,6,=nu +11<Zb2+11<(zxf)t +JK(Zx, )2 +1J(Zz§)v2 +U(sz)v2+

i=l i=1

+J( ?zi)(tv)u +J( ?z:xw)f,

i=1,k=1 i=Lk=1

em que Zx (zy 2)? é a soma dos quadrados dos coeficientes da interagdo linear do
i=1,k=1
fator primério e quadratico do fator secundério. Assim,

E[yP, y]= (U+K+1)az+¢+KZP’+ME¢)F+M«Z¢)3+U<Z£)\F+

i=l

(44)
+U(sz>v2 +X E&ixwm X Efaan
=l k=1 i=lk=1
Subtraindo-se (44) de (40), tem-se que:
' K
E[SQ(tv,,)]=0% +J( txfz: )tv)s, (45)

i=l,k=1
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4.1.10 Esperanca matematica de SQ(tv,,)

Considerando-se a matriz X, e 0 modelo reduzido
Vi = HHbj+UX +5X +tb; +V,Z, +V,Z +tv, X7, +VX 2 + ;X2 +€;,(46)

Na forma matricial, o modelo fica:

y=Xb,te
O sistema de equagdes normais é:
X1 X160 = Xio¥
Uma das solugdes do sistema pode ser:
Blo = K10X10) Xyo¥
A soma de quadrados para a interagdo de efeito quadratico do
tratamento primario X efeito linear do tratamento secundario (tv,,) é:

SQO,,=8Q(tvy)=R(tvy, / s, b, t, t,, th, v, v, tv), tv},)=
=R(u, b, t}, t,, th, v, v,, tv,), tv,, tv,,) -
-R(u, b, t;, ty, th, v,, v,, tv;;, tv},)
R(tvy /7y, b, 1), t,, tb, vy, vy, tvy, tvlz):gl?)'x;oy’a:'x;y
R(tvy / p, b, 1y, ty, th, v, vy, tvy,, tv,) =Y Py -y' Py

SQ(tvy,) =y'(Py - By)y 47
Aplicando-se (13) em (47), tem-se
E{SQtv,,]= Ely'(P,o - Py )y] = E[y'P,y] - E[y'Pyy]
E[SQtv,;] =tr[(P1o - P)Z] + 6,:X oP,oX16610 — G X Py X6,
Mas, (Pio - P)Z = 0” (P10 - Ps) = 0Py~ 0”Po

como Py é uma matriz simétrica e idempotente, tem-se que:

tr[P1X] = r[P1o]Z = &7 1[Pyq]
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mas, rfPyo] = r[X;o] = [J+I+K-1 = 11, logo
tr[P1oX] = MI+I+K-1)o?
Efetuando-se as multiplicagdes e aplicando-se as restrigdes de

(12), obtém-se:
J 1 1 K K
BoXoProX oo =1 +IKD b2 +IK(Q XY +IK( K2 +L(QY 2 + 1Y 22 +
I i=1 =1 k=1 k=1
K K
+X( Z@zﬁ)(tv)f. + X Eézzxwﬁz +X f‘x‘éxw);

i=Lk=1 i=lk=1 =Lk=1

K
em que t(xiz)zzﬁ ¢ a soma dos quadrados dos coeficientes da interagdo
i=Lk=1

quadratica do fator primdrio com linear do fator secundirio. Assim,

B[y Poy]=(U +1+K- 1)o2+mf+n<Zp’+n<(Z;¢)t2+n<(Zx:‘)tz+U(Zé>v2+
+U<sz)v’ +X( Zfzéxmn +J( E@txw)n +X( is“zixw».

i=l k=1

(48)

Subtraindo-se (48) de (44), tem-se que a esperanga matematica da
soma de quadrados da interagdio quadratica do fator primério com linear do fator

secundario, &:
K
E[SQtv,,]=0? + ) ixfzi Xtv)Z, (49)
i=1,k=1
4.1.11 Esperanca matemitica de SQ(tv,,)
Considerando-se a matriz X;; e o modelo reduzido

Y= HHB HXHGX +b, 2 +V,2 +1V X2 HVXZ -+, 2, +V, 2 He, (50)

Na forma matricial, o modelo fica:
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m‘}')k_{nm.'?.4a‘.“ e »\d’tﬁ

i X11911+ €
O sistema de equagdes normais é:

. 5 ;

XnXy0h =Xy
Uma das solugdes do sistema pode ser:
i G
0 = (XX, X,y
A soma de quadrados para a interagdo de efeito quadratico do
tratamento primdrio X efeito quadrético do tratamento secundario SQ(tv,,) é:

SQB, =SQ(tv2,) =R(tVy / 1, b, 1, ty, b, ¥, Vo 1V, W1z V) =
=ROEG bs tis B 100 ¥y W TG, 190e a1, T ) -
-R(4, b, t,, t,, th, v, vy, tvy;, tvy,, tv,,)
R(tvy, /g, b, 1y, 1y, th, v, vy, tvyy, BV, W21)=91?'X-|1Y'913X'10Y
R(tvy, / g1, b, 1, ty, th, vy, vy, tvyy, V), tv,) = Y'Pyy -y Py

SQv,;)=¥'®, ~Po)y (51)
Aplicando-se (13) em (51), tem-se:
E[SQ(tvy,)]=E[y'(P,, - P,y )y]= E[y'P,;y] - E[y' Py ]
E[SQ(tv,,)] = tr[(P1; - P1o)Z] + 6,,X,, P X101 = G10X16P10X 1080
Mas, (Py; - Pio)Z = 0°(P11 - Pio) = 0?Pyi- 0Py
como Py; € uma matriz simétrica e idempotente, tem-se que:
t[PuX] = r[Py]X = ¢”r[Py]
mas, r[Py,] = r[X;;] = J+I+K = 12, logo
tr[P1,3] = (U++K) o™
Efetuando-se as multiplicagdes e aplicando-se as restrigdes de

(12), obtém-se:
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_I

6 1X11PnX119u nu "‘lebz +JK(Z"|2)t +JK(Z¢ H+U(ZZ§)V2 +U(sz)"2 +

i=1 i=l

+X EfZiXW)u + X t&z Z Xt +( 2 X Z XtV +1( 2‘? ZeXt)

i=Lk=] i=Lk=1 i=Lk=1 i=Lk=1

em que t(x )z(zk) € a soma dos quadrados dos coeficientes da interagdo
i=l k=l

quadrética do fator primrio com quadratico do fator secundério. Assim,

BY Bysl=( +1+K)o” + oy +n<sz +JI<(Zx.’)t +n<(Z:¢)tz+U<Zz:)v2+

i=1 i=l

+U(sz>v’ +J( Eézi)(tv),. + X i}ézk)(tv)z +( ‘zi)(tv)z, + (52)

i=Lk=1 i=Lk=1 i=Lk=1
+X E«f‘zt)(tv)i
i=Lk=1
Subtraindo-se (52) de (48), tem-se que:
K
E[SQ(tv,,)] =0 + ) ix?zﬁ )tv)%, (53)
i=l,k=]

De modo andlogo, pode-se obter a esperanga matematica relativa 2
qualquer outra fonte de variagdio que tenha interesse, em uma determinada

pesquisa.
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4.2 Anilise de variancia com decomposi¢io dos efeitos de tratamentos

O esquema de anélise de varidncia com decomposigio dos efeitos
de tratamentos sob a forma de superficie de resposta, as respectivas esperangas
mateméticas de quadrados médios e critérios para obtengdo da estatistica F, estiio

apresentados na Tabela 10.

67



TABELA 10. Esquema de anilise de varidncia com as fontes de variagdo, graus de
liberdade, esperangas matemdticas de quadrados médios e critérios
para obtengdo da estatistica F.

FV GL E[QM] QM F
Kb

Blocos I-1 (6* +Ko7) + —i— Vi ViV

T Linear(t,) 1 (0® +Ka?) + m(z,g)tf Va2 VofVs

T Quadratico(t) 1 (0* +Ka?) + JK(ZX?)@ Vs ViV

07 +02) + KO WYE

TGrau(-1) 1 Ko, +07) ““;’4 Y v, vy,

Residuo(a) a-1)3-1)  o*+Ko? Vs

T’ Linear(v;) 1 1Y 2)v? Vs VeV
k

™ Quadrético(vz) 1 0.2 +U(Zz: )v§ V7 V7/V 14
k

2 -

T’ Grau (K-1) 1 o *U(Ezk ) Vka Ve ViV

tvin 1 o +J(i=l$;:fizz'2‘) (tv)f, Vo  VofVy,

2.4 2
tvi 1 4 +J(i§:‘ Z ), Vie Vi/Vu
2 2

tVa 1 o +J(i=§::(idzk)(tv)§l Vi Vu/Vie
EK 4_4 2

tvy 1 o +J(i,,.k:fiz") ™)z V2 Vip/Vy

o N i 12 <142 2 .

Ve 1 7 L@ Oy vy Vv,

Residuo(b) 0-HK-1) g Vig
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sendo que:
I: nimero de tratamentos primrios, J: nimero de repeticdes e K: nimero de
tratamentos secundérios.
Observa-se que os estimadores de G° e 67, sio:
QMResiduo(a) - QMResiduo(b)
X .
Assim, das esperangas mateméticas dos quadrados médios (Tabela

6* = QMResiduo(b) e 62 =

10), tem-se que as hipéteses de interesse s3o:
Hy: t, = 0,efeito linear do tratamento primario;
H2: t, =0, efeito quadratico do tratamento primério;
H;: v, = 0, efeito linear do tratamento secundirio;
Hj: v, =0, efeito quadritico do tratamento secundirio;
Hg: tv;, =0, efeito da interago linear X linear entre tratamento primdrio e
tratamento secundirio;
Hg: tv,, = 0, efeito da interagdo linear X quadrética entre tratamento primario e
tratamento secundario;
H;: tv,, = 0, efeito da interagdo quadritica X linear entre tratamento primirio e
tratamento secundario;
Hg: tv,, =0, efeito da interagio quadrética X quadritica entre tratamento
primdrio e tratamento secundério.

que correspondem as hipéteses de ndo-existéncia de efeito diferencial dos efeitos
linear e quadritico para tratamentos primarios, efeitos linear e quadratico para
tratamentos secundarios e de auséncia de efeitos das interagSes linear X linear,
linear X quadritica, quadritica X linear e quadritica X quadratica entre
tratamentos primdrios e secundérios, respectivamente. Os erros apropriados para
se testar essas hipiteses sdo evidentes quando observam-se as esperangas
matematicas de quadrados médios. Desse modo, os critérios para os testes com

base na Tabela 10, s#o os apresentados na Tabela 11.
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TABELA 11. Graus de liberdade do numerador e denominador e critérios para
obtengdo da estatistica F em fung3o das hipéteses de interesse.

Hipétese GL Numerador GL Denominador Teste F

H(l) 1 a-ngag-n QMt;/QMResiduo(a)
H} 1 I-ng-1n QMt,/QMResiduo(a)
Hg 1 IJ-DXK-1) QMv,/QMResiduo(b)
H; 1 IJ-1}K-1) QMv,/QMResiduo(b)
Hf; 1 IJ-DK-1) QMtv;/QMResiduo(b)
H; 1 I0-1)K-1) QMtv;,/QMResiduo(b)
H] 1 IJ-1}K-1) QMtv,/QMResiduo(b)
H} 1 IJ-1}K-1) QMtv,/QMResiduo(b)

Observa-se que para calcular o valor do teste F para os efeitos
linear (t;) e quadrético (t;) do tratamento primario, usa-se 0 QMResiduo(a) como
denominador, e para os efeitos linear (v;) e quadritico (v,) do tratamento
secunddrio e as interagGes linear X linear (tvy;), linear X quadritica (tvyp),
quadrética X linear (tv;) e quadrética X quadréatica (tvy) usa-se 0 QMResiduo(b)

como denominador.

4.3 Exemplo Ilustrativo

Para ilustrar a aplicagdio da metodologia proposta, utilizaram-se os
dados provenientes da Tabela 9. A anilise de varidncia com decomposi¢io dos
efeitos de tratamentos sob a forma de superficie de resposta encontra-se
apresentada na Tabela 12.

Observa-se pela Tabela 12, que a variével analisada (produgiio de
trigo em kg/ha), mostrou-se significativamente influenciada pelas fontes de

70



variag3o: laminas de irrigacdo, doses de nitrogénio e interagdo liminas de irrigagdo
X doses de nitrogénio, concluindo-se pela existéncia de efeitos de liminas de
irrigagdo, doses de nitrogénio e um comportamento diferenciado da aplicagdo dos
niveis de nitrogénio nas diversas liminas de irrigagdo (interagdo de laminas de
irrigagdo com doses de nitrogénio). Portanto, visto que os fatores lamina e doses e
respectiva interagdo foram significativos, aliados ao fato de que os niveis dos
fatores sdo quantitativos, verifica-se que é vidvel a decomposi¢do dos efeitos de

tratamentos sob a forma de superficie de resposta.

TABELA 12. Anilise de varidncia para os dados de produgdo de trigo (kg/ha) da

Tabela 9.

FV GL QM F Pr>F

Blocos 1 51.199,9999 0,407 0,5890

Laminas(L) 2 9.957.173,5556 79,062  0,0125
L Linear(t;) 1 2.522.667,0000 20,030 0,0465
L Quadratica(t,) 1 17.391.660,1111 138,093  0,0072

Residuo(a) 2 125.942,0000

Nitrogénio(N) 2 655.520,0556 11,279  0,0093
N Linear(v,) 1 545.706,7500  9,3893  0,0221
N Quadratico(v,) 1 765.333,3611 13,1681  0,0110

Interagio L x N 4 297.809,1388 5,124 00,0386
L Linear x N Linear(tv,;) 1 1.021.801,1250 17,581  0,0057
Desvios 3 56.478,4767 0,972  0,4654

Residuo(b) 6 58.120,3333

Total 17

- CV(a) = 8,26%
-CV(» =5,61%
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A equagio de regressdo estimada utilizando-se o software SAS

(SAS INSTITUTE, 1993) e usando as médias dos tratamentos é:
¥a =—6655,720+187,998 L, +42,728 N, -0,834 2-0,122 NZ-0,100 IN, (54)
atraves da qual pode-se estimar as produgdes para qualquer combinagdo de niveis

dos fatores laminas (50 < Li <150) e doses de nitrogénio (60 <N, <180).

k

Para se obter os pontos criticos desta fungdo, tem-se o sistema de
equagSes formado pelas derivadas parciais das produgdes estimadas ¥ em fungdo
das liminas ( Li) e das doses de nitrogénio (Nk ), respectivamente:

r

%=187,998 - 1,668 L - 0,100N=0

A

ay _
N =42,728 - 0,100L - 0244 N=0

A solugdo desse sistema de equagdes fornece os niveis Gtimos de

ldmina de irrigagdo e dose de nitrogénio, que sdo os seguintes: L = 104,74% da
ECA e N = 132,67 kg/ha, que proporcionam uma produgdo de 6.017,60 kg/ha de
trigo.

Necessita-se descobrir se esta solugfio obtida é um ponto de
maéximo, de minimo, ponto de sela ou uma indeterminagdo. Para isso, é preciso
estudar a diferencial segunda d” 7, cujas propriedades véio depender da matriz
hessiana (H).

e 2y
oI? LN

3’y oy
LALAN AN? |
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Deste modo, a matriz H, fica:

H_[-—l,668 -0,100]
“1-0,100 0244

Para se determinar a natureza do ponto critico, pode-se analisar a
matriz H por meio de seus autovalores, cujos valores sdo: A; = -1,675 e Ay = -
0,237. Como os autovalores sio ambos negativos, tem-se, entdo, um ponto de
maximo.

A superficie de resposta ajustada para os dados de produgdo de
trigo, de acordo com a equagdo de regressdo estimada, e sua representago grafica
encontfam-se na Figura 1. Observa-se que, de maneira geral, houve influéncia de
laminas de irrigacdo e de doses de nitrogénio sobre a produgdo de trigo em kg/ha,
indicando que maiores pi-odutividad&s foram obtidas com laminas de irrigagdo na
faixa de 90 a 120% da ECA e doses de nitrogénio na faixa de 100 a 160 kg/ha.
Esse fato pode também ser confirmado pela analise da Figura 2, na qual estdo
plotadas isoquantas obtidas a partir do modelo (54). Nota-se que houve um maior
efeito das ldminas de irrigagdio se comparadas com os efeitos das doses de
nitrogénio. Na Figura 1, as curvas com uma tendéncia quadritica em funcdo de

laminas sdo bem mais visiveis do que aquelas em fungao das doses de nitrogénio.
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FIGURA 1. Superficie de resposta para a produgio de trigo (kg/ha), em fungdo das

laminas de irrigagdo (L) e de doses de nitrogénio (N). UFLA, Lavras -
MG, 1999.
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FIGURA 2. Isoquantas da produgdo de trigo (kg/ha), em fungio das laminas de
irrigagdo (L) e de doses de nitrogénio (N). UFLA, Lavras - MG,
1999.
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5 CONCLUSOES

1. O modelo linear apresentou-se adequado com relagio aos objetivos propostos,
permitindo testar as hipéteses basicas de nulidade sobre os efeitos dos tratamentos
primérios, tratamentos secundarios e interag3o.

2. Para testar os efeitos linear e quadritico do tratamento primério, usa-se o
QMResiduo(a) como denominador, e para os efeitos linear e quadratico do
tratamento secundirio e interagio, usa-se 0 QMResiduo(b) como denominador.

3. E possivel realizar a anilise de experimentos em parcelas subdivididas, quando
os fatores em estudo sdo quantitativos, através da metodologia de superficie de
resposta.

4. A metodologia usada pode ser adaptada para experimentos em parcelas

subdivididas envolvendo fatores quantitativos com outros niimeros de niveis.
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