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RESUMO

LIMA, Claudiney Nunes. Ajuste de uma superficie de resposta no
delineamento em blocos incompletos: analise de verossimilhanca
restrita e bayesiana em uma simulagao de adubacao em citros. La-
vras: UFLA, 2006. 71p. Dissertagdo (Mestrado em Agronomia/ Estatistica
e Exyerimenta(;éo Agropecuéria) - Universidade Federal de Lavras, Lavras,
MG.

A determinacdo da combinacdo de doses de nutrientes que da uma pro-
dugdo méaxima ¢ um problema de interesse em ensaios de adubacdo. No
presente trabalho, procurou-se ilustrar as andalises de verossimilhanca res-
trita (REML) e bayesiana (GS) de um delineamento em blocos incompletos
parcialmente balanceados. Para essa ilustracao, foram simulados dados de
producdo de uma cultura de citros, no primeiro ano de idade, com a combi-
nac¢ao de doses de dois nutrientes. Para o ajuste do modelo e o célculo de
suas propriedades estatisticas, foi feita a inferéncia de verossimilhanca res-
trita (REML) e a inferéncia bayesiana, usando a amostragem Gibbs, ambas
aplicadas a um modelo linear misto. Os resultados demonstram que as duas
metodologias sdo boas ferramentas de ajuste de modelos mistos e devem ser
recomendadas para ajustes de superficies de resposta.

Palavras-chave: adubacao, amostragem Gibbs, delineamento em blocos in-
completos, REML.

"Comité Orientador: Jilio Silvio de Sousa Bueno Filho - UFLA. (Orientador)



ABSTRACT

LIMA, Claudiney Nunes. Fitting a response surface using an incom-
plete block design: Restricted likelihood and Bayesian analysis in
manuring simulation in citrus. Lavras: UFLA, 2006. 71p. Dissertation
(Master’s Degree in Agronomy /Statistics and Agriculture Experimentation)
- Universidade Federal de Lavras, Lavras, MG."

Finding the combination of nutrients levels that yields maximum production
is an interesting problem in manuring assays. The aim of this work was
to illustrate the restrict likelihood analysis (REML) and Bayesian analysis
(GS) of a partially balanced incomplete block design. For this illustration,
production data for the first year of a citrus culture were simulated, using
combinations of levels for two nutrients. To fit the model and calculate its
statistical properties, REML and GS were both applied to a mixed linear
model. Results from both methodologies are equivalent, indicating that
these are good tools for mixed models fitting that should be recommended
for the response surfaces.

Key-words: manuring, Gibbs Sampling, incomplete block designs, REML.

"Guidance Committee: Jilio Silvio de Sousa Bueno Filho - UFLA. (Adviser)
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1 INTRODUCAO

Muitos projetos de pesquisa baseiam-se em experimentos que pre-
tendem avaliar dois ou mais fatores de niveis quantitativos e estudar suas
interacoes. A questao central de pesquisa, nesse tipo de experimento, é a de
detectar a presenca de niveis 6timos de “agdo”, que sao os niveis dos fatores
que conferem pontos de maximo ou minimo & superficie de resposta. Em-
bora haja exemplos reais desse tipo de experimento, pretende-se apresentar
uma proposta de plano experimental e duas propostas de anélise para um
exemplo-modelo relativamente complexo, com dados ficticios que permitam
a comparacao do ajuste aos valores paramétricos simulados.

O problema escolhido, inspirado em Ribeiro et al. (1999), foi o da
adubacao para plantas de citros no primeiro ano de idade. Supoe-se que,
no plantio, tenha sido realizada a correcao de fertilidade com calcario cal-
citico e que foi detectada a necessidade de suprimento de magnésio. Para
esse caso, foi proposta a adubagdo foliar com sulfato de magnésio. Além
disso, a cultura recebe cobertura com adubo nitrogenado. A demanda do
pesquisador seria estimar os niveis 6timos de adubacao nitrogenada e aduba-
¢ao foliar que maximizam a produtividade (medida em toneladas de frutos
por hectare). Um problema adicional desse plano experimental é o de que
o pesquisador queria determinar o efeito dos niveis médios de tratamentos
com duas referéncias, quais sejam: auséncia de adubagdo e efeito da agua
na adubagao foliar. Tais testemunhas refletem o nivel zero para ambos os
fatores quantitativos em estudo.

O experimento fatorial para o ajuste de superficies de resposta en-
volveu muitos tratamentos e foi instalado em blocos incompletos para um
bom controle local. Isso, sabidamente, aumenta a eficiéncia do experimento,
mag, por vezes, complica a andlise. Assim, o problema estatistico enfocado
é o de ajustar um delineamento em blocos incompletos, com recuperacao da

informagao interblocos, usando duas técnicas consagradas: a Estimacao por



Maxima Verossimilhanca Restrita (REML), Patterson & Thompson (1971),
e a Amostragem Gibbs (GS, do inglés Gibbs Sampler, Gelfand & Smith,
1990), para a estimacdo das médias ajustadas de tratamentos, seguida do
ajuste da superficie de resposta correspondente.

O objetivo deste trabalho é ilustrar duas formas de estimacao (REML
e GS) para ajustar uma superficie de resposta a um experimento idealizado
em blocos incompletos com dois fatores quantitativos. Adicionalmente, sera
feita uma breve comparacao dos resultados do ajuste de uma superficie de

resposta em um experimento simulado.



2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Delineamento em blocos incompletos

Em certos experimentos, usando delineamentos em blocos casualiza-
dos, nao se podem alocar todas as combinacoes dos tratamentos em cada
bloco. Situagoes desse tipo ocorrem, freqiientemente, devido as dificuldades
de se encontrarem &reas experimentais que sejam uniformes em toda a sua
extensao; suficientes, portanto, para abrigarem blocos que contenham todos
os tratamentos a serem avaliados, ou até mesmo pela caréncia de instrumen-
tos ou aparelhos experimentais.

O emprego de um delineamento em blocos casualizados completos,
nessa situacdo, faz com que sua eficiéncia seja sensivelmente prejudicada
e diminuida & medida que o ntumero de parcelas por bloco aumenta. A
heterogeneidade dentro do bloco tende a aumentar o erro experimental, difi-
cultando, assim, a discriminacgao dos tratamentos em teste, ou a obtencao de
estimativas mais exatas, em razdo de uma menor precisao do experimento
(Ramalho et al., 2000).

Para contornar esse problema, é necessario fazer uso dos delineamen-
tos em blocos incompletos. Nesses delineamentos, v tratamentos sao distri-
buidos em b blocos de tamanho k < v e 0 i-ésimo tratamento (i = 1,2,...,v)
aparece em r unidades experimentais, isto é, tém-se r repeticoes desse tra-
tamento; o j-ésimo bloco contém k unidades experimentais, das quais n;;
recebem o i-ésimo tratamento (John, 1980). Nesse caso, n;; é uma variavel
indicadora da presenca de um tratamento num bloco.

Em tais situagdes, pode-se, em geral, utilizar duas classes desses
delineamentos: a primeira, os chamados blocos incompletos balanceados
(BIB), introduzidos por Yates (1936), citado por John (1980), que satisfacam

as seguintes condicoes:



(i) omaterial experimental é dividido em b blocos de k unidades cada, com

tratamentos diferentes sendo aplicados as unidades no mesmo bloco;
(ii) existem ¢ tratamentos, sendo que cada um ocorre em 7 blocos;

(iii) quaisquer dois tratamentos ocorrem juntos em exatos A blocos.

A segunda classe sdo os delineamentos em blocos incompletos, em
que o namero de tratamentos é maior do que o numero de unidades ex-
perimentais por bloco (v > k). Nesse delineamento, o i-ésimo tratamento
(i =1,2,...,v) aparece em r unidades experimentais, isto &, tém-se r repeti-
¢oes do tratamento; o j-ésimo bloco contém k unidades experimentais, das
quais n;; recebem o i-ésimo tratamento (John, 1980). Nesse caso, n;j € uma
varidvel indicadora da presenca de um tratamento num bloco.

H4, ainda, situacbes em que se recomenda adicionar, em todos os
blocos do delineamento, determinado tipo especifico de tratamento, como se
discute no presente trabalho. Isso ocorre, por exemplo, conforme salienta
Ferreira (1980), quando se deseja comparar algumas variedades novas com
outras de comportamento ja conhecido e que atuam como uma espécie de
controle ou testemunha.

Oliveira (1990) determinou, por meio de um exemplo numeérico, as
expressoes para as varias somas de quadrado na andlise de varidncia, as
médias de tratamentos ajustadas para blocos e a varidncia da estimativa
de um contraste entre as médias de tratamentos, considerando os métodos
de analise intrablocos e com recuperacgdo de informagao interblocos para o
caso de um ensaio em blocos incompletos parcialmente balanceados (PBIB),
aumentado pela adicdo de tratamentos comuns a todos os blocos.

Os delineamentos em blocos incompletos podem ser classificados em
duas categorias, conforme o agrupamento dos seus blocos:

i) resolvable designs - casos em que os blocos podem ser agrupados

em repeticoes;



i) non-resolvable designs - casos em que os blocos ndo podem ser
agrupados em repeticoes.

Bailey (1999) lembra que as duas principais propriedades dos de-
lineamentos em blocos incompletos sdo o balanceamento e a solubilidade
(resolvability - propriedade de ser agrupado em repeti¢oes completas). Em
um delineamento resolvable, r ¢ um multiplo do nimero de superblocos (re-

petigoes).

2.1.1 Analise de variancia intrablocos

Ha dois tipos bem diferentes de andlises dos experimentos em blocos
incompletos:

i) andlise intrablocos, em que s6 comparagoes entre parcelas do mes-
mo bloco sdo usadas nas estimativas dos efeitos dos tratamentos;

ii) analise com recuperacao da informagao interblocos, em que as
comparagoes entre blocos sdo também aproveitadas na estimacao dos efeitos
de tratamentos.

A analise intrablocos pode ser usada para qualquer experimento em
blocos incompletos e se baseia em métodos estatisticos exatos. A anadlise
com recuperacao da informacdo interblocos, por outro lado, permite apro-
veitar melhor os dados, mas usa métodos estatisticos apenas aproximados
e s6 deve ser usada para experimentos com nimero de graus de liberdade
relativamente grande para blocos e para o residuo (Pimentel Gomes, 2000).

Na anadlise de varidncia com recuperacao da informacao interblocos
os efeitos de blocos sao tomados como sendo aleatérios, essa informagao é
combinada com a fornecida pelo contraste de parcelas dentro dos blocos e
usada na andlise intrablocos, para a obtencao de solugdes mais precisas para
os efeitos de tratamentos. Os efeitos de blocos sao considerados com sendo

normais e independentemente distribuidos com média zero e variancia 05.



2.1.2 Delineamentos em blocos incompletos parcialmente balan-

ceados

Bose & Nair (1939) desenvolveram uma classe de delineamentos em

blocos incompletos parcialmente balanceados, para situacoes em que nao é

possivel montar um delineamento balanceado. De acordo com Nair (1952),

um delineamento pertence a essa classe se:

1.

hé v tratamentos arranjados em b blocos e cada bloco contém k dife-

rentes tratamentos (k < v);

cada tratamento ocorre em r blocos;

. fixando-se um tratamento qualquer, os restantes podem ser agrupados

em m grupos contendo nq,na, ..., N, tratamentos, de modo que os n;
tratamentos do i-ésimo grupo ocorram com esse tratamento A; vezes.
(Os tratamentos do i-ésimo grupo sao chamados de i-ésimos associados
do tratamento em questdo. Os valoresde ny,ng, ..., Mm, A1, A2, ..., A
sao independentes do tratamento inicialmente considerado. Alguns dos

A's podem ser iguais.);

o tratamento A é i-ésimo associado de B, o tratamento B é também i-
ésimo associado de A. (Se A e B sdo i-ésimos associados, pé.  representa
o nimero de tratamentos comuns aos j-ésimos associados de A e k-
ésimos associados de B, e sao independentes do par de tratamentos

que se considera.)

Verificam-se as seguintes relagoes entre os pardmetros, de acordo com

Hinkelmann & Kempthorne (2005):
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Os termos v,b, 7, k,n1,n2,...,Mm, A1, A2, ..., Ay, sdo chamados de

parametros de primeiro tipo, enquanto os pfj sao os parametros de segundo

tipo.
2.2 Teoria de modelos mistos

A teoria dos modelos mistos foi desenvolvida no final da década de
40 e baseia-se em modelos lineares que contém efeitos fixos e aleatoérios.
Sua aplicacao é de grande interesse no estudo de relacGes funcionais entre
variaveis, sejam elas de natureza quantitativa ou qualitativa.

Entende-se por modelo fixo aquele que apresenta todos os seus efeitos
fixos, com excecao feita ao erro experimental, que é de natureza aleatoéria.
Se apresentar todos os efeitos aleatérios, com excecao de uma constante
(média geral), é classificado como modelo aleatério; caso possua efeitos fixos
e aleatorios, € denominado modelo misto.

Para se decidir se um conjunto de efeitos serd considerado como fixo
ou aleatério, tomam-se, como idéia principal, as inferéncias extraidas do
experimento e, portanto, o processo de amostragem. Se os interesses centra-
lizam nos exatos niveis dos tratamentos no experimento, entao os tratamen-

tos devem ser considerados efeitos fixos (constantes). Nesse caso, os niveis



dos tratamentos representam a populacao inteira dos tratamentos para os
quais as inferéncias serdo aplicadas. Por outro lado, se as conclusdes dos
tratamentos sao aplicadas a uma populacdo mais ampla, da qual os niveis
dos tratamentos de um certo fator no experimento sao uma amostra, entao
o fator é aleatorio (White & Hodge,1989).

Ainda segundo os autores mencionados, a definicdo de um modelo
como fixo, aleatério ou misto estd associada & possibilidade de se estimarem
parametros do modelo ou de se predizer o comportamento de suas variaveis
aleatoérias para um conjunto de observagoes. Isso porque se diz que os para-
metros populacionais (esperancas de efeitos fixos e variancias populacionais
de variaveis aleatorias) sao estiméveis, enquanto as varidveis aleatorias po-
dem ser preditas, mas nao estimadas, pois ndo possuem valor fixo per se.
Mas, numa amostra dos seus possiveis valores, podem-se obter indicadores
de sua esperanca, conhecendo-se sua distribuicdo na suposicdo de o efeito
aleatoério estar correlacionado ao carater observado.

Para Anderson & McClean (1974), um dos objetivos da analise do
modelo linear é a estimacao dos efeitos fixos. Um exemplo desse tipo de
analise é a do modelo misto, usualmente empregado para um delineamento
em blocos casualizados, em que os blocos sdo considerados aleatérios e os
tratamentos, fixos, mas o objetivo é fazer inferéncias sobre o conjunto fixo
de efeitos dos tratamentos. Os blocos nao sao de qualquer interesse parti-
cular e sao considerados aleatérios, para permitir que as inferéncias sobre
os tratamentos sejam aplicadas a uma populacdo mais ampla de blocos, nas
quais os tratamentos sejam testados.

Em geral, escreve-se o modelo misto da seguinte maneira:
y=XB+Zb+e, (1)
em que:

y ¢é o vetor de observacgoes de dimensdes (nx1); n, o namero de observa-

¢oes;



X & a matriz de incidéncia para efeitos fixos (nxp); p, o numero de para-

metros associados aos efeitos fixos;
B o vetor de parametros fixos (px1);

Z & a matriz de incidéncia para efeitos aleatorios (nxq); q, o ntimero de

pardmetros associados aos efeitos aleatorios;
b é o vetor de parametros aleatérios;

e é o vetor de residuos (nx1).

2.3 Superficies de resposta

A metodologia da superficie de resposta (MSR) é um conjunto de
técnicas matematicas e estatisticas uteis na modelagem e na andlise em
aplicacoes em que a resposta de interesse é influenciada por diversas vari-
veis e o objetivo é otimizar a resposta (Montgomery, 2004). A abordagem
geral MSR foi desenvolvida no inicio da década de 50, tendo sido aplicada
inicialmente na indtstria quimica com considerével sucesso. Nos tltimos
20 anos, a MSR vem tendo extensa aplicacdo em uma ampla variedade de
contextos industriais, muito além de suas origens em processos quimicos,
inclusive na fabricagdo de semicondutores e de artigos eletronicos, corte de
metais e processos de juncao, entre outros.

A literatura sobre metodologia de superficie de resposta é extensa,
mostrando as aplicagdes a diferentes campos de pesquisa, bem como o de-
senvolvimento na area de construcao de delineamentos 6timos na andlise
estatistica de superficie.

Segundo Mead & Pike (1975), essas primeiras idéias sobre superficies
de resposta apareceram em estudos que envolviam curvas de crescimento
para animais e plantas, na anéalise de probites, mas seu maior desenvol-
vimento ocorreu nas tentativas de relacionamento entre producio de uma

determinada cultura e niveis de fertilizantes.



O grande impulso dado na anélise de dados experimentais, por meio
de superficie de resposta, foi dado pelo trabalho de Box & Wilson (1951),
em que os autores desenvolveram métodos de determinagao de condictes
6timas em pesquisas industriais. Nesse trabalho, os autores introduziram
a funcao polinomial com duas ou mais variaveis independentes, como uma
boa aproximacao da funcdo de resposta, e apresentaram delineamentos de
tratamentos com o objetivo de se encontrar um ponto na regido experimental
de interesse em que a resposta é maxima, utilizando, para isso, o menor
nimero possivel de pontos.

No campo agronémico, a funcdo polinomial de resposta tem sido
largamente empregada em ensaios de adubagdo. Além da fung¢io polinomial,
ha ainda outros modelos matematicos de curvas de superficie de resposta
que podem ser empregados como, por exemplo, a fun¢do polinomial da raiz
quadrada inversa, curvas com platé e curvas com exponenciais, como se pode
observar nos trabalhos de Vieira (1970).

Heady & Pesek (1954) trabalharam com a aplicagao da superficie de
resposta em um experimento fatorial de adubacdo com os nutrientes nitro-
génio (N) e fosforo (P) na cultura de milho. Nesse trabalho, foi estudado
o comportamento de cada nutriente na presenca das doses de 0, 160 e 320
libras/acre na presenga do outro, com a organizacao de gréficos ilustrativos
dos cortes realizados. Nesse caso, os estudiosos verificaram que, quando o N
foi fixado na dose zero, houve um decréscimo no rendimento.

Morais (1982), com o objetivo de verificar a relagdo entre a producao
e os niveis de adubagdo, por meio do uso da metodologia de superficie de
resposta, estudou um modelo de regressao polinomial quadratico, tendo a
preocupacao de considerar algumas variaveis auxiliares adicionais ao modelo,
com vistas & obtencao de formulas que permitissem avaliar o comportamento
da produgdo ante a inclusao dessas dltimas. Foi aplicada a metodologia em
dados provenientes de um experimento de adubacio N-P-K em cafeeiro,

em que se considerou a producdo como varidvel dependente, e altura da
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planta, didmetro da copa e ntimero de internédios, como varidveis auxiliares
adicionais. Entre outras conclusdes, verificou-se que as varidveis auxiliares
que mais contribuiram para a reducdo da varincia residual foram a altura
da planta e o didmetro da copa.

Para Khuri & Cornell (1996), os métodos de superficie de resposta
sao empregados em delineamentos e andlise das fases. A fase do delinea-
mento é importante porque define como os dados sdo coletados e quantos
sao. Na analise dos dados, o objetivo é fornecer explicacGes plausiveis da
evidéncia experimental. Assim, o delineamento do experimento e a analise
dos dados, em conjunto, ajudam o experimentador a descobrir quais fatores
sdo importantes, qual o papel que cada fator representa no sistema e por

que esses fatores sdo importantes.

2.4 Inferéncia bayesiana

Pode-se dizer que existem dois enfoques ou duas correntes de pensa-
mento bem distintos para a inferéncia em Estatistica: o enfoque freqiientista
e a corrente da chamada inferéncia bayesiana.

Segundo o enfoque freqiientista, o conceito de probabilidade corres-
ponde ao de freqiiéncia relativa, em que a populagdo é descrita por um
modelo probabilistico que ¢ fun¢io de constantes (parametros) desconheci-
das.

J4 a inferéncia bayesiana é o processo pelo qual se encontra um mo-
delo de probabilidade para um conjunto de dados e se resume o resultado
por uma distribuicao de probabilidade sobre os parametros do modelo e so-
bre quantidades nao observadas, tais como predi¢do para novas observacoes
(Gelman et al., 2000). Essa corrente de pensamento nao é recente, mas tem
alcancado um grande prestigio, num ritmo intenso, nas tultimas décadas, em
parte devido ao avanco dos recursos computacionais.

Uma das diferencas principais entre a inferéncia bayesiana e a fre-

glientista € que, para a primeira, o parametro 0 é interpretado como variavel
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aleatoria, em funcao da confianca maior ou menor do pesquisador de que o
parametro esteja contido em determinados intervalos. Ja para a inferéncia
freqlientista , o parametro ¢ um valor fixo ou constante, além de nao levar
em conta a informagao disponivel a priori como a bayesiana faz.

O pesquisador, quando acrescenta um conhecimento prévio que se
tenha sobre o parametro 6 a sua analise, estd especificando a densidade a
priori de 0, p(f), a qual, antes da observagao de y, contém a distribui¢do de
probabilidade de 8. Nesse caso, é bom lembrar que o parametro 6 pode ser
um escalar ou um vetor de parametros.

A distribuicao priori é uma parte importante da inferéncia bayesiana
e representa a informacdo sobre um parametro desconhecido 0, isto é, com-
binado com a distribuicao de probabilidade dos novos dados para fornecer
a distribui¢ao posteriori, a qual é usada para inferéncias e decisGes futuras
envolvendo 6 (Gelman, 2002).

Para um melhor esclarecimento, descrevem-se abaixo as principais
caracteristicas de uma e de outra formas de distribuicao:

1 - Priori informativa

Quando o pesquisador tem alguma informagao prévia sobre o para-
metro em questdo, ele pode usar uma priori informativa, descrevendo uma
densidade p(f), por sua vez, especificada com o auxilio de constantes cha-
madas de hiperparametros, pois sao os parametros da distribuicao dos pa-
rametros. Inicialmente, os hiperparametros sao considerados conhecidos e
traduzem a informacdo que se tem sobre o pardmetro, antes da realizacdo
da amostra (Silva, 2005).

2 - Priori nao informativa

Quando se tem pouca ou nenhuma informacgao sobre o parametro
ou a verossimilhanca é dominante, tende-se a pensar em todos os possiveis
valores para 6 como igualmente provaveis, ou seja, com uma distribuicao a
prior: uniforme:

p(0) o< k,
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em que 6 é limitado em um intervalo real.

Distribuicdes prioris ndo informativas sao planejadas para se fazer
inferéncia bayesiana aos pardmetros desconhecidos, além dos dados inclui-
dos na andalise em maos (Gelman, 2005). Quando o valor de um parametro é
desconhecido, Jefreys (1961) propoe duas regras para a escolha da distribui-
¢80 a priori, as quais, segundo ele, atingem os casos mais comuns. Assim,
fica estabelecido que:

1 - se o pardmetro pode assumir qualquer valor em um dominio
finito ou (—o0,00), uma distribui¢do a priori deve ser considerada como
uma distribuicdo uniforme. No caso de o pardmetro pertencer ao intervalo
(—00, 00), essa distribuicao ndo sera propria no sentido de que sua integral
no dominio ndo serd 1 (um);

2 - no caso em que o pardmetro s6 pode assumir valores positivos,
isto é, no intervalo (0,00), a distribuigdo a priori do seu logaritmo devera
ser considerada como uniforme, também, em (—o0, 00).

Uma classe de prioris ndo informativas é proposta pelo autor. Nela

se emprega a medida de informagao esperada de Fisher de § mediante y:
1(6) = B|(d*log{p(yl6)}/d6°|0].

Box & Tiao (1992) afirmam haver duas regras a serem consideradas:
1-Regra de Jeffreys para o caso uniparamétrico: a distribuicdo a priori para
um Unico parametro 6 é aproximadamente nao informativa se for proporci-

onal & raiz quadrada da medida de informacao de Fisher:
p(6) o [1(0)]'/2.

2-Regra de Jeffreys para o caso multiparamétrico: a distribuicdo a priori
para um conjunto de parametros é proporcional & raiz quadrada do deter-

minante da matriz de informacao de Fisher:

p(0) o det|1(6)]"/2.
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2.4.1 Distribuicao a posteriori

De acordo com Gelmam (2002), a distribuicao posteriori resume o
estado atual de conhecimento sobre todas as quantidades incertas (incluindo
pardmetros nao observaveis, bem como dados potenciais ndo observaveis, la-
tentes ou ausentes) na anélise bayesiana. Analiticamente, a densidade pos-
teriori é o produto da densidade priori e a verossimilhanca. Em uma anélise
complexa, a distribui¢do posteriori pode ser resumida por um conjunto de
L simulacées obtidas a partir do vetor de quantidades incertas wi,...,wy,

como ilustrado na seguinte matriz:

[ Jw we ... wy

L

A distribuicdo marginal posteriori para qualquer quantidade desco-
nhecida w; pode ser determinada por sua coluna das L simulagdes obtidas.
Em muitos exemplos, ndo é necessario construir toda tabela previamente.
Ao contrario, criam-se L vetores de simulacoes posterioris para os parame-
tros do modelo e, entdo, usam-se estes para construir simulactes posterioris
para outras quantidades desconhecidas de interesse (predigao), conforme seja

necessario.

2.4.2 Teorema de Bayes

A natureza da inferéncia bayesiana, reconhecendo-se a subjetividade
no processo de busca do conhecimento, estd assentada em uma reunido do
que os dados (amostra) tém de informacao e no conhecimento pré-existente
(subjetivo) a respeito dos parametros. Essa reunido torna-se possivel por

meio do Teorema de Bayes, dai o termo inferéncia bayesiana.
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A reunido dos dados da amostra com o conhecimento anterior é pos-
sivel pelo Teorema de Bayes, que é dado por:

_ P[B|A;]P[A]]
P[A;|B] = St P[B|A;|P[A;]

em que os eventos A; perfazem uma particao disjunta do espaco amostral, e

B é um evento do espaco amostral. Dessa forma, tem-se, igualmente, que:
n
> P[B|Ai]P[A;] = P[B].
i=1

A reunido do conhecimento anterior com os dados pode ser feita

interpretando-se:
A como parametros populacionais desconhecidos;
B como varidveis aleatoérias correspondentes & amostra.

Dessa forma, P[B|A] nada mais é do que a fungéo de verossimilhanga,
pois corresponde ao modelo que descreve a distribuicao probabilistica dos
dados, fixado certo valor para o(s) parametro(s) da populagdo. A inter-
pretagdo de P[A] corresponde exatamente & distribuicdo acerca de A, ou
seja, quantifica (expressa) o conhecimento anterior que se tenha acerca do
parametro desconhecido, mediante um modelo probabilistico. Finalmente,
P[A|B] corresponde a distribuicao a posteriori, ao conhecimento atualizado
que se obteve dos parametros, depois da observacdao da amostra, ou seja, é
o comportamento probabilistico que se credita aos parametros, dado que a
amostra ocorreu. A partir dessa distribui¢io atualizada, é possivel mapear
as probabilidades para valores em todo o dominio dos parametros, tendo a
quantificacao da experiéncia do pesquisador como referéncia.

Em geral, a priori é uma funcao de densidade p(f), em que 6 é
continuo. Entdo, a densidade a posteriori p(fly) ¢ dada pelo Teorema de
Bayes:

p(6ly) = L(Y]0)p(9) ’
[ L(Y|0)p(0)do
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em que Y = {y1,¥2,...,Yn}
O denominador nao traz nenhuma nova informacgdo a respeito de 6,
servindo antes como um “padronizador”, também chamado de “constante

normalizadora”. Assim, o teorema pode ser reescrito como:

p(0ly) o< p(y|0)p(0),

ou seja, a distribuicao para 6 posterior aos dados é proporcional ao produto
da distribuicdo a priori para 6 e a verossimilhanca de 0, dado y (Box &
Tiao, 1992).

Assim realizaram-se as inferéncias sobre as distribui¢ées de probabi-
lidade conjunta a posteriori e, na maioria dos casos, deseja-se encontrar uma
distribuicdo para um parametro especifico. A forma de encontrar tal distri-
buicdo, chamada distribuicdo marginal, estd na integracdo da distribuicao

posteriori conjunta, obtendo uma funcao dessa integral para o pardmetro de

f(6:) :/-~-/f(9i79—i)d9—z‘,

em que 0_; é o conjunto complementar de parametros para 6; (Silva, 2004).

interesse 0;, isto €,

Acontece que, em muitas ocasides, a resolucao dessa integral, anali-
ticamente, é impraticivel, devido & sua forma complexa. Nessas situacoes,
a amostragem Gibbs é uma boa alternativa para a obtencao de f(6;), mé-
todo inicialmente utilizado por Gelfand & Smith (1990), na Estatistica, e
anteriormente elaborado por Geman & Geman (1984). Tal método consiste
em um processo iterativo que gera valores convergentes para a densidade
marginal, sem se que conheca a sua expressao.

Além disso, ocorre que, se a distribuicao condicional completa a pos-
teriors nao for uma densidade conhecida, podem-se utilizar outros métodos
de simulacdo, tais como: a amostragem por importancia (Paulino et al.,
2003), o slice sampling proposto por Neal (2003), a amostragem por acei-
tagdo e rejeicao e o Metropolis-Hastings (Chib & Greenberg, 1995; Hastings,
1970).
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2.4.3 Amostrador de Gibbs

O amostrador de Gibbs é, essencialmente, um esquema iterativo de
amostragem de uma cadeia de Markov, cujo niicleo de transi¢do é formado
pelas distribui¢oes condicionais completas (Gamerman, 1996). Trata-se de
uma técnica para gerar varidveis aleatérias de uma distribuigdo marginal
sem que se conheca a sua densidade. A idéia do método de Monte Carlo
via Cadeia de Markov consiste em simular um passeio aleatério no espago
do parametro 6, o qual converge para uma distribui¢ao estacionéria, que é
a distribui¢do a posteriori P(0|Z,), em que Z, é o vetor de observagoes.
Essa distribuicao é dita estacionaria porque nao sofre alteragoes caracteriza-
das por picos ou por tendéncias direcionais, constituindo, assim, uma base
estavel, ou confidvel, para o processo de estimacao.

Suponha-se uma distribuicdo 7(6), em que 6 = (61,62,...,6,). No
contexto da inferéncia bayesiana, o interesse estd em amostrar valores das
densidades condicionais completas a posteriori m;(0;|0_;),i =1,...,p.

O algoritmo do amostrador de Gibbs pode ser descrito mediante os
seguintes passos:

1 - inicia-se o contador de iteracdes da cadeia 5 = 1 e arbitram-se valores
iniciais (0 = (950), cee 01(00));
2 - obtém-se um novo valor 0U) = (99), . ,91(,‘7)) a partir de 0U~Y_ por meio

de sucessivas geragoes de valores:

07 ~ w(0:)057",....007)
05 ~ w(0:)00),697, ... 057)

09 ~ w(0,0,....09));

3 - muda-se o contador j para j+1 e retorna-se ao passo 2 até a convergéncia

ser alcancada.
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A medida que o niimero j de iteragoes aumenta, a seqiiéncia de valo-
res gerados se aproxima da distribuicao de equilibrio, ou seja, da densidade

marginal desejada, quando se assume que a convergéncia foi atingida.
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3 METODOLOGIA

3.1 Material

Neste trabalho, foi simulado um experimento em blocos incompletos,
parcialmente balanceados, sendo constituido por 16 tratamentos regulares
(nitrogénio e adubacao foliar) e 2 comuns (testemunhas), com uma variavel
resposta ficticia, produgao dos citros (caixas/ha), chamada de “Produgao”
na massa de dados apresentada na Tabela 1.

O modelo para a superficie de resposta foi:

Siji = 100+ (1—6)(0,8N;—0,005N; 40,54, —0,001A%+0,0005N; A ) + 67,
(2)

em que:

Siji sao os valores simulados da varidvel resposta producao observada no
nivel i de N e j de A;

N; & o valor da dose ¢ de nitrogénio, sendo atribuidos os seguintes valo-
res: 0, 30, 60, 90, 120 Kg/ha;

A; & o valor da dose j de adubacdo foliar, com os seguintes valores: 0,
90, 180, 270, 360 mg/1 solucao de magnésio;

0 ¢é a variavel indicadora que recebe o valor 1 para as testemunhas e (
para os demais tratamentos;

71 € o efeito das testemunhas: [ = 17 para a testemunha sem agua e [ =

18 para a testemunha com 4gua.
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Tabela 1: Massa de dados simulada

Rep. Bloco  Trat.  Test. Nitrogénio  Ad. Foliar ~ Producao

1 1 1 0 30 90 158,04
1 1 6 0 60 180 190,59
1 1 11 0 90 270 204,02
1 1 16 0 120 360 203,16
1 1 17 1 0 0 93,40
1 2 0 30 180 180,09
1 2 7 0 60 270 201,75
1 2 12 0 90 360 201,26
1 2 13 0 120 90 163,71
1 2 18 1 0 0 101,21
1 3 3 0 30 270 181,39
1 3 8 0 60 360 185,82
1 3 9 0 90 90 173,18
1 3 14 0 120 180 190,48
1 3 18 1 0 0 102,72
1 4 4 0 30 360 173,02
1 4 0 60 90 170,32
1 4 10 0 90 180 194,93
1 4 15 0 120 270 198,21
1 4 17 1 0 0 99,49
2 5 0 30 360 161,66
2 5 0 60 270 195,27
2 5) 10 0 90 180 196,18
2 ) 13 0 120 90 165,29
2 5] 18 1 0 0 97,28
2 6 3 0 30 270 188,93
2 6 6 0 60 180 201,47
...continua...
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Tabela 1: Cont.
Rep. Bloco  Trat.  Test. Nitrogénio  Ad. Foliar ~ Producao

2 6 9 0 90 90 175,00
2 6 16 0 120 360 196,88
2 6 17 1 0 0 98,51
2 7 2 0 30 180 181,95
2 7 ) 0 60 90 177,94
2 7 12 0 90 360 188,57
2 7 15 0 120 270 208,48
2 7 17 1 0 0 94,53
2 8 1 0 30 90 161,50
2 8 8 0 60 360 192,10
2 8 11 0 90 270 197,15
2 8 14 0 120 180 198,00
2 8 18 1 0 0 105,87
3 9 0 30 90 153,01
3 9 7 0 60 270 204.67
3 9 10 0 90 180 208,34
3 9 16 0 120 360 197,33
3 9 17 1 0 0 97,17
3 10 3 0 30 270 183,38
3 10 6 0 60 180 183,89
3 10 12 0 90 360 199,81
3 10 13 0 120 90 157,38
3 10 17 1 0 0 99,39
3 11 2 0 30 180 180,15
3 11 8 0 60 360 192,16
3 11 9 0 90 90 174,54
3 11 15 0 120 270 198,89
3 11 18 1 0 0 102,36
...continua...
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Tabela 1: Cont.
Rep. Bloco  Trat.  Test. Nitrogénio  Ad. Foliar ~ Producao

3 12 4 0 30 360 182,23
3 12 b} 0 60 90 172,67
3 12 11 0 90 270 211,61
3 12 14 0 120 180 191,21
3 12 18 1 0 0 100,97

3.2 Modelo da simulacao do experimento

O modelo experimental adotado consiste em um PBIB (em portu-
gués, Delineamento em Blocos Incompletos Parcialmente Balanceados), cu-
jas equagdo e ilustracao da distribuicdo dos tratamentos, de acordo com o

delineamento, sao dadas a seguir:

Yijkt = Siji + br + €k, (3)

em que:

Yijki € a resposta observada da varidvel producao no nivel 7 de N e j
de A ou ! de testemunha para o bloco k;

Siji sao os valores simulados;

b € o efeito do k-ésimo bloco simulado de uma distribuicao N(0,9);

€ijkl € o erro experimental simulado de uma distribuicao N (0, 25).

O delineamento resultante (v* = 18 tratamentos) ¢ a composicao de
um PBIB resolvido, otimizado para um fatorial 4x4, triplo, aumentado de
1 testemunha por bloco, com v = 16 tratamentos em r = 3 superblocos
(repetigoes), 4 blocos por superblocos, num total de b = 12 blocos e k = 4
unidades experimentais por bloco, sendo que, em cada um, foi adicionada

. *
uma testemunha (com ou sem agua).

“E importante salientar que nao foi simulado o efeito de repeticio, mas ele sera levado

em conta na anélise.
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Tabela 2: Plano otimizado obtido com o aplicativo java “DEW?”,
(Edmondson, 2005)

Blocos Trat. Regulares Test Rep
1 1,6,11,16 17
2 2,7,12,13 18 I
3 3,8,9,14 18
4 4,5,10,15 17
5 4,7,10,13 18
6 3,6,9,16 17 11
7 2,5,12,15 17
8 1,8,11,14 18
9 1,7,10,16 17
10 3,6,12,13 17 111
11 2,8,9,15 18
12 4,5,11,14 18

Nota-se que, nesse delineamento, tomando-se um tratamento qual-
quer, ¢é possivel agrupar os demais em trés grupos distintos, de modo que
os tratamentos do primeiro grupo ocorram juntos com o dado tratamento,
em um bloco do experimento, havendo repeticdo. Caso ndo haja, esses
tratamentos pertencem ao segundo grupo e, por fim, ao terceiro grupo cor-
respondem os tratamentos que nao ocorram juntos em nenhum bloco com
o tratamento dado. Os tratamentos dos trés grupos sdo chamados, respec-
tivamente, de primeiros, segundos e terceiros associados do tratamento em
questao e todos os tratamentos, com suas respectivas classes de associados

do exemplo em estudo, estao apresentados na Tabela 3:
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Tabela 3: Esquema de associacao dos tratamentos do PBIB

29% associados

39% associados

Trat 19% associados
1 11,16
2 12,15
3 9,6
4 5,10
5 4,15
6 3,16
7 10,13
8 9,14
9 8,3
10 4,7
11 1,14
12 2,13
13 7,12
14 8,11
15 2,5
16 1,6

6,7,8,10,14
5,7,8,9,13
8,12,13,14,16
7,11,13,14,15
2,10,11,12,14
1,9,11,12,13
1,2,4,12,16
1,2,3,11,15
2,6,14,15,16
1,5,13,15,16
4,5,6,8,16
3,5,6,7,15
2,3,4,6,10
1,3,4,5,9
4,8,9,10,12
3,7,9,10,11

2,3,4,5,9,12,13,15
1,3,4,6,10,11,14,16

1,2,3.4,5,7,10,11,15

1,2,3,6,8,9,12,16
1,3,5,6,7,8,9,13,16
2,4,5,7,8,10,14,15

3,5,6,8,9,11,14,15
45,6,7,10,12,13,16
1,4,5,7,10,11,12,13
2,3,6,8,9,11,12,14
2,3,7,9,10,12,13,15
1,4,8,9,10,11,14,16
1,5,8,9,11,14,15,16

2,6,7,10,12,13,15,16

1,3,6,7,11,13,14,16
2,4,5,8,12,13,14,15

Vé-se que, para cada tratamento, ha 2 primeiros associados, 5 se-

gundos associados e 8 terceiros associados. Nao foram incluidas na tabela

as testemunhas, pois possuem alto grau de associacdo, sendo, assim, primei-

ras associadas com todos os tratamentos. Isso se deve ao fato de que ha

repeticao em cada bloco.

Dessa forma, os par@metros de primeiro tipo sao:

n():l, )\0:3,

n1:2, /\1:2,
n2:5, )\2:1,
TL3:8, /\3:0.
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3.3 Modelo da anélise e suas pressuposigcoes

A teoria de modelos mistos, desenvolvida em 1949 por Henderson,

baseia-se em modelos lineares que contém efeitos fixos e aleatorios. Assim:

y=XB+2Zb+e, (4)

em que:

Yy

€

¢ um vetor de dimensdes (nx1) das observagoes, n ¢ o numero de ob-
servacoes;

é o vetor de dimensoes (px1) dos parametros de efeitos fixos, p é o
nimero de parametros associados aos efeitos fixos. Nesse caso especi-
fico, B = (Bo, 2,73, t2, ..., t18), sendo que By é uma constante experi-
mental associada ao intercepto (u + 71 + t1) para o modelo superpa-
rametrizado, em que p é a média geral, r1 é o efeito da repeticao 1 e
t1 € o efeito do tratamento 1;

é o vetor de dimensdes (qx1) dos pardmetros de efeitos aleatorios, q ¢
o nimero de pardmetros associados aos efeitos aleatoérios;

¢ o vetor de residuos (nx1);

X ¢ a matriz nxp de incidéncia dos efeitos fixos;

VA

¢ a matriz nxq de incidéncia dos efeitos aleatoérios.

A par de tais consideragdes, os vetores definidos acima seguem as

seguintes distribuigoes:

y ~ N(XB,I10?);
b~ N(¢,107);
e~ N(¢,I02);

sendo que ¢ representa um vetor nulo de dimensao igual & do vetor conside-

rado.



3.4 Estimagao REML

A equacdo matricial para a analise do modelo misto é definida pela
equacao (5) e o método adotado para se estimarem as componentes de vari-
ancia foi a funcio Ime do software R® v.2.1.1 (R, 2005), que, como padrao,
executa 25 passos de EM e ao menos 1 passo final de Newton Raphson
(Pinheiro & Bates, 2000). Para detalhes de implementacao de ambos os
algoritmos, pode-se consultar a revisao de Searle (1992). Alguns passos do
algoritmo EM tteis na determinacao das matrizes de varidncia e covarian-
cia das estimativas serdo apresentadas, apenas por questdes didaticas e de
continuidade com outros elementos do texto.

Tomando-se valores iniciais para a estimativa da componente de va-
ridncia 027 relativa a b e um valor inicial para a variancia do erro o2. tem-se

que as solucoes de 40 e & sdao dadas pela seguinte relacio matricial:

( 30 ) XX X'z ( X'y ) (5)
-~ = 2 [}
b 7'X 7Z'7+ Z—%I Z'y
em que X' e X~ representam a transposta e a inversa generalizada de X,
respectivamente.

As equagbes contidas nessa relagdo matricial compdem o chamado

Sistema de Equagoes do Modelo Misto de Henderson (Henderson, 1953). Em

posse dessa solucdo de 3 e b, as componentes de varidncia sao reestimadas

por:
5_2 _ y/y _ /80 X/y _ b'Z’y'
c n—r(X) ’
(32 B B, + tT(CQQ)a'g'
b D y
em que:

r(X) é o posto da matriz X;
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n é a dimensao do vetor y;
2
tr(Ca2) representa o trago de Ca, correspondente & parte Z'Z + %I

da matriz:

X'X X'z -
V — 0_2 . (6)
27X 27+ %I

Tais estimativas atualizadas das componentes sdo novamente subs-

titufdas nas equacoes de Henderson e, assim, sucessivamente, até a conver-

géncia.
3.5 Analise bayesiana

Nessa forma de analise, todos os parametros do modelo sdo conside-
rados como varidveis aleatorias, conforme o conceito subjetivo de probabi-
lidade (O’Hagan, 1994). Empregando-se uma generalizacdo do teorema de
Bayes, informacoes a priori sobre os pardmetros sao utilizadas em associagao
com os dados amostrais (representados no teorema pela fungao de verossi-
milhanca), o que possibilita uma inferéncia a posteriori sobre os parametros
(Box & Tiao, 1992). Elementos necessarios para uma andlise bayesiana do
modelo linear misto estdo descritos a seguir, conforme Sorensen (1996).

Seja a distribuic¢ao condicional dos dados y uma normal multivariada:
ylB, b,0¢, 0f ~ N(XB + Zb, 107).
Assim, a funcao de verossimilhanca é dada por:

L(y|ﬂ7 b7 O'Z,O'g) =

2
2mo;

O passo seguinte corresponde & definicao das distribuicoes a priori

dos diferentes parametros do modelo.
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3.5.1 Especificacao das prioris

E comum encontrar-se, na literatura, a suposicido de que nio haja
informacao prévia a respeito dos efeitos fixos 3. Assim, pode-se definir uma
priori ndo informativa por meio de uma distribuicao constante ou uniforme,
0 que é uma maneira de caracterizar total desconhecimento da distribuicdo

de B, segundo Sorensen (1996). Ou seja:

p(B) «x K,

em que K é uma constante.

Dessa forma, adotou-se essa abordagem nao informativa para fins de
comparagao com a andlise REML.

Para manter a consisténcia, ao se supor que os efeitos fixos tenham
distribuicao vaga, € razoavel supor, também, que as componentes da vari-
ancia terao distribuicdo correspondentemente pouco informativas. Assim,
neste estudo, foi assumida uma priori Qui-Quadrado Inversa Escalada para
as componentes da varidncia, diversificando os valores dos hiperparametros,
pois sdo eles que vao fornecer a informacao prévia que se tem em cada caso.

Entao, neste estudo, foram consideradas, para as componentes da varidncia,

2

2 e 02, conforme se apresenta a seguir:

g
0% ~ Inv = *(2,5);

of ~ Inv — x*(2,5).

Para tais distribuicoes a priori das componentes da varidncia, a dis-
2
Tp

of + 02

tribuicao a prior: da correlagao intraclasse fica sendo uniforme,

conforme se apresenta na Figura 1.
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Figura 1: Histograma de uma amostra de 100000 valores da distribuicao a

priori da correlacdo intraclasse

O uso de uma distribuicdo Qui-quadrado Inversa Escalada nao ocor-
reu por mero acaso e, sim, por razoes matematicas, ja que ela conduz a uma
integral de facil resolucdo e a uma posteriori de natureza semelhante, ou
seja, tem-se um caso de uma priori conjugada. Prioris conjugadas pouco in-
formativas sdo uma maneira conveniente de se comparar a analise bayesiana
a andlise de verossimilhanga correspondente (Bernardo & Smith, 1994).

Nao existe nenhum obsticulo, do ponto de vista teérico, para o uso de
prioris ndo-conjugadas, pois o problema consiste em casos em que a integral
possa nao ter solucdo explicita, fazendo com que métodos numéricos de
integragdo sejam buscados.

Finalmente, para os efeitos aleatérios, empregou-se a distribuicao
normal, como se segue:

b~ N(¢,Ac}),

em que:

¢ é o vetor nulo de mesma dimensao do aleatoério;
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A & a matriz de parentesco genético, a qual possui elementos que
descrevem os coeficientes das covaridncias entre os efeitos aleatorios genéticos

e que, nesse caso, serd tratada como a matriz identidade (I).
3.5.2 Distribuicao posteriori conjunta

A distribuicdo a posteriori conjunta, na maioria das vezes, é muito
complexa, sendo dificil a obtengdo analitica das distribui¢des marginais
de interesse na andlise. Segundo Sorensen (1996), a marginalizagdo é a
maijor dificuldade técnica na implementacao bayesiana, sendo, como lembra
Gianola (1996), praticamente impossivel essa obtencao analitica, mesmo por
métodos usuais de integragao.

Para a obtencdo da posteriori conjunta de todos os pardmetros, dado
que a amostra aleatéria foi realizada, fez-se o produto de todas as distribui-
coes a priori dadas anteriormente e a verossimilhanca, que, nessa situacao, é
uma normal, ou seja, y|B,b, 02,02 ~ N(XB+Zb,Io2). Portanto, a distri-
buicao conjunta a posteriori, supondo-se independéncia entre os parametros,

é dada pela seguinte expressao:

|

10’A b o
eap {570 )
b

1
p(ﬁ,b,O’%,O’?,ky)OC 2
o

b

2 2
VoS \ [ 2y~(v/2+1) vs
ef”p{‘zag} () “Up{—ggz}
e

(=)

Nao se deve perder de vista que a inferéncia sobre cada pardmetro

3

con{-gatv-XB- 2/ w-xp-20)}. @

é feita com as distribui¢bes marginais. Para tanto, a partir dessa posteriori
conjunta (8), foram obtidas as distribui¢es a posteriori condicionais comple-
tas para cada parametro, a fim de implementar o algoritmo do Amostrador

de Gibbs, o qual permite obter aproximagoes das distribui¢cbes marginais.
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3.5.3 Distribuicoes condicionais completas

A distribuicao condicional completa a posteriori para os efeitos fixos

(média e tratamentos), segundo a equagao (8), é dada por:

2 2
p(/B|b7 Ub,Ue,y) X exp{_20'£

Ly xp - 2b)(y—XB - Zb)}

r can{ -0z 20~ (x9)] (w20

-(x8)|}

& cxp {—2}, [ty — 26 (y — 2b) — (y - 2b) (XP)

~(XB)'(y - 2b) + (XB) (XB)| }

o exp {2; [ —(y—-2Zb) XB -6 X (y— Zb)+

e

gx'(xp)|}

’

o e:cp{— ! _B—(X’X)_lX'(y—Zb)} (X' X)

202 L

e

B (X'X)7'X (y - 2)| |

exp {— LT = 2b) X(X' X)X (g — Zb)} }

2
202 L

’

o eazp{— L g (x'x) X (g — Zb)} (X' X)

202 1
B (X'X)'X (y - 2b)| }. (9)
Portanto:
BI(b, 0%, 0%, y) ~ N (X X)X (y - 2b),02(X' X)), (10)

A posteriori condicional completa para os efeitos aleatorios (blocos)

pode ser encontrada de maneira analoga a distribuicao condicional completa

a posteriori dos efeitos fixos, ou seja, dada a posteriori conjunta (8), tem-se:
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1 (bA 162 ,
p(b‘ﬁao—ao—gay) & 6.’Ep{—2 2 ( 2 +(y_X/6_Zb)
lops oy

(y—XB—Zb)>}-

Sendo v = 02/0%, tem-se:

(11)

1 ’ _ ’
p(b|B,02 01, y) o exp{—%g<b7fl b+ (y—XB-2b) (y— XB

_Zw)}

o ewp{ - % (b’fyAlb + [(y —XB) — (Zb)

(- x8) - <Zb>]) }

s ewp{ - % <b/’YA1b +(y—XB) (y—XPB) -

e

(y — XB) (Zb) - (2b) (y - XB) + (Zb)'(Zb)) }

g exp{ — 2(172 (b/fyA_lb —(y— XB)/(Zb) — (Zb),

e

<y—Xﬁszwkzm)}

1 ’ N !
o ea;p{—QUg[b—(ZZ+7A Y17 (y — XPB)
(Z'Z+~yA7Y) [b —(ZZ+~AH 17

w-x0)} (12)
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Logo,
bl(8, 02,0, y) ~ N((Z' 2 +9A7) 12 (y = XB), (2'Z + 74711 0?).(13)

A distribuicao condicional completa para a componente da variancia

o2, em (8), ¢ dada a seguir:

[(y—xB—2b)'(y - X

p(o21B. a3, b.y) 01(030y+nmm{_zﬁ
~Zb) + vs*

(n+v)
leia )
(14)

(n+v

ou seja, uma Qui-Quadrado Inversa Escalada para a componente da varian-

~XB-2Zb)(y-XB—-Z
o2|(B,03,b,y) ~ Inv — X° (ner, (y B b) (y B b)
n+v
2
+”8>.um
n-+v

cia

Da mesma forma, para a componente da varidncia O'g, pode-se obter

sua distribuicao condicional completa por meio de (8), como se segue:
1 (b A b+ VbSl%)

(It
b

p(o-g|187027b)y) & (Ub
(J + Vb)}, (16)
que é também uma Qui-Quadrado Inversa Escalada:
J(B,02,b,y) ~ Inv—x* [ J+ 1, b AT +ws (17)
o o ~ — i 2
b y Ve 7y X by J + Vb
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3.6 Metodologia empregada para se ajustar a superficie de

resposta

O desenvolvimento da metodologia do modelo de superficie polino-
mial de resposta linear nos parametros esta baseado principalmente em de-
finigoes, formulas e conceitos extraidos de Box & Draper (1987) e Draper &
Smith (1998).

3.6.1 Superficie: ajuste do modelo para as médias de tratamentos
(REML e bayesiana)

A funcdo polinomial quadratica com duas varidveis X1, Xo & consi-
derada como uma representacdo da fun¢ao de producao verdadeira 7, dentro
da regido experimental de interesse. Considerando-se, entdo, as produgodes

estimadas y1,y2, ..., Yyn NOs n tratamentos
X; = (X1, X2i) ,i=1,2,...,m

escolhidos pelo pesquisador, o modelo matemético de regressdao para y; é

dado por:
Ui = Bo + (1 X1i + (2 Xoi + P11 X% + Boa X5 + B12X1: Xoi + e,

sendo e; 0 erro de estimacao correspondente a média ¥;, supondo-se que e;,
com i =1,2,...,n, é correlacionado com a matriz de covariancia C1, dada
pela inversa da componente em X X na equacio (5).

Para o desenvolvimento da metodologia, adotou-se o seguinte modelo

linear:
Yijke = 1+ 15+ b))+ BiNi+ BoAi + B3NP + BuAf + B5(NA)i +eij, (18)

em que:
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Yijk representa o valor observado no i-ésimo nivel dos fatores, na
j-ésima repeticao, k-ésimo bloco ;

I representa uma constante inerente a todas as observacoes;

T representa o efeito da j-ésima repeticao;

b(r) k(j) representa o efeito do k-ésimo bloco dentro da j-ésima repeti-

Gao;

061 representa o efeito linear do nitrogénio;

N; representa o valor quantitativo do i-ésimo nivel do nitrogénio;

B representa o efeito linear da adubacao foliar;

A; representa o valor quantitativo do i-ésimo nivel da adubacao fo-
liar;

03 representa o efeito quadratico de nitrogénio;

B4 representa o efeito quadratico de adubacao foliar;

0s representa o efeito da interacdo linear x linear entre os efeitos de

nitrogénio e adubagao foliar;

(NA); representa o valor quantitativo da i-ésima interacao;

€ijk representa o erro experimental associado ao modelo, sendo que
g~ N(gf), Cll)-

Uma outra maneira de apresentar o modelo (18), que descreve a
relacdo funcional das respostas observadas e as variaveis independentes no
experimento, esta na forma matricial, de acordo com a equagao (4) e, assim,
obtém-se suas estimativas mediante o Sistema de Equacdes do Modelo Misto
de Henderson, conforme descrito na segao 3.3.

Para o caso da andlise bayesiana, ajustou-se o modelo linear para as
distribuicbes a posteriori das médias dos tratamentos, que também pode ser

apresentado na seguinte forma matricial:



y=XB+e, (19)

em que:
Yy & o vetor das observagoes;
X é a matriz de incidéncia dos parametros;
B & o vetor dos pardmetros de efeitos fixos;
€ & o vetor dos erros aleatérios correspondentes as observacoes.

E bom notar que, nesse caso, as amostras da posteriori para tra-
tamentos é que foram utilizadas. Dessa forma, pode-se assumir o modelo
tradicional de superficie de resposta.

Assim, os vetores y, 3, € e a matriz X podem ser dados por:

’

y = (y17y27"'7yn) 7
B = (Bo, Br, B2, B3, Bu, Bs) ;

!

e=(e1,62,...,6n);
1 X1 Xon X3 X3, XuXa
1 X2 22 X3 X3 XippXo

1 Xln X2n X12n X22n XlnXZn
Considere-se o modelo (19), em que o vetor de médias e a matriz de

covariancias dos erros € sao dados por:

E(e)=¢ e Var(e)=Io?

e

respectivamente, em que ¢ é um vetor nulo, I é a matriz identidade de ordem
n, o2 & um nimero real positivo.
Nessas condicGes, utilizando-se o método dos minimos quadrados,

obtém-se o sistema de equacOes normais:
X'XB=Xy.
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Dado que a matriz X possua posto coluna completo, entao X'X e

positiva definida, logo possui inversa cldssica e a solugdo do sistema é tnica:
B=(XX)"'Xy,
em que (X' X)7! ¢ a inversa de X' X.

Dentre as propriedades do estimador B, tem-se, finalmente, que:
EB)=8 e V(B)=(XX) "o

3.6.2 A determinacgao e a analise do ponto critico

Apés as estimativas de minimos quadrados e REML serem alcan-
cadas, considerando-se um delineamento apropriadamente escolhido e con-
duzido em uma regido experimental de interesse, obtém-se a equacao de
regressao e, dessa forma, pode-se encontrar a combinacao 6tima dos niveis
dos fatores (ponto critico). O ponto critico pode ser: (a) ponto de maximo;
(b) ponto de minimo; (¢) ponto de sela, que é, ao mesmo tempo, ponto
de méximo e de minimo, representando uma situacao de dificil solucao e
aplicagao pratica; e (d), uma indeterminagao.

Para a obtengao dos pontos criticos (a, b) de uma fungao z = f(z,y)
de duas varidveis, iniciou-se a resolucdo do sistema de equacdes formado

pelas derivadas parciais:

0z
%—0
0z
a—y—O

Convém ressaltar que, se uma ou ambas derivadas parciais ndo exis-
tirem no ponto (a,b), tem-se, também, um ponto critico da fungao f(z,y).
Para descobrir se a solucao obtida desse sistema é um ponto de méa-
ximo, minimo, sela ou uma indeterminagao, faz-se o teste da segunda deri-
vada. Para isso, verifica-se a continuidade das derivadas parciais de segunda

ordem em algum circulo centrado em um ponto critico (a,b).
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Seja D o determinante da matriz das segundas derivadas parciais:

*f(z,y) 0*f(z,y)
Ox2 Oxdy

Pflxz,y) 0*f(z,y)
Oxdy Oy?

sendo D = f:m?(av b)fyy(av b) - gy((% b)

Para estudar a natureza do ponto critico, estuda-se o sinal do deter-

minante e, se necessario, o das derivadas de segunda ordem.

Entao, se
1. D> 0e fyz(a,b) >0, tem-se um ponto de minimo relativo em (a, b);
2. D>0e fyz(a,b) <0, tem-se um ponto de maximo relativo em (a, b);
3. D <0, tem-se um ponto de sela em (a,b);

4. D =0, nenhuma conclusao pode ser obtida.

3.7 Intervalos de confianca para predigoes

Nesta secfo, serao apresentados resultados-padrao para inferéncia
em modelos fixos. Para um estudo atualizado sobre o tema, recomenda-se
Faraway (2005).

Existem dois tipos de predicao: de resposta média e de observacoes
futuras, sendo que, neste trabalho, adotou-se somente a primeira. No modelo
fixo, a estimativa da combinacdo linear '3 ¢ dada por X' e sua variancia
¢ dada por A (X' X)~'Ao2. No modelo misto, (X X)~'o? ¢ substituida por
V~! da equacdo (6). Note-se que o vetor A niio precisa necessariamente ser
observado, A é um vetor de pesos para os parametros, tal que Xﬁ é uma
combinacao linear de interesse, nao necessariamente observada em algum
tratamento do experimento. Entdo, a variancia do estimador do vetor de

parametros é dada por:

V(B)= ()" (20)
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O estimador dessa variancia é obtido substituindo-se a variancia pa-
ramétrica pelo estimador da variancia (S?= QMresiduo). Assim, tem-se o

estimador da variancia do estimador dos parametros dado por:
V()= ()" (21)

Dessa forma, o estimador do erro padrao da predicdo para o intervalo

de confianca para a combinacdo linear N6 é dado por:
S(Y;) = /A (V)1 (22)

Por fim, o intervalo de confianca para predicdo da média é:

(

n

[N]})

Vi 1,2,5(%), (23)

em que n é o tamanho da amostra e p é o nimero de pardmetros do modelo.

3.8 Erro quadratico médio

Casella & Berger (1990) definem o EQM de um estimador W de um
parametro 6 como sendo a funcio de 6 definida por Ep(W — #)2. Segundo
os autores, essa medida tem pelo menos duas vantagens em relacao a outras
medidas de distancia: primeiro, ela é bastante “tratdvel” analiticamente;
segundo, possui a interpretacio Eg(W —0)2 = VargW + (ViésgW)?2, em que
0 viés de um estimador pontual W, de um parametro 6, é a diferenca entre
o valor esperado de W e 8. Portanto, o EQM incorpora dois componentes,
um medindo a variabilidade do estimador (precisao) e o outro medindo seu

viés (acuracia).
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 Swuperficie de resposta - analise REML

Inicialmente, é importante destacar que todas as andlises estatisti-
cas desenvolvidas nesta secio foram realizadas utilizando-se o software R®
v.2.1.1(R, 2005). A analise de variancia da Tabela 4 refere-se & massa de
dados provenientes da Tabela 1. A parte superior da tabela da anélise de
variancia (obtida pelos modelos 1 e 2, como descrito no Anexo A) revelou
efeito nao significativo da interacdo entre os fatores dose de nitrogénio e
adubacao foliar para a variavel producao.

Como o interesse deste estudo foi analisar os fatores conjuntamente,
considerando-se que seus niveis sao quantitativos, ajustou-se um modelo de
regressdao de acordo com a equagao (24), citada a seguir, para os niveis de
dose de nitrogénio e de adubacao foliar por meio da superficie de resposta.

[lustrou-se a aplicagao da superficie de resposta usando-se a REML
para a estimacao das médias de tratamentos ajustadas apresentada na Ta-
bela 5, juntamente com a andlise de variancia. Tal analise (obtida pelo
modelo.3, como descrito no Anexo A), com a decomposi¢io dos efeitos de
tratamentos sob a forma de superficie de resposta, encontra-se apresentada

na parte inferior da Tabela 4.

40



Tabela 4: Quadro-resumo da andlise de varidncia para a varidvel resposta

producao do modelo fixo com dados arredondados para ntmeros inteiros

FV GL SQ QM F. Pr>F
R 2 15 8 0,30 0,7421
R/B 9 286 32 1,3 0,3008
Trat 17 82514 4854 191,4 2x10~16
Test 1 230 230 9,2 0,00486
FAT 15 9623 641.,5 25,7 2.4x10~13
N 3 2725 908 34,4 3,899x10~10
A 3 6555 2185 82,8 3,582x10~1°
N*A 9 343 38 1,4 0,21038
T vs FAT 1 72661 72661 28654 2.2x10716
n 1 47658 47658  1946,3 2,2x10~16
a 1 19880 19880 811,9 2,2x10716
n*a 1 273 273 11,7 0,001
n? 1 10005 10005 408,6 2,2x10~16
a’ 1 4312 4312 176,1 2,2x10716
Falta de ajuste 12 386 32,2 1,3 0,27
Residuo 31 786 25
Total 59 83601

Observa-se que, pela Tabela 4, a varidvel analisada (produgao) mos-
trou-se significativamente influenciada pelas fontes de variacao: efeito linear
da dose de nitrogénio, efeito linear da dose de adubagao foliar e efeito linear
da interacdo entre as duas doses. Tal fato leva & conclusao da existéncia de
efeitos das doses de nitrogénio e das doses de adubacao foliar, como também
de um comportamento diferenciado da aplicacao dos niveis de nitrogénio nas

diversas combinacOes com os niveis da adubacao foliar.
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Tabela 5: Valores das médias ajustadas (REML) e seus IC(95%), com as

suas respectivas amplitudes (A) e valores paramétricos

Trat.  Médias Ajust. LI LS A Val. Paramétrico
1 157,17 151,07 163,27 12,20 157,75
to 180,59 17449 186,69 12,20 179,8
t3 184,66 178,56 190,76 12,20 185,65
t4 172,69 166,59 178,79 12,20 175,3
t5 173,51 167,41 179,61 12,20 169,6
te 191,85 185,75 197,95 12,20 193
t7 200,79 19469 206,89 12,20 200,2
ts 190,06 183,96 196,17 12,21 191,2
tg 174,16 168,06 180,26 12,20 172,45
t10 200,37 19427 206,47 12,20 197,2
t11 203,76 197,66 209,86 12,20 205,75
t12 196,58 190,48 202,68 12,20 198,1
t13 162,68 156,58 168,78 12,20 166,3
t14 192,95 186,85 199,06 12,21 192,4
t15 202,04 19594 208,14 12,20 202,3
t16 198,66 19256 204,77 12,21 196
t17 97,03 92,71 101,36 8,65 100
t1g 101,79 97,46 106,11 8,65 105
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A equacao de regressdo ajustada, seguindo um modelo misto, com
blocos aleatérios, e os demais componentes como fixos, como descrito na

equacao (18), é dada por:

gij = 98,897+ 0,86364N; — 0,00575N7 + 0,49425A; — 0,00104A% +
0,00075N; A;, (24)

que é andloga a uma funcao f de duas variaveis (INV e A), por meio da qual
podem-se estimar as producoes (imagem) para quaisquer combinagoes dos
niveis dos fatores doses de nitrogénio 0 < N; < 120 e doses de adubacao
foliar 0 < A; < 360, que sao o dominio da fungao f.

Nesse exemplo, os p-valores do teste ¢ de Student para as hipdteses
do tipo Hy : 3; = 0,i=0,1,2,...,m foram todos inferiores ao nivel nominal
de significancia de 5%. Dai se conclui que, dessa forma, ambas as variaveis
tem efeito significativamente diferente de zero na variacao de y. A mesma
conclusao pode ser obtida também pelos intervalos de confianca apresentados
na Tabela 6, com o mesmo nivel de significAncia para cada parametro, visto
que cada um dos intervalos ndo contém a origem, além disso, estao bem
estimados, pois os valores paramétricos estao contidos em seus respectivos

intervalos.

Tabela 6: Estimativas dos coeficientes de regressao, seus respectivos inter-

valos de confianga da analise REML e seus respectivos valores paramétricos

Parametro Estimativa LI LS Valor Paramétrico
I 98.897 95.411 102.38 100
51 0,8636 0,6848 1,0425 0,8
B2 0,4943 0,4347 0,5539 0,5
B3 -0,00575 -0,00707 -0,00441 -0,005
Ba -0,00104 -0,00119 -0,00089 -0,001
Bs 0,00075 0,00039 0,00112 0,0005
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A estimativa do parametro R?, o qual mede a proporcao da varia-
¢do total dos dados explicada pelo modelo de regressao, foi igual a 99,7%.
Outro parametro de fundamental importancia é o coeficiente de determi-
nac¢ao ajustado (R?lj) Esse ajuste, feito para o nimero de pardmetros no
modelo, fornece uma medida mais adequada para se compararem modelos
com diferentes quantidades de parametros, se o valor foi igual a 99,5%.

Para a obtencao dos pontos criticos dessa funcdo, tem-se o sistema de
equacoes formado pelas derivadas parciais de primeira ordem das producoes

estimadas ¥;;, em relagao as doses de nitrogénio e de adubagao:

99 =0,86364 — 0,0115N + 0,00075A4 = 0
ON

9

94 = 0,49425 — 0,00208A + 0,00075N = 0.

A solugéo desse sistema de equacdes fornece os niveis 6timos das duas
doses mencionadas anteriormente, N = 92,78 Kg/ha e A = 271,07 mg/]

(ponto critico), os quais proporcionam uma producao de 205,95 caixas/ha:

92§ 0%y

N2 ONOA —0,0115  0,00075
v o B ( 0,00075 —0,00208 > '
ONOA A2

Como as derivadas parciais de segunda ordem s2o continuas num
circulo com centro em (92,78; 271,07), calculou-se o determinante (D) da
matriz acima estudando o seu sinal, juntamente com alguma das segundas
derivadas parciais da diagonal principal. Assim, tem-se.

D = 0,0000005625 >0 e &<O
o ON? '

Entao, pelo teste da segunda derivada, conclui-se que ha um ponto
de maximo relativo, o qual, mediante a Figura 2, pode-se observar, trata-se

de um méaximo local.
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Figura 2: Visao de perfil da superficie de resposta para a produgao de citros
(caixas/ha), em funcao das doses de nitrogénio (kg/ha) e adubagdo foliar

(mg/1) (Analise REML)

A representacdo grafica da superficie de resposta, ajustada para os
dados de produgao, de acordo com a equacao de regressao estimada, pode

ser vista por nessa mesma figura, como também por meio de curvas de nivel,

na Figura 3.
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Figura 3: Curvas de nivel para a producao de citros (caixas/ha), em fungao
das doses de nitrogénio (kg/ha) e adubacao foliar (mg/l) (Analise REML)

Observa-se que, de maneira geral, houve influéncia de doses de ni-
trogénio e de adubacdo foliar sobre a produgdo, indicando que maiores
produtividades foram obtidas com as combinagoes das doses nas faixas de
60 < N; <100 e 250 < A; < 300 para nitrogénio e adubagao foliar, res-
pectivamente. Além disso, nota-se que houve um maior efeito das doses
de adubagao foliar, se comparadas com os efeitos das doses de nitrogénio,
pois as curvas com uma tendéncia quadratica em funcao das doses de adu-
bagao foliar sio bem mais visiveis do que aquelas em funcéo das doses de
nitrogénio.

Na Figura 4, tem-se, para a superficie ajustada (a curva situada na
regido central), o intervalo de confianca dos preditores da resposta média,
sendo as curvas acima e abaixo dessa as superficies de resposta superiores e
inferiores, que correspondem aos limites superiores e inferiores de um inter-
valo de confianca. A obtenc@o das equacoes dessas superficies de confiancga,
dadas a seguir, foi feita mediante o ajuste de alguns pontos que se situavam

tanto na regido superior como na inferior. Assim:
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Superficies de resposta
Inferior | §;; = 96,297 + 0,8652N; — 0,005792N?+
0,4943A; -0, 001042Aj2- +0,0007763N A

Superior | §;; = 102,9 + 0,8625N; — 0,005769N >+
0,4944A; — 0,001043A43 + 0,000778N; A;

Figura 4: Ajuste de superficies para a estimativas das médias dos tratamen-
tos e limites inferiores e superiores do IC para cada média. Prod: producao
de citros (caixas/ha); N: doses de nitrogénio (kg/ha); A: doses de adubagao
foliar (mg/1), (Analise REML)

Para o calculo da elipse de confianca, que pode ser vista nas Fi-
guras 5 e 9 , elevou-se o plano formado pelos eixos (N, A), de modo que
ficasse tangente ao ponto de maximo (205,95), que passou a ser a origem do
novo sistema. Igualando-se a superficie de resposta superior a essa origem,
encontrou-se a equacdo da elipse de confianca projetada no plano (N, A),
para os niveis 6timos de nitrogénio e de adubagao foliar. Convém destacar
que tal metodologia foi criada especificamente para desenvolvimento deste

trabalho.
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Figura 5: Regido de 95% de confianca para os niveis 6timos das doses de

nitrogénio (kg/ha) e de adubacao foliar (mg/l) (Analise REML)

4.2 Diagné6stico de convergéncia do algoritmo Gibbs Sam-
pler

No processo de verificacao de convergéncia, utilizou-se o pacote BOA
(Bayesian Output Analysis), executado no software R® v.2.1.1(R, 2005).

Inicialmente, foi gerada uma cadeia de 4000 iteracGes para todos
os parametros, com o objetivo de obter uma referéncia de tamanhos de
“queima’” das primeiras observacoes e “pulo” entre as observacoes, calculados
pelo critério de Raftery & Lewis (1992), o qual indicou, dentre todos os
parametros, os maiores valores de 2 e 1 para queima e pulo, respectivamente.

Para garantir a seguranca do processo amostral, a partir de duas
cadeias de 150000 iteragoes em paralelo, foram obtidas duas amostras de
tamanho igual a 4000, de cada uma dessas cadeias, levando-se em conta o
descarte das 50000 primeiras iteragoes, para reduzir a influéncia dos valores

iniciais. Além disso, numa freqiiéncia de 25, ou seja, a cada 25 observagdes,
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retirava-se um valor de cada parametro para tentar diminuir a autocorrelagao
existente.

De acordo com Gelman et al. (2000), a “queima” e o nimero de
iteragbes utilizados em processos de geragao aleatéria que utilizam a técnica
MCMC devem ser definidos de forma que ndo haja duvidas quanto & esta-
bilizacao do processo, pois da escolha destes dependem todos os resultados
obtidos na anélise.

A verificacao da convergéncia das duas cadeias resultantes, para cada
parametro, foi feita por meio do critério de convergéncia de Gelman & Rubin
(1992), observando-se se os valores do fator de reducao de escala potencial
(ﬁ), da sigla inglesa PSRF, estavam proximos ao valor unitario. Gelman
(1995) sugere aceitar, como garantia de convergéncia, valores de R menores
que 1,1 ou 1,2.

Pode-se observar que os valores para o fator de reducdo de escala
potencial, do ultimo critério citado, para todos os parametros estimados
(efeitos fixos e componentes da variancia) estao apresentados na Tabela 7.
A avaliagdo da convergéncia indicou que o algoritmo Gibbs Sampler con-
vergiu para todos os parametros, em ambas as amostras, uma vez que os
valores de R ficaram muito proximos do valor unitéario, havendo diferencas
apenas de algumas casas decimais, situacdo que exprime, segundo Gelman
& Rubin (1992), a convergéncia do processo iterativo envolvido na anélise.
Dessa forma, pode-se ter plena confianca de que as estimativas dos parame-
tros sdo verdadeiramente as médias das distribui¢oes marginais, pois essas
distribuicbes encontram-se em uma situacao estével, ou seja, sob a condigao

de estacionaridade.
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Tabela 7: Estimativas dos indicadores de convergéncia para os critérios de
Gelman & Rubin (1992) e Raftery & Lewis (1992) e do erro de Monte Carlo

para cada uma das cadeias dos parametros do modelo

Raftery & Lewis

Gelman & Rubin

Parametro  Descarte Pulo 0,975 R Erro MC
o2 1 2 0,9998829  1,0001888 0,0884011
of 1 2 0,9998054  0,9998877  0,07271616
I 1 2 0,9998723 1,000242 0,06229866
o 1 2 0,9998575  1,0001362  0,06840015
rs 1 2 1,00004 1,0001372  0,06700255
to 1 2 1,00051 1,001617 0,0656974
t3 1 2 0,9999823  1,0004186  0,06719994
t4 1 2 0,9999449  1,0000252  0,07902311
t5 1 2 0,9998854  1,0000639 0,0677919
t6 1 2 0,999934 0,9999436  0,06249842
t7 1 2 0,9997844 0,999811 0,07538871
ts 1 2 1,0005208 1,00082 0,13567047
to 1 2 0,999881 0,9999046  0,05300587
t10 1 2 1,0001211  1,0014557  0,06540558
t11 1 2 0,9999944  1,0008425  0,06307528
t1o 1 2 1,000746 1,0037092  0,05663703
t13 1 2 1,0001651  1,0003743  0,05771956
t14 1 2 1,0007476  1,0023839  0,04784242
t1s 1 2 1,0006552  1,0039859  0,05578633
t16 1 2 1,000105 1,0011513  0,06662412
t17 1 2 1,0008658  1,0022488  0,06608614
t1s 1 2 1,0003092  1,0023457  0,07057838

...continua...
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Tabela 7: Cont.

Raftery & Lewis

Gelman & Rubin

Parametro  Descarte Pulo 0,975 R Erro MC
by 1 2 1,0001676  1,0010881  0,04997043
ba 1 2 0,9998995  1,0003638  0,05092744
bs 1 2 1,0000013  1,0006943  0,05515476
by 1 2 0,9998014  0,9998241 0,0559402
bs 1 2 1,0001638  1,0014523  0,06276761
bg 1 2 1,0004749  1,0022157  0,07314327
by 1 2 1,0005969  1,0036355  0,05631986
bs 1 2 1,0001085  1,0009586  0,07491498
bg 1 2 1,0001777  1,0001834  0,07824042
b1o 1 2 0,9999209 0,999933 0,06997551
b11 1 2 1,0000903  1,0001401  0,07408732
b12 1 2 1,000002 1,000013 0,06412052

Também pela Tabela 7, podem-se notar, pelo critério de Raftery &
Lewis (1992), aplicado na amostra vélida, indicagoes para pulo e queima mi-
nimos para a retirada do efeito de dependéncia entre os valores amostrados,
tornando o processo amostral estavel e independente.

Como era esperado, os valores indicados pelo critério de Raftery &
Lewis (1992), ndo foram tao expressivos, pois, na amostra valida, ja haviam

sido rejeitados 50000 valores iniciais e realizados pulos de 25 observacoes.

4.3 Analise bayesiana

Para o ajuste da superficie de resposta da andlise bayesiana foram
tomadas as médias ajustadas dos tratamentos, demonstradas na Tabela 8 a
seguir, das distribui¢des a posteriori e, pelo método dos minimos quadrados,

encontraram-se as estimativas dos coeficientes de regressdo, cuja equagao
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ajustada é:

Ji; = 100,9+0,8607N; — 0,0055N2 + 0,4943A4; — 0,00102A42 +
0,00063N;A;. (25)

Tabela 8: Valores das médias ajustadas pela amostragem Gibbs e seus in-
tervalos de credibilidade (95%) com as suas respectivas amplitudes (A) e

valores paramétricos

Trat.  Médias Ajust. LI LS A Valor Paramétrico
t1 157,61 145,62 169,28 23,66 157,75
to 182,00 169,89 193,59 23,80 179,80
t3 186,19 174,72 198,42 23,70 185,65
tq 175,05 162,98 187,11 24,13 175,30
t5 174,74 163,42 186,70 23,28 169,60
te 192,83 180,76 204,34 23,58 193,00
t7 203,01 191,71 215,76 24,05 200,20
ts 191,29 179,71 203,36 23,65 191,20
to 175,15 163,18 186,87 23,69 172,45
t10 203,11 191,60 215,42 23,82 197,2
t11 203,80 191,99 215,62 23,63 205,75
t12 198,33 185,75 209,48 23,73 198,10
t13 165,62 153,68 177,28 23,60 166,30
t14 193,57 181,49 205,13 23,64 192,40
t15 203,81 19244 216,42 23,98 202,30
ti6 198,97 186,90 210,59 23,69 196,00
t17 98,27 87,84 109,61 21,77 100,00
t1s 103,38 91,82 114,07 22,25 105,00
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Da mesma forma que na analise REML, foi verificado, também, que
os p-valores para o teste ¢ de Student para a hipotese nula Hy : §; = 0,71 =
0,1,2,...,m foram todos menores do que 0,05, que é o nivel nominal de
significancia pré-determinado. Conclui-se, dai, que ambas as varidveis tem
efeito significativamente diferente de zero na variavel resposta “Producgao” e
que, pelos intervalos de confianca expostos na Tabela 9, chega-se & mesma

conclusdo, visto que esses intervalos ndo contém o zero.

Tabela 9: Estimativas dos coeficientes de regressao e seus respectivos inter-

valos de confianca da anélise bayesiana e valores paramétricos

Parametro Estimativa LI LS Valor Paramétrico
W 100,9 97,33 104,42 100
51 0,8607 0,6902 1,0312 0,8
B2 0,4943 0,4774 0,551 0,5
3 -0,0055 -0,0068 -0,0043 -0,005
Ba -0,00102 -0,00115 -0,00088 -0,001
Bs 0,00063 0.00029 0,00096 0,0005

2
aj.’

As estimativas dos parametros, R? e R2. foram aproximadamente
iguais a0 do modelo anterior, assumindo-se os seguintes valores: 99,58%;
99,41%, respectivamente.

A forma de obtenc¢ado dos pontos criticos, juntamente com o estudo
da sua natureza, das superficies (superior e inferior) e da elipse de confianca
dos niveis 6timos, é analoga & da REML. Os pontos criticos encontrados para
as duas doses sdo: N = 93,78 Kg/ha e A = 271,27 mg/]l, com um ponto
de maximo igual a 208,30 caixas/ha. O esbogo da superficie de resposta e o

das curvas de nivel estao apresentados, respectivamente, nas Figuras 6 e 7.
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das doses de nitrogénio (kg/ha) e adubagao foliar (mg/1) (Analise bayesiana)



Podem-se ver, também, pelas Figuras 8 e 9, os graficos das superficies
superiores e inferiores (que correspondem aos ajustes das superficies para os
limites inferiores e superiores do IC para cada média dos tratamentos) , cujas
equagoes sao dadas abaixo, e da elipse de confianga que representa a regiao

dos niveis 6timos, na combinacdo das doses dos dois nutrientes em estudo.

Superficies de resposta

Inferior | §;; = 97,82 + 0,84N; — 0,005307 N2+
0,48684, — 0, 001011A]2 +0,0006172N A;;
Superior | §;; = 103,9 + 0,8815N; — 0, 0058 N2+
0,5017A; — 0, 001028A]2- +0,0006355N; A;

Figura 8: Ajuste de superficies para as estimativas das médias dos tratamen-
tos e limites inferiores e superiores do IC para cada média. Prod: producao
de citros (caixas/ha); N: doses de nitrogénio (kg/ha); A: doses de adubagao
foliar (mg/l) (Analise bayesiana)

55



320 S

ciik 7 4

)
(i)
(]
=,
-

Adubacio Foliar
B
2 .
.

\ )

] A
201 N e
\‘MF""—'-'"ff::f i
a0 a0 100 110

Mitrogénia

Figura 9: Regices de 95% de confianga para os niveis 6timos das doses de
nitrogénio (Kg/ha) e de adubagao foliar (mg/1). (A elipse interior refere-se

a andalise REML e a exterior refere-se a analise bayesiana.)

4.4 Eficiéncia dos métodos

Apenas para efeito de comparacao entre as estimativas pontuais,
apresenta-se a Tabela 10, a seguir, com os valores paramétricos e estima-
tivas de efeito fixo (andlise intrablocos) comparada as demais estimativas,
visto que seu EQM, que podera ser observado mais adiante, foi superior aos

anteriores, indicando ser uma anéalise menos favoravel.
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Tabela 10: Valores das médias ajustadas, IC(95%) e os respectivos valores

paramétricos para a anélise usual de modelo fixo

Trat. Meédias Ajust. LI LS VP REML BAYES
t 157,06 149,84 164,27 157,75 157,17 157,61
to 181,93 172,84 191,03 179,80 180,59 182,00
t 185,97 177,38 194,56 185,65 184,06 186,19
t4 175,45 166,49 184,40 17530 172,69 175,05
ts 174,78 165,86 183,71 169,60 173,51 174,74
tg 192,39 185,09 199,70 193,00 191,85 192,83
tr 203,27 19445 212,10 200,20 200,79 203,01
ts 191,06 182,11 200,00 191,20 190,06 191,29
to 174,99 166,20 183,78 17245 174,16 175,15
t10 203,53 194,77 21229 197,20 200,37 203,11
t11 203,23 195,78 210,68 205,75 203,76 203,80
t19 198,40 189,49 207,30 198,10 196,58 198,33
t13 165,98 157,05 17491 166,30 162,68 165,62
14 193,19 184,35 202,03 192,40 192,95 193,57
t15 204,07 195,04 213,10 202,30 202,04 203,81
t16 198,39 19121 20556  196,0 198,66 198,97
ty7 98,14 91,74 104,55 100,0 97,03 9827
t18 103,32 95,77 110,86 1050 101,79 103,38

Para verificar-se a eficiéncia dos dois métodos (REML e bayesiano),
empregaram-se o erro quadratico médio e o coeficiente de correlacao linear
amostral de Pearson r;,7 = p, r, b, sendo que os seus subscritos correspondem
ao valor paramétrico e as varidveis REML e bayesiana, respectivamente.

Logo, tem-se como estimativas:
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Tpr = 0, 99789 EQMREML = 4, 86
rpp = 0,99787 EQMpaygrs = 5,79
rp =0,99965 EQMpiz, =6,14

Percebe-se que ha uma pequena diferenca entre os dois primeiros
erros e que todos os coeficientes de correlagdo linear amostral sdo positivos e
estao muito proximos de 1, ou seja, os dois métodos foram eficientes para a
analise. De acordo com o terceiro e o ultimo coeficientes, pode-se visualizar,

na Tabela 11, o quanto as estimativas dos métodos estao proximas.

Tabela 11: Quadro-resumo da analise do modelo experimental pela ané-
lise bayesiana: média, desvio padrao, intervalos de credibilidade com 95%
de probabilidade e valores das estimativas pontuais REML dos efeitos do

modelo e seus valores paramétricos

Parametro  Média  Desvio 1C REML  Val.Par.
LI LS
o? 25,04 6,4 14,08 38,03 24,89 25
ag 17,39 10,84 3,32 38,82 2,33 9
intercepto 155,48 427 147,05 163,75 156,51 -
ro 0,88 4,25 -7,66 8,87 0,79 -
r3 1,26 4,25 -6,81 9,53 1,22 -
to 24,39 4,6 15,45 33,87 23,41 179,8
t3 28,57 4.61 19,81 38,1 27,49 185,65
t4 17,44 4,57 8,29 26,1 15,52 175,3
ts 17,12 4,64 8,56 26,72 16,34 169,6
te 35,22 4.4 26,83 44,14 34,68 193
tr 454 4,43 36,58 53,57 43,62 200,2
...continua...
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Tabela 11: Cont.

Parametro  Média  Desvio IC REML  Val.Par.
LI LS
tg 33,68 4,52 25,17 43,17 32,89 191,2
t9 17,54 4,67 8,54 26,81 16,98 172,45
t10 45,5 4,48 37,3 54,71 43,19 197.2
t11 46,19 4,27 37,66 54,3 46,59 205,75
t12 40,72 4,55 31,87 49 54 39,41 198,1
t13 8,01 4,58 -0,86 17,11 5,5 166,3
t14 35,96 4,44 27,28 44 67 35,78 1924
t15 46,2 4,64 37,4 55,52 44 87 202,3
t16 41,35 4.3 32,85 49 54 41,49 196
t17 -59,35 3,78 -66,73 -51,7 -60,14 100
t18 -54,24 3,94 -62,04  -46,81 -55,39 105
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5 CONCLUSAO

As duas metodologias empregadas neste trabalho, anélises bayesi-
ana e de verossimilhanca restrita, mostraram-se boas ferramentas para a
estimacao de pardmetros de um modelo linear misto, visto que os resultados
obtidos em ambas nao se diferem.

Levar em conta prioris conjugadas que resultassem em pouca infor-
macdo para a correlacdo intraclasse ndo apresentou vantagem em relagdo a
anilise de verossimilhanca restrita.

Portanto, ambas as formas de anélises sao recomendadas para ajustes

de superficies de resposta.
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ANEXO

Anexo A: Rotina para a implementac¢do da Amostragem Gibbs das distri-

buicbes condicionais completas a posteriori e da anélise freqiientista
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ANEXO A

Rotina para a implementagao da Amostragem Gibbs das distribuicoes condi-

cionais completas a posteriori e das demais andlises utilizadas neste trabalho

# Leitura de dados e definig8o do delineamento#

valpar <- read.table(‘‘arquivo de dados’’, header=TRUE)
R <- factor(valpar$Repet)

B <- factor(valpar$Bloco)

Trat <- factor(valpar$Trat)

Test <- factor(valpar$Test)

Nitro <- factor(valpar$Nitro)

AdFol <- factor(valpar$AdFol)

Prod <- valpar$Prod

N <- valpar$N

A <- valpar$i

simul <- data.frame(R,B,Trat,Test,Nitro,N,AdFol,A,Prod)
attach(simul)

# Andlise do modelo fixo #

modelo.1l <- 1m(Prod ~ R/B + Trat)

modelo.2 <- 1lm(Prod ~ R/B + Test + Nitro*AdFol)
modelo.3 <- 1m(Prod ~ B + N*A + N2 + A2)
anova(modelo.1)

anova(modelo.2)

anova(modelo.3)

# Andlise do modelo misto - REML #

library(nlme)

modelo.l.m <- 1lme(Prod ~ R + Trat, data = simul,
random = ~1| B)

anova(modelo.1.m)
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summary (modelo.1.m)

# Para visualizar o graficos das interagles #
par (mfrow=c(1,2))
interaction.plot(Nitro,AdFol,Prod)
interaction.plot (AdFol,Nitro,Prod)

# Superficie de Resposta #

modelo <- Ilme(Prod ~ R + N*A + N2 + A2, random = ~ 1 | B)
summary (modelo)

y <- Prod

n <- length(y)

library (MASS)

# Delineamento #

XZ <- model.matrix(modelo.1)

X <- XZ[,1:20]

Xz <- matrix(c(rep(1,5),rep(0,55)))

Z <- cbind(xz,XZ[,21],Xz[,24],Xz[,27],XZ[,31],

XzZ[,34]1,Xz[,37],XZ[,40] ,Xz[,44] ,XZ[,47],
XZ[,50],XZ[,53])

# As <- svd(X,nu=0) #

# rank.X <- sum(As$d>0.000001*As$d[1]) #
# rank.X #

# Inferéncia Bayesiana #

iter <- 150000

BI <- 50000
TH <- 25
SS <- (iter-BI)/TH

cadeia <- matrix(0,iter, (2+20+12))

amostra <- matrix(0,SS, (2+20+12))
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# Prioris #

rb <- 2
sb <- 5
re <- 2
se <- b

# Pontos iniciais (Chutes) #

b <- ginv(t(Z2)%*%hZ) %xht (Z) %xhy
beta <- ginv(t XD %*WX) %xh t(X)%*% vy
e <- y - (X¥*lbeta + Z¥*)b)

vb <- as.real ((t(b)%*%b)/11)

ve <- as.real ((t(e)%*%e)/31)

F <- ginv(t(X)%*%X)

cF <- chol(F)

# Agora vamos percorrer a cadeia e gerar todas as amostras. #
# Loop MCMC #

for (i in 1l:iter)

{

gamma <- as.real(ve/vb)

# Sendo A=I #

Ag <- gamma *diag(12)

# Condicional completa para efeitos fixos #
meanf  <- ginv(t(X)%*%X) %h*%t (X)%*%h(y-Z %*% b)
kf <- rnorm(20)

beta <- sqrt(ve) * t(cF) %*} kf + meanf

# Condicional completa para efeitos aleatdérios #

M <- ginv(t(Z)%*%Z + solve(Ag))
meanr  <- MJ*%t(Z)%+*% (y-X%*%beta)
kr <- rnorm(12)

70



sr <- sqrt(ve) * chol(M)

b <- t(sr) %*% kr + meanr

# Condicional completa para varidncia residual #

e <- y - Xhx¥beta-Z}*%b
cl <- (n+re)/2

c2 <- (t(e)h*rhetrexse)/2
ve <- rgamma(l,cl,c2)

ve <- as.real(l/ve)

# Condicional completa para variancia de blocos #

cl <- (12+rb)/2

c2 <- (t(b) %*% b + rb*sb)/2
vb <- rgamma(l,cl,c2)
vb <- as.real(1l/vb)

cadeiali,] <- cbind(ve,vb,t(beta),t(b))
for (j in 1:8S)
{
if (round((i-BI-1)/TH) == j)
{
amostral[j,] <- cbind(ve,vb,t(beta),t(b))
}
}
}
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