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RESUMO

SANTOS, Elisa Norberto Ferreira. Comparagoes miltiplas multivari-
adas via bootstrap e permutagao. 2008. 50 p. Dissertagao (Mestrado
em Estatistica e Experimentacao Agropecuéaria) - Universidade Federal de
Lavras, Lavras, MG.”

Quando o interesse é identificar os vetores de médias que diferem
entre si, os contrastes lineares sdo o tinico método existente até o momento.
Como nao existe nenhum procedimento de comparagoes multiplas multivari-
adas, o presente trabalho foi realizado com o objetivo de propor procedimen-
tos de comparacgao multipla para vetores multidimensionais via bootstrap e
permutacao. O procedimento foi desenvolvido e implementado por meio de
métodos de computagao intensiva e avaliado por meio de simulagao Monte
Carlo. A idéia foi obter, para todos os pares de médias, a distancia T2 de
Hotelling e comparé-las com as distancias obtidas na distribuicao bootstrap
e permutacao, originada da reamostragem. As taxas de erro tipo I por ex-
perimento e o poder do teste proposto foram computados para avaliar o seu
desempenho em N = 1000 simulagoes Monte Carlo. Conclui-se que os testes
foram propostos com sucesso e 0s passos necessarios para a sua execugao fo-
ram implementados em R. Nas situagoes homocedasticas, os testes tiveram
desempenho considerado 6timo, com taxas de erro tipo I por experimento
inferiores ou iguais aos valores nominais adotados quando p < k(r — 1),
sendo p o nimero de variaveis, k o namero de populagoes e r o nimero de
repetigoes. Os testes foram liberais nas situagoes heterocedasticas. O teste
de permutagao teve melhor desempenho no controle do erro tipo I por expe-
rimento quando p = k(r — 1) ou p < k(r — 1), mas esta na vizinhanga dessa
desigualdade; o teste de comparagoes multiplas multivariadas via bootstrap
possui valores de poder comparéveis ou superiores aos dos testes univaria-
dos. O teste mostrou robustez no desempenho do poder quando a suposi¢ao
de homocedasticidade for violada.

“Comité Orientador: Daniel Furtado Ferreira - UFLA. (Orientador)
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ABSTRACT

SANTOS, Elisa Norberto Ferreira. Multivariate multiple comparisons
using bootstrapping and permutation. 2008. 50 p. Dissertation (Mas-
ter in Statistics and Agricultural Experimentation) - Federal University of
Lavras, Lavras, MG.”

For identifying difference among mean vectors, linear contrasts are
the only existent method. For this reason the present work was accom-
plished for proposing a multiple comparison procedure for multidimensional
vectors using bootstrapping and permutation. The procedure was developed
and implemented using intensive computational methods and s evaluated
by Monte Carlo simulations. The idea was to obtain the 72 distances of
Hotelling between pairs of the mean vectors and to compare them with
the distances obtained in the bootstrapping and permutation distributions,
originated by resampling methods. The experimentwise type I error rates
and the power of the proposed test were computed to evaluate its perfor-
mance in N = 1000 Monte Carlo simulations. The tests were successfully
proposed and the necessary steps for their application were implemented in
R; in the homoscedastic cases the tests achieve optimal performance with
experimentwise type I error less or equal to the nominal significance levels
when p < k(r — 1), where p is the number of variables, k is the number of
populations and r is the number of replications; the tests were liberal in he-
teroscedastic cases; the permutational test had optimal performance in the
control of experimentwise type I error rates when p = k(r—1) or p < k(r—1)
but considering only the neighborhood of this inequality; the multivariate
multiple comparisons bootstrapping test had power that is comparable or
superior to those of the univariate tests; the test was shown robust power
performance when the homoscedastic supposition is violated.

“Guidance Committee: Daniel Furtado Ferreira - UFLA. (Adviser)



1 INTRODUCAO

Analise multivariada é o ramo da Estatistica que visa analisar dados
obtidos quando diversas variaveis sdo medidas (ou avaliadas) numa mesma
unidade experimental. O termo multivariado, ou multidimensional, é usado
em virtude de, sob o ponto de vista matemético, cada variavel poder ser
vista como uma dimensao (Mardia, 1979).

Em muitas situagoes experimentais, deseja-se testar o efeito ou a
eficicia de um tratamento. Para isso, medidas sao tomadas nas unidades
experimentais antes e apés a aplica¢do do tratamento (Johnson & Wichern,
1998).

No caso univariado, a analise de variancia e o teste F sao usados para
testar a hipotese de igualdade de efeito de tratamento. Se essa hipotese é
rejeitada, é necessario identificar onde se encontram as diferencas. Para
isso, empregam-se testes apropriados para as comparagoes das médias dos
tratamentos.

Tratando da situacao multivariada, avalia-se a hipétese de igualdade
de efeitos vetoriais de tratamento por meio da anéalise de varidncia multiva-
riada. Se a hipotese for rejeitada, é de interesse do pesquisador identificar
os contrastes entre vetores de médias de tratamentos que sao responsaveis
pela rejeicao da hipotese. Nesse caso, quando o interesse é comparar varios
vetores de médias, e nao os elementos dentro de um vetor, os contrastes line-
ares s&o o unico método existente até o momento que ajuda a detalhar mais
sobre a questao de comparagoes entre tratamentos. Mas, o uso de contraste
ortogonais € limitado as situacoes em que os tratamentos sao qualitativos e
estruturados.

No contexto multivariado, h4 uma grande deficiéncia quando a hipo-
tese nula é rejeitada, pois, na literatura, nao existem testes de comparacoes
multiplas multivariados. Com isso, a metodologia deste trabalho é inédita e
inovadora e tem como um dos objetivos sanar essa deficiéncia.

Por essas razoes, o presente trabalho foi realizado com o objetivo de

propor procedimentos de comparagao multipla para vetores multidimensio-



nais via bootstrap e permutacdo. Os procedimentos foram desenvolvidos e
implementados por meio de métodos de computacao intensiva e avaliados
por meio de simulacao Monte Carlo. A idéia é obter, para todos os pares
de médias, a distancia T2 de Hotelling e compara-las com as distancias ob-
tidas na distribuicao bootstrap e permutacgao, originada da reamostragem.
As taxas de erro tipo I por experimento e o poder do teste proposto foram

computados para avaliar o seu desempenho.



2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Procedimentos de comparagoes miiltiplas univariadas

Os procedimentos de comparagdes multiplas servem como um com-
plemento do teste F para detectar possiveis diferencas entre os tratamentos
(Banzatto & Kronka, 2006).

Quando os procedimentos de comparagoes miiltiplas sao utilizados de
maneira incoerente, pode haver perda de informagao e reducdo da eficiéncia
se procedimentos mais apropriados forem avaliados (Petersen, 1977). O uso
freqiientemente inapropriado de comparagdes multiplas foi considerado, por
Pearce (1993), como conseqiiéncia do mau ensinamento e também como a
resisténcia de nao estatisticos em se aventurar no territério desconhecido da
especificacao de contrastes.

Um caso freqiiente de uso incorreto desses procedimentos diz respeito
4 anélise de experimentos em esquema fatorial, em que cada nivel de um
fator é combinado com os demais niveis dos outros fatores (Petersen, 1977).
Neste tipo de experimento, independente do tipo dos fatores (qualitativos ou
quantitativos), é preciso testar primeiro a significancia dos efeitos principais
e das interagoes. Se nao houve significincia da interagao, entdo, toda a
informacao se encontra nos efeitos principais e as médias de cada nivel podem
ser comparadas recorrendo-se a métodos mais adequados (Petersen, 1977).
Se as médias dos efeitos principais forem comparadas sem se considerar a
significancia das interagoes, conclusoes incorretas podem ser obtidas.

Sampaio (1998) discorda da afirmacao de muitos autores de que,
quando o fator é do tipo quantitativo, deve-se utilizar a regressao e nao os
procedimentos de comparagoes miltiplas . Esse autor argumenta que apenas
uma técnica de andlise pode comprometer os objetivos propostos e utilizar
mais de uma técnica, concomitantemente, pode prover maiores informagoes.

Segundo Machado et al. (2005), a aplicacdo dos procedimentos de
comparagoes miltiplas depende da natureza dos efeitos dos fatores em es-
tudo. Quando os niveis destes fatores sdo quantitativos, é mais conveniente
a utilizagdo de uma metodologia de regressao e, se os fatores sao qualitati-

vos com estruturagao, é mais apropriado estabelecer comparagoes entre os



niveis de um dos fatores por meio de contraste, seguidas de um teste especi-
fico. No entanto, se os niveis dos fatores sao qualitativos e nao-estruturados,
devem-se aplicar os procedimentos de comparagoes multiplas.

Apesar da facilidade de aplicacao dos testes de comparagoes multi-
plas, um aspecto que deve ser considerado quando se utilizam esses testes é
a ambigiliidade dos seus resultados. Esta ambigiiidade decorre da possibili-
dade de que dois tratamentos, tidos como iguais a um terceiro, possam ser
considerados diferentes entre si. Este aspecto pode dificultar a interpretagao
dos resultados, particularmente em presenca de muitos tratamentos.

Os testes de comparagoes multiplas mais utilizados na literatura sao t
de Student, Tukey, Student-Newman-Keuls (SNK), Duncan, Scheffé e outros
que podem ser encontrados em varios livros voltados para a estatistica ex-
perimental, como os de Pimentel Gomes (1985), Banzatto & Kronka (2006)
e Steel & Torrie (1980), entre outros.

O teste t de Student, também denominado no contexto das com-
paragoes miltiplas de teste da diferenga minima significativa (LSD -Least

Square Difference), é realizado por meio da estatistica

20M E
LSD = 1,5 Z20E, (2.1)

em que t é o quantil superior 100(«/2)% da distribuigao t de Student, com
v graus de liberdade, QME é o quadrado médio do residuo e r é o ntimero
de repeticoes.

Algumas desvantagens desse teste foram comentadas por Perecin &
Malheiros (1989). O nivel de confianga (1 — «) nao é valido para varios
contrastes, mas sim para um apenas. Os contrastes devem ser previamente
planejados e ortogonais entre si, e nao sugeridos pelos dados.

De acordo com O’Neill & Wetherill (1971), uma alternativa ao teste t
é a utilizacao da diferenca significativa de Fisher. Este procedimento consiste
em alterar o nivel nominal de significincia o para a determinagao do valor
tabelado de ¢, dividindo-se o nivel nominal de significAncia pelo ntimero de

comparagoes (p) que serao realizadas. Este ajuste é também denominado de



correcao de Bonferroni da significancia nominal. Dessa forma, Ramalho et

al. (2000) definiram o valor critico do teste de Bonferroni da seguinte forma:

[2QME
BLS.D - t(a/(?p),l/) T, (22)

em que t é o quantil superior 100(a/(2p))% da distribuicao t de Student, com
v graus de liberdade do residuo, QME é o quadrado médio do residuo e r é
o numero de repetigdes de cada tratamento e p é o ntimero de comparagoes.

O teste BLSD controla o erro tipo I por comparacio e por experi-
mento com limites maximos das taxas iguais ao valor nominal (Machado et
al., 2005).

Tukey (1951), segundo Duncan (1955) e Harter (1957), propds um
método de amplitude fixa, baseado na distribuicao de amplitude total estu-
dentizada. Esse método requer que todos os niveis de tratamento tenham o
mesmo nimero de repeti¢oes e que as inferéncias de interesse sejam todo o
conjunto de comparacoes duas a duas, ou seja, todos os pares de estimativas
(Ramalho et al., 2000). A diferenga minima significativa (A) do teste ¢ dada

por:

MFE
A = gy 22E, (2.3

r

em que ¢ é o quantil superior 100a% da amplitude estudentizada, no qual
k representa o niimero de populagoes, v o nimero de graus de liberdade do
residuo e « o valor nominal de significincia; QME é o quadrado médio do
residuo e r é o nimero de repeticoes de cada tratamento.

Se k for maior que 2, o valor de A serd maior do que o valor LSD,
o que torna o teste de Tukey mais conservativo do que o teste t em declarar
uma diferenga significativa (Carmer & Swanson, 1973).

Segundo Perecin & Malheiros (1989), o teste de Tukey é vélido para
a totalidade dos contrastes de duas médias e que, em principio, exige ba-
lanceamento, sendo exato para testar a maior diferenga, porém, nos demais
casos ¢é considerado conservativo. O poder deste teste é baixo e apresenta
uma reducao drastica com o aumento do niimero de niveis dos tratamentos
(Ramalho et al., 2000).



Para o caso em que os tratamentos sao nao balanceados, é recomen-
dével, no lugar de r, usar a média harménica, r,, do niimero de repeticoes

de cada populagao, dada por:

(2.4)

em que r; é o namero de repeticoes de cada populagao .

Enquanto os testes t de Student e de Tukey, incluindo suas variagoes,
requerem o célculo de um simples valor critico, o teste de Student-Newman-
Keuls necessita do célculo de (k — 1) valores criticos, dados por:

QME

SNKp/ = q(OéJ?’,V) , 5 (25)

para p' = 2,3, ..., k, que & o numero de médias abrangidas no contraste de
duas médias ordenadas.

Assim, SN K5 ¢é igual ao valor critico LSD e SN K}, é igual ao valor
critico A. Para valores intermediarios de p’, o valor critico SN K,y ¢ um valor
intermediario entre os valores criticos LSD e A (Machado et al., 2005).

Scheffé (1953) propds um procedimento bem geral, de amplitude fixa,
para comparar qualquer contraste entre médias de populagoes. O seu valor

critico é calculado por:

ko

for,
S = (k - ]') E ?LF(a,k—l,u)QMEa (26)
=1

em que k é o namero de populacées do experimento; ¢; os coeficientes das
médias do contraste em questao, com i = 1,2,...,k; Flox_1,) 0 quantil
superior 100a% da distribuigao F' e v de graus de liberdade do residuo.
Este teste pode ser aplicado a qualquer contraste de médias e, apesar
de ser um teste mais conservativo que o teste t de Student, ele também ¢é

mais flexivel, pois nao exige a condi¢ao de ortogonalidade entre os contrastes



e nem que estes sejam estabelecidos antes de examinar os dados (Banzatto
& Kronka, 2006).

Amplitudes estudentizadas especiais, apresentadas por Duncan (1955),
com oy = [1—(1— a)p/_l], para p’ = 2,3, ..., k, sdo usadas no teste de Dun-

can. Para este procedimento, os (k — 1) valores criticos sao calculados por:

QME

- 2.7)

Dy = d(ay, p0)
para p’ = 2,3, ...,k que é o nimero de médias abrangidas no contraste de
duas médias ordenadas.

O teste de Duncan é mais conservativo do que o teste de t de Student,
mas mais liberal do que os testes de Tukey e SNK (Machado et al., 2005).
O procedimento proposto por Scott & Knott (1974) apresenta como

estatisticas:

™ BO
A
2(r—2) o5

em que 7w é uma constante que equivale a 3,141593; By é o valor méximo
da soma de quadrados méxima entre dois grupos de médias, sobre todas as

(k — 1) partigdes possiveis e 52 é a estimativa de maxima verossimilhanga

de 72.

Este teste utiliza a razao de verossimilhanca para testar a hipotese de
que k populagoes podem ser divididas em dois grupos que maximizam a soma
de quadrados entre grupos. O niimero de grupos cresce exponencialmente
quando o nimero (k) de populagdes é grande, dificultando a aplicagdo do
teste. Existem 2F~1
distintos (Ramalho et al., 2000). Mas Fisher (1958) demonstrou em seu

trabalho que é necessario considerar apenas (k — 1) partigdes obtidas pela

— 1 partigoes possiveis das k médias em dois grupos

ordenacao das médias e sua divisao entre duas partigoes sucessivas.

Scott & Knott (1974) mostram que a distribuicao da estatistica A
pode ser aproximada por uma x? com vy = k/(m — 2) graus de liberdade.
O teste ¢ significativo se A > x2(1p) e, assim, rejeita-se a hipotese de que

os dois grupos sao iguais. O mesmo teste é aplicado para cada grupo se-



paradamente. Se o teste nao for significativo, conclui-se que as médias das
populagoes pertencem ao mesmo grupo. O procedimento continua, dividindo
cada grupo em dois subgrupos, se o teste para aquela particao for significa-
tivo, ou concluindo que o grupo é homogéneo no outro caso. O procedimento
termina quando nao ha grupos remanescentes para serem divididos.

A grande vantagem deste teste é a auséncia de ambigiiidade e a ro-
bustez de normalidade presente nos procedimentos de comparagoes multiplas

(Silva, 1998).

2.2 Tipos de erro e poder do teste

E preciso ter sempre a consciéncia de que toda inferéncia realizada
estd sujeita a erros. Esses erros podem ser classificados como erro do tipo
I, quando rejeita-se a hipotese nula, sendo ela verdadeira. Comete-se 0 erro
do tipo II quando nao se rejeita a hipdtese nula dado que ela é falsa.

Utilizando a diferenga minima significativa para comparagoes multi-
plas pareadas, Carmer (1976) buscou verificar as freqiiéncias dos erros tipo
I, IT e III. O erro tipo III é aquele cometido quando se declara que uma
média é maior que a outra quando, na verdade, ocorre o contrario. O autor
observou que, com o aumento do nivel nominal de significancia o = 20%
para a = 40%, reduziu-se consideravelmente a proporgao de erro tipo II,
enquanto aumentou-se razoavelmente os erros tipos I e III. Verificou tam-
bém que se o pesquisador quiser a reducao dos trés tipos de erros, ele deve
melhorar a precisdo do seu experimento.

Segundo Banzatto & Kronka (2006), os erros tipo I e II est@o associa-
dos de tal forma que, se a probabilidade de ocorréncia de um deles diminuir,
automaticamente a probabilidade de ocorréncia do outro aumenta.

O’Neill & Wetherill (1971) definem duas maneiras bésicas para se
calcular a taxa de erro do tipo I:

i) taxa de erro por comparagao (comparisonwise error rate)

Numero de inferéncias erradas

Numero total de inferéncias



ii)taxa de erro por experimento (experimentwise error rate)

Numero de experimentos com pelo menos uma inferéncia errada

(2.9)

Numero total de experimentos

A maior preocupacio ao se desenvolverem procedimentos para com-
parar médias centrou-se no controle do erro tipo I para garantir o nivel de
probabilidade desejado num conjunto de varias comparacoes. Ao se contro-
lar de forma excessiva esse tipo de erro, aumenta-se a taxa de erro tipo Il e
diminui-se o poder do teste, que é, nesse caso, denominado conservativo ou
conservador (Carmer & Swanson, 1973), dificultando a rejei¢ao da hipotese
nula. Porém, ao se aumentar a taxa de erro tipo I, diminui-se a taxa de erro
tipo II e o poder é aumentado, sendo considerado um teste liberal (Machado
et al., 2005).

O poder de um teste é a capacidade deste de identificar todas as
reais diferengas entre os tratamentos (Ramalho et al., 2000), ou seja, a
probabilidade de rejeitar a hipotese de igualdade entre médias quando ela
realmente é falsa (1 — ().

Varios trabalhos comparam os diferentes procedimentos de compa-
ragoes multiplas quanto as taxas de erro tipo I (Borges & Ferreira, 2003;
Carmer & Swanson, 1973; Perecin & Barbosa, 1988). Essa nao é uma tarefa
facil de se executar analiticamente, porém, alguns autores ja o fizeram, de
forma analitica ou por meio de simulagao.

Um procedimento é considerado robusto se, ao violar uma das pres-
suposicoes bésicas para sua aplicacao, ele mantiver, pelo menos aproxima-
damente, o desempenho delineado originalmente na elaboracao de sua teoria
(Borges & Ferreira, 2003).

Segundo Hocking (1985), os procedimentos de comparagoes multi-

plas tém atraido considerédvel atencao e é improvavel que se chegue a uma



solugao final, pois o problema gira em torno de taxas de erro e poder. Ao
mesmo tempo em que deseja-se cortar a ocorréncia de decisoes incorretas
(falsas significAncias), deseja-se também detectar diferengas reais entre os
tratamentos.

Guerra & Donaire (1982) dizem que se devem estabelecer amostras
com tamanhos relativamente grandes para poder reduzir a probabilidade de
se cometer o erro tipo II, fixando um baixo risco a para a probabilidade de

se cometer o erro tipo I.

2.3 Comparacgoes miultiplas multivariadas

As variaveis possuem relagoes entre si e qualquer mudanca em uma
ou algumas delas, afeta as outras. Um tratamento aplicado em um ser, a
um solo ou a um sistema, ndo afeta isoladamente apenas uma variavel, e sim
todas as variaveis (Mardia et al.,, 1979).

Segundo Rencher (2002), quando o interesse é analisar todas as va-
ridveis ao mesmo tempo, uma alternativa sao os contrastes, embora sejam
limitados as situagoes em que os tratamentos sao qualitativos e estrutura-
dos. Por meio de contrastes se podem obter respostas mais especificas a
respeito de hipéteses de interesse. Isto é, os contrastes lineares ajudam a
detalhar mais sobre a questdao de comparagdes entre tratamentos (Negrillo
& Perre, 1987). Ha dois usos dos contrastes em um ajuste multivariado.
Considerando a hipétese Hyp: Cu = 0 com Cj = 0, em que p é o vetor de
médias , C é matriz de contraste (p — 1)xp, j € um vetor de 1 e 0 é o vetor
nulo. A soma de cada linha de C é zero, pois Cu €, conseqiientemente, um
confronto de contrastes para comparar os elementos fi1, ft2..., 1, de p entre
si. Neste trabalho, o interesse esta nos contrastes que comparam diversos
vetores médias e nao os elementos dentro de um vetor.

Um contraste de vetores de médias de uma populagao é dado por

W =cip + coptg + ... + crpiy, (2.10)

em que Zle c; =0.

Assim, se podem efetuar comparagoes entre vetores de médias das

10



populagoes, da mesma forma como se opera no caso univariado.

Para cada contraste é calculado um residuo adequado. Quando se
trabalha com contrastes ortogonais, sabe-se que os k — 1 graus de liberdade
decompoem-se em k—1 contrastes com um grau de liberdade cada (Rencher,
2002).

Para cada hipétese formulada, deve-se obter o estimador de W que
é dado pelo correspondente contraste dos vetores de médias amostrais:

W = Clgl, + (32?2. + ...+ Ck?k.- (211)
em que Y ,Ys , ..., Y Sao os vetores de médias amostrais.

Para realizar o teste, é obtida a estatistica Us, tal que

E|

Ug = ————,
* |E+ H,

(2.12)
em que E é a matriz de soma de quadrados e produtos do residuo e E é
matriz da soma de quadrados e produtos, com s=1,2,.... k-1.

Se Us > Ugp,1,0p):

liberdade porque o posto de H é igual a um.

rejeita-se Hy. Cada matriz H¢ tem um grau de

Quando a hipotese de efeitos iguais para tratamentos é rejeitada,
aqueles efeitos que levaram & rejeicao sao de interesse. Para compara-
¢oOes simultineas duas a duas, a aproximacao de Bonferroni pode ser usada
para construir intervalos de confianga simultidneos para os componentes da
diferenga 7, — 7; (diferengas de efeitos das populagoes h e i, respectiva-
mente)(Mardia et al., 1979). Esses intervalos sdo mais curtos que os obtidos
para todos os contrastes e requerem apenas valores criticos da estatistica
univariada t, considerando 7y o f-ésimo componente de 7;. Desde que T;
pode ser estimado por 7; =Y, — Y ,entdo, Ty =Y,¢— Y 4.

Como Ty = Y, ¢ — Y 4 corresponde & diferenca entre duas médias
amostrais independentes, o teste t de duas amostras é valido, modificando-
se adequadamente o nivel de significancia (Ferreira, 2007). A estimativa da

variancia do contraste entre duas médias de tratamentos é dada por,
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. 1 1\ E
Var(Yne—Yie) = ( + ) - (2.13)

n, n;) v
em que ny é o tamanho da amostra da populacao h; n; é o tamanho da
amostra da populagao 7; Ey é a soma de quadrados do residuo e da f-ésima
variavel e v é o grau de liberdade do erro.

Segundo Ferreira (2007), a divisao de Ey pelos seus respectivos graus
de liberdade (v) deve-se ao fato de que o elemento em questao (Fyy) refere-se
a uma soma de quadrados do residuo. Dessa forma, desde que p varidveis
sao consideradas e k(k — 1)/2 comparagoes duas a duas serao realizadas,
entao, o intervalo de confianca protegido por Bonferroni para a diferenca de

efeitos do tratamento é dado por:

_ _ 1 1\ E
Yie—Yie® ty,a/[pk(k—l)]\/< + > %7 (2.14)

np n;

para todos os £ = 1,2, ...,p e todas as diferencas h <i=1,2,..., k.

2.4 Simulagcao Monte Carlo

Simulagao é uma ferramenta poderosa se compreendida e usada cor-
retamente. Naylor et al. (1971) definem simulagao como sendo “uma técnica
numérica para a conducao de um experimento sob a 6tica computacional,
envolvendo tipos matemaéaticos seguros e modelos tebricos que descrevem o
comportamento de negbcios ou sistemas econdémicos sobre um grande pe-
riodo, em tempo reduzido”.

Para estudar ou avaliar um teste estatistico, muitas vezes, torna-se
bastante dificil obter, analiticamente, informagoes sobre o poder e as taxas
de erro tipo I. Uma maneira de se obter as informacgoes desejadas é por meio
de simulagao (Cecchetti, 1999).

O método de Monte Carlo é uma técnica que consiste na simulagao
de dados pela geragao de niimeros pseudo-aleatorios, por meio de algum al-
goritmo em alguma linguagem de programagao, de acordo com determinada

distribui¢ao de probabilidade. O objetivo é estudar o comportamento de
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diferentes técnicas estatisticas que poderiam ser empregadas num problema
especifico (Dachs, 1988)

O método leva este nome devido & famosa roleta de Monte Carlo,
no Principado de Moénaco. Seu nome, bem como o desenvolvimento sis-
tematico do método, ocorreu em 1944, época da Segunda Grande Guerra,
tendo sido utilizado como ferramenta de pesquisa para o desenvolvimento da
bomba atémica. Porém, existem alguns registros isolados de sua utilizagao
em datas bem anteriores. Por exemplo, pela segunda metade do século XIX
varias pessoas executaram experiéncias nas quais lancavam setas, de ma-
neira fortuita, sobre uma tabua onde havia um conjunto de linhas paralelas
e deduziram o valor de m = 3,14..., observando o ntimero de intersecgoes
entre as setas e linhas (Pllana, 2002).

Em sintese, o método de simulagao Monte Carlo consiste em simular
dados a partir de uma seqiiencia de niimeros aleatorios, com a finalidade de
se obter uma amostra da populacdo. Admite-se também que todo processo
simulado que contém um componente aleatorio de qualquer distribuicao faz
parte deste método (Carari, 2004).

2.5 Meétodo bootstrap e permutacao

O método de bootstrap foi originalmente proposto por Bradley Efron
em um influente artigo publicado no Annals of Statistics, em 1979. Ele se
baseia na construcao de distribui¢oes amostrais por meio de reamostragens
e € muito utilizado para estimar intervalos de confianga. Também pode ser
utilizado, por exemplo, para estimar o viés e a variancia de estimadores ou
de testes de hipoteses calibrados.

O método de bootstrap tem por base a idéia de que o pesquisador pode
tratar sua amostra como se ela fosse a populagdao que deu origem aos dados
e usar amostragem com reposicao da amostra original para gerar pseudo-
amostras. A partir dessas pseudo-amostras, é possivel estimar caracteristicas
da populacao, tais como média, variancia, percentis, etc.

Varios esquemas diferentes de métodos bootstrap tém sido propostos,

na literatura e muitos deles apresentam bom desempenho em uma ampla
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variedade de situagoes (Diaconis & Efron, 1983).

A idéia basica do método bootstrap é amostrar os dados originais
com reposicao, obtendo-se valores da estatistica de interesse. Repete-se este
processo intmeras vezes, até a obtencao de B valores. Calcula-se o desvio
padrao desses valores e, entdo, tem-se o erro padrao da estatistica. Dado
o custo alto e a escassez conseqiiente de dados em muitas aplicacoes, com-
binadas com o custo reduzido e a abundéancia do poder da computacao, o
método bootstrap se torna uma técnica muito atraente por extrair informa-
¢oes empiricas de dados (Efron & Tibshirani, 1991).

O método bootstrap também pode ser visto como um procedimento
para tirar conclusoes sobre populacoes, quando nao se tém suposigoes so-
bre a distribuicdo das populagbes de interesse. A Tnica suposicao feita é
que a amostra original representa bem a populacao da qual os dados sao
provenientes.

Os métodos de permutacgao foram introduzidos na década de 1930 por
Fischer e Pitman, mas, por muito tempo, se restringiram ao contexto teérico,
devido as dificuldades de calculos computacionais, somente resolvidos muitos
anos depois (Good, 1994). Esse método consiste em amostrar os dados

originais sem reposicao, no intuito de obter valores da estatistica de interesse.

2.6 Distribuicao normal multivariada

Em anélise multivariada, é importante a generalizagao da densidade
normal univariada para duas ou mais dimensoes. De fato, muitos dos mé-
todos estatisticos multivariados baseiam-se na pressuposicao de que os da-
dos sao obtidos de uma populacao com distribui¢cao normal multivariada.
Apesar de os dados originais néo serem quase nunca exatamente normal
multivariado, a densidade normal se constitui, muitas vezes, numa aproxi-
magao adequada e tutil da verdadeira distribui¢ao populacional (Johnson &
Wichern, 1998).

Segundo Rencher (2002), a importéancia da distribui¢ao normal, além
de seu facil manuseio matemético, possui duas razoes praticas que justificam

a sua utilidade. A primeira diz que a distribuicdo normal é a mais adequada
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para modelos populacionais em vérias situagoes. A segunda refere-se ao
fato de a distribuicao amostral de muitas estatisticas multivariadas serem
aproximadamente normal, independentemente da forma da distribui¢ao da
populagao original, garantida pelo teorema do limite central.

A funcao de densidade normal multivariada de um vetor aleatério X

é dada por:

fx(@=entEtap{ e - WS e n) @)

em que p e X sao os vetores de média e a matriz de covaridncia, simétrica
e positiva definida, respectivamente e p é a dimensao do vetor aleatorio X.

Timm (2002) enuncia alguns teoremas importantes. Sao eles:

Teorema 2.6.1. Se X ~ N,(p,X) eseY = 2_1/2(X—u), entio Y 1,..., Y,
sao N,(0,I) independentes.

Teorema 2.6.2. Se X1, Xo,... € uma seqiiencia infinita de vetores alea-
térios independentes e identicamente distribuidos de uma distribuicao com

média p e covaridncia 3, entao X ~ N, (u, %E), com n — o0.

Teorema 2.6.3. Se o vetor aleatério X € RP seque uma distribui¢do nor-
mal multivariada com densidade fx (x) dada em (2.15), entdo a sua média
E(X) € igual ao parametro p e sua matriz de covariancias E(X — p)(X —

w)T ¢ igual ao parametro X.

As simulagoes realizadas neste trabalho foram baseadas nestes teo-

remas, justificando, assim, sua descricao nesta secao.

2.7 Distancia de Mahalanobis

Num caso univariado, a distancia entre dois pontos é simplesmente a
diferenca entre eles. Para o propdsito estatistico, esta diferenca nao é muito
informativa (Rencher, 2002).

No caso multivariado, temos que considerar nao sé as discrepancias

das variaveis como também as covaridncias ou correlagbes. Assim, para a
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distancia estatistica, utilizou-se a matriz de covariancia (S) e a distancia foi

dada por

D? = (x — y)TSfl(a: - vy), (2.16)

em que D? é a distancia de Mahalanobis, S™! é a inversa da matriz
de covaridncia e « e y sao vetores aleatoérios.

Segundo Ferreira (2007), esta distancia é conhecida por distancia ge-
neralizada de Mahalanobis. Em muitas situacoes experimentais, este tipo
de distancia possui um apelo intuitivo para o seu uso, justamente por con-
templar a estrutura de covariancia entre as diferentes varidveis. Ao usarmos
esta defini¢ao de distancia, estamos igualando as condi¢oes das escalas e eli-
minando o efeito da correlagdo. Isso porque cada varidvel seréa padronizada
pelas respectivas variabilidades e a correlacao entre diferentes variaveis sera
contemplada.

Deve-se ressaltar que o uso da inversa da matriz covaridncia numa
distancia Mahalanobis tem o objetivo de padronizar todas as varidveis para

a mesma variancia e eliminar correlagoes (Rencher, 2002).
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3 METODOLOGIA

Sejam Y ;1,Y ;0,...,Y ;. vetores aleatorios de dimensao p x 1, obtidos
na i-ésima populagao (i = 1,2, ..., k) com distribuigao multivariada qualquer,
com vetor de médias p; e matriz de covaridncia 3;. Entao, foi proposto um
procedimento de comparacoes multiplas multivariado, conforme descrigao
apresentada a seguir.

Inicialmente, seja familia das m = k(k—1)/2 hipoteses definidas por:

(3.1)

HO: l’l”L:l'l”L/7 1#1121727,14:
Hy: p; # py, para algum 7 # 7.

Para testar as hipoteses dessa familia de comparagoes foi proposto
método baseado em bootstrap e permutacao. Inicialmente, foram estimados
os vetores de médias e as matrizes de covaridncia da i-ésima populacao,

dadas por:

)
> Yy
=1

Yi="——, (3.2)
1 « — _
Si = - 12 (Y, Y)Y — Yi)". (3.3)
j=1

O estimador da cov(Y;, — Y.) é dado por

— 1
cov(Y;, —Yy)= ;(Sl + Si). (3.4)
A estatistica do novo procedimento foi definida por:
T =r(Yi = Yu) (8 + Su) (Yi - Yi), (3.5)

parai#1 =1,2,... k.

Uma limitacdo desse procedimento é que a inversa tnica (S; +S;) !
s6 existira se p < 2(r —1). Uma possibilidade para contornar esse problema
foi a utilizagdo de inversas generalizadas de S; + S;,. Outra possibilidade é

utilizar a covaridncia combinada das k populagoes, dada por:
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k

>,
=1

S, = T (3.6)

Assim, tem-se a seguinte expressao alternativa a expressao (3.5):

.
Ti%,:i

(Y; _?i’.)TS;I(?i. -Y.), (3.7)

parai #i =1,2,..., k.

Com isso, foi possivel simular situagdes em que p < k(r—1). Adotando-
se esse procedimento, foi possivel implementar, no programa de simulacao,
uma rotina para obter os k(k — 1)/2 valores necessarios sem a utilizagao de
estruturas de repetigao, que sao ineficientes no programa R (R Development
Core Team, 2007). Com isso, houve uma melhoria no desempenho das ro-
tinas de simulagao, com reducao de 7 vezes do tempo gasto inicialmente.
Para a pior configuragao, eram gastos 21 dias, havendo uma redugao para 3
dias. A rotina de simulagao esta apresentado no Anexo.

Na auséncia de normalidade multivariada ou mesmo sob normali-
dade, a distribuicao conjunta de lel, para os pares de populagoes nao é
conhecida. Assim, foi obtida a distribuicdo nula de sz, por meio de bo-
otstrap e permutacdo. A imposi¢do da hipdtese nula de igualdade dos k
vetores de médias populacionais (Hy = p; = py = -+- = py,) foi feita com
o agrupamento das rk observagoes multivariadas em um tnico conjunto e
este reamostrado com reposicao e sem reposicao, refazendo-se a estrutura
amostral das k populacoes com r observacoes p-variadas.

Desta amostra de bootstrap e permutacgao foram estimadas as médias
e as covariancias da i-ésima e i’-ésima populagoes pelas expressoes (3.2)
e (3.3). A estatistica T2 foi calculada utilizando-se as expressoes (3.5)
ou (3.7) para todos os k(k — 1)/2 pares de médias e foi denominada por
T2, . formando o seguinte conjunto para a m-ésima amostra de bootstrap e

it'm>

permutacao

Q= {T122m7 T123ma T124m’ s 7T12kma ce aT(Zk—l)km}a (3'8)

18



em que m=1,2,...,B.
A partir desse conjunto, foi definido o m-ésimo elemento de um novo
conjunto, o qual foi inspirado nos modelos de comparacoes miiltiplas de

Tukey, que é baseado na amplitude “estudentizada”, da seguinte forma:
2 2 2 2
Ly = 121;23(9 = 1};2.2({T12m7 Tisms Tiirm, - - - 7T(k71)km}' (3.9)

Como foram consideradas B amostras de bootstrap e permutagao
incluindo a amostra original e este procedimento foi repetido para todas

reamostragens, entao, o conjunto I' foi formado da seguinte forma:

I={TI'y,Ty....Tm,....T5} (3.10)

O teste da hipotese (3.1) foi concluido calculando-se o valor-p da

seguinte forma:

B
ZI(Fm ZTzzz’)

valor — p;y = ™=1 I , (3.11)

em que (T, > Tg,) é a fungao indicadora que retorna 1 se a desigualdade for
verificada e 0 se nao for. O valor-p de cada par de populagoes foi confrontada
com o valor da significAncia nominal «, para completar o teste da hipotese
(3.1).

Para este trabalho, foram considerados B = 1000 amostras de boots-
trap e permutacao. Identificado o par populacional que apresenta vetores de
meédias diferentes, foram determinados os componentes (variaveis) responsa-
veis pela rejeicao da hipotese nula. Para isso, foram utilizados procedimentos
semelhantes ao teste conjunto das p-variaveis apresentadas anteriormente,
utilizando-se, entretanto, a amplitude estudentizada. Assim, para a f-ésima
variavel, e considerando a i-ésima e 7’-ésima populacoes, para a, amostras

bootstrap ou permutagao e original, foi determinada a quantidade:

max(Y;y, Yy ) —min(Y;, Y )

qis'] = .
[ S7+5%,
2r

19

(3.12)



Das np amplitudes estudentizadas, foi formado um conjunto, para o
qual foi tomado o seu maximo na m-ésima amostra de bootstrap e permuta-

¢ao, da seguinte forma:
Qm = max{qiiim}- (3.13)
£ 4

Assim, este conjunto ficou definido por:

Q={Q1,Q2,....,Qm,...,QB}. (3.14)

O valor-p para identificar quais variaveis possuem efeito significativo
no par de populagdes para o qual anteriormente a hipotese nula (3.1) foi

rejeitada, definiu-se por:

B
> HQm = qive)

valor — pyirp = =1 5 , (3.15)

sendo £ =1,2,...,p.

Para avaliar o desempenho do teste proposto, foram realizadas si-
mulagoes Monte Carlo em duas etapas. Na primeira, foram consideradas k
populagoes com vetores de médias iguais, para possibilitar que fosse avaliado
o erro tipo I. Foi considerada a distribuicao normal multivariada.

Na segunda etapa, foram consideradas populagdes com vetores de
médias diferentes, para avaliar o desempenho do teste em relagao ao poder.
Por nao existirem procedimentos equivalentes na literatura, o desempenho
do novo teste nao pode ser comparado a outros, a nao ser em relagao a taxa
de erro tipo I, que foi confrontada com os niveis nominais de significincia
«. Foram considerados valores de « iguais a 1% e 5% e o erro tipo I foi
mensurado apenas pela taxa de erro por experimento.

Sob a hipotese nula de vetores de médias iguais (u), foram realizadas
N simulacées Monte Carlo para avaliar o desempenho do teste proposto em
relagao as taxas de erro tipo I por experimento. Foram consideradas r
repeticoes de cada populacao sob o modelo normal multivariado, obtendo-

se, em cada simulacdo Monte Carlo, a amostra Y11, Y12, ..., Y1,, Yo1,
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v Yo, o Y50 0 Y, Cada vetor foi simulado de uma distribuigao
normal multivariada por Y;; ~ N,(p,3;), em que p é a dimensao (nimero
de variaveis) e ¥; a matriz de covarincias da i-ésima populagao (p X p),
assumida positiva definida.
A geragao de uma realizagao da varidvel aleatoria Y;; foi feita da
seguinte forma:
a) gerou-se, inicialmente, um vetor p-dimensional Z;; de uma distribuicao
normal N,(0,I) por Z;; ~ Np(0,I). Utilizou-se o algoritmo de Box-
Muller para a geragao desta distribui¢ao (Dachs,1988) e

b) realizagdes do vetor aleatério Y;; foram obtidas utilizando-se a se-

guinte transformagao linear:

Y =172 +p, (3.16)

1/231/2

1/2 . . .
em que Ei/ ¢ a raiz quadrada da matriz X;, ou seja, 3; = X, i

Estes procedimentos foram executados por meio do programa R,
utilizando-se a fungdo rmvnorm do pacote mvtnorm (R Development Core
Team, 2007).

Para realizar as simulagoes foram consideradas populagoes homoce-
désticas e heterocedésticas. No primeiro caso, as covariancias populacionais

foram todas iguais a X, definida por uma estrutura de simetria composta

dada por
1 p . 0
1 ...
s=o2| " T S0 I+ pa) (3.17)
p p ... 1

em que J é uma matriz p X p formada por valores iguais a 1.
Para as situagoes, de covariancias heterogéneas, foi considerada uma
matriz de covaridncia 3; com estrutura dada pela equagao (3.17) para a

populagao 1. As demais populacées possuiam matrizes de covaridncias defi-
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nidas por:
(Vo —-1)(i —1)

> = |1
! + E—1

3, (3.18)

em que 0 refere-se ao grau de heterogeneidade, pré-fixado e definido como
a maior razao entre as covariancias generalizadas, dado por 6 = |Xg|/|31],
parat=2,3,...,k.

Este critério estabelece que a razao |%;|/|21| é sempre um nimero
entre 1 e §, para as diferentes populacoes, i = 2,3,...,k — 1. O valor desta
razao cresce com o aumento de i. Esta situagao de heterogeneidade de
covariancias foi considerada para se obter situagoes desfavoraveis a aplicagao
do teste, buscando-se, assim, avaliar sua robustez. Outras estruturas de
covariancias, além da estrutura de simetria composta, foram avaliadas, mas
nao alteraram os resultados.

Nas simulagoes, foram considerados diferentes valores do ntimero de
repeticoes r, do nimero de populacoes k e do ntimero de variaveis p, sendo
r=3,10e 20, p=2,5e 10 e k = 5,10,50 e 100. Diferentes valores de p
foram considerados, mas, como os resultados nao se alteravam expressiva-
mente, deu-se énfase a situacdo de p = 0,5. O valor de o? foi fixado em
02 =10 e p = 0, sem perda de generalidade. Os valores relativos as hete-
rogeneidades de covariancias § foram: 1, 2, 8 e 16. O valor § = 1 determina
situagoes de homocedasticidade. Finalmente, foram consideradas N = 1000
simulagdes Monte Carlo e B = 1000 reamostragens bootstrap e permutacao.

As taxas de erro tipo I por experimento foram obtidas pela proporgao
de experimentos, em relacao as N simulagoes realizadas, que apresentaram
pelo menos uma diferenga entre vetores de médias significativamente (P< )
diferentes de zero. Os p-valores foram obtidos pela equagao (3.11) e os
valores nominais de significAncia « foram iguais a 1% e 5%.

Sob a hipotese alternativa Hi, as simulagoes foram realizadas para
avaliar o poder do teste. As simulac¢des foram feitas seguindo-se os procedi-
mentos descritos anteriormente para o erro tipo I, exceto pelo fato de uma
realizacao de Y';; ser obtida de uma distribui¢ao normal multivariada dada
por: Y ~ Np(p;, %),

Os vetores de médias populacionais foram especificados como discu-
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tido a seguir. Para a populagao 1,

0
0
w0 (3.19)
0
e para as demais i/, i/ = 2,3, ..., k, considerou-se
I
P = Pir—1 + ¢ ;dwg (Bi—1+Xy), (3.20)
sendo 3 §
ol L+t
Uil_l + o,
diag (Sy_1+30) = | > P, (3.21)

T+ T
ep=1,2,4,8 ¢ 16.

A idéia foi criar populagdes cujo vetor de médias de uma populagao
fosse diferente do vetor de médias da populacao anterior por uma diferenca
de ¢ erros padroes da diferenca entre médias de cada componente univariado
destes vetores.

Os valores de poder foram computados pela proporc¢ao de vetores de
médias que foram significativamente diferentes (valor-p< «) uns dos outros
em relacao a todos as N simulagoes e considerando todos os pares cujas
diferencas paramétricas foram de ¢ erros padroes. Assim, em cada simulagao
somente (k — 1) pares de médias foram consideradas, totalizando N (k — 1)

comparagoes, no total das N simulagoes Monte Carlo realizadas.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Inicialmente, é interessante destacar que a metodologia apresentada
nesta dissertacao é inédita e poderia ter sido apresentada nesta se¢ao de re-
sultados. No entanto, foi descrita na se¢ao anterior, em funcao de aspectos
didaticos apenas. Também é importante notar que esta proposta preenche
uma lacuna existente nas anélises de varidncia multivariadas, pois os proce-
dimentos de comparagoes multiplas sao inexistentes. As tnicas alternativas
sao os contrastes, quando os tratamentos sao estruturados.

A apresentagao e a discussao dos resultados foram divididas em duas
partes distintas. Na primeira, avaliou-se o tamanho dos testes de compa-
ragoes miltiplas multivariadas. As taxas de erro tipo I foram comparadas
com os valores nominais de significAncia de 1% e 5%. Na segunda, foram
apresentados os valores de poder em fungao de r, k, J, p e ¢. Também foi
apresentado um exemplo real para ilustrar a metodologia.

4.1 Taxas de erro tipo I

Nas Tabelas 4.1 a 4.6 estao apresentadas as taxas de erro tipo I por
experimento dos procedimentos de comparagoes multiplas multivariadas via
bootstrap, em funcao do ntmero de tratamentos k, do ntimero de repeticoes
r, do numero de varidveis p e da heterogeneidade de covaridncias § para
a = 1% e 5%. As taxas de erro observadas foram comparadas com os
valores nominais utilizando-se o intervalo binomial de 99% de confianga.

No caso de k = 5, foram utilizadas 2.000 simula¢bes Monte Carlo, e
nos demais, 1.000 simulacoes. Considerando k = 5, o intervalo de 99% de
confianga para a = 1% ¢ [0,52%; 1,72%]| e para a = 5%, [3,83%; 6,39%].
Considerando os demais valores de k, o intervalo para a = 1% ¢ de [0, 37%; 2, 13%)]
e para « = 5%, [3,40%; 7,05%)].

Na Tabela 4.1 estao apresentados os resultados da taxa de erro tipo I
por experimento para k = 5. E conveniente salientar que todos os resultados
para (k = 5) foram obtidos utilizando-se a expressao (3.5) para determinar
Tfl, Como, em alguns casos, p > 2(r — 1), como, por exemplo, r = 3 e

2

p=5er =3ep =10, os valores de T, s6 puderam ser computados

substituindo-se (S; +Si) ! por (S;+ Si)9, que é uma inversa generalizada
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e, no caso especifico, foi a Moore-Penrose. Este fato limita a quantidade de
informagao contida nas p variaveis a uma dimensao menor dada por 2(r—1),
o que pode alterar as taxas de erro tipo I por experimento. As tinicas razoes
para se utilizar um maior niimero de simulagoes Monte Carlo foram a maior
velocidade dos programas de simulagao para k pequeno (k = 5) e a tentativa
de obter maior precisao nestes casos, mencionados anteriormente.

Para k = 5 (Tabela 4.1), pode-se observar que o teste de compa-
ragoes multiplas multivariadas proposto controlou as taxas de erro tipo I
por experimento em todos os casos em que p < 2(r — 1), de forma exata
ou de forma conservativa, para a = 1%. Para o = 5%, houve o mesmo
tipo de desempenho, exceto para os casos r = 10, p = 2 com § = 8 e 16,
em que houve taxas de erro superiores significativamente (valor-p< 0,01)
ao valor nominal. Embora, nestes dois casos, as taxas tenham sido signifi-
cativamente superiores ao valor nominal o = 5%, os resultados nao foram
expressivamente diferentes.

Nao se conseguiu determinar um padrao plausivel para explicar as
diferengas entre os resultados conservativos (r = 3, p = 2, qualquer J,
a=1% e 5%, r = 10, p = 10, qualquer 6, « = 1%) e dos exatos para as
taxas de erros observadas. Espera-se, no entanto, que os valores de poder
nos casos conservativos sejam menores do que os dos casos em que o teste é
exato.

Para k = 5 (Tabela 4.1), os testes foram liberais quando a condigao
p < 2(r — 1) nao foi atendida, tanto para « = 1% quanto para o = 5%.
Foi afirmado anteriormente que a substituicdo de (S; + Sy)~! por (S; +
Si7)Y poderia alterar as taxas de erro tipo I por experimento do teste. Essa
alteracao foi no sentido de o teste apresentar taxas significativamente (valor-
p< 0,01) superiores aos valores nominais de 1% e de 5%. Dessa forma, o
teste foi considerado liberal e apresentou taxas de erro tipo I por experimento
que se situaram entre o dobro e um pouco mais que o triplo do valor nominal
«, tanto para 1% quanto para 5%.

Na Tabela 4.2 estao apresentados as taxas de erro tipo I por expe-

rimento para k = 5, r = 3, p =5 e 10, § = 1, 2, 8 e 16, considerando
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TABELA 4.1: Taxas de erro tipo I, por experimento, em porcentagem em
funcdo de r repeticdes; p variaveis e § para distribuicdo nor-
mal, considerando B = 1.000 reamostragens com reposicao
(bootstrap) e N = 2.000 simulagdes Monte Carlo, kK = 5 po-
pulagoes, p = 0,5 para a = 5% e a = 1%, sem covariancia

comuim.
a
r P ) 1% 5%
1 0,007+ 0,707+
2 0,05+ 1,40t
2 8 0,00+ 0, 70T+
16 0,00++ 0,857+
T 7,957 5. 107
2 3. 35" 14, 90**
3 5 8 3,60%* 14, 50**
16 2, 80** 14, 30**
i 3, 45" 10,907
2 2, 80** 11, 45
10 8 2,05 11,00**
16 2, 20" 11,25%
1 0,85 1,60
2 0,80 4,65
2 8 1,45 6, 40"
16 1,50 6, 85"
i 1,15 5,00
2 1,15 5,15
10 5 8 1,25 5,80
16 1,20 6,00
1 0,507 T 4,70
2 0, 45++ 4,55
10 8 0,30+ 4,65
16 0, 45++ 4,50

T+ e ** significativamente (valor-p< 0,01) inferior e superior, respectiva-
mente, aos valores nominais de significancia o = 5% e a = 1%.

a = 1% e 5%. Neste caso, foram utilizadas 1.000 simulagoes e 1.000 re-

amostragens bootstrap e as distancias entre médias de populagoes foram

calculadas pela expressao (3.7), que leva em conta a matriz S,. Em todos
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os casos, p < k(r — 1), mas S;l foi substituida por S7, que ¢ uma inversa
generalizada de S,,. Isso foi necessario pois, quando se obtém uma amostra
bootstrap, uma observacao multivariada qualquer Y';; pode ser reamostrada
mais de uma vez na mesma populacdo. Assim, o posto de S;, que é dado
pelo min(r — 1, p), fica reduzido de uma unidade e o posto de S, que é
min(k(r — 1), p), pode ser reduzido de 1 unidade se k(r — 1) < p. A re-
amostragem de uma observacao em uma dada populagdo pode se repetir,
no maximo, r vezes e pode acontecer em mais de 1 populagdao. Isso pode
reduzir consideravelmente o posto de S, principalmente se k e r forem pe-
quenos. Todas as situagoes em que o posto de S), for inferior a p, a inversa

generalizada deve ser utilizada para viabilizar a aplicacao do teste.

TABELA 4.2: Taxas de erro tipo I, por experimento, em porcentagem, em
funcdo de r repeticdes; p variaveis e § para distribuicdo nor-
mal, considerando B = 1.000 reamostragens com reposicao
(bootstrap) e N = 1.000 simulagoes Monte Carlo, k = 5 po-
pulagoes, p = 0,5 para a = 5% e a = 1%, com covariancia

comuil.
[0
r P ) 1% 5%
1 0,207 " 3,40
2 0,20++ 3,70
5 8 0,207+ 3,20"
3 16 0,10+ 3,60
1 35, 80** 71,50**
2 35, 10** 70, 10%*
10 8 35, 70** 72,40**
16 34, 20** 69, 50**

T+ e ** significativamente (valor-p< 0,01) inferior e superior, respectiva-
mente, aos valores nominais de significancia o = 5% e a = 1%.

As taxas de erro tipo I observadas para k = 5, usando o método de
bootstrap com covaridncia combinada S, foram significativamente (valor-
p< 0,01) inferiores ao valor nominal de 1% para r = 3 e p = 5, com

qualquer 4. No caso de r = 3 e p = 5, o teste teve o mesmo tamanho que o
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valor nominal o = 5%, exceto para § = 8. JAno casode r =3 e p = 10, em
que k(r — 1) = p, as taxas de erro foram muito elevadas e significativamente
(valor-p< 0,01) superiores aos valores nominais de 1% e 5%. Este foi um
exemplo em que a reamostragem de bootstrap levou as estimativas da matriz
de covaridncias comum com postos inferiores a p. Assim, houve a necessidade
de se utilizar inversas generalizadas de S), na expressao (3.7), o que explicou
a alterac@o nas taxas de erro tipo I. Entao, se p > k(r —1) ou se p for menor
que k(r — 1), mas proximo de k(r — 1), ndo se recomenda utilizar o teste
bootstrap de comparacoes miltiplas multivariadas, devido ao caréter liberal
do mesmo.

Para solucionar este problema, nas situagdes em que p < k(r — 1),
mas nas proximidades da desigualdade, foi proposto o teste de comparagoes
miltiplas multivariadas via permutacao, no qual as reamostragens sao feitas
sem reposicdo. Assim, em nenhum caso, uma mesma observagdo vai ser
reamostrada mais de uma vez numa mesma populagao. Na Tabela 4.3 estao
apresentados os resultados das taxas de erro tipo I por experimento, para
k=5 r=3el10,p=2,5e10,6 =1, 2, 8 e 16, considerando o = 1%
e 5%. Neste caso, foram utilizadas 1.000 simulagoes e 1.000 reamostragens
sem reposicao.

Os resultados para as taxas de erro tipo I do teste de comparagoes
miltiplas multivariadas foram excelentes, pois praticamente todos os valores
observados nao diferiram significativamente dos niveis nominais. Isso indica
que o teste possui tamanho exato. Houve duas excegoes, sendo uma para
a = 1% e outra para o = 5%. Embora o teste tenha sido considerado
liberal nestas duas situagoes, a diferenca para os valores nominais nao foi
expressiva. O teste baseado em permutacao teve melhor desempenho do que
o teste bootstrap nestas situagoes estudadas.

Para situagoes em que p > k(r — 1), ndo ha solu¢do adequada, inde-
pendente de se estar utilizando reamostragem com ou sem reposi¢ao. Uma
sugestao é que se faca a selecdo de um subconjunto de varidveis de tama-
nho s < p, que obedecera a relacdo s < k(r — 1). Assim, o problema sera

paleativamente resolvido. Caso contrario, podem-se utilizar inversas gene-
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TABELA 4.3: Taxas de erro tipo I, por experimento, em porcentagem, em
fungao de r repetigoes; p varidveis e § para distribuigdo nor-
mal, considerando B = 1.000 reamostragens sem reposi¢ao
(permutagao) e N = 1.000 simulagdes Monte Carlo, k = 5
populagoes, p = 0,5 para a = 5% e a = 1%, com covariancia

comum.
a
r P ) 1% 5%
1 1,50 9,80
2 1,20 6,10
2 8 2,20** 6,50
16 1,60 6,70
T 0,80 1,90
2 1,50 5,90
3 5 8 1,00 5,50
16 0,60 6,10
1 1,10 1,80
2 0,80 5, 60
10 8 1,00 9,30
16 1,20 6, 20
1 1,00 7,207
2 1,20 4,90
2 8 1,60 6,00
16 2,10 7,00
i 1,20 5,40
2 1,30 6.10
10 ) 8 1,00 9,90
16 1,60 6,70
1 1,20 4,80
2 0,90 5,50
10 8 1,00 6,00
16 1,10 5,00

** significativamente (valor-p< 0,01) superior aos valores nominais de signi-
ficancia a = 5% e a = 1%.

ralizadas, mas estando ciente de que as taxas de erro tipo I por experimento
sao muito elevadas e sempre superiores aos valores nominais. Outra alter-
nativa é reduzir a dimensionalidade por meio de componentes principais.
Assim, um nimero s < p de componentes explicando grande parte da va-

riagao total contida nas p variaveis originais seria utilizado. A dificuldade
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seria no instante de obter as conclusoes.

Na Tabela 4.4 estao apresentadas as taxas de erro tipo I por ex-
perimento, em funcao de r, p e 4, para o = 1% e 5%, amostragem com
reposicao. Para r = 3 o que se observou foram taxas de erros sempre sig-
nificativamente (P < 0,01) inferiores aos valores nominais. Para os demais
casos, observou-se uma tendéncia de taxas que vao da faixa conservativa
para a faixa liberal na medida em que a heterogeneidade de covaridncias
aumentou. VAarias excegOes, no entanto, foram observadas. Com r = 20 e
p = 5 e p = 10, independentemente de § e de «, o teste foi sempre exato.
Embora as taxas de erro, quando significativamente (P < 0,01) foram con-
sideradas superiores aos valores nominais, as diferencas para o real valor «
foram pequenos em magnitude. As piores situagoes ocorreram com r = 10
ep=2.

Nas situagoes de homogeneidade (§ = 1), o teste foi sempre exato,
exceto para r = 3 e p = 2, em que foi conservativo. As piores situagdes sao
casos muito atipicos nos exemplos reais, pois a heterogeneidade de covari-
ancias maxima é de = 16. Para situagoes similares a essa, Machado et al.
(2005) mostraram que as taxas de erro dos testes convencionais de Tukey e
SNK univariados sao muito elevadas, superando 50%, muitas vezes. Assim,
os resultados encontrados no presente trabalho, para o caso multivariado,
sao extremamente promissores e compativeis com as alternativas univariadas
de Machado et al. (2005) para os testes Tukey e SNK via bootstrap.

Nas Tabelas 4.5 e 4.6 estao apresentadas as taxas de erro tipo I por
experimento para kK = 50 e k = 100 populacoes, respectivamente, conside-
rando amostragens com reposicao para se aplicar o teste. Padroes de res-
postas similares aos apresentados para o caso de k = 10 populagoes foram
observados. Para as situagoes de homogeneidade de covariancias (§ = 1), o
teste foi exato ou conservativo (k = 50, »r = 10, p = 2 e a = 1%). Esta
situac@o (0 = 1) é considerada ideal para a aplicagao do teste de comparagao
multipla. Na medida em que a heterogeneidade de covaridncias aumentou,
houve uma tendéncia do teste apresentar resultados liberais. Em todas as

situagbes em que § > 8, o teste foi considerado liberal, exceto para k = 50,

30



TABELA 4.4: Taxas de erro tipo I, por experimento, em porcentagem, em
fungao de r repetigoes; p varidveis e § para distribuigdo nor-
mal, considerando B = 1.000 reamostragens com reposi¢ao
(bootstrap)e N = 1.000 simulag¢oes Monte Carlo, k = 10 po-
pulacoes, p = 0,5 para a = 5% e a = 1%, com covariancia

comum.
o
r P 5 1% 5%
1 0,00 0,907
2 0,00" 0,90"+
3 2 8 0,00 " 0,60"+
16 0,00 " 1,20"*
1 1,40 5,10
2 0,80 6,30
2 8 2,70** 7,50**
10 16 2,80** 9,50**
1 1,00 4,90
2 0,55 4,50
) 8 0,80 4,70
16 1,65 6,70**
1 1,10 4,40
2 0,30" 3,601
2 8 2,00** 6, 80**
16 1,20 6,00
1 0,90 4,80
20 2 1,20 4,80
5 8 1,40 4,50
16 1,10 4,90
1 1,00 4,90
2 1,00 5,40
10 8 1,00 5,80
16 1,50 5,20
T+ e ** significativamente (valor-p< 0,01) inferior e superior, respectiva-

mente, aos valores nominais de significincia o = 5% e a = 1%.

r =10, p=>5 e d = 8, independentemente do valor de «.

As taxas de erro tipo I por experimento, quando o teste foi conside-
rado liberal, tenderam a aumentar com o aumento do niimero de populagoes
(k) (Tabelas 4.4, 4.5 e 4.6). Outro aspecto identificado foi a tendéncia de di-

minuicao das taxas de erro tipo I com o aumento do ntimero de varidveis nas
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TABELA 4.5: Taxas de erro tipo I, por experimento, em porcentagem, em
funcdo de r repeticdes; p variaveis e § para distribui¢do nor-
mal, considerando B = 1.000 reamostragens com reposicao
(bootstrap) e N = 1.000 simulagoes Monte Carlo, k = 50 po-
pulagoes, p = 0,5 para a = 5% e a = 1%, com covariancia

comum.
a
r P ) 1% 5%
1 0,90 5,00
2 1,20 5, 80
3 2 8 2,00%* 8, 40**
16 3,60%* 11, 30**
0,50+ 4,20
2 1,00 4,20
2 8 3,00%* 11, 30**
10 16 3,30%* 10, 00**
1 1,20 4,70
2 1,10 6, 60**
) 8 1,20 5,70
16 2,10%* 7,90%*

T+ e ** significativamente (valor-p<(0,01) inferior e superior, respectiva-
mente, aos valores nominais de significancia a = 5% e a = 1%.

situagoes heterocedéasticas e liberais. Embora isso tenha sido constatado, é
interessante que se ressalte que este padrao de comportamento, em relagao

ao desempenho do teste, nao é muito consistente.

4.2 Poder

Nas Figuras de 4.1 a 4.4 estao apresentados os valores de poder do
teste bootstrap de comparagoes multiplas multivariadas em fungao da dife-
renca entre duas médias populacionais, dada pelo nimero de erros padroes
¢ da diferenga de duas médias e do nivel nominal de significAncia « para
diferentes valores de k, r, p e §. Em todos os casos, o valor de p foi fixado
em 0,5, apos verificagdo de que outros valores nao afetaram o poder (resul-

tados nao apresentados). Os resultados apresentados nas Figuras 4.1 e 4.2
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TABELA 4.6: Taxas de erro tipo I, por experimento, em porcentagem, em
funcdo de r repeticdes; p variaveis e § para distribui¢do nor-
mal, considerando B = 1.000 reamostragens com reposicao
(bootstrap) e N = 1.000 simulagbes Monte Carlo, £ = 100
populagoes, p = 0,5 para a = 5% e a = 1%, com covariancia

comum.
a
r P 5 1% 5%
1 1,10 5,50
2 1,50 7,20%*
3 2 8 2, 80" 10, 30**
16 2,80** 12,20**
1 1,00 5,70
2 1,20 6,10
2 8 4,90** 13,10**
10 16 4, 20" 14, 60**
1 1,10 5,30
1,10 5, 50
) 8 2,40%* 7,30%*
16 2, 40" 8, 50*

** significativamente (valor-p < 0,01) superior aos valores nominais de sig-

nificancia a = 5% e a = 1%.

foram obtidos utilizando-se o método bootstrap, considerando a estatistica
T2, computada com (S; + Sy)~!, equagdo (3.5). Os demais casos diferiram
pelo fato de sz' ter sido computada utilizando S, 1 equacio (3.7).

Nas Figuras 4.1 (a) e (b), pode-se observar o comportamento do teste
de comparacoes multiplas multivariadas via bootstrap, para k =5, r = 3 e
p = 2, considerando § = 1 e § = 16, respectivamente, em relacao ao poder.
Considerando os valores nominais de significancia de 5% (linha pontilhada)
e de 1% (linha cheia), verifica-se que houve grande superioridade do teste
de maior poder, quando adotou-se o valor = 5% em relacao a situacao
de a = 1%, na medida que aumentava-se a diferenca entre os vetores de
médias. Para ambos os casos, sob Hy (Tabela 4.1), nestas situagoes, o teste
foi extremamente conservativo. Isso, em parte, explica os baixos valores de

poder encontrados.
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A diferenca entre os valores de poder para o = 5% e o = 1% foi muito
grande sob homogeneidade de variancias (Figura 4.1 (a)). Para a = 1%,
nao houve, mesmo com ¢ = 16, valores de poder que superassem o nivel
nominal significativamente (valor-p<0,01). Comportamento semelhante foi
observado para § = 16 (Figura 4.1 (b)).

1,04 1,04

1%
- 5%
0.8+ 0,84

1%
---- 5%

Poder
Poder

0,64 . 0,6
04 e 0.4+

024 7 024

0,04 == 0,0

FIGURA 4.1: Poder do teste bootstrap de comparacoes miltiplas multi-
variadas, em funcao da diferenca entre duas médias ¢ das
populagoes e do nivel nominal de significAncia «, para k = 5,
r=3,p=05p=2e(a)d=1e(b) 6 =16.

A comparacao dos valores de poder entre as situagoes homocedéastica
e heterocedastica (Figuras 4.1 (a) e (b)) ndo mostrou diferencas expressivas
no desempenho do teste. Isso confirma, de certa forma, a robustez que é
atribuida aos testes realizados via bootstrap. Em ambos os casos, o valor
méaximo de poder foi observado para o = 5%, com ¢ = 16 erros padroes de
diferenca entre dois vetores de médias e aproximou-se de 60%.

Na Figura 4.2 estao apresentados os valores de poder em func¢ao de ¢,
para uma situagao com k =15, p=>5 e r = 10. Como era esperado, o poder
aumentou com o aumento de ¢ e o valor de 100% foi atingido com ¢ = 8. A
heterogeneidade de covaridncias praticamente nao afetou o poder do teste.
Os valores de poder para a = 5% foram superiores aos de o = 1% para ¢,
variando de 1 a 8. Além deste valor, os valores de poder igualaram-se entre
si e a 100%.

Nas Figuras 4.3 a 4.4 sdo apresentados os valores de poder em fungao
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Poder

FIGURA 4.2: Poder do teste bootstrap de comparagoes miltiplas multi-
variadas, em fun¢éo da diferenca entre duas médias ¢ das
populagoes e do nivel nominal de significancia a, para k = 5,
r=10,p=0,5,p=5e(a) d=1e (b) 6 = 16.

de ¢ e o, para k =100, comr =3 e 10e d =1 e 16. O padrao de resposta é
o mesmo observado anteriormente na Figura 4.2. O ntimero de populagoes
afetou o poder do teste bootstrap de comparagoes multiplas multivariadas.
Os valores de poder encontrados no presente trabalho, no contexto multiva-
riado, s@o comparaveis aos valores de poder encontrados por Silva (1999),
para o teste Scott e Knott, univariado e superiores aos de Ramos (2007),

para o teste Calinski & Corsten original e bootstrap.

4.3 Exemplo real

Na Tabela 4.7 estao apresentados os dados de areia e argila de seis
sistemas de uso da terra (SUTs) da Amazonia, considerando r = 10 repeti-
¢oes, caracterizados por Fidalgo et al. (2005), quanto & cobertura vegetal e
ao uso atual , como: (Agri) agricultura, (Agro) agrofloresta, (CN) capoeira
nova, (CV) capoeira velha, (F) floresta e (P) pastagem. O objetivo da utili-
zacao desses dados foi aplicar o teste de comparacao miltipla multivariada
proposto neste trabalho. Cada ponto de amostragem principal fazia parte
de uma malha pré-estabelecida, distribuida em 6 janelas com cerca de 9 ha

cada e os pontos distavam entre si, de modo geral, 100 m, com alguns pontos
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FIGURA 4.3:

Poder

(a) (b)

Poder do teste bootstrap de comparagoes multiplas multiva-
riadas, em funcao da diferenca entre duas médias ¢ das po-
pulagGes e do nivel nominal de significAncia «, para k = 100,
r=3,p=05p=2e(a)d=1e(b) 0 =16.
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FIGURA 4.4:

Poder do teste bootstrap de comparagoes miltiplas multiva-
riadas, em funcdo da diferenga entre duas médias ¢ das po-
pulagoes e do nivel nominal de significAncia a, para k = 100,
r=10,p=0,5,p=5e(a)d=1e (b) 6 = 16.

distantes a 50 m.

Antes da realizagao do teste de comparagoes miiltiplas multivariadas,

fixou-se o nivel nominal de significancia em 5%. Foram estimados os vetores

de médias (Tabela 4.8) e as matrizes de covariancias de cada populagao.
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TABELA 4.7: Teores de areia e argila referentes ao sistema de uso da terra
na Amazonia

Variaveis Variaveis
SUTs Rep. Areia  Argila SUTs Rep. Areia  Argila

1 11 42 1 24 29

2 10 37 2 29 30

3 13 35 3 12 55

4 30 31 4 15 43

Agri ) 7 52 Agro ) 22 46
6 11 46 6 16 50

7 16 30 7 10 51

8 11 42 8 19 43

9 11 43 9 14 42

10 16 32 10 28 36

1 11 38 1 7 45

2 13 47 2 27 31

3 18 34 3 26 34

4 16 49 4 14 36

CN 5 11 45 CV 5 8 45
6 30 32 6 7 42

7 5 64 7 9 43

8 7 59 8 17 34

9 11 50 9 6 47

10 17 38 10 11 33

1 14 33 1 26 32

2 10 41 2 20 32

3 16 44 3 20 29

4 17 32 4 12 35

F 5) 12 36 P 5) 24 29
6 14 42 6 10 45

7 27 34 7 46 26

8 16 35 8 47 43

9 9 46 9 15 41

10 5 48 10 50 24

43,8778 —47,3889

40,4889 —32,2222
S = , Sy = ,
—47,3889 75,3889

© | 32,2222 51,7778
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TABELA 4.8: Vetores de médias dos sistema de uso da terra (SUTS) na

Amazobnia.
SUTs
Variéveis Agri Agro CN CcvV F P
Areia 13,6 18,9 13,9 13,2 140 27,0
Argila 39,0 42,5 45,6 39,5 39,1 33,6
| 49,2111 58,8222 g _ | 60,8444 —39,4444
7| —58,8222  109,6000 | 7| _309,4444 31,3889 |
g _ | 34,6067 —22,4444 g _ | 2284444 46,8889
° 7| —92,4444 33,6556 07| _46,8889 52,4889 |

Calculou-se a matriz de covaridncia combinada por:

| 76,2556 41,2019
Pl 41,2019 59,0500 |

Na Tabela 4.9 encontra-se um sumaério dos valores da estatistica dos
testes nas 10.000 reamostragens de bootstrap e permutacao realizadas para
o maximo, considerando todos os pares de vetores de médias, de acordo com
a equagcao (3.9). Os valores da estatistica do teste de comparagoes miltiplas
multivariadas para o sistema de uso da terra na Amazobnia estdo dispostos
na Tabela 4.10, considerando a expressao (3.7) e os dados originais.

Na Tabela 4.11 estao apresentados os valores-p, obtidos utilizando-se
a expressao (3.11) para os testes bootstrap (acima da diagonal) e permuta-
¢ao (abaixo da diagonal). Os valores originais da estatistica (Tabela 4.10)
sao comparados com os valores da estatistica na distribuicao de bootstrap
ou de permutagao (Tabela 4.9) para se determinar os valores-p. Na Figura

4.5 estao apresentados os estimadores Kernel das densidades da distribui-
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TABELA 4.9: Resumo dos valores da estatistica I',, bootstrap e I'},, permu-
tagao, com B=10.000 reamostragens.

Amostragens (B) | R rr,
1 7,38 8,80

P 2,45 757

3 0,84 3,14

10000 4,35 4,25

TABELA 4.10: Valores da estatistica do teste de comparagbes multiplas
multivariadas para cada par de vetores de médias dos SUTs.

Agri Agro CN CV F P
Agri 0,00 7,35 6,22 0,02 0,02 12,23
Agro 0,00 1,66 7,15 6,55 7,08
CN 0,00 5,74 5,65 14,54
cv 0,00 0,04 12,82
F 0,00 11,39
P 0,00

¢ao de reamostragem bootstrap e permutacao dos méaximos (I'y, e ') da
estatistica Ti

assimétricas a direita e foram utilizadas para a obtencao dos valores-p asso-

'm» Tespectivamente. Essas densidades refletem distribuigoes
ciados aos valores da estatistica dos testes. Assim, por exemplo, os vetores
de médias de P e da CN apresentaram T2 igual a 14,54. As areas sob as
curvas, nas Figuras 4.5 (a) e (b), entre 14,54 e +o00, sao 0,0196 e 0,0176,
respectivamente (Tabela 4.11).

Pode-se observar, tanto por bootstrap quanto por permutacao, quais
vetores de médias foram significativamente (valor-p<0,05) diferentes entre
si. Considerando o valor nominal o de 5%, mencionado no inicio desta secao,
verificou-se que os SUTs Agri e P, CN e P e CV e P apresentaram vetores
de médias significativamente (valor-p<0, 05) diferentes entre si, tanto para o
teste bootstrap quanto para o teste de permutagdo. O SUT pastagem esteve
presente em todos os trés pares, cujos vetores de médias diferiram. Este re-

sultado corrobora com aqueles encontrados por Nobrega (2006), que utilizou

39



0.15
1
015
L

0.10
1

0.10
L

Densidade
Densidade

0.05
1
0.05
L

0.00
]
I
|
|
0.00
1
|

FIGURA 4.5: Densidade da distribuigao de (a) I'y, via bootstrap e (b) I'f,
via permutagao.

TABELA 4.11: Valores-p para cada par de vetores de médias dos SUTs
obtidos por bootstrap (acima da diagonal) e por permutagao
(abaixo da diagonal).

Agri Agro CN CV F P
Agri 0,2704 0,3833 1,0000 1,0000 0,0477
Agro 0,2703 0,9797 0,2867 0,3461 0,2934
CN 0,3887 0,9807 0,4470 0,4589 0,0196
Ccv 1,0000 0,2885 0,4536 1,0000 0,0380
F 1,0000 0,3499 0,4636 1,0000 0,0636
P 0,0433 0,2945 0,0176 0,0349 0,0608

outras técnicas multivariadas. Uma segunda etapa que deveria ser contem-
plada direcionaria os esforgos na identificagdo dos componentes do vetor de
médias que seriam responsaveis pela diferenca significativa encontrada. Este
teste ja foi planejado e passos para sua execugao podem ser vistos a partir

da equagdo (3.12) até a equacao (3.15).
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5 CONCLUSOES

Os testes foram propostos com sucesso e 0s passos necessarios para
a execucao deles foram implementados em R.

Nas situacgoes homocedésticas, os testes tiveram desempenho consi-
derado 6timo, com taxas de erro tipo I, por experimento, inferiores ou iguais
aos valores nominais adotados, quando p < k(r — 1).

Os testes foram liberais nas situagoes heterocedasticas.

Recomenda-se a utilizacao de procedimentos de selecao de variaveis
ou de componentes principais nas situagdes em que p > k(r — 1).

O teste de permutacao tem melhor desempenho no controle do erro
tipo I por experimento quando p = k(r — 1) ou p < k(r — 1), mas estd na
vizinhancga dessa desigualdade.

O teste de comparagoes multiplas multivariadas via bootstrap possui
valores de poder comparaveis ou superiores aos dos testes univariados.

O teste mostrou robustez no desempenho do poder quando a supo-

sicao de homocedasticidade for violada.
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PROGRAMA 1A: Programa de comparagoes multiplas multivariadas via
bootstrap ou permutagcao.

# Esta funcao retorna um objeto denominado sumar a partir da matriz de
# dados neste objeto a primeira coluna contém os k vetores de médias - um
#a cada p linhas e as demais p colunas com as covariancias das k populagoes
#também uma a cada p linhas
dados.sumario = function(dados,r k)
{
ybar = apply(dados|1:r,2:(p+1)],2,mean)
covi = var(dados|1:r,2:(p+1)])
sumar = cbind(ybar,covi)
for (iin 2:k)
{
ybar = apply(dados|((i-1)*r+1):(i*r),2:(p+1)],2,mean)
covi = var(dados|((i-1)*r+1):(i*r),2:(p+1)])
sumari = cbind(ybar,covi)
sumar = rbind(sumar,sumari)

}

return(sumar)

}

# Esta funcao retorna as T2il de todos os pares entre os k populacoes
# recebe r, k, p e uma matriz do tipo sumério. O resultado serd uma matriz
# T2 k x k com os T2il.
T2il = function(sumar,r,k,p)
{
T2 = matrix(0,k k)
Yb = matrix(sumar|,1],k,p,byrow=T)
Aux = matrix(t(sumar|,2:(p+1)|)k,p*p,byrow=T)
Sp = matrix(apply(Aux,2,sum),p,p)/k
G=r/2*(Yb%*%ginv(Sp)%*%t(YDb))
for (iin 1:(k-1))
for (ell in (i+1):k)
{
T2[i,ell] = Gli,i]-2*Gli,ell] +Glell,ell]
T2[ell,i] = T2[i,ell]
¥

return(list(T2=T2,Sp=Sp))
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}

# Esta fungéo reamostra o conjunto de dados originais, montando a amostra
# bootstrap do experimento, com a mesma estrutura dos dados simulados
reamostragem = function(dados,r,k,boo)
{

#ii = trunc(runif(r*k)*r*k) + 1

ii = sample(1:(r*k), r*k, replace = boo)

return(dadoslii,))

}

# fungao retorna os valores-p na parte inferior da matriz T2 original
# parte superior com os valores T2ii’
valorp = function(T2,Gamab k,B)
{
for (ii in 1:(k-1))

{
for (kk in (ii+1):k)

T2[kk,ii] =length(Gamab|Gamab >= T2[ii,kk]])/B
}
}

return(T2)

}

# funcao para realizar amostras de bootstrap de tamanhos B
boot = function(dados,r,k,p,B,boo)
{
dadosb = reamostragem(dados,r,k,boo)
sumarb = dados.sumario(dadosb,r k)
T2b = T2il(sumarb,rk,p)
Gama = max(T2b$T2)
for (b in 2:B)
{
dadosb = reamostragem(dados,r,k,boo)
sumarb = dados.sumario(dadosb,r,k)
T2b = T2il(sumarb,rk,p)
Gammab = max(T2b$T2)
Gama = rbind(Gama,Gammab)
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}

return(Gama)

}

# Utilizagao das fungoes para andlise

library(mvtnorm);library (MASS)
r=10;k=6;p=2;s1g2=10;rho=0.5;delta=16;dist=1;boo=TRUE

# FALSE para permutacao e TRUE para bootstrap

B=10000

dados=read.table("DadosRafa.txt" ,header=T) sumar = dados.sumario(dados,r,k)
T2 = T2il(sumar,r,k,p)

Sp=T2%Sp

Gamab = boot(dados,rk,p,B,boo)

T2 = valorp(T2$T2,Gamab k,B)

sumar

Sp

T2

Gamab|1];Gamab|2];Gamab|3];Gamab|B|

hist(Gamab)
plot(density(Gamab),main=,xlab=expression(Gamma|m|""*"),ylab="Densidade")
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