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RESUMO

Quando se tem interesse em realizar inferéncia para o parametro p de uma distribuicao
gama(a, (), a estimagdo por intervalo torna-se uma grande ferramenta. Na literatura, as
pesquisas que contemplam a inferéncia para esse parametro nao tem sido frequentes, dessa
forma, a presente dissertacao tém por objetivo principal avaliar por simulagao o desem-
penho de trés intervalos de confianca para a média de populagoes gama(c, 8), sendo que
uma dessas opc¢oes é uma proposta de intervalo de confianca via bootstrap paramétrico e
outros dois assintoticos, um baseado em aproximacoes dadas pela distribuicao normal e
um construido via estatistica de Wald, estudando as probabilidades de cobertura e compri-
mentos médios dos intervalos de confianca considerados em N = 1000 simulacoes Monte
Carlo. No presente estudo foi constatado que os intervalos assintéticos, mesmo adotando
metodologias distintas, sao equivalentes. Por outro lado, com base no intervalo de con-
fianca binomial exato a 99%, foi constatado que os trés intervalos sdo assintoticamente
equivalentes e que a convergéncia do intervalo de confianca bootstrap paramétrico é mais
rapida e tem menores comprimentos médios dos intervalos, sendo considerado melhor nos
cenarios estudados.

Palavras-Chave: Distribuigao gama. média. estimagao intervalar. Monte Carlo. simu-
lacao.



ABSTRACT

When there is interest in accomplish inference for the p parameter of a gama(a, 5) dis-
tribution, the estimation by interval is a great tool. In literature, researches focused on
the interference for this parameter are not frequent. Therefore, the present work has the
main objective to evaluate by Monte Carlo simulation the performance of three confidence
intervals for the average of gama(«, ) distributions, where one of theses options is a no-
vel confidence interval based on parametric bootstrap and the two others are asymptotics
approaches, one based on the Normal distribution and the other constructed by Wald
statistic. The evaluation was made using the coverage probabilities and lengths of the
confidence intervals considered in N = 1000 Monte Carlo simulations. In the present
study, it was verified that the asymptotic intervals, even adopting distinct methodologies,
are equivalents. On the other hand, based on the exact binomial interval of 99% con-
fidence level, it was verified that the three intervals are asymptotically equivalents, and
that the convergence of the parametric bootstrap confidence interval is faster and has
smaller average interval lengths, and, therefore it was considered the best choice in the
several scenarios studied.

Keywords: Gamma distribution. average. interval estimation. Monte Carlo. simulation.
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1 INTRODUCAO

A estatistica inferencial tem por principio realizar generalizacoes a partir de um
subconjunto representativo de uma populacao qualquer, denominado amostra, para os
parametros populacionais. Estas generalizacoes sao feitas por intermédio dos estimadores
e as estimativas sao obtidas na amostra aleatéria disponivel. Além disso, é necessario
obter a distribuicao de probabilidade destes estimadores para se obter margens de erro
ou testar hipoteses.

Dessa forma, para obter bons resultados devem-se utilizar técnicas de amostragem
apropriadas, que possibilitem ao pesquisador a obtencao de uma amostra que seja repre-
sentativa da populagao em questao. Mesmo assim, as generalizacoes que o pesquisador
podera realizar para a populagdo, mesmo que a amostra seja representativa e aleato-
ria, contarao com um certo grau de incerteza, sejam elas obtidas via estimacao pontual,
intervalo de confianca ou testes de hipoteses.

As populacoes de interesse da presente dissertacao se restringem as da distribuicao
gama, especificamente a distribuigdo gama de dois parametros, gama(c, 3). A distribui-
¢cao gama ¢ usada para modelar valores de dados positivos que sao assimétricos a direita
e maiores que 0. Ela ¢ comumente usada em estudos de sobrevivéncia e de confiabilidade.

A distribuigao gama(a, ) é versatil e flexivel, pois diversas distribui¢oes de pro-
babilidade sao casos particulares dela. Por exemplo, para a = 1, tem-se o modelo ex-
ponencial. Utilizando, &« = n/2 com n > 0 e = 1/2 tem-se 0 modelo qui-quadrado,
com n graus de liberdade. Por sua vez, quando o = n, sendo n um inteiro positivo, a
distribuicao gama representa o modelo Erlang de ordem n.

Pode-se ressaltar também que o modelo gama(a, ) é largamente utilizado para
a estimativa de probabilidades de ocorréncias climéticas com chuvas e temperaturas ex-
tremas, bem como na simulagdo de dados climéaticos (Thom, 1958; Murta et al., 2005;
Moreira et al., 2010, Dallacort et al., 2011; Martins et al., 2011).

H4 muitas referéncias na literatura sobre a inferéncia em relacao aos parametros
individuais da distribui¢do gama(cq, ), ou seja, em relagdo ao parametro de forma « ou
ao parametro de escala 3. No entanto, em muitos casos, como por exemplo, em teoria da
confiabilidade, os pesquisadores geralmente possuem um grande interesse em fazer uma

inferéncia estatistica sobre o tempo médio de vida p, que é igual a razao o/p.
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A grande questao é que, para fazer inferéncia para a média p, usualmente nao se
conhecem ambos parametros « e J da distribuicao gama. Além disso, as pesquisas para
estimar a média da distribuicdo gama na literatura nao tém sido frequentes, deixando
uma lacuna neste campo.

Consequentemente, visando contribuir para a area de estatistica inferencial, no
sentido de especificamente realizar inferéncia para a média da distribuigao gama(a, f3),
o presente trabalho tem por objetivo propor um intervalo de confianca para a média de
populacoes gama construido via bootstrap paramétrico, bem como avaliar tal intervalo nos
diversos cendarios presentes em simulagoes Monte Carlo. Para efeito de comparacao deste
intervalo, também foram avaliados dois intervalos de confianca assintoticos para a média
da distribuicao gama.

Adicionalmente, o presente trabalho possui os seguintes objetivos especificos:

a) Utilizar bootstrap paramétrico na estimacao de médias da distribuicao gama(a, )
para construir um intervalo de confianca bootstrap percentilico para média de po-

pulagoes gamal(a, f3).

b) Usar o método assintotico baseado em aproximagoes dadas pela distribui¢ao normal,

para construir um intervalo de confianca assintotico para a média da distribuicao

gama(a, B).

¢) Com base na estatistica de Wald, construir um intervalo de confianca assintotico

para a média de populagoes gama(a, B3);

d) Avaliar por simulagio o desempenho desses trés intervalos, por intermédio das proba-

bilidades de cobertura e das amplitudes médias dos intervalos de confianca gerados.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Nesta secao sao abordados os principais topicos relacionados & teoria necesséaria
para o desenvolvimento da presente dissertacao. Assim, sao revisados os principais mé-
todos de estimacao pontual e intervalar, a distribuicao gama de dois parametros e os
métodos especificos de estimagao intervalar e pontual para os seus parametros.

Inicialmente, assumindo-se que nao é possivel trabalhar com todos os elementos
de uma populacao e a tnica informacao que tem-se dela é uma amostra aleatoria, deve-
se utilizar a inferéncia estatistica para obter informacao dos parametros populacionais
a partir dos estimadores encontrados na amostra e de suas distribuigoes. Os métodos
utilizados para a estimacao se dividem em estimacao pontual e intervalar, a serem descritos

primeiramente na sequéncia.

2.1 Estimacao pontual

A teoria dessa secao, que contempla a estimacao pontual, e as subsecoes subse-
quentes, referentes a estimacao pelo método dos momentos e pelo método da maxima
verossimilhanca, serd apresentada de maneira semelhante a que se encontra em Caval-
canti (2014).

Um procedimento geral adotado para se estimar um parametro ¢ de uma populacao
consiste em definir inicialmente uma funcao da amostra (X;, X, -+, X,,) da variavel
aleatoria X, g,. Esta fungdo é conhecida por estatistica, sendo dada por g,(X;, Xo, -« -,
X,), que também denomina-se estimador do parametro 6, sendo representado por 0.

Nota-se que 0 ¢ uma varigvel aleatoria, pois ¢ uma funcao de variaveis aleatorias.
Ao valor observado de é, uma vez realizada a amostra, denomina-se estimativa do para-
metro 0. Os dois métodos para a estimacao pontual que serao apresentados referem-se a
estimacao pelo método dos momentos e pelo método da maxima verossimilhanca. Existem

ainda métodos bayesianos que nao serao abordados por esta revisao.
2.1.1 Estimacao pelo método dos momentos

Nesse método deve-se igualar os momentos amostrais aos momentos populacio-



14

nais. Na sequéncia sao definidos os momentos populacionais nao centrais e os respectivos

momentos amostrais. Ainda é ilustrado o caso particular do momento de ordem 1.

e O momento populacional de ordem k£ de uma variavel aleatoria ¢ definido por:

e = E(XF) k> 1. (1)
Sek=1= 1 =p=EX).

e O momento amostral de ordem k de uma variavel aleatoéria é definido como:

1 n
my, = > Xt (2)
=1

Observa-se que, se k = 1— m;, = X.

e Assim, o estimador de p é i = X.
2.1.2 Estimacao pelo método da maxima verossimilhanca

De maneira simples, pode-se definir o estimador de maxima verossimilhanca como
sendo o valor que maximiza a distribuicao conjunta da amostra, chamada de funcao de
verossimilhanca.

Seja X uma variavel aleatoria relacionada a uma populagao arbitraria, com fungao
de probabilidade p(x;60) (se X & uma variavel aleatoria discreta) ou funcao densidade
de probabilidade (se X é uma variavel aleatoria continua) f(x;6), sendo 6 o parametro
desconhecido. De posse de uma amostra aleatéria de observagoes independentes e identi-
camente distribuidas de X com tamanho n, Xy, ---, X,,, considere que z1, ---, x,, sa0 0s
valores efetivamente observados. A funcao de verossimilhanca L, para variaveis aleatorias

continuas, é definida por
L(O;xq,...,2,) = f(21;0) X ... X f(z,;0) = Hf(xi;e).

Se X & uma variavel aleatoria discreta com funcdo de distribuigao p(z;6), entdo a
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funcao de verossimilhancga é dada por
L(O;xq,...,2,) = p(x1;0) X ... X p(x,;0) = Hp(:z:i; 6),

que deve ser interpretada como uma funcao de 6. O estimador de méxima verossimilhanca
de 0 é o valor que maximiza L(0;z1,...,x,).

Outra maneira de se estimarem os parametros populacionais, ¢ utilizando a estima-
cao intervalar. Neste caso, a precisao do processo de estimacao da quantidade populacional

ou parametro de interesse é contemplada. A proxima secao lida com este casos.
2.2 Estimacao Intervalar

A estimacao intervalar para um parametro de valor real 8, segundo Casella e Berger
(2010), é qualquer par de funcoes de valores reais, L(Xy, Xo, -+, X,,) e U(Xy, X, -+,
X,) de uma amostra aleatoria (X;, Xo, ---, X,,) que satisfaz L(X;, Xy, --+, X,) <
U(X1, Xo, --+, X,,). O intervalo aleatorio [L(Xy, X, -+, X,,), U(X1, Xo, --+, X,))] &
denominado de estimador intervalar.

O exemplo a seguir refere-se & motivacao que esses autores utilizaram para inserir
a estimacao intervalar como uma opcao mais completa que a estimacao pontual.

Suponha que, para uma amostra X;, X, X3, Xy, a partir de uma N (g, 1), um
estimador intervalar de p é [X —1; X +1]. Utilizando o estimador pontual, apenas X era
usado para estimar j, mas claramente tem-se que a estimagao intervalar [)_( —-1; X+ 1] é
menos precisa. Neste ltimo caso é feita a asser¢ao de que p estd neste intervalo. O que
se obtém com a perda de precisao é que abriu-se mao dela (da precisdo) para se obter
alguma confianca, ou garantia, de que a assercao feita esta correta.

Os autores ainda complementam que o objetivo de utilizar estimacao intervalar em
vez de uma estimacao pontual, consiste em encontrar um intervalo em torno de 0 que tenha
alta probabilidade de conter #. Uma medida utilizada para verificar se o parametro de
interesse pertence ao estimador intervalar, é a probabilidade de cobertura. As definicoes

1 e 2 a serem apresentadas na sequéncia foram retiradas de Casella e Berger (2010).

Definicao 1 (Probabilidade de cobertura) Para um estimador intervalar [L(X), U(X)]

de um pardmetro 0, a probabilidade de cobertura € a probabilidade de que o intervalo ale-
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atorio [L(X), U(X)| abranja o parametro verdadeiro, 0. Em simbolos, é denotado por

Py(0 € [L(X),U(X)]) ou PO € [L(X),U(X)]).

Definicao 2 (Coeficiente de confianga) A partir do estimador intervalar [L(X), U(X)]
de um parametro 0, o coeficiente de confian¢a de [L(X), U(X)] é o infimo da probabilidade
de cobertura, infyPy(6 € [L(X),U(X)])

Estimadores intervalares juntamente com uma medida de confianca (geralmente
um coeficiente de confianca), sdo chamados intervalos de confianca. E possivel encontrar

na literatura intervalos de confianca exatos e intervalos de confianca assintoticos.

2.2.1 Meétodos exatos

De acordo com Almeida e Silva (2015), os métodos de construgdo de intervalos de
confianca exatos podem ser definidos em dois grandes grupos: método da inversao de
um teste de hipotese e o método da quantidade pivotal. No presente trabalho sera feita
a revisao apenas contemplando o método da quantidade pivotal. Segue como sugestao
ao leitor, que para construir intervalos utilizando o método da inversao de um teste de
hipotese, é sugerido o livro de Casella e Berger (2010). Nesta obra os autores fazem
uma ampla revisao de maneira bem detalhada. A seguir, sao definidos os conceitos de
quantidade pivotal e intervalo de confianca segundo Bolfarine e Sandoval (2010).

Uma variavel aleatoria Q(Xi, Xa, -+, X,, 0) = Q(X,0) é dita ser uma quanti-
dade pivotal para o parametro 6, se sua distribuicao for independente de 6. Sendo assim,
verifica-se que a quantidade pivotal nao é uma estatistica, pois ela depende de um para-

metro 6 desconhecido. Dessa forma, para cada v = 1 — «, pode-se encontrar A\; e Ay na

distribuicao de Q(X,#) de modo que:

P(h < Q(X,0) < X)) =17 (3)

Sendo a distribuicao de Q(X, #) independente de 6, A; e Ay também nao dependem

de 0. Além disso, se para cada X existirem as fungoes ¢ (X) e to(X) tais que
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Utilizando esse fato e a quantidade apresentada em 3, tem-se que

de modo que [t;(X);t2(X)] é um intervalo (aleatorio) que contém 6 com probabilidade
(coeficiente de confianca) v =1 — a.

Almeida e Silva (2015) afirmam que em certos problemas nao é possivel encontrar
o intervalo exato, por dois motivos, por nao conhecer a distribuicao da estatistica utili-
zada, ou pelo fato de tal distribuicao ser de dificil manipulacao algébrica. Dessa forma
é recomendado a utilizacao de métodos assintoticos visando contornar essas limitacoes.
Casella e Berger (2010) fazem uma revisao minuciosa sobre os métodos assintoticos da
literatura. Nesse momento, apenas sao apresentados os métodos assintoticos que serao

utilizados para o desenvolvimento do trabalho.
2.2.2 Meétodos assintoticos

Os métodos baseados em aproximacoes pela distribuicao normal e na estatistica de
Wald serdo apresentados da mesma maneira que se encontra em Almeida e Silva (2015) e

Pawitan (2001), respectivamente.

2.2.2.1 Meétodo baseado em aproximacoes pela distribuicao normal

Sejam fe 0, estatisticas para o parametro 6 tais que

0—0

g

~N(0,1), n— oo, (5)

entao o intervalo de confianca aproximado para 6, de coeficiente de confianca v, pode ser
obtido por

~

I1C,(0) = [«9—(32@,@4-&2@ , (6)

2
em que z(1_y/2 € o percentil superior 100(1 — ~)/2% da distribui¢ao normal padrao.
No caso particular em que 6 = pu, 6 = X e sendo Xy, Xg, -+, X, independentes

e identicamente distribuidas com média 1 e variancia o2, pelo teorema central do limite,
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tem-se

X -
G/W

Além disso, se S? = Y1 (X; — X)?/(n — 1) —> 0% em probabilidade, entao:

— N(0,1). (7)

X —p
ST N(0,1). (8)

Portanto, o intervalo de confianga assintotico para u, com 100v% de confianga, é

dado por

1C,(n) = |X -

S S
a2 e X ¥ 202 e (9)

2.2.2.2 Meétodo Baseado na estatistica de Wald

A distribuicao assintotica de um estimador vetorial de maxima verossimilhanca 6

pode ser aproximada da seguinte forma

~

V(0 —6) % N,(0,1(0)7), (10)

em que I(0) é a matriz de informacao de Fisher.
Na pratica, pode-se construir um intervalo de confianca para o componente 6;, da

seguinte maneira. Inicialmente, tem-se

g (11)
em que,

e 2; tem aproximadamente distribuicao normal padrao,

° se(éi) ¢ o erro padrao de 6;, obtido por meio da relacao

se(6;) = VI,

em que I” o i-ésimo termo da diagonal de I(0)~!

Dessa forma, o intervalo assintético para 6#;, com confianca 100v% é dado por

=
=

21—y se(0:) < 0; < 0; + 21y 12 se(0;). (12)
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2.2.3 Desempenho de um intervalo de confianga

O desempenho de um intervalo de confianca pode ser avaliado utilizando duas me-
didas, a probabilidade de cobertura e a amplitude média. A probabilidade de cobertura,
tem por principio, verificar se um dado intervalo, contém o verdadeiro valor do parametro,
em um nimero finito de simulagoes. A amplitude média, por sua vez, também é uma
medida de suma importancia para comparacao de intervalos de confianca, por exemplo,
se dois intervalos possuirem mesma probabilidade de cobertura, o critério de desempate
para inferir sobre o melhor intervalo, se dara pelo intervalo que possui menor compri-
mento médio. Intervalos que possuem comprimentos menores, sao mais informativos que
intervalos com amplitudes maiores.

No presente trabalho, tem-se interesse em populagoes gama, dessa forma, sera feita
uma revisao que visa apresentar as variacoes da distribui¢goes gama, em relacao aos seus
parametros. E possivel encontrar na literatura, distribuicbes gama, de um, dois e trés

parametros.

2.3 Distribuicao gama

A distribui¢ao gama de trés parametros, gama(a, 3,7), é definida por

a—1 (o
fis(@50.8.5) =m0 (”” 3 ”) T asy, (13)

em que o > 0 é o parametro de forma, 8 > 0 é o parametro de escala e v > 0 o parametro

de posi¢ao. A fungao I'(«) é a funcao I' avaliada em «, sendo dada por

INa) = / y* e Vdy, o >0. (14)
0

De acordo com Ferreira (2013), a distribuigdo gama nas aplicacoes, é descrita em
termos de dois parametros. Dessa forma, a distribuicdo gama de dois parametros sera
apresentada da mesma maneira que se encontra em Mood, Graybill e Boes (2001).

Uma variavel aleatoria X tem distribuigdo gama(a, f) com parametros o > 0

(também denominado parametro de forma) e f§ > 0 (parametro de taxa), denotando-se
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X ~ gama(a, 3), se sua fungdo densidade é dada por

Fx(@;a; ) = %(@@O‘_le_ﬁq[o,m] (a). (15)

Nota-se que a distribui¢do gama(a, ), exposta em 15, depende da fungao gama
[': R — R, apresentada em (14). As propriedades que circundam a fun¢do gama, sdo

apresentadas na sequéncia. Vale ressaltar que essas propriedades foram retiradas de Farias

(2010).
Teorema 2.1 (Propriedades da funcao gama)

Seja I' : R — R uma fungao de variavel real, apresentada na expressao (14). Entao valem

as seguintes propriedades:

(P1) Dados a > 0 e A > 0, tem-se:

r [eS)
(a) — / xa—le—)\xdl,

(P2) Dados a > 1, I'(a) = (v — D)I'(av — 1).
(P3) Dadon € N, I'(n) = (n — 1)L.

Demonstracgao:

(G1) Para mostrar que F,\(g) = [7 a* te M dx, é suficiente mostrar que, I'(or) = A* [[7 z* e dx.

Para isso, substituindo (z = Ay), supondo A > 0, a propriedade segue. Assim,
[Na) = / v e dr = / (M) e ™ Ady = A,
0 0

(G2) Para mostrar a veracidade desta propriedade, basta utilizar a teoria de integragao

por partes. Dessa forma, fazendo: u = 27! = du = (a—1)2*2dr e dv = ¢* =

v=-¢e".
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e}

I(r) = / xr_le_xdl’:—xr_le_x‘ +/ e_w(r—l)x’"_zdx
0 0 0

= /000 e (r—Da"2de = (r —1) /000 " 2e%dx
= (r—1r(r-1). (16)

e (G3) Inicialmente seré considerado que r = n é um inteiro positivo. Usando a pro-
priedade (G2), a propriedade sera provada por indu¢do. Observa-se que a afirmagao

é verdadeira para n = 1. De fato,

r'a) = /000 o le " dr = 1. (17)

Supondo que ¢ verdade para qualquer n € N, admitindo que I'(n) = (n—1)!, veja que
essa afirmacao implica em ser verdade para n + 1. Usando o resultado apresentado
em (G2) ,

I'(n+1)=nl(n) =n(n—1)! =nl (18)

A distribuicao gama padrao ¢ um caso particular da distribuicao gama de trés
parametros mais geral, quando os parametros 5 = 1 e v = 0. Dessa forma, a funcao

densidade de probabilidade é

fx(z;a) = ﬁxa_le_zﬁom] (x). (19)

Ferreira (2013) afirma que a distribui¢do gama pode ser vista como uma genera-
lizacao da distribuicao exponencial do tempo de espera até que a-ésimo evento ocorra,
para « inteiro. Pode-se definir a distribui¢cdo gama(c, ) de forma alternativa (Botelho e

Morais, 1999), com o mesmo valor de a > 0 ( pardmetro de forma) e % > (0 (pardmetro

de taxa), denotando-se X ~ gama(cq, 3), se sua fungao densidade é dada por

1

(a)pe 2l g o) (). (20)

Ix (@505 8) =

No presente trabalho tem-se interesse em populacoes gama(a, 3). Dessa forma, na
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proxima secao, que contempla a estimacao dos parametros, sera considerado apenas o caso
da gama de dois parametros. E possivel encontrar informacoes com relacao a estimacao

dos parametros de distribuigoes gama de trés parametros em Basak e Balakrishnan (2011).
2.3.1 Estimacao dos parametros da distribui¢ao gama(a, )

Em trabalhos que envolvem a distribuicao gama(a, ), uma das dificuldades en-
contradas ¢ na de estimagdo dos parametros a ¢ . De acordo com Ye e Chen (2017),
o método mais utilizado para encontrar os estimadores de o e § é o da méaxima verossi-
milhanca. Esses autores ainda complementam que nao ha uma férmula fechada para os
estimadores. Eles afirmam que pelo método dos momentos, no entanto, existem férmulas
fechadas para os estimadores de « e 8 da distribuigdo gama(a, ). Todavia, os estima-
dores encontrados nao sao eficientes tanto em situacoes de pequenas amostras quanto de

grandes amostras.

2.3.1.1 Estimacao dos parametros da distribui¢do gama(a, ) pelo método da

maxima verossimilhanga

Thom (1966), usando o método da méaxima verossimilhanga, derivou as equagoes
para os estimadores dos parametros da distribuicdo gama(a, ). Para o parametro « é

necessario obter a resolucao da seguinte equacgao quadratica
1240 — 60— 1 =0, (21)

em que uma das solugoes é
y = 144/1+ 1A (22)
“T 1A V' ")

A=lin(z)—z,. (23)

fz}j%. (24)

sendo
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(25)

In(x;)

n
=2,
g
1 n

em que T é a média aritmética das observagoes e T, é logaritmo neperiano da média

geométrica das observagoes, x; ésimo ¢ o i-ésimo valor observado e n é o nimero de

(26)

observacoes.
Para o parametro 3, o estimador é

=
Il
o &8I

Minka (2012) explicitou os estimadores dos parametros « e § via método da maxima

verossimilhanca utilizando a parametrizagao alternativa apresentada em 20. Sendo assim,

a fungao de verossimilhanga para a distribuicao gama(c, ) é dada por
L(a,Byx1, 29, -+ ,x,) = ﬁ ! quexp{_—xi} (27)
) ) ) ) ) Pl /Bar(a> 3 /B
1 "7 o0 { — D i1 T }
= T exp —=E— 0
() 11 5

A funcao In(L(z;0)) é dada por
In(L(a, B2y, 9, -+ ,2p)) = (v — 1) Zln(mi) —nlnl(a)—
(28)

=1

—nInT(a) — naln(f) — %sz
i=1

Equivalentemente, tem-se:

In (L(a, By 21,29, -+ ,x,)) = n(a — 1)ln(x)n}n(F(oz))—
; (29)

—naln(f) — nE

Derivando a expressao (28), em rela¢do ao parametro 3 e igualando a zero, é obtido o

estimador para este parametro, desta forma:
ap 6B
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Portanto,
na  nr ~ I
— = —— === (31)
s p? a
Para o parametro « foi encontrada a seguinte aproximacao:
0,5
Gro— 0 (32)
In(z) — In(x)
2.4 Estimacao dos parametros gama(a, ) pelo métodos dos momentos
Os dois primeiros momentos da distribuicdo gama(«, 5) sdo dados por
o
o= = (33)
g
ala+1)

Para aplicar o método dos momentos deve-se expressar a e  em funcao dos para-

metros 1 e po. Dai,

_afa+1) B
BT e T T By

Além disso, a partir da equagao para o primeiro momento, apresentada em (33), tem-se

(35)

i

_ 36
po — 3 (36)

Os estimadores dos métodos de momentos, para o parametro a e 3, desde que 7>

— 5 82 G
= fi — fi}, sdo:

X? X
&= — e 6 = . (37)
) )

Ao obter informagoes em relagao aos parametros « e 5 de uma distribuigao gama(c, ),
tem-se interesse em estudar funcoes destes parametros, bem como, média e variancia da
distribui¢do. Desta forma, a média e variancia da distribui¢do gama(a, [3) serdo apresen-

tadas utilizando o método dos momentos, subtépico que serd apresentado na sequéncia.
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2.5 Meédia e variancia da distribuicao gama(a, ) pelo método dos momentos

Seja X uma variavel aleatoria, tal que X ~ gama(a, [3), entao sua fungao geradora

de momentos é dada por:

M) =B () = [ emetesn L
0

IN())
_ B [T a1y, - BT _T(@)
ol @ G-t

Portanto, conclui-se que

o= ()

Para se calcular o valor esperado e a variancia sera necessario obter o primeiro e o

segundo momentos, bastando para isso derivar a funcao geradora de momentos.

=55 (755)

g = G5 (55)

Desta forma, o valor esperado de X é dado por:

E(X) = M (0) = & (ﬁ)a _

i
BB B

Sua variancia é dada por

Var(X) =E (X?) — E* (X)
=M (0) — (M(0))*

=50 ()

Pelo método dos momentos foi possivel encontrar um estimador pontual para a

média da distribuicao gama. Como foi salientado no presente referencial, outra forma de
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se encontrar esse estimador para o parametro média de uma distribui¢do gama(a, 5) é
utilizando um estimador intervalar, que associado a uma medida de confianca, fornece um
intervalo de confianca.

A seguir serao apresentados dois métodos para construgao de intervalos de confianca
para o parametro p = «/f de populagoes gama(c, ) encontrados na literatura. Vale
ressaltar que ambos intervalos descritos na sequéncia nao serao objetos de estudo do
presente trabalho.

Segue como sugestao a leitura do trabalho dos autores Kulkarni e Powar (2010).
Nesta obra, é possivel encontrar outras propostas para o calculo de intervalos de confianca

para o parametro meédia da distribuicao gama(c, B3).

2.6 Intervalo de confianca para a média de populagoes gama(a, ()

2.6.1 Método de Grice e Bain (M)

Grice e Bain (1980) obtiveram o seguinte IC aproximado (1 —«) 100% para p com
base no fato de que 2ns/6 ~ x*(2nk):

2nks/x3_5(2nk), 2nks/x*B(2nk), ] (38)

em que s é a média amostral com base em uma amostra aleatoria de tamanho n da dis-
tribuigdo gama(k, ), o parametro k da distribuigao x? acima mencionada é desconhecido
e os autores sugerem substituindo-o pelo seu estimador de méxima verossimilhanca k.
Como o parametro k é substituido por l%, o nivel de confianca alcancado é perturbado.

Dessa forma, para uma determinada confianca « e um valor observado de k, um
ntimero [ é estimado usando simulagdo Monte Carlo para substituir os quantis x2 e x7_,
da distribuicao x* relevantes, por x3 e x7_z, respectivamente, de modo a alcangar o nivel
de confianca o mais proximo possivel de a.

A abordagem baseia-se na ideia chave de que a razao do a-ésimo quantil da distri-
buicao qui-quadrado aos seus graus de liberdade, isto é, Xfw,/y, é relativamente constante
ao longo dos valores possiveis de v, exceto por valores pequenos de v.

Os autores também estudaram o poder para o teste relacionado de Hy : pu =
po contra Hy: p = pup < po para = 0,025, k = 1,2,4, n = 10,20,40 e po/p1 =

0,4;0,6;1,4;1,8. Os autores descobriram que esses poderes aproximam cerca de 838%
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dos poderes correspondente ao teste uniformemente mais poderoso (UMP) para testar p
quando k é conhecido.

Este teste verificou-se robusto quando o verdadeiro modelo era uma mistura de
distribuicoes gamas e foi aplicado a um conjunto de dados numéricos, obtendo menor
comprimento de intervalos de confianca do que aqueles obtidos por Gross e Clark (1975).
Também foi constatado que o teste necessita estimar o nivel ajustado de significancia
£ dado na equacao 1 por um valor observado de k com « pré-estabelecido. Os autores
tabelaram esses valores para as combinagoes selecionadas combinacoes de k e «, enquanto

que para outras elas precisam ser interpoladas.
2.6.2 Meétodo de Shiue e Bain (M2)

Shiue e Bain (1990) adotam outra abordagem para modificar o teste para a média
especificada pip com base na estatistica T' = 2nks/u ~ x?2(2nk) quando s é desconhecido.
Se t é o valor observado de T', entao o valor p observado deste teste para a alternativa u <
to € u = Pr[2nks/uy < t] = H(t;2nk) onde H(t;2nk) é a distribui¢do cumulativa fungao
de x? 2nk em t. Shiue e Bain (1990) estimam esse valor p em substituir desconhecido  por
sua m.l.e. k dando o valor p estimado v = H (t;2nk) onde t = (2nk)/p. Eles aproximam
a distribuicdo de W = —In(u) por um Weibull distribuigdo e propor o valor-p do teste
resultante como exp —[(—In(u))/a]b. Os parametros a e b envolvidos nesta expressao sao
obtidos por minimos quadrados ajustando-se aos pontos percentuais simulados de W (com
k = 1) sobre n dando a = 1 — (0,232/n) + (1,360/n2),b = 1 — (0,482/n) — (0,88/n2). O

intervalo de confianca resultante é dado por
2nks/x>ql(2nk), 2nl%3/x§u(2nl%) (39)
em que gl = exp(—a(—1In(1l — a))1/b) e qu = exp(—a(—In(a))1/b). Os calculos sugerem

a aproximacao x2(v)/v = [1 — (2/9v) + Z,1/2/90]* em que Z, & o quantil 1007% da

distribuicao normal padrao.
2.7 Bootstrap

Segundo Gebert e Ferreira (2013), dois dos maiores problemas da estimagao estatis-
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tica sao a determinacao do valor de um parametro de interesse e avaliar sua precisao. De
forma a tentar solucionar essas questoes, Efron (1982), ao introduzir sua versao bootstrap,
foi motivado por essas duas situagoes. De acordo com Ferreira (2013), o método bootstrap
é baseado na ideia de realizacoes de réplicas do processo de estimacao da amostra original,
usadas para fazer inferéncias estatistica, com objetivos de determinar as propriedades da
distribuicao do estimador de certo parametro, e sem fazer suposicoes sobre a forma da
distribuicao dos dados.

A técnica de reamostragem bootstrap pode ser aplicada quando se conhece ou nao
a distribuicao de probabilidade da variavel aleatéria. A seguir serao apresentados as duas

vertentes do método bootstrap, o bootstrap paramétrico e bootstrap nao-parameétrico

2.7.1 Bootstrap paramétrico

No método bootstrap paramétrico a distribuicao de probabilidade da variavel ale-
atoria é conhecida. Quando as observacoes sao provindas de uma funcao distribuicao
paramétrica, entao Xy, Xo, -+, X, ~ @.i.d. F(x;0). Supondo que os dados observados
sao usados para estimar ¢ por é, que frequentemente, mas nem sempre, é o estimador
de méxima verossimilhanca, entao sua substituicao no modelo fornece o modelo ajus-
tado X{, X5, -+, X ~iidd. F(x; é), o qual pode ser usado para calcular estimativas dos
parametros (DAVISON; HINKLEY, 2008).

Segundo Gebert(2014), no método bootstrap paramétrico, a primeira acao, é es-
timar os parametros que caracterizam essa distribui¢ao de probabilidade na amostra de
n observagoes. A partir dos valores encontrados e da funcao de distribui¢ao estimada,
sao geradas B amostras bootstrap paramétricas, cada uma de tamanho n, de mesmo ta-
manho da amostra original. Em cada uma das amostras geradas no processo bootstrap
paramétrico, calcula-se a estimativa de um parametro de interesse. Dessa forma é gerada
uma distribuicao bootstrap de estimativas pela qual é possivel realizar estudos inferenciais
sobre o parametro 6 em questao, isto é, construcao de intervalos de confianca para 6 e

testes de hipotese para 6.
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2.7.2 Bootstrap nao-paramétrico

Nesse caso, a distribuicao de probabilidade da variavel aleatéria ¢ desconhecida e
o pesquisador dispoe apenas das observacoes amostrais, nao tendo informagoes sobre a
distribuicao de probabilidade geradora do processo.

O procedimento bootstrap nao-paramétrico, € um método baseado em reamostra-
gens com reposicao, a partir da amostra de n observagoes disponivel. Sao geradas B
amostras de tamanho n, mesmo tamanho da amostra inicial, em seguida é calculada uma
estatistica de interesse em cada uma das pseudo-amostras, sendo assim, com auxilio da
distribuicao bootstrap de estimativas ¢ possivel realizar inferéncias sobre o parametro de
interesse (GENTLE, 2003).

De maneira geral, uma das funcionalidades da técnica bootstrap, em suas duas
vertentes, é a da possibilidade de se construir intervalos de confianca para os parametros,
em circunstancias em que outras técnicas nao sao aplicaveis, em particular, no caso em que
o tamanho de amostras é reduzido. Os intervalos gerados por meio de bootstrap também
sao aproximados, mas oferecem melhor aproximacao que os intervalos de confianga padrao
(EFRON; TIBSHIRANI, 1993). A precisao dos intervalos torna-se cada vez maior quando
o nimero de reamostragens cresce.

Chernick (2008) recomenda que o niimero minimo necesséario para se realizar um
processo de reamostragem de modo que se encontre boas estimativas, seria em pelo menos
1000 repeticoes bootstrap, utilizando a abordagem paramétrica ou nao paramétrica.

Vale ressaltar que esta técnica foi extrapolada para a resolucao de muitos outros
problemas de dificil resolucao por meio de técnicas de andlise estatistica tradicionais

(baseadas na hipotese de um elevado nimero de parametros).

2.8 Simulacao Monte Carlo

O nome Monte Carlo esta associado com a cidade Monte Carlo, no Principado de
Monaco. O nome é provindo, basicamente, em razao dos jogos de azar, decorrentes da ro-
leta, que é um mecanismo simples para gerar nimeros aleatorios (BUSSAB; MORETTIN,
2003).

Segundo Oliveira (2016), simulacao Monte Carlo é usada para servir como uma pri-
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meira avaliacao de um sistema para gerar novas estratégias de analise e regras de decisoes
antes de se correr o risco de experimenté-las no sistema real. Santos (2001) comple-
menta que todo processo simulado, que envolve pelo menos um componente aleatério, é
pertencente ao método Monte Carlo.

De acordo com Ferreira (2013), os métodos Monte Carlo sao utilizados de forma util
na avaliacao das propriedades de um estimador, de um método de estimacao intervalar,
de um teste estatistico, na determinacao de tamanhos amostrais e na solucao direta de

problemas estatisticos.
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3 MATERIAL E METODOS

A presente proposta tem intencdo de avaliar por simulacdo Monte Carlo o de-
sempenho de trés opgoes para o intervalo de confianga para o parametro p = «/f da
distribui¢do gama(a, B), em que um dos intervalos, o intervalo de confianca utilizando a
técnica bootstrap, ¢ uma nova proposta do presente trabalho. O desempenho serd medido
por intermédio das probabilidades de cobertura e dos comprimentos médios dos intervalos

considerados em simulac¢oes Monte Carlo.

3.1 Intervalo de confianca bootstrap

Inicialmente foi considerada uma amostra aleatoéria X, Xs,--- , X,, de observacoes
independentes e identicamente distribuidas de uma distribuicao gama(a, 5). Os parame-
tros a e [ da distribuicdo gama foram estimados na amostra original por meio do pacote
VGAM do programa R (R Core Team, 2018). Estas estimativas foram utilizadas para obter

a fungao densidade empirica da distribuicao gama dada por

A ~ 1 ~. . =
fx(x;6,8) = —= % e, (40)
[(c)

A partir da funcao densidade de probabilidade estimada da distribuicao gama(a,
B), apresentada em 40, sao geradas N, amostras bootstrap paramétricas de tamanho n
(de mesmo tamanho da amostra original). Em cada uma das IV, amostras, sao obtidas
estimativas as &;, BZ e = ézi/@, paratz =1, ---, N,. Estas estimativas de 0, formaram
a distribuicao bootstrap das médias. De posse desta distribuicao bootstrap das médias o
= (éi‘, A;, e ,é}“\,b) foi construido um intervalo de confianca bootstrap percentilico para a

média de populagoes gama(c, B) com coeficiente de confianca 100(1 — «)% dado por
(6, 0g,) (41)
em que ¢; = [Ny X (a/2)] e go = N, — ¢1 e [z] indica o menor inteiro maior ou igual ao

argumento x.
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3.2 Intervalo de confianca assint6tico baseado em aproximacoes pela distri-
buicao normal
Utilizando o fato de que os estimadores de maxima verossimilhanca sao assintoti-
camente normais, entao a funcao
0—40

~

%9

~N(0,1), n — oo. (42)

Como # é uma média, sabe-se que sua variancia é 093 = 02/n. Mas a esperanca u e
variancia o2 da varidvel aleatoria X ¢ ao dad ir. S amet

, que é uma gama, sao dadas a seguir. Se os parametros

forem substituidos pelos estimadores tem-se também os seguintes estimadores da média

e da variancia da variavel aleatoria X:

ezuz%;»é:ﬂzg

. B (43)
5 «Q o 16
o= —F7=>0"= —«—.

B /32

A2
~g O

2 = 44

52 =2 (44

que se 62 for substituido pelo estimador dado em (43), tem-se

W @

05 =——. 45

= (45)

Isolando-se 6 na expressao (42) tem-se a expressao geral para o intervalo de confi-

anca assintotico para 6, dado por
P(6= 2 apt SO0+ 2 apt;) =1-a. (46)

Fazendo-se a substituicao de (45) em (46), o intervalo de confianca assintotico para

a média da distribuicao gama(a, ) é expresso por

a Va a valy oo
P (E — Zl_a/23\/ﬁ < 0 < E + Zl_a/2B—\/ﬁ) =1 Q. (47)
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3.3 Intervalo de confianca assintético via estatistica de Wald
Para aplicar a teoria geral apresentada em 2.2.2.2, deve-se fazer uma reparametri-
zagdo na parametrizacao apresentada em (15). Nota-se que, utilizando (15), a média da

distribui¢ao gama(a, B) é dada por p = «/f. Dessa forma, tem-se que

I
o

S=a=up e B (48)

S

Assim, tem-se que a fungao densidade de probabilidade da distribui¢do gama(a, (),

com a nova reparametrizacao é

8
fx(xlp, B) = %w“ﬁleﬁﬂ(om) (x);  w,B>0. (49)

Dessa maneira, a informacgao sobre a variancia de ji é obtida usando o método da
maxima verossimilhanca. Primeiramente, deve-se obter a matriz de informacao de Fisher.

As funcoes de verossimilhanca e de log-verossimilhanca sao dadas por
i=1

_ (B ) ST o T
- (rw) ‘ H

I, Blz) = n[uﬁlnﬁ—lnf(uﬁ)]—Bin—i—Zlnxi.
i=1 i=1

As derivadas parciais de primeira ordem sao

l n
g—u —n[mp - BOus)] + 83 Iz (50)
=1
e
l - -
aa_ﬂzn[,ulnﬁ—i-,u—lﬂ/’(o)(,uﬁ)] —in-l—/ubzhl%u (51)
=1 =1

em que ¥ (.) & a funcio digama, definida como In(I'(-))’. (No programa R esta imple-
mentada com a fun¢io digamma).
As derivadas parciais de segunda ordem sao:

i

= —nb?pM (ub), (52)
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9%l
s = H - uw(”(ub)} (53)
e
021 -
S =" [ B+ 1= us) — usv™(up)] + ;_1 Inz;, (54)

em que 1) (-) é a funcdo trigama, definida como In(T'(+))”. (No R esta implementada com

a fungdo trigamma). Observe também que % = %, logo a matriz de informagao de
Fisher é
a1 a2
I(:u’ 5) == )
a21  G22
em que
ain = — ”6%“”(#6)
a1 =ary = n [In B+ 1— O (ug) — uBy™M (ub)] + Zlnxi
i=1
1 W
Gz =nt | 5 = - (uB) | -
Consequentemente,

1 Qg2  —Q2

2
11022 — Q7q

[_1<:ua6) =

—ai2 a1

Portanto, o erro padrao de i é dado por

i) = 4=
d11d22_d%2

ni {% - Aw(”(ﬂﬁ)}
A— B? ’
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em que

A= =N (@B)nji E — M”(ﬂé)}

B =n |In(3) + 1 = ¢ (B) — pBu(B)| + > Ina,
i=1

além de que i e B sao os estimadores de maxima verossimilhanca da distribuicao gama,
obtidos via método do Score (Fisher’s Scoring) por meio do pacote VGAM. A estimativa
da média foi obtida por meio da propriedade de invariancia dos estimadores de maxima
verossimilhanga, uma vez que, i = &/B

Assim, o intervalo assintotico para p com confianga 100(1 — «)% é dado por

A

o= 21—ay2 se(ft) < p < i+ 21_q/2 se(jl). (55)
3.4 Avaliacao do desempenho dos intervalos estudados

A fim de avaliar os desempenhos dos intervalos de confianca bootstrap e assintoticos,
foram considerados o comprimento médio e a probabilidade de cobertura dos intervalos
de confianga gerados em N simulagoes Monte Carlo. O comprimento médio do intervalo

de confianca k, na j-ésima simulacao é dada por

N
> (LSk; — Lli)

— j=1

OM, = (56)

N

em que LSy ; e LI ; sao os limites superior e inferior do intervalo k na j-ésima simulagao,
respectivamente. Vale ressaltar que, os valores assumidos por k e j, correspondem a k = 1,
2,3,e7=1,2,---, N.

A probabilidade de cobertura, refere-se a probabilidade de que um determinado
intervalo contenha o verdadeiro valor do parametro, que é u = /3. Para verificar se o

verdadeiro valor do parametro pertence ao intervalo, utilizou-se uma funcao indicadora
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I;(ICy ), da seguinte maneira

e} 1, se % - (le,jaLSk,j)
LUICwy) | 5 ) =
B 0, se S ¢ (Ll LSk;).

em que k = 1, 2, 3, referem-se aos intervalos de confianca bootstrap e assintoticos, respec-
tivamente, e j = 1, 2, - - -, N, refere-se a j-ésima simula¢ao. Dessa forma, a probabilidade
de cobertura dos intervalos de confianca bootstrap e assintoticos, representados por k = 1,

2, 3, nesta sequéncia, na j-ésima simulacao ¢ expressa por:

i Ii(ICy)

Para cada intervalo, o comprimento médio e a probabilidade de cobertura, foram
computados ao final das N simulagoes. Os resultados foram tabulados e apresentados na
forma grafica e o intervalo de menor comprimento e probabilidade de cobertura préximo ao
coeficiente confian¢a nominal 100(1 — a))% foi considerado 6timo. Para que os resultados
possuissem significado expressivo, foram utilizados varios cenérios (configuragoes), em
relacdo ao tamanho amostral n, aos valores dos parametros « e [ e ao coeficiente de
confianca 100(1 — a)%.

Adicionalmente, foram consideradas N = 1000 simulacdes Monte Carlo, N, = 1000
reamostragens bootstrap e os tamanhos amostrais considerados nas simulagoes foram:
n = 5, 20, 50, 100, 1000, 2000. Os valores de « e [ fixados para realizar as simulacoes,
(a=p=1)e(a=17 p=2) (o« =2, 5 =25). Os niveis nominais utilizados nesse
trabalho, foram de 90%, 95% e 99%. Todos algoritmos e simulagoes, para a realizacao do

trabalho, foram feitos utilizando o software R (R Core Team, 2018).
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Apos a realizacao das simulacoes, os valores das probabilidades de cobertura e com-
primentos médios dos trés intervalos para o parametro média da distribuicao gama(a, 5)
nos diversos cenérios foram computadas. Para fins de simplificacao, foram utilizadas as
seguintes abreviagoes para os intervalos utilizados: IC'1, IC2, IC3, correspondendo aos
intervalos de confianca, bootstrap paramétrico, assintético baseado em aproximacao dadas
pela distribuicao Normal e assintotico baseado na estatistica de Wald, respectivamente.

Nesse primeiro momento, a ideia inicial é fazer uma apresentacao completa dos
resultados, utilizando como base o coeficiente nominal de confianca de 95% nas simulacoes,
juntamente com os valores de « e (8 fixados e os tamanhos amostrais considerados. Em
anexo, estao os resultados para os valores de probabilidade de cobertura e comprimento
médio dos intervalos IC1, IC2 e IC3 nas situagoes em que os coeficientes de confianca
nominais fixados foram de 90% e 99%, tendo em vista que as discussoes sdo semelhantes
e os intervalos obtiveram praticamente mesmo padrao de comportamento do que o obtido
para o coeficiente de confianca de 95%. Dessa forma, a presente discussao aborda apenas
o caso em que o nivel nominal fixado é de 95%.

No presente trabalho, verificou-se que os intervalos de confianca 1C2 e IC'3 mesmo
adotando metodologias diferentes, sao equivalentes, isto é, forneceram resultados iguais
tanto na cobertura quanto no comprimento médio. No decorrer da discussao dos resulta-
dos, o leitor podera verificar esse fato. Para fins de comparacao dos resultados, foi feito o
intervalo de confianca binomial de 99%, considerando uma pseudo obervacao de 950 su-
cessos. O intervalo obtido é [0,9295, 0,9661]. Valores da probabilidade de cobertura nao
contidos neste intervalo sao considerados significativamente (p-valor< 0,01) diferentes do
valor nominal. Valores abaixo do limite inferior indica intervalos com cobertura inferior
ao valor minimo. Valores acima do limite superior do intervalo, indicam cobertura supe-
rior ao valor nominal do coeficiente de confianca, mas nao acarretando problemas mais
sérios, como no primeiro caso. Valores dentro deste limite, indicam intervalos de confianca
exatos.

Consequentemente, na tabela 1 é possivel identificar que para o coeficiente de con-
fianca de 95%, quando os valores dos parametros foram o« = 7 ¢ 8 = 2, nos cenarios de

n =5 en = 50, o intervalo IC'1 obteve maior taxa de cobertura em relacao aos intervalos
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1C2 e IC3. Embora isto tenha acontecido, os trés intervalos apresentaram cobertura
significativamente inferiores ao valor nominal, no caso de n = 5. Por outro lado, os inter-
valos de confianca IC?2 e IC3 obtiveram desempenho superior ao intervalo /C'1 quando os
tamanhos amostrais eram de n = 20, 100, 2000, sendo que os trés intervalos alcancaram
mesma, cobertura com n = 1000. A partir de n > 50, os trés intervalos apresentaram
coberturas idénticas ao valor nominal de 95%, quando utilizamos o intervalo de confianca
binomial exato ao nivel de 99%. Entao pode-se concluir que os trés métodos sao assinto-
ticamente equivalentes, ou seja, para grandes amostras eles apresentam probabilidades de
cobertura iguais entre si e iguais ao valor nominal de confianca. Obviamente, esta igual-
dade é estatistica e as pequenas diferencas observadas sao atribuidas ao erro de Monte

Carlo.

Tabela 1 - Probabilidade de cobertura dos trés intervalos de confianga estudados (IC1
- Bootstrap; 1C2, 1C3- Assintoticos), utilizando N = 1000 simula¢oes Monte
Carlo para diferentes valores de n, considerando n = 5, 20, 50, 100, 1000, 2000,
com nivel nominal fixado em 95%, usando os valores de (¢ =7 e =2 ).

n
3 20 20 100 1000 2000

PCIC1 84,50% 92,40% 94,10% 94,50% 94,70% 95,70%
PC IC2 83,90% 92,70% 93,90% 95,20% 94,70% 96,10%
PCIC3 83,90% 92,70% 93,90% 95,20% 94,70% 96,10%

A probabilidade de cobertura ideal para o cenario simulado é 95%. Todos os
intervalos assintoticos e bootstrap convergiram em probabilidade na mesma velocidade,
quando considera-se o intervalo binomial para a probabilidade de cobertura nominal. Esta
situagao esta evidenciada na Tabela 1, pois quando o tamanho amostral era n = 50, os trés
resultados da probabildiade de cobertura nao diferiram significativamente (p-valor> 0, 01)
do valor nominal de 95% do coeficiente de confianca. Deve-se observar que as diferencas
entre eles a partir de n = 50 e entre as suas probabilidades de cobertura e o valor nominal,
sao atribuidas ao erro de Monte Carlo, pois todos os valores estao no intervalo binomial,
citado anteriormente.

Na Tabela 2, sao apresentados os comprimentos médios dos trés intervalos estu-
dados. Verifica-se, Tabela 1, que os intervalos apresentaram aumento de cobertura com

o aumento dos tamanhos amostrais e a partir de n = 50 ja foram considerados exatos.
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Em relacao aos comprimentos médios dos intervalos, verifica-se que o intervalo IC'1 possui
menor comprimento médio, em todos os cenarios estudados. Dessa forma, o intervalo 1C'1
¢ melhor do que os outros dois pelo critério de possuir menor amplitude média, intervalos
menores sao mais informativos que intervalos de comprimento maior. Embora isso seja
verdade, os comprimentos médios deste intervalo, nao foram expressivamente menores.

Assim, sua vantagem, embora exista, nao foi muito grande.

Tabela 2 - Comprimentos médios dos trés intervalos de confianca estudados (IC1 - Bo-
otstrap; 1C2, 1C3- Assintoticos), utilizando N = 1000 simulagoes Monte Carlo
para diferentes valores de n, considerando n = 5, 20, 50, 100, 1000, 2000, com
nivel nominal fixado em 95% utilizando os valores de (a =7 e f=2).

n
d 20 20 100 1000 2000

CMIC1 1,9311 1,1167 0,7219 0,5125 0,1629 0,1153
CMIC2 1,9444 11,1213 0,7253 10,5152 0,1638 0,1158
CMIC3 1,9444 11,1213 0,7253 10,5152 0,1638 0,1158

Agora, Tabela 3, utilizando esse mesmo coeficiente nominal de confianca, estao
apresentadas os casos em que os valores de a e [ sao iguais, em particular, quando
a=p=1. Comn =5 en = 20, os trés intervalos apresentaram cobertura inferior
significativamente (valor-p < 0,01) ao valor nominal do coeficiente de confianca de 95%,
com um valor um pouco maior, mais préximo do valor nominal, para o IC'1. Ja para
n = 50, os intervalos /C2 e IC3 apresentaram menores probabilidades de cobertura do
que o intervalo bootstrap paramétrico e significativamente menores que o valor nominal
do coeficiente de cobertura, o que nao ocorreu para o IC1. Verifica-se em particular
que nas situacoes em que o tamanho amostral é n < 20 nenhum dos intervalos alcancou
o coeficiente de confianca nominal para esse cendrio, isto é, 95%. A partir do tamanho
n = 100 os intervalos todos os intervalos atingiram a probabilidade de cobertura esperada,
podendo ser considerados assintoticamente equivalentes. As diferencas observadas entre
os intervalos e o valor nominal de 95%, para n > 100, sao consideradas erros de Monte
Carlo, tomando-se como base o intervalo de confianca binomial exato para o coeficiente de
confianca. Vale ressaltar que a convergéncia do IC'1 foi mais rapida que a dos concorrentes,
haja vista que com n = 50, o valor da cobertura ja pode ser considerado exato para este

intervalo.
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Tabela 3 - Probabilidade de cobertura dos trés intervalos de confianga estudados (IC1
- Bootstrap; IC2, IC3- Assintoticos), utilizando N = 1000 simulagoes Monte
Carlo para diferentes valores de n, considerando n = 5, 20, 50, 100, 1000, 2000,
com nivel nominal fixado em 95%, usando os valores de (a« = =1).

n
d 20 20 100 1000 2000

PCIC1 82,80% 91,60% 93,20% 94,70% 94,60% 94,50%
PCIC2 81,40% 90,40% 92,80% 94,80% 95,10% 94,70%
PCIC3 81,40% 90,40% 92,80% 94,80% 95,10% 94,70%

Como pode ser observado na Tabela 4, & medida em que os tamanhos amostrais
aumentam, os comprimentos médios de todos intervalos tendem a diminuir, como pre-
conizado pela teoria. Para pequenas amostras (n < 20), embora o IC1 nao tenha sido
exato, ele teve coberturas maiores que os dos demais intervalos (Tabela 3) e também apre-
sentou menor comprimento médio (Tabela 4). Este intervalo, de forma menos expressiva,

continuou tendo menores intervalos que os outros dois concorrentes para n > 50.

Tabela 4 - Comprimentos médios dos trés intervalos de confianca estudados (IC1 - Bo-
otstrap; 1C2, 1C3- Assintoticos), utilizando N = 1000 simulagoes Monte Carlo
para diferentes valores de n, considerando n = 5, 20, 50, 100, 1000, 2000, com
nivel nominal fixado em 95% utilizando os valores de (o« =5 =1).

n
d 20 20 100 1000 2000

CMIC1 1,5000 0,8259 0,5403 0,3852 0,1232 0,0874
CMIC2 11,5273 0,8346 10,5445 0,3879 0,1240 0,0877
CMIC3 11,5273 0,8346 0,5445 0,3879 0,1240 0,0877

Na Figura 1, (al) e (a2), sao mostrados, respectivamente, a probabilidade de cober-
tura estimada e o comprimento médio do intervalos trés intervalos, quando foi utilizado
a=2e [ =25. Pode-se ver pelo intervalo de confianca de 99% para o coeficiente de con-
fianca nominal de 95%, que os trés testes tem cobertura igual ao valor nominal a partir
de n = 20, para este caso. A uma tendéncia de o IC'l superar os demais, pois sua pro-
babilidade de cobertura é consistentemente superior, embora com pouca expressividade,
a dos demais intervalos, que sao iguais entre si (sobreposi¢ao de suas linhas), como ja

antevisto no inicio desta discussao. Nota-se, pela Figura 1 (a2), que utilizando os valores
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mencionados para os parametros, houve uma grande queda nos comprimentos médios dos
intervalos no geral, em relacdo aos mesmos cenarios anteriores, com valores diferentes
valores dos parametros. Os trés intervalos obtiveram probabilidades de cobertura nao
diferentes do valor nominal de 90%, a partir de n = 20, mas, novamente pela Figura 1
(a2), verifica-se que o IC1 apresentou menor comprimento médio do que os outros dois,
na maioria dos casos, embora isso seja praticamente impossivel de se perceber no grafico,
ou seja, as diferencas embora existentes, sao inexpressivas.

Assim, h& uma vantagem, se considerarmos os diferentes cenérios, para o intervalo
bootstrap paramétrico. Em alguns casos, a convergéncia para a probabilidade de cobertura
nominal é mais rapida (ocorre com menores tamanho de amostra) e possui, embora de
pequena magnitude a diferenca, intervalos de comprimentos menores. Para os cenarios de
coeficiente de confianca de 90% e 99%, os resultados também apresentaram este padrao
de comportamento. Assim, pode-se concluir que os trés intervalos sao assintoticamente
equivalentes, e que a convergéncia do IC'1 é mais rapida e tem menores comprimentos

médios de intervalos, sendo considerado melhor, nos cenarios estudados.

Figura 1 - Probabilidades de cobertura e comprimentos médios dos trés intervalos de
confianga estudados (IC1 - Bootstrap; 1C2, IC3- Assintoticos), utilizando N =
1000 simulagoes Monte Carlo para diferentes valores de n, considerando n =
5, 20, 50, 100, 1000, 2000, com nivel nominal fixado igual a 95% utilizando os
valores de (a =2e¢ f=5).
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Vale ressaltar que, Fraser et al. (1997), utilizaram intervalos de confianca para a
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média de populagoes gama(a, §) aplicando o método da maxima verossimilhanga. Por
sua vez, os resultados encontrados nesse trabalho foram semelhantes aos da presente
dissertacao.

Durante a realizacao das simulacoes, foi constatado que ao utilizar os estimadores
de maxima verossimilhanga propostos por Minka (2002), a probabilidade de cobertura
atingida é de certa forma comprometida, pois, os estimadores desses autores subestimam
a probabilidade de cobertura nao fornecendo resultados tao bons quanto aos obtidos

utilizando o pacote VGAM do programa R (R Core Team, 2018).
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5 CONCLUSOES

Sao obtidas as seguintes conclusoes a respeito dos intervalos de confianca estudados:

e Os intervalos assintoticos para a média de populagoes gama(a, B) sdo equivalentes,
mesmo adotando metodologias diferentes, os resultados de probabilidade de cober-
tura e comprimentos médios dos dois intervalos sao iguais em todas as situagoes

simuladas.

e Pode-se concluir que os trés intervalos sao assintoticamente equivalentes, e que a
convergéncia do IC'1 é mais rapida e tem menores comprimentos médios de inter-

valos, sendo considerado melhor, nos cenarios estudados.

Dessa forma, foram alcancados os objetivos da presente dissertacao.
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Tabela 5 - Probabilidade de cobertura dos trés intervalos de confianca estudados (IC1
- Bootstrap; 1C2, IC3- Assintoticos), utilizando N = 1000 simula¢oes Monte
Carlo para diferentes valores de n, considerando n = 5, 20, 50, 100, 1000, 2000,
com niveis nominais fixados em 90% e 99% , usando os valores de (o = 7 e

ANEXO A

f=2).

coef n
5 20 50 100 1000 2000
PCIC1 78,40% 86,90% 87,90% 90,10% 88,10% 91,00%
90% PCIC2 7830% 87,70% 87,90% 90,20% 88,20% 91,30%
PCIC3 78,30% &7,70% 87,90% 90,20% 88,20% 91,30%
PCIC1 90,50% 98,00% 98,10% 99,00% 98,60% 98,80%
99% PCIC2 90,90% 9840% 98,30% 98,80% 98,90% 99,20%
PCIC3 90,90% 98,40% 98,30% 98,80% 98,90% 99,20%
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ANEXO B

Tabela 6 - Comprimentos médios dos trés intervalos de confianca estudados (IC1 - Bo-
otstrap; 1C2, 1C3- Assintoticos), utilizando N = 1000 simulagoes Monte Carlo
para diferentes valores de n, considerando n = 5, 20, 50, 100, 1000, 2000, com
niveis nominais fixados em 90% e 99% , usando os valores de (¢ =7 e =2 ).

coef n
5 20 50 100 1000 2000

CMIC1 1,6183 10,9361 0,6061 0,431 0,1369 0,0967
90% CMIC2 1,6318 0,4323 0,6087 10,4323 0,1374 0,0972
CMIC3 1,6318 0,4323 0,6087 0,4323 0,1374 0,0972

CMIC1 25196 1,4538 10,9394 0,6678 0,2112 0,1499
99% CMIC2 2,55564 1,4736 0,9532 0,6771 0,2152 0,1522
CMIC3 2,55564 14736 0,9532 0,6771 0,2152 0,1522




Tabela 7 - Probabilidade de cobertura dos trés intervalos de confianga estudados (IC1
- Bootstrap; 1C2, IC3- Assintoticos), utilizando N = 1000 simulac¢oes Monte
Carlo para diferentes valores de n, considerando n = 5, 20, 50, 100, 1000, 2000,
com niveis nominais fixados em 90% e 99% , usando os valores de (@ = 1 e

ANEXO C

g=1).

coef n
5 20 50 100 1000 2000
PCIC1 77,40% 85,20% 88,10% 89,00% 90,80% 89,50%
90% PCIC2 77,30% 85,90% 88,20% 88,40% 90,80% 89,00%
PCIC3 77,30% 85,90% 88,20% 88,40% 90,80% 89,00%
PCIC1 90,00% 97,30% 97,40% 98,60% 98,70% 98,80%
99% PCIC2 86,90% 96,20% 97,20% 98,70% 98,80% 99,20%
PCIC3 86,90% 96,20% 97,20% 98,70% 98,80% 99,20%




ANEXO D
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Tabela 8 - Comprimentos médios dos trés intervalos de confianca estudados (IC1 - Bo-
otstrap; 1C2, 1C3- Assintéticos), utilizando N = 1000 simulagoes Monte Carlo
para diferentes valores de n, considerando n = 5, 20, 50, 100, 1000, 2000, com
niveis nominais fixados em 90% e 99% , usando os valores de (¢ =1e f=1).

coef

n

CMIC1
90% CMIC2
CMIC3

CMIC1
99% CMIC2
CMIC3

20

20

100

1000

2000

1,249
1,2817
1,2817

1,9783
2,0073
2,0073

0,694
0,7004
0,7004

1,0812
1,0968
1,0968

0,4541
0,457
0,457

0,7065
0,7156
0,7156

0,3246
0,3255
0,3255

0,5029
0,5096
0,5096

0,1037
0,104
0,104

0,1609
0,1629
0,1629

0,0734
0,0736
0,0736

0,1132
0,1153
0,1153




Tabela 9 - Probabilidade de cobertura dos trés intervalos de confianga estudados (IC1
- Bootstrap; 1C2, IC3- Assintoticos), utilizando N = 1000 simulag¢oes Monte
Carlo para diferentes valores de n, considerando n = 5, 20, 50, 100, 1000, 2000,
com niveis nominais fixados em 90% e 99% , usando os valores de (o = 2 e

ANEXO E

g=5).

coef n
5 20 50 100 1000 2000
PCIC1 77,10% 88,10% 88,80% 90,50% 89,10% 92,80%
90% PCIC2 77,20% 8820% 88,00% 90,50% 89,30% 93,30%
PCIC3 77,20% 88,20% 88,00% 90,50% 89,30% 93,30%
PCIC1 91,20% 97,20% 97,50% 97,80% 98,70% 99,10%
99% PCIC2 89,30% 97,30% 97,30% 98,30% 98,90% 98,90%
PCIC3 89,30% 97,30% 97,30% 98,30% 98,90% 98,90%




ANEXO F

02

Tabela 10 - Comprimentos médios dos trés intervalos de confianca estudados (IC1 - Bo-
otstrap; 1C2, IC3- Assintoticos), utilizando N = 1000 simulac¢oes Monte Carlo
para diferentes valores de n, considerando n = 5, 20, 50, 100, 1000, 2000, com
niveis nominais fixados em 90% e 99% , usando os valores de (¢ =2 e =5

).

coef

CMIC1
90% CMIC2
CMIC3

CMIC1
99% CMIC2
CMIC3

20

20

100

1000

2000

0,3518
0,3547
0,3547

0,546
0,5558
0,5558

0,1975
0,1987
0,1987

0,3072
0,3111
0,3111

0,1287
0,1291
0,1291

0,1991
0,2021
0,2021

0,0928
0,0925
0,0925

0,1433
0,145
0,145

0,0293
0,0294
0,0294

0,0453
0,046
0,046

0,0207
0,0208
0,0208

0,0321
0,0325
0,0325




ANEXO G

53

Figura 2 - Probabilidades de cobertura e comprimentos médios dos trés intervalos de
confianga estudados (IC1 - Bootstrap; 1C2, IC3- Assintoticos), utilizando N =
1000 simulagoes Monte Carlo para diferentes valores de n, considerando n = 5,
20, 50, 100, 1000, 2000, com niveis nominais fixados iguais a 90% (al) e 99%
(a2) utilizando os valores de (« = 2 ¢ § = 5), contemplando o intervalo de
confianga binomial ao nivel de confianga de 99% (linhas tracejadas).
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ANEXO H

Figura 3 - Probabilidades de cobertura e comprimentos médios dos trés intervalos de
confianga estudados (IC1 - Bootstrap; 1C2, IC3- Assintoticos), utilizando N =
1000 simulagoes Monte Carlo para diferentes valores de n, considerando n = 5,
20, 50, 100, 1000, 2000, com niveis nominais fixados iguais a 90% (al) e 99%
(a2) utilizando os valores de (&« = 1 e f = 1), contemplando o intervalo de
confianga binomial ao nivel de confianga de 99% (linhas tracejadas).
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ANEXO I

Figura 4 - Probabilidades de cobertura e comprimentos médios dos trés intervalos de

Probabilidade de cobertura
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confianga estudados (IC1 - Bootstrap; 1C2, IC3- Assintoticos), utilizando N =
1000 simulagoes Monte Carlo para diferentes valores de n, considerando n = 5,
20, 50, 100, 1000, 2000, com niveis nominais fixados iguais a 90% (al) e 99%
(a2) utilizando os valores de (« = 7 ¢ § = 2), contemplando o intervalo de
confianga binomial ao nivel de confianga de 99% (linhas tracejadas).
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