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RESUMO

Neste trabalho propde-se um novo indice papaogection pursuit utilizada na reducédo da
dimensao de grupos de variaveis que sao analigsd@tecnica analise de multiplos fatores
(MFA). A principal vantagem em relacdo aos outrodides, estd no fato de que, o
procedimento metodoldgico preserva a estruturaad@ncias e covariancias para a realizacao
da decomposicao dos valores singulares, quanddizadd na comparacado dos grupos de
variaveis. Entre outras contribuicdes, o estudesgnta uma modificacdo no algoritgrand
tour simulatedannealing adaptando-o para lidar com grupos de variaveisnetodologia
envolvida na avaliacdo da proposta do indice fité feor simulac6es Monte Carlo em varios
cenarios com configuragcdes nos seguintes fatorasisgde correlacdo entre as variaveis,
namero de grupos e grau de heterogeneidade entggupss de variaveis. Comparacdes
foram feitas do indice proposto com 13 indices eoilvs na literatura. Concluiu-se que o
novo indice proposto mostrou-se viavel na redug@odados para aplicagdo na técnica MFA,
sendo recomendado nas situacbes em que 0s grupesertam baixa ou alta
heterogeneidade, e forte grau de correlacdo estrv@argaveis(p = 0,9). De modo geral, 0s

indices séo afetados pelo aumento do numero degirap funcédo dos cenarios avaliados.

Palavras-Chave: Projection pursuit, indice MF, analise de multipléstores, grupos

heterogéneos, simulated annealing.



ABSTRACT

This study proposes a new index for projection pitysised to reduce the dimensions of
groups of variables using multiple factor analy3ise main advantage with respect to other
indexes is that the methodological procedure pvesahe variance and covariance structures
to perform singular value decomposition, when thdek is used to compare groups of
variables. Among other contributions, the studysprés a modification in the grand tour
algorithm with simulated annealing, adapting it deal with groups of variables. The
methodology used to assess the proposed index asesilon Monte Carlo simulations, in
several scenarios and with configurations of thikowong factors: degrees of correlation
between the variables; and number of groups anceds@f heterogeneity among groups of
variables. The proposed index was compared wittetin indexes known in the literature. It
was concluded that the proposed index was effigretthe reduction of data to use multiple
factor analysis. This index is recommended foragituns in which the groups exhibit low or
high heterogeneity and a strong degree of coroslabetween the variablep € 0.9). In
general terms, indexes are affected by the increake number of groups, depending on the

scenarios assessed.

Keywords: Projection pursuit, MF index, multiple factor argil; heterogeneous groups,

simulated annealing.
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1 INTRODUCAO

Em espacos com muitas dimensdes, as amostrasiaetesparsas e pouco similares.
Tal fato torna-se um problema quando s&o utilizadostodos de reducdo de
dimensionalidade fundamentados na decomposicaaldees singulares, como, por exemplo,
a analise de componentes principais, uma vez qudamacdes das primeiras componentes
séo diluidas nas demais.

Diante dessa questao, torna-se recomendavel umeaede dimensdes, sem a perda
das informacdes contidas na dimensao de origenseNamtexto, surge @ojection pursuit
(PP), oubusca de projecgosugerida por Kruskal (1969), implementada poedirian e
Tukey (1974).

Em sintese, g@rojection pursuit pesquisa projecdes lineares de baixa dimensdo em
estruturas de dados de altas dimensdes. Paradefdwg-se um indice de projecddu, v),
entendido como uma funcdo objetivo, que quantificgrau de interesse de uma projecéo
sobre o plano pelos vetores (ortogonaisg v, e, entao, utiliza-se um procedimento de
otimizacdo numérica para encontrar o plano que mmagi esse indice. Neste contexto, o
problema consiste na escolha do indice que me#ipoesente o grau de interesse da projecao.

O método PP torna-se mal adaptado para lidar comt@wss altamente néo lineares e
também tem a desvantagem de demandar muito tempuoutacional (HUBBER, 1985), mas
na atualidade esse tempo vem sendo reduzido coasitimente com as novas ferramentas
de processamento. Contudo, com o crescimento deragéio de dados, ele € cada vez mais
empregado na classificacdo e em agrupamentos, pacapar da maldicdo da
dimensionalidade (LEE et al., 2005).

Em dados bivariados por meio de um diagrama deedidp, o0 método PP € uma
ferramenta que permite a inspecdo visual dos dayles estdo em alta dimensao,
possibilitando detectar concentracdes préximas raasuou a linhas, estruturasutliers,
skewnes® agrupamentos, utilizando a capacidade de petadpgmana para a descoberta
instantanea de padrdes; em dados em alta dimessaoseria muito dificil ou quase
impossivel, devido a limitacdo humana.

Friedman e Tukey (1974) citam a analise de comgese@mincipais, a analise de fator
e outras técnicas usuais multivariadas que lidam oceducdo de dimensdo como casos
particulares do método PP, as quais sdo tidas codtodos lineares, apresentando as

vantagens de interpretabilidade simples e econawmmputacional. Citam, ainda, que a
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desvantagem de muitos métodos lineares classiapseéa Unica propriedade do enxame
pontual que € utilizada para determinar o mapeangiobal é a variancia ao longo de vérias
direcbes no espaco multidimensional. Mas, o mét®Bocombina propriedades globais e
locais de enxames pontuais multivariados para ahtgreamentos lineares Uteis, utilizando
medidas globais aperfeicoadas, com a vantagenvadlale robustez contaatliers

E notdrio que grojection pursuit tem sido implementada em diversas aplicagées,
como a classificacdo exploratoria supervisionadaatos (LEE et al., 2005), a analise de
componentes principais robusta (CROUX; FILZMOSERJMEIRA, 2007) e a analise de
componentes independentes (HYVARINEN; OJA, 2000n Ee tratando da analise de
multiplos fatores, ndo ha relatos, na literatueayidbilidade da aplicacdo dessa projecao e da
proposicao de novos indices que demandem menarcestomputacional com resultados
promissores aos indices existentes na literatura.

Nesse contexto, neste trabalho apresenta-se, coopogta, um novo indice a ser
utilizado na projection pursuit aplicada a técnica analise de multiplos fatores=AM

considerando grupos de variaveis quantitativas.
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2 OBJETIVOS

Propor um novo indice e algoritmo computacionaleeers utilizados pela técnica
projectionpursuitem grupos de variaveis quantitativas, a fim deizeda dimensionalidade
dos dados, de modo aplicar a técnica MFA na compardas similaridades entre 0s grupos.
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3 REFERENCIAL TEORICO

3.1 Interpolacéo entre planos

A rotacao tridimension, naturalmente, é feiteimplesmente giran-se o objeto de
interesse,possibilitando a visualizagdo em to os angulosAs visualizacdes de dad
p-dimensionaissdo realizadas de formsemelhante, ou sejajirando todos os dad
p-dimensionais, ou utilemdc projecdes em um espaco reduzitiet p dos dados, sendoa
dimenséo dos dados originaid a dimenséo dos dados com dimenséo red. A exibicao
de dadog-dimensionaisorresponde rotacdo do plano de projec&alimensional em vez
dos dados (COOket al., 200¢, tendo como refergia os dados representados erra
nuvent de pontos fixada.

A rotacao do plano de projecdo pode ser calculsigapoland-se um plano inicial e
um plano alvoA interpolacédo entre planos pertera classe de métodos de visualizagac
dados multivariadoghamada degrand tours os quais sdo utilizad nas animacfes das
projecdes, movendse em um plano de projecdo bidimensional atravén-espaco. A
matematicanvolvida nesi interpolacdo pode ser vista é&simov e Buja (1994) e Hurley
Buja (1990).Rotacdes planares sdo discutidas em detalhes emo¥gi1985 e Asimov e
Buja (1994), e tecnicamente em Buja et al. (2(

SegundoMartinez, Martinez e Soll (2010), aideia por trasda interpolagdo € um
processo que comegm um plano inicii A,, prosseguind@té o plano alv A, através de
caminhos geodésicos entre os (planos.

O quadro (Figural) que descreve o plano de partidaliza sequéncia de planos
intermediarios. Etando que os dadcgirem dento do plano de visdosse tipo de rotacao é
uma distrac&o para quem visua, pois se assemelkavisualizacdo de uma cé enquanto
esta em uma plataformascilant. Assim, bda rota¢do ocorre fora do plano de visualiz
(COOK et al., 2008).

Figural - Interpolacdo geodésica entre planos.

Fonte: Do autor (2019).

&

! Refere-se am conjunto de pontos expresso em um mesmo siste coordenadas.
2 Referese a um conjunto de image
18



Conforme Hurley e Buja (1990), a interpolacdo gsam€ entre pares de planos
apresenta a propriedade de suavidade, na qual ialcageodésico € gerado por rotagbes no
subespaco, abrangidas pelos dois planos. No casosm#les, dados dois plandg e A,
subespacos unidimensionais, caracterizados, réseeinte, pelos vetores unitériog e a,,

a interpolacéo geodésica € obtida movendo-se uon ueitarioa ao longo do grande circulo
que ligaa, ea,. Mais precisamente, segaum angulo entre, ea,, € sejaz, 0 vetor unitario
obtido por ortogonalizacdo dea, em relacdo a a, pelo processo de

Gram-Schmidt. Dessa forma, o caminho geodé4i¢d deA, parad, € dado por
a(t) = agcos(t) + aysen(t), parad <t < a.

A interpolacdo geodésica entre dois pladgse 4,, € descrita utilizando-se vetores
principais. Assim, sejam, € A, e a, € A, vetores unitarios atingindo o menor angulo entre
A, e A,, tendo, ainda, os vetordg € A, e b, € A,, tal que (ay, by), (a,, b,) formam,
respectivamente, bases ortonormais p&jae A,. Esses quatro vetores sdo chamados de
vetores principais pard, e A,, e 0s angulosx (entrea, e a,) e § (entreb, e b,)
correspondem aos angulos principais, respectivanétade-se mostrar qug, e b, Sao
ortogonais, € 0 mesmo patge b,.

A interpolacdo geodésica entfig e A, pode ser descrita como uma familia de pares
de vetores ortonormai@:(t),b(t) ), em quea(t) se move dei, paraa, ao longo de uma
regido circular eb(t) similarmente deb, ao b,. Ambos 0s vetores se movem em regides
circulares a velocidades constantes (mas, geragnogdiguais), chegando simultaneamente
aos seus respectivos alvag,e b, (HURLEY; BUJA, 1990).

Para um melhor entendimento, a seguir € apresentadalgoritmo para interpolar
dois planos, proposto por Cook et al. (2008). @@ segue que

1: dada uma projecdao inicidl, de ordenp X d, descrevendo o plano inicial, crie uma nova
projecéo alvod,, descrevendo o plano alvo. A projecdo pode semaba de quadro
ortonormal. Um plano pode ser descrito por um nénr@mito de quadros. Para encontrar
a rotacdo ideal do plano de partida para o plandedtino, é necessario encontrar 0s
guadros em cada plano que sdo 0s mais proximos;

2: determine o caminho mais curto entre os quadrdigando a decomposicdo em valores
singularesA, A, = V,AV,, A = diag(A,; = --- = A4) e as principais dire¢cdes em cada plano
saoB, = A,V,, B, = A,V,. As diregOes principais sdo os quadros que destr®sg planos
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de partida e de destino que tém a menor distamtia eles. A rotacdo é definida com
respeito a estas direcfes principais. Os valomegulsires;,i = 1,:--,d, definem os
menores angulos entre as dire¢cdes principais

3: ortonormalizeB, emB,, dandoB,, para criar uma estrutura de rotagéo;

4: calcule os angulos principaig,= acos(4;),i = 1,-,d;

5: girar os quadros dividindo-se os angulos em increoser;(t), parat € (0,1], e crie a
i-ésima coluna do novo quadré;, a partir dasi-ésimas colunas d&, e B,, por
b;(t) = cos(t;() )by + sen(t;(t))b.;. Quanda = 1, a moldura ser&,;

6: projete os dados(t) = B(t)V,;

7: continue a rotacdo até= 1. Defina a projecéo atual comg e volte para a etapa

3.2 Projection pursuit

A projection pursuit(PP), também chamada blesca de projecde uma técnica para
analise exploratéria de dados multivariados queuyisa projecdes lineares interessantes de
baixa dimensdo em dados de alta dimensdo. Taieghes sdo alcancadas por meio da
otimizacdo de uma funcdo objetivo, chamadandice de projecioE (til para uma anélise
inicial de dados, especialmente quando os dadas est um espaco de alta dimenséo.

A busca de projecédo tem sido utilizada em diveagdisacOes, tais como classificacao
exploratoria supervisionada de dados (LEE et 8052 analise de componentes principais
robusta (CROUX; FILZMOSER; OLIVEIRA, 2007) e an&lide componentes independentes
(HYVARINEN; OJA, 2000), entre outras.

A ideia basica do método PP, sugerida por Krusk8b9) e implementada pela
primeira vez por Friedman e Tukey (1974), quandermo projection pursuitfoi proposto,
consiste em definir um fndice de projecEa,v) que mensura o grau de interéssa
projecdo sobre o plano, pelos vetores (ortogonaig) v, e, entdo, utilizar a otimizacéo
numerica para encontrar um plano maximizando @wéndi

A questdo-chave esta na escolha do indice de poge melhor represente o grau
de interesse da projecdo. Assim, em termos praticogtodo PP requer

i) uma funcado objetivo (indice de projecao), que dfieato grau de interesse de uma

projecéo a ser pesquisada;

% Refere-se como os dados sdo projetados em dinsensiie baixas, preservando as caracteristicagetesse
do pesquisador.
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ii) utilizar algum método numérico para otimizar ac@m objetivo, encontrando bases
do espaco de projecdo que maximizam a funcéo.

Segundo Hubber (1985), uma caracteristica marckntaétodo PP é pertencer a um
dos poucos méetodos multivariados capazes de camtarnmaldicdo da dimensionalidade.
Este termo se refere a varios fendmenos que sungeandlise de dados em espacos com
muitas dimensdes; & medida que o numero de vasiéatibutos) cresce, 0 espago entre elas

vai se tornando vazio e os pontos dos dados teadmmequidistantes.

3.2.1 Procedimento para a busca de projecéo

De forma lidica, entende-se que uma projecdo pedepgresentada por uma sonfbra
de um objeto. Se é uma projecdo bidimensionaloertdprojecdo € a sombra que o objeto
langa sob uma luz brilhante, como visto na Figur8e€o0 objeto gira na luz, veem-se muitas
sombras bidimensionais diferentes e pode-se irdeforma do objeto em si (COOK et al.,
2008). Na Figura 2 a projec& mostra mais aspectos relevantes dos dados dopogaio

S, o0 que facilita a identificagcdo do objeto.

Figura 2 - Projecao de uma flecha em dois planos.

Fonte: Do autor (2019).

Matematicamente, a projecdo das observagfigs € uma transformacéo linear
Y:RP - R4, comp > d, ou sejaY,xq = Xnxp " Apxa, SENAOA,, 4 UMa matriz de projecao
ortonormal e, assim, a dimensdo que sera projetadal. Por exemplo, para projetar um
objeto tridimensional (trés colunas ou variaveis) @m plano bidimensional (a sombra do
objeto) utiliza-se uma matriz ortonormil,, (COOK et al., 2008).

O método PP segue o mesmo principio matematicdogitam que se busca uma

transformacé&o linedf: R? — R%, comp > d, sendol’ = XA, COMA, 4. Assim se diz qu¥

* Refere-se as projecées dos dados em dimenséebandis.
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€ a projecadinear deX, e A € a matrizle projecéo, tendo as colunas representando as bases
do espaco de projecao.

Convém ressaltar que o interesse € pela buscapefes lineares com a restricdo de
ortonormalidade nas bases de projecdo, ou gejd’ = I,, sendol, a matriz identidade.
Essa restricdo garante que cada dimenséo do edpagojecao apresente diferentes aspectos
dos dados (ESPEZUA et al., 2015; HUBER, 1985; JONHBSON, 1987).

Logo, ao considerar a funcdo indiee que mede o grau de interesse da projecdo em
Y, 0 método PP torna-se um problema de otimizac&dacao (1) que procura a mauiz
que maximizePl (ESPEZUA et al., 2015; JONES; SIBSON, 1987).

A=arg mgx{PI(XA)}, comA- AT = I, (1)

A otimizacdo da equacdo (1) é feita por meio deodod numéricos que,
tradicionalmente, sdo fundamentados no gradientdlBER, 1985; JONES; SIBSON, 1987)
ou na técnica de Newton-Raphson (FRIEDMAN, 1987t{BERMAN; TUKEY, 1974), mas
nado sao apropriados para cenarios acima de trésnddas (ESPEZUA et al.,, 2015).
Geralmente esses métodos ficam presos a uma leateagdo, dependente do chute inicial, e

isso prejudica encontrar o ponto 6timo.

3.3 Dados esféricos

Segundo Cook et al. (1995), é usual que os dadas ssféricos antes de iniciar a
busca de projecao, removendo a influéncia de loaglio e a escala para a busca de projecdes
estruturadas, sendo necessario para indices quemmadsaida da densidade de dados
projetados de uma densidade Normal padrédo, isstewe ao fato de que as diferencas de
localizac&o e de escala podem dominar as outraedfas estruturais.

Tornar os dados esféricos muda visivelmente a pe#icee a interpretabilidade dos
dados. Cook et al. (1995) citam o seguinte exemptmsidere pontos uniformemente
distribuidos em um cilindro que tem uma pequenaaantre comprimento e raio, como na
Figura 3a. Tornar os dados esféricos € analogaumerto do comprimento do tubo, como
visto na Figura 3b, resultando em uma cavidade mefgivel. Logo, tornar os dados
esféricos é alterar graficamente a distribuicaod#mios, o que pode, em alguns casos, ocultar

recursos gue eram vistos anteriormente.
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Figura 3 - Efeito visual dos dados esféricos. (ajed de os dados tornarem-se esféricos, a
cavidadeé facil de ver. (b) Depois de os dados tornareres$éricos, a cavidade
nao tao facil de ver.

(a) (b)
Fonte: Adaptada de Cook et al. (1995).

A transformacé@o necessaria para a obtencdo de daflfscos é feita por meio da
decomposicao espectral na matriz de covarighdias dados esféricos sao obtidos utilizando-

se a seguinte equacao:
Zl = A_l/ZPT(Xl _X_l)l l = 11 “'rpr (2)

sendoA a matriz diagonal dos autovalore® & matriz de autovetores. Observe que, para 0
calculo doi-ésimo vetor esférico, os dados séo centrados ndissr#as respectivas variaveis
(POSSE, 1995b).

3.4 Principais indices de projecao

Muitas funcdes indice foram desenvolvidas parandefirojecdes relevantes. Nesta
secao sao citadas algumas, cada qual com cartctexigue se distinguem nas projecoes.

A maioria das projecdes de baixa dimensionalidadape@ximadamente Normal
(DIACONIS; FREEDMAN, 1984; HUBER, 1985). Muitos iicés de projecdo que medem o
desvio da Normal foram inventados. Lee et al. (2af%&m que a maioria dos indices de
projecédo é focada na ndo normalidade. Citam-sepamemplos, o indice de Entropia e 0
indice de Momentos (JONES; SIBSON, 1987), o inded.egendre (FRIEDMAN, 1987), o
indice de Hermite (HALL, 1989) e o indice Naturatrhhite (COOK; BUJA; CABRERA,
1993).

Para o entendimento da descricdo dos indices,d@eanos a seguinte notacao:

indices: Holes, Massa Central, Curtose e PCA
o Y=XA=[y,y,,yal" éamatrin x d dos dados projetados &g,

* y éamédia d&.
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indices: LDA e PDA

* X;j € o vetor p-dimensional daj-ésima observacdo naésima classe, conk =
= f’le’;;lXij a média de cada variavel eéfmem quei = 1,---,g,j = 1,--,n;, sendog
o nimero de classes; € o nimero de observacdes ingsima classep = Y7  n; e
X, = niiZ?;lXU é a média daésima classe.

e B=Y. n(X; — X)X, —X)T amatriz de distancias entre classes.

« H=XL %L (X — X)) (X - )?l-.)T a matriz de disperséo intraclasses.

indices: Friedman-Turkey, entropia, momentos, distancfas gui-quadrado

* n é o tamanho amostral.

* Z é a matriz dos dados esféricos.

* z; € ai-ésima observacao dos dados esféricos.

e A=[a,f], em que a e B sédvetores ortonormais n-dimensionais
(aTa=1=pBTBea’B = 0) do plano de projecao.

« (2% 2#) sdo as observacdes esféricas projetadas sobetavese € 3, ou sejaz® = z"a
ezf =zBp.

* ¢, é a densidade Normal padréo.

* ¢, é adensidade Normal padrao bivariada.
Mantendo-se essas especificagdes, enunciam-sdiossia seguir.

3.4.1 Holes

O indice de Holes, definido pela equacao (3), ftimado por Cook, Buja e Cabrera
(1993), é derivado da fun¢do de densidade Norreajsum indice sensivel a proje¢cdes com
poucos pontos no centro. Esse indice é definida pana ou mais dimensdes (COOK;
SWAYNE, 2007).

- % 7il=1 exp(_%}’iTYi)

1- exp(—%)

Plyoies(A) = 3)

3.4.2 Massa central

O indice de massa central, definido pela equacgdg@proposto por Cook, Buja e

Cabrera (1993), sendo um complemento do indices{oi@antendo a caracteristica de ser
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sensivel a projecbes com muitos pontos no censge dice é definido para uma ou mais
dimensdes (COOK; SWAYNE, 2007).

1\yn

Iyr exp(—2Ty) — exp(—2)
Plyc(A) = 1= Plyges(A) =+ = 1-—- pr(_%) 2

(4)

3.4.3 PCA

O indice PCA tem como base a analise de componenitespais. Sua principal
caracteristica é encontrar projecdes em que ossd=iao mais dispersos, sendo a variancia
total dos dados projetados o aspecto de inter&sse.indice é definido somente para uma
dimenséo (COOK; SWAYNE, 2007) e a sua expressaulé gela equacao (5).

n
1 1
Plocald) = —¥TY =" 37, ©)
i=1

3.4.4 Curtose

O indice de Curtose, definido por Pena e Prietd0Xp0foi proposto para a
identificacdo de agrupamentos em dados multivasiadiilizando informagdes das proje¢cdes
univariadas dos dados da amostra em certas dite&deaBrecOes escolhidas séo aquelas que
minimizam ou maximizam o coeficiente de curtosenAximizacédo desse indice favorece a
deteccao deutliers enquanto a minimizacéo favorece a deteccéao dgpagrentos. O indice

é definido pela equacéo (6) para uma dimensao.

(n—1)? = (i — y)*
nEL, (i —»H*

Pleyrtose (4) = (6)

3.45 LDA

O indice LDA, mencionado por Espezua et al. (2@&Lbge et al. (2005), e tem como
fundamento a analise discriminante lindain¢ar Discriminant Analysjse € empregado na
classificacéo exploratéria supervisionada. Esseéngldefinido para uma ou mais dimensdoes,
e utiliza as ideias do discriminante linear de &ista busca por projecdes para classificagéo,
favorecendo as projecdes lineares com a maior agigarentre classes e a menor dispersao

intraclasse, sendo definido pela equacao (7).
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|ATHA|
Pliz,(A) = |AT(H + B)A|
0 ,para |AT(H + B)A| = 0.

,para |AT(H + B)A| # 0
p |A™( )A| (7)

3.4.6 PDA

O indicePenalized Discriminant Analysisu PDA, baseia-se na penaliza¢do do indice
LDA e foi desenvolvido para resolver os problemasncmuitos preditores altamente
correlacionados (HASTIE; BUJA; TIBSHIRANI, 1995; EH= COOK, 2010). Esse indice é

definido para uma ou mais dimensdes, e sua expréssd@da pela equacao (8).

|AT{(1 — DH + nal}A|

Plpga(A) =1 - |AT{(1 — 2)(H + B) + nAL,}A|

(8)

sendol,, a matriz identidade de ordepre A € [0,1) um parametro a ser estimado./Se 0,

tem-se que o indice PDA é o mesmo do LDA (LEE; CO@LO0).

3.4.7 Lr-norm

O indiceLr-norm, mencionado por Lee et al. (2005), € empregeda classificacdo
exploratoria supervisionada e pode ser utilizadodei®ccdo deutliers pois existe uma
relacéo linear crescente entre a medigza medida leveragedooutlier.

Dada a projecacd d-dimensional, entdd¥ = XA é a matrizn x d dos dados
projetados. Assim, tem-se qug;, € aj-ésima observacdo naesima classe d&ésima
variavel emY, sendoy , = - f’le;.’ilyiﬂ a media geral de cada variavel ém com
i=1-,9,j=1,-,n; g € 0 nUmero de classeg,& o numero de observacdes na classe
en=Y0 n, vy, = niizz.’ilyiﬂ € a média geral de cada variavel ¥mai-ésima classe. Este

indice é definido pela equacéo (9) para uma ou diaisnsoes.

T X 2524 G = V. >1ﬁ- 9)

PI,.(A) = 2 _
" <Zf=1 N X (Vi — Vi)

® Refere-se & uma medida de alavancagem, tornaniddavaravel a deteccédo dostlier.
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3.4.8 Friedman-Tukey

O indice de projecao proposto por Friedman e T(fk6y4) é baseado em distancias
interpontos, bem como na variancia da nuvem deopopéra buscar a projecdo Otima. E
utilizado para a identificacdo de agrupamentos emosl multivariados, empregando-se
informacdes das projecfes dos dados da amostraeras clirecdes. As direcbes escolhidas
sdo aquelas que maximizam o coeficiente, 0 queoptima a maior separacao para 0S
diferentes agrupamentos. Aplicando-se novamente ndicd a cada agrupamento
separadamente, podem-se encontrar novas projegéa®velam mais agrupamentos dentro
de cada conjunto de dados isolados. Estes subgmpdsm ser isolados e 0 processo
repetido. Este indice foi revisto do original paex um invariante afim e & definido pela
equacao (10) para duas dimensdes (MARTINEZ; MARTANEDO7; POSSE, 1995b).

n

Pl (A) = Z Z(R2 - r5)31(x)(1!e2 —13) (10)
i=1

j=1
2
sendoR = 2,29n7Y/5, 2 = (zf —z%)" + (zf —zjﬁ) , @ 1(x) a funcdo indicadora para

2

valores positivos, sendo= R* — 15, e

L,x>0
1(x) = {O;x <0.

3.4.9 Entropia

O indice de entropia, mencionado por Huber (198%)res e Sibson (1987), é uma
extensdo do indice de Friedman-Tukey, construidizarido-se a entropia negativa de uma
estimativa do nucleo da densidade. Ele é definela pquacédo (11) para duas dimensdes
(MARTINEZ; MARTINEZ, 2007; POSSE, 1995b).

n n B B

1 1 (fo — fo) Zi - Zj
PIEntropy(A) = Ez log nhoh Z (0B l A ! ’ ( A ) + log(Zne), (11)
i=1 @B =3 @ B

sendo¢, a densidade Normal padrdo bivariada. Os valores,d¢ = a, 3 sdo obtidos a

partir de
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n
i=1 j=1

1/2
h, = 1,060/ Z 2! Z i /(n—l)/ .

3.4.10 Baseado em momentos

Esse indice foi desenvolvido por Jones e Sibso87)18 baseia-se no terceiro e no
guarto momentos bivariados, o que o torna muitmodpara ser calculado e Util para grandes
conjuntos de dados, aliviando o calculo das integda indice baseado na entropia. No
entanto, um problema com este indice € que eleetanlbcalizar estrutura nas caudas da
distribuicdo. O indice é definido pela equacdo (fd)a duas dimensbes (MARTINEZ;
MARTINEZ; SOLKA, 2010; POSSE, 1995b).

1
Pl (A) = 5 {k30 + 3k3, + 3k?, + k33 +— (k40 + 4k2, + 6k3, + 4kZ, + k04)} (12)
sendo

n B
k12 = Gy 2ie 1( ; oo 2i=1(z)%z;
k22 —{

(2

(n— 1)(n 2)

(n+ DT 0 (of) -2,

(n-1)(n-2)(n-3) n

n

2
Z'B) z{', ky1 =
l

3
B ay3
) a0 = G 1)(n 2) i=1(7")

ay3 n(n+1) n B 3 a
)’z kiz = (n-1)(n-2)(n-3) (Zi) Zi

kos = (n-1)(n-2)

_ n(n+1)
ka1 = o ) 2i=1 (%
k4—0 PPV YTy

ay4 3(n-1)3
(n— 1>(n ooy 1+ D X (z) —} e

{
kos = ooy {0 + D ER(of) - 2]

(n-1)(n-2)(n-3) n

3.4.11 Distancias L2

Vérios indices estimam a distandi entre a densidade dos dados projetados e uma
densidade Normal padréo bivariada. Todos os indieggojecdo desta classe utilizam vérias
expansdes polinomiais ortonormais truncadas panmmasa densidade marginal dos dados
projetados.

Uma proposta foi feita por Friedman (1987), coridauwela inversdo da densidade
por meio de uma funcdo de distribuicdo cumulativarnhal com as transformacdes

y*=2¢(z*) -1 e y# =2¢(2zf) -1, em quep é a distribuicdo Normal padrdo, e
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utilizando J termos de polinbmios de Legendre para a exparissta. expansao €, entéo,
comparada com uma densidade uniforme no inteffvalgl] por uma distancia?. Esse € um
bom indice geral, e rapido para ser calculado. dicénde Legendre € obtido pela equacéao
(13) para duas dimensdes (MARTINEZ; MARTINEZ, 2000)SSE, 1995h).

J n 2 J n 2
Plc4(A) = % Z(Zj + 1) (%Z Pj(y{")> + Z(Zk +1) (%z pk(yf)>
j=1 i=1 k=1

i=1

(13)
—J

+ZZ(2]+1)(2k+1) ZP(yl)Pk yl)

j:l k=1

sendoP, () o polinbmio de Legendre de ordem
Morton (1989) notou que este indice ndo € invagiafim e, assim, propds o0 seguinte

indice, expressando a distantfaem coordenadas polares, usando
B
p=(z%%+ (zﬁ)z e 8 = arctan C_“)

Em seguida, a parte angular da densidade margisalatos projetados foi expandida
emK termos de uma série de Fourier e a parte raadiel, 'ermos de polindbmios de Laguerre.
O indice de Laguerre-Fourier € definido pela eqoa¢®4) para duas dimensdes
(MARTINEZ; MARTINEZ, 2007; POSSE, 1995b).

n

L K
PlLp(4) = %Z Z Z Lipoexp (- 5)) cos(kay

=0 k=1 i=1

2

Li(py)exp (— %) sin(k,) (14)

+
S|k
M=

1l
=

1

1w /1 Z 1
+ %; (EZ L,(p)exp (— ) — Z exp g
= 1=

i=1

sendoL, o polindbmio de Laguerre de ordem
Hall (1989) estimou a mesma distancia que Mort@89), sem transformar os dados,

expandindof,; (densidade marginal d&no planoP(a, f)) emH termos de polindmios de
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Hermite,sendo ortogonal em relagéawp,. O indice de Hermité definido pela equacé(15)
para duas dimensddB@SSE, 1995|.

(%Z H,-(z;‘m(zf)) (%Z ()9 (2 ))

=1

H-j

2 2-G+K)
Pluer@) = ) ) =

=0 k=0
1 n

- FZ (03] (fo)
i=1

sendoH, (-) o polinbmio Hermite de ordea.

2

(15)

n

ql)l(ziﬁ) + %,
1

i=

Devido ao pes@,, Cook, Buja e Cabrera (1993) expandirf,z; em N termos de

polinbmios Naturais delermite, sendo ortogonal em relacagga O indice Natural Hermite
é definido pela equacatf) para duas dimensdes (POSSE, 1995b).

2

Pluac®) =Y. (%Z N oo 1) - b,-bk> , (16)

sendo queN,(-) denota o polinbmioNatural Hermitede ordema e b,;,;, =0 e

by = (=1)1/ 2D/ (Vmi! 227+1), parai = 0,1,2, -+, N.

3.4.12 Qui-quadrado

Posse (1995a, 1995b) desenvu um indice busca de projecdo baseado na dist
Qui-quadrado, dividindo o plano de projecéi(a,) em 48 regibes ou caixaB,
(r=1,-,48) distribuidas em anéisFigura 4, tendo em conta a simetria radial

distribuicdo Mrmal bivariade

Figura 4 -Plano para avaliar o indice de projecdo com basksténcii Qui-quadrado.

Fonte: Adaptada de Posse (1995a).
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As regides apresentam a mesma largura angular dead$, as regides internas tém a
mesma largura radial d@ = (2log 6)'/2, e as regifes no anel externo tém probabilidade de
1/48. Essa escolha para a largura radial fornece regidm, aproximadamente, a mesma
probabilidade para a distribuicdo Normal bivaria@aindice é definido pela equacéo (17)
para duas dimensdes (MARTINEZ; MARTINEZ; SOLKA, 201

8 48 n 2
PL:(A) = %2 D Cl [%Z I, (2 a(n;), 27B(n))) = <+ | 17)
j=071=1 i=1

sendo

¢, € a probabilidade avaliada sobreésima regido utilizando a Normal padrao bivariada

CT = ff d)zdxldxz.
B)

* B, é uma caixa no plano de projecao.
» Ip_ € afuncdo indicadora para a regiio
* n;=mj/36,j =0,--,8 €0 angulo pelo qual os dados sado girados no glates de serem
atribuidos a regioes,..
Segue ainda que
a(n]-) = acosn; — B sinn;,
ﬁ(nj) = asinn; + f cosn;.

O indice Qui-quadrado ndo é afetado pela preseecautliers e é sensivel a

distribuicbes com um furo no ndcleo e a projec@esapntenharolusters

3.5 Algoritmo de otimizacgao

Segundo Friedman (1987), métodos que sédo fundaduente gradiente ou na técnica
de Newton-Raphson sdo suscetiveis de cair em psgxitmos, quando aplicados a uma
funcéo objetivo, a menos que o ponto de partidgjeesientro do dominio de atracdo de um
maximo local ou global. Isso ocorre devido ao feebm de ondulacdo causado,
principalmente, por flutuacées de amostragem, opmae distrair o algoritmo de busca de
projecdo de encontrar pontos importantes (méaximcas ou globais). Esses pseudomaximos
podem ser visualizados como uma ondulacdo de sdguéncia sobreposta a principal
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estrutura variacional da funcao objetivo. A ampldudestas ondula¢cbes aumenta com o
aumento da dimensao e a diminuigdo do tamanho datean

Para Lee et al. (2005), um bom procedimento deizdifA0 € uma parte muito
importante na busca de projecdes. O algoritmo ide@zzcao de busca de projecao precisa ser
flexivel o suficiente para localizar maximos locaiglobais, pois o objetivo da otimizacao é
encontrar todas as projecdes interessantes, etnaacentrar um maximo global, pois, as
vezes, 0s maximos locais podem revelar estruturdadie®s inesperadamente interessante.
Assim, o método de otimizac&mulated annealingproduz resultados tdo bons quanto os
obtidos por métodos convencionais de otimizacdématle funcionar bem em grandes
conjuntos de dados.

Existem outros otimizadores, como, por exempidhes (COOREN; CLERC;
SIARRY, 2009),random scan sampling algorithfWWEBB-ROBERTSON et al., 2005),
genetic algorithm (GUO et al., 2000) eparticle swarm optimization(KENNEDY;
EBERHART, 1995). Nesse trabalho sera usado o méteduimizacdgrand tour simulated

annealing ver se¢do 3.5.2, nada impedindo que outros mgtmdsem usados.

3.5.1 Algoritmo simulated annealing de otimizagao

Lee et al. (2005) demonstraram o seguinte algoriiaszado ersimulated annealing

que pode ser utilizado em muitas aplicagfes ensgueisca encontrar projecées 6timas:

1: defina uma projecéo inicialf, e calcule o valor do indice de busca da projegéial
PI, = PI;.

Para d-ésima iteracao,

2: gere uma projecad; de Np (4, ), em queD; = ct, ¢ € o parametro de resfriamento
predeterminado na faix@,1), comumente chamado deoling Np,(4,) = {A: A € uma
projecao ortonormal com dire¢cdg + D;B € B € uma projecao aleatoria que é extraida de

uma distribui¢cdo uniforme em uma unidade esfépca 1)-dimensiona};

To

3: calculePI; = PI(A;), API; = PI; — PI,, T; = o0 iD’

4: defina Ay, = A; e Pl, = PI;, com probabilidade = min (exp (%) 1) e incremente

parai + 1.

Repita 2-4 até quaPl; seja suficientemente pequeno.
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3.5.2 Algoritmo grand tour smulated annealing de otimizacao

Cook et al. (2008) utilizaramgrand tour alternada, com uma otimizac&onulated
annealingde um indice de busca de projecao, para criaduxo £ontinuo de projecdes que
sdo exibidas para visualizagéo exploratéria de sladdtivariados. Segue o algoritmo.

1: da projecéo iniciald,, calcule o valor do indice de busca da projec&minPI,.

Para d-ésima iteracao,

2: gerar um numero fixo de novas projecdés= A, + cA;, a partir de uma vizinhanga da
projecdo atual, na qual o tamanho da vizinhancaspeoificado pelo parametro de
resfriamenta na faixa(0,1), e A; € uma projecao aleatoria;

3: calculePI; = PI(A;), API; = PI; — Ply;

4: defina a nova projecdo com o valor de indice misra ser o alvad4, e interpole a

partir da projecéo atual,, para a projecao de desti,
Repita 2-4 até quaPl; seja suficientemente pequeno.

Este dltimo algoritmo, essencialmente, difere dteror apenas no processo de

interpolacdo conforme apresentado na secéo 3.1.

3.6 Andlise de multiplos fatores

Dentre as inUmeras técnicas propostas para anadlshrs, a analise de multiplos
fatores (MFA) se caracteriza por permitir analiggupos de variaveis com tamanhos
diferentes e de naturezas distintas, que poderqusettitativas ou categoricas, definidas no
mesmo conjunto de observacdes (ESCOFIER; PAGER, 1980, 2008).

Este método pode ser muito Gtil para a andlisestieles em que se podem identificar
varios grupos de variaveis, ou para 0s estudos wmag mesmas perguntas sao feitas em
intervalos de tempo diversos (ABDI; WILLIAMS; VALENN, 2013).

A vantagem proporcionada por esse método consisigoder trabalhar com variaveis
categoricas com escalas diferentes, gerando rdsslteom andlise similar & andlise de
componentes principaiPfincipal Components Analysis?CA), possibilitando também a
visualizacdo num espaco de duas ou trés dimens$gsypos de variaveis (sendo cada grupo
representado por um ponto), as variaveis, 0s @Kosipais e, ainda, as observacoes.

O cerne da técnica MFA é uma analise de fator agdi@o conjunto todo de variaveis,
no qual cada grupo de varidveis é balanceado, eordtu a uma representacdo das
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observaces e varidveis, como em qualquer an&idatdr. Devido ao balanceamento, esta
andlise de fator pode ser interpretada como umésanéanonica (ESCOFIER; PAGES,
1994).

Convém ressaltar que, na analise de multiplosdata niamero de variaveis em cada
grupo pode diferir e a natureza delas (quantitadivacategorica) pode variar de um grupo
para 0 outro, mas as variaveis devem ser da mestuasena no grupo dado (ABDI,
VALENTIN, 2007; ESCOFIER; PAGES, 2008).

Dados perdidos sédo permitidos no caso de variagategoricas e, assim, as
observacdes nas quais ndo ha nenhuma categassumirdo O (zero) para todas as variaveis
indicadoras associadas a categpriESCOFIER; PAGES, 1994).

3.6.1 Notacao

Consideremos varios grupos de variaveis, repregesitgorXy, ..., Xj, ..., Xy , porém,

justapostos em um unico conjunto, conforme ilustnaa Figura 5.

Figura 5 -Layoutdos conjuntos de dados.
1 j k

—_—— e~

1pop

i Xipj

n
Fonte: Adaptada de Bécue-Bertaut e Pages (2008).

Na Figura 5, ast observacdes sdo descritas goconjuntos de variaveis. A letja
refere-se a um conjunto, a letparefere-se a uma colung; € o numero de colunas no
conjuntoj em = Y¢; p; € 0 numero de colunas em todos os conjuntos.

Uma tabelan X p; esta associada a cada conjyntds k tabelas juntas compdem uma
tabela multipla ou globak x m. Para um conjuntg quantitativo,p; € tanto o numero de
colunas quanto o nimero de variaveis. Ja para mjorgo categoricg, p; € tanto o nimero

de colunas quanto o numero de categorias. Estedgpoonjunto € representado por uma
tabela de variaveis indicadoras na qual a copupata associada com a categpri®ECUE-
BERTAUT; PAGES, 2008; PAGES, 2002).

No cruzamento da linhiae colung (que pertencem a tabgla tem-se

34



* sej € um conjunto quantitativa;,; € o valor da variavel para a observagao
* sej & um conjunto categoricog;,; =1 sei pertence a categorip e 0, caso
contrério.
3.6.2 Procedimento para analise de multiplos fatores

Primeiramente, centralizam-se os dados por cokut#raindo-se de cada elemento da

coluna a sua respectiva média. Com isso, a médiadiecoluna sera zero, ou seja,
Cip = xl-p - Ep. (18)

Em seguida, normalizam-se as colunas, dividindea#a elemento da coluna pela raiz

guadrada da soma do quadrado da respectiva celemao

* Ci
Xip = —t > (19)
Z?=1(Cip)

e, desse modo, cada coluna ira se comportar coma@tonde modulo 1.
Mas se os dados forem quantitativos, aplica-se Gé (Analise de Correspondéncia

Multipla, se forem de variaveis categdricas), entacgrupoX; de variaveis para encontrar 0os
primeiros autovalore;;, fazendo-se; = a,/,/A;; , em quez, € 0 peso da variavel Para
variaveis quantitativagy,, = 1 para todgp. Para variaveis categoricas, € a proporcdo das

observacdes que ndo apresentam categoAasim segue que
S; =X; X @j. (20)
A matriz global serda uma matnizx m denotada por
S=18..5l (21)
Com os dados balanceados segue a analise glolsal em

3.6.3 MFA como um PCA

MFA consiste de um PCA na matriz glolsalcujo termo geral é dado por (21). Do

PCA, também chamado de analise global, os compemegmincipais sdo obtidos de modo
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usual e os escores dos fatores globais sao datzosqecao (23) (ABDI; VALENTIN, 2007;
ABDI; WILLIAMS, 2010; PAGES, 2002, 2004).

Utilizando-se a decomposicao em valores singulasd®-se que
S=UAVT, comUTU =VTV =1, (22)

sendoU eV as matrizes de autovetorea e diag(\/l_i) em quel; > 0 sdo os autovalores e
I é a matriz identidade. Assim, extraindo-se os\eaitwes e autovalores da matfiobtém-

se 0s escores dos fatores globais.

3.6.4 Os escores dos fatores globais

Os escores dos fatores globais sdo dados por

1
F = M2UA, (23)

sendoM a matriz diagonal das massas das observacfesmgeml/n, e n 0 numero de

linhas da matri&. EmF, cada linha representa as observacdes e cadacakimariaveis.

3.6.5 Andlise parcial

A andlise global revela a estrutura comum das vhgées. Para observar como cada
variavel interpreta este espaco, projeta-se o ntmge dados de cada variavel sobre a analise
global. Isso é alcancado obtendo-se a matriz degéo, reescrevendo-se a equacédo (23),
podendo os escores dos fatores globais serem cadgsutomo

1 1
F = M2UA = SSTMZUA™1. (24)
Isto mostra que
1
P = Mz2UA™Y, (25)

é a matriz de projecdo que transforma a m&fizem escores dos fatores.

A matriz de projecéo é utilizada para projetar mgpgs sobre o espaco global, fazendo
F; =k xS;S[P, (26)
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sendok 0 numero de conjuntos de variaveis.

3.6.6 Inércia parcial entre os grupos de variaveis

As relacdes entre as variaveis e a solugéo gléoaésalisadas calculando-se a inércia
parcial de cada variavel por cada dimensdo dasanglobal. Isto é calculado, para cada
variavel, como a soma das proje¢cdes ao quadradvatdsseis do vetor singuldr de S
multiplicado pelo autovalor correspondente. Os nest@ingulares sdo normalizados. A soma
das inércias parciais para todos os grupos paradetgminada dimenséo € igual ao seu
autovalor (ABDI; VALENTIN, 2007; ABDI; WILLIAMS, 2A.0; PAGES, 2002, 2004), ou

seja,

14
Wip =2y X ) vk, (27)
1

sendol/j,- o indice de similaridade geésimo grupo naésima componente dos dados gom
observacbesd, € or-ésimo autovalor da decomposicdo em valores sirggilaw,,; 0s
valores do autovetdf.

As representacdes das linhas e colunas séo aralisadjuntamente, dispostas em um
mapa perceptual. Dessa forma, seguem as interpestate forma semelhante a analise de
componentes principais.

Veja que a técnica MFA baseia-se em buscar vasavéatentes
(L; = V;4;) que representam combinagfes lineares das variéalaisonadas na matrig,
como no PCA. Assim, por meio da matlizda decomposi¢cdo em valores singulates- (
UAVT), busca-se estabelecer a similaridade dos grupomeio da proporcédo de explicacdo
da variancia representada phrdentro dos grupos de variaveis &mLogo, os indices de
similaridade sdo as proporcdes explicadas por gaalpo de variaveis nessa combinacao
linear emV.

Com intuito didatico, na secdo 6.1 encontra-se xem@lo do uso da técnica MFA.
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4 METODOLOGIA

Em consonancia com as definicbes mencionadas passsanteriores, a metodologia

estatistica a ser desenvolvida neste trabalhodafnaentada nas etapas descritas a seguir.

4.1 indice proposto para uso com MFA

Dada a amostra multivariad, g, = [Xi«p | | X1yl 1Xkp] composta pork

xpl”
grupos de variaveis quantitativasneobservacfes em cada grupo, sende- pk. Dessa
forma, a observacae;,;, sendoi =1,---,n e j =1,--,k, é identificada como &ésima

observacao dp-ésima variavel ngésimo grupo, conforme sugeréayoutda Figura 6.

Figura 6 -Layoutda estrutura de dados de uma analise de mulfgtioes.

1 i k

—_——— P —_———

[ Xipj

n

Fonte: Adaptada de Bécue-Bertaut e Pagés (2008).

A aplicacdo darojectionpursuit na analise de multiplos fatores consistiu em reduz

a dimensao de cada gruﬁ;ﬁxp para uma dimensab < p, podendad ser diferente em cada

7

grupo. Seguindo essas especificacdes, a amostriavanalda é representada pelo vetor

Roxs = [Kisa| |8 ql - 18K, 4], sendok,; ai-ésima observagdo mhésima coluna di
€simo grupo, com = dk.

O que se deseja € que, ao aplicar a técnica MFAM@EZESX,y,, € X,xs, OS
resultados sejam analogos em relacdo as similasdadtre os grupos, conforme sugere a

equacao (28).

R

14 d
Wi, V’ijilerv;rj zifleﬁfj. (28)
1 1
sendoW;,. o indice de similaridade deésimo grupo na-ésima componente dos dados com
as dimensfes nao reduzidast o indice de similaridade deésimo grupo na-ésima
componente dos grupos com dimensdes reduzidas,rcem, sendor e # 0 posto das

matrizesX e X, respectivamente. Reportando dle UAVT, convém ressaltar que os indices
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de similaridades descritos na equacéao (28) fordmides inicialmente utilizando o quadrado
dos elementos da matriZ de autovetores e o quadrado dos valores singulsies
diag(A,). Assim vpr] representa o quadrado pisima variavel, ne-ésima componente no
j-ésimo grupo enir, de modo semelhanteig;; emV.

Note que a igualdade em (28) se resume em compamasultados com dimensdes
diferentes. Para exemplificar, consideremos asizeatX,,.,, € X,.xs. Ao se aplicar a técnica

MFA, tém-se as respectivas matrizes de autovetbeE, e as similaridades entre os grupos

podem ser expressas, respectivamente, na Tabela Tabela 2.

Tabela 1 - Similaridade dos grupos de variaveiXgm, pela técnica MFA.

Comp. Grupo 1 Grupoj -+ | Grupok
1 /11 X (171211 + cee + 17511) e Al X (U121] + cee + U;lj)
2 Az x(v1221+---+v12,21) el Ay x(v122j+"'+v;2;2j)
r /17* X (vlzrl + -t vzz;rl) /1 X (vlr] + -+ vprj)

Fonte: Do autor (2019).

Tabela 2 - Similaridade dos grupos de variaveistgm pela técnica MFA.

Comp. Grupo 1 Grupoj -+ | Grupok
1 Ao X By + -+ 0510) || A X (Bhyy + o+ T30)
2 Ao X (Bpr + o+ Tgpr) || A2 ><('7122j+""|'17512j
f j:f X (ﬁlzf.l + + ﬁéfl /1 X ('Ul.,.] + + vdrj)

Fonte: Do autor (2019).

Seguindo essas especificacdes, enunciam-se osadesul(1l) e (2) que podem ser
generalizados para qualquer matriz. Nesse contextestificativa da formalizagcdo do indice
proposto é verificada.

(1) Assumindo X,x,, uma matriz de posto. Pela decomposicdo do valor singular

X = UAVT. Entdo, pardx?], representando o quadrado de cada element¥, dem-se

que
m n m n T n
Zle =ZZZu X Aq xv§j=ZZuquAqq
j=1i=1 j=1i=1q q=1i=1
. , (29)
z Agq XV = ) Ig.
7=1q=1 a=1

39



sendo[uZ], [1,] e [vrzj], respectivamente, o quadrado dos elementds dee V7.
(2) Assumindo a matrizX,,.,, composta pork grupos de variéveis, sendo cada grupo

k
|Xn><s com xnsj

composto pors > 1 variaveis, entioX,xm = [Xixs| |Xixsl

representando &ésima observacao rsssima coluna dgésimo grupo, senda = s X
k. Ao considerafx’] representando o quadrado de cada elemento daz iéateintdo,

para cada gruppemX tem-se que

n
Z xXij = Aqq X Vuij» (30)

sendo[1,,] 0 quadrado dos elementos dee [v%;] o quadrado dos elementos das

projecdes d¢-ésimo grupo d&t emV7T,
Com o propoésito de padronizar as variaveis com asnmas unidades de medidas,
necessariamente aplicou-se uma transformacéo Jlineque € usualmente feito na técnica
MFA, conforme o procedimento sugerido por Bécuetdidgre Pagés (2008), considerando 0s

dados centrados na média, descritos matricialnmpenmté31)

Coxp = Xnxp = Inxp * diag()?lx;;); (32)

sendd/,», a matriz unitaria elep o vetor linha das médias das colunaxgg,. Normaliza-
se Cpxp dividindo-se cada elemento da coluna pela raizligua da soma do quadrado da

respectiva coluna, conforme (32)

Npxp = Cnxp x diag (1/\/11><n ’ (Cnxp © Cnxp)>; (32)

sendol,,, 0 vetor unitario, lembrando qu&,,, O C,x, € produto de Hadamard. Logo,

dado o primeiro autovalal; obtido deN,,,,, para os dados transformados, resulta em (33)

Snxp = \/Ll_l X Npxp, (33)

Portanto, o indice proposto chamado de MF (acromeldultiple Factorial) é definido pela

expressao (34) para duas ou mais dimensdes.
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1 n 2
Pl =3y Z;(sﬁ) , (34)

sendos;; ai-esima linha dgésima coluna dé = (5,55, ...,S,) €p 0 nUmero de variaveis
aleatdrias [g-dimensional), na qual cada componente Sle¢ representado po§, =

(S1ps S2ps -+ s Snp)-

A otimizacdo numérica para encontrar um plano gagimize o indice (34) foi dada
por uma modificacdo no algoritngyand tour simulated annealin@ecao 4.2), proposto por
Cook et al. (2008), de modo que grupos de varig@ssam ser considerados em consonancia
com a técnica MFA.

Conjecturou-se a validade do indice proposto (3®mparando-se o grau de
concordancia ao aplicar grojection pursuit em duas dimensdes, para cada grupo de
variaveis. O mesmo foi feito a todos os indicességao 3.4, exceto aos indices PCA e
Curtose por serem avaliados apenas em uma dimeBsposteriormente comparou-se 0S
resultados do indice proposto em relagcdo aos oudices analisados.

Com esse proposito, procedeu-se a realizacdo @6 giulacdes Monte Carlo. Assim,
codigos (Apéndice) foram desenvolvidos no softwRré€R CORE TEAM, 2018) para uso
publico, por meio do pacote MVar.pt versao 2.0.3%2NI; CIRILLO, 2018), incorporando
uma modificacdo no algoritmgrand tour simulated annealing@daptado para a analise de
multiplos fatores (secdo 4.2), com as especificagidelas ense? iteracdescooling = 0,95,
eps= le~* e half = 30 para computar os indices mencionados na secaer.fncdo dos
cenarios descritos na Tabela 4, assumindo dadossfidiacos nas simulagdes com reducao de
duas dimensdes nos dados em cada grupo.

4.2 Algoritmo de busca de projecéo para a técnica MFA

Aqui propde-se um algoritmo de otimizacédo na buc@rojecdo para ser usado com
a técnica MFA. Esse algoritmo tem como base o #hgorapresentado por Cook et al.

(2008), ver secao 3.5.2, adaptado para lidar camogrde variaveis. Assim segue

— [y1 J k ;
Xospre = [Xaxp| - [Xoup |+ | Xk | matriz comk grupos de
Input:
variaveis
p: numero de variaveis no grupo
n: numero de observacoes

Maxiter: nUmero maximo de iteracdes
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Cooling: valor inicial do parametro de resfriamento naddi% 1)
Half : nimero de etapas sem alteCaoling
Eps:precisdo de aproximacao p&aoling
1. forj=1:kdo
2 Gere a projecdo inicial aleatodg, comd < p.
3 Execute a transformacao lindgr= X’ A,, para g-ésimo grupo.
4 Calcule o indice de busca da projecao inidad. (T,).
5: Facah = 0, Cooling = 0.95, Half = 30,Eps =le *ei=1.
6 while (i < Maxiter and Cooling > Ep$ do
7 Gere uma nova projecao aleatafia
8 Em seguida, gere nova projecdio= A, + Cooling X A;.
9 Faca A, = interpolacdo(A,, A;), interpolagdo a partir da projecd, até a

projecdod;, conforme apresentado na secéo 3.1.

10: Execute a transformagcao lindar= X’ 4,, para g-ésimo grupo.
11: CalculePI, (T)).

12: if PIY; < PIY do

13: Facad, = A,, P13z = PIY;

14: else

15: Facah +=1

16: end if

17: if h = Half then

18: FacaCooling = Cooling * 09 eh =0
19: end if

20: Facai +=1

21:  end while
22: Faga)?,{xd = T;, 0 que representa a matriz com a dimenséao reddpidésimo grupo
23:end for

24: A nova matriz conk grupos de variaveis com as dimensdes reduzidasagresentada
% _[¥1 7 vk
poanxdk - [andl"' |Xn><d|"' |Xn><d]'

Output:  Aplica-se a técnica MFA aos grupos formados(emyy -
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4.3 Procedimento Monte Carlo para validacdo do novo inde proposto

A fim de validar o novo indice proposto na secdq donsiderando variaveis e grupos

correlacionados em diversos cendrios, a seguireesn-se 0s passos.

4.3.1 Geracao das amostras para aplicacao da técnica dedise de multiplos fatores

Com o propésito de avaliar o desempenho do indicposto na secédo 4.1,
consideraram-se diversos cenarios, que evidenciterewtes graus de correlacdo entre as
variaveis pertencentes a cada grupo, e a heterdg€eeeentre os grupos. Para isso, assumiu-
se 0 procedimento proposto por Cirillo et al. (20X® qual as amostras foram geradas de
populacdes Normais dependentes e heterogéneas.

A observacio multivariada foi especificada pel@v&t em que cada componente foi
dado por)?]- = (le, ---,ij)T paraj = 1,--- k, sendok o numero total de grupospeo nimero
de variaveis, considerando a estrutura de cormelgddbal autorregressiva de ordem
AR(1), definida em (35). Cada bloco, delimitado pelaghds tracejadas, corresponde a
estrutura de correlagdo das amostras geradas @oNonmal multivariada com estrutura de

correlagéao globak,.

_ 1 P pp—l pp+1 pp+2 pp+3 ppk—l-
1 . . . ppk—z
: : : : : . . pPk=3
pP—l 1 ppk—4
Ry=| pptt - : | (35)
pp+2 1 p pp—l
pp+3 . . . 1 :
i pz;k—l ppl.c—Z ppl.c—3 ppl.c—4 pz;—l 1

A matriz de covariancia global foi obtida por mdmequacéo (36)
Y = D3R, Dz, (36)

em queD% € uma matriz diagonal com os desvios padrbes dagveis. Com estas
especificacdes, as amostras multivariadas proviasiete populagdes Normais dependentes
foram geradas poi’~Npk(;1pk,2*), assumindo os valores paramétricos definidos emd3
(38)
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. [111 = 0]
Upkx1 = : ’ (37)
’ fy =0
Y11t Xk
L okxpl) = [ oo ] (38)
k1t Xkk

As covariancias representadas em (36) ndo sao, nutes vez que cada elemento na
diagonal representa jaésima matriz de covariancia do grupo de variausiexadas por
j=1,- k.

A heterogeneidade entre cada matriz de covariamezigrocesso de simulacdo foi
determinada por meio de um grau de heterogeneidagigpecificado em (40), seguindo o

algoritmo proposto por Cirillo et al. (2010), eniaun nos seguintes passos:

(1) simula-se uma amostra da distribuicdo Normal nmﬂiadaNpk(ﬁpk,Z*) obtendo-se uma
matriz ¥, .,«, representada na Tabela 3. Cada blocp delunas (variaveis) corresponde

aoj-ésimo grupo. Dessa forma, a unidade amostral vaukida é disposta nadinhas.

Tabela 3 -Layout da matrizY,,,, utilizada na determinacdo do parametro da matiz d
covariancia sob a situacao de heterogenei@@de1).

Grupos
1 2 j k
1| yi11 = Yipr [ Y112 0 Yap2 | 0 [ Vi 0 Yipk
2 | Yyo11 v Yep1 | Yo1z t Yop2 | vt | Vo1t Yepk
n Yni11 Ynp1 Yniz 0 Vnp2 | Ynike 0 Ynpk

Fonte: Do autor (2019).

(2) Para o012 grupo (j =1), as observacbes ndo sdo alteradas. pAvaridveis do

j-ésimo grupo foram multiplicadas péf, (j > 1), definido por

g = (1 G- DG 3)5 (39)

sendod o grau de heterogeneidade entre as matrizes dari@osias especificadas.
Finalizando este procedimento, adotou-se como prarda matriz de covariancia global

Y, definida por
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1 _ ]
En =3 0. (6=t = 7). (40
j=1

Apos a definicdo dos parametros da matriz de caweia )" e ), mediante as
situacOes de heterogeneidade entre as matrizesvddaancias, especificadas &in=2 e 8,
foram feitas as simulacdes Monte Carlo, nas quaishbservacdes amostrais multivariadas
foram geradas. A matriz dos dados amostrais uditigana analise de multiplos fatores, foi,
entdo, composta daesvetores gerados por (41)

X1

x=1|:| (41)

Xn

Logo, fixandop = 10 e n = 150, os cenarios considerados no procedimento de ap&al

foram definidos na Tabela 4.

Tabela 4 - Cenarios para geracdo das amostras ommudtivariadas a serem utilizadas na
analise de multiplos fatores.

Heterogeneidade entre as matrizﬁl%mero de grupok) Grau de correlacdo entre as
de covarianciagd) grup variaveis(p)
7 0,2
2 0,5
10 09
7 0,2
8 0,5
10 09

Fonte: Do autor (2019).
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Em funcédo dos objetivos propostos, os resultadmstréidos na Figura 7 a Figura 10
correspondem as dimensdes reduzidas dadas emorélagémeira componente principal,
justamente por apresentarem sempre a maior ex@ticag técnica MFA. Dessa forma, sdo
descritos a seguir, a avaliacdo dos indices enéituda heterogeneidade, nimero de grupos e
das correlacdes entre as variaveis, conforme pimeatb apresentado na secéo 4.3.

Nas figuras, a palavra totalmente significa queessiitados dos dados em dimenséo
reduzida concordam na sua totalidade com os datlodimensdes originais ao aplicar a
técnica MFA, parcialmente os resultados concordanparte, e ndo concordam os resultados

sdo todos diferentes.

5.1 Avaliagdo do indice proposto em fungéo da heterogeidade entre 0s grupos

Os resultados ilustrados na Figura 7 indicaram @uedice proposto apresentou,
inicialmente, elevada taxa de discordancia, emcé@elaaos demais indices, quando se
considerou um fraco grau de correlacdo entre adveas (p = 0,2). Contudo, a medida que
o grau de correlacéo foi incrementando, essa taxaduzida de tal forma que, mantendo um
forte grau de correlacdo entre as variagis= 0,9), o indice proposto resultou em baixa
discordancia e resultados promissores em relac&onaordancia com os demais. Vale
ressaltar que os dados simulados foram ndo es¢sitoacdo esta que, em geral, desfavorece

a aplicabilidade dos indices propostos.
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Figura 7 -Resultados das simulagbes com gfag 2 de heterogeneidade entke= 7

grupos e grau de correlac@ao= 0,2; 0,5 e 0,9 entre as variaveis dentro dos

grupos.
B Totamente O Parcigimente B N&o concorda
ndice proposts 24 % 32% 44 %
Holes 27 % 35 % 3B %
Momenta 16 % a4 % 30 %
Qui-guadrado 22% 48 % 30 %
Massa central 28% 43 % 24 %
LDA 15 % 48 % 37 %
FDA 24 % 45 % 3 % p=02
Lr 15 % A7 % 3B % :
Friedman Tukey 14 % 51 % 35 %
Entropia 23 % 52 % %%
Legendre 26 % 43 % 31 %
Laguerre Fourier 22 % 47 % 3 %
Hermite 39 % 3IF % 24 %
Matural Hermite  [TH31% BB Yo H %
indice praposts 29 % 38 % 33 %
Holes 3B % 38 % 27 %
Momenta 13 % 39 % 48 %
Qui-guadrado 15 % 42 % 43 %
Massa central 30 % 49 % 21%
LDA 14 % 47 % 9%
FPDA 15 % 38 % 47 %
Lr 18 % 41 % 41 % P=05
Friedman Tukey 13 % 49 % 38 %
Entropia 16 % 44 % 40 %
Legendre 45 % 33 % 2%
Laguerre Fourier 17 % A0 % 43 %
Hermite 27 % 41 % 32 %
Matural Hermite 15 % a4 % 31 %
indice proposta 5% 3% 2%
Holes 30 % 15 % 55 %
Momento 16 % 18 % 65 %
Qui-quadrado EH27% 18 % 70 %
Massa central 24 % 20 % 56 %
LDA 38 32% b5 %
FPDA B % 27 % 67 % P=09
Lr F8% 25 % 67 % :
Friedrman Tukey1 &% 36 % B3 %
Entropiat 5% 39 % B0 %
Legendre (5% 25 % 67 %
Laguerre Fourier 2/84 I % 61 %
Herrnite 21 % 3% 46 %
Matural Hermite [ 818 28 % B3 %
T T T T T 1
0.0 0z 04 0.6 0.8 1.0

Fonte: Do autor (2019).

Diante do exposto, com o proposito de comparar lmlagio do indice para os
mesmos cenarios, porém, aumentando o grau de geteidade entre 0os grup@s= 8), 0s
resultados ilustrados na Figura 8 foram comparagios relacdo a situacdo de baixa

heterogeneidad@® = 2) ilustrada na Figura 7.
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Figura 8 -Resultados das simulacées com gfag 8 de heterogeneidade entke= 7
grupos e grau de correlac@ao= 0,2; 0,5 e 0,9 entre as variaveis dentro dos

grupos.

[ndice proposto
Haoles

Momento
Qui-quadrada
Massa central
LDA

PDA

Lr

Friedrnan Tukey
Entropia
Legendrs
Laguerre Fourier
Hermite

Matural Hermite

Indice proposta
Holes

Momento
Qui-quadrado
Massa central
LDA

PDA

Lr

Friedrnan Tukey
Entropia
Legendre
Laguerre Fourier
Hermite

Matural Hermite

indice proposta
Haoles
Momento
Cui-gquadrada
Massa central

LDA 28,
%

Lr2i%,

Friedrnan Tukey 2[84

Entropia 4 %

POA

Legendre

Laguerre Fourier 2{84

Hermite
Matural Hermite

00

= Totalmente

23 %
28 %
13 %
18 %
2%
19 %
13 %
21 %
20%
23 %
2%
19 %
3%
15 %

25 %
36 %
18 %
14 %
2%
23 %
13 %
16 %
15 %
21%
36 %
19 %
26 %
158 %

35 %
14 % 11 %
13 % 23 %
3%
33 %
21%
28B%
3B %

24 %
25 %

57 %

35 %

42 %
20 %

B Parcialmente

41 %
40 %
a8 %
49 %
43 %
A7 %
a2 %
41 %
37 %
47 %
48 %
35 %
50 %
46 %

45 %
34 %
ad %
41 %
36 %
39 %
43 %
45 %
47 %
49 %
7%
35 %
35 %
52 %

81 %
12 %

15 %

5
B %

= MN&a concorda
36 %
32 %
29%
33 %
25 %
34 %
3%
38 %
43 %
30 %
B %
46 %
19 %
39 %

30 %
30 %
I %
45 %
32 %
38 %
44 %
39 %
38 %
30 %
2%
A6 %
36 %
33 %

2%
93 %
768 %
64 %
54 %
B5 %
65 %
70 %
B0 %
54 %
56 %
73 %
Ya 38 %
a8 %

17 %

T
02

T
04

06

T T 1
08 10

Fonte: Do autor (2019).

Os

comportamento dos indices apresentados na Figema Telacdo ao grau de correlacéo entre

resultados ilustrados na Figura 8 praticamemafirmaram 0 mesmo
as variaveis e os graus de concordancia e disatied@ntre os indices. Praticamente qualquer
diferenca é dada devido a oscilagdo do erro MorgdoCEntretanto, um resultado que
convém destacar € verificado para o grau forteodelacdo(p = 0,9). Neste contexto, nota-
se que o indice apresentou elevado grau de commagéaguando as amostras foram
simuladas para um baixo grau de heterogeneiffage2), com porcentagem proxima a 75%.
Aumentando pardd = 8), o indice proposto apresentou uma melhoria corégside com

porcentagem de concordancia proxima a 81%.

5.2 Avaliagdo do indice proposto em fung¢do do aumentachimero de grupos

Em comparacdo com os resultados ilustrados na &iguna qual foi considerada
baixa heterogeneidade entre os grupé&s=e7 grupos, nota-se na Figura 9 que, nas mesmas
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configuracbes, o incremento no numero de gru@os: 10) confirmou que os graus de
concordancia e discordancia do indice propostonfoeproximadamente iguais quando
p = 0,9. Portanto, ha evidéncias estatisticas de queiceiagresenta resultados promissores
para a situacdo em que as variaveis sao fortemenedacionadas, independente do tamanho
do grupo.

Figura 9 -Resultados das simulacées com géag 2 de heterogeneidade entte= 10
grupos e graus de correlacde= 0,2; 0,5 e 0,9 entre as variaveis dentro dos
grupos.

B Totalmente 8 Parciaimente O Mo concorda
indice praposto 45 % 11 %

[ T X
Holes I s 45 % 3%
Momenta IS Se 47 % B %
Qui-quadrado IS S 38 % 10 %
assa central Gz A7 % B %
LoA I s s 50 % 5%
POA T sa s 38 % B % _
Lr IS 52% gy =02
Friedman Tukey [EE S 42 % 10 %
Entropia I ad e 44% 12 %
Legendre [ SES— 7 % 7%
Laguerre Fourier [IEE s 48 % B %
Herrmite [ a2 39 % 9 %
Natural Hermite GG S 49 % 5%

Indice prapasta I A s 47 % 9%
Holes IS 3% 12 %
Mamento [NET SN 57 % 10 %
Qui-guadrado I 54 % 14 %
Massa central I Ss sy 35 % 12 %
Lo EEE. 46 % 19 %
PoA s s 47 % 18 %
Lr [z 51 % 23%
Friedman Tukey [0 47 % 13 %
Entropia [EE e 46 % 14 %
Legendre [N a2y 38 % 9%
Laguerre Fourier (G2 44 % 24 %
Herrmite [ A0 52 % B %
s £ 9

Natural Hermite

indice proposto. [ g % 4%
Holes [NINZESENIIN 15 % 62 %
Momento EEAZ%HIN 12 % 7%
Cui-quadrade 7881 19 % 74 %
Massa central [N 16 % 50 %
LDA 48 57 % 39 %
PoA [N 39 % 50 %
Lr B 51 % 43 %
Friedrman Tukey §08 63 % 33 %
Entropia 3% 70 % 27 %
Legendre NEEEN 18 % 73 %
Laguerre Fourier 38, 52 % 45 %
Harmite [ s 12 % 1 %
Matural Hermite [EisaY 35 % a7 %

T T T T T 1
0o 02 0.4 06 0.8 1.0

Fonte: Do autor (2019).

Em se tratando da alta heterogeneidade entre psegfidi= 8), 0 aumento do nimero
de grupogk = 10), de modo geral, ndo afetou o desempenho dos sdilcga-se, por meio
da Figura 10, que ocorreu 0 mesmo comportamentoirtises em relacdo ao grau de
correlacdo e a sua taxa de concordancia, em cogdiwacam os indices competidores.
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Figura 10 -Resultados das simula¢cées com gbat 8 de heterogeneidade entte= 10
grupos e graus de correlagac= 0,2, 0,5 e 0,9 entre as variaveis dentro dos

grupos.
B Totalmente O Parcialmente B MN&o concorda
Indice proposto I ERE 47 % 9%
Holes [ Es Sa 7% B %
Momento AT 7 % 13 %
Qui-quadrado S e a0 % 9%
Massa central [ EZ s 40 % B %
Loa s s % 9%
PoA S 49 % 8% . _
Lr A 5% gy F 702
Friedman Tukey [N EE S % 9%
Entropia [ 45 % 1%
Legendre [ EE 7 % 5%
Laguerre Fourier [ s iy 43.% 10 %
Hermite [ E 33 % 5%
Matural Hermite S S 50% 5%
Indice proposto S mw 41 % 10 %
Holes [0 s 44 % £ %
Momento [ SR 47 % 12 %
Qui-quadrado NG 53 % 10 %
Massa central _ A0 % 15 %
LoA EE—— 50 % 16 %
PoA SRS 47 % 18 % _
L S 5% e 08
Friedrman Tukey SIS 56 % 13 %
Entropia [NEE s 51 % 14 %
Legendre G SA 3% 5%
Laguerre Fourier NG a7 % 13 %
Hermite [0 S 52 % 8%
Matural Hermite [ g4 s 44 % 12 %
indice proposta A g e 0%
Holes [NIIISSEANS % B4 %
Momento [RF4EE0 22% G4 %
Qui-quadrado  IEEENS % 83 %
Massa central [NEES 13 % B1 %
LDA 1% 52 % 44 %
FOA (%) 35 % 8 % P=00
Lr &% 55 % 40 % -
Friedrman Tukey 3% B0 % 37 %
Entropia §18 65 % 31 %
Legendre NG S 10 % 57 %
Laguerre Fourier 208 42 % 56 %
Hermite G S 9 % 2%
Matural Hermite [ SS9 % 43%
r T T T T 1
0.0 02 04 06 0.8 1.0

Fonte: Do autor (2019).

Ressalta-se que, em todos os cenarios simuladsssitt@aces de fraca correlacao
(p = 0,2) e moderada correlacdp = 0,5), o indice proposto apresentou reducdo da taxa de
discordancia entre os seus competidores. Nestextonha evidéncias para afirmar que, em
média, todos os indices séo afetados pelo aumemdrdero de grupos. Dessa forma, pode-
se afirmar que a ocorréncia desses resultadoswibiliza a aplicagdo dos indices avaliados
neste trabalho, em se tratandgodajectionpursuitaplicada na andlise de multiplos fatores.

Com intuito didatico, na se¢do 6.2 encontra-se xem@lo do uso da técnica MFA
com reducao de dimenséo utilizandorajectionpursuitpor meio do indice proposto.
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6 EXEMPLOS APLICADOS

Com finalidade didatica, encontram-se, nesta sagdiogxemplo do uso da técnica
MFA e um exemplo do uso da técnica MFA com a reduggdimensdo usandgeojection

pursuitpor meio do indice proposto.

6.1 Uso da técnica MFA

Foram simulados trés grupos de variaveis, confoapresentado na Tabela 5. Os
dados de cada grupo foram gerados conforme metgdgbooposta por Cirillo et al. (2010),
visto na secado 4.3.1, utilizando-se os codigos déndice, com os parametrgs = 0,9 e
6 = 1. A ideia aqui é usar alto grau de correlacdo e&abhaeterogeneidade, esses valores

foram escolhidos por conta dos resultados da €e¢éo

Tabela 5 - MatriZ,, de dados simulados dos grupos.
Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3
V]_ Vz V3 V4 V5 V6 V7 V8 V9 VlO
1,39 2,44 3,06 4,35 1,75 2,13 2,88/ 1,90 3,08 3,58
0,98 1,85 3,02 3,76/ -0,42 0,19 1,38 1,58 2,05 3,76
2,38 3,56 4,37 5,40/ 0,03 1,27 1,76| -0,06 1,21 2,21
1,51 2,41 3,68 5,31 0,33 1,02 2,36/ 0,62 2,40 3,58
0,53 1,69 1,88 4,24/ 1,01 2,41 2,41 1,73 3,10 3,66
1,40 2,02 3,40 3,58 1,03 2,56 3,16] 1,24 1,89 2,77
Fonte: Do autor (2019).

Obs.

OOk WN R

Aplicando-se a metodologia da técnica MFA, desamdasecao 3.6, nos grupos de

variaveis na Tabela 5, inicialmente equilibra-sefméncia das variaveig, em cada grupo

X/, para executar, posteriormente, uma andlise gl@itralizam-se os dados por coluna,
subtraindo-se de cada elemento da coluna a suactespmédia, conforme descrito pela

equacao (18). Logo, tem-se a Tabela 6.

Tabela 6 - Matriz,,,, dos dados centrados nas médias das respectivassol

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3
V1 Vo V3 Va4 Vs Ve V7 Vg Vg V1o
0,025 0,112 -0,275 -0,090 1,128 0,533 0,555 0,732 0,792 0,320
-0,385 -0,478 -0,215 -0,680 -1,042 -1,407 -0,945 0,412 -0,238 0,500
1,015 1,232 1,135 0,960 -0,592 -0,327 -0,565 -1,228 -1,078 -1,050
0,145 0,082 0,445 0,870 -0,292 -0,577 0,035 -0,548 0,112 0,320
-0,835 -0,638 -1,355 -0,200; 0,388 0,813 0,085 0,562 0,812 0,400
0,035 -0,308 0,165 -0,860 0,408 0,963 0,835 0,072 -0,398 -0,490
Fonte: Do autor (2019).
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Em seguida, ao aplicar a equacao (19) na TabelaoGnalizam-se as colunas,
dividindo-se cada elemento da coluna pela raiz quadda soma do quadrado dos elementos

da respectiva coluna, o que gera a Tabela 7.

Tabela 7 - Matriz(;, dos dados normalizados por colunas.
Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3

Vi

Vo

V3

Va4

Vs

Ve

V7

Vg

Vg

V1o

0,018
-0,279
0,737
0,105
-0,606
0,025

0,074
-0,318
0,818
0,054
-0,424
-0,205

-0,095
-0,116
0,613
0,240
-0,732
0,089

-0,053
-0,397
0,561
0,508
-0,117
-0,503

0,640
-0,591
-0,335
-0,165

0,220

0,232

0,257
-0,679
-0,158
-0,278

0,393

0,465

0,372
-0,633
-0,379

0,023

0,057

0,560

0,435
0,244
-0,730
-0,326
0,334
0,043

0,484
-0,146
-0,659

0,068

0,496
-0,243

0,229
0,357
-0,750
0,229
0,286
-0,350

Fonte: Do autor (2019).

Como os dados sdo quantitativos, encontra-se epdrautovalor para cada grupo de
variaveis apresentadas na Tabela 7. Em seguiddedie cada elemento do grupo pela raiz
guadrada do respectivo autovalor (desvio padrépritneiros autovalores de cada grupo séo
dados pord;; =1,834829,4,; =1,652816 e 13; =1,596909. Assim ao aplicar a equagéo

(20), tem-se a matriz mostrada na Tabela 8.

Tabela 8 - Matriz globa,;, dos dados balanceados.
Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3

V1

V2

V3

Va4

Vs

Ve

V7

Vg

Vg

V1o

0,010
-0,152
0,401
0,057
-0,330
0,014

0,040
-0,173
0,446
0,030
-0,231
-0,112

-0,052
-0,063
0,334
0,131
-0,399
0,049

-0,029
-0,217
0,306
0,277
-0,064
-0,274

0,387
-0,357
-0,203
-0,100

0,133

0,140

0,156
-0,411
-0,095
-0,168

0,238

0,281

0,225
-0,383
-0,229

0,014

0,034

0,339

0,272
0,153
-0,457
-0,204
0,209
0,027

0,303
-0,091
-0,413

0,043

0,311
-0,152

0,143
0,224
-0,470
0,143
0,179
-0,219

Fonte: Do autor (2019).

Pela decomposicdo em valores singulares conformeseqtado pela equacao (22),
sabe-se qué = UAVT, sendoU eV as matrizes de autovetores\e= diag(,/1;), em que

A; > 0 sé@o os autovalores. Assim, ao extrair os autoggter os autovalores da matsiz

obtém-se
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—0,3304 —0,3316 0,3634 —0,5158 0,4648 —0,40827
—0,0223 0,8020 -0,3154 -0,2481 0,1690 -0,4082

U.. = 0,7813 —0,1690 0,0236 0,2648 0,3517 —0,4082
6x6 = 10,1575 0,1143 0,5237 -0,1233 -0,7113 -0,4082]
—0,4972 0,0358 0,1001 0,7547 0,0729 -0,4082
-0,0889 -0,4516 -0,6954 -0,1323 -0,3470 -0,4082

- 0,3434 —0,2148 0,0839 -0,3313 0,1677 0,39667
0,3310 -0,1910 0,2594 —0,0642 0,4899 -0,1141

0,3494 -0,1169 0,0070 -0,5363 -0,1872 —0,4873

0,2494 —0,0659 0,6828 0,2877 -0,1634 —0,2629

v _[—0,2636 —0,4726 0,1941 -0,1958 0,2677 0,1034
10x6 10,2025 -0,5274 —0,1319 0,4424 0,0296 -0,4487
-0,2049 -0,5175 -0,0474 -0,2842 -0,5519 0,1443
—0,4161 0,0859 -0,1119 -0,3338 0,4751 -0,3533
—0,3922 -0,0200 0,4999 0,0178 0,0846 0,3211
1—0,3298 0,3496 0,3737 —0,2986 —0,2450 —0,2495

A =[1,4146 09533 0,5775 0,3597 0,3004 0,0000].
Logo, os componentes principais apresentam aswagiguais a

A%? =[2,0010 0,9087 0,3335 0,1294 0,0902 0,0000].

As explicacbes dos componentes principais poderbsarvadas na Tabela 9.

Tabela 9 - Explicacdo dos autovalores em relac@omponentes principais.
ComponentesAutovalor % da variancia % acumulada da variancia

1 2,0010 57,79 57,79
2 0,9087 26,24 84,03
3 0,3335 9,63 93,66
4 0,1294 3,74 97,39
5 0,0902 2,61 100,00

Fonte: Do autor (2019).

Ao aplicar a equacao (23), geram-se 0s escorefstbwes globais, que sdo dados por

—1,1449 —0,7743 0,5140 —0,4545 0,34207
—0,0773 1,8727 -0,4461 -0,2186 0,1244
F= 2,7071 —0,3946 0,0334 0,2333 0,2588
0,5458 0,2668 0,7408 —0,1086 —0,5234(
—1,7227 0,0837 0,1416 0,6649 0,0536
—-0,3081 -—1,0544 -0,9837 -—0,1165 —0,2554

Utilizando-se as duas primeiras colunasFjegera-se o grafico da Figura 11, que

revela a estrutura comum das observactes em duassbes.
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Figura 11 -Grafico da analise global das observacfes nas puaeeira: componentes
principais.

Segunda coordenada (26.24%)
10 -05 00 05 10 15 20

g 2

Primeira coordenada (57.79%)

Fonte: Do autor (2019).

A analise global revela a estrutura comum das vhgées, me¢, para ver como cada

grupo interpreta este espaco, pr-se o conjunto de dados de cada grupo sobre aea

global. Isto é implementacpor meio da equacéao (26), portanto,

—0,0616 —0,0142 -0,0633 0,0993 0,26307
—1,3649 0,6426 —1,5138 0,2441 -0,4638
F o= 3,5159 —1,6946 2,6486 —1,8584 1,2726
1 1,0609 -0,3787 1,4887 -0,0842 -0,3359
—2,5365 1,2192 —-0,9842 2,3507 —0,6133
1—0,6138 0,2256 -1,5760 -0,7515 —0,1226
—1,3206 —2,8039 0,3228 -0,5204 —0,11757
1,8807  4,2906 0,0219 -0,0213 0,7620
F = 0,8802 1,9460 -0,1173 0,4603 0,5093
271 04231 0,9463 0,0156 -0,4333 -0,2910
-0,6635 -—1,5144 -0,0522 0,5086 0,1740
[-1,1999 -2,8646 —0,1907 0,0060 —1,0366
—2,0525 0,4953 1,2827 —0,9423 0,88077
—0,7475 0,6849 0,1535 -0,8785 0,0749
F, = 3,7253 -1,4351 -2,4311 2,0980 —1,0056
37| 0,1533 0,2329 0,7181 0,1916 —0,9434(
—1,9680 0,5462 1,4611 -0,8647 0,6002
L 0,8894 -0,5242 —1,1843 0,3959 0,3932

Utilizando-seas duas primras colunas dé&;, F, e F; gerase o grafico a Figura 12,

gue demonstra como as observacdes se comportannasrdionensdes, mediante os gru

de variaveis.
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Figura 12 -Grafico da analise global das observa¢des comupos.

! b
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Primeira coordenada (57.79%)

Fonte: Do autor (2019).

Na Figura 12 os grupos de variaveis orbitam as observi. Assim, por meio da
distancia dos pontos que correspondem aos ¢, pode-seafirmar que o Grupo 2 ¢
diferencia dos outros grupos, pois Grupos 1 e 3 apresentadistancias semelhantes ¢
relacéo a observacdes grafadi

Na Figura 12oi apresentadopenas a relagédas observagdes 1, 2 aos Grupos
formados, por facilitar a visualizagdo, o que n&wreeria caso fosse feito a todas
observacoes.

As relacdes entre os grupos e a solucdo globahsdlisadas calculan-se a inércia
parcial de cada grupo patada dimenséo da andlise glblisto é calculado para cada gru
como a soma das projecdes ao quadrado das vardvestor singulalV de S, multiplicada
pelo autovalor correspondente. Como os vetorevulsires sdo normalizados, a soma
inércias parciais para todos os grugpara uma determinada dimensdo é iglLo seu
autovalor. Assimao usar a equacé27), as similaridades dos grupos em relaa primeira

componente principal s&tad:s por

4
Wy, = Ay X 2 2= 2,0010x [(0,3434) + (0,3310)% + (0,3494)? + (0,2494)?]
1
= 0,8240
3
W,y = Ay X Z 2= 2,0010x [(—0,2636)2 + (—0,2025) + (~0,2049)?] = 0,3052
1
3

Wi = A X Z 17511 =2,0010% [(—0,4161)? + (—0,3922)? + (—0,3298)%] = 0,8718
1
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Célculos semelhantes em relacas outras componentegsultan nos valores

informados na Tabela 10.

Tabela 10 inércias dos grupos em cada componente prir.

Grupo| Comp. - Comp. 2 Comp. 3 Comp. 4 Comp. *

1 0,824( 0,0915 0,1803 0,0626 0,029¢
2 0,305: 10,6991 0,0191 0,0407 0,034(
3 0,871¢ 0,1181 0,1341 0,0260 0,026¢

A 2,001 0,9087 0,3335 0,1294 0,090
Fonte: Do autor (2019).

Pelos dados d&abelalO, observa-se, em relacag@ameira componente princiy,
gue os Grupos 1 edpresental forte similaridade entre si, respectivame0,8240 e 0,8718;
o Grupo?2 difere dos outros. Em relaca segunda componente, padedizer que oGrupos
1 e 3 sao similarmente fracos, Grupo 2 continua sendo original. Outras analiseposel
feitas em relacdosaoutras componentes, mas como toda explicacao ¢iadla pela primeir
componente, com a nwi explicacdo 57,79%), nesse caso ndo se faz necesséria
explicacdo além da que foi dada pela primeira corapte principa

A partir das inércias obtidas dos grupos Tabela 10 visando uma melhc
interpretacdo, o grafico das inér, Figura 13 é gerado, mostrangiee ha relacao forte eni

0s Qupos 1 e 3 em relagia primeira componente, e confirma a originalidad«Grupo 2.

Figural3 - Grafico das inércias dos grupos
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Primeira coordenada (57 73%)

Fonte: Do autor (2019).

6.2 Uso da técnica MFA com reducdo de dimensao utilizando projection pursuit por
meio do indice propostc

Utilizando-sea matriz X4, apresentada na Tabela 5 d&@ 6.1, ao aplicar a

projection pursuit com o novo indice proposto apresdo pela equacd(34) e novo
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os indices de projecdes, ambos mostradTabela 11.

algoritmo apresentado na se 4.2, obtémse as matrizes de projecdes para cada grupo

Tabelall - Matriz de projecéo de cada grupbemX,.,.

Projecéo Grupo : Grupo 2 Grupo 3
Vetor1 Vetor 2 Vetor 1 Vetor 2| Vetor 1 Vetor 2
1 0,24382( 0,915174 -0,777026 -0,034119 0,52075. 0,365951
2 0,68225. 0,001828 -0,574801 -0,368557 -0,06339: 0,917547
3 0,65453( 0,229692 0,256581 -0,928979 0,85135. -0,155523
4 0,21602! 0,331201 - - - -
Indice de 0,166863 0,1725528 0,1786068
projecéo

Fonte: Do autor (2019).

Na Figura 14 énostrido como foi a convergéncia do novo indice para cadpayde

variaveis, nas otimizacées numeri

Figura 14 -Grafico das convergéncias do novo indice prto para cada grul.

Walores dos indices

Sequéncia de convergéncia dos indices

Fonte: Do autor (2019).

Ao aplicar as matrizes de projecées nos grupoXe«1o Obtiveram-se os dados da
Tabela 12, que represemtas dados com dimensao reduzida em duas dimensiesaui

conjuntoX’, de modo que a mattX,,, Sera representada pela nova mXs,.

Tabela 12 Matriz X, dosdados com as dimensdes reduzidaX .

Grupo ! Grupo 2 Grupo
Projecéo Projecao Projecdo Projecéo | Projecéac Projecao
1 2 1 2 1 2
4,2683843,420136 -1,845168 -3,520194 3,84201" 2,964580
3,8121842,839240 0,571221 -1,337686 3,89391: 1,874408
5,8753954,976865 -0,301725 -2,104094 1,77353! 0,744569
4,8318573,990264 -0,237184 -2,5795771 3,21856( 1,872230
3,1702662,324246 -1,551706 -3,1615272 3,82032' 2,908277

4,0356013,251591 -1,461030 -3,914222 2,88416. 1,757145
Fonte: Do autor (2019).

Obs.

OOl WN P
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Ao aplicar a metodologia da técnica MFA, descrita S8¢803.6, nos grupos de

variaveis na Tabela 12s explica¢cdes dos componentes principais s&sde Tabela 13.

Tabela 13 Explicacdo dos autovalores em relagcds componentes principz.

% da % acumulada d
Componentes Autovalor A A
variancia varianciz
1 2,0306 65,33 65,33
2 0,8681 27,93 93,26
3 0,1678 5,40 98,66
4 0,0382 1,23 99,89
5 0,0034 0,11 100,00

Fonte: Do autor (2019).

Ao aplicar-sea equacac(23), geranse 0s escores dos fatores globais, que

utilizados para geras grafico @ Figura 15que revela a estrutura comum das observe

em duas dimensoes.

Figura 15 -Gréfico da analise global das orvacdes dos dados com dimensreduzidas nas
duas prineiras componentes princip.

Segunda coordenada (27.93%)

o

05

156 10 05 00

20

Obs |
Obs 4
obs 2

OWe® = ogg 4T

Primeira coordenada (65 33%)

Fonte: Do autor (2019).

Por meioda equaca(26), gera-se o grafico da Figura, Xfile demonstra como

observacbes se comportam em duas dimensdes, neediangrupos de variaveis c(

dimensoes reduzidas.
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Figura 16 -Grafico da analise globedas observacbes com osugos comdimensdes
reduzidas nas duas primeiras componentes prin.

o

Segunda coordenada (27 93%)
&
+
ol

Primeira coordenada (65.33%)

Fonte: Do autor (2019).

De modo analogoo grafico da Figura 12, o gréafico da Figuasugere que o Grupo
2 difere dos outros @pos, pois o0sGrupos 1 e 3 apresentadistancias semelhantes «
relagcéo & observacdes grafad.

Aqui, novamenteao aplicar a equagi27), as similaridades dcGrupos séo descritas

na Tabela 14, em relacd®@mponentes principais,.

Tabela 14 inércias dos grupos em cada componente prir.
Comp. Comp. Comp. Comp. Comp.
1 2 3 4 5
1 0,8278 0,0956 0,0768 0,00090,000:
2 0,3300 0,6705 0,0065 0,02730,001(
3 0,8727 0,1021 0,0846 0,01000,002:
A 2,0306 0,8681 0,1678 0,03820,003¢
Fonte: Do autor (2019).

Grupo

As mesmas observacdes feitas em rela Tabela 10que trata das similaridades ¢
grupos de variaveis com dimensdes originais, sSeaaplaTabela 14 ou seja, em relacgéa
primeira componente princif, os Grupos 1 e 3 apresentémnte similaridade entre si, e
Grupo 2 difere dos outros.

Novamente a partir das inércias obtidas dos graopTabelal4, visando uma melhor
interpretacdo, o grafico das inércidFigura 17) é gerado, mostidc que ha relacéo forte

entre os @ipos 1 e 3, e confirnndo a originalidade do Grupo 2.
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Figura 17 -Gréfico das inércias dos grupos com as dimensdezida..
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Fonte: Do autor (2019).

Como pode-seercebe, os resultados das similaridades com dados conendifit
reduzida produziram os mesmos resultados dos damosas dimensdes originais, o (
mostra a viabilidade do novo indice propoE temos ainda que nos dados com dime
reduzida, as explagdes naduasprimeiras componentes principais foi de 93,2(Tabela
13), bem acimaas dados com dimensdoriginais com 84,03%l@bela9).

Nesse ultimo exemplo embora os resultados sepraticamenteos mesmos do
exemplo dado na sec&al, ele € computacionalmente mais caro, pois foi poegidizar da
projection pursuitpara reduzir as dimensfes dos grupos de variaaess qepois aplicar
técnica MFA, sendo quao aplicar a técnica diretamente surtiu 0 mesmolteek. Mas ¢
objetivo desse exemplo foi mostrar a viabilidadendeo indice propostc

Lembrando que o propdsito projection pursuité reduzir as dimensdo em dados
alta dimenséo. Ao aplicar a téca MFA em dados de alta dimens&o ocorre 0 mesmaoq
PCA, as explicacdes nas componentes principaidisidas, o que prejudica a aplicabilide
da técnica, devido a perde informacfes. Mas se ao reduzir as dimensdes hawwe
aumento das explicagbeas primeiras componentes, iSS0 assegura maioiabiafade nas
andlises, esse aumento nas explicacdo nas prinoein@gonentes pode ser visto no ulti
exemplo dado.
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7 CONCLUSOES

Em consonéancia com objetivo, o novo indice propoststrou-se viavel na reducao
dos dados para aplicacdo na técnica MFA, sendanesodado nas situacbes em que 0s
grupos apresentam baixa ou alta heterogeneidddegeegrau de correlacao entre as variaveis
(p=09).

Os indices da secdo 3.4 que foram testados, odotivdraixa concordancia nos
resultados, mostrando que ndo sdo apropriados g@r@posito de reducdo de dados na
aplicacdo da técnica MFA.

De modo geral, os indices avaliados sao afetadosapenento do nimero de grupos,
em funcdo dos cenarios avaliados, apresentandaoraslinesultados nas correlagcdo em que
p=02ep=0,5.

Como consequéncia ao reduzir as dimensdes dos,danwse uma maior explicacédo
nas primeiras componentes principais ao aplicacai¢a MFA, o que beneficia o0 uso do
novo indice proposto.

A limitacdo do novo indice de ser recomendado gaupos com forte correlagéo,
mostra que outras pesquisas podem ser feitas defimelhorar a aproximacao, servindo de
base para pesquisas futuras.

Uma outra abordagem em pesquisas futuras seribzag#o daprojection pursuina
reducdo das dimensdes das observagdes, 0 quedsegiande utilidade ao trabalhar com
dados desbalanceados, pois até 0 momento todas@#gas com essa técnica visa reduzir as

dimensdes somente dos atributos.
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APENDICE

Cdédigo R usado nas simulagfes dos dados.

O pacote MVar.pt usado nas simulacdes utiliza
annealingde otimizacdo (OSSANI; CIRILLO, 2018).

# Rotina desenvolvida por Paulo Cesar Ossani para s
# metodo MFA e comparar os resultados apos usar a p

rm(list=Is(all=T)) # limpa a memoria do sistema

library(MVar.pt)
library(MASS)
library(mvtnorm)

source("Funcoes_Simulacao.R") # funcoes usadas nas

####H# INICIO - Cenario para simulacoes ####Ht
## Indices para a busca de projecao usados nas simu
# Findex <- "holes"

# Findex <- "Moment"

# Findex <- "chi"

Findex <- "MF"

# Findex <- "cm"

# Findex <- "LDA"

# Findex <- "PDA"

# Findex <- "Lr"

# Findex <- "FriedmanTukey"

# Findex <- "Entropy"

# Findex <- "Legendre"

# Findex <- "LaguerreFourier"

# Findex <- "Hermite"

# Findex <- "NaturalHermite"

Dim <-2  #dimensao de reducao

MetOtimiz <- "GTSA" # metodo de otimizacao

Sphere <- FALSE # utiliza dados esfericos

NumComp <-1 # numero de componentes compara
VarOrGroups <- "V" # simula G - grupos ou V - vari
Numiter <-5000 # numero maximo de iteracoes
VrCool <-0.95 # valor coolling

VIEps <-1le-4 # valor de aproximacao

VrHalf <-30 # valor half

NumSimula <- 100 # numero de simulacoes
VarGrupos <- ¢(3,5,10,15) # numero de variaveis em
QGrupos <-¢(3,7,10) # numero de grupos
LinGrupos <- ¢(20,50,70,100,150) # numero de linhas
NivRho <-¢(0.2,0.5,0.7,0.9) # nivel de correlac
variaveis
NivDelta <- c(2,8) # grau de heterogeneidade entre
# caso simulacao de grupos corr

N.VarGrupos <- length(VarGrupos) # no de elementos
N.Grupos <- length(QGrupos) # no de elementos
N.LinGrupos <- length(LinGrupos) # no de elementos
N.Rho <- length(NivRho) # numero de elemen

@rdigo grand tour simulated

imular dados para o
rojection pursuit.

simulacoes

lacoes

das
aveis correlacionadas

cada grupo

em cada grupo
ao a simular entre as

as matrizes
elacionados

em NumVarGrupos
em NumGrupos
em NumLinGrupos
tos em Rho
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# numero de cenarios das simulacoes
NumCenario <- N.VarGrupos * N.Grupos * N.LinGrupos
##H####H# FIM - Cenario para simulacoes ###t#

#it### INICIO - Simulacoes ##t##
ResultMatrix <- NULL # matriz com os resultados

Findex <- toupper(Findex) # transforma em maiusculo
VarOrGroups <- toupper(VarOrGroups) # transforma em
if (VarOrGroups == "V") NivDelta <- c(1)

N.Delta <- length(NivDelta) # numero de elementos e

Tot.Simula <- NumSimula*length(VarGrupos)*length(QG
length(LinGrupos)*length(NivRho)*leng

Current.Simula <- 1 # contador das simulacoes

NLGrupos <- 1
while(NLGrupos <= N.LinGrupos) { # numero de linhas
NVGrupos <- 1
while(NVGrupos <= N.VarGrupos) { # no. de variave
NGrupos <-1
while(NGrupos <= N.Grupos) { # numero de grupos
NVRho <- 1
while(NVRho <= N.Rho) { # nivel correlacao a
NDelta <- 1
while(NDelta <= N.Delta) {# grau de heterog
NumVarGrupos <- VarGrupos[NVGrupos] # numer
NumGrupos <- QGrupos[NGrupos] # numero d
NumLinGrupos <- LinGrupos[NLGrupos] # numer
Rho <- NivRho[NVRho] # nivel correlacao a
# grau de heterogeneidade entre as matrizes
# simulacao de grupos correlacionados
Delta <- NivDelta[NDelta]
Concorda <- NULL # resultado da simulacao

Sim<-1
while(Sim <= NumSimula) { # simulacoes
### INICIO - cria a base de dados para as analise
## simulacoes para funcao indice Findex diferente
if ({(Findex %in% c("LDA", "PDA", "LR"))) {
if (VarOrGroups == "V") { # simula variaveis co
Z <- NULL
i<-1
while(i <= NumGrupos) {
M <- NULL
j<-1
while(j <= NumVarGrupos) {
M <- cbind(M,rnorm(NumLinGrupos))
j<-j+1

Res <- SimCor(M, Rho) # simula correlacéo
# nas bases de dados

Z <- cbind(Z, Res)

i<-i+1

} else { # simula grupos correlacionados
Z <- Cirillo(NumVarGrupos,NumGrupos,Rho,De

*N.Rho

maiusculo

m Delta

rupos)*
th(NivDelta)

em cada grupo

is em cada grupo

simular entre variaveis

eneidade entre variaveis
0 variaveis cada grupo
€ grupos

o linhas em cada grupo
simular entre variaveis
caso

S #it#
de LDA, PDA ou Lr

rrelacionadas

das colunas

Ita,NumLinGrupos,100)
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}

Z <- as.data.frame(2)
### FIM - cria a base de dados para as analises

### INICIO - simulacao com MFA ###

Grup <- rep(NumVarGrupos, NumGrupos) # parametr

### Metodo MFA
MF <- MFA(Z,Groups = Grup, TypeGroups = c(rep(

### Metodo MFA com as dimensoes reduzidas - Bus

Zpp <- NULL

Gr <-rep(NumVarGrupos, NumGrupos) # numero e

j <1

k <-Gr[1]

i <1

while(i <= NumGrupos) {

Res <- PP_Optimizer(Data = as.data.frame(Z][,j

OptMethod = MetOtimiz, Di
Sphere = Sphere, Weight=T
Cooling = VrCool, Eps =V

Zpp <- chind(Zpp, Res$Proj.Data)

j <-j + Gr]i] # coluna inicial do grupo de v

k <- k + Gr[i+ifelse(i'=NumGrupos,1,0)] #colu
i<-i+1

}

Grup <- rep(Dim,NumGrupos) # parametros p/ no.

MFpp <- MFA(as.data.frame(Zpp), Groups = Grup,
TypeGroups = c(rep("n”, NumGrupos))
### FIM - simulacao com MFA ###
} else { # simulacoes para funcao indice Findex =
if (VarOrGroups == "V") { # simula variaveis c
## Estabelece a correlacdo para cada grupo e
Z1 <- NULL
Z2 <- NULL
i<-1
while (i <= NumGrupos) {
M <- NULL
j<-1
while (j <= NumVarGrupos) {
M <- cbind(M, rnorm(NumLinGrupos))
j<-j+1

Res <- SimCor(M, Rho) # simula correlacéo
# das bases de dados
Z1 <- cbind(Z1,Res)
AA <- rep(paste("Grupo",i), NumLinGrupos,
M <- cbind(as.data.frame(Res), AA)
Z2 <-rbind(Z2, M)
i<-i+1
}
### FIM - cria a base de dados para as anali
} else { # simula grupos correlacionados
Z <- Cirillo(NumVarGrupos, NumGrupos, Rho, D
#Ht## Estabelece a correlagcdo para cada grup
Z1 <- NULL
Z2 <- NULL
i <1

HHH

0s p/ numero de colunas
"n",NumGrupos)))
ca de projecao

lementos em cada grupo

:K]), Findex = Findex,
mProj =Dim, Half =VrHalf
RUE, Lambda = 0.1, r =1,
rEps, Maxiter = Numilter)

ariaveis
na final grupo variaveis

de colunas em cada grupo

)

LDA, PDA ou Lr
orrelacionadas

mZ

das colunas
Step = IIII)
ses

elta, NumLinGrupos, 100)
0 em Z ###H#H#H#
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j <1
while (i <= NumGrupos) {
Res <- Z[,j:(j+(NumVarGrupos-1))] # grupos
Z1 <-chind(Z1,Res)
AA <-rep(paste("Grupo",i), NumLinGrupos,
M <- cbind(as.data.frame(Res), AA)
Z2 <-rbind(z2,M)
j <-j+ NumVarGrupos
i <-i+1
}

### FIM - cria a base de dados para as anali

}

### INICIO - simulacao com MFA ###
Z1 <- as.data.frame(Z1)

Grup <- rep(NumVarGrupos, NumGrupos) # parametr

### Metodo MFA
MF <- MFA(Z1, Groups = Grup, TypeGroups = c(rep

### Metodo MFA com PP
Z2 <-as.data.frame(Z2)
Class <- Z2[,(NumVarGrupos+1)]
Z2 <-Z2[,1:NumVarGrupos]
Gr <-rep(NumVarGrupos, NumGrupos) # numero de
Res <- PP_Optimizer(Data = as.data.frame(Z2), C
Findex = Findex, OptMethod=
Sphere = Sphere, Weight =T
Cooling = VrCool, Maxiter =
Zpp <- NULL
j <1
Gr <-rep(NumLinGrupos, NumGrupos)
k <-Gr[1]
i <1
while (i <= NumGrupos) {
Zpp <- chind(Zpp, as.matrix(Res$Proj.Data[j:k
j <-j + Gr]i] # coluna inicial do grupo de v
k <- k + Gr[i+ifelse(i'=NumGrupos,1,0)] # col
i<-i+1

}

Grup <- rep(Dim,NumGrupos) # parametros p/ no.

MFpp <- MFA(as.data.frame(Zpp), Groups = Grup,
TypeGroups = c(rep("n”, NumGrupos))
### FIM - simulacao com MFA ###
}

##### pode analizar ate a sexta componente
Help.Con <- NULL
Con<-1
while(Con <= NumComp) {
# funcao retorna resultados da comparacao dos m

ResComp <- CompResult(MF$MatrixEscVar[,Con], M

Help.Con <- chind(Help.Con, ResComp$NTrue)
Con<-Con+1

}
Concorda <- rbind(Concorda,Help.Con[order(Help.Co

Esferico <- ifelse(Sphere, " Dados Esfericos",
VarGrop <- ifelse(VarOrGroups == "V"," Variaveis

formados
Step:llll)
ses

0S para 0 numero colunas

("n", NumGrupos)))

elementos em cada grupo
lass = Class, Eps=VrEps,
MetOtimiz, DimProj=Dim,
RUE, Lambda = 0.1, r=1,
Numlter, Half = VrHalf)

, 1:DimY]))
ariaveis
. final grupo variaveis

colunas em cada grupo

etodos MFA e o proposto
Fpp$MatrixEscVar[,Con])

n, decreasing = T)][1])
Dados NAO Esfericos")
Correlacionadas”,
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" Grupos Correlacionados")
Otimizador <- ifelse(toupper(MetOtimiz) == "SA",
" Otimizador: GTSA")

print(paste(Help.Con[order(Help.Con,decreasing =
Current.Simula, "de", Tot.Simula, " Metodo:
VarGrop,Otimizador," N° Variaveis Grupos:",
" N° Grupos:", NumGrupos, " N° Linhas:", Nu
" Nivel Correlacao Variaveis:", Rho, " Grau
Delta, " Half:" , VrHalf))

Current.Simula <- Current.Simula + 1
Sim<-Sim+1

}

### INICIO - Resumo dos resultados ###

NumElem <- length(Concorda)

ConTotal <- length(Concorda[Concorda == "T"]) # tot
ConParci <- length(Concorda[Concorda == "P"]) # tot
NaoConrd <- length(Concorda[Concorda == "N"])# tota

Resultados <- cbind((ConTotal / NumElem),(ConParci
(NaoConrd / NumElem),ConTotal,
sum(c(ConTotal,ConParci, NaoCon
NumGrupos, NumLinGrupos, Rho, D

rownames(Resultados) <- c¢("Resultados")

colnames(Resultados) <- c("Totalmente", "Parcialmen
"Qtd.Sim.Totalmente", "Qt
"Qtd.Sim. Nao Concorda",
"Num.de Variaveis", "Num.
"Num.de Observacoes", "Co
"Heterogeneidade")

ResultMatrix <- rbind(ResultMatrix, Resultados)
### FIM - Resumo dos resultados ###

NDelta <- NDelta + 1 # nivel correlacao a

NVRho <- NVRho + 1 # nivel correlacao a sim

}

NGrupos <- NGrupos + 1 # numero de grupos

}

NVGrupos <- NVGrupos + 1 # numero de variaveis e

}

### INICIO - salva resultados por grupos de linha
NiveisLinhas <- paste("- Num.Linhas", LinGrupos[N
Otimizador <- ifelse(toupper(MetOtimiz) == "SA",

"- Otimizador GTSA")
File <- paste("Resultados - ", Findex,NiveisLinha

write.table(file=File, ResultMatrix, sep=";", dec
ResultMatrix <- NULL # Matriz com os resultados
### FIM - salva os resultados por grupos de linha

NLGrupos <- NLGrupos + 1 # numero de linhas em ca

}
#it## FIM - Simulacoes #####

" Otimizador: SA",

DI[1], "- Simulacao:",
", Findex, Esferico,
NumVarGrupos,
mLinGrupos,
Heterogeneidade:",

al concordam totalmente
. concordam parcialmente
| que nao concordam

/ NumElem),
ConParci, NaoConrd,

rd)), NumVarGrupos,
elta)

te", "Nao Concorda",
d.Sim.Parcialmente”,
"Num.Simulacoes",
de Grupos",

rrelacao Variaveis",

simular entre os grupos

ular entre as variaveis

m cada grupo

s dado por LinGrupos ###
LGrupos])

"- Otimizador SA",

s, Otimizador, ".csv"
=""row.names = FALSE)

s dado por LinGrupos ###

da grupo
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Funcdes que formam o arquivo “Funcoes_Simulacao.R”

SimCor <- function(Z, Rho) {
# Funcao gera vetores correlacionados a nivel de

# Entrada
# 7 - Matriz referencia.
# Rho - Nivel de correlacao entre as colunas.

# Saida:
# M - Matriz com as colunas correlacionadas a niv

NVar <- ncol(Z)

NLin <- nrow(Z)

Media <- c(1:NVar) # media diferente em cada colu

Cov <- matrix(Rho, nrow = NVar, ncol = NVar) +
diag(NVar)*(1-Rho) # matriz corre

M  <- mvrnorm(n = NLin , mu = Media, Sigma =C

return(M)

CompResult <- function(ResMFA, ResRM) {
# Rotina desenvolvida por Paulo Cesar Ossani para
# do metodo proposto com 0s resultados da tecnica

# Entrada:

# ResMFA - Matriz com resultados da componente pr

# ResRM - Matriz com resultados do metodo propos

# Saida:

# PosMFA - Matriz com as posicoes onde 0s grupos
# PosRM - Matriz posicoes onde 0s grupos sao sim
# MatCompFinal - Matriz com os resultados do MFA

# proposto e as comparacoes
# NTrue - Diz se os metodos concordam totalmente
# nao concordam (N) ou parcialmente (P)

### INICIO - similaridade no MFA ###
Round <- 4 # numero de casas decimais

# faixa de comparacao das similaridade para a tec
VrangeMFA <- as.matrix(rbind(c(0, 0.39), c(0.4, 0

ResMFA <- round(ResMFA, Round) # resultados do MF

VetCompMFA <- cbind(ResMFA,0) # vetor com as comp

NumLin <- nrow(VetCompMFA)

h<-1
while (h <= NumLin){
i<-h
while (i <= NumLin) { # linhas do MFA
j<-1

while(j <= nrow(VrangeMFA)) { # linhas do Vra
if (ResMFA[i] >= VrangeMFA[j,1] && ResMFAi
VetCompMFA[i,2] <- |
}
j<-j+1

Rho.

el de Rho

na na solucao final

lacao
ov)

comparar os resultados
MFA

incipal no MFA
to

sao similares no MFA
ilares metodo proposto
e do metodo

M

nica MFA
.69), ¢(0.7, 1.1)))

A

aracoes

nge
] < VrangeMFA[j,2]) {
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}

i<-i+1
}
h<-h+1

}
### FIM - similaridade no MFA ###

### INICIO - similaridade no metodo proposto ###
VrangeRM <- VrangeMFA # faixa comparacao similar
ResRM  <- round(ResRM, Round) # resultados do
VetCompRM <- chind(ResRM,0) # vetor com as compar
NumLin <- nrow(VetCompRM)

h<-1
while(h <= NumLin) {
i<-h
while(i <= NumLin) { # linhas do MFA
j<-1

while(j <= nrow(VrangeRM)) { # linhas do Vran
if (ResRM[i] >= VrangeRM][j,1] && ResRM]i] <
VetCompRM[i,2] <-j
}
j<-j+1

i<-i+1
}
h<-h+1

}
### FIM - similaridade no metodo proposto ###

### INICIO-compara convergencia solucoes entre MF
## matriz com todas as comparacoes

MatCompFinal <- data.frame(cbind(VetCompMFA, VetC
colnames(MatCompFinal) <- c("MFA", "Comp.", "MFAp

### INICIO - lguala os codigos ###
Cod <- c("a", "b", "c", "d", "e", "f", "g", "h",

“n", "o", "p", "q", "r", "s", "t", "u",

n <- nrow(MatCompFinal)
a <- MatCompFinal
i<-1
while(i <= n) {

vla <- a[i,2]

vib <- ai,4]

if (i>1){

if (Nis.na(suppressWarnings(as.numeric(ali,2]
ala[,2] == vla,2] = Cod[i] # substibui cod

if (lis.na(suppressWarnings(as.numeric(a]i,4]
ala[,4] == vlb,4] = Cod[i] # substibui cod
}else {
ala[,2] == vla,2] = Cod[i] # substibui cod
ala[,4] == vlb,4] = Cod[i] # substibui cod
}
i<-i+1
}
# transforma letras em numeros
i<-1
while(i <= length(Cod)) {

idade metodo proposto
MFA
acles

ge
VrangeRM][j,2]) {

A e metodo proposto ###

ompRM))

p", "Comp")

K, "m
"y o, LI LN L I P L R I} II)

v, W, X,Yy, Z

)

igos por letras em Cod

)

igos por letras em Cod

igos por letras em Cod
igos por letras em Cod
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ala[,2] == Cod][i],2] = i # substibui codigos po
ala[,4] == Cod][i],4] = i # substibui codigos po
i<-i+1

### FIM - Iguala os codigos ###

MatMFA <- MatCompFinal[,2] # comparacoes do MFA
MatRM <- MatCompFinal[,4] # comparacoes no metod

# encontra as posicoes onde os grupos sao semelha
NumLinMFA <- nrow(VrangeMFA)

FaixaMFA <- 1:NumLinMFA

PosMFA <- NULL # vetor posicao onde 0s grupos sao

i<-1
while(i <= NumLinMFA) {
Equal <- MatMFA ==i
if (lis.na(pmatch(TRUE, Equal))) {
Pos.MFA <- rep(0, nrow(VetCompMFA))
j<-1
while(j <= nrow(VetCompMFA)) {
if (Equal[j] == TRUE) Pos.MFA[j] <- j
j<-j+1

if (sum(Pos.MFA) 1= 0) {
if (length(Pos.MFA) == 1) Pos.MFA <- 0
PosMFA <- chind(PosMFA, Pos.MFA)
}
b
i<-i+1

}

# encontra as posicoes onde os grupos sao semelha
NumLinRM <- nrow(VrangeRM)
FaixaRM <- ¢(1:NumLinRM)
PosRM <- NULL # vetor posicao onde grupos sao
i<-1
while(i <= NumLinRM) {
Equal <- MatRM ==
if (lis.na(pmatch(TRUE, Equal))) {
Pos.RM <- rep(0,nrow(VetCompRM))
j<-1
while(j <= nrow(VetCompRM)) {
if (Equal[j] == TRUE) Pos.RM[j] <-j
j<-j+1

}
if (sum(Pos.RM) !=0) {
if (length(Pos.RM) == 1) Pos.RM <- 0
PosRM <- cbind(PosRM, Pos.RM)
}
b
i<-i+1

}

# Compara os resultados do MFA com metodo propost
NCoIMFA <- ncol(PosMFA)
NCoIRM <- ncol(PosRM)
NTrue <-"N"# resultado da comparacao
if (lis.null(NCoIMFA) && lis.null(NColRM))
if (NCoIMFA == NColRM) {
k<-0

r letras em Cod
r letras em Cod

0 proposto

ntes no MFA

iguais no MFA

ntes no metodo proposto

iguais metodo proposto
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i<-1
while(i <= NCoIMFA) {
j<1
while(j <= NCoIRM) {
Ajud <- PosMFA[PosMFA[,i]>0,i] %in% PosR
if (length(Ajud[Ajud == TRUE]) >=1) { k
j<-j+1
}

i<-i+1

}
if (k == NCoIMFA || k==1) NTrue ="T"
}else {
i<-1
while(i <= NCoIMFA) { # as tecnicas concordam
j<1
while(j <= NCoIRM) {
Ajud <- PosMFA[PosMFA,i]>0,i] %in% PosRM
if (length(Ajud[Ajud == TRUE]) > 1) {

NTrue = "P"
i=NColIMFA +1
break
b
j<-j+1
i<-i+1

}

### FIM - compara convergencia solucoes entre MFA

return(list(NTrue = NTrue, MatCompFinal = MatComp
}

Cirillo = function(p, k, pho, delta, n, sim) {
# Funcao desenvolvida por Marcelo Angelo Cirillo
# gerar grupos de variaveis correlacionados

# Entrada:

# p - numero de variaveis

# k - numero de populacoes

# pho - correlacao

# delta - grau de heterogeneidade entre as matriz
# n - tamanho amostral

# sim - numeros de simulacoes

# Saida:
# amostra - matriz com grupo correlacionados a ni

### INICIO - cria matriz de correlacao global ###
pk = p * k # numero de elementos na diagonal
arl = diag(pk) # matriz de correlacao global

i<-1

while(i <= pk) {
j<-1
while(j <= pk) {

## Estrutura AR(1)
if i==j)arlfijj=1
else arl|i,j] = pho”(abs(i-j))
j<-j+1
}

M[PosRMI,j]>0,j]
<-k+1 }

parcialmente

[PosRM[,j]>0.j]

e metodo proposto ###

Final))

para

es

vel delta
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i<-i+1
}

### FIM - cria matriz de correlacao global ###

### INICIO - Simula o parametro da matriz de cova
if (delta > 1) {
mi = matrix(0, nrow(arl), 1) # vetor de med
gn =10000 # tamanho da amostra a simular
amos =rmvnorm(gn, mean = mi, sigma = arl)
d =(delta-1)/(k-1)
bl =amos[l:gn, 1:p] # primeira populacao
conti=p+1
contf=conti+p-1
yf = matrix(0, gn, p)
j<-2
while(j <= k) {
mc = amos[1:gn, conti:contf]
dest = (1 +d*(j - 1))(1/p)
yaux =mc * dest
conti = conti + p
contf = contf + p
yf = cbind(yf, yaux)
j<j+1l

yfl = yf,(p+1):(p*k)]
yf2 = cbind(bl, yfl)
mcov = cov(yf2)

}

if (delta == 1) mcov = arl
### FIM - Simula o parametro da matriz de covaria

### INICIO - Simulacoes ###
mi = matrix(0, nrow(mcov), 1)

# amostra com as populacoes correlacionadas
amostra = rmvnorm(n, mean = mi, sigma = mcov)
### FIM - Simulacoes ###

return(amostra)

riancia ##

ias

ncia ###
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