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RESUMO

GIAROLA, Luciane Teixeira Passos. Estudo analftico de dinSmica
populncional e aplicagio do Modelo Penna a populagbes de pulgbes Aphis
gossypii Glover (Hemiptera: Aphididae). Lavras: UFLA, 2005. 78p

Neste trabalho & apresentado um estudo de dindmica de populagbes de individuos
assexnados de uma finica espécie. Inicipu-se considerando que as razdes, por individuo,
de reprodugio e morte independem da idade e do tamanho da populacio. Mas, como
existe um tamacho m&ximo que uma populagio pode atingir dependendo das condigdes
ambientais e dos recursos existentes, estudou-se o desenvolvimento populacional em fungio
do tamanho da populagio, considerando que a probabilidade de um individuo reproduzir
on momrer depende do tamanho da populagio & qual ele pertence. Na seqiiéncia,
consideraram-se populagbes que apresentam uma distribuicio et&ria. Assim, as razdes
de nascimento ¢ morte por individuo dependem da idade, porém, as probabilidades de
reprodurir ou morrer nio s5o afetadas pelo tamanho da populagao. Por fim, simulou-se
computacionalmente o desenvolvimento populacional de pulgtes da espécie Aphis gossypis
em condigbes de laboratério e de campo, utilizando o modelo Penna. Foram considerados
fatores climiticos, como temperatura e precipitagio, e diferentes crisintemos como
hospedeiros. Analisou-se a influéncia destes fatores na longevidade, na fecundidade, no
periodo reprodutivo e na evolugio temporal destas populagbes.

l(!omiwC' dor: Locas M iro Chaves - UFLA (Orientador), Maria do Carmo Pacheco de Toledo
Cocta - UFLA ¢ Solange Gomnes Feris Martins - UFLA




ABSTRACT

GIAROLA, Luciane Teixeira Passos. Estndo analitico de dinomica
populacional e aplicagiio do modelo Penna a populagbes de pulgbes Aphis
gossypii Glover (Hemiptera: Aphididae). Lavras: UFLA, 2005. 78p

In this work we present a study of population dynamics begin by considering the
simplest of all systems, the pure birth process, and then the opposite process, the pure
death process, and after we suppose that both births and deaths occur. 'We assume that
an individual’s probability of giving birth or of dying is independent of its age and of the
size of the population to which it belongs. Obviously the growth of any population in
a restricted environment must evetually be limited by a shortage of resources. Thus we
suppose that the growth rate per individual i a function of the population size. We shall
now reverse these assumptions, that is, we shall assume that an individual’s chances of
reproducing and dying are a function of its age but that these chances are unaffected by
the size of the population in wich it finds itself Finally, we simplate the evolutionary
dynamics the cotton aphid Aphis gossypii in the field and laboratory conditions, using
of the Penna Model The dimatic factors, as temperature, preciptation and different
cultivars were considered. The effects this factors on the longevity and development of
population was analised, 2

:Guidmwum: Lucas Mouteiro Chaves - UPLA (Major Professor), Maria do Carmo Pacheco de
Toledo Costa - UFLA e Solange Gomes Paria Martins - UFLA



INTRODUCAO

HA muito tempo, o interesse e a necessidade de se compreender a natureza complexa da
qual fazemos parte t&m motivado o estudo da dinfmica de populagbes em geral. Sitnagbes
reais podem ser matematicamente modeladas, a fim de facilitar a compreens3o do meio em
que vivemos, daf sua importincia. Modelagens computacionais também podem ser feitas
e, muitas vezes, os resultados sio mais rapidamente obtidos em relagio ao tratamento

Mecanismos de controle biolégico tém despertado o imteresse de diversos
pesquisadores. Desta forma, pode-se pensar em simulagbes computacionais como
instrumento para a compreensio da dinfmica de populaches, prevendo as flutuagbes
populacionais em determinados ambientes, € estabelecer estratégias de controle biolfgico.

Populagtes sio afetadas por varios fatores que podem levar uma espécie 3 extingio
ou a um crescimento explosivo. Cada individuo & nm crganismo gue muda continuamente.
Em qualquer momento, seu comportamento depende da sua constituicio genética, da sua
idade e de condigbes ambientais, tais como os fatores climéticos e a disponibilidade de
espago e alimento. Assim, o tamanho de uma populagio flutua conforme a ocorréncia de
mortes, nascimentos e migraghes.

Populaghes que crescem desordenadamente, isto & explodem, provocam
desequilibrio na natureza. Se este crescimento & prejudicial do ponto de vista humano,
a espécie é considerada uma praga. E o caso de alguns insetos, como, por exemplo,
os pulgbes que infestam diversas plantas e hortaligas, transmitindo viroses 3s mesmas e
prejudicando a producio e comercializagio. Dessa forma ficam claras a necessidade e a



imperténcia do estudo da dinimica das populagbes dos pulgbes.

Este trabalho & dividido em duas partes. Na primeira parte, trata-se a dinmica
de populaches de uma finica espécie analiticamente. Nos itens 0.1 a 0.4, inicialmente
considerou-ge 0 crescimento populacional de uma finica espécie independente da idade
e do tamanho da populagio. Para tanto, partiu-se do processo majs simpls, o de
nascimento puro, no qual nip existam mortes, apenas nascimentos, considerando as
formas deterministica e estocastica do desenvolvimento populacional; assim, calculon-se
o tamanho esperado da populagio em um tempo ¢ e a sua varidncia. Observou-se que a
distribuicio de probabilidades do tamanho da populagiic em um processo de nascimento
puro ¢ nma Binomial Negativa.

Em seguida, avaliou-se o processo oposto, o de morte pura, por questbes de
naturalidade. Encontrou-se a distribuigio de probabilidades do tamanho da populago.
Esta, por sua vez, é dada por uma distribuicio Biromial e, ent3o, 0 tamanho esperado
da populagso e a sna variincia 530 obtidos da esperanga e da variAncia da Binomial.
Foi avaliado o tempo esperado para que uma populagio governada por este processo seja
extinta.

Posteriormente analisou-se o processo de nascimento e morte simples, no qual
nascimentos e mortes nio sio eventos exclusivos. Calculou-se o tamanho esperado de uma
populagio, governada por este processo, a sna varidncia e investigaram-se as possibilidades
de extingio.

Mas, como existe um tamanho miximo que uma populagio pode atingir,
dependendo das condigbes ambientais e dos recursos existentes, estudou-se o
desenvolvimento populacional em funciio do tamanho da populagio. Para tal, a
probabilidade de um individuo reproduzir on morrer tornase dependente do tamanho
da populagio A qual este individuo pertence. Assim, chegou-se & equagio logistica do
crescimento populacional (itens 0.5 a 0.8), considerando suas formas determinfstica e
estocastica. Avaliaram-se as flutuagbes estocisticas de uma populagio em equilibrio.

Nos itens 0.9 a 0.13, consideraram-se as razes de nascimento e morte dependentes



da idade, porém, as probabilidades de reproduzir ou morrer n3o s30 afetadas pelo tamanho
da populagio. Obteve-se a distribuigio et4ria em um tempo ¢ qualquer a partir da
distribuigdo etéria inicial da populagio e de sua matriz de projec3o, a qual é obtida
de acordo com o nfimero de filhas nascidas de uma fémea em determinada idade e das
probabilidades de sobrevivéncia. Como uma populagio que apresenta uma estrutura etéria
pode atingir a estabilidade, isto &, a freqiiéncia relativa de individuos em cada faixa etéria
n3o e altera, encontrou-se o vetor de distribuigio etéria est4vel da populagio. Propfs-se
também, uma mudanga do sistema de coordenadas de modo a facilitar os calculos.

A segunda parte deste trabalko tem como objetivo verificar a eficiéncia do Modelo
Penna de envelhescimento biolégico, para simular o crescimento populacional de pulgdes.
Para isso, simmlou-se 0 crescimento populacional da espécie Aphis gossypii em condigbes
de laboratério e de campo. Tratou-se a dinimica de uma finica populagiio, com estrutura
etéria, considerando que as razdes de crescimento e morte dos individuos dependem do
tamanbo da populacio a qual eles pertencem. Os resultados sugerem que as simulagbes
computacionais podem servir como instrumento para a compreensio da dinimica de
populagbes, visando o estabelecimento de estratégias de controle biol6gico.

Esta segunda parte do trabalho est4 organizada da seguinte forma: inicialmente
descreve-se a versio assexuada do Modelo Penna; nos itens 0.14 a 0.17 apresenta-se
o modelo para crescimento populacional do pulgio Aphis gossypii e seus resultados e,
posteriormente, as conclustes das simulagbes.

Cabe considerar que, nesta dissertagio, nio se trabalha com modelos designados
para predizer o futuro, tais como modelos de séries temporais.



PROCESSOS DE
NASCIMENTO E MORTE

Neste ftem & apresentado um estudo de dinimica de populagbes, partindo do
processo mais simples, 0 processo de nascimento puro. Encontron-se a distribuigio de
probabilidades do tamanho da populaggo, fitil para estimar sen tamanho futuro € para
o calculo da esperanca e variinda. A seguir, considerou-se © processo oposto, no qual
n3o exista nascimento, apenas morte e, assim, a populagio decrescerd até a extingio,
cujo tempo esperado pode ser calculado. Mas, como o interesse deste trabalho é com
populacbes nas quais existam nascimentos e mortes, analisou-se o processo de nascimento
€ morte simples, no qual esses eventos nio sio mutuamente exclusives. Para tanto,
mmiu-seqneapmbabﬂidadeh(ﬁyidualdenwﬁmmnoonmmteéhdepmdmda
idade e do tamanho da populacio e que todos os individnos s3o capazes de reproduzir,
Finalmente, anafisaram-se as possibilidades de extingéio de uma populagio de uma 6inica

espécie governada por um processo de nascimento e morte simples.
0.1 Processo de nascimento puro

Nesta secio consideraram-se individuos de nma mesma populagéo de uma finica
espécie. Considerou-se ainda, que estes individuos n3o exercem influéncia uns sobre os
outros e se reproduzem com a mesma razip. Além disso, o Gnico evento considerado em
um dado intervalo de tempo é o nascimento, isto €, n3o existem mortes. Estas afirmacbes
8o vilidas em vm curto intervalo de tempo, para populaghes de individuos unicelulares



que reproduzem-se por divisio [Pielou, 1977].

Inicialmente, foi analisado 0 modelo mais simples de crescimento populacional,
o qual considera que a taxa de crescimento & diretamente proporcional ao tamanho N
da populagio no tempo 2, isto 6, “—Né’l = AN(t), sendo ) a razio de crescimento por
individuo.

A solugio deterministica desta equagio , N(t) = ne*!, sendo n = N(0) o tamanho
inicial da populagio, mostra um crescimento exponencial da populagdo, ou sgja, um
crescimento ilimitado, o que nio ocorre na natureza [Boyce & Diprima, 1977]. Portanto,
faz-se necessario analisar o processo estocastico, isto 6, 0 individuo pode ou n3o reproduzir,
ou seja, existe uma probabilidade de reprodugfio.

Para isto considere-se que, em gualquer intervalo de tempo At, a probabilidade
de ocorrer uma reproducio é AAL -+ 8(At), sendo 8(At), um termo de menor ordem de
magnitude que At.

Assim, em uma populagio de tamanho N, a probabilidade de ocorrer um
nascimento & ANAL +6(At) e, portanto, a probabilidade, Py (f + At), de que a populagio
possua tamanho N no tempo £4At ¢ a probabilidade, Py (), de que ela possua tamanho
N — 1 no tempo £ e um individuo reproduza em At mais a probabiidade, Pn(t), de que
ela possna tamanho N no tempo i e n3o ocorra nascimento em At.

Logo,
Pr(t+ At) = Pu_1()M(N = 1)At + Pu(t)(1 — AN AL)
e, porianto,
Pu(t+ iti =PV _ \(N = 1)Pyo1(t) - ANPu{2).
Considerando o limite desse quociente quando A? aproximarse de zero, obtém-se
L‘%_(Q = A(N = 1)Py-1(t) — ANPn(2). ©.1)

A seguir serd calculada a distribuigio de probabilidade do tamanho da populagio
1o tempo ¢ e, para isso, deve-se lembrar gque N(0) = n e obsevar que P,-1(0) = 0, pois

n3o hé mortes.



Assim, considerando N = n em um tempo ¢ qualquer e vesolvendo a equagio
diferencial (0.1), encontra-se a probabilidade, em fangio do tempo, Pa(t) = e, de que
nip ocorra reproducio durante o tempo L. Serd provado, por indugdo, que

Pn(t) = ( ’;’ :11 ) (€)1~ )N, (0.2)
sendo Pn(t) uma fungio de N.
Considerando N = n na equagio (0.2), tem-se que Pa(t) = €™, como j§
mostrado antericrmente. Ent3o, esta equagio é vilida para N =n.
Considerando N = k > n, tem-se que
Pi(t + At) = P_1{t) (k- 1)At + Pi(t)(1 — MkAL),
de onde segue que
i’%ﬂ = Mk — 1)Pas(t) — AKPi(8).
Portanto,
dP(t) + MkcPi(t)dt = Mk — 1) Py (2)dt.
Multiplicando ambos os lados desta equagio por ¢*** ¢ integrando por partes,
obtém-se que
A =e™ / ME — 1) P (8)dt.
Suponha-se, por hipétese, que a equagio (0.2) seja valida para N = k> n, ou
seim, Pu) = (7} ) €)1 - ). Buti,
e\ / Ak~ 1) P (t)dt = ( ﬁ:i ) (e ™)1 - e M), (0.3)
Mostra-se que a equacio (0.2) & vilidapara N=k+ 1, isto ¢,
P =( 5 Y- ey,
Para tal, seja

Prya(t+ At) = Pu()2kAL + Puya (D1 — MK + 1)A],

de onde segue que

dﬂ;;(‘) = AkPi(2) = A(k + 1) Pasa(8).



dPep1(8) + Mk + 1) Pesr(t)dt = MkPe(t)dt.

Multipicando-se ambos os lados da equagio acima por e**+")* ¢ integrando por
partes obtém-se
Pupa(t) =40 [0 ).

Assim, de acordo com a equagio (0.3),
Pa®=( 5 ) Jemaa -y,
Dessa forma, pelo Principio de Indugéo, tem-se
COR G [ B (0.4)

que ¢ a distribuigiio de probabilidade do tamanho da populagio no tempo ¢.

A partir da equagio (0.4) pode-se encontrar 0 tamanho esperado da populagio
1o tempo ¢, Eng)(J) = ne™, sendo J a varisvel aleatéria que representa o tamanko da
populagio.

Tem-se que

Y P

5=1
o .-—l .
= Zj( J~l )e—hnt(l_e—lt)r-a
=o\"
s~ f i1 2t
= e_AMZj(n—l )(l-e’ )j_”.
i=1
Fazendo j — n = k, desde que 56 ha valores nio nulos para j > n, segue que

Broll = e Saen (K12 Ja-ey
= B—A"‘i(k-l- )Q_'i_'_?__l__(l__e-,\t)k

-1

Engldl

-—Amz (k'l'ﬂ) e'”)".

Assim,
Ewold] =ne 30 ( FE1® ) a- e (©3)
k=D



Para concluir, mmz( kin )(1-5“)* =(e™)~"*. Com este
propésito, obsa‘va—eeqneasénegeoméuu:adera:ao 1 — p, cujo primeiro termo € 1, ¢
dada por £ =31~ 7). Logo, [Z(: -p)"] =p~**"). Desse modo, basta provar
que =

[g(l—p) ]Ml i(‘””)(l "

Sera provado por indughio. Fazendo n = 0, tem-se
S(*1)a-pr=Fa-nt
k=0 &=0
Supondo-se que a igualdade seja verdadeira para n = z, isto 6,
S (4 )a-n=[Re-a"
Assim, para n = z+ 1, tem-se
[gﬂ(l _ p)k] z42
. [f:a-p)"]m [f:a o]
- [;("”)u o[+ a-pra-p2 ]
= >(*17)a-»r +2("+’)a —
+ Z(k"'t)(l .

° )+(1-—p)§o( k’,t' )+(1-—p)’§( K= )+

8 ]

I

N

Entéo,
[i(l _ p)k] z42
k=0
(3 saa(-17) e (1)
+ (1-p)3( =+ )+
= g(x+:+l )(1~p)".

8
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‘3 odway ou oedemdod ep oyuewey 0p eRUYHEA € vrde epeMOEs gRg
‘syenS ogs conSpUTUEGAP 0553203d ou 0yrpasd ogSemded ep oyuewrey 0 9
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Inicialmente calcula-se En(g)[f].

- -]
Enol? = Y i°PiY)
=1

=~ af i-1Y\ - At
—_ ZJZ(’J.-_I )e M(l_e At)) 15-
=1
Fazendo j ~— n = k obtém-s0
= k - -
Ewol®) =3+ ( FE2T1 Yo — ey
&=0
e usando propriedades dos nfimeros binomiais tem-se
o0
N 2f E+n~1\ _ant YN
Enl?] = go(kn)( iy )e (1-e™)

— i(k +n)? (:‘ '(f' n—-..l ;!)! ~ant() _ g M)k

= Tt - oy

= Zn(k +n) (k + ") —an(l —M)
= E(lm +n?%) ( k ;: " ) e (1 -
k=0

- El(t1)emasey

+ n’( En ) e -e“’“)"]

- B (1o
k=0

v [E(H Yumer).

Substituindo a equagio (0.6) na equacio anterior, tem-se que

+

Enwld®]
00
- M—Am[z k( k+n ) - e—u]k] e B
ne—3" n+1 kE+n41 et 2
B (Fr a0

—Ant k. (kt+n+il)kt+n), M 2
ne (n+l)[§k+ ) 1-— )| +n?e

i

n4+1 kE—-DYn+I10 °
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ne > (n + 1)

it

E+n ) e-M)k] +neM
( k+:+l ) ( kt+n )](1 —M)k]

k+1’:+l )(l_e—»)k

+ nieM

= ne ™ (n+1) E

(3
= ne™(n+1) ;[
(

E+n ..,\g 2 At
- 1-—- +
E ( M ) (1-¢ ] n'e
-An!( t ])Ke—kt)—a—Q (B—At)—n—ll : n:!eM

= a(n+1)e® — n{n+1)e* 4 n?eM

= ne"‘[(n+1)e“-(n+1)+n].

Portanto,
En(g)[.]n] = 11(7! + l)eZM - ne,\g.
Assim, acabou-se de verificar que
Varygld] = nin+1)e* —ne* — (ne)?
n2e™ 4 ne?t — et — nle?M

= ne(e-1).

Observe-se que a varincia anmenta com o tempo, 0 gque mosira que as predigdes
seriio cada vez menos precisas 4 medida que o tempo aumenia.

Seja X uma varifivel aleatfria discreta com distribuicio Binomial Negativa,
£ = (71271 ) 5o Toafe) oondo 0 < p < 1 3 probablidade do sucesso
g = 1 — p a probabilidade do fracasso, r o nfimero de sucessos, z 0 ntmero de fracassos
até se obter o r-6simo sucesso € J(p, .){z) a fungio indicadora [Mood et al, 1974]. Esta
densidade também pode ser escrita como

s@=( "7 ) relen @ 0

11



Comparando-se as equagdes (0.7) e (0.4), tem-se
{N -1 =7r 4+ z - 1
1 = r
A solugio desse sistema 6 z = N —n e r = n. Substituindo esta solugio na
equagao (0.7), vem que
So(2) = I::: )p"q""‘-

Considerando p = e~ e substituindo na equagiio acima, tem-se
J(z) = I::ll ) e—*ﬂ(l - e_M)N-ﬂ = Pn(t).

Ent3o, Py(?) ¢ uma distribuigio Binomial Negativa. Assim, o tamanho esperado
da populagio e a sua varidncia podem ser calculados diretamente pela esperanga e pela
variancia da Binomial Negativa.

0.2 Processo de morte pura

Como o processo de nascimento puro n3o é muito natural, deve-se considerar o
Pprocessp oposto, no qual n3o exista nascimento, apenas morte. Este ¢ chamado processo
de morte pura.

Analogamente ao processo de nascimento puro, a probabilidade de ocorrer uma
morte em um intervalo de tempo At & pAtl + 6(At), seado 4 a razio de decréscimo
por individno e 6(At) um termo de ordem de magnitude menor que At. Assim, a
probabilidade, Pn(i + At), de que a populagio possua tamanho N num tempo ¢ + At
& a probabilidade, Py.1(t), de que ela possua tamanho N 4 1 no tempo ¢ e ocorra uma
morte em At mais a probabilidade, Pn(t), de que ela possua tamanko N no tempo ¢ e
ni0 ocorra morte em Al.

Logo,
Pu(t + At) = Pnja(t)p(N +1)At + Pu(t)(1 — uNAL)

e portanto,

Pn(t + At) — Py(t)
At

12



ANALPy 41 (8) 4+ pAtPy (L) + Pr(t) — pNALPN(2) — Pn(t)
At

BN + 1)Pnya(t) — pNPx(t).

Considerando o limite desse guociente quando At aproxima-se de zero, obtemos
a taxa na qual a populacio diminui, dada por

PN  W(N + 1)Prss () - NPw ().

De modo anilogo a0 que i feito no processo de nascimento puro, obtém-se a
probabilidade, Pw({t), de que a populagio possua tamanho N no tempo ¢, dada por

Pu(t) = ( 1’; )e-““‘(e“ —1)~ ¥,

Fazendo N = n = 1 na equagio anterior, enconira-se a probabilidade de um
individuo sobreviver no tempo t, a qual ¢ Py(f) = ¢**. Portacto, a probabilidade de um
individuo morrer antes de £ & 1~ ™.

A presenca ou auséncia de um individno no tempo ¢ pode ser visto como o
resultado de uma Bernoulli com probabilidade de sucesso e ** e probabilidade de fracasso
1- e~ **. Considerando que 0 nfimeso de individuos & n, tém-se n resultados de Bernoulli
Dessa forma, Py (t) ¢ uma distribuigio Binomial. Logo, o tamanho esperado da populagio
no tempo £ e a varifincia do mesmo em t podem ser calculados diretamente da esperanga
e da varifincia da Binomial. Desta forma, Exlt] = ne ™" e Vary)[t] = ne #*(1-e~**)
Mood et al, 1974).

Como neste processo nSo existem nascimentos, apenss mortes, a populagio
entrars em extingio e o tempo até a extingio pode ser calculado. Para isso, considera-se
T a varifivel aleatdria do tempo para a primeira morte em uma populagio de tamanho
k. Assim, a probabilidade de que a primeira morte ocorra até o tempo ¢, P[Ti < ¢], 6 1
menos a probabilidade de que o tempo para a primeira morte seja maior que £, ou seja, 1
menos a probabilidade da populagio ter o mesmo tamanho em t. Matematicamente,

PITi <t]=1-P[Tx > t] =1—-e#*.

13



A fungio densidade do tempo para a primeira morte, fr(t), &
Jr() = S(PITL S ) = 31— ) = ke,

O tempo esperado para a primeira morte €

[ tietvar= [ pbean

D (Y

; —pkt

[ ]

Resolvendo a integral acima por partes, obtém-se

i

ElTy])

E] = lim —te"'“—-l—e-"“‘::b
* b vk =0
[ . —b 1 1
- [ ()] &
-b 1
= o ()] 4
= -lim -1 ) +—l-
_b—-oeo M ﬂk
Assim,
1
EITkl-;;k'- (08)

Apés a primeira morte, a populagio tem tamanho k— 1 e 0 tempo esperado para
a préxima morte &

E[Thaa] = f3° tfn,_, (8)dt = f5° tp(k — 1)e™#*=Dtgy,

Integrando por partes a equagio acima, obtém-se

E{n_xl=,~;(7,;3:ﬁ-

Entéo, o tempo esperado para que toda a populagio seja extinta, isto €, para
que ocorramn k mortes independentes, € a soma dos tempos esperados para cada morte.
Portanto,

k k 1
S EnI=3Y —

=1 j=1 7
Umprocessodemwtepimww:e. ;mexmnplo,qnandoomeioamﬁmdenma
populagio isolada é alterado por poluigio, de modo que torna-se impossivel a reprodugdo.
Isto, considerando que a razio de morte dos individuos independe da idade dos mesmos,
& o que ocorre para varias espécies de péssaros [Pielou, 1977].

14



0.3 Processo de nascimento e morte simples

Nos processos descritos anteriormente, nascimento e morte s3o eventos
exclusives. Porém, interessa trabathar com um modelo mais real no gual ocorram ambos,
nascimentos e mortes. Assim, considere-se uma populagio de mma finica espécie em
que ocorram nascimento € morte; considere-se ainda, que a probabilidade individual de
nascimento ou morte independe da idade do individuo e do tamanho da populacio & qual
ele pertence e também que todos os individuos sio capazes de reproduszir.

Seja A a razio de nascimento por individuo e p a raziio de morte por individuo.
O tamanho determintstico, N, da populagio em um tempo ¢, & dado por Ne = ne{*~#),
sendo n 0 tamanho inicial da populagio. Como este processo considera gue sempre ocoITa
reprodusio on morte, analisa-ge 0 processo estocsstico. Para tanto, seja NAAL -+ 0(At)
a probabdilidade de ocorrer um nascimento e NuAt + §(At) a probabilidade de ocorrer
uma morte, em wna populagio de tamanko N duraunte um intervalo de tempo At, sendo
0(At) um termo de menor crdem de magnitude que Af. Considerando desprezfvel a
probabilidade de que mais de um evento ocorra, a probabilidade P (t+ At) da populagio
ter tamanho N no tempo i + At & a probabilidade, Py-1(t), de gue a populagio tenbha
tamanho N — 1 no tempo ¢ e ocorra um nascimento, mais a probabilidade, Px(t), de que
a popnlagio tenha tamanho N no tempo ¢ e nio ocorra morte ou nastimento, mais a
probabilidade, Py.i(t), de que a popnlagio tenha tamanho N 4 1 no tempo ¢ e ocorra
uma morte.
Assim,
Pr(t + At)

= Pn-1{t)(N — 1)AAt + Pn(t)(1 = NAAL — NpAt) + Pv i (DpAt(N +1)
e disto segre, como 34 feito anteriormente,

dP__%__(t) = —N(A+ p)Pn(t) + M(N — 1)Pn_1(t) + p(N + 1)Pnia(2).

15



O tamanho esperado da populagio, em £, §
EnglJ] =Y iP;(t)

3=1
e derivando a equagio acima obtém-se
dEnld] _ < .dPi(2)
at = g’ &t

= Y04 mP O + 3G ~ DPi-a () + ipl + )P (@)]
J=1

=AY [7Pi(®) + 5 Pi-a(t) — 5P (2))
=1

- # PP =3 Pra®) ~ iPin @)
=1

= xf:ﬂ(z)[—l? + (k+1)° = (k+1)]
&=0

- BY AR - (k- 1~ (k- D)
k=1

pois,
S 7P + 7Pica(t) = iPr-a ()
=1

=Pi(t) +(—4P:(t) + 4Pi(t) - 2P(Y))
+ (-9Ps(t) +9Px(t) - 3P(1)) +. ..

= (-P(8) +4A () - 2R ()

+ (—4P:(t) +9Px(t) — 3P:(2))

+ (-9A@®)+..)+...

= Py(t) +(—4Px(t) + 9P:(t) — 3Px(t))

+ (-9R(t)+..)+...

3 BOIF + (k1% = (+ 1))
k=0
Apalogamente,
SOIPPI0) ~ 7 Prs(t) = 3Py 0] = 3o kP, (09)

i=1 k=1
Entio,
dEnh|J]

% = ,\ip.(t)[—k’+k’+2k+x-k-1)]

k=0
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que tem como solugio

- niﬂ(t){k’-—k’+2k—l-—k+l)\
k=1

A[g kP,,(t)] - p[g kPk(t)]
(A—-ﬂ)gkﬂ(ﬂ

(A~ W) Englk]-

It

it

dE__z_E__f)[J] = (A - p)EnpylJ},

Engld] =ne® (0.10)

Observe-se que este valor coincide com o valor obtido no processo determinfstico.

Calculando agora En,)[J?] para obter-se a variincia do tamanho da populagio,

tem-se que

Enld®| =3 7Pie).

=1

Derivando-se a equagio anterior obtém-se

dEy@lJ?]

dt

i=1

_ § 24P
-

350+ P+ 3G = DPicalt) + i+ DB (0]

J=1

(- P+ G- P00 |
7 (3P0~ G+ P
- #P0+ P - 7P @)

P~ Pisa() = P )]
:P,-(t) (25"’ +,~)]
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ug [Poees - )

oo (. J o0
= A 2P +AY iR - s 2 Pt) +
=1 =1

=1

0= W 3P + O+ 1) 3P

=1 =1

I

2(A = w)Enyl %] + (A + p) EngylJ).

S P

=1

Multiplicando ambos os lados da equagio acima por >~ tem-se

dExglJ%)
dt

Sabe-se que Eyg[J] = ne*~#*, logo

+ 2 — A)E,m)[ﬁ]] N = (A4 )2 M By 1)

~apdEnewl? - -
e *’*————"gt’[ 4 20— NN By 7] = (o A -sheg2e—a,

Obeerve-se que o primeiro membro da equagiio acima cosrespende 4 derivada de

=By y1J%). Logo,

de® 1By 7%

= (n—2)t
5 = (A4 p)ne ,

e integrando segue que

1

P Byl = (A +pn P

'\e“""” +46
sendo ¢ uma constante. MultipEcando ambos os lados da equagio
Varneldl = Enwl7?] — (EngnylJ))?
por 2"~ e gubstituindo as equaches (0.10) e (0.11) vem que
ez“'"‘\nVarN(g)[J] = -——-—-—-—-e_’;(l::x) ALt PR
Em t =0, Varyg[J] =0, entio

n(p+d)

a2
c=n" + ppp

Substituindo a equagao {0.13) na equagio (0.12) tem-se

- A -
e A)'Vafzv(c)l-'] = -——-————-e-";(‘i: ) (e L ______nf\p-!-:)

18
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Portanto,

VarylJ] -"i;‘-_:—"-:—) (1 - e(n—m) 20—

n(;n + :) Jress (e(x—me - 1).

Observe-se que, para uma dada razfio de aumento A — p, as predigbes sobre o
tamanho future da populagzo serio menos precisas se nascimentos € mortes ocorrerem em
sucessbes mais ripidas do que se fossem apenas eventos ocasionais, pois a variAncia serd
maior quanto maior for o valor absoluto de A ¢ p.

0.4 A chance de extingido

Com base nos processos apresentados, ¢ importante analisar as possibilidades
que uma populagio tem de extingZo. Caomo o processo que mais se aproxima da realidade
€ o de nascimento e morte simples, sers analisada a probabilidade de extinggo de uma
populagio de femeas de uma tinica espécie governada por esse processo.

A probabilidade de uma populagio ter tamanho zero no tempo &, dado que
inicialmente ela tinha apenas um individuo, & [Pielou, 1977]

(A—p)t _
Po(tjn=1) = %3—3—_7)7:%,
ou seja, esta &€ a probabilidade de um individuo morrer.

Se a populagio tinha n individuos inicialmente, a probabilidade de extingdo total

() = [Po(tln=l)] :
desde que a morte de um individuo nZo depende da morte dos outros individuos, ou seja,

as mortes 530 eventos independentes. Assim,

(A—p)t n
pe -B

Considerando o limite de Pb(t) quando ¢ cresce infinitamente e analisando as
possibilidades A < p, A > p e A = 4, obtém-se a probabilidade de extingio total da
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populag3o. Assim, se A < g,

(A—p)t B
- — - He bl
‘hm %(‘) = ‘]_l'l'glc ———"-, ('\-")!‘P ] (0.14)
= 1

Isto significa que a populacéio certamente serd extinta, como j4 era esperado, pois
o niimero de nascimentos é menor que o de mortes.

Se A > p, a equagio (0.14) torna-se:
o= _ 1"
. pel g
[,‘_‘.‘; A=t — ,I]

_ [ n(A-u)e‘*""‘]n

i Pl

t—a0 A(A — p)e(r—p)t

- (e

Assim, existe possibilidade da populagiio ser extinta. Logo, sua existéncia nio
¢ garantida. Porém, a probabilidade de extingio torna-se menor quanto maior a razio
de nascimento A em relagio 3 razio de morte i € quanto maior o tamanho inicial n da
populagio.

Se A = g, considerandn A — p = r e expandindo 0 termo exponencial em séries.
Assim, a equagdo (0.14) torna-se

P

',;(1+rt+=§§3+...)-—p]"
tmo AI 4+ 5E+. ) —p
i [ Bt SE 4. ) ]"

Ty .
o A1+ + 55+ )~p

E, como r — 0, desde que a8 razjes de nascimento e morte sio ignais, segue que
- I "
‘]:’IEDR(‘) = Jm _).(1+rt)—p]
ot 1"
cl-i-’nnlo_r+,\rt

Il
.E.,

2 [wfm] =
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G o LT RN
de onde segue que a populacio certamente serd extinta.

Considerando um perfodo de tempo suficientemente grande, flutuaces
estochsticas no tamanho da populagéo resultario na extingio da mesma.
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CRESCIMENTO EM
FUNCAO DO TAMANHO DA
POPULAGAO

No item anterior considerou-se a probabifidade de nascimento ou morte,
independente do tamanho da populagio. Mas, como o crescimento de uma populagdo
¢ limitado pela escasses de recursos, considerou-se, neste item, que a probabitidade de nm
individuo reproduzir cu morrer depende do tamanho da populagiio a qual ele pertence.
Dessa forma tem-se a equagio logfstica de Verhulst-Pear] {Boyce & Diprima, 1977)

gft@' = N(t)lr — sN(t)},

sendo r e s positivos e N(t) o tamanho da populagio no tempo t.
A sclecio dessa equagio,
K

N(t)=l_-i-e'_"‘(—-‘f—;_—l‘-)'
sendo K = I o nivel de saturagio da populagio e n o tamanbo inicial da populagio,
fornece o tamanho da populacio no tempo ¢ em fungio de seu tamanho inicial e do
tamanho méximo que a populagio pode alcangar.

A seguir, considerou-se a forma estocsstica do crescimento populacional logistico,
encontraram-se sua densidade de probabilidade e sna esperanca.

Para finalizar, consideraran-se as possfveis fiutuagbes da populacio no estado de
equilfbrio, descrevendo a distribuigio do tamanho da populagio, sua esperanca e variancia.



0.5 Crescimento populacional logistico

No item anterior f0i considerada constante a probabilidade de um individuo
reproduzir 6u morrer, 0 que acontece apenas em populagbes muito pequenas, nas quals
n3p exista interferéncia entre seus membros. Em um meio ambiente restrito, o crescimento
populacional é limitado pela quantidade de recursos existentes e, quando a escassez desses
recursos impossibifita o crescimento populacional, diz-se que a populagio estd "saturada”,
ou seja, 0 meio ambiente nZo suporta um aGmero de individuos major do que o existente.

Aaﬁm,snponha—aeqnearaﬁokdea’wdmentopuimﬁvtdnoémfnnqﬁodo
tamanho N(t) da populagio em um tempo t. Dessa forma, uma extensio natural do
modelo de crescimento 2% = AN(1) &

20 - NOaN). (0.15)

Utna fungio muito utilizada para estes modelos & g(N(1)) = r — sN(t), sendor e 5
positives, pois, quando o tamanho da populagiio N(t) & pequeno, hs recursos suficientes, de
modo que a taxa de crescimento sers independente dos recursos e, assim, aproximadamente
proporcional ao tamanho da populagiio. A medida que a populagio aumenta hé escassez
de recursos e, portanto, g(N(t)) deve diminuir.

Tem-se assim, a equagio

O - Nt - N, (©16)

conhecida como equagio logistica de Verhulst-Pearl [Boyce & Diprima, 1977}

Devido & impurtincia da equagio logistica em dinamica de populagdes, serdo
dadas outras duas justificativas para a escolha da fangio g(N(2)).

thnéro,jnstiﬁm—seconsidaandorNamﬁopmdaldementodeuma
populagio de tamanho N, on seja, & ravio na qual a populagio deveria crescer se 08
recursos nio fossem limitados e os individuos nfio afetassem uns aos cutros, sendo r a razio
intrfnseca de anmento natural. Assume-se que a raxiio de crescimento é o produto desta
razio potencial pela proporgio do tamanho méximo que a populagio poders alcangar,

23



mas ainda nio alcangon, sendo K este nivel méximo. Bsta proporgio & dada por XY
Assim,
) N(t)(K =N (‘)) =N(t)[r— —I%N(t)].
A segunda justificativa ntliza o argumento de Lotka, que considera a razio
de crescimento, em qualquer momento, como fungio do tamanho da populacio neste
momento [Pielou, 1977}, isto &,

O - o).

Desenvolvendo a série de Taylor de g(N(t)) em torno do ponto zero obtém-se

) — oo+ () + N W)+ ... + N (B +...
sendo ¢; = 21%!9.1.
Se N=0), entiio ;‘%'lzo. Logo, co = 0 e a equagio acima torna-se
dN(t)

=aN{H)+aN@)+... +aN 1) +..

Considerando-se agora 242 = ¢, N(t), tem-se que {2 = 0 somente para N =0
e%m>0puaN¢ﬂ. Owerv&seque%f’-:qN(t)éaequaﬁomommode
nascimento e morte simples visto no item 1.

Considerando, ainda, (2 = ¢, N(t) +  N%(t) tem-se que Z5{& = 0 para N =0
eN:—‘i—L.Fhmdoq =7 e g = —3, tem-se a equagao logistica

dN(t)
dt

=rN(t) - sN*(t) = N{t)[r - sN(t)].

A solucio desta equagio & obtida escrevendo-a na forma de fragbes parciais,

dN(t) ., sdN(t)
N({t)  r—sN(t)

A seguir, integrando-se ambos os lados da equagio acima obtém-se

NEt)
r—sN@) = -

+ = rdt.

Observando que o tamanho inicial da populagio € m, isto em ¢ = 0, tem-se que

c= e assim

l’—'ﬁ

N(Y) ...B
r—sN({)  r—sn '
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de onde vem

(r — sn)N(t) = nre™ —nsN(t)e™.

nre™
MY = oD

3
Tmrtl-or
1+e"‘"({;—])'
Considerando K = Z, segue que

B K
N() = Ty (0.17)

Ohsa-ve-seque‘lggN(t)=K,qneéoniveldesatnraqﬁodapopnlaéo,oqnal
nio pode ser excedido devido &s limitagbes ambientais.

0.6 Crescimento populacional em tempo discreto

A equagio (0.17), obtida anteriormente, N(t) = ;;:,,-'%E‘__;_,.-;, expressa ©
tamanho N(t) da populagio no tempo t como fungio continua de t. Mas, hé casos em que
& conveniente expressar 0 tamanho da populagio no tempo £ - 1, em fungSo do tamanho
da populagio no tempo anterior . Assim, observando que X=2e ™™ = X2 tem-se
que

. S
14 EzRe-rt+D)
K
T+ ——-R;"e""e"

S S—
14 Kon—vt

N{t+1)

Ke
Ke™
e+ K;N 0)
Q
Ke"N(t)
(e~ 1)ND)+ K
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l+e"( b=(0] 1)

K
e (508)
A equacio {0.18) & 6til para predizer o tamanho de nma populagio em continuo
crescimento em vérios instantes discretos do tempo.

Portanto,

N(it+1)= (0.18)

Observe-se que, se nio existisse uma capacidade méxima do ambiente, ou seja,
um némero mé&ximo de individuos que o ambieote suporta, haveria um crescimento
exponencial, como mostra o limite abaixo

__€EN@)
1+S—,;-’1N(c)

A curva loghstica dada pela equagio (0.18) pode proportionar uma apraximagio
razobvel do crescimento de populagbes de espécies com curto perfodo de reprodugio
anual, cujos membros vivem por varios perfodos reprodutivos, se forem desconsideradas
as ondulagbes peribdicas devido a registros contfrmos do tamanho da populagio
[Pielou, 1977}

Jim N@+1)= € N(2).

Em populagbes com crescimento descontinuo, a equagio (0.18) pode ser um
modelo para 8 dependéncia de N(t + 1) em N(f), relatando a competicio entre o8
individuos. HA vérias espécies nas quais 0 crescimento populacional é descontimuo, Os
individuos dessas espécies reproduzem-se apenas uma vex durante toda a vida e morrem
antes do nascimento de seus descendentes [Pielou, 1977]. Assim, uma equagio contfnua
mtempo,wmoN(t)~m-g_—,.),n§oéapmpﬁadapamMOQGuimento
populacionnl dessas espécies.

Existemn outros modelos de equagies para crescimento populacional com
densidades dependentes gue podem ser encontrados em [Pielou, 1977)].
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0.7 Forma estocistica do crescimento populacional
logistico

A equaio (0.16),
E_"dt_(‘.) = N(®)[r - sN (1)),

nos garante que a razio de crescimento de uma populagio é fungio das razdes de
nascimento e morte, as quais sio funches do tamanho N da populagio. Denote-se por
MN) e px(N), as razies de nascimento e morte, respectivamente.

Como a capacidade do ambiente ¢ limitada, A deve diminuir ¢ » aumentar 3
medida que N aumenta. Dessa forma, pode-se considerar M(N) =a1-iN e
#{N) = az + b2N, sendo a1,a; > 0 e by, b; > 0. Portanto, da equagao (0.15) tem-se

PO = NOWW - wm)

N(t)l(ax — a2) - (br — &2)N]. (0.19)

Comparando-se as equagbes (0.19) e (0.16), observa-seque r = a1—az e 5 = by—b..
Observa-se ainda, que, para cada valor de r e s, existern vérias possibilidades para (a1,51)
e (a2, b2). Portanto, a curva logistica nio depende dos valores individuais de M(N) e u(N),
mas da diferenca entre eles.

Quando a populagio atinge o equilibrio, as razbes de nascimento e morte sio

a1 —hN =a2+4+ 0N
e, portanto,

Isto significa que o equilfbrio ¢ atingido no nivel de saturagio da populacio.

Foi mostrada, até aqui, a forma determinfstica do crescimento logistico. Cabe,
agora, considerar a forma estocéstica.

O evento de interesse ¢ uma sequéncia de nascimentos e mortes. Em cada instante

t existern dois eventos possiveis: nascimento, no gual o tamanho da populagio aumenta
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de N para N + 1, ou morte, no qual o tamanho da populagio dimingi de N para N — 1.
Pode-se calcular a probabilidade desses eventos, conkecendo-se as constantes a1, a3, by,
b2. A probabilidade de ocorrer um nascimento é diretamente proporcional & razéo de
nascimento A(N) e ao tamanho N da populagio. Assim,

P(N — N +1) « NA(N) = N(a; — biN) = a1 N — 5, N2,

Aralogamente, a probabilidade de ocorrer uma morte & diretamente proporcional
a razio de morte p{N) e ao tamanho N da populagio.

P(N — N —1) x Np{N) = N(az + 52N) = a3N + b>N2.

Desde que nascimento e morte sio eventos disjuntos € que pode ocotrer ou um

nascimento ou uma morte, tem-se

aN - b N? aN - N?
P(N-N+1)= N(;(N)+#(N-)7 = (@ +02;N— & —52)N?
e
P(N—;N—]): agN-}-szz - 02N+52N2

NOM) +p(N)) ~ (o1 +a2)N - (b - 02)N?’
A probabilidade de um evento em um intervalo de tempo de comprimento At,

quando a populagio possui tamanho N, ¢ N[A(N) -+ p(N)|At + 6(Af) ou {(a1 +a2)N -
(b1 — b2)N?]At + 6(At) = EnAt + §(At), sendo &n a razio na gual o evento ocorre na
populagao e 0{At) um termo de menor ordem de magnitude que At.

Assumin-se que a probabilidade de reprodugio ou morte de cada individuo
¢ independente da idade e, assim, desde que a populagio permaneca com tamanho
N, a probabilidade de um evento em qualquer intervalo de tempo & independente da
probabilidade em um intervalo menor. Entiio, Po(14A2) = Po(t)Po(At) = (1-EnAt)Po(t),
sendo Po(f) a probabilidade de que nenhnm evento ocorra em um intervalo de comprimento
¢. Logo,

Poft+ At)— Po(t) _
) = —£nPo(2).

Considerando o limite da equacio acima quando At aproxima-se de zero tem-se

dPo(t) —EnPolt)



e observando que P(0) = 1 obtém-se a solugio
Po(t) = e,

a qual é a probabilidade de que no tempo £ nenhum evento tenha ocorrido.
A densidade de probabilidade acummlada do tempo decorrido antes do préximo

gvento &

F(t) Pr<y

= 1-Pot)

—Ept
— l—eE",

sendo T o tempo para o préximo evento. Lembrando qoe a densidade de probabilidade
J(2) & a derivada da acunmlada F(t), segue que f(t) = Ene SN
E o tempo esperado para o préximo evento em uma populagio de tamanho N €
Y b - —ent
B = [ o= [ e,
¢ usando integragao por partes, obtém-se
-1 1
E[ll = -é-e-;,-‘-(t-l‘z;)

L
N

0.8 Flutuagoes estocasticas no equilibrio

Considerando o processo estocistico dessa forma de crescimento populacional
continno, a populagio deveri atingir um estado estacionirio no qual seu tamanho
permanega ap redor do equilibrio assint6iico.  Este estado estaciondrio nio £
necessariamente o tiltimo, pois a populagio pode vir a se extinguir. Assume-se que nio
exista imigracio. Assim, se a populagio se extinguir, nio & posstvel retomé-la. Porém, a
probabilidade de extingio pode ser muito pequena.
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O tamanho da populagio no equilibrio é uma varivel aleatéria, cuja distribuigio
serd encontrada. Quando o equittbrio ¢ atingido, a probabilidade de ocorrer uma marte
quando a populacio possui tamanho N, € igual 3 probabilidade de ocorrer um nascimento
quando a populagio possui tamanho N — 1. Assim,

Np(N)P(N) = (N - 1)MN - 1)P(N -1),

o que implica em

P(N) = ﬂi}-;%—n’!‘—llp(zv— 1).

A equagio deterministica (0.16), 22 = N(t)[r ~ sN(t)], pode ser substitufda

pela equagdo estocdstica
dN = (rN — sN?)dt + dz,
em que dz representa a possibilidade de flutuagio {Pielon, 1977,

Em qualquer intervalo de tempo pequeno Af, o tamanho da populagio pode
ser deslocado do equilfbrio ou pela ocorréncia de uma finica morte, com probabilidade
Np(N)At +6(At), sendo 6(At) um termo de menor ordem de magnitude que At, ou pela
ocorrénca de um finico nascimento, com probabilidade NA(N)At + 6(At). Estas s3o as
possibilidades de um deslocamento A: de magpitude -1 e 41, respectivamente.

Quando a populagio atinge o equilfbrio, sabe-se que A(N) = p(N). Dessa forma,

]

ElAZ] (-1)Np(N)At + (1))NX(N)At

= —Np(N)At+ Np(N)At

= 0.

Considerando o limite Az aproximando-se de zero, segue que E(dz) = 0. Com
relagio 3 varidncia tem-ge
VarlAz] = (-1)’Nu(N)At+ (1)2NA(N)At
= Np(N)At+ NA(N)At

NA(N) +p(N)AL.
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Considerando o fimite de Az aproximando-se de zero,

Var|dz] = NIA(N) + p(N)]dt = [(a1 + a2)N ~ (b1 — b2)N?de.
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A DISTRIBUICAO ETARIA
ESTAVEL

Nos itens anteriores, considerou-se que as razdes de nascimento e morte eram
independentes da idade do individuo € que a distribuicio et4ria da populagio no se
alterava. Neste item, serd considerado que as chances de um individuo reproduzir ou
morrer sio fungbes de sua idade, porém, estas chances ndo sdo afetadas pelo tamanho da
populagio. Obtém-se a distribuigio etéria da populagio em wm tempo ¢ a partir de sua
distribuicio etéria inicial (ver segio 0.11) e, para isto, utilizamos uma transformacio do
sistema de coordenadas.

0.9 A matriz de projecao

Dada a distribuicio etéria de um populagiio num tempo ¢, considerado o tempo
inicial, desejo-se conhecer a distribuigio etéria dos sobreviventes e descendentes desta
populagao em sucessivos intervalos de tempo, estando os individuos sujeitos a razdes
de fertiidade e mortalidade. Assumese que, em nm intervalo de tempo, estas razoes
permanecem constantes. Consideram-se apenas as fémeas e, ainda, que o8 intervalos de
idade possuem o mesmo comprimento dos intervalos de tempo.

O processo de contar as fémeas de uma populagiio para obterse a distribuigio
etéiria no tempo ¢ pode ser expresso na forma de m + 1 equagbes lineares, uma para cada
intervalo de idade, sendo que a dasse m+1 possui os individuos mais velhos e corresponde
ao Gitimo grupo de idade.



Seja 11 0 nfimero de fimeas vivas no intervalo de idade z para z+ 1 no tempo ¢;
P. a probabilidade de que uma fémea, no intervalo de idade [z, z + 1] em ¢, sobreviva a0
préximo intervalo de idade [z + 1,z + 2] no tempo ¢ + 1 e F; o nfimero de fithas nascidas

no intervalo [t,£ + 1] de uma fimea que sobreviven ao intervalo de idade [x,z + 1] em ¢,
sendo que essas filhas sobreviveriio ao grupo de idade [0,1] em 2 4 1.
Dessa forma, Prng = ney041 0 ZF’”" = ng,e+1. Considerando ¢ = 0 tem-se
z=0
Z Faneo = moy
=0
Pongpo = m
Pmo = m
Prc1Bm-10 = Bm,a-
Matricialmente,
Fo F B - Fna Fn noo no1
P 0 O --- 0 0 n10 n11
o A 0 -. 0 0 na2o nn
6 0 A -.. 0 0 nao =1 n3n
6 0 o -- P,.:..; 0 om0 NBmi1

A matriz de ooefidentes é conhecida como matrix de projecio e serd denotada
por M . A distribuigao etéria, em ¢ = D e em ¢ = 1, & dada pelos vetores coluna o €
n; respectivamente. Cada elemento de no e n; representa uma classe de idade diferente.
Assim, Mnp = n;.

Analogamente, Mn; = nz, Mnz = ng, ..., Mne—y = ne. Logo, ne = M'no,
sendo M* = MMM .. M, t vezes. Portanto, conhecendo-se o vetor de distribnigio etria
em um tempo ¢ = 0 e a matriz de projegio obtém-se a distribuigio etiria da populagdo
em gualquer tempo ¢.

Como, em geral, as fémeas no sio reprodutivas até o final de suas vidas, alguns
F’s podem ser zero. O nfimero deles ¢ a posigio dependem da reprodutividade biol6gica
da espécie que se considera e do espago relativo das idades pré e pis reprodutiva. Se Fim
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€ zero, M ¢ singular, desde que |M| = 0, sendo |M| o determinante da matviz M, pois
a filtima eoluna de M terd todos os seus elementos nulos. Considerandoque z =k é 0
Gitimo grupo de idade no qual ocorre reprodugio, Fi € o litimo valor de F. nio nulo.

Assito, M pode ser escrita como
[/ A - By i 0 - 0 0]
PpB 0 --- 0 0 o .- 0 0
0o P - 0 0 0 .. 0 0
0 0 .-« P, 0 o .- 0 0
0 0 - 0 P 0 D D
0 0 - 0 O Pyy --- 0 O
K 0 0 0 - Puy 0]
e pode ser simetricamente particionada como
A DO
M= B cl

A submatriz B ¢ de ordem (m — k)x(k + 1); C ¢é quadrada de oxdem m — k e
seus finicos elementos nio nulos estio na subdiagonal abaixo da diagonal principal. No
canto superior diveito aparece 3 matriz nula de ordem (k + 1)x(m — k). A submatriz A
¢ quadrada de ordem & 4 1 & corresponde & parte da populagio em idade reprodutiva.
Assim,

Fo F1 coe Fk-l Fk
P 0 --- 0 1]
A= | . .
0
As poténcias de M s3o da forma

“"=[f(f;c) |

sendo A” e C7 poténcias de A e C, respectivamente ¢ f(ABC) uma fancio das matrizes
A, B,C [Leslie, 1945].

Repetidas pré-multiplicagies do vetar coluna nf = (oo n10 n02 - .. nxo)’, sendo
n o vetor transposto de no, por A, permitem predizer o crescimento futuro e a distribuicio
de idade futura desta parte reprodutiva da populagio. Entdo,

@ e
..
L

D s

Ang =n3, A’ngp = na,..., A'no = m
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Assim como existem projeches futuras existem projecbes passadas. Observe-se
que A ¢ ndo singular, pois |A] = (~1)**2(RPP,... Pe1F3) # 0, desde que 0 < P < 1
paratodo i =0,...,m —~ 1. Logo, A possui uma inversa A~? dada por [Lestie, 1945]

0 0 0 0 - 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
Al= . . . . .
0 0 0 0 0
1 —F .y - —Fr—
A Fr RF, B ‘&‘?'. P._;P:. -

Como ne = Ang_1, segue que ne—1 = A 'n,. Analogamente,
ne3=Ane,m3=An,...,mr=ATne

Porém, existe nm fimite para as projegbes retroativas, ao contrario do que acontece
com projegbes faturas. Repetidas pré-mmltiplicagdes por A~' podem gerar um vetor de
distribuicio etiria com elementos negativos, on seja, um nfimero negativo de individuos
em uma classe de idade. Como isso nio faz sentido, projegbes passadas podem ser feitas
abté o momento anteriar ao qual o vetor distribuig3o etéria torna-se negativo.

0.10 Cilculo dos elementos da matriz de projecao

Os dados bésicos para 08 quais os elementos da mairiz M podem ser calculados
encontram-se, normalmente, em uma tabela de vida e em uma tabela de idade com razoes
de fertilidade especificas [Leslie, 1945].

Sejam,
o I a proporgio de fimeas vivas no tempo 3 de um grupo original de fimeas, todas
nascidas simnitAneamente em ¢ = 0;
® m; o nfimero de fémeas vivas nascidas por unidade de tempo de uma mie com
idade no imtexvalo |z,z + 1];

o L. o nfimero de fémeas vivas no tempo ¢, com idade no intervalo [z,z + 1.



L==j;’“lzdz,[ldie,1945). Como P; & a probabilidade de que uma fmea
com idade no intervalo [z, z -+ 1] sobreviva ao intervalo de idade {x +1,z 4+ 2],

P, __ nfimero de fémeas vivas em [z 41,z + 2
* 7 nfimero de fomeas vivas em [z,z+ 1]

Portanto, P, = St

Para o cilculo de F,, consideram-se 5, f2meas vivas no grupo de idade [z,z + 1]
no tempo £, supondo-se que elas estio concentradas no ponto médio do intervalo, z + § e
assumindo que as mortes ocorram &0 redor do ponto médio do intervalo.

As filhas nascidas durante a primeira metade do intervalo, (0~ ), em um tempo
t terdo idade no intervalo (3 — 1) em ¢ + 1 & o nfimero delas que sobrevive até ¢+ 1 &

+1
el =m, f l.dz.
E

Durante a segunda metade do intervalo, (3 —1), o nfimero de filhas nascidas neste
intervalo e que sobrevivem até ¢+ 15 6

m,_,_‘}P,L:_,_} = mﬂ%Pz /:;g l.dz.
Desse modo, F; = m.L. + m,_,_%P;Lz_,_%.
0.11 A estabilidade

Uma populagio que apresenta uma distribuicio etéria pode, em determinado
momento, tornar-se estivel. Quando a populagio atinge a estabifidade a proporgio de
individuos em cada classe de idade é constante. Isto n3o significa que a populagio nfio
possa crescer ou diminuir, mas que a fregiiéncia relativa de individuos em cada grupo de
idade permanece constante. Assim, quando uma populagio governada por uma matriz de
projecio M ests estével, ney 1 = Amy, isto & Mn, = Any, sendo A um escalar.

As fémeas que ultrapassaram o perfodo reprodutive j& nio contribuem mais para
o crescimento da populagSo. Entio, considera-se apenas a parte da populagEo que ests em
idade reprodutiva e a parte que podera alcangar o perfodo reprodutivo. Como a matriz A



representa essa parte da populagio, estuda-se o crescimento da populagio considerando A
a matriz de projeg3o populacional. Desta forma, quando a populaggo atinge a estabilidade,

Any = Ang. (0.20)

O Tecrema de Perron Frobenius diz que uma matriz nZo negativa e irredutfvel
tem, pelo menos, um autovalor real positivo e que 0 maior destes autovalores possui
multiplicidade 1 e seu valor é 30 grande quanto o m6dulo de qualquer autovalor complexo
da matriz [Martignon]. Este antovalor ¢ chamado raix latente ou raiz Perron.

Considerando a matriz A, de (0.20) obtetm-se que {A — Af] = 0. Expandindo-se
o determinamte e denotando PoPi P ... Py por F,), tem-5e a equagio

M _Ed B -~ P yp AT — .= P Fe =0, (0.21)

A regra de Descartes diz que o nimero de mudangas de sinal na equagéo &
igual ap nimero mAximo possivel de rafzes positivas. Como a equagio (0.21) possui
apenas uma mudancs de sinal, de acordo com essa regra, ela possui apenas uma raiz
positiva que sers denotada por A;. Esta é a finica raiz que interessa, pois é a finica que
gerard um vetor estével de elementos reais positivos. Como a matriz A é quadrada, nio
singular, néio negativa e irredutivel, pelo Teorema de Perron Frobeniug, A1 € real positiva
de multiplicidade 1. Para obter 0 antovetor associado a ); resolve-se a equagio (0.20)

para A= X:,
B A B --- [y B nor nos
P 0 0 -.- 0 0 nie ni1e
o A O --. 0 0 na na
o 0 R o o nge | =M nae |
o 0 0 --- P, O Thit nje
ou seja,
Pornos = A

Pinge = Ainae

Bonp_y = Mnge.
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Considerando no = 1, tem-se
1
Fa Y
A

b

n = 1
Pg.
S
Logo, a distribuigdo etfiria estivel da populagio é proporcional a n..
Na seg3o a seguir serd feita uma transformagao de coordenadas de modo a facilitar
0s clculos numéricos.

0.12 'Transformagao do sistema de coordenadas

No sistema de coordenadas original trabalha-se com a matriz A. Ao passar
do sistema de coordenadas original para um novo sistema de coordenadas, 08 vetores de
distribuigio et4ria sofrem transformagbes lineares. Sendo H uma matrix n3o singular, n o
vetor de distribuicEo etéria no sistema original € v o vetor de distribuigio etéiria no novo
sistema,

n=H v (0.22)
Em geral, An, € cutro vetor ny, sendo n, e ny vetores de distribuicio et4ria
referidos no sistema de coerdenadas original [Lestie, 1945],

An, =ns. (0.23)

Substituindo-se a equagio {0.22) na equacio (0.23), tem-se AH v, = H 1,
sendo v, € v, vetores de distribuicio etiria referidos no novo sistema de coordenadas.
Logo, HAH 'y, = us.

Denotando HAH ™! por B, tem-se By, = v3, observando-se que B operando em
va € equivalente 3 A operando em n,.

Esta transformag3o ¢ conveniente para a realizagio dos cfilculos numéricos, pois
pode-se escother H de modo que B seja tio simples gquanto possivel.

Observe-se que as matrizes A e B tém a mesma equagio caracterfstica. De fato,

B-M = HAR'-aI
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= (HA-MHDA!

= H(A-M)H™,

e portanto,
|B=AI| = |H(A-ADH™|
|ENA - ATE

JA = Al

A seguir serd obtido o vetor de distribuigio etéria estdvel 1o novo sistema de
coordenadas.

Para isto, se

([ Pgyy O O .- 0 o o]

0o T&-n g 0 0 0

0 0 .e- 0’ 0 0
H= : s .. S I

0 D ... =2 g

P—-3) P

—1

0 6 0 --- D fﬁa__;} 0

|0 0 0 - O 0 1

entdo

Fp, PR Pyhh --- Pp-pyfr Pa-nh

1 0 0 0 0

0 1 0 - 1] 0

B=|p o 1 0 0

0 0 0 . 1 0

Da equacio (0.20) vem que
Bﬂu:)‘l’c
e, portanto,
|B-X|=0

Expandindo o determinante acima obtém-se

M R R - Py p AT - B R =0
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e observe-se que esta equagio & a mesma equagdo caracterfstica da matriz A, (ver equacio
{0.21)).

' Assim, A; & o finico autovalor real positivo da equagZo acima. Para encontrarmos
o autovetor associado a A, resolve-se a equagio By = Aoy,

F RFR Phyh --- Pu-pFe Pp-nFi vot

1 0 0 .- 0 0 D1t

0 0 - 0 0 vy

Bu = {9 1 - o 0 V3
0 -- i 0 Oxt

= Al”h

]
3
]
f H———— D e
brmne—————— D ¢t 0 ) b
|

£ 39888

ou seja,
vo: = A1vi
vie = Ao

k1,0 = MUk,
Obiém-se, assim, o vetor de distribuigio etéria estével no novo sistema de coordenadas,
A7
Akt
B O :

A
1

Para obterse o vetor estivel m mo sistema de coordenadas original basta
pré-multiplicarmos v por H~?, como nos mostra a equagio (0.22). Portanto,

SEPUEEE -1 T
2-1p, »
k2 P
A P(l) A
-1 1 3
m=H ‘v = : o -
Fo-y AP, o
1P(k—3) =)
M Pa-3) ,3‘1:
| Pa-n 1| 52

Um determinado valor de A\; e um dado vetor de distribuicio etfiria estsvel
n3o determinam uma finica matriz de projegio. Duas matrizes de projecio diferentes
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podem tex 0 mesmo \; e 0 mesmo vetor estavel. O valor das outras rafzes, as quais 830
diferentes, afeta o tempo necessério para que a populagio alcaunce a estabilidade. Pielon
[Pielon, 1977] afirma que a populagio governada pela matriz que possuir menor médalo
das rafzes complexas atingird a estabifidade mais rdpido que as outras.

0.13 Relacio entre a forma canbnica de B e o vetor
coluna L.m,

O processo anterior de mudar o sistema de coordenadas n#o ¢ dificll, porém 6
trabalboso e tedioso, principalmente se a matriz possuir uma ordem grande. A primeira
linbka da matriz B pode ser obtida de outra forma, por meio do vetor coluna L m,. Desde

Li
qllBP== z’l’

Lz Lz-H.

PPAP;...P = I L

L
o

e

L
i

5

+1
LO,

sendo Lo = [ Ldz.

O valor de F:, j4 calculado ma segio (0.10), referese 4 probabilidade do
sobrevivéncia durante a primeira unidade de vida e & morte de alguns adultes durante
o intervalo de tempo 0 — 1. Entfio, multiplicar F: por P,y € anslogo 3 formagdo da
coluna L:m..

Até entio, tratouse a dinAmica de populagbes analiticamente. Devido 3
dificuldade dos célculos nesta abordagem, a seguir serd tratada a dinimica populacional
por meio de simulagbes computacionais.
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O MODELO PENNA

Ha varios modelos utilizados para estudar a dinAmica de populacies. Entre eles
podem sex citados o modelo Charlesworth, o modelo Partridge-Barton € 0 Modelo Penna,
o0 qual serd utilizado nas simulagies. O modelo Charlesworth nZo é um modelo Bit-stringe
ndo utiliza as técnicas de Monte Carlo. Ele considera que os individuoe possuem um c6digo
genético dentro do nficleo de todas as suas cilulas e estas se dividem por mitoses que geram
duas ctlulas-filhas, es quais 550 a c6pia genética da célula-mée, isto niio considerando
possiveis mutaghes aleatérins. O modelo Partridge-Barton foi inicialmente introdurzido
para flustrar as tearias de envelbecimento. Para tal, utiliza as técnicas de Monte Carlo.
As primeiras simulaghes de Monie Carlo neste modelo foram feitas por Stauffer e Jan
[Bernardes, 1996). Neste primeiro estudo do modelo, nio eram consideradas as mutagbes
hereditsrias de uma geragfio para a seguinte. N@o é um modelo de Bit-siring, o que
dificulta sua implementacio. O Modelo Penna ¢ de Eicil e eficiente implementacio por ser
um modelo de Bil-String e serd descrito nesta segio.

O Modelo Penna [Penna, 1895], introduzido em 1995, utifiza as técnicas de
Monte Carlo [Oliveira,1991] para tratar diferentes aspectos referentes a0 envelhecimento
biologico. Este modelo ¢ baseado na teoria de actmulo de mutagbes, segundo a qual
o envelbecimento, processo de decréscimo das habilidades funcionais do individuo, &
uma consequéncia do balango entre 0 actimulo de mutagbes deletérias, isto & maléficas,
€ a selecio natural. Desde a sua introdugio, varios problemas relacionados A idade,
tals como a semescéncia catastréfica do salmio do Pacifico {Penna & Ofiveira, 1995,
Penna et al, 1995], o desaparecimento do bacalhau na Costa AtlAntica da América do
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Norte [Penna et al, 2002}, a longevidade das &rvores [Menezes et al, 1996], o rompimento
social dos lobos do Alasca [Feingold, 1986), as vantagens do sexo [Bernardes, 1996}, selegio
sexual [Martins & Penna, 1998), entire ontros, foram tratados utilizando este modelo.
Embora tenha sido idealizado para ficil e eficiente implementagio em computadores,
resultados analfticos j4 foram publicados [Pizza, 1997)].

Na versio assexuada do Moddo Penna, cada individuo de uma populagio
de tamanho N(t), sendo ¢ uma etapa temporal, & representado por uma palavra
computacional de 32 bits, a qual ¢ interpretada como o seu "genétipo”. Esta palavra
contém informacbes de quando o efeito de uma mutagio deletéria estard presente (bit
setado em 1) ou nio (bit setado em zero) durante a vida do individuo. E assumido que
cada bit corresponde a um "ano” do tempo de vida do individuo que podera sobwreviver,
no méiximo, até 31 anos ( em modelagem computacional a unidade temporal ¢ arbitriria,
dependendo da situagio que se deseja modelar). Assim, a idade € uma varidvel discreta que
varia de 0 a 31 anos. Se, na idade 1 da vida do individuo, o i-ésimo bit no "genétipo” for
l,demﬁmmefdzosdemmnmﬁndwmudeemtodoswmmmda
sua vida. Um individuo permanecera vivo enquanto o nGmero de mutagies deletérias até a
sua idade atual for menor que um Yimiar 7. As mutagbes s30 introduzidas aleatoriamente
por meio dos bits em algum lugar do "genétipo” o qual indica a idade a partir da qual o
individuo sofrer4 os efeitos da mutagso.

Quando o individuo atinge a idade minima de reprodugéo, RM, ele poderd
gerar B fithos com dada probabilidade a cada idade adicional, inclusive na idade
RM. O "genttipo” de cada filbo difere do "gen6tipo” do pai por M bils selecionados
aleatoriamente. Se um bit, dentre 08 M escolhidos, for zero no "genfitipo” do pai, ele
passars a ser 1 no "genStipo” do filho. Por outro lado, se for 1 no "genétipo” do pai,
ele permanecera 1 no "genbtipo® do filko. Desta forma, apenas mutagbes prejudiciais sio
consideradas.

Para manter o tamanhp populacional dentro dos limites de meméria
computacional, bem como para modelar as restriches ambientais, tais como espago e
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alimento, & inclufdo o fator de Verhulst. A cada etapa temporal £, a probabilidade do
individuo sobreviver & dada por

i) s gﬂ% (0.24)

sendo N(t) o tamanho da populagio no tempo ¢, € Nmae: a capacidade de carga do
ambiente, ou seja, o nfimero méaximo de individuos que o ambiente suporta devido as
restrigbes de espago e alimento. Esta equacio estd de acordo com a equagio (0.15), sendo
g(N@) =1— 2 — 1 20 Apés todos os individuos terem sido testados para
reprodugio e morte, uma etapa temporal ¢ concluida.

Assim, o processo evolutivo ocorre da seguinte forma: primeiro define-se o
tamanho inicial N(0) = n da populagio, sendo que inicialmente todos os individuos
podem apresentar "genfitipo Empo”, isto &, livre de mutagbes deletérias. Estes individuos
crescem e sobrevivem a cada intervalo de tempo com probabilidade P} dada pela equagio
(0.24). E feita uma contagem do nimero de mutagbes deletérias existentes no "genotipo”
do individuo até a idade em que ele se encontra, nio sendo contadas as mutagbes que
aparecerao em idades mais avangadas. Se este nfimero & igual ao nfimero miximo permitido
{T), o individuo morre; caso contrario, ele sobrevivera & proxima unidade de tempo. Se
a idade do individuo for maior o igual 4 idade minima de reprodugio (RM), ele gerars
B fiThos com dada probabilidade e o "genttipo” destes filhos €, na melhor hipGtese, igual
ao "gendtipo™ do pai. O "gen6tipe" do filho terd, no miximo, uma mutacio deletéria a
mais que 0 "genHtipo” de sen pai. Se o mdividuo sobreviver até as 31 unidades de idade
que correspondem 3 idade maxima estipulada no programa computacional, ele morrers na
préxima unidade de tempo e 0 processo continuard através das outras geragoes.

Resumindo, o0 Modelo Penna trabalha com o0s seguintes parametros:

® N(0) = n: tamanho inicial da populagio;
® Noms: capacidade de carga do ambiente;
# Mmtmero de mutaches;

o T: limite de mutagdes deletérias;



o RM: idade minima para reprodugio;
e B: nimero de fithos por individuo a cada reproduggo.

Penna assumiu mutagbes benéficas e maléficas na versio introdutéria do
modelo [Bernardes, 1996]). Nesta dissertagio, trabalhou-se com mutagies maléficas, pois
parece biologicamente mais natural, desde que mutaghes deletérias ocotyrem com maior
probabilidade que as mutagtes benéficas.

O Modelo Penna, altm de ser de ficil implementagio, é um modo eficiente de
simular dinimica de populagio com distribuigio etsria, desde que cada individuo pode
ser representado pelo seu "gen6tipo®. O modelo considera, além das mutacSes deletérias,
a pressio da selegio natural durante o processo evolutivo. Sinmlaghes com milhjes de
individuos podem ser feitas, as quais podem ser comparadas com tamanhos reais de
populagbes.
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SIMULACAOQO
COMPUTACIONAL DO
CRESCIMENTO
POPULACIONAL DE
PULGOES Aphis gossypii
Glover( Hemiptera:Aphididae)

Na segio 0.14 deste item, foram descritas as principais observages e resultados
obtidos por [Calvo & Fuentes, 1980, Carvalho et al, 2002, Cividanes & Souza, 2003,
Soglia et al, 2003, Sogha et al, 2002]. Nas secbes seguintes 530 apresentados 08 resultados
e discussoes das simulagbes em diferentes condicies de temperatura, precipitagio e
considerando diferentes tipos de crisintemos como planta hospedeira, utilizando, para
tanto, o0 Modelo Penna.

0.14 Efeito da temperatura e precipitacao sobre o
desenvolvimento populacional de pulgoes

Virios vegetais utilizados na nutrigio humana como fonte de vitaminas sofrem
ataques constantes de pragas. Estas pragas provocam debilidades e deformagbes das
plantas, alévn de serem transmissoras de viroses que podem ser fatais e prejudicar a



comercinfizacgio das mesmas.

Diversos estudos s3o feitos a fim de determinar as variagbes populacionals destas
pragas e, assim, estabelecer um controle biolégico das mesmas de modo a reduzir o uso
excessivo de tratameuntos fitossanitérios, favorecer a producio e a comercializacio das
plantas. Assim, a compreensio da dinimica de populagbes das pragas & muito importante
para a previsao de seus picos populacionais.

Em temperaturas tropicais, os pulgbes sio insetos assexuados que, além de
transmitirem infimeras viroses 4s plantas, atraem, devido a liberagio da seiva, formigas
e fungos sapréfitas que se proliferam e revestem toda a superficie foliar, prejudicando,
conseqiientemente, a sua comercializacio. HA uma correlagio positiva entre o nfimero de
pulgbes alados e a disseminagio de viroses [Calvo & Fuentes, 1980].

Diversos  trabalhos de laboratério  [Perng, 2002, Soglia et al, 2003,
Soglia et al, 2002], [Cividanes & Souza, 2003] e de campo ([Calvo & Fuentes, 1980,
Carvalho et al, 2002] j& foram feitos em diferentes regides para determinar as flutuages
populacionzis de pulgbes, tais como Mysus persicae, Aphis gossypii, entre outros, de
acordo com as variaghes climiticas e com o tipo de plamta hospedeira.

A partir destes estudos verificou-se que fatores climAticos, tais como
temperatura, precipitaciio, luminosidade, umidade relativa e velocidade do vento afetam o
desenvolvimento dos pulgbes, alterando a longevidade, a fecandidade (nfimero de fithos),
o perfodo reprodutivo e a migragio dos mesmos.

No periodo de novembro de 1997 a outubro de 1998 foi feito um levantamento
do nfimero de palgbes (afideos) alados em cultivos de diversas hortalicas, em uma
4rea experimental do Departamento de Agricultura da Universidade Federal de Lavras
(UFLA), Minas Gerais. Dados climéticos, como temperatura e precipitagio pluvial,
foram coletados durante o periodo de amostragem na estagdo climatolégica do campus
da UFLA. Diversas espécies de pulgio foram capturadas, dentre elas a espécie Aphis
gossypii [Carvalho et al, 2002].

Observou-se que os fatores climéiticos exerceram influéncia sobre a densidade
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populacional dos pulgbes capturados, principalmente a temperatura € a precipitagio.
Observou-se, ainda, que as precipitagbes pluviométricas Eimitam a multiphcagio dos
pulgdes [Carvalho et al, 2002). No verio, quando as temperaturas s30 mais altas,
esperava-se capturar um grande nfimero de afidecs alados, 0 gue niio ocorren, devido
&s elevadas precipitagbes. Assim, nessa regiio, em temperaturas mais elevadas as chavas
50 mais freqiientes, inibindo o crescimento populacional dos afideos alados, devido 3
dificuldade de migragio e ao acimulo de igua nes plantas hospedeiras. As maiores
incidéncias de afideos alados ocorreram no més de jutho, perfodo mais seco que o verdo. A
partir disso, concluiu-se que 08 perfodos mais secos faverecem o crescimento populacional
destes individuos [Carvalho et al, 2002, Sogha et al, 2003, Soglia et al, 2002).

O desenvolvimento populacional de pulgdes da espécie Aphis gossppii também
foi avaliado em condigies de laboratério [Soglia et al, 2003, Sogﬁﬁetal,zﬂozl. o
experimento foi condnzido no Laboratério de Biologia de Insetos do Departamento de
Entomologia da Universidade Federal de Lavras (UFLA). Os pulgbes foram mantidos
sob temperaturas constantes de 15°C, 20°C, 25°C e 30°C e ahimentados com folhag de
cultivares de trés tipos de crisintemos: Yellow Snowdon, White Reagan e Dark Splendid
Reagan. Para cada temperatura foram utilizados trés recipientes, sendo um para cada
cultivar de crisiAntemo destinado A criagio dos adultos. Observou-se que, a 25°C e a 30°C,
a duragio da fase imatura dos pulgdes foi menor e concluiu-se que estas temperaturas sio
as mais favoréveis ao desenvolvimento das fases imaturas de Aphis gossppii em relac3o as
condigbes experimentais. Os pulges apresentaram maior sobrevivéncia na fase imatura
quando mantidos na cultivar Yellow Snowdon. Segundo Soglia et al [Sogha et al, 2002], a
duragio média do tempo necessario para o pulgio atingir a fase adulta niio foi influenciada
pelas cultivares de crisintemos estudadas, porém, foi significativamente afetada pela
temperatura. Sob temperaturas de 15°C, 20°C, 25°C e 30°C, estes perfodos foram de
13,5;6,9; 5,6 e 5,0 dias, respectivamente.

O periodo reprodutivo das fimeas de Aphis gossypis decresceu com o aumento da
temperatura nas trés cultivares estudadas (Tabela 1).
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A fecundidade total das fimeas também foi afetada pela temperatura
[Soghia et al, 2003]. A mé&xima fecundidade di4ria foi obtida a 25°C, nas trés cultivares e as
menores fecundidades difirias foram observadas nas temperaturas de 15°C ¢ 30°C (Tabela
2). Observou-se uma diferenga significativa na fecundidade total das fmeas na cultivar
Yellow Snowdon em relagio as outras, obtendo-se nma maior produgso nesta cultivar.

A temperatera também exerceu influbncia significativa na longevidade das femeas
de Aphis gossypii, a qual decresceu com 0 aumento da temperatura (Tabela 3). A 25° C
¢ 30°C a longevidade foi significativamente menor. Os valores obtidos permitiram dizer
que, de certa forma, a longevidade também ¢ influenciada pela planta hospedeira.

AWMWWWW@&MOW
de Scott-Knott, ao nfvel de 5% de confianca, foram obtidas, por regressio, as equagoes

¥s) y = —0,1242,8-7,3 (0.25)
(WR) y = -1,02z+33,8 (0.26)
(DSR) y = —0,92+31,4 0.27)

para a duragio do periodo reprodutivo em fungio da temperatura;

(Ys) y = -0,022°+0,99z-8,24 (0.28)
(WR) y = -0,02z" 41,15z 10,48 (0.29)
(DSR) y = —0,032* 42,52z — 14,40 (0.30)

para a fecundidade em furgio da temperatura e

(YS) y = —-1z2+4+42,5 (0.31)
(WR) y = -1,97z+63,64 (0.32)
(DSR) y = ~1,92z+65,85 (0.33)

para 3 longevidade, em fungio da temperatura.

Nas seces seguintes serd apresentado ¢ modelo proposto para o crescimento
populacional de pulgSes da espécie Aphis gossypii, considerando diferentes hospedeiros
e fatores cimaticos, tais como temperatura e precipitagio.
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Cultivar 15°C 20°C 25°C 30°C
Yellow Snowdon 17,54+ 0,89 152+ 119 14,330,72 3,8+ 0,39
White Reagan 18,8+ 1,63 12,0+ 272 10,4+1,43 2,440,52
Dark S. Reagan 15,8+1,24 1624233 9,04+159 3,140,43

Tabela 1: Duragao, em dias (média I erro padréo), do perfodo reprodutivo
de fémeas de Aphis gossypii em funcio das temperaturas e das cultivares de
crisntemo [Soglia et al, 2002]

Cultivar 15°C 20°C 25°C 30°C
Yellow Snowdon 1,840,056 2,610,14 3,14+0,13 1,7+0,09
White Reagan  1,240,1 244043 2,840,18 1,510,19
Dark S. Reagan 1,240,069 2,340,19 3,640,18 1,440,19

Tabela 2: Fecundidade diaria (média + erro padrio) de femeas de Aphis
gossypii, em funcio das temperaturas e das cultivares de crisintemo
[Soglia et al, 2003]

Cultivar 15°C 20°C 25°C 30°C
Yellow Snowdon  27,9+2,13 21,8+192 18,040,73 12,541,04
White Reagan  40,8+4,46 14,9324 12542,13 8,7+2,13
Dark S. Reagan 38543,34 28,245,004 12,0::1,79 11,9+1,39

Tabela 3: Longevidade, em dias (média & erro padrdo), de fémeas de
Aphis gossypii, em fungio das temperaturas e das cultivares de crisintemo
[Soglia et al, 2003]



0.15 Simulacdo a diferentes temperaturas e
cultivares utilizando o0 Modelo Penna

Metodologia

Para simular a evolugio temporal de uma populagio de pulgdes da espécie
Aphis gossypii submetida a diferentes temperaturas e cultivares de crisintemo (Yellow
Snowdon, White Reagan e Dark S. Reagan), considerou-se, inicialmente, uma populagio
formada de n individuos assexuados cujos gen6tipos 830 representados por duas palavras
de 32 bits, una vez que a méxima longevidade observada experimentalmente para os
pulgoes excede a 31 dias. Neste caso, a méxima idade permitida para um individuo da
populagiio ¢ 63 dias. A estrutura de idade & inserida por meio do Modelo Penna, no qual
assame-se, além da idade minima (RM), uma idade méxima de reprodugio (RX). Para
cada temperatura e planta hospedeira, os pardmetros do modelo, tais como idades ménima
(RM) e maxima (RX) de reproducio e a fecundidade (B), deveriam ser obtidos a partir
das equagbes (0.25) a (0.33) das referéncias [Soglia et al, 2003, Sogha et al, 2002]. No
ertanto, nas equagdes {0.25), (0.27), (0.28), (0.30) do modelo aparecem valores negativos
para o perfodo reprodutivo e fecundidades muito acima daquelas previstas nas Tabelas 1
e 2. Observou-se que existe um erro nestas equagbes das referéocias {Soglia et al, 2003,
Soglia et al, 2002], uma vez que os valores obtidos nio vorrespondem aos valores tabeladoe.
Dessa forma, para 2s cultivares Yellow Snowdon (YS) e Dark S. Reagan (DSR), foram
ajustadas novas equagbes, a partir de valores médios dadas por

(YS) y = -0,082z> 42,852 7,35

(DSB) y = -0,9z+3,14

para a fecundidade. Nas Tabelas 4, 5 e 6, s3o apresentados os valores dos parAmetros do
modelo.

51



Parametros 15°C 20°C 25°C 30°C
Idade mfnima (RM) 13 7 6 5
Idade méxima (RX) 28 22 17 8

Fecundidade (B) 2 3 4 3

Tabela 4: Par&metros do Modelo Penna para a cultivar Yellow Snowdon, em
fungao das temperaturas

Partumetros 15°C 20°C 25°C 30°C
Idade mfnima (RM) 13 7 6 5
Idade méxima (RX) 30 19 13 7

Fecundidade (B) 2 4 5 6

Tabela 5: Parmetros do Modelo Penna para a cultivar White Reagan, em
fancao das temperaturas

Parametros 15°C 20°C 25°C  30°C

Idade mimima (RM) 13 7 6 &

Idade méxima (RX) 20 19 13 8
Fecundidede (8) 1 2 3 1

Tabela 6: Parametros do Modelo Penna para a cultivar Dark S. Reagan, em
funcéo das temperaturas
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Oz outros pardmetros do modelo, 0s quais independem da temperatura,
assumpiram, nas simulagbes, os seguintes valores:
o tamanko inicial da populagio: n» = 10000
o capacidade de carga: Nupwa: = 100000
s nfimero de mutaghes: M =1
o limite de mutacOes deletérias: T =1

Em cada simnlagio, fixado o valor de temperatura e definida a planta hospedeira,
todos os individuos da populagio, nmuma dada etapa temporal ¢, sio testados para
reprodugio e morte. Se a idade de um individuo for maior ou igoal a RM e menor ou igual
a RX, ele gera B filhos (assume-se uma probabilidade de 100% para a reprodugio). Ap6s
ser testado para reprodugio, o individuo que em sua idade atual possuir um nfimero de
mutages deletérias menor que o limiar T, sobrevivers com uma probabilidade dada pelo
fator de Verhusit. Caso o individuo sobreviva, sua idade é aumentada de uma unidade.

Apés todoe os individuos terem sido testados para reprodugio e morte, o tempo
¢ incrementado de uma unidade (um dia).

Uma quautidade de interesse em nossas simnlagbes é a taxa de sobrevivéncia,
definida, de acordo com a segio 0.10, como

Nyt
= 0.34
® Nz—-1,t-1 ( )

sendo ¢; a taxa de sobrevivéncia 3 idade z e nz ¢ {nz-1,¢—1) 0 nimero de individuos com
idade z (z — 1) no tempo £ (t - 1).
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Resultados e discussoes

Nos gréaficos da Figura 1, pode-se observar que, a 15°C, a populagio estabiliza em
um tamanho menor. AnmmmammpmiWCgpmme,para
25°C, a populagao estabiliza em tamanhos maiores. J4 a 30°C, observa-se que a populagio
diminui, exceto na cultivar White Reagan. Dessa forma, pode-se dizer que a temperatura
de 25°C & a mais favoravel a0 desenvolvimento populacional dos pulgbes, para as trés
cultivares, como 34 observado experimentalmente.

Como se pode observar nos graficos da Figura 2, o modelo proposto reproduz as
variagbes na longevidade em fungio da temperatura. Quando considerado o crisAatemo
White Reagan como planta hospedeira, o modelo reproduz ainda, exceto a 15°C,
longevidades dentro do intervalo obtido experimentalmente, o que nio ocore quando
consideradas as cultivares Yelow Snowdon e Dark S. Reagan. B possivel que os resultados
com as referidas cultivares tenham sido prejudicados por um ajuste de curvas nio
adequado. Ressaltamos que nesta simulag3o foi feita uma anslise quantitativa comparando
as longevidades obtidas com os intervalos experimentais dados em [Soglia et al, 2003].

A temperatura de 15°C, no caso da White Reagan e da Dark S. Reagan, as
longevidades obtidas experimentalmente para os pulgbes sio superiores 4 idade méxima de
reprodugio RX, situagiio esta n3o reproduzida pelo modelo. Isto pode ser explicado pelo
fato de que, 8o Modelo Penna (versio assexuada), os individnos sempre apresentam T—1
mutactes deletérias antes da idade minima de reprodugio, como observado na referfncia
[Ofiveira et al, 2004]. Dessa forma, o limite T para as mutagies deletérias resulia em
longevidades menores que as esperadas experimentalmente.

Na Figura 3, ¢ apresentado o grafico da longevidade em fong3o da temperatura,
considerando a cultivar White Reagan. Os dados foram ajustados pela equagio
y = 43,8 — 1,28z, sendo y a longevidade e z a temperatura.
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Figura 1: Tamanho populacional de pulgdes Aphis gossypii em temperaturas
de 15°C (preto), 20°C (vermelho), 25°C (verde) e 30°C (azul), alimentados
com diferentes crisintemos: Yelow Spowdon, White Reagan e Dark S.
Reagan. Simulaciio até 20.000 etapas temporais
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Figura 2: Sobrevivéncia de pulgdes Aphis gossypii, em temperaturas de
15°C {preto), 20°C (vermelho), 25°C (verde) e 30°C (azul), alimentados com
diferentes crisintemos: Yelow Snowdon, White Reagan e Dark S. Reagan.
Simmlacio até 20.000 etapas temporais
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Figura 3: Longevidade de pulgdes Aphis gossypii em relacao a cultivar White
Reagan, em fungdo da temperatura. A curva tracejada representa o ajuste
linear dos dados. Simulagio até 20.000 etapas temporais
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0.16 Simulacdo a diferentes temperaturas e
cultivares, utilizando o Modelo Penna
modificado

Metodologia

Na tentativa de solutionar a questiio da longevidade, adotou-s5e uma versio
diferente para o Modelo Penna, inspirada em alteragbes j4 propostas na referéncia
[Oliveira et al, 2004]. Na versio original do modelo existe um fator de morte aleatbrio
e dependente do tempo, conbecido como fator de Verhulst. Na versio proposta para o
modelo foi introduzido um novo fator de Verhulst, que depende do nfimero de mutagies
deletérias do individuo em sua idade atual [Oliveira et al, 2004], mut, dado por

= N8
Vi= Nmasfi(m"t)’

(0.35)
sendo fi(mut) = A, sendo m um parametro. Dessa forma, se um individuo nio
possui mutaghes deletérias acumnladas até a sna idade atual, ele poder§ morrer com uma
probabiidade dada pelo fator de Verhulst padrio ou por atingir a idade de 63 dias. Assim
serdp, nio mais existe um limite superior permitido para as mutagbes deletérias, tal como
ocorria na versio original do Modelo Penna. Nesta simulagSo, foram mantidos 03 mesmos
valores dos parimetros da simulagio auterior e adotop-se m = 1,06. Por questdes j&
levantadas, considerou-se apenas a cultivar White Reagan como planta hospedeira. Os
resultados obtidos com o Modelo Penna modificado s30 apresentados a seguir.

Resultados e discusstes
Como se pode observar no grafico da Figura 4, a questio da longevidade a
15°C foi praticamente resolvida. No entanto, para temperaturas maiores, as curvas de

sobrevivéncia estio muito longe do que se espera. A situacio requer, ent3o, uma analise
mais cuidadosa.
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Figura 4: Sobrevivéncia de pulgbes Aphis gossypii, em temperaturas de
15°C (preto), 20°C (vermelho), 25°C (verde) e 30°C (azul), alimentados
com crishntemo White Reagan. Simulagiio até 20.000 etapas temporais.
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0.17 Simulagdo computacional do crescimento
populacional de pulgdes Aphis gossypii Glover
(Hemiptera:  Aphididae), sob diferentes
temperaturas e precipitagoes pluviométricas

Metodologia
Para simular o crescimento populacional de pulgies Aphis gossppii em ambiente
natural, foram considerados os parimetros referentes A planta hospedeira Yellow Snowdon
e 0 Modelo Penna em sua versio usual, uma vez que esté-se imteressado apenas na
evolugio temporal da populagio. Os dados referentes & temperatura e 4 precipiiacio,
no perfodo de novembro de 1937 a outubro de 1988 na cidade de Lavras, sio apresentados
na Tabela 7. Uma ves que cada etapa temporal nessas simulacGes € medida em dias
[Caxvalko et al, 2002], considerou-se a precipitagio média disria em cada més.
Simulou-se a evolugio temporal da populagio de t = 0 a t = 360 dins. Os
valores de temperatura e precipitucio assumiram, em cada etapa temporal, 08 valores
apresentados na Tabela 7. Como a temperatura varia com o tempo, 03 pardmetros do
modelo dependentes da temperatura foram ajustados a partir dos dados experimentais
das referéncias [Soghia et al, 2003, Soglia et al, 2002}, pelas seguintes equagdes

BRM(0) = 106,5— 11,607 6 +0,446 6* —0,005733 6° {0.36)

RX(0) = 149 19,2330+ 0,92 6* — 0,014667 6° (0.37)

B(®) = -740,90-0,026° (0.38)
sendo 0 a temperatura.

Considerando que a precipitagin 6 um fator dimético que afeta a sobrevivéncia e o
desenvolvimento dos pulgbes, limitandp assim o crescimento populacional, acrescenton-se
ap modelo uma probabilidade de morte, devido & precipitagio (Figura 5), a qual foi
Mp&y=%~&%ﬂmﬂoyam&bﬁﬁaﬁed€m&ezam
média por dia.
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Figura 5: Probabilidade da populagao reduzir, em fungao da precipitagao.
Curva aproximada pela logistica y = -2-*—_&%;:—,;- —0,0013.

62



Resultados e discussoes

Des resultados obtidos (Fignra 6) observou-se uma correlagio negativa
(p = —0,437) entre a precipitagio pluviométrica e o nfimero de femeas, visto que a
precipitacio é um fator que rednz o crescimento populacional dos pulgbes. Entre a
temperatura € o nimero de fémeas, e entre a temperatura e a precipitagio, as correlagbes
obtidas foram p = —0,398 e p = 0, 707, respectivamente. Este resultado € razoével, visto
que, em Lavras, chove mais quando as temperaturas sao maiores.

No més de julko, obteve-se um aumento siguificativo do niimero de individuos em
relagiio acs meses anteriores, devido aos baixos valores da temperatura e da precipitagio.
No meés de agosto, o ntimero de individuos diminnin em relagio ao més de julho, pois
a temperatura e a precipitagio de agosto foram maiores que em jutho. Os resultados
obtidos até o més de agosto concordam com 08 obtidos experimentalmente na referéncia
[Carvalho et al, 2002]. Porém, no més de setembro, o nfimero de individuos anmenton,
contrariando o resultado obtido na referéncia citada. Este aumento, de acordo com o
modelo, pode ser explicado pela redugio da precipitaciio neste més em relagio ao més
anterior e elevacio da temperatura. No més de outubro, o nfimero de individuos diminuin
em relacio a0 meés de setembro, conforme ocorren na referéncia [Carvalho et al, 2002},
pois bouve um aumento significativo da precipitagio. Ressaltamos que nesta simulagio
foi feita uma anilise gualitativa dos resultados.
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CONCLUSOES

o O Modelo Penna reproduz as variagbes na longevidade em fungio da temperatura.

o O Modelo Penna nio reproduz longevidades maiores que a mixima idade de
reprodugéo.

s O Modelo Penna modificado reproduz longevidades acima da mé&xima idade de
reprodugdo, porém, a 20°C, 25°C e 30°C, estas longevidades estdo fora do intervalo
considerado.

o O Modelo Penna reproduz as flutuaghes popnlacionais em fungio da temperatura ¢
da precipitagio quando inserida uma probabilidade de morte devido 3 precipitagéo.

o Este mesmo estudo poderd ser feito para outras espécies de pulgoes, em diferentes
plantas hospedeiras. Fatores clim4ticos, tais como velocidade do vento e umidade
relativa, poderfio ser considerados para avaliar o desenvolvimento populacional

destas pragas.
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