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RESUMO

GIAROLA, Luciane Teixeira Passos. Estudo analítico de dinâmica

populacional e aplicação do Modelo Penna a populações de pulgões Aphis
gossypii Glover (Hemiptera: Aphididae). Lavras: UFLA, 2005. 78p

Neste trabalho é apresentado um estudo de dinâmica de populações de indivíduos

assexuados de uma única espécie. Iniciou-se considerando que as razões, por indivíduo,

de reprodução e morte independem da idade e do tamanho da população. Mas, como

existe um tamanho máximo que uma população pode atingir dependendo das condições

ambientais e dos recursos existentes, estudou-se o desenvolvimento populacional em função

do títf"^»»*»" da população, considerando que a probabilidade de um indivíduo reproduzir

ou morrer depende do tamanho da população à qual ele pertence. Na seqüência,

consideraram-se populações que apresentam uma distribuição etária. Assim, as razões

de nascimento e morte por indivíduo dependem da idade, porem, as probabilidades de

reproduzir ou morrer não são afetadas pelo tamanho da população. Por fim, simulou-se

computadonalmente o desenvolvimento populacional de pulgões da espécie Aphis gossypii

em condições de laboratório e de campo, utilizando o modelo Penna. Ibram considerados

fatores climáticos, como temperatura e precipitação, e diferentes crisantemos como

hospedeiros. Analisou-sea influência destes fatores na longevidade, na fecundidade, no

período reprodutivo e na evolução temporal destas populações. *

Conntt Orientador: Locas Monteiro Chaves - ÜFLA (Orientador). Maria do Carmo Bacbeeo de Toledo

Costa - UFLA • Soteage Gomes Faria Martins - UFIiA



ABSTRACT

GIAROLA, Luciane Teixeira Passos. Estudo anantico de dinâmica

populacional e aplicação do modelo Penna a populações de pulgões Aphis

gossypii Glover (Hemiptera: Aphididae), Lavras: UFLA, 2005. 78p

In this VTork we present a study of population dynamics begin by conâdering the

simplest of afl systems, the purê birth process, and then the opposite process, the purê

death process, and after we suppose that both births and deaths occur. We assume that

an individual^ probabüity of giving birth or of dying b independent of its age and of the

size of the populatíon to whích H békmgs- Obviously the growih of any populatíon in

a restricted environment must evetuauy be linúted by a shortage of resources. Thus vra

suppose that the growth rate per individual is a function of the populatíon size. We shafl

now reverse these assumptkms, that is, we shafl assume that an indroduaPs chances of

reproducing and dying are a function of Hsage but that these chances are unaffected by

the size of the population in wkh it hnds hseíL Fmauy, *we simulate the evoratíonary

dynamics the cotton aphid Aphis gossypii in the field and laboratory conditíons, using

of the Penna ModeL The climatic factors, as temperatura, preáptation and different

cultívars were considered. The efiects this factors on the longevity and devdopment of

populatíon was analised. a

2
GnicUncc Cwmntte: Locas Monteiro Chaves - UFLA {Major Professor), Maria do Carmo Pacbeco de

Toledo Costa - UFLA e Solange Gomes Faria Martins - UFLA
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INTRODUÇÃO

Há muito tempo, o interesse e a necessidade de se compreender a natureza complexa da

qual fazemos parte têm motivado o estudo da dinftmirca de populações em geral. Sftuações

reais podem ser matematicamente modeladas, a fim de facilitar a compreensão do meio em

que vivemos, daí sua importância- Modelagens computacionais também podem ser feitas

e, muitas vezes, os resultados são mais rapidamente obtidos em relação ao tratamento

analítico por modelagens matemáticas.

Mecanismos de controle biológico têm despertado o interesse de diversos

pesquisadores. Desta forma, pode-se pensar em simulações computacionais como

instrumento para a compreensão da dinâmica de populações, prevendo as flntuações

populacionais em determinados ambientes, e estabelecer estratégias de controle biológico.

Populações são afetadas por vários fatores que podem levar umaespécie à extinção

ou a um crescimento explosivo. Caà^mdívícuioéumcTganisníoqnemudacontínuaniente.

Em qualquer momento, seu comportamento depende da sua constituição genética, da sua

idade e de condições ambientais, tais como os fatores climáticos e a disponibilidade de

espaço e alimento. Assim, o tamanho de uma população flutua conforme a ocorrência de

mortes, nascimentos e migrações.

Populações que crescem desordenadamente, isto é, explodem, provocam

desequilíbrio na natureza. Se este crescimento é prejudicial do ponto de vista humano,

a espécie é considerada uma praga. É o caso de alguns insetos, como, por exemplo,

os pulgões que infestam diversas plantas e hortaliças, transmitindo viroses as mesmas e

prejudicando a produção e comercialização. Dessa forma ficam claras a necessidade e a



importância do estudo da dinâmica das populaçõesdos pulgões.

Este trabalhoé divididoem duas partes. Na primeira parte, trata-se a dinâmica

de populações de uma única espécie analtticamente. Nos itens 0.1 a 0.4, inicialmente

considerou-se o crescimento populacional de uma única espécie independente da idade

e do tamanho da população. Para tanto, partiu-se do processo mais simples, o de

nascimento puro, no qual não existam mortes, apenas nascimentos, considerando as

formas determinfsttca e estocástica do desenvolvimento populacional; assim, calculou-se

o tamanho esperado da população em um tempo t e a sua variânda. Observou-se que a

distribuição de probabilidades do tamanho da população em um processo de nascimento

puro é uma Bmomial Negativa.

Em seguida, avaliou-se o processo oposto, o de morte pura, par questões de

naturalidade. Encontrou-se a dbtribuição de probabilidades do tamanho da população.

Esta, por sua vez, é dada por uma distribuição Binômia! e, então, o tamanho esperado

da população e a sua variânda são obtidos da esperança e da variânda da Bmomial.

Foi avauado o tempo esperado para que uma população governada por este processo seja

extinta.

Posteriormente analisou-se o processo de nascimento e morte simples, no qual

nascimentos e mortes não são eventos exclusivos. Calculou-se o tamanho esperado de uma

população, governada por este processo, a sua variânda e investigaram-se as possibilidades

de extinção.

Mas, como existe um tamanho máximo que uma população pode atingir,

dependendo das condições ambientais e dos recursos existentes, estudou-se o

desenvolvimento populacional em função do tamanho da população. Para tal, a

probabilidade de um indivíduo reproduzir ou morrer torna-se dependente do tamanho

da população à qual este indivíduo pertence. Assim, chegou-se à equação logística do

crescmiento populacional (itens 0.5 a 0.8), considerando suas formas determinfstica e

estocástica. Avaliaram-se as flutuações estocástkas de uma população em equilíbrio.

Nos itens 0.9 a 0.13, consideraram-se as razões de nascimento e morte dependentes



da idade, porém, as probabilidades de reproduzir ou morrer não são afetadas pelo iym^ho

da população. Obteve-se a distribuição etária em um tempo i qualquer a partir da

distribuição etária inicial da população e de sua matriz de projeção, a qual é obtida

de acordo com o número de filhas nawjdas de uma fêmea em determinada idade e das

probabilidadesde sobrevivência. Como uma populaçãoque apresenta uma estruturaetária

pode atingir a estabilidade, isto é, a freqüência relativa de indivíduos em cada faixa etária

não se altera,encontrou-se o vetor de distribuição etáriaestávelda população. Propôs-se

também, uma mudança do sistema de coordenadas de modo a facultar os cálculos.

A segunda parte deste trabalho tem como objetivo verificara eficiênciado Modelo

Pennade envelhesdroeuto biológico, para simular o crescimento populacional de pulgões.

Paraisso, simulou-se o aesdmento populacional da espécie Aphis gossypii em condições

de laboratório e de campo. Tratou-se a dinâmicade uma única população, com estrutura

etária, considerando que as razões de crescimento e morte dos indivíduos dependem do

tamanhoda população a qual eles pertencem. Os resultados sugerem que as simulações

computacionais podem servir como instrumento para a compreensão da Jrnftmtyy. de

populações, visandoo estabelecimento de estratégias de controlebiológico.

Esta segunda parte do trabalho está organizada da seguinte fôrma: inicialmente

descreve-se a versão assexuada do Modelo Penna; nos itens 0.14 a 0J.7 apresentar-se

o modelo paracrescimento populacional da pulgão Aphis gossypii e seus resultados e,

posteriormente, as conclusões das simulações.

Cabe considerar que,nestadissertação, nãose trabalha com modelos designados

parapredizer o futuro, tais como modelosde séries temporais.



PROCESSOS DE

NASCIMENTO E MORTE

Neste item é apresentado um estudo de dinâmica de populações, partindo do

processo mais simples, o processo de nascimento puro. Encontrou-se a distribuição de

probabilidades do tamanhn da população, útil para estimar seu tamanho futuro e para

o cálculo da esperança e variânda. A seguir, considerou-se o processo oposto, no qual

não exista nascimento, apenas morte e, assim, a população decrescerá até a extinção,

cujo tempo esperado pode ser calculado. Mas, como o interesse deste trabalho é com

populações nas quaisexistam nascimentos e mortes,analisou-se o processo de nascimento

e morte simples, no qual esses eventos não são mutuamente exclusivos. Para tanto,

assumiu-se que a probabilidade individual de nascimento ou morte é independente da

idade e do tamanho da população e que todos os indivíduos são capazes de reproduzir.

Finalmente, analisaram-se as possibilidadesde extinção de uma população de uma única

espécie governada por um processode nascimento e morte simples.

0.1 Processo de nascimento puro

Neste seção consideraram-se indivíduos de uma mesma população de umaúnica

espêde. Considerou-se ainda, que estes indivíduos não exercem influênda uns sobre os

outros e se reproduzem com a mesma razão. Além disso, o único evento considerado em

um dado intervalo de tempo é o nascimento, isto é, não existem mortes. Estas afirmações

são válidas em um curto intervalo de tempo, para populações de indivíduos unícelulares



qne xeprodnzem-se por divisão {Pielou, 1977].

Inicialmente, foi analisado o modelo mais simples de crescimento populadonal,

o qual considera que a taxa de crescimento é diretamente proporcional ao tamanho N

da população notempo i, isto é, ^^ —XN(t)y sendo Xa razão de cresdmento por

indivíduo.

A solução determinfstica destaequação, N(t) = neAt, sendon = 7^(0) o tamanho

inicial da população, mostra um cresdmento exponendal da população, ou seja, um

crescimento ilimitado, o que não ocorre na natureza (Boyce & Díprima, 1977]. Portanto,

faz-se necessário analisaro processoestocástico, isto é, o indivíduo pode ou não reproduzir,

ou seja, existe uma probabilidade de reprodução.

Para isto considere-se que, em qualquer intervalo de tempo At, a probabilidade

de ocorrer uma reprodnção é AAf + B(At), sendo 0(At), um termo de menor ordem de

magnitude que At.

Assim, em uma população de tamanho N> a probabilidade de ocorrer um

nascimento é XNAt+6(At) e, portanto, a probabilidade, Pu (i + Aí), de que a população

possua tamanho N no tempo t+At é a probabilidade, jPjv-i (t), de que ela possua tamanho

N —1 no tempo i e um indíviduo reproduza em Ai mais a probabilidade, Pn(í), de que

ela possua tamanho N no tempo t e não ocorra nasdmento em Aí.

Logo,

PN(t + At) = PN-i(t)X(N- l)At + P»(t)(l - XNAt)

e, portanto,

ft(«+*)-JM0 =MN_ 1)Pw i(t)_Wm(£)

Omstderando o limite desse quodeate quando At aproxima-se de zero, obtém-se

^2=X(N - l)P*-,(i) - XNPN(t). (0.1)
A seguir será calculada a distribuição de probabilidade do tamanho da população

no tempo t e, para isso, deve-se lembrar que N(0) = n e obsevar que iV-i(O) = 0, pois

não há mortes.



Assim, considerando N —n em um tempo t qualquer e resolvendo a equação

diferencial (0.1), encontra-se a probabilidade, em função dotempo, Pn(t) —e~Xni, de que

não ocorra reprodução durante o tempo t. Será provado, por indução, que

P»W=( »lí )i*~*~W -e-**)*-, (0.2)
sendo Pjv(í) uma função de N.

Considerando N —n na, equação (0.2), tem-se que Pn(<) = e~Ant, como já

mostrado anteriormente. Então, esta equação é váfida para N —ru

Considerando N —k > n, tem-se que

Pk(t + At) = P*_i(t)A(*r- l)At + P*(i)(l - AfcAt),

de onde segue que

í^â =A(fe- lJP.-iít) - AfcP*(t).
Portanto,

dPíit) + AJbPfc(t)dt = A(* - líPt-jíOdt.

Multiplicando ambos os lados desta equação por e*** e integrando par partes,

obtém-se que

Pk(t) =e-Att í X(k - l)eAfc*P*-x(i)dt.

Suponha-se, por hipótese, que a equação (0.2) seja váfida para JV = k > n, ou

sqa, P*(<) =( 1̂1 )(«"^Kl ~e-**)*-. Então,
c_AW / M*- l)e**JVi(í*ft =( *I\ )(e"An*)(l - e-At)*-n. (0.3)

Mostra-se que a equação (0.2) é válida para JV=• k+1, isto é,

Para tal, seja

Pfc+xít + At) = P*(t)AJbAt + Pfc+,(t)[l- A(* +1)Aí],

de onde segue que

^^=AfcrMi) - A(fc+l)P*+,(t).



Logo,

dPk+iit) + X(k+ l)P*+i(t)dt = AfcPfc(i)<tt.

Multiphcando-se ambos oslados daequação admaporeAÍ*+lít e integrando por

partes obtém-se

A+1(t) =e-*<fc+I>* í Xke^^lMtydt.

Assim, de acordo com a equação (0.3),

ft+i(l) =( „! i )(«"^K* -<rA<)*+,-n.
Dessa forma, pelo Prindpio de Indução, tem-se

Ps(t) =( NZl )(«"*"^0 ~*"*')"""* (0-4)
que é a distribuição de probabilidade do tamanho da população no tempo t.

A partir da equação (0.4) pode-se encontrar o tamanho esperado da população

no tempo t, EN{t){J) —neAt, sendo J a variável aleatória querepresenta o tamanhoda

população.

Tem-se que

= fi(í:l )•-*-<»--^

Fazendo j —n —kt desde que só há valores não nulos para j > n, segue que

B*+•)1^!f#í'--M),
Jb=0

E_(fe + n)!/t -At%*
n-tínT-(1-e ''

i*+mn n-i i^-^1'*
fc=f>

D-*nt V^/t j_ „\(fc+n—1)?^ „-M\*
fc=0

(fc+ n)»

fc=0

Assim,

jtwWw=««-A"tf;( k+kn )d-«-A<)fc. (o.ã)



Para conduir, mostra-seqae^(*^U)(l-e~At)fc =(e_M)~<,1+1). Com este
propósito, observe-se que a série geométrica de razão 1 —p, cujo primeiro termo é 1, é

dadapor i =5^(1-p)fc. Logo, J^O-p)* =p"(n+1). Desse modo, basta provar
\—n i-t-n JJt=0 *-fc=0

que
in+l . oo

[b-4 =g(fcr )<>->•
Será provado por indução. Fazendo n = 0, tem-se

Ê(*:°)<i-p)'=Í;(i-p>*.
fc=0 x ' fc=0

Supondo-se que a igualdade seja verdadeira para n = x, isto é,

Ê(*r)<i-P)'=[Í;<i-P)>r.
fc=0 ^ ' *-fc=0 J

Assim, para n = i + l, tem-se

|*+2

&-4
£o-p>' Eo-p)4

= [Ê( *f )(i-p)i][i+(i-p)+o-p)í+..]

+ È(*rV-p>'+3+-
fc=0 v '

- (0+(i-4;(*í*)+(i-p>!à(fc*x)+
Então,

= (s)+(,-rt("2)+(i-rt,("3)
+(i-p)3(T)+-
= Ê(I+£+1)fl-p)*.



<**»•g(*í*)-(I+-+1)•Defeto,1»»*=!,

Si"1)-CH-í1)
=l+z+l=z+2

=(r-)-("+í+1)-
Supondoqueaigualdadesejaválidaparai=n,istoé,

è(*r)=(I+»+1)-
Assim,parai=n+1,tem-se

gCr)-[s('r)]*Csr)
_/z+n+1\/z+n+1\
~\n)+y»+i;

(z+n+1)!(z+n+l)l
n!(x+l)f+x!(n+l)!

(z+n+l)![(n+l)+(x+l)]
(n+l)!(z+l)!

_(z+n+l)!(n+z+2)
(n+l)!(z+l)!

_/z+n+2A
-V«+1)'

Portanto,

êfkv)<x-e_At>fc=íDi-«^r1=<«-M)-<,i+i)
esubstituindonaequação(0.5),condui-seque

N(i)KJ=ne[e\=ne.

Êimportanteobservarqueotamanhoesperadodapopulaçãonocasoestocástico

eotamanhodapopulaçãopreditonoprocessodeterminista»sãoiguais.

Serácalculadaagoraavariândadotamanhodapopulaçãonotempot,

Vrarjv(f)[J]=neA<(eM—1),quepodeserobtidadaesperança,jácalculada,edosegundo

momento,pormerodaequação

Var„(tylJ\=Em)\J2\-(ENW[J\)\

(0.6)



Tnídalmente calcula-se En^J2].

Fazendo j—n —k obtém-se

k=0

e usando propriedades dos números btnomiais tem-se

fc=0

= £>.+»>)(*+" )e-»-(l-e-")*

= Ê[*»(*tB)«-A"'(i-«-*')*
+ n ^ k Je (1-e ) j

+A^l£(*+")<!-.-*?).
[OO

:

Substituindo a equação(0.6) na equação anterior,tem-se que

[í>(kV )U-*"*?] +»2e-A»*(e-At)-w-1
= ne

-Jt=o

-te=0

lg*r+irrrl * J(1~e }J+ne

10
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---*.+i)[|[(*+:+1)-(*í")]^

*

Jt=0 ^ '

= ne-A"*(n + l)](e-At)^-2 - (e"**)-"-1] +nV*

= nín + l^-nln+ V +nV

= neA'[(n+l)eAI-(n+l)+nl.
Portanto,

fiiv(t)lJ2] =n(n+l)e2At~neA1.

Assim, acabou-se de verificar que

+ n e

+ n e

= ne

J«\2VorNW\J] = n(»+l)e",-ne~--(iiO'

— „2 2AÍ , „J»t „ At <r,2„2Ae
= ne +ne —ne — ne

e"At)fc

A*/_Ai
= neAV -1).

Obeerve-eeque a variânda aumenta com o tempo, o que mostra que as predições

serão cada vez menos precisas á medida que o tempo aumenta.

Seja X uma variávd aleatória discreta com distribuição Bmomial Negativa,

(r + z —1 \1prgJ!/(o,li...)(z), sendo 0 < p < 1 a probabilidade do sucesso,

ç = l-pa probabilidade do fracasso, r o número de sucessos, z o numero de fracassos

até se obter o r-ésimo sucesso e I(o,\*~)(x) a função indicadora [Mood et ai, 1974]. Esta

densidade também pode ser escrita como

/«<«> =( ''tüT1 y^to.!....><*)- (0.7)
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Comparando-se as equações (0.7) e (0.4), tem-se

í/V-l=r + z-l
\ n - 1 = r - 1.

A solução desse sistema éz = JV* —ner = n. Substituindo esta solução na

equação (0.7), vem que

Considerando p —e *e substituindo na gggpçrâ* wiwm^ tem-se

/«<*>=( ^rí)e-A-(l-e-Ay-*=Ps(t).

Então, Pjv(t) é uma distribuição Bmomial Negativa. Assim, o tamanho esperado

da população e a sua variânda podem ser calculados diretamente pela esperança e pela

variânda da Bmomial Negativa.

0.2 Processo de morte pura

Como o processo de nasdmeato puronãoé muito natural, deve-se consideraro

processo oposto, no qual não exista nascimento, apenas morte. Este é «*mw^V>processo

de morte pura.

Analogamenteao processo de nascimento puro, a probabifidade de ocorrer uma

morte em um intervalo de tempo At é «At + 0(At), sendo n a razão de decréscimo

por indivídno e 0(At) um termo de ordem de magnitude menor que At. Assim, a

probabilidade, Pjv(i + At), de que a população possua tamanho N num tempo t + At

é a probabilidade, P^+i(t), de que ela possua tamanho JV +1 no tempo t e ocorra uma

morte em At mais a probabifidade, Pjv(t), de que ela possuatamanho JV no tempo t e

não ocorra morte em At.

Logo,

PN(t + At) = PN+i(t)fi(N + l)At + Pw(t)(l - /*ATAt)

e portanto,

P^(t + At)-P*(t)
At

12



/iNAtPN+i(t)+ pAtPN+i(t) + PN(t) - /JVAtPj/(t) - PN(t)
At

= n(JV+ l)Pw+1(t)-/JVPJv(t).

Considerando o limite dessequodente quando At aproxima-se de zero, obtemoe

a taxa na qual a população diminui, dada por

^4£ =p(N+l)P»+,(t) - pNPN(t).

De modo análogo ao que d feito no processo de nascimento puro, obtém-sea

probabifidade, PN{t), de quea população possua tamanho N notempo f, dada por

Ar(«)»(jj)«"'"t<^-1)-Jf.
Fazendo iV = n = 1 na equação anterior, encontra-se a probabilidade de um

indivíduo sobreviver no tempo t, a qualé Pi(t) = e"*1*. Portanto, a probabifidade de um

indivíduo morrer antes de t é 1 —e-M*.

A presença ou ausência de um indivíduo no tempo t pode ser visto como o

resultado de uma Bernoulli com probabifidade de sucesso e~*** e probabifidade de fracasso

1- e~'rt. Considerando que o numerode indivíduos é n, têm-se n resultados de Bernoulli.

Dessa forma, Pjv(f)é uma distribuição Binomial. Logo,o tamanho esperadoda população

no tempo t e a variânda do mesmo em t podem ser calculados diretamente da esperança

eda variânda da Bmomial. Desta forma, ENit)[t] - ne""*4* e VorN{t)\t\ =wT^Çl - e~***)

{Mood et ai, 1974].

Como neste processo não existem nascimentos, apenas mortes, a população

entrará em p*tinçã«* e o tempo até a extinção pode ser calculado. Para isso, considera-se

Th a variávd aleatória do tempo para a primeira morte em uma população de tamanho

fc. Assim, a probabifidade de que a primeira morteocorra até o tempo t, P\Fk < t], é 1

menos a probabilidade de queo tempo para a primeira morte sejamaiorque t, ou seja, 1

menosa probabilidade da população ter o y^ynn townftnh» em L Matematicamente,

P[Tk < t] - 1- P\Tk > t] = 1- e-"".

13



A função densidadedo tempo paraa primeiramorte, /r(t), é

Mt) =~(P[Tk <i]) - |(1- «-"") =«fce-^.
O tempo esperado para a primeira morte é

E[Tk] = rtfT(t)dt =PpMe-^dt

Resolvendo a integral acima por partes, obtém-se

E\Tk] = lim F—te"**** —L_c->***1

" [&(e^)]+^
88 [&(í3^)] +sr

Assim,

£]Tfcl =i (0.8)

Após a primeira morte, a população tem tamanho k— 1 e o tempo esperado para

a próxima morte é

^^_1l=ií0tM_1(t)dt =JJ(,ttt(fe-l)e-''<*-1>'dt.

Integrando por partes a equação adma, obtém-se

Então, o tempo esperado para que toda a população seja extinta, isto é, para

que ocorram k mortes independentes, é a soma dos tempos esperados para cada morte.

Portanto,

k k 1

Um processo de morte pura ocorre, por exemplo, quando o meio ambiente de uma

população isolada é alterado por poluição, de modo que torna-se impossfvd a reprodução.

Isto, considerando que a razão de morte dos indivíduos independe da idade dos mesmos,

é o que ocorre para várias espécies de pássaros jPielou, 1977].
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0.3 Processo de nascimento e morte simples

Nos processos descritos anteriormente, nascimento e morte são eventos

exdusivos. Porém, interessa trabalharcom um modelo mais real no qual ocorram ambos,

nascimentos e mortes. Assim, considere-se uma população de uma única espécie em

que ocorram nascimento e morte; considere-se ainda, que a probabilidade individual de

nascimentoou morte independe da idadedo indivíduo e do tamanho da populaçãoâ qual

de pertence e também que todos os indivíduos são capazes de reproduzir.

Seja X a razão de nascimento por indivíduo e « a razão de morte por indivíduo.

O tamanho determhnstâco, JV, dapopulação em umtempo t, é dado por Nt = ne(A~'*'t,

sendo n o tamanho inicial da população. Como este processo considera que sempre ocorra

reprodução ou morte, anafisa-fle o processo estocástico. Para tanto, seja NXAt + 0(At)

a probabifidade de ocorrer um nascimento e NftAt + 0(At) a probabifidade de ocorrer

uma morte, em unia população de tamanho N durante um intervalo de tempo At, sendo

0(At) um termo de menor ordem de magnitude que At. Considerando desprezfvd a

probabilidadede que mais de um evento ocorra, a probabifidadePj*(t+At) da população

ter tamanho N no tempo t + At é a probabifidade, Pjv-i(t), de que a população tenha

tamanho N —1 no tempo t e ocorraum nascimento, mais a probabifidade, PN(t)t de que

a população tenha tamanho N no tempo t e não ocorra morte ou nascimento, mais a

probabifidade, Pjv+i(t), de que a população tenha tamanho JV +1 no tempo t e ocorra

uma morte.

Assim,

Pw(t + At)

= P*-i(t)(Ar - l)AAt + Pw(f)(l - ATÀAt - NpAt) + Pw+i(t),iAt(Jv-+1)

e disto segue, como já feito anteriormente,

^2Í =-N(X+p)PN(t) +X(N - l)PN-i(t)+i*{N+l)Pw+i(t).
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O tamanho esperado da população, em f, é

3=1

e derivando a equação adma obtém-se

dEN(t)\J\ _ f, .dPjjt)
dt ~ 4-i3 dt

OO

= AÕ-iaJ5(*)+ia/y-i(l)-jfVi(*)]

- /*êli2Pi(0-i2^+i(«)-iPi+i(*)]

* A^PAÍtM-^+̂ +l^-ífc+l)]

- «f;p*(t)(k2-(*--i)a-(*-i)i,
k=l

pois,

f>Í3íM*) +i2Pi-i(i)-iPi-,(t)] = -P1(t)+(-4P2(t) +4P,(i)-2P1(i))
+ (-9P3(t)+9P2(t)-3P2(t)) + ...

= (-Pi(t) + 4P,(f)-2Pi(t))

+ (-4P2(t)+9P2(t)-3P2(t))

+ (-9Pa(t) + ...) + ...

= PJ(t) + (-4P2(t) + 9P2(t)-3P2(t))

+ (-9Pa(t) + ...) + ...

= f;p*(t)I-fc2 +<*+i)2-<k+i)].
fc=0

Analogamente,

f$2PÁ*)- fPj+M- jPi+1(t)] =f>P*(t). (0.9)
Então,

fc=0

Oi = A^P*(t)hfca+fc2+2fc+l-Jk-l)]
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que tem como solução

- u£j\(i)lI*--**+2k--l.-*+l)1

= Aff;fcpt(t)]-nff;fcp*(t)]

= (A-/.)f>P*(t)
- (A-|i)JBWwW.

£5|M =(A-«)EW(1)[J],

2?*(t)[J]=ne<A-'*. (0.10)

Observe-se que este valor coindde com o valor obtido no processo determinfstico.

Calculando agora En^J2] para obter-se a variânda do tamanho da população,

tem-se que

*"(t)iJ2]=êi2p,(t).
Derivando-se a equação anterior obtém-se

dEn(i)lJi _

J=i

£i2l-Í(A+»)Pj(t)+A(i- l)Pi-i(t) +tâ+l)Pj+i(t)]
dt ~ <L;J dt

3=1

oo

- "E[i2(ipi(«)-o+im+i(*))]
= Af;[-ja^(t)+J-»pJ-1(«)-iapJr-i(*)l

i=i 1- "*

- *Ê[/rç(i)-i3/,i+.(t)-iJJ'i+i(t)]

=*gM*+j)]
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- «êh(i)(2j2-j)]

= ^^P^+X^jPÁ^-^^^^ +^JPÁt)
j-\ j=l r=zi j=i

= 2(A-f«)f;i2pi(t)+(A+«)f;jpJ(f)
= 2(X-ti)EN{i}\J2) + (X + p.)ENW[J\.

Multiplicando ambosos lados da equação adma por e2^*_A^ tem-se

Jd^JJ^] +2{fi _x)EN{t){J2^ f<r-x» =(A+tí)c^-»«Bjv(t)1/].
Sabe-se que £/»(t)[J] = ne^""**, logo

Observe-se que o primeiro membro da equaçãoadma corresponde &derivada de

e^-^EwiJ*}. Logo,

&2^>>^=(A+u)ne^A^,
e integrando segue que

e^-^BwlJ2] =(A +í.)»-~e&-A),+c1 (0.11)
ft — A

sendo c uma constante. Multipficando ambos os lados da equação

VarN{t)[J\ = EN(t)[J2) - (Em)[J})2

por e2(f>-A)t, e substituindo asequações (0.10) e (0.11) vem que

e2<"-A>Varw(4)[Jl =~^+^e^»+c-n2. (0.12)

Em í = 0, Vnrw(4)|J} = 0, então

*=«* +*£>. (0.X3)
Substituindo a equação (0.13) na equação (0.12) tem-se

e2(,-A>V [j, ^ ^ +A)e(M.A)t+n^L+A)
' A —a X —ft
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Portanto,

n(tt

c2(*-r*

i+x)c{*-&(c{*-& _ A

Observe-se que, para uma dada razão de aumento A —ft, as predições sobre o

^m^nhn futuro da população serão menos precisas se nascimentos e mortes ocorrerem em

sucessões mais rápidas do que se fossem apenas eventos ocasionais, pois a variânda será

maior quanto maior for o valor absoluto de A e ft.

0.4 A chance de extinção

Com base nos processos apresentados, é importante analisar as possibilidades

que uma população tem de extinção. Como o processo que mais se aproxima da realidade

é o de nascimento e morte simples, será analisada a probabifidade de extinção de uma

população de fêmeas de uma única espêde governadapor esse processo.

A probabilidade de uma população ter tamanho zero no tempo t, dado que

midalmente ela tinha apenas um indivíduo, é {Pidou, 1977]

ou seja, esta ê a probabilidade de um indivíduo morrer.

Se a população tinha n indivíduos inicialmente, a probabifidade de extinção total

é

Po(t)=fPo(t|n=l)]n,
desde que a morte de um indivíduo não depende da morte dos outros indivíduos, ou seja,

as mortes são eventos independentes. Assim,

Considerando o Emite de Po(t) quando t cresce infinitamente e analisando as

possibilidades A</i,A>/ieA=/*, obtém-se a probabilidade de extinção total da
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população. Assim, se A < ft,

fim Po(t) fim
t—»oo

= 1.

|Ae<*-r«>*-tfJ (0.14)

Isto significa quea população certamenteseráextinta, comojá era esperado, pois

o numero de nasduientos é menor que o de mortes.

Se A > n , a equação (0.14) torna-se:

fim Po(í) =
£—*oo t-K» Aet*-**)* —ft

fu**-»» - ft

fimt-*S>A(A-tf)e<*-rO«

• ©"<••
Assim, existe possibilidade da população ser extinta. Logo, sua existência não

é garantida. Porém, a probabilidade de extinção torna-se menor quanto maior a razão

de nascimento A em rdação à razão de morte u e quanto maior o tamanho inkial n da

população.

Se A = n, considerando A —u = r e expandindo o termo exponendal em séries.

Assim, a equação (0.14) torna-se

fimPo(t) = fim f?er?~/T*-»oo w t—oo [Ae" —tfj

Ito [Ml+rt+4£+...)-nr
«-~lA(l+rt+J^ +...)-tfJ

- Hmf **+;»+••-) r
*-~lA(l+ri+r|£ +...)-tfJ

E, como r —♦ 0, desde que as razões de nascimento e morte são iguais, segue que

lim Po(t) = fim [Wi *"* 1
*—©o x ' %-*<*> l A(l + H) —ftJ

= Kmí *"* T
«-♦o© [r+AriJ
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ér*** - —*'-é?^«^í* '•ét-f '-J»;3£<»*l

de onde segue que a população certamente será extinta,

Considerando um período de tempo sufkientemente grande, flutuações

estocásticas no tamanho da população resultarão na extinção da mesma.
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CRESCIMENTO EM

FUNÇÃO DO TAMANHO DA
POPULAÇÃO

No item anterior considerou-se a probabifidade de nascimento ou morte,

independente do tamanho da população. Mas, como o crescimento de uma população

é fimitado pda escasses de recursos, considerou-se, neste Hem, que a probabifidade de um

indivíduo reproduzir ou morrer depende do tamanho da população a qual de pertence.

Dessa fbrma tem-sea equação logística de Verhulst-Pearl fBoyce & Diprima, 1977]

^ =W)[r-sAT(f)|,

sendo r e s positivos e N(t) o tamanho da populaçãono tempo t.

A soluçãodessaequação,

sendo K = j o nfvd de saturação da população e n o tamanho inidal da população,

fornece o tamanho da população no tempo t em função de seu tamanho inidal e do

tamanho máximo que a população pode alcançar.

A seguir, considerou-se a forma estocástica docrescimento populacional logístico,

encontraram-se sua densidade de probabifidade e sua esperança,

Parafmafizar, consideraram-se as possíveis flutuações da populaçãono estado de

eo4ufllbrk>, descrevendo a distribuição do tamanho da população, sua esperança e variânda.



0.5 Crescimento populacional logístico

No item anterior foi considerada constante a probabilidade de um indivíduo

reproduzir ou morrer, o que acontece apenas em populações muito pequenas, nas quais

nãoexistamterférênda entreseusmembros. Em um mão ambiente restrito,o cresdmento

populacional 6limitado pda quantidade de recursos existentes e, quandoa escassez desses

recursos impossibifita o crescimento populacional, diz-se que a população estánsaturadan,

ou seja, o meioambiente nãosuportaum numero de indivíduos maiordo que o existente.

Assim, suponha-se que a razão Adecrescimento por indivíduo ê umafunção do

tamanho N(t) da população em um tempo t. Dessa forma, uma eTtensão natural do

modem decrescimento ~jj£l = XN(t) é

*yâ =N(t)g{N(l)). (0.15)

Uma função muito utifizada para estes modelos é g(N(t)) = r-sN(t), sendo r e s

positivos, pois, quandootamanho dapopulação N(t) épequeno, hárecursos suficientes, de

modoqueataxadecresdmento seráindependentedosrecursos e, assim, aproximadamente

proporcional aotamanho da população. À medida quea população aumenta há escassez

de recursos e, portanto, g(N(t)) deve diminuir.

Tem-se assim, a equação

^ =JV-(i)Ir-aJV(t)], (0.16)

conhedda como equação logística deVerhulst-Pearl (Boyce & Diprima, 1977].

Devido à imp^rtànda da equação logística em dmàmica de populações, serão

dadas outras duas justificativas para a escolha da função g(N(t)).

Primeiro, justifica-se considerando rN a razão potencial de aumento de uma

população de tamanho N, ou seja, a razão na qual a população deveria crescer se os

recursos nãofossem limitados e osindivíduos nãoafetassem unsaosoutros,sendor a razão

intrínseca de aumento naturaL Assume-se que a razão de crescimento é o produtodesta

razão potencial pela proporção do tamanho «íforimp que a população poderá alcançar,
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mas ainda não alcançou, sendo K este nfvd máximo. Esta proporçãoé dada por K-N

A segunda justificativa utifiza o argumento de Lotka, que considera a razão

de cresdmento, em qualquer momento, como função do tamanho da população neste

momento [Piekra, 1977], isto é,

Desenvolvendo a série de Taylor de g(N(t)) em torno do ponto zero obtém-se

^^=co +c1Ar(t)+c2iV2(t)+...+c*JV*(t)+...,
sendoa = g- ji -

Se N=0, então Vffi =0. Logo, co =0eaequação adma torna-se

~í£ =c1JV(t) +c2tfa(í) +...+c*N*(t)+... .

Considerando-se agora £U& =ciJV(t), tem-se que ^í^jâ =0somente para TV =0

e —£p- > 0 para N £ 0. Observe-se que ^^ =ciJV(t) éaequação para o processo de

nascimento e morte wtnpfay visto no item 1.

Considerando, ainda, ^£* =ciJV(t)+caN2(t) tem-se que ^^ =0para N- 0

e N = =j&-. Fazendo cj = r e ca = —s, tem-se a equação logística

^ =rN(t) - sN\t) =N(t)\r - eN(t)].
A solução desta equação é obtidaescrevendo-a na fbrma de frações parciais,

dW(t) sdNjt) _
N(t) ^r-sN(t)~

A seguir, integrando-se ambos os lados da equação adma obtém-se

*(') --ri
r-sN(t)~ '

Observando qaa o tamanhoinidal da população é n, isto em t = 0, tem-se qae

W) = n rt
r-*JV(t) r-sn '
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de onde vem

Logo,

(r - sn)JV*(t) = nnf* - nsNifie*.

N(t) =
r + sn(ert —1)

__ * . .

7S^r +l-pr
r

= 1+e--**(£-l)

Considerando K = £, segue que

l+e-*(*p)*(<)=, . _2,i,_,v (017)

Observe-se que fim N(t) = K, que é o nívd de saturação da população, o qual
t-»oo

não pode ser excedido devido ás limitações ambienteis.

0.6 Crescimento populacional em tempo discreto

A equação (0.17), obtida anteriormente, N(t) = rr-z^2=5T» expressa o

temzathn N(t) da pnpnlnçãn nn tpmpn t. mmn ftinçyn mnthma dt» t. Mas, há CaSOS em que

é conveniente expressar o tamanho da população no tempo t +1, em função do tamanho

da população no tempo anterior t. Assim, observando que Sjpe""*"* = KJf(ty *tem-se

que

K
JV(t + l) = 1 + ZL=»<;-r(*-rl)

K

1+ £^e-rte-r
K

1-1 a__T

KeT

Jfer

c ^ JW(t)

JferJV(t)
(e'-l)AT(t) + /<r
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1+e-

Portanto,

N(t +i) = £ (0.18)

A equação (0.18) é útil para predizer o tamanho de uma população em contínuo

cresdmento em vários instantes discretos do tempo.

Observe-se que, se não existisse uma capaddade máxima do ambiente, ou seja,

um número wnfarimn de indivíduos que o ambiente suporta, haveria um crescimento

exponendal, como mostra o limite abaixo

fim JV(f+l)= fim ££tt =erJV(t).X-oo * T ' K-oo i +í£=ÜjV*(t) v'

A curva logística dada pela equação (0.18) pode proporcionar uma aproximação

razoávd do crescimento de populações de espédes com curto período de reprodução

anual, cujos membros vivem por vários períodos reprodutivos, se forem desconsideradas

as ondulações periódicas devido a registros contínuos do tamanho da população

[Pidou, 1977].

Em populações com cresdmento descontínuo, a equação (0.18) pode ser um

modelo para a dependência de N(t + 1) em N(t)t relatando a competição entre os

indivíduos. Há várias espécies nas quais o cresdmento populacional é descontínuo. Os

indivíduos dessas espédes reproduzem-se apenas uma vez durante toda a vida e morrem

antes do nascimento de seus descendentes [Pidou, 1977]. Assim, uma equação contínua

no tempo, como N(t) = .. _„*k-?tt» não é apropriada para descrever o crescimento

populacional dessas espédes.

Existem outros modelos de equações para crescimento populacional com

densidades dependentes que podem ser encontradosem {Pielou, 1977].
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0.7 Forma estocástica do crescimento populacional
logístico

A equação (0.16),

^3 =AT(t)[r-sAr(t)l,

nos garante que a razão de cresdmento de uma população é função das razões de

nascimento e morte, as quais são funções do tamanho N da população. Denote-se por

X{N) e ft(N), as razões de nascimentoe morte, respectivamente.

Como a capacidade do ambiente é limitada, A deve cumimúr e ft aumentar à

medida que N aumenta. Dessa forma, pode-se considerar X(N) = m —biN e

fi{N) = a2+ feJV, sendo oi,a2 > 0 e 01,03 > 0. Portanto, da equação (0.15) tem-se

^ = N(t)\X(N)-n{N)\
= Ar(t)K«i-a3)-(6,-62)^. (0.19)

Comparando-seas equações(0.19) e (0.16), observa-seque r = ai—02 es = ©1—62.

Observa-se ainda,que, paracadavalorde r e s, existem váriasposabindades para (01,01)

e (02,^2)- Portanto, a curva logística nãodepende dosvalores individuais de A(JV) e ft{N),

mas da diferença entre eles.

Quando a população atinge o equilíbrio, as razões de nascimento e morte são

iguais. Assim,

01 —biN —C2 + 02N

e, portanto,

01-02 r
JV = - — = -.

61 +62 a

Isto significa que o equilíbrioé atingido no nfvd de saturação da população.

Foi mostrada, até aqui, a forma determimstica do cresdmento logístico. Cabe,

agora, considerar a forma estocástica.

O evento de interesse é uma seqüênciade na3dm«*tos « mortes. Em cada instante

t existem dois eventos possíveis: nascimento, no qual o tamanho da população aumenta
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de JV para JV+1, ou morte, no qual o tamanho da população diminui de JV para JV—1.

Pode-se calcular a probabilidade desses eventos, conhecendo-se as constantes ai, 02, 61,

62. A probabilidade de ocorrer um nascimento é diretamente proporcional & razão de

nascimento X(N) e ao tamanho JV da população. Assim,

P(N — JV* +1) oc JVA(JV) = JV(ai - 01JV) = oiJV- 61 JV2.

Analogamente, a probabifidade de ocorrer uma morte é diretamente propordonal

á razão de morte /*(JV) e ao tamanho JV da população.

P(N -»JV -1) oc Nft(N) = JV(o2 + 62JV) = 02JV + 62JV2.

Desde qae nascimento e morte são eventos dtsjuntos e que pode ocorrer ou um

nascimento ou uma morte, tem-se

oiJV-òjJV8 aiN-biN2P(JV->JV + 1) =
JV(A(JV) + /t(JV)) ~ (o, + a2)N - (6, - 62)N2

aaJV + òaJV2 a2N + b7N2P(JV —JV-1)
JV(A(JV) + tt(JV)) (01 + a2)JV -(In- fâ)JV* *

A probabilidade de um evento em um intervalo de tempo de comprimento At,

quando a população possui tamanho JV, é N\X(N) + n(JV)]At + 0(At) ou [(ai +o3)JV-

(61 —62)JV2]At + 0(At) ~ &?At + 0(At), sendo £n a razão na qual o evento ocorre na

população e 0(At) um termo de menorordemde magnitude que At.

Assumiu-se que a probabifidade de reprodução ou morte de cada indivíduo

é independente da idade e, assim, desde que a população permaneça com ta"r>a*»hr>

JV, a probabiKdade de um evento em qualquer intervalo de tempo é independente da

probabifidadeem um intervalo menor. Então, Po(t+At) = P0(i)Po(At) = (l-ÊNAt)jPo(t),

sendoPo(t)a probabifidade dequenenhumeventoocorraem um intervalode comprimento

t. Logo,

Mt+W-W) =_fwft(t).

Considerando o limite da equaçãoacima quando At aproxima-se de zero tem-se
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e observando que P(0) = 1 obtém-se a solução

Po(t) = e-*»\

a qual é a probabifidade de que no tempo t nenhum evento tenha ocorrido.

A densidade de probabilidade acumulada do tempo decorrido antes do próximo

eventoé

F(t) = P\T<t\

= l-P{T>t]

= l-Po(t)

- l-e„-€»*

sendo T o tempo para o próximo evento. Lembrando que a densidade de probabilidade

/(t) é a derivada daacumulada F(í), segue que f(t) —&€'*"*.

E o tempo esperado para o próximo evento em uma população de tamanho JV é

E[t\ = r tj(t)dt = r t&e-^dt.
'0

e usando integração por partes, obtém-se

0.8 Flutuações estocâsticas no equilíbrio

Considerando o processo estocástico dessa forma de cresdmento populacional

contínuo, a população deverá atingir um estado estadonário no qual seu tamanho

permaneça ao redor do equilíbrio assintotico. Este estado estadonário não é

necessariamente o último, pds a população pode vir a se extinguir. Assume-se que não

exista imigração. Assim, se a população se extinguir, não é possfvd retomá-la. Porém, a

probabifidade de extinção pode ser muito pequena.
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O tamanhoda população no equilíbrio é umavariávd aleatória, cuja distribuição

seráencontrada. Quando o equufbrio é atingido, a probabilidade de ocorrer uma morte

quando a população possuitamanho JV, é igualà probabiKdade de ocorrer um nascimento

quando a população possui tamaniin JV—1. Assim,

JV/*(JV)P(JV) = (JV- 1)A(JV- 1)P(JV - 1),

o queimpficaem

ÍJV^1)A£V^
V ' Nft(N) V '

A equação determinística (0.16), 4£g*l = JV(t)[r - sN(t)]t pode ser substituída

pela equação estocástica

aW=(rJV-sJV2)dt + dz,

em que dz representaa possibuidade de flutuação (Pidou, 1977].

Em qualquer intervalo de tempo pequeno At, o tamanho da população pode

ser deslocado do equilíbrio ou pda ocorrênda de uma única morte, com probabilidade

Nft(N)At+&(At)t sendo 0(At) um termo de menorordem de magnitude que At, ou pela

ocorrência de um único nascimento, com probabilidade JVA(JV)At + 0(At). Estas são as

possibifidades de um deslocamento Az de magnitude-1 e +1, respectivamente.

Quandoa população atinge o equilíbrio, sabe-seque A(JV) = /i(JV). Dessa forma,

E\Az] = (-l)JV«(JV)At + (l)JVA(JV)At

= -Nft(N)At + Nft(N)At

= 0.

Considerando o limite Az aproximando-se de zero, segue que E(dz) = 0. Com

rdação à variânda tem-se

VorfAz] = (-l)2JV/*(JV)At + (l)2JVA(JV)At

= JV/i(JV)At + JVA(JV)At

= JV[A(JV)+/i(JV)lAt.
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Considerando o Emite de Az aproximando-se de zero,

Var[dz) = JV[A(JV) + fi{N)]dt - ((ai +a2)N-(in- b2)N2]dt.
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A DISTRIBUIÇÃO ETÁRIA
ESTÁVEL

Nos itens anteriores, considerou-se que as razões de nascimento e morte eram

independentes da idade do indrvfduo e que a distribuição etária da população não se

alterava. Neste Hem, será considerado que as chances de um indivíduo reproduzir ou

morrer são funções de sua idade, porém, estas chances não são afetadas pelo tamanho da

população. Obtém-se a distribuição etária da população em um tempo t a partir de sua

distribuição etária inidal (ver seção 0.11) e, para isto, utilizamos uma transformação do

sistema de coordenadas.

0.9 Â matriz de projeção

Dadaa distribuiçãoetáriade um população num tempo t, consideradoo tempo

inicial, deseja-se conhecer a distribuição etária dos sobreviventes e descendentes desta

população em sucessivos intervalos de tempo, estando os indivíduos sujdtos a razões

de fertilidade e mortalidade. Assume-se que, em um intervalo de tempo, estas razões

permanecem constantes. Consideram-se apenas as fêmeas e, ainda, que os intervalos de

idade possuem o mesmo comprimento dos intervalos de tempo.

O processo de contar as fêmeas de uma população para obter-se a distribuição

etária no tempo t pode ser expresso na fbrma de tn +1 equações lineares, uma para cada

intervalo de idade, sendo que a classe m+1 possui os indivíduos mais velhos e corresponde

ao último grupo de idade.



Seja Dzt o wfiwM»ra de fêmeas vivas no intervalode idade x para x +1 no tempo t;

P* a probabilidade de queumafêmea, nointervalo de idade (x,as +1]em t, sobreviva ao

próximo intervalo de idade \x+ l,z + 2] no tempo t +1 e F» o número de filhas nascidas

no intervalo [t7t +1] de uma fêmea quesobreviveu aointervalo de idade [x,x +1] em t,

sendoque essas filhas sobreviverão ao grupode idade (0,1] em t +1.
tn

Dessa forma, Pxn^ =n»+i,t+i e^PFznxt =no,«+i. CkmsKkrando t —0tem-se
xx=0

tn

y^Fgtixfi = no,i

Pono.o — »i,i

Pim.o = n2,i

i=0

Pm-inm-1,0 = «m,!-

Matridalmente,

Fo Fi F2
Po 0 0
0 Pi 0
0 0 ft

Fm—1 Fm
0 0

o o

o o

0 0 0-. Pm-1 0

A matriz de coeficientes ê conhecida como matriz de projeção e será denotada

por M . A distribuição etária, emt = 0eemt = l, é dada pelos vetores coluna no e

ni respectivamente. Cada elemento de no e nj representa uma dasse de idade diferente.

Assim, Mno = n\.

Analogamente, Mn\ = na, Mn2 = na, ..., Afn«-i = «t- logPi «« = JWrno,

sendoM* —MMM...M, t vezes. Portanto,conhecendo-se o vetor de distribuição etária

em um tempo t = 0 e a matriz de projeçãoobtém-se a distribuição etária da população

em qualquer tempo t.

Como, em geral, as fêmeas não são reprodutivasaté o final de suas vidas, alguns

F'8 podem ser zero. O número ddes e a posição dependem da reprodntividade biológica

da espêde qne se considera e do espaço relativodas idades pré e pós reprodutiva. Se Fm
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é zero, M é singular, desde que \M\ = 0, sendo |Af| o determinante da matriz Aí, pds

a última coluna de M terá todos os seus elementos nulos. Considerando que x = k é o

último grupo de idade no qual ocorre reprodução, Fk é o último valor de Fz não nulo.

Assim, M pode ser escrita como

F0

Po
0

Fi -
0 •

Pi •

•• Fk-i
0

0

Fk
0

0

0

0

0

ooo•

0

0

0

0

0

0

0 •

0 •

o .

• Pk-l
0

0

0

Pk
0

0

0

Pk+l

0

0

0

0

0

0

0 o . 0 0 0 -• Pm-1 0

e pode ser simetricamente partidonada como

A submatriz B é de ordem (m —kpx(k+ 1); C é quadrada de ordem m —k e

seus únicos dementes não nulos estão na subdiagonal abaixo da diagonal prindpal. No

canto superior direito aparece a matriz nula de ordem (k + l)x(m —Jb). A submatriz A

é quadrada de ordem k +1 e corresponde ã parte da população em idade reprodutiva.

A =

Fo Fi
Po 0

Ffc_i Fk
0 0

As potências de M são da forma

AT

Pk-i 0 J

[ f(ABC) cr J•

sendo Ar eCT potências de A e C, respectivamente e /(ABC) uma função das matrizes

A,B,C(Leslie,1945].

Repetidas pré-multiphcações dovetorcoluna nj = (noo mo noa •-• "fco)T, sendo

no o vetor transposto de no, por A, permitem predizer o crescimento futuro e a distrmuição

de idade futura desta parte reprodutiva da populaçãb. Então,

Ano = ni, A no = na,..., A no = nt
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Assim como existem projeções futuras existem projeções passadas. Observe-se

que A é nãosingular, pds \A\- (-l)à+2(fbPiP2... Pk-iFk) £ 0, desde que 0 < P4 < 1

paratodoi = 0,...,m— 1. Logo, A possui umainversa A-1 dada por pLesüe, 1945]

0

0

0
i-i

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

F-i -*b -Pi -*»
*k fljFt PiF* BiPk

Como nt —Ant-i, segue quent_i = A^nt. Analogamente,

0
-Ffc-l
*V-1** J

1-2 -3- i-T.nt~3 = A~ ntynt-3 —A~ nty... ynt-T = A~ nt.

Porém, existe um Emite para as projeçõesretroativas, ao contrárfo doque acontece

com projeções futuras. Repetidas pré-mnltiplicações porA-1 podem gerar um vetorde

distribuição etária com elementos negativos, ou seja, um número negativo de indivíduos

em uma dasse de idade. Como isso não fez sentido, projeções passadas podem ser feitas

até o momento anterior ao qual o vetor distribuição etária torna-se negativo.

0.10 Cálculo dos elementos da matriz de projeção

Os dados básicos para os quais os dementes da matriz M podem ser calculados

encontram-se, normalmente, em uma tabela de vida e em umatabda de idade com razões

de fertilidade específicas (Lestie, 1945].

Sejam,

• k a proporção de fêmeas vivas no tempo x de um grupo original de fêmeas, todas

TiaaríHag simultaneamente em t = 0;

• m, o número de fêmeas vivas nasddas por unidade de tempo de uma mãe com

idade no intervalo (x,z +1];

• Li o número de fêmeas vivas no tempo t, com idade no intervalo {x,z + 1].
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Lx = //+1 lxdx, (Lesfie, 1945]. Como P* é a probabilidade de que uma fêmea

com idade no intervalo (x,x +1] sobrevivaao intervalode idade (x + l,z + 2],

p _ número de fêmeas vivas em(x+l,x +2]
número de fêmeas vivas em (x,x +1]

Portanto, P,= £gJ-.

Parao cálculo de F», consideram-se n»t fêmeas vivas no grupo de idade [x,x+1]

no tempo t, supondo-se que das estãoconcentradas no pontomédio do intervalo, x + ç e

assumindo que as mortes ocorram ao redor do ponto médio do intervalo.

As hlhasnasddas durante a prhneirainete um tempo

t terão idade no intervalo (|— l)emt +leo número ddas quesobrevive até t +1 é:

r+i

Igdx.

Durante asegunda metade dointervalo, (| —1),onúmero de filhas nasddas neste

intervalo e que sobrevivem atét +1^ é

m._ _ „__

Desse modo, Fx —ro^L* + msH4Pxí#.r+A.

0.11 A estabilidade

Uma população qne apresenta uma distribuição etária pode, em determinado

momento, tornar-se estávd. Quando a população atinge a estabilidade a proporção de

indivíduos em cada classe de idade é constante. Isto não significa que a população não

possa crescer ou diminuir, mas que a freqüência relativa de indivíduos em cada grupo de

idade permanece constante. Assim, quando uma população governada por uma matriz de

projeção M está estávd, nt+i = An*, isto é, Àfn« = An», sendo X um escalar.

As fêmeas que ultrapassaramo períodoreprodutivo já não contribuem mais para

o crescimento da população. Então, considera-se apenas a parte da população que está em

idade reprodutiva e a parte que poderá alcançar o período reprodutivo. Como a matriz A

l*dx
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representa essa parte da população, estuda-se o cresdmento da população considerando A

a matriz de projeção populacional. Desta forma, quando a população atinge a estabilidade,

An* = An«. (0.20)

O learema de Perron Frobenius diz que uma matriz não negativa e irredutfvd

tem, pelo menos, um autovalor real positivo e que o maior destes autovalores possui

muftipfiddade 1 e seu valor é tão grande quanto o módulo de qualquer autovalor complexo

da matriz (Martignon]. Este autovaloré chamadoraiz latente ou raiz Perron.

Considerando a matriz A, de (0.20) obteém-se que jA —AJ| = 0. Expandindo-se

o determinante e denotando P0P1P2...Pr por P(P), tem-se a equação

Afc+1 - F0A* - PoFiA*-1 - ... - P(r-i)Fr
,fc~r -...-pt_iFfc = a (0-21)

A regra de Descartes diz que o número de mudanças de sinal na equação é

igual ao número máximo possfvd de raízes positivas. Como a equação (0.21) possui

apenas uma mudança de sinal, de acordo com essa regra, ela possui apenas uma raiz

positiva que será denotada por Ai. Esta é a única raiz que interessa, pois é a única que

geraráum vetor estávd de dementes reais positivos. Como a matriz A é quadrada, não

singular, não negativae irredutível,pdo leorema de Perron frobenius, Ai ê real positiva

de muHipfiddade 1. Para obter o autovetor associado a Ai resolve-se a equação (0.20)

para A — Ai,

ou seja,

F0 Fi F2
Po 0 0
0 Pi 0

0 0 Pa

0 0 0

Ffc_i Ffc
0 0

0 0

0 0

" flot " no»

nu nit

«a

»3t = Ai
n-H

nzt

. **** . . nkt .

Ponot = Amit
Pi«i« = Amai

Pfc_ink_i,t = Ainjw-
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Considerando not = 1, tem-se

m-

Sè=!l
xT j

Logo, a distribuição etária estávd da população é proporcional a tx.

Na seção a seguir será feita uma tiansforniaçãb de coordenadas de niodo a fadlrtar

os cálculos numéricos.

0.12 Transformação do sistema de coordenadas

No «stema de coordenadas original trabalha-se com a matriz A. Ao passar

do sistema de coordenadas original para um novo sistema de coordenadas, os vetores de

distribuiçãoetária sofrem transformaçõeslineares. Sendo B uma matriz não singular, n o

vetor de distribuição etária no sistema originaleoo vetor de distribuição etária no novo

dstema,

n-H~xv. (0.22)

Em geral, Ano é outro vetor n*, sendo n« e n* vetores de distribuição etária

referidos no sistema de coordenadas original (Lesfie, 1945],

Ana = "*. (0.23)

Substituindo-se a equação (0.22) na equação (0.23), tem-se AH^v* —if-1t%,

sendo »« e t% vetores de distribuição etária referidos no novo sistema de coordenadas.

Logo, JrJAff_1«o = Vb.

Denotando BAH~l por B, tem-se Bva—ify, observando-se que B operando em

va é equivalente a A operando em no.

Este transformação é conveniente para a realização dos cálculos nnméricos, pois

pode-se escolher J? de modo que B seja tão simples quanto possfvd.

Observe-se que as matrizes A e B têm a mesma equaçãocaracterística. De fato,

B-XI = BAR-X-XI
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e portanto,

= (BA-XBI)B~X

= B(A-XI)B~\

\B-XI\ = ^(A-AiOH-1!

= IfllIA-A/Hff-1!

= 1A-AJ|.

A seguir será obtido o vetor de distribuição etária estávd no novo sistema de

coordenadas.

Para isto, se

então

o

Pb
0

jy =

o

o

o

o

o

B =

* Fo PoFx P{l)F2
10 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

Da equação (0.20) vem que

0 0 0

0 0 0

0 0 0

Plk-<*-»>

0 5*z2l 0
P{h-V)

0 0 1

P{k-7)Fk P(fc_i)F*
0 0

0 0

0 0

Bvt = Xvt

e, portanto,

|B-AJ| = 0

Expandindo o determinante adma obtém-se

Afc+1 - F0A* - .ftFiA*"1 -... - P(r_i)Fr A* ..-ft_iFfc=0
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e observe-se que esta equação é a mesma equaçãocaracterística da matriz A, (ver equação

(0.21)).

Assim, Ai é o único autovalor real positivo da equação acima. Para encontrarmos

o autovetor associado a A], resolve-se a equação Bvt = AiVt,

Bih =

F0 PoFi P(i)F2
10 0

0 10

0 0 1

P(fc_2)Fjk P(k-DFk
0 0

o o

o o

= A,

vot

V2*

»3f = Ai«»,

L f« J

ou seja,

vot — Ajvií
«1* = Ai»2t

«to*

V\t

V3t

. L "Okt .

Obtém-se, assim, o vetor de distribuição etária estávd no novo dstema de coordenadas,

Aí
Aí-

V| oc

Ai
1

Para obter-se o vetor estávd nt no sistema de coordenadas original basta

pré-nrahipBcarmos vt por H"1, comonos mostraa equação (0.22). Portanto,

-í.nt = B~xvt -
*V»

Af 1

Af'2^!)

r i i

-
oc

*

AlP(fc-3)
AlP(fc_2)

P(k-1) J L x\ J

Um determinado valor de Ai e um dado vetor de distribuição etária estávd

não determinam uma única matriz de projeção. Duas matrizes de projeção diferentes
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podem ter o mesmo A] e o mesmo vetor estávd. O valor das outras raízes, as quais são

diferentes, afeta o tempo necessário para que a população alcance a estabilidade. Pidou

[Pielon, 1977] afirma que a população governada pda matriz que possuir menor modulo

das raízes complexas atingirá a estabilidade mais rápido que as outras.

0.13 Relação entre a forma canônica de JB e o vetor
coluna Lxmx

O processo anterior de mudar o sistema de coordenadas não é dincu, porém ê

trabalhoso e tedioso, prindpalmente se a matriz possuir uma ordem grande. A primdra

finha da matriz B pode ser obtida de outra forma, por meio do vetor coluna Lxmx. Desde

mie P* —"ZÍ"»

Jn>riJr2... Jrx — —.-=—.-=—...—.—=
Jbo L\ MJ% A»*—1 1>X

_ Lx+j
~ "ET'

sendo Lo = J0 lxdx.

O valor de Fz, já calculado na seção (0.10), refere-se à probabilidade de

sobrevivênda durante a primdra i?t>M^A» de vida e à morte de alguns adultos durante

o intervalode tempo 0—1. Então, mnItipBcar Fx por P{x-i) è análogo à formação da

coluna Lxmx.

Até então, tratou-se a dinftrmra. de populações anafiticamente. Devido à

dificuldade dos cálculos nesta abordagem, a seguir serátratada a dinâmica populadonal

por meio de simulações computacionais.
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O MODELO PENNA

Há váriosmoddos utilizados paraestudar a dinâmica de populações. Entre des

podem ser citados o modelo Charlesworth, o moddo Paitridge-Barton e o Modelo Penna,

o qual será utilizado nas simulações. O modelo Chariesvmth não é um modelo Bü-stringe

nãoutflizaastécnicas de MonteCario. Eleconsidera queos indivíduospossuemum código

genético dentrodo núdeo de todas as suascélulas e estassedividem pormitoses que geram

duas células-fnhas, as quais são a cópia genética da célula-mãe, isto não considerando

possíveis mutações aleatórias. O modelo Partridge-Barton foi inicialmente introduzido

para ilustrar as teorias de envdhedmento. Para tal, utihza as técnicas de Monte Cario.

As primeiras simulações de Monte Cario neste modelo foram feitas por Stauffer e Jaa

(Bernardes, 1996]. Neste primeiro estudo do modelo, nãoeram consideradas as mutações

hereditárias de uma geração para a seguinte. Não é um modelo de Bü-strmg, o que

dificulta suaimplementação. O Moddo Penna é de fácQ e eficiente implementação porser

um moddo de Bü-Strmg e será descrito nesta seção.

O Modelo Penna [Penna, 1935], introdurido em 1995, utiliza as técnicas de

Monte Cario [Otivdra,1991] paratratar diferentes aspectosreferentesao envelhecimento

biológico. Este modelo é baseado na teoria de acumulo de mntações, segundo a qual

o envelhecimento, processo de decréscimo das habilidades funcionais do indivíduo, é

uma conseqüência do balanço entre o acúmulo de mutações ddetérias, isto é maléficas,

e a seleção naturaL Desde a sua introdução, vários problemas relacionados à idade,

tais como a senescênda catastrófica do salmão do Pacífico [Penna te O&vdra, 1995,

Penna et ai, 1995], o desaparecimento do bacalhau na Costa Atlântica da América do
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Norte [Penna et ai, 2002], a longevidadedas árvores [Menezes et ai, 1996], o rompimento

soda! dos lobos do Alasca [Feingold, 1996], asvantegens do sexo[Bernardes, 1996], seleção

sexual {Martins& Penna, 1998], entre outros, foram tratados utilizando este moddo.

Embora tenha ddo idealizado para faço e eficiente implementação em computadores,

resultados analíticos já foram publicados [Pizza, 1997].

Na versão assexuada do Modelo Penna, cada indivíduo de uma população

de to«"fl"hn N(t)y sendo t uma etapa temporal, ê representado por uma palavra

computacional de 32 bits, a qual é interpretada como o seu "genótipo". Esta palavra

contém informações de quando o efeito de uma mutação deletéria estará presente (bit

setado em 1) ou não (bit setado em zero) durante a vida do indivíduo. É assumido que

cada bit corresponde a um "ano" do tempo de vida do indivíduo que poderá sobreviver,

no máximo, até 31 anos ( em modelagem computadonal a unidade temporal é arbitrária,

dependendo da situação que se desejamoddar). Assim, a idade éumavariávd discreta que

varia de 0 a 31 anos. Se, na idade i da vida do indivíduo, o t-édmo bit no "genótipo" for

1, ele sofrerá os efeitos de uma mutação deletéria naquele e em todos os anos seguintes da

sua vida. Um indivíduo permanecerá vivo enquanto o número de mutações deletérias até a

sua idade atual for menor que um limiar T. As mutações são introduzidas aleatoriamente

por meio dos bits em algum lugar do "genótipo" o qual indica a idade a partir da qual o

indivíduo sofrerá os efeitos da mutação.

Quando o indivíduo atinge a idade "<«'"» de reprodução, RM9 de poderá

gerar B filhos com dada probabifidade a cada idade adkâonal, inclusive na idade

RM. O "genótipo" de cada filho difere do "genótipo" do pai por M bits sdecionados

aleatoriamente. Se um oü, dentre os Aí escolhidos, for zero no "genótipo" do pai, de

passará a ser 1 no "genótipo" do filho. Por outro lado, se for 1 no "genótipo" âo pai,

de permanecerá 1 no "genótipo" do filho. Destaforma, apenasmutações prejudiciais são

consideradas.

Para manter o tft*»a*»h*> populacional dentro dos limites de memória

computacional, bem como para modelar as restrições ambientais, tais como espaço e

43



alimento, é incluído o fator de Verhulst. A cada etapa temporal L, a probabilidade do

indivíduo sobreviver é dada por

nw-1-5®-. (o-24)

sendo N(t) o tamanho da população no tempo t, e Ama, a capacidade de carga do

ambiente, ou seja, o número máximo de indivíduos que o ambiente suporta devido às

restrições de espaço e aumento. Esta equação está de acordo com a equação (0.15), sendo

s(W(*)) = 1 —»** = 1—̂ fp-. Após todos os indivíduos terem sido testados para

reprodução e morte, uma etapa temporal é conduída.

Assim, o processo evolutivo ocorre da seguinte forma: primeiro define-se o

tamanho inicial Ar(0) = n da população, sendo que mkâahnente todos os indivíduos

podem apresentar "genótipo Empo", isto é, livre de mutações ddetérias- Estes indivíduos

crescem e sobrevivem a cada intervalo de tempo com probabilidade Pt dada pda equação

(0.24). Ê feita uma contagem donúmero de mutações deletérias existentes no "genótipo1'

do indivíduo até a idade em que de se encontra, não sendo contadas as mutações que

aparecerão em idades mais avançadas. Se este número é igual ao número máximo permitido

(T), o mdivídno morre; caso contrario, de sobreviverá à próxima unidade de tempo. Se

a idade do indivíduo for maior ou igual à idade mínima de reprodução (RM), de gerará

D filhos com dada probabilidade e o "genótipo" destes filhos ê, na mdhor hipótese, igual

ao "genótipo" do pai. O "genótipo" do filho terá, no máximo, uma mutação deletéria a

mais que o "genótipo" de seu pai. Se o indivíduo sobreviver até as 31 unidades de idade

que correspondem à idade máxima estipulada no programa computacional, ele morrerá na

próxima unidade de tempo e o processo continuará através das outras gerações.

Resumindo, o Modelo Penna trabalha com os segnintes parâmetros:

• N(0) —n: tamanho inicia] da população;

• Nmax: capacidade de carga do ambiente;

• Mmúmero de mutações;

• T: limite de mutações ddetérias;
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• BM: idade mínima para reprodução;

• B: número de filhos por indivíduo a cada reprodução.

Penna assumiu mutações benéficas e maléficas na versão introdutória do

modelo [Bernardes, 1996]. Nesta dissertação, trabalhou-se com mutações maléficas, pois

parece bidogicamente mais natural, desde que mutações ddetérias ocorrem com maior

probabifidade que as mntações benéficas.

O Modelo Penna, além de ser de fádl implementação, é um modo eficiente de

simular dinâmica de população com distribdção etária, desde que cada indivíduo pode

ser representado pelo seu "genótipo". O moddo considera, além das mutações deletérias,

a pressão da seleção natural durante o processo evolutivo. Simulações com milhões de

indivíduos podem ser fdtas, as quais podem ser comparadas com tamanhos reais de

populações.
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SIMULAÇÃO
COMPUTACIONAL DO

CRESCIMENTO

POPULACIONAL DE

PULGÕES Aphis gossypii
Glover( Hemiptera:Aphididae)

Na seção 0.14 deste item, foram descritas as principais observações e resultados

obtidos por [Calvo & Fuentes, 1980, Carvalhoet ai, 2002, Chridanes& Souza, 2003,

Sogfiaet ai, 2003, Sogfiaet ai, 2002]. Nas seçõesseguintes são apresentados os resultados

e discussões das simulações em diferentes condições de temperatura, predpitação e

considerando diferentes tipos de crisantemos como planta hospedeira, utilizando, para

tanto, o Moddo Penna.

0.14 Efeito da temperatura e precipitação sobre o
desenvolvimento populacional de pulgões

Vários vegetais utilizados na nutrição humana como fonte de vitaminas sofrem

ataques constantes de pragas. Estas pragas provocam debifidades e deformações das

plantas, além de serem transmissoras de viroses que podem ser fatais e prejudicar a



f^awwqjftlWqyp**» das mesmas.

Diversos estudos são feitos a fim de determinar as variações populacionais destas

pragas e, assim, estabelecer um controle bidógico das mesmas de modo a reduzir o uso

excesdvo de tratamentos ntossanhários, favorecer a produção e a comercialização das

plantas. Asam, a compreensão da dinâmica de popuktções das pragas é nmito importante

para a previsão de seus picos populacionais.

Em temperaturas tropicais, os pulgões são insetos assexuados que, além de

transmitirem inúmeras viroses as plantas, atraem, devido à uberação da sdva, formigas

e fungos saprófitas que se proliferam e revestem toda a Buperfide foliar, prejudicando,

consequentemente, a sua comercialização. Há uma correlação positiva entre o número de

pulgões aladose a disseminaçãode viroses [Calvo & Fuentes, 1980].

Diversos trabalhos de laboratório [Perng, 2002, Sogfia et ai, 2003,

Sogfia et ai, 2002], [Crridanes & Souza, 2003] e de campo [Calvo& Fuentes, 1980,

Carvalho et ai, 2002] já foram feitos em diferentes regiões para determinar as autuações

populacionais de pulgões, tais como Mysvs persieat, Aphis gossypü\ entre outros, de

acordo com as variações cnmáticas e com o tipo de planta hospedeira.

A partir destes estudos verificou-se que fatores cfimáticos, tais como

temperatura, predpitação,luminosidade, umidaderelativae velocidadedo vento afetam o

desenvolvimento dos pulgões, alterando a longevidade, a fecundidade (númerode filhos),

o período reprodutivo e a migração dos mesmos.

No período de novembro de 1997 a outubro de 1998 foi feito um levantamento

do número de pulgões (afídeos) alados em cultivos de diversas hortaliças, em uma

área experimental do Departamento de Agricultura da Universidade Federa! de Lavras

(UFLA), Minas Gerais. Dados dimáticos, como temperatura e predpitação pluvial,

foram coletados durante o período de amostragem na estação cKmatológica do campns

da UFLA. Diversas espécies de pulgão foram capturadas, dentre elas a espécie Aphis

gossypii [Carvalho et ai, 2002].

Observou-se que os fatores dimáticos exerceram influência sobre a densidade
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populacional dos pulgões capturados, principalmente a temperatura e a predpitação.

Observou-se, ainda, que as preddtações pluviométricas limitam a muHàpficação dos

pulgões [Carvalho et ai, 2002]. No verão, quando as temperaturas são mais altas,

esperava-se capturar um grande número de afideos alados, o qa& não ocorreu, devido

ás elevadas precipitações. Assim, nessa região, em temperaturas mais elevadas as chuvas

são mais freqüentes, inibindo o crescimento populacional dos affdeos alados, devido à

dificuldade de migração e ao acúmulo de água nas plantas hospedeiras. As maiores

mddèndas de afideosaladosocorreram no mês de julho, períodomais secoque o verão. A

partir disso, condufu-se que os períodos mais secosfavorecem o i-wqajnny^to populacional

destes indivíduos [Carvalho et ai, 2002, Sogfia et ai,2003, Sogfia et ai, 2002].

O desenvolvimento populacional de pulgões da espécie Aphis gossypii também

foi avafiado em condições de laboratório [Sogfia et ai, 2003, Sogfia et ai, 2002]. O

experimento foi conduzido no laboratório de Biologia de Insetos do Departamento de

Entomologia da Universidade Federal de Lavras (UFLA). Os pulgões foram mantidos

sob temperaturas constantes de 15°C, 20°C, 25°C e 30°C e afimentados com folhas de

cnltivares de três tipos de crisântemos: Ydlow Snov/don, Whrte Reagane Dark Splendid

Reagan. Para cada temperatura foram utilizados três recipientes, sendo um para cada

cultivarde crisantemo destinadoá criação dosadultos.Observou-se que, a 25°C e a 30°C,

a duração da fase imatura dos pulgões foi menore conduiu-se que estas temperaturas são

as mais favoráveis ao desenvdvimeutodas fases imaturasde Aphisgossypiiem rdação ás

condições experimentais. Os pulgões apresentaram maior sobrevivência na fase imatura

quando mantidos nacultivar YeDow Snov/don. Segundo Sogfia et ai [Sogfia et ai, 2002], a

duração médiado tempo necessário parao pulgão atingira fase adulta não foi influenciada

pdas cnltivares de crisântemos estudadas, porém, foi dgniftcativamente afetada pela

temperatura. Sob temperaturas de 15°C, 20°C, 25°C e 30°C, estes períodos foram de

13,5;6,9;5,6 e 5,0 dias, respectivamente.

O períodoreprodutivodas fêmeas de Aphisgossypii decresceu com o aumento da

temperatura nas três cnltivares estudadas (Tabela 1).
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A fecundidade total das fêmeas também foi afetada pda temperatura

[Sogfia et ai, 2003]. A nràximafecundidade diária foiobtidaa 25°C,nastrês cnltivarese as

menores fecundidades diárias foram observadas nas temperaturas de 15°C e 30°C (Tabela

2). Observou-seuma diferençasignificativa na fecundidade total das fêmeas na cultivar

Yeflow Snowdon em relação ás outras, óbtendo-se uma maior produção nesta cultivar.

A temperatura também exerceu influência

de Aphis gossypii, a qual decresceu com o aumento da temperatura (Tabela 3). A 25° C

e 30°C a longevidade foi significativamente menor. Os valores obtidos permitiram dizer

que, de certa forma, a longevidade também ê influenciada pda planta hospedeira.

A partir dos. dados experimentais tratados estatisticamente, utilizando-se o teste

de Scott-Knott, ao nfvd de 5% de confiança, foram obtidas, por regressão, as equações

(YS) y - -0,Lta+2,8x-7,3 (0.25)

(WR) y = -l,02x + 33,8 (0.26)

(DSR) p = -0,9* + 31,4 (0.27)

para a duração do período reprodutivo em função da temperatura;

(YS) y - -0,02x2+ 0,99x-8,24 (0.28)

(WR) y = -0,02xa+ l,15z-10,48 (0.29)

(DSR) y = -0,03za+2,52x-14,40 (0.30)

para a fecundidade em função da temperatura e

(YS) y = -lx+42,5 (0.31)

(WR) y = -l,97x-r 63,64 (0.32)

(DSR) y = -l,92x + 65,85 (0.33)

para a longevidade, em função da temperatura.

Nas seções seguintes será apresentado o modelo proposto para o crescimento

populacional de pulgões da espêde Aphis gossypii, considerando diferentes hospedeiros

e fatores climáticos, tais como temperatura e predpitação.
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Cultivar 15°C 20°C 25°C 30°C
YeUowSnowdon 17,5db0,89 15,2± 1,19 14,3±0,72 3,8± 0,39
White Reagan 18,8± 1,63 12,0± 2,72 10,4±1,43 2,4±0,52

DarkS. Reagan 15,8±1,24 16,2±2,33 9,0±1,59 3,ldb0,43

labela 1: Duração, em dias (média db erro padrão), do período reprodutivo
de fêmeas de Aphis gossypii em função das temperaturas e das cnltivares de
crisântemo [Sogfia et ai, 2002]

Cultivar 15°C 20°C 25°C 30°C

YeUowSnowdon 1,8±0,05 2,6±0,14 3,1±0,13 1,7±0,09
White Reagan 1,2±0,1 2,4±0,43 2,8dbOt18 1,5±0,19

DarkS. Reagan 1,2±0,09 2^±0,19 3,6db0,18 l,4db0,19

labela 2: Fecundidade diária (média ± erro padrão) de fêmeas de Aphis
gossypii, em função das temperaturas e das cultivares de crisântemo
[SogUa et ai, 2003]

Cultivar 15°C 20°C 25°C 30°C
Yellow Snowdon 27,9±2,13 21,8dbl,92 18,0±0,73 12,5dbl,04
White Reagan 40,8±4,46 14,9±3,24 12,6±2,13 8,7db2,13

Dark S. Reagan 38,5±3,34 28,2±5,04 12,0±1,79 11,9±1,39

labela 3: Longevidade, em dias (média db erro padrão), de fêmeas de
Aphis gossypii, em função das temperaturas e das cultivares de crisântemo
[SogMa et ai, 2003]
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0.15 Simulação a diferentes temperaturas e
cultivares utilizando o Modelo Penna

Metodologia

Para simular a evolução temporal de uma população de pulgões da espêde

Aphis gossypii submetida a diferentes temperaturas e cultivares de crisântemo (Yeflow

Snowdon, White Reagan e Dark S. Reagan), considerou-se, inicialmente, uma população

formada de n indivfduos assexuados cujos genotipos são representados por duas palavras

de 32 bus, uma vez que a máxima longevidade observada experinientahmarte para os

pulgões excede a 31 dias. Neste caso, a máxima idade permitida para um indivíduo da

população é 63 dias. A estrutura de idade é inserida por mdo do Moddo Penna, no qual

assume-se, alem da idade mfnima (RM), uma idade máxima de reprodução (EX). Para

cada temperatura e planta hospedeira, os parâmetros do modelo, tais como idades mfnima

(RM) e máxima (RX) de reprodução e a fecundidade (&), deveriam ser obtidos a partir

das equações (0.25) a (0.33) das referências (Sogüa et ai, 2003, Sogfiaet ai, 2002]. No

entanto, nas equações (0.25), (0-27), (0.28), (0.30) do modelo aparecem valores negativos

para o período reprodutivo e fecundidades muito adma daquelas previstas nas Tabdas 1

e 2. Observou-se que existe um erro nestas equações das referências [Sogfia et ai, 2003,

Sogfia et ai, 2002], uma vez que os valoresobtidos não correspondemaos valores tabelados.

Dessa forma, para as cultivares Yefiow Snowdon (YS) e Dark S. Reagan (DSR), foram

ajustadas novas equações, a partir de valores médios dadas por

(YS) y = -0,082xa+2,85x-7,35

(DSR) y = -0,9x + 3,14

para a fecundidade. Nas Tabelas 4, 5 e 6, são apresentados os valores dos parâmetros do

moddo.
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Parâmetros X5°C 20°C 25°C 30°C

Idade mínima (RM) 13 7 6 5
Idade máxima (RX) 28 22 17 8

Fecundidade (B) 2 3 4 3

Tabela 4: Parâmetrosdo Modelo Penna para a cultivar YeUow Snowdon, em
função das temperaturas

Parâmetros 15°C 20°C 25°C 30°C

Idade mínima (RM)
Idade máxima (RX)

Fecundidade (B)

13 7 6 5

30 19 13 7

2 4 5 6

Tabela 5: Parâmetros do Modelo Penna para a cultivar White Reagan, em
função das temperaturas

Parâmetros 15°C 20°C 25°C 30°C

Idade mfnima (RM)
Idade máxima (RX)

Fecundidade (B)

13 7 6 5

29 19 13 8

1 2 3 1

Tabela 6: Parâmetros do Modelo Penna para a cultivar Dark S. Reagan, em
função das temperaturas
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Os outros parâmetros do modelo, os quais independem da temperatura,

assumiram, nas simulações, os seguintes valores:

• tamanho inidal da população: n = 10000

• capacidade de carga: JVnva* = 100000

• número de mutações: M = 1

• limite de mutações deletérias: T = 1

Em cada rimnlaçãb, fixado o valorde temperatura e definida a planta hospedeira,

todos os indivíduos da população, numa dada etapa temporal t, são testados para

reproduçãoe morte. Seaidadedeummdrvfduofermaiorouiguala RM e menor ou igual

a RX, de gera B filhos (assume-se uma probabifidade de 100%para a reprodução). Após

ser testado para reprodução, o indivfduo que em sua idade atual possuir um numero de

mutações ddeténas menor que o limiar T, sobreviverácom uma probabilidade dada pdo

fator de Verhuslt. Caso o indivfduo sobreviva, sua idade é aumentada de uma unidade.

Após todos os indrvfduos terem sidotestados parareprodução e morte, o tempo

é incrementado de uma unidade (um dia).

Uma quantidade de interesse em nossas smnriações é a taxa de sobrevivência,

definida, de acordo com a seção 0.10, como

0, = -^-, (0.34)
»»*-i,t-i

sendo qx a taxa de sobrevivência à idade x e ni,« (nx-i.t-i) o numero de indrvfduos com

idade x (x —1) no tempo t (t —1).
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Resultados e discussões

Nos gráficosda Figura 1, pode-se observar que, a 15°C, a população estabiliza em

um tamanho menor. Aumentando-se a temperatura para 20°C e, posteriormente, para

25°C, a população estabifiga em tamanhos maiores. Já a 30°C, observa-se que a população

diminui, exceto na cultivar White Reagan. Dessa forma, pode-se dner que a temperatura

de 25°C é a mais favorávd ao desenvdvimento populacional dos pulgões, para as três

cultivares, como já observado experimentalmente.

Gomo se pode observar nos gráficos da Figura 2, o moddo proposto reproduz as

variações na longevidade em função da temperatura. Quando considerado o crisântemo

White Reagan como planta hospedeira, o modelo reproduz ainda, exceto a 15°C,

longevidades dentro do intervalo obtido experimentalmente, o que não ocorre quando

consideradas ascultivares Ydow Snowdon e Dark S. Reagan. Ê possfvd queosresultados

com as referidas cultivares tenham ddo prejudicados por um ajuste de curvas não

adequado. Ressaltamos que nesta simulação foi feita uma anafise quantitativa comparando

as longevidades obtidas com os intervalos experimentais dados em [Sogfia et ai, 2003].

À temperatura de 15°C, no caso da White Reagan e da Dark S. Reagan, as

longevidadesobtidas experimentalmente paraos pulgõessãosuperiores à idade ntáxima de

reprodução RX, situação esta não reproduzida pdo moddo. Isto pode ser explicado pdo

fato de que, no Moddo Penna (versão assexuada), os indrvfduos sempre apresentam T— 1

mutações ddetérias antes da idade mfnima de reprodução, como observado na referência

[Otiveira et ai, 2004]. Dessa forma, o Emite T para as mutações ddeténas resulta em

longevidades menores que as esperadas experimentalmente.

Na Figura 3, é apresentado o gráfico da longevidade em função da temperatura,

considerando a cultivar White Reagan. Os dados foram ajustados pela equação

y —43,8 —l,28x, sendo y a longevidade e x a temperatura.
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Figura 1: Tamanho populacional de pulgões Aphisgossypiiem temperaturas
de 15°C (preto), 20°C (vermelho), 25°C (verde) e 30°C (azul), alimentados
com diferentes crisântemos: Yelow Snowdon, White Reagan e Dark S.
Reagan. Simulação até 20.000 etapas temporais
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Figura 2: Sobrevivência de pulgões Aphis gossypii, em temperaturas de
15°C (preto), 20°C (vermelho), 25°C (verde) e 30°C (azul), alimentados com
diferentes crisântemos: Yelow Snowdon, White Reagan e Dark S. Reagan.
Simulação até 20.000 etapas temporais
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Figura 3: Longevidade de pulgões Aphis gossypiiem relação à cultivarWhite
Reagan, em função da temperatura. A curva tracejada representa o ajuste
linear dos dados. Simulação até 20.000 etapas temporais
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0.16 Simulação a diferentes temperaturas e
cultivares, utilizando o Modelo Penna
modificado

Metodologia

Na tentativa de sdudonar a questão da longevidade, adotou-se uma versão

diferente para o Modelo Penna, inspirada em alterações ja propostas na referencia

[Oliveira et ai, 2004}. Na versão original do modelo existe um fator de morte aleatório

e dependente do tempo, conhecido como fator de Vernulst. Na versão proposta para o

modelo foi introduzido um novo fator de Verfaubt,qae depende do número de mutações

ddetérias do indivfduo em sua idadeatud [Ofivdra et ai, 2004], mui, dado por

sendo fi(mut) = ~br, sendo m um parâmetro. Dessa forma, se um indivfduo não

possui mutações deletérias acumuladas até a sua idade atual, de poderá morrer com uma

probabifidade dada pdo fator de Vernulst padrãoou por atingir a idade de 63 dias. Assim

sendo, não mais existe um Emite superiorpermitido para as mutações deletérias, tal como

ocorriana versãooriginal do Moddo Penna. Nesta simulação, foram mantidos os mesmos

valores dos parâmetros da «anulação anterior e adotou-se m — 1,06. Por questões já

levantadas, considerou-se apenas a cultivar White Reagan como planta hospedeira. Os

resultados obtidoscom o Modelo Pennamodificado sãoapresentados a seguir.

Resultados e discussões

Como se pode observar no grafico da Figura 4, a questão da longevidade a

15°C foi praticamente resolvida. No entanto, para temperaturas maiores, as curvas de

sobrevivência estão muito longe do que se espera. A situação requer, então, uma análise

mais cuidadosa.
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Figura 4: Sobrevivência de pulgões Aphis gossypii, em temperaturas de
15°C (preto), 20°C (vermelho), 25°C (verde) e 30°C (azul), alimentados
com crisântemo White Reagan. Simulação até 20.000 etapas temporais.
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0.17 Simailação computacional do crescimento
populacional de pulgões Aphis gossypii Glover

[emiptera: ApMdidae), sob difeeaafces
e

Metodologia

Para simular o cresdmento populacional de pulgões dpftúgowgmem ambiente

natural, foram considerados os parâmetros referentes à planta hospedaraYdlow Snowdon

e o Modelo Penna em sua versão usual, uma vez que esta-se interessado apenas na

evolução temporal da população. Os dados referentes a temperatura e à predpitação,

no período de novembro de 1997 a outubro de 1996 na cidade de Lavras, são apresentados

na labela 7. Uma vez que cada etapa temporal nessas simulações é medida em dias

{Carvalho et ai, 2092], considerou-se a precipitação média diáriaem cada mês.

Simulou-se a evolução temporal da população de t = 0 a t — 360 dias. Os

valores de temperatura e predpitação assumiram, em cada etapa temporal, os valores

apresentados na labela 7. Como a temperatura varia com o tempo, os parâmetros do

modelo dependentes da temperatura foram ajustados a partir dos dados experimentais

das referêndas [Sogfia et ai, 2003, Sogfiaet ai, 2002], pelas seguintes equações

RM(9) = 108,5 -11,607 0+0,44691 - 0,005733 tf3 (0.36)

RX(0) = 149 -19,233 «+0,92O2- 0,014667 fl3 (0.37)

B(9) = -7+0,9 9 -0,02 o2, (<U8)

sendo 0 a temperatura.

Considerando que a precipitação é um fator dhnâtíco <fp& afetaa sobrevivência e o

desenvolvimento dos pulgões, Smitando assim o cresdmento populacional, acrescentou-se

ao modelo uma probabilidade de morte, devido à predpitação (Figura 5), a qual foi

ajustada por y— - ^^í-i) —0» P°13 sendo yaprobabilidadede morteexa predpitação

média por dia.
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MesesNovDezJan

(1)(2)(3)
Etapatemporal(í)0<t<3031<í<6061<t<90

Temperatura232323

Precipitação183257150

Precipitação695

médiadiária

MesesíevMarAbr

(4)(5)(6)
Etapatemporal(í)91<t<120121<t<150151<t<180

Temperatura242221

Predpitação15814336

Precipitação551

médiadiária

MesesMaioJunJul

(7)(8)(9)
Etapatemporal(t)181<t<210211<t<240241<t<270

Temperatura181517

Precipitação7100

Precipitação200

médiadiária

MesesAgooetOut

(10)(11)(12)
Etapatemporal(t)271<t<300301<t<330331<t<360

Temperatura202120

Precipitação5422207

Precipitação217

médiadiária

Tabela7:Valoresdetemperaturaeprecipitação,denovembrode1997a
outubrode1998,emLavras,MG[Carvalhoetai,2002]
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10 20 30
Predpitação

40 50

Figura 5: Probabilidade da população reduzir, em função da precipitação.
Curva aproximada pela logística y=2^s^M*-i) ~®»0013-

62



Resultados e discussões

Dos resultados obtidos (Figura 6) observou-se uma correlação negativa

(p= —0,437) entre a predpitação pluviométrica e o número de fêmeas, visto que a

predpitação é um fator que reduz o crescimento populacional dos pulgões. Entre a

temperatura e o número de fêmeas, e entre a temperatura e a predpitação, as correlações

obtidas foram p ——0,398 e p = 0,707, respectivamente. Este resultado é rassoavd, visto

que, em Lavras, chove mais quando as temperaturas são maiores.

No mês de julho, obteve-seum aumento significativo do número de indrvfduos em

rdação aos meses anteriores, devido aos baixos valores da temperatura e da predpitação.

No mês de agosto, o número de indivíduos diminuiu em relação ao mês de julho, pois

a temperatura e a predpitação de agosto foram maiores que em julho. Os resultados

obtidos até o mês de agosto concordam com os obtidos experimentalmente na referenda

[Carvalho et ai, 2002]. Porém, no mês de setembro, o número de indrvfduos aumentou,

contrariando o resultado obtido na referenda atada. Este aumento, de acordo com o

modelo, pode ser explicado pela redução da predpitação neste mês em rdação ao mês

anterior e elevação da temperatura. No mês de outubro, o número de indrvfduos diminuiu

em relação ao mês de setembro, conforme ocorreu na referenda [Carvalho et ai, 2002],

pois houve um aumento significativo da predpitação. Ressaltamos que nesta simulação

foi fdta uma análise qualitativa dos resultados.
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CONCLUSÕES

• O Modelo Penna reproduz as variações na longevidade em runçâb da temperatura.

• O Modelo Penna não reproduz longevidades maiores que a márrima idade de

reprodução.

• O Moddo Penna modificado reproduz longevidades adma da m&rima idade de

reprodução, porem, a 20°C, 25°C e 30°C, estas longevidades estão fora do intervalo

considerado.

• O Moddo Penna reproduz as flutuações populacionais em função da temperatura e

da predpitação quando inserida uma probabilidade de morte devido â predpitação.

• Este mesmo estudo poderá ser feito para outras espédes de pulgões, em diferentes

plantas hospedeiras, fatores climáticos, tais como vdoddade do vento e umidade

relativa, poderão ser considerados para avaliar o desenvdvimento populadonal

destas pragas.
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