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RESUMO

GUIMARAES, Paulo Henrique Sales. Uma abordagem geométrica da Teoria
de Inversas Generalizadas. 2010. 67 p. Dissertagdo (Mestrado em Estatistica e
Experimentacio Agropecuaria) - Universidade Federal de Lavras, Lavras, MG.'

Uma abordagem geométrica em termos de subespacos vetoriais e
projetores lineares ¢ utilizada para apresentar a teoria da inversa generalizada de
Moore-Penrose. Suas principais propriedades sdo obtidas por este método.
Algumas propriedades das equagdes normais também sdo demonstradas. Uma
generalizacdo desta interpretagdo geométrica da inversa de Moore-Penrose ¢
aplicada para as inversas reflexivas em geral. Em particular a inversa de
quadrados minimos também ¢é explicitada geometricamente.

' Orientador: Lucas Monteiro Chaves — UFLA
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ABSTRACT

GUIMARAES, Paulo Henrique Sales. A geometrical approach of Generalized
Inverse Theory. 2010. 67 p. Dissertation (Master in Statistics and Agricultural
Experimentation) - Federal University of Lavras, Lavras, MG.!

A geometrical approach regarding to vectorial subspaces and linear
projectors is used to present the Moore-Penrose generalized inversion theory. Its
main properties are acquired by this method. Some properties of the normal
equations are demonstrated as well. A generalization from this Moore-Penrose
inverse geometric interpretation is applied to the reflexive inverses overall. The
minimum square inverse is particularly demonstrated geometrically.

1 Adviser: Lucas Monteiro Chaves — UFLA
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1 INTRODUCAO

A algebra linear ¢ talvez a area da matemadtica mais acessivel. Uma razio
qual pode justificar tal fato é a sua natureza dupla, isto ¢, algebra, com toda a sua
abstracdo e elegancia, e geometria, com todo o seu apelo intuitivo. Vetores,
angulos, subespacos vetoriais sdo conceitos geométricos e de facil visualizagdo.
E também a area da matematica com maior aplicabilidade em estatistica,
modelos lineares e estatistica multivariada que sob a hipotese de normalidade,
sdo exemplos claros. Tem-se que o uso de transformagdes lineares ortogonais,
diagonalizagdo de matrizes simétricas e formas quadraticas sdo essenciais e de
uso constante. Esses resultados de algebra linear sdo encontrados em
praticamente todos os livros utilizados nos cursos de graduagdo em matematica,
engenharias e estatistica. No entanto, o mesmo ndo acontece com a teoria de
inversas generalizadas, muito importantes em estatistica. Mesmo ndo exigindo
nenhum pré-requisito a mais que outros resultados de algebra linear acima
citados o topico sobre inversas generalizadas ndo ¢ tratado, a ndo ser em alguns
livros de algebra de matrizes. Algumas referéncias basicas para a teoria ¢
praticamente toda descrita por estatisticos. Desse modo a utilizacdo de uma
abordagem geométrica podera dar uma contribui¢do ao entendimento de varios
conceitos na estatistica que sdo na sua maioria tratados puramente algébricos.

O fato interessante a ser observado € que a abordagem feita pelos autores
estatisticos, em geral, ¢ totalmente algébrica, extremamente analitica e abstrata.
No entanto, as inversas generalizadas sdo utilizadas para se obterem estimadores
e ¢ essencial que as boas propriedades desses estimadores sejam explicitadas.
Entretanto, o0 método puramente algébrico ndo deixa claro quais sdo essas boas
propriedades. Nesse sentido, tem-se a impressdo que os estatisticos ndo estdo

utilizando o método mais adequado a seus objetivos. No livro de Lima (2006)



intitulado Algebra Linear, uma abordagem bastante geométrica é desenvolvida
para a obtencdo da inversa generalizada de Moore-Penrose (denominada de
pseudo-inversa), entretanto sem que nenhuma referéncia a estatistica seja feita.

Estendendo a interpretagdo geométrica desenvolvida em Lima (2006)
para a inversa generalizada de Moore-Penrose, uma construcdo semelhante ¢
apresentada para inversas generalizadas reflexivas e de quadrados minimos. Na
bibliografica bésica consultada n3o se encontrou nenhuma referéncia que
abordasse algo semelhante. Por ultimo, o texto pretende ser, apesar da
dificuldade de tal, uma referéncia didatica em portugués, deste topico que ¢
muito utilizado pelos estatisticos, porém infelizmente pouco compreendido.

O objetivo deste trabalho ¢é rever a teoria basica das inversas
generalizadas sob o ponto de vista geométrico. Desta forma pretende-se
explicitar propriedades que certamente ajudardo os estatisticos a compreender
melhor a propriedade dos estimadores obtidos por métodos exclusivamente

algébricos.



2 REFERENCIAL TEORICO

A algebra linear é muito estudada na graduagdo de praticamente todos os
cursos na area de ciéncias exatas. Tem-se que os conceitos basicos, defini¢des e
aplicacdes podem ser encontradas em excelentes livros tais como Lima (2006) e
Hoffmann & Kunze (1971). Em razdo disso, neste texto, as defini¢des e
conceitos gerais serdo restritos a0 minimo necessario, a notagdo também sera a
usual, uma vez que se pressupde que um futuro leitor desse texto tenha em maos
um livro basico de algebra linear.

Todo espaco vetorial real, neste texto, sera considerado como sendo o

espaco Euclidiano [ " com a base candnica e = {el,ez,...,en} e produto interno

n
<X, y>= in y; . Assim, toda transformagdo linear A:0" —0™ identifica-se
=1

com uma matriz A_ . Tal identificacdo simplifica a exposi¢do sem perda de

generalidade dos resultados. Se A, :[J " 50™ ¢ uma transformagdo linear,

~ . t X 1: t m n
entdo a matriz transposta A, define a transformacdo linear A_ 017 —> [ 7.
Ficando claras as dimensdes do dominio e contradominio, a notagdo A sera
usada para significar A, . As notagdes e os conceitos usuais de dlgebra linear

seguem os utilizados por Lima (2006).



2.1 Posto, imagem e ndcleo de uma transformacéo linear

Seja A:lJ "50™ uma aplicacdo linear. A imagem de A ¢ o conjunto
dos vetores well™ tais que existe um vetor vel", que satisfaz A(V)=w,
representada por:

Im(A)={wel™;A(V)=W paraalgum vel"}.

O conjunto de todos os vetores vell" tais que A(V)=0 é definido

como nucleo de A, denotado como Ker(A).Isto é,
Ker(A)={vel";A(V)=0}.

O posto de uma transformacao linear A ¢ definido como a dimensdo do

subespago Im(A). Como A(g;) ¢ o vetor definido pela i-ésima coluna de A,

entdo o posto de A sera igual ao nimero de colunas linearmente independentes.

Seréd usada a notacao r(A) para designar o posto de A.

Proposicdo 1 (Lima, 2006,p. 95). O nimero de colunas linearmente
independentes de uma matriz A ¢ igual ao niimero de linhas linearmente
independentes desta matriz.

Corolario 1 O posto de A ¢ igual ao posto de sua transposta, isto €,
r(A)=r(A").

Teorema 1 (Do nucleo e da imagem — Lima,2006, p.68): Se
A:0" >0™ ¢ uma transformacdo linear, entdo a soma das dimensdes da
imagem de A e de seu nucleo ¢é igual & dimensdo do dominio [J " isto &,
dim(Im(A)) + dim(Ker(A)) =n.

Proposicdo 2 (Lima, 2006, p. 63) Seja A:0">0™ uma
transformagdo linear. Para todo y € Im(A), o conjunto V ={xel";Ax =y},
formado pelas solugdes do sistema linear Ax =y ¢ uma variedade afimem 0",

paralela ao Ker(A).



A nocdo de subespaco vetorial abrange retas, planos e seus analogos
multidimensionais apenas nos casos em que 0os conjuntos contém a origem. No

caso de retas, planos, dentre outros que nao passam pela origem, tem-se a nogao
de variedade afim. Um subconjunto V <" chama-se uma variedade afim
quando a reta que une dois pontos quaisquer de V esta contidaem V .
Algebricamente, a Proposicdo 2 significa que, para cada Yy e Im(A),
obtém-se todas as solugdes x € ]" do sistema linear Ax =Y. Logo se encontra
uma “solucdo particular” X, desse sistema e a solugdo geral denotada por
X=X,+Z ¢ a soma dessa solu¢do particular com a “solu¢do geral Z do

sistema homogéneo associado” Ax=0. Naturalmente, esta ultima é um

elemento qualquer do nucleo de A. Se y ¢ Im(A) entdo o sistema AX=Y,

evidentemente, ndo possui solugdo.

Corolério 2 r(A)<menor{n,m}.

Segue das definicdes se A:0" — 0™ tem posto linha completo, entdo

r(A)=m e a aplicacdo ¢ sobrejetiva; e se A tem posto coluna completo,
r(A)=n e a aplicagdo ¢ injetiva.

A transposta de A deve ser uma transformacéo linear A0 50M tal
que, para cada xe[0" e yel™ quaisquer, tem-se (AX, y) =<X, Aty>. Isso so

se verifica porque estd sendo considerada a base candnica e (que é ortonormal).

Seque que se X e Ker(A) entdo, para todo y el™,
(AX, y>=0:<x, Al y> e, consequentemente, Ker(A') é perpendicular & Im(A)

¢ o Ker(A) é perpendicular a Im(A"). Isso pode ser visualizado na Figura 1.



Ker—(A )

Im(A)

Ker(A')

FIGURA 1 Representagdo geométrica do niicleo e da imagem de A e A'

Outra observacdo importante, que tem uma interpretagdo geométrica

interessante, € que se X, e X, sdo tais que AX =Yy e AX, =Yy, entdo,

Ax, — AX; =0, que implica em A(X, — X,) =0, e, portanto, X, —X, € Ker(A).

Isso pode ser visualizado na Figura 2.



X2-X1

Ker(A)

FIGURA 2 Geometriade AX, =Yy ¢ AX, =Y

Em outras palavras: se A(X)=Yy, entdo, para todo we Ker(A),
AX+w)=Y.

Uma matriz quadrada tal que A> = A é chamada matriz de projecio,
projetor ou idempotente. Lembre-se que uma matriz sera idempotente se
AA= A’ = A. Logo se tem que um projetor A restrito 2 Im(A) ¢ a identidade,
ou seja, A(Az)=A’z=Az,sendo ze0" um vetor qualquer.

I — A também ¢ um projetor, pois,

(1-A=1-2A+A’=1-A

Como

A((1-A)2)=A(z-Az)=Az-ANz=Az-Az=0,



segue que Im(l1 — A) = Ker(A), em que | é matriz identidade.
ZeKer(A) = (I -Az=2-Az=2-0=z€Im(l - A),
de onde segue que Im(l — A) = Ker(A).
Considerando que z € Ker(l — A),
0=(1-Az=2-Az=0=>Az=12
ze Im(A)= Ker(l — A) < Im(A).
Se we Im(A),
w=Az=>(1-Aw=(1-A)Az=Az1-ANz=
=Az-Az=0 = Im(A) c Ker(l — A),
logo, Im(A) = Ker(l — A).
Uma matriz de proje¢do é dita um projetor ortogonal se Av—-v ¢
perpendicular ao subespago Im(A).
Proposicdo 3 Uma matriz de projecéo é simétrica se, ¢ somente se, ¢ um

projetor ortogonal.

Prova: Sejam v e W vetores quaisquer
Se <v— Av, AW> e utilizando as propriedades de produto interno tem-se
que
(v—Av, Aw) = (v, Aw) — ( Av, Aw) = (v, Aw) — <v, A2W> =
=(v, Aw)—(v, Aw) = 0 Vv, W, pois A’ =A.
Considerando que Av—V ¢ perpendicular a Aw, isto ¢&,
(Av—v,Aw) = 0 = (Av,Aw) = (V,Aw),
da mesma forma Aw—w ¢ perpendicular a Av, isto &,
(Aw—w,Av) = 0 = (Aw,Av) = (w,Av),

portanto, (Av,w)=(v,Aw). U



As matrizes de projegdo encontram-se representadas na Figura 3. Note
que estas matrizes s3o simétricas e também projetores ortogonais

(perpendiculares).

N <

W

FIGURA 3 Visualizagdo da geometria de matrizes de projecao.



2.2 Fatoracéo de posto completo

Fatorar uma matriz A, consiste em obter matrizes B, ¢ C,,, tais

que A=BC. Uma fatoracdo ¢ dita de posto completo se r ¢ igual ao posto da
matriz A.

Dwivedi (1975) propds um algoritmo para obtengdo de uma fatoragao de
posto completo caracterizado pela necessidade de se conhecer o posto da matriz
e o niumero de passos necessario sendo o posto da matriz A.

Seja A,y =(a;), de posto r, com i=1,.,p,...mj=1L..4,..,n Faz-

se:

(a) escolher algum elemento a,, # 0;

(b) obter o produto U,V,,

alq

. 1| &y

emque: U =— ;V, =[ap1,ap2,...,apn]
oq |
| 8ma |

(c) Fazer A = A-U),
(d) Se A =0, o processo esta encerrado, entdio B=U, e C =V,
() Se A #0, repetir o mesmo processo para A, e assim,

sucessivamente até obter A, =0.

(f) Ao final do processo, tem-se a matriz B ¢ constituida pelos vetores
colunas U's e a matriz C pelos vetores linhas V's, de onde segue que a
fatoragdo pode ser representada por:

Vl
Apan =UV, +UV +..+UV =[U,.. U] =By Crun-
Vv

r

10



2.3 Inversas a direita e a esquerda de uma matriz retangular

Seja A uma matriz mxn de posto m. De acordo com Rao & Mitra

(1971) como AA! ¢ uma matriz mxm de posto m, a inversa (AAt)'l existe e
(AAD(AAY =1, = A[ AY(AAY) ' | = AAg 2.1)
em que a matriz ABI ¢ chamada de inversa a direita de A.

Se r(A)=ne A'A é uma matriz nxn, entdo a inversa (At A)" existe

(AN (AN =1, =[ (AN A JA=A'A 2.2)

emque AZ' échamada de inversa a esquerdade A.

11



2.4 Matriz particionada
Em certas situagdoes € util se trabalhar com a matriz quadrada A

particionada em blocos como, por exemplo:

A{AI Au} 23
A Ay

em que A, ¢ uma submatriz de dimensdo m xm;, A, é mxm,, A, ¢

m,xme A, ém,xm,.

2.4.1 Determinante de matriz particionada

Teorema 2 Seja a matriz A, particionada como (2.3). De acordo
com Schott (2005) se A, =0 ou A,, =0, entdo o determinante de A ¢ dado

por [A=[A, [[A]

Prova: Observe que

A, o |A Oty 0
A21 A22 AZI |m2 O A22

Uma prova semelhante pode ser obtida para |A|=|A11||A22| quando

A, =0. L

Teorema 3 Seja A uma matriz de dimensdo mxm ndo singular que

A=

:|A|1||A22|.

possa ser particionada como em (2.3). Entdo valem as seguintes igualdades:
a) |A| = |A22HA11 - AIZA;;AZI‘ ,caso A,, seja uma matriz ndo singular.

,caso A, seja uma matriz ndo singular.

b) |A/=|A[|A, - A ATA,

12



Prova: Caso A,, seja uma matriz ndo singular, vale a identidade

Iml _A‘ZA;; |:A|1 Au} Iml 0
0 1 (LA AL -AlAL 1,

:{Al —AALA, 0 }
0 Ay
Tomando-se o determinante de ambos os lados da igualdade e usando o

Teorema 2 obtém-se o resultado em (a). A prova de (b) é obtida de maneira

similar utilizando-se a identidade:
Iml 0 [Au Alz} Iml ~AA,
_A21A|_1] Im2 Ay Ay 0 Im2
— |: All O :| u
0 A22 - A21 A1711A|2

2.4.2 Complemento de Schur

Segundo Schott (2005) as matrizes A, —A,AL A, ¢ A, —A A A,
sdo denominadas complemento de Schur de A, em A e complemento de Schur
de A,, em A respectivamente, e designadas por S.

O complemento de Schur desempenha um papel importante na analise
numérica e em muitas outras areas da matematica e tem bastantes aplicagdes na

estatistica.

13



2.4.3 Inversa de matriz particionada

Teorema 4 (Schott, 2005,p. 256) Considere a matriz A . ndo singular

como em (2.3). Nesse caso a inversa de A sera dada pela expressdo
A {Af +AASTA A —AJ%SI} 04
~SAA, 5
se A, e S=A,—A, A'A, sio matrizes nio singulares. Do mesmo modo, se

_ -1 ~ . ~ . ~ . .
A, e S=A,-A,A,A, sio matrizes ndo singulares, entdo a inversa de A ¢

dada pela expressao em (2.5):

-1 -l -1

A ={ _15 -1 -1 S_] Azp_‘?z -1}' (25)
_A22A21S Azz _Azz AZIS A12Azz

2.4.4 Posto de matriz particionada

No caso de que a matriz A seja particionada como em (2.3) e, que A, e

A,, sejam ambas as matrizes nulas, ficando

A:[AI 0 }
0 A,
entdo, o posto de A ¢ dado por r(A)=r(A,)+r(A,). Quando A, ou A,

forem matrizes singulares, mas se A, ou A, forem ndo singulares, de acordo

com Schott (2005), o Teorema 5, enunciado abaixo, deverd ser usado para

determinar o posto de A.

14



Teorema 5 Seja A uma matriz particionada definida como em (2.3),

entio:

a) Se A,, for ndo singular o posto de A sera:

r(A) =r(A,)+r(A, - A|2A221A21) .
b) Se A, for ndo singular o posto de A sera:
r(A)=r(A)+r(A, - A21A1_11A|2) :
Prova: Para demonstrar a parte (a) do Teorema 5, considerando que

A,, ¢ uma matriz ndo singular e a matriz A representada como:

ac[h A
A Ay

1 _
Iml Azho |:A11_A|2A221A21 0 } Iml 0
O I m2 0 AZZ A;21 AZl I m2
Pelo Teorema 2 o determinante da matriz
I AA,
0 |

m,

¢ igual a 1, logo, esta matriz € ndo singular. Do mesmo modo, a matriz

l, 0
)

também ¢ ndo singular. Logo, o posto de A sera igual:

o M- 2]

A parte (b) do Teorema 5 ¢é obtida de maneira similar. L
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2.5 Inversa generalizada

As inversas generalizadas de matrizes apareceram na literatura em
estatistica e matematica como uma op¢ao ao uso de inversas classica matrizes,
sendo que essas sao usadas somente no caso de matrizes quadradas e positivas
definida. A inversa generalizada ¢ mais abrangente, valendo suas propriedades
para quaisquer matrizes e, principalmente as matrizes retangulares, que sdo de
ocorréncia bastante comum em estatistica.

Rao & Mitra (1971) definiram inversa generalizada de uma matriz
qualquer com propriedades similares aquelas da inversa de uma matriz nio
singular.

Definico 1 Seja A uma matriz de dimensdo mxn de posto qualquer,
ndo nulo. Uma inversa generalizada de A, com notacdo A, ¢ uma matriz

nxm tal que Xx=A"Yy ¢é uma solucdo do sistema AX =Y, para qualquer Y

que torne o sistema consistente.

Outra defini¢do algébrica de inversa generalizada ¢ dada por:
Definicdo 2 Uma inversa generalizada de A ¢é uma matriz A que

satisfaz AA A=A

Proposicao 4 As definigdes 1 € 2 sdo equivalentes.

7

Prova: Se y ¢ tal que Ax=Yy ¢ consistente, A y serd solucdo do
sistema e, portanto, AA"y=y. Para todo xel]", y=Ax define um sistema
consistente. Logo, se tem AA y=AA AX=AXx=Yy e, por conseguinte,

AA A=A L
Teorema 6 (Lima,2006,p. 220): Se A ¢ uma matriz de dimensdo mxn

de posto r(A)>0, existem matrizes ortogonais P e Q _  .tais que,

A= PAQt , em que a matriz

16



D 0
A B [ r ‘| ,
mxn O 0
¢ uma matriz ndo singular ¢ D_ uma matriz diagonal com entradas positivas,

d; =0, >0.,com o7 autovalores de A'A oude AA'.

Para qualquer matriz A, , existe sempre uma inversa generalizada.

Pelo Teorema 6 existem matrizes ortogonais P e Q de ordens m e n

respectivamente, tais que A= PAQt . Assim uma maneira de se encontrar uma

inversa generalizada de A é:

D!
com A" =| ' 0 .
0 O

Utilizando-se a Defini¢ao 2, pode-se verificar que

A =QA P!, (2.6)

AA"A=PAQ'QAP'PAQ' = PAA'AQ'=PAQ'=A. |

Searle (1971) apresentou um algoritmo extremamente simples para a

obten¢do de inversas generalizadas. Dada uma matriz A, de posto r faz-se:

1) Escolher uma submatriz qualquer em A, de dimensdo rxr dita

xn 2

complementar ndo singular de A, denotada por M, com mesmo posto de

Amxn -

ii) Obter a transposta da inversa de M , isto é, (M 71)t ;
iii) Substituir em A os elementos de M por seus correspondentes em
BN
(M)
iv) Fazer todos os outros elementos iguais a zero;

v) Transpor a matriz resultante.

17



O resultado assim obtido ¢ uma matriz inversa generalizada de A.

Exemplo 1 Seja a matriz:

. 1(A)=2.

N — =
S = O =
N N =N

Um menor complementar ndo singular de A com r(M)=2¢

L1 0 1
M = |:1 0} , entdo (M -1 )t - L J , logo uma inversa generalizada de A ¢é

Observe que podem ser obtidas diferentes inversas generalizadas de

A, » dependendo da escolha de M .

Teorema 7 Segundo Rao (1962) O sistema de equagdes Ax=Yy ¢
consistente se ¢ somente se, para alguma inversa generalizada A de A,
AAy=y.

Prova: Suponha que o sistema seja consistente e que X seja solugdo.
Entdio y= AX . Pré-multiplicando esta identidade por AA™, no qual A ¢
qualquer inversa generalizada de A, tem-se que

AAy=AAAX = AX =y.

Supondo agora que ha uma inversa generalizada de A satisfazendo

AA"y = y. Definindo-se X = A"y, nota-se que
AX =AAy=y.
18



* — r ~ . r .
Segue que, como X =AYy ¢ solugdo, o sistema ¢ consistente e,
portanto a prova esta completa. L

Teorema 8 Suponha que AX=Yy seja um sistema consistente de

equagdes e seja A qualquer inversa generalizada da matriz A, . Entdo, para
qualquer vetor h, nx1,

X,=Ay+(l,-A Ah (2.7)
¢ solucdo, e para qualquer solugdo X, , existe um vetor h que satisfaz a

equagao 2.7.

Prova: Como AXx =Yy seja um sistema consistente de equagdes, pelo

Teorema 7 tem-se que AA Yy =Y e entlo,
Ax, = AATYy+A(l,—A Ah
=y+(A-AA Ah=Yy,
pois, AA"A= A. Entdo, X, ¢ solugdo do sistema independente da escolha h.
Em outras palavras, se X~ é uma solugdo arbitraria, como AX = y, entdo
A AX = A"y . Consequentemente,
Ay+(l,—AAX =Ay+x -AAX =X,

* . ,
Dessa forma X = X, e assim a prova esta completa. L

19



2.6 Inversa generalizada de Moore-Penrose

Moore (1920) e posteriormente Penrose (1955) em trabalhos

independentes, mostraram que, para toda matriz real A, , h4 uma e somente

. + . .~ .
uma matriz denotada por A, que satisfaz as quatro condigdes seguintes:

i. AA'A=A
ii. ATAA"=A"
iii. (AA")' = AA"
iv. (ATA)'=AA.
A matriz A" que satisfaz as quatro condi¢des (i — iv) ¢ denominada

inversa generalizada de Moore-Penrose de A.

Teorema 9 Toda matriz A admite uma, € somente uma, inversa
generalizada de Moore-Penrose A" .

Prova: Primeiramente sera provada a existéncia de A". Se A for uma

matriz nula mxn, entdo sdo facilmente verificadas as quatro condigdes (i — iv)

com A" = Onxm , a matriz nula. Mas se A # 0nxm , entdo r(A) > 0. Portanto,

A=PAQ' A O 0
= ,emque A= .
1 0 0

Seja a inversa de Moore-Penrose dada por: A" = QA~ P! em que
A= D, 0

0 0/

i) AA"A= PAQ'QA P'PAQ' = PAA"AQ' =PAQ" = A;

ii) A"AA" =QAP'PAQ'QA P' =QA AAP'=QA P' = A*;

iii) AA" = PAQ'QA P! = PAA™P' (simétrica);

iv) A"A=QA P'PAQ"' = QA AQ' (simétrica).
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Portanto, A" = QA_Pt ¢ uma inversa de Moore-Penrose de A, ¢ fica
estabelecida a sua existéncia.

Para provar a unicidade de A" suponha que existam duas matrizes B e

C satisfazendo as condigodes (i — iv). Entdo utilizando as quatro condi¢des tem-

se que:
AB = (AB)' =B'A' = B'(ACA)' = B'A'(AC)'
= (AB)' AC = ABAC = AC;
e
BA=(BA)' = A'B' = (ACA)'B' = (CA)' A'B'
=CA(BA)' =CABA=CA
Usando-se estas duas identidades e (ii), tem-se que
B =BAB =BAC =CAC =C.
Desde que B e C sejam matrizes idénticas, a inversa generalizada de
Moore-Penrose ¢ tinica. u

Outra maneira de se obter a inversa de Moore-Penrose de A € através da
fatorag@o de posto completo.

Proposicéo 5 Se A, = By Crxn ¢ a fatoragdo de posto completo de

An » €ntdo
A* =c'(cch'(B'B)'B'. (2.8)
Prova:
i) AA*A =BCC'(CCH)'(B'B)'B'BC=B 1 | C=BC=A
ii) A"AA* =c'(cch)'(B'B)'B'BCC'(CC") ' (B'B) 'B'=
=c'ccchH'n(e'B)'B =ct(cchHy'(B'B)'B' = A",
iii) A A* =BCC'(CC")"(B'B)'B'=BI(B'B)'B'=B(B'B) 'B' e,
portanto, simétrica.
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iv)A*A =c'(cc"H(B'B)'B'BC=C'(CC")'IC=C'(CC")'Ce,
portanto, simétrica. L
Observe que a férmula da inversa de Moore-Penrose da Proposi¢do 5

pode ser escrita como o produto da inversa a direita de C pela inversa a
. r + -Ip-1
esquerdade B,isto ¢, A" =C B¢ .

As duas maneiras de se obter a inversa de Moore-Penrose enunciadas

acima estdo relacionadas da forma: Definindo
AI/Z — ‘\[ Dr O
0 0)

t
a matriz A pode ser escrita como A=BC =PA"?A"’Q , em que B=PA"?

e C=A"Q", sendo P e Q matrizes ortogonais e, B ¢ C matrizes de posto

completo. Tem-se entdo que:
At =c'(ccYH'(B'B)"'B'
=QA"*(A"*Q'QA") ' (AP'PA?) ' AP
=QA"* (A" A (APAY) T AP
=Q(AA")(APA)(APA) P!
=QI(A"?A"*) P!
=QA'P'= QA P' = A" J

Exemplo 2 Seja a matriz A definida abaixo:

—_—

0
0
1
1

O O =

Pela fatoragdo de posto completo, obtém-se
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o

Il
—_— e
—_— = O O
O

Il
1
O =
[
—

—_ O
L 1

A inversa de Moore-Penrose de A pode ser computada por:
At =c'(ccH(B'B)'B".

1’6 1/6 1/6 1/6
A=l 1/3 1/3 -1/6 -1/6|.
-1/6 -1/6 1/3 1/3

Outra forma de se computar a inversa generalizada de Moore-Penrose de

. . + —pt . L .
A ¢ através de A" =QA P’. Para isso ¢ necessario decompor a matriz A em

A=PAQ'.
110 12 172
Al L O 12 2] Ve of 246 146 146
1o 1 112 <121 o V2| 0 1A2 Nz |
1 0 1 12 -172
2360
/N6 o111 1 1
A =| 146 1/@{ \/_J—EL U J:
0 142 -1 -
N6 ~142

1’6 1/6 1/6 1/6
= 1/3 1/3 -1/6 -1/6].
-1/6 -1/6 1/3 1/3

Chega-se ao mesmo resultado, evidenciando que as duas maneiras de se

computar a inversa generalizada de Moore-Penrose sao iguais.
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2.6.1 Algumas propriedades da inversa generalizada de Moore-Penrose

Teorema 10
a) Se A =BnurCrxn € a fatoracdo de posto completo, entdo
A" =C'B"

b) (A)" =(A%),
C) (AtA)+=A+(A+)t e (AAt)+=(A+)tA+’
d) r(A)=r(A") = r(AA") = r(A"A).

Prova: (a) Como A"=c'(cC')'(B'B)"'B', basta mostrar que
ct=c'(cchH' e B* =(B'B)"'B".

Como B tem posto coluna completo, entido B* = (BtB)f1 B', logo,

i) BB*B=B(B'B)'B'B =B;

ii)B'BB" =(B'B) 'B'B(B'B) 'B' =(B'B)'B' =B";

iii) BB* = B(B'B) ™' B' ¢ uma matriz simétrica e;

iv) B'B =(B'B)'B'B ¢ simétrica também.

A prova para C* = C'(CC") ' segue de maneira idéntica. L

(b) Escrevendo A= PAQ', logo A' = QAP'. Assim A' pode ser escrito
da forma:

A =A'(A)" A'=QAP'(QAP" )" QAP' =
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= QAP'(PA"Q")QAP' = QAA"AP' =QAP' = A",
(A" =(A)" A (A)" = (QAP")"QAP'(QAP")*
=PAQ'QAP'PA Q' =PA Q' =(A")". i

As outras duas condigdes seguem sem problema. Para (c), desde que A"

satisfaca as condicdes (i — iv) tem-se que:
) A'A(ATA) ATA = ATAATATTATA = ATAAT(AAT)TA
= A'AATAATA = A'AATA = ATA,
ii) (A'A)T A'A(ATA)T = ATATTATAAT AT
= AT(AAT)'AATAT = ATAATAAT AT
= ATAATAT = ATAT = (A'A)Y,
iii) ATA(ATA)" = ATAAT AT = AT(AT(AAT)Y!
= A'(ATAAT) = ATAT = (ATA),
iv) (A'A)TATA= ATATTATA= AT(AT(AAT)DH'A
= ATAATA= ATA

Assim a prova esta completa. L
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Para a prova de (d) sera utilizado a condigdo (i) e o fato de que o posto
da matriz produto ndo pode exceder o posto de qualquer das matrizes no

produto. Logo se tem que:

r(A) = r(AA*A) < r(AA") < r(AY).

De forma similar utilizando (ii), tem-se que

r(A")=r(A"AAY) < r(ATA) < 1(A). i
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2.7 Inversa reflexiva

. . , . ~ r
Uma inversa generalizada de A é chamada reflexiva com notagdo A,

segundo Rao & Mitra (1971) se satisfaz
AA"A=Ae ATAA"=A". (2.9)

Teorema 11 (Rao & Mitra, 1971, p. 28) Uma inversa generalizada A"
de A é reflexiva se, e somente se, r(A)=r(A").

Para a obten¢do da inversa reflexiva de uma matriz A, considere a

xn 2

fatoragdo de posto completo de A, isto ¢, A =B_ C, entio, A . pode

mxr = rxn
ser expressa em funcdo da inversa a esquerda de B e da inversa a direita de C ,

como

A" =C;'Bg . (2.10)
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2.8 Inversa de quadrados minimos

Uma inversa generalizada A de A ¢ chamada de quadrados minimos
se AAN ¢ simétrica. A obtengdo de inversas generalizadas de quadrados
minimos de A ¢ obtida por: AL = (At A Al | em que (At A)  ¢é uma inversa

generalizada de A'A.

Prova:

i) Como A'A(A'A)"A'A=A'A, multiplicando-se a esquerda por

(A",
(A ATA(ATA) A'A=(AT) A'A= AATAA'A) A'A= AATA
= A(A'A) A'A= AAA= A
ii) Desde que AASA= A tem-se que (AAL )= AA" tem-se que
AAA- = AATAAL = (AAT) (AAN) = ATATAMA
= A" (AANA) = ATA = (AAT)' = AAT,
uma vez que AA"é simétrica. U

1 1 2
7 2 9
1 01 ‘
Exemplo 3 Seja A= L1 2 .entdo AA=[2 2 4 |.
9 4 13
2 0 2

28



2 20
Uma inversa generalizada de A'A ¢ (A'A)” = % -2 7 0], logo
0 0 O

uma inversa de quadrados minimos de A ¢ dada por:

2 =2 0/j1 1 1 2 0 2 0 4
L -2 7 0{j1 01 O =L 5 2 5 4|
10 10

0 0 021 2 2 0 0 0 O
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2.9 Inversa generalizada de matriz particionada

Teorema 12 Seja A uma matriz mxm particionada da forma (2.3).
Suponha que A, =0 ¢ A, =0 eque A, e A, sdo inversas generalizadas de

A, e A, respectivamente. Logo a inversa generalizada de A sera dada por:

.0
A‘:[A1 } (2.11)
0 A,

Prova: O resultado de (2.11) é obtido por meio da identidade da inversa
generalizada de Rao & Mitra (1971) AA A= A. Portanto, utilizando a
identidade temos que A,AA,=A, ¢ A,A,A,=A,, ficando provado

2.11). L

Uma maneira de se computar uma inversa generalizada de uma matriz

A, deposto r,escrito na forma particionada seguinte

B C

TXT ™>(N-T)

(Mm—r)xr (m—r)x(n—r)

em que B ¢ inversivel é dada pela Proposigao 6.

Proposicéo 6 Uma inversa generalizada de A é:

B
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Prova: Conforme a defini¢do de Rao (1971) tem-se que AA A=A,

s [ [ 1
Towe o5 S oxicl2

O resultado acima é valido se e somente se E = DB'C.

logo,

A demonstra¢do desta propriedade ndo ¢ trivial e geralmente ndo ¢

encontrada nos livros de algebra de matrizes.

Para cada coluna (aj,.-.apj)em que r+1<j<n, existem r

nimeros fj,..., f; tais que:

a alj
IBIj =
ml amj

Matricialmente considere a matriz ﬂrx(n_r) =(f;j) logo

Brxr Crx n—-r
D [ﬂrx(n—r)} = E "

(m-r)xr (m-r)x(n-r)

-1
Brxr ><IBrx(n—r) = Crx(n—r) = ﬂ = B C
D(m—r)><r g ﬂrx(n—r) = E(m—r)x(n—r)
E=DB'C.
A demonstracdo acima ndo € restritiva, isto ¢, uma matriz de posto r

quando ndo estiver na forma (2.12) pode ser colocada nessa forma por

transposi¢ao de linhas e colunas.
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Exemplo 4 Considere a matriz A abaixo:

-0 = O

1 1 : 0
1 0 : 0
A=
1 1
_1 0 _

Como E =DB™'C, logo se obtém que
1 10 110 0
E= = |
1 0ff1 —1{1 1

Teorema 13 (Marsaglia & Styan, 1974). Seja A uma matriz mxm

particionada da forma (2.3). Seja A, qualquer inversa generalizada de A, e

S=A,-A, A A, (Complemento de Schur em relagdo a A).
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Entao,

o :{AHA;AZS-AZIA; ~AAS” 2.13)

_S_A21A11 S”

¢ a inversa generalizada de A definida em (2.3) para uma particular inversa

generalizada S~ se e somente se o posto de A for dado por:

r(A)=r[{f\; 22D=r</xl>+r<Azz—AnAA2>

e, portanto, A ¢ uma inversa generalizada de A para alguma inversa
generalizada S~ .

. . y . r r ~
A inversa generalizada de A ¢ reflexiva se e somente se A, e S sdo

ambas inversas reflexivas de A, e de S respectivamente.

2.9.1 Inversa generalizada de Moore-Penrose de matriz particionada

Suponha que a matriz A seja particionada como A= [U QV] , em
que U tem dimensdo mxn, € V € mxn,. Em algumas situa¢des, pode

ser util ter uma expressdo de para A" em termos das submatrizes U e V .
Teorema 14 De acordo com Schott (2005) dada as condigdes

acima, e ainda, considerando que n=n, +n,, tem-se que

A+{U*—U*V(C*+W)}

2.14
C"+W (-19)

no qual C=(I,—-UU" WV, M={l,+(l,,-CCV'UUV(_,-CC)}"e

W =(I,,—~C*C)MV'U*U*(l_-VC").
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2.10 Inversas generalizadas na teoria dos Modelos Lineares

A teoria de modelos lineares ¢ descrita em varios textos, podendo-se
citar Searle (1971), Graybill (1976) e Rao (1973), entre outros.

De acordo com Searle (1971) o modelo linear de Gauss-Markov pode ser
representado por

Y=Xpf+¢ (2.15)
em que:

Y éum vetor nx1 de realizagdes de variaveis aleatorias observaveis;

X ¢ uma matriz nxm de elementos conhecidos (matriz do
delineamento) de posto r,

f éum vetor mx1 de pardmetros desconhecidos;

& € um vetor nx1 de componentes aleatdrios com esperanca zero e
matriz de variancias e covariancias igual a um multiplo da identidade. Para um
dado modelo particular, a esperanga matematica de um conjunto de observacdes
é

E(Yl) = X11:B1 + X12ﬂ2 ot leﬂm
EC(Y,) =%8 + X0, +. o+ Xy Fn

E(Yn) = anﬂl + anﬂz +...+ Xnmﬂm

a . 2
e a variancia de cada observagdo V(Y,)=o".

Representando matricialmente este sistema de equagdes tem-se:
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EVD] [% % - Xn| A
EY)| [ % X% - Xl B

LECR) ) (X %o -+ X LA

que é equivalente a: E(Y)=XB e e=Y —E(Y).

Observe que utilizando o conceito de esperancga e varidncia tem-se

E(e)=E(Y -E()=E(N)-EEX)=E()-E(¥)=0

V(&) =V (Y ~E(Y) =V (Y)-V(E(Y) =V(Y)-0, =c’l,
em que V(-) é a matriz de dispersdo padrdo (matriz de varidncia covariancia) e

n €amatriz identidade de ordem n.
Um dos problemas que se encontra na utilizagdo desses modelos é como

estimar os parametros desconhecidos [ j com base nas observagoes Y; .

Dado o modelo linear Y = X/ +¢. Um dos métodos utilizados para
estimar o vetor de pardmetros £ ¢ através do método de minimos quadrados, o

qual requer a minimizagdo da soma de quadrados dos desvios. Na forma

matricial consiste em minimizar
(Y=XBy=XB) =D (Vi —(E(y))’ (2.16)
i=1

Utilizando os conceitos de derivadas e de pontos criticos em relagdo aos

parametros obtém-se o sistema
XX =Xty (2.17)
o qual ¢ denominado de sistema de equacgdes normais.
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Quando X tem posto coluna completo, X'X ¢ uma matriz ndo singular

e quadrada, logo tem inversa classica e a solugdo inica de (2.17) ¢
B=(XX)" Xty (2.18)
No entanto, nem sempre a matriz X tem posto coluna completo, como
nos delineamentos experimentais e modelos superparametrizados. Neste caso
X'X ¢ uma matriz singular, logo ndo possui inversa classica. Dado que a matriz
X'X ¢ singular o sistema X'X B = X'y nio possui solugdo tnica. Uma
solucdo de minimos quadrados pode ser obtida com a utilizagdo da inversa de
Moore-Penrose.

Outra maneira de se escrever a solucdo das equagdes normais € por meio

da matriz de projecdo, definida nas Proposi¢des 2 e 3. Desde que ¢é possivel
escrever o sistema linear da forma Y = X ﬁA’ , entdo por (2.18) tem-se que

Y =XB=X(X'X)"'X'y=Py, (2.19)
em que a matriz X (X'X)™" X" em (2.19) ¢ chamada de matriz de proje¢do. A

inversa de Moore-Penrose ¢ definida em funcdo de um projetor, desta forma a

matriz de proje¢do (2.19) pode ser reescrita como
X(X'X)'X = XX ™. (2.20)
A prova para o caso geral de (2.20) ¢ dada no Corolério 5.
Teorema 15 As ecquagdes normais X' X,B =X'y sio sempre

consistentes.

Prova: Primeiramente uma demonstracdo algébrica. O sistema
(XtX)fﬁ = X'y ¢ consistente se e somente se X' X (X'X) X'y =X'y.
XEX(XTX) Xy = XEX(XTX)" Xty
= XXX (XH Xy
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desenvolvendo adequadamente e aplicando as propriedades da inversa de

Moore-Penrose chega-se a
=X'(XH xy=x'y. L

Lema 1 A transformagdo linear X' restrita ao subespago Im(X) éum
isomorfismo de Im(X) em Im(X").

Prova: Seja z e Im(X) tal que X'z7=0, z=Xw para algum W, logo
X Xw = 0.Como <xth, x>:0:<XW, Xx)Vx. Tem-se a Im(X), de onde
segue que X' restrito a2 imagem de X ¢ injetiva. Como dim(X) = dim (Xt) ,
pois o posto linha de X ¢ igual ao seu posto coluna, X' restrito a Im(X) éum
isomorfismo.

A consisténcia segue do fato dado y, Xty € Im(Xt) . Como X' restrita

a Im(X) é um isomorfismo entdo existe zeIm(X) e existe A, tal que

X'z = X'y, portanto, X'X 8= X"y.
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Ker(X7)

FIGURA 4 Representagdo geométrica das equagdes normais

Seja yL a projecdo ortogonal do vetor de dados Yy na Im(X). Sendo
assim, existe Ael", tal que XB=y'. Como X'y'=X'y segue que

X'Xp=xyt=X'y.
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2.10.1 Interpretacéo geométrica da soma de quadrados

Tem-se que a inversa generalizada de Moore-Penrose pode ser definida
como XX =P .Se § =Py, isso garante que o vetor de observacdes Yy pode
ser decomposto na soma de quadrados de dois vetores, isto €, o vetor ydo
espago coluna da matriz do delineamento X € o vetor de erros €=y —Y, do
complemento ortogonal do espaco coluna da matriz X, C(X). Este fato esta
ilustrado na Figura 5, a qual mostra o espaco coluna C(X) da matriz

X representando o planejamento experimental utilizado, o vetor y dos valores

observados, a decomposicao ortogonal do vetor de observagoes.

FIGURA 5 Interpretagdo geométrica da decomposig@o ortogonal do vetor de
observagdes Y nos vetores ¥ dos pardmetros e € dos erros.
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A decomposi¢do como ilustrada na Figura 5 pode ser usada como base
para aplicagdo do teorema de Pitadgoras. Aplicando o conceito de norma

(comprimento de um vetor qualquer), obtém-se
2
Iy =
Yy = (XX FY) (XX Ty) +(y = XX Ty) (Y= XX Ty)
=Y (X XHXX Ty +yly —y XX Ty — y (X)X 4y (X)) XX Ty

2

A

2
g +ly-xx"y

e’ =Hxx*y

=y XX XXy + ¥y — vy — yIXX Ty + yXX XX Ty
y'y=y'Py - y'(1-P)y, (2:21)
em que (2.21) representa a decomposicio da soma de quadrados total (y'y) do
modelo linear na soma de quadrados de parametros (yt Py) e na soma de

quadrados do erro ou residuo (yt(l -P)y).
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2.10.2 Métodos para o calculo de (X'X)~

Como X X ¢é uma matriz simétrica, utilizando o teorema de

diagonalizagdo de matrizes simétricas (Teorema 6), tem-se que os autovetores de

X'X formam uma base de [". Sejam A,,..., A os autovalores ndo nulos de
X'X com correspondentes autovetores V,,...,V,, logo, (XtX)Vi =AV;.

Sem perda de generalidade podem-se tomar os autovetores como
ortonormais, ou seja, <Vi,vj> =0,para todo 1# | e ||Vi || =1.Portanto, se tem
que se V ¢ um vetor qualquer de [" entdio V= Zaivi +W, onde
w e Ker(X'X). Logo,

(X X=X X av, +w)= XX aV)
=Y aX'Xy; =) adv.
Portanto, a  matriz XX pode ser decomposta em

ty _ t o
XX =AY, +...+ A4V, V,, pois,

AV +o+ V)0 av) =Zj“i2aiﬂijjvtjvi =Y adv; =(X"X)v.

Proposicdo 7 Uma inversa generalizada de X 'X ¢ dada por:

(X'X) =iv1v1t +...+ivrv§.
A4 A
Prova: (X'X)=(X"X)(X'X)"(X'X)
= (AT 5 D E A

=1 Aviv) = X"X. L
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Teorema 16 (Graybill, 1976, p. 32) Para qualquer matriz X a

mxn 2
matriz X (X'X)" X' ¢ a mesma, qualquer que seja a inversa generalizada
(X'X)".
Prova: Sejam M e N duas inversas generalizadas quaisquer de XX,
Entio X'XMX'X = X'XNX'X . Seja X =B;'C,' uma fatoragio de posto
completo de X .
(Co)'(Be')'Be'Co M (Cp)'(Be')' B 'Cp =
=(C5)'(Bg")'Bg'Co'N(Cp)' (Bg)' BE'Cp.
Multiplicando ambos os lados da equacdo a esquerda por (CE)] ) ea
direita por Cp' e sabendo que (Cg) (C5) =1 e C5(Cy)™ =1 (fatoragdo de
posto completo). O resultado sera

(BEI )t BE]CE)I M (CBI )t(BEI )t BEI — (BE] )t BEICBI N (CISI )t (BEI )t BEI.

Multiplicando agora ambos os lados da equagdo na esquerda e direita por

(( BEI )t B;)’l, o resultado desta operagdo sera
CoM(Cp)' =CyN(Cp)'.

Agora, multiplicando ambos os lados da equacao a esquerda por B; ea

direita por (B,gl)t , 0 resultado fica
Be'CoM(Cp)'(Bg')' = BE'Co/N(C)' (Be ),
simplificando essa expressao encontra-se
XMX "' = XNX".

. . o t
Como M e N sdo inversas generalizadas arbitrarias de X X, o

resultado é invariante. L]
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Corolario 3 X(X'X)"X'=XX", em que (X'X) é qualquer
inversa generalizada.
Prova: Tomando (X'X)™ = (X'X)" tem-se que
X(XEX) X = X (XTX)P X = X (XF(XHHX!
= XXFPXXT = XX* L

Corolario 4 X'y é solucdo das equagdes normais X'X 2= X'y.
Prova: As solugdes das equagdes mnormais sdo da forma
B=(X'X) X'y,
Sabendo-se que X (X'X)”X'=XX", entdo
Xf=X(X'X) Xy=X(XX)"X'y=XX"y. L
Proposicdo 8 As solugdes para as equagdes normais ,3 =(X"X)* X'y
e para Y = Xﬂ:ﬁ: X"y sdo iguais.
Prova:
(XtX)+Xty _ X+(Xt)+Xty _ X+(X+)tXty
= XT (XX ) y=X"XXTy=X"y. ]
A solugdo geral para o sistema de equagdes normais pode ser escrita

como
B=(XX) Xy +{l —(X'X)"X'X}h, (2.22)
em que h é um vetor arbitrario mx1, ou utilizando a inversa generalizada de
Moore-Penrose, como
B=(XX) Xy+{ —(X'X)"X'Xh
=Xy +{ =X (XY X Xh=XTy+{ - X" (X' X'X}h
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= XY+ = XXX Xth=X Ty +{l = X"XX"Xth=
B=X"y+{l -X*X1h.
Exemplo 5 Suponha que sete tomateiros sio tratados com trés diferentes
fertilizantes: trés plantas receberam um tratamento, duas plantas receberam

outro, e duas receberam um terceiro. A Tabela 1 mostra a altura das sete plantas,

oito semanas depois de plantadas, com sementes de mesma idade.

TABELA 1 Altura das plantas de tomates (em polegadas) em trés diferentes

fertilizantes.
Tratamentos
1 2 3
74 76 87
68 80 91
77

FONTE: Searle — 1987

Considerando Y;; a j — ésima observagdo do i — ésimo tratamento, com o
modelo:
Yij = B + &j.»
em f3 representa o efeito do i — ésimo tratamento e &j ¢ o erro aleatorio

associado a observagdo Y;. As observagdes do experimento podem ser

representadas pelas equagdes:
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Yi =ﬂ1 té&y,

y
Yio = ﬁl +é&), y”
yn::/Z'an -
) Yis
Yo = ﬂz + &y _
=Yy |=
Yo = ﬂz + &y y
2
Yo = ﬂz +&x
Y1
Y5 = ﬁ3 té&y y
| Y2 L
Yo =5+ &,
4]
68
77 ﬁl
ComY =76 ;8=|p5, |
0| |4
87

S O O O = ==

S O = = O O O

—_ —_ O O O O O

B
By |+
B

=Y=Xp+¢

A estimacdo dos parametros do modelo pode ser encontrada por

B=(X'X)"Xy.

>
Il
oS o =
oS o =
oS o =

S —= O
S = O
- o O

- o O

S O O O = = =
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(=

S O =
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S = O
S = O
- o O
- o O

F4T

68
77
76
80
87
91




A

Ou de forma equivalente por = X"y.

— —\ + -

1 0 0])[74] [74]
1 0 0|68 68
1 o of||77] [1/3 1/3 1/3 0 0 0 0 |77
B=ll0 1 o|||76]/=] 0 0 0 1/2 1/2 0 0 ||76
01 0/]|80 0 0 0 0 0 1/2 1/2]/80
0 0 1|||87 87
0 0 1])|91] 91 |

73

B=|78].
89

Exemplo 6 (Alves) Considere o ganho de peso, em quilogramas (kg) de
suinos, em funcdo de trés tipos de aditivos a racdo: t; = adicdo de uréia;

t, = adigdo de 6leo vegetal (1%); t; = adi¢cdo de 6leo vegetal (2%).

TABELA 2 Valores do ganho de peso em diferentes aditivos aplicados a ragdo
de suinos

Tratamentos (Aditivos a Racao)

1 2 3
5,0 6,0 9,0
4,0 7,0 8,0
3,0 8,0 10,0
4,0 - -
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Considerando Yj;; a j — ¢sima observagdo do i — ¢ésimo tratamento, com o
modelo:
Yii =B+ B + &

em que /3, ¢ a constante geral do modelo (média). Portanto, tém-se as seguintes

equagdes:
vy ] [50] [1 51 0 0] &, ]
Yi» 4,0 1 I 00 &
Yis 3,0 1 1 00 &
Yia 400 112 1.0 04| |4
Yo _ 6,0 _ 1 0 1 0}l 4 N &y, Y = Xfre
Yo 7,0 1 0 1 0}p &y
Yos 8,0 1 0 1 0} Eys
Vi 9,0 1 0 0 1 &5
Ys, 8,0 1 0 0 1 &,
L Yss | 110,0] |1 0 0 1] | €33 |

A estimagdo dos parametros do modelo pode ser encontrada através de

B=(XX)"X'y.
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2.10.3 Melhor solucéo aproximada

Dado um sistema inconsistente AX =Y, e uma solugdo aproximada X,,
desse sistema, define-se o erro dessa solugdo como sendo o vetor
e(Xg)=Yy—Axy.

O vetor X, ¢ definido como melhor solugdo aproximada ou solugdo de
norma minima se atender duas condigdes:

i lex)IF< lle(x)|, em que X, é qualquer outra solugio
aproximada.

i) Se [le(x,)|[*=[le(x,) [ entao ||, [[*< 1%, [P

Teorema 17 A melhor solugdo aproximada do sistema inconsistente
Ax=y ¢ dada por x, =A"y, em que A" ¢ a inversa de Moore-Penrose da
matriz A.

Prova: Deve-se mostrar que, se X, = Ay, entao
le(x)[I” < le()|, vx.

Sejam X, = A"y e X outra solugdo qualquer de AX =Y inconsistente.
Entéo:

i) e(x)=y—Ax, =y—-AA"y=(1- AA")y, em que |—AA" ¢
uma matriz simétrica e idempotente. Portanto,

le(x) [P = y'(1— AA" )y = y'(I - AA")(I - AA")y.

Sendo e(X) =Yy — AX. Somando e subtraindo AA"Y, tem-se

e(X)=y—AA" y+ AATYy — Ax= (I - AA")y+ A(A"y - X)

logo, e(x)=e(X,)+ A(A"Yy —X), entdo a norma ao quadrado de e(Xx) é
le(x) P=e(x.)+ AGA"y — x)] [e(x,)+ ARy —x)]
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:[e(x+)t +(x, = %) At][e(x+)+ A(x, —X)]
= e(X+)t e(X+)+E(X+)t A(X+ - X) + (X+ - X)t Ate(x+)
+(x, = X)A'A(X, —X).

Como

e(x,) A(X, =X) = (Y = AX,) A(X, =X) =

=(y=AA" Y AAY-x) = (¥ -~y AA")(AA"Y - Ax)

= y'AA Y-y Ax— y'AATAATY + Y AAT AX

=y AA Y-y ' Ax— V' AATY +Y' AX=0,

entao,
e = e(x,)"e(x,) + (X, = X) A"A(X, = X)
=l e(x ) I+l A(x, =) |2l e(x.) |

Sabendo-se que A'A ¢ uma matriz ndo negativa, entdo

(X, —X)' A"A(X, —X) é uma forma quadritica nio negativa. Lembrando que

uma forma quadratica ¢ uma fungdo do tipo Q(X)=X'Ax = Zn:iaij XX; em
i=1 j=1
que os elementos  &; sdo constantes reais ¢ X um vetor de varidveis aleatorias
ou valores desconhecidos. Portanto, voltando ao problema anterior tem-se que
le(x) | 2 e(x,) ||, vx.
Se X, =A"y entdo || X, |’< | X|], VX=X, .
Seja  Xx=A"y+(l —AA")h uma solugdo aproximada qualquer de

Ax =y inconsistente e diferente de x, = A"y. Sendo X, # X e que o sistema

Ax =y ¢ inconsistente entdo (I — AA")h = . Desta forma
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IX[P=l A"y +(1 = AR P=[ (ATy) + hi(l = AA)[A"y +(1 - AAT)h]=
= V' (AN ATy + yI(ADY (I = AADh+ hi(1 - AAY) ATy +
+h'(1 = AA")h]=
mas, YAV (1 — AA )=y (AT) = y'(A) AATh=y! (AT)h—
—y' (AN A(AY) h=y (A h—y' (A") h=0.
Entao,
Ix P =y (A") A"y +h'(I - AA")h= || x_ [P +h'(1 - AA")h.
Sabendo que h'(I — AA")h ¢ uma forma quadratica ndo negativa, tem-
se || x |2 x, [I*-
No entanto, por hipotese (I — AA")h= @, e assim, h'(l —AA")h ¢
estritamente maior do que zero consequentemente || X ||* > || X, ||’
Desse modo, X, =A"Yy ¢ a melhor solugdo aproximada de Ax=Yy

inconsistente, e a unicidade de A" garante a unicidade de X, =A"y. §
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3 METODOLOGIA

Sera apresentada uma constru¢do geométrica da inversa de Moore-
Penrose, que servira de base para a interpretacdo geométrica das outras inversas
generalizadas apresentadas no texto. O que o trabalho apresenta de novo é&,
principalmente, a geometria das inversas generalizadas de minimos quadrados e
das inversas reflexivas, além do apelo geométrico para projetores ¢ estimadores

de minimos quadrados.

Seja a transformacdo linear A:[1" — ™. A inversa de Moore-Penrose,

também conhecida como pseudo-inversa de A, serda a correspondéncia

A":0™ 50" que associa a cada vetor de observagdes yel™ o vetor
A'y=xe0" de menor norma possivel dentre os que tornam minima as
distancias |y — Ax|.

Se y ndo pertencer a imagem de A, o sistema linear ndo tera solucao.

. ., n . .
Desta forma, a ideia é procurar em [J um vetor X tal que AX esteja o mais

proximo possivel de Yy e, dentre esses vetores X, aquele que possua a menor
norma. Dado um vetor ye(1™, o vetor na Im(A) mais proximo de Yy serd a
projecdo ortogonal de Yy, representado por yl, sobre Im(A). Portanto
yl e Im(A) e y—yl € Ker(At), pois € perpendicular a todos os outros
vetores da Im(A). Uma vez que yL e Im(A) existe um vetor x (1", tal que
AX = yl. Pela Proposicdo 2, ha uma infinidade de outros vetores da forma
X+2Z com A(X+2)= yl, em que z e Ker(A). Dentre esses vetores X+2Z, 0

de menor norma ¢ X—Xx" em que X ¢ a projecdo ortogonal de X sobre o
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Ker(A). O vetor X—x & perpendicular ao Ker(A) e, portanto,
Xx—x"e Im(At). Por conseguinte, A’y= X—Xx>. O vetor A'ye Im(At) é
ortogonal ao Ker(A) e é o unico vetor da Im(At) tal que AA'y= yl. Note
que A restritaa Im(A') é injetiva, uma vez que Im(AY) N Ker(A) = {0} . Toda
essa construcdo estd descrita geometricamente na Figura 6.

. .. + ~ .
Apesar de ser intuitivamente claro que A" ¢ uma transformacdo linear,

tal fato tem que ser provado e a demonstracao pode ser vista em Lima (2006), p.

204.
A
b oz /\ |
X J
y \
i
/:1+y=ac-xl . \\ \\
c B
AA =
L y=y
z n ”
Ker(4) Eer(A)
n 4 In ﬂf)
Y

FIGURA 6 Configuragcdo geométrica da inversa generalizada de

Moore — Penrose.

52



4 RESULTADO E DISCUSSAO

Nesta se¢do serdo apresentadas algumas demonstragdes anteriormente
obtidas por propriedades algébricas, utilizando apenas propriedades geométricas
da inversa de Moore-Penrose. Em algumas delas verifica-se que a abordagem
geométrica simplifica a demonstragdo, além de deixar claro o significado
essencial dessas propriedades. Em outras, o método geométrico é claramente

outra forma que ajuda o leitor na compreensdo da demonstragao algébrica.

4.1 Teoria geométrica da inversa generalizada de Moore — Penrose

Proposicio 9 A transformagio linear A" :0™ — 0", definida
geometricamente na metodologia, ¢ a inversa de Moore-Penrose.
Prova: Basta provar as quatro identidades que definem a inversa de

Moore-Penrose.
i) AAfA=A
Como Ax=YyeIm(A)=y=y" ¢, portanto,
AATAXx = AATY = A(X—Xx) = Ax— Ax* = Ax,
visto que Ax* e Ker(A) sendo, portanto, nulo. Na Figura 7 pode-se constatar a

situacdo configurada acima.
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X Tt
A-I-fbc:ac—acl AN N

P ™,

Fd S
I
/

t
Ker(4) )  In{4)
A

FIGURA 7 Visualizagio geométrica de AA"A= A

i) ATAAT = A
ATAATY = ATA(ATY) = ATA(x—x1) =
= A"(Ax—Ax')= A" (Ax) = Aty =A"y.

A interpretacdo geométrica deste fato encontra-se na Figura 8.
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y
&
A+AA+}’=A+}’ X L
1 Ady=y
= XX
I (A) I (4)
i1} i1}
Kerf4)
-
A

FIGURA 8 Visualizagdo geométrica de A"AA" = A"

iii) (ATA)' ' =ATA
Em termos de transformacgdes lineares, tal fato ¢ equivalente a mostrar

que, paratodo Xell " etodo zell ", <A+AX,Z>:<Xa A+AZ>.
(A" AX,2) = (A (A),2) = (x—x",7) =

=<x—xL,z1 +22>:<x—xl,zz>,

em que Z, € Ker(A) e z, € Im(A").

<x, A*Az>=<x,z—zl>=<x, 22>=<x—xL+xl,22>=<x—xL,zz>,

: 1 t L
pois Zz—z e Im(A’) e X~ L z,.
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iv) (AA")' = AA*

A demonstragdo segue como no caso anterior. L

Corolario 5 Lima (2006) AA" :0™ — 0™ ¢ o projetor ortogonal sobre
Im(A).

Seja yeIm(A), logo existe xel[l" tal que Ax=y. Portanto, pela
definigio de A" tem-se que x=A"y ¢ AA"y = Ax =y, por conseguinte, A" A
restrito a Im(A) ¢ a identidade.

Considere agora Yye Ker(At) , logo yL =0 e, portanto,
ATy=A"0=0= AATy=0.

Corolario 6 Lima (2006) A*A:0" — 0" ¢ a projetor ortogonal sobre
Im(A").

Seja xe Im(At). Se y=AX entdo, pela construgdo geométrica de
Moore-Penrose, A"(AX)=x e consequentemente A*A restrito & Im(At) éa
identidade. Se x € Ker(A), Ax=0 e, portanto A*Ax=0.

Proposicdo 10 Lima (2006) Um operador linear P:0" —»0" é um

. + +, -
projetor ortogonal se e somente se P =P, em que P ¢ a inversa de Moore-

Penrose.

Prova: P ¢ um projetor, isto é, P> = P e consequentemente PPP =P .

Tem-se entdo, que as quatro condi¢cdes de Moore — Penrose sdo satisfeitas, ou
seja, P" =P. ||

Como P"=P ¢ PP" =PP=P?>=P ¢ um projetor pela propriedade
PP'PP" =PP" e, portanto é simétrico, pois PP"é simétrico. Uma

demonstragdo geométrica segue da configuracdo e esta representado na Figura 9.
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Ker(P)

Y

Im(P)

FIGURA 9 Proje¢ao ortogonal P
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4.1.1 Demonstracdo geométrica de algumas propriedades da inversa de
Moore-Penrose

Sera feito a prova geométrica de duas propriedades (a e d) da inversa

generalizada de Moore-Penrose enunciadas no Teorema 10.

a) Se A = BnwrCrun € a fatoragdo de posto completo, entdo
A" =C"B".

Prova: Tem-se dim(Im(A)=r e dim(Im(B))=r. Além disso,
Im(A) < Im(B) = Im(A) = Im(B) e sobre a implicacdo que Ker(A) < Ker(C),
portanto dim(Im(C)) =r, tem-se pelo teorema do nucleo e da imagem que
dim(Ker(C))+dim(Im(C)) =n. Logo se tem que

dim(Ker(C))+r=n=dim(Ker(C))=n-r

dim(Ker(A))+dim(Im(A))=n
dim(Ker(A))=n—r = Ker(A) = Ker(C).

Se Ax=y, entio A'y=x- x. Como B ¢ injetiva, existe um unico
Z, que aplicado por B leva em yl, ou seja, Bz, = yl. Logo, By = Z,. A
transformagdo linear C ¢ sobrejetiva, logo existe 2z, tal que z,=C"z,.

Projetando-se  ortogonalmente z, em Ker(A) tem-se que
z,-2,"elm(A) e como C(z,-2,") = Cz,-C(z,")=2,, portanto
Cfz,=2,-1,.

Como A(z,-2,")=BC(z,-2,")=B(z,) = y*. Entio,

z,-2, =A"y=C"(z)=C"B"(y). U
A Figura 10 representa a propriedade A" =C*B*.
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c A= By C o B

Im{A") Ker{A)= Kr(C) nfB)=MC) \

FIGURA 10 Representagdo geométrica de A" =C*B*

b) r(A)=r(A")=r(AA") =r(AA).

Prova: A dimensdo da imagem da matriz produto ndo pode exceder a

dimensdo da imagem de quaisquer das matrizes no produto. Logo se tem que:
dim(Im(A)) = dim(Im(AA"A)) < dim(Im(AA™)) < dim(Im(A")),
dim(Im(A*)) = dim(Im(A* AA")) < dim(Im(A* A)) < dim(Im(A)). [
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4.2 Interpretacdo geométrica da inversa generalizada reflexiva

A construgdo geométrica da inversa generalizada de Moore-Penrose
permite com poucas modificacdes uma interpretacdo geométrica para inversas
generalizadas em geral que possuem o mesmo posto da matriz inicial.

A interpretacdo geométrica para a inversa generalizada reflexiva ¢

baseado no fato de no lugar do subespaco Ker(At) toma-se qualquer subespago
V,com dim\V)= dim(Ker(At)) tal que 0™ = Im(A)®V (soma direta). No
lugar da Im(At) toma-se um subespaco W  qualquer tal que

0" =Ker(A)®W . A inversa generalizada de A aplicada em um vetor y ¢

definida da forma: Projeta-se y em Im(A) paralelamente ao subespaco V ,

obtendo-se um vetor denotado por yl. Toma-se um vetor X tal que AX = yl.

Projeta-se o vetor X em W paralelamente ao subespaco Ker(A) (proje¢do
ortogonal), obtendo-se o vetor X — xt.
De fato A" assim definida é uma inversa reflexiva, pois
AA"A(X) = AA"Y = A(X—x") = AXx— Ax" = AXx.

Portanto, AA"A=A, de onde segue que A" é uma inversa

generalizada.
ATAA" (y)= A"A(x—x )= AT(y)=Ay.
De onde segue que A"AA" = A" ¢, portanto, reflexiva. A interpretagio

geométrica da inversa generalizada reflexiva pode ser visualizada na Figura 11.
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FIGURA 11 Configuracao geométrica da inversa reflexiva

Com essa interpretacdo geométrica ¢ possivel dar outra demonstragdo

para o Teorema 16 no qual se tem que matriz A(At A A ¢ a mesma para
qualquer que seja a inversa generalizada de A'A.

Prova: Encontrar uma inversa generalizada de A'A ¢ equivalente a se
escolher dois subespagos W e V em 0" onde a dimW)=dim(Im(A")) e
dim(V) = dim(Ker(A)) tais que (At A)” z ¢ obtido da seguinte forma: Projeta-se
Z paralelamente a V em Im(At), obtendo-se z*. Toma-se xe[l" tal que
AtA(X):Zl. Projeta-se X em Ker(A) paralelamente a W obtendo-se x*.
Assim (A'A) (z) =x—x*.
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Como A'y e Im(A") a projecio de A'y em Im(A") ¢ o proprio, desta
forma obtém-se  Xx—Xx  tal que (At A) Al y=X-— xt, logo
A(A'A)”Aly = A(x—x") = A(X), de onde segue que o valor de A(A'A)” A'
nao depende das proje¢des yl e Xl, portanto, ndo depende das escolhas dos
subespagos V e W , consequentemente ndo importa a inversa generalizada de
A'A escolhida. L

Uma observagdo interessante é que se A'A é simétrica, entdo é uma
proje¢do ortogonal na Im(A), isto &,

A"A=Pa- .1

r . . SR ~ r . ~
Do mesmo modo, se AA ¢ simétrica entdo ¢ uma projecdo ortogonal
ty s
Im(A"), isto &,
AAT

= PIm(At)' (4.2)

Teorema 18 Seja A uma matriz qualquer mxn,entio AB = AA" see
somente se B étal que ABA=A e AB ¢ simétrica.
Prova: Para se demonstrar algebricamente essa propriedade considera-se
que:
Se ABA=AA"A=A e AB = AA" ¢ simétrica.
Considerando agora que se AB = AA*AB = (AA")' (AB)'

= (AY" A'B'A" = (A")'(ABA)' = (A" A' = (AA)' = AA*, L

Para a demonstracdo geométrica, tem-se que ABA = A= ABAB = AB

e, portanto AB ¢ uma projecdo. Como AB ¢ simétrica a proje¢do é ortogonal.
Esta projecdo ortogonal é sobre Im(A). Como AA"é uma projegdo ortogonal
sobre Im(A) as duas matrizes devem ser iguais.
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4.3 Interpretacdo geométrica da inversa de quadrados minimos

A construgdo ¢ semelhante a anterior, porém agora se toma em " um
subespago W tal que dim(W)=dim(Ker(A)) e 0" =Im(A")®W (soma
direta). A inversa generalizada A em um vetor y ¢ definida da forma: Projeta-
se ¥ em Im(A) paralelamente ao subespago Ker(At), obtendo-se o vetor yl
(projetor ortogonal). Toma-se um vetor X tal que Ax = yl. Projeta-se o vetor
X em W paralelo ao subespaco Ker(A) obtendo-se o vetor x—x>. AL assim
definida ¢ uma inversa de quadrados minimos. De fato como AAFA=A e por
construgdo AAL(y) = yl ¢ a projecdo ortogonal de  y em Im(A) relativa ao
subespago Ker(At). Como projecdes ortogonais sdo simétricas, tem-se que

L . . . . ~ L, .
AA"~ é uma matriz simétrica. A interpretacdo geométrica deste fato encontra-se

na Figura 12.

63



b

Ker(#)

'\\_//

&

FIGURA 12 Configuragdo geométrica da inversa de quadrados minimos

Proposicdo 11 Se Al ¢ uma inversa de quadrados minimos de A, entdo
AAAN = A (4.3)
Prova: Uma demonstragdo algébrica é:
ALAAL — At(AAL)t _ At(AL)tAt :(AALA)t — Al
Demonstragdo geométrica:

AAA(y) = A'(y") = A'(y), VY. U
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5 CONCLUSOES

1) A abordagem geométrica na teoria das inversas generalizadas ¢
didatica e conceitualmente interessante. As propriedades passam a ter um
significado intuitivo. Algumas dessas propriedades podem ser facilmente
demonstradas.

2) A generaliza¢ao da abordagem geométrica da inversa de Moore-
Penrose as demais inversas generalizadas (inversas reflexivas e de
quadrados minimos) ¢ simples e ndo acrescenta nenhuma dificuldade a

teoria.
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