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RESUMO

A presente pesquisa teve por objetivo desenvolver novas aplica¢des para andlise de imagens ba-
seadas na transformada discreta decimada e ndo decimada de wavelet. Foram estimados e verifi-
cado o comportamento, ao longo do tempo, dos expoentes de Hurst (direcional) com utilizacdo a
transformada de wavelet em 128 imagens interferométricas de um carcinoma mamdrio anaplas-
tico canino, obtidas em intervalos regulares. O primeiro procedimento consiste em extrair partes
das imagens que retratam tecidos cancerigenos e tecidos sauddveis e aplicar a metodologia de
andlise multirresolucdo em quatro niveis de resolucao, utilizando a wavelet de Daubechies com
oito momentos nulos. O segundo procedimento baseou-se em estimar os expoentes de Hurst nas
256 subimagens, com diferentes métodos utilizados para diminuir a correlacdo dos coeficientes
wavelet e o efeito de possiveis outliers e, assim fazer uma anélise temporal desses expoentes ao
longo do tempo. Foi verificada a ndo sobreposic¢ao das distribui¢des nas séries em, pelo menos,
uma dire¢do quando comparadas subimagens do tecido cancerigeno e sauddvel, concluindo que
a andlise temporal dos expoentes de Hurst podem diferencid-los. Com a aplicagdo dessa meto-
dologia serd possivel obter uma melhora na qualidade da informacdo que pode ser retirada de
imagens de tecidos cancerigenos, com o reconhecimento de padrdes no expoente de Hurst, que
podem ser usados, juntamente das andlises clinicas, num processo de classificacdo ou detec¢ao
de tumores.

Palavras-chave: Analise multirresolu¢do. Transformadas de wavelet. Expoente de Hurst.



ABSTRACT

This research aimed to develop new applications for image analysis based on the decimated and
non-decimated discrete wavelet transform. We estimated and verified the behavior of the Hurst
exponents (directional) using the wavelet transform in 128 interferometric images, obtained at
regular intervals, of a canine anaplastic mammary carcinoma. The first procedure consists of
extracting parts of the images that portray cancerous and healthy tissues and applying the multi-
resolution analysis methodology at four levels of resolution using the Daubechies wavelet with
eight null moments. The second procedure was based on estimating Hurst’s exponents in the
256 sub-images, using different methods to decrease the correlation of wavelet coefficients and
the effect of possible outliers, thus conducting a temporal analysis of these exponents over time.
We verified the non-overlapping series distributions in at least one direction when comparing
sub-images of cancerous and healthy tissue, concluding that the temporal analysis of Hurst
exponents may differentiate them. By applying this methodology, it will be possible to improve
the quality of the information obtained from images of cancerous tissues by recognizing patterns
in the Hurst exponent that can be used along with a clinical analysis in the tumor classification
or detection processes.

Keywords: Multiresolution analysis. Wavelet transform. Hurst exponent.
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1 INTRODUCAO

A utilizacdo das transformadas de wavelet aumentou significativamente com uma grande
variedade de aplicacdes nas diversas dreas do conhecimento, tais como: Acustica, Astronomia,
Engenharia, Medicina, Fisica e Estatistica. Especialmente na Estatistica, dentre varios tépicos,
0 que mais se destaca € a filtragem de sinais, ja que eles sao corrompidos por ruidos durante sua
transmissao.

Nos trabalhos estatisticos que envolvem wavelets, sao abordados aspectos praticos e
tedricos em filtragem de sinais biométricos, filtragem e compressao de sinais, deteccao de ano-
malias em imagens e suavizacdo de dados gendmicos. A busca por representagdes esparsas
de sinais trazem vantagens para aplicagcdes envolvendo regularizacdo, compreensdo de dados e
reducdo de ruidos.

A ideia por tras da estrutura de compreensao de dados, de acordo com Lima (2002), € a
de remover a correlacdo presente e a partir de uma parte das informagdes, preencher a parte que
esteja faltando. O requerimento béasico € que se possa mudar rapidamente dos dados originais
aos comprimidos e vice-versa. Em imagens existem correlacdes espaciais, que podem prever o
valor de um pixel pelo pixel vizinho; correlacdes espectrais, capazes de predizer a componente
de frequéncia pelas frequéncias vizinhas e também correlagdo temporal, em que a maioria dos
pixels de imagens simultaneas mudam pouco na direcao do tempo.

Nessa perspectiva, os primeiros trabalhos que associaram wavelet com métodos estatis-
ticos foram os de Donoho e Johnstone (1992), no qual a transformada de wavelet foi usada para
transformar sinais densos em vetores esparsos com poucas entradas significativas.

A transformada de wavelet € uma técnica que permitiu um avango significativo no pro-
cessamento de imagens, que por sua vez, estimulou o estudo de bases ortonormais de wavelet,
permitindo andlise de imagens em varias escalas simultaneamente. Dessa forma, resolveu parte
do problema de armazenamento e resolugdo.

O principio da analise multirresolucio proposto por Mallat (1989) diz que essa metodo-
logia € essencial para a extragdo eficiente de informagdes a partir de uma observacdo. O objetivo
dessa andlise € oferecer uma infraestrutura para que as fungdes possam ser representadas em di-
ferentes escalas ou resolucdes para o caso das imagens. Essa metodologia permite decompor
uma funcéo f(x,y), em uma combinagdo linear entre uma fungio escala e uma fungéo wavelet,

permitindo, assim, analisd-la em vdrios niveis de detalhes.
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Esta pesquisa teve por objetivo utilizar a andlise multirresolucdo, que forma um sistema
ortonormal de suporte compacto, com aplica¢do das transformadas decimada e ndo decimada
de wavelet, para analisar o comportamento dos expoentes de Hurst, ao longo do tempo, em uma
sequéncia de imagens interferométricas de um carcinoma mamario anapléstico canino retiradas
em intervalos regulares e obtidas por meio do método Biospeckle laser. A decomposicao foi
feita nas tré€s dire¢Oes (horizontal, vertical e diagonal). Além disso, verificar se a andlise tem-
poral dos expoentes de Hurst, também, € capaz de diferenciar imagens de tecido cancerigeno
do tecido sauddvel. E por fim, discutir o efeito do uso de diferentes métodos utilizados para
estimar os expoentes de Hurst, na série temporal.

Para atingir esse objetivo, foi extraido da sequéncia de 128 imagens (640 x 486 pixels),
subimagens (64 x 64 pixels) da regido cancerigena e da regido saudavel, totalizando 256 su-
bimagens. Processar as subimagens utilizando a anélise multirresolucao proposta por Mallat
(1989) com a fungdo wavelet de Daubechies com oito momentos nulos (D8) e quatro niveis de
resolugdo que, de acordo com Wang e Shiying (2000), sdo as wavelets que melhor caracterizam
os detalhes por meio da wavelet mae.

O instituto nacional do cancer americano estima que uma, em cada oito mulheres, em
algum momento, serd diagnosticada com cancer de mama durante sua vida, (Altekruse et al.,
2010). Atualmente, a mamografia € a principal estratégia para detec¢do precoce de tumores.
Entretanto, a interpretacao radioldgica das imagens € uma tarefa dificil, uma vez que a aparéncia
mamografica do tecido sauddvel € altamente varidvel e complexa e os sinais de cancer precoce
sdo frequentemente pequenos e sutis.

De acordo com pesquisadores do Instituto Nacional do cancer brasileiro, os diagndsticos
falsos estdo relacionados, muitas vezes, a ma qualidade do exame, (INCA, 2013). Para realizar
uma mamografia, o técnico posiciona a paciente no equipamento e radiografa a mama. A ima-
gem € revelada e analisada por um médico que emite um laudo com diagndstico. Uma falha
em qualquer etapa, pode ocasionar erro. Estima-se que entre dez e trinta por cento dos canceres
poderiam ter sido detectados mais precocemente e muitas dessas falhas de diagndsticos podem
ser atribuidas, principalmente, a fatores humanos, ( Martin et al., 1979).

Nesse sentido, essa pesquisa justifica-se, principalmente, por contribuir com a melhora
da qualidade da informagao que pode ser retirada das imagens de células cancerigenas, com

o reconhecimento de padrdes nos expoentes de Hurst, permitindo, assim, estabelecer junto de
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andlises clinicas, conclusdes mais confidveis que podem ser usadas como, por exemplo, num
processo de classificagdo ou detec¢ao de tumores precocemente.

Para facilitar a introducio do assunto, serd apresentada uma breve revisao bibliogréfica
cronoldgica sobre wavelets, desde a primeira citacdo feita por Haar (1910), passando pelas pes-
quisas realizadas por Mallat (1989) e Daubechies (1989), que impulsionaram a comunidade
cientifica com processamento digital de imagens, até os dias atuais, com seu uso no processa-
mento de imagens radiograficas.

No referencial tedrico € apresentada uma breve introduc@o sobre as transformadas de
Fourier e wavelet, para responder as seguintes questdes: O que € transformada de Fourier?
O que sdo wavelets? O que € transformada de wavelet? O que € analise de multirresolugao
(AMR)? O que € expoente de Hurst? E por fim, seré retratado o célculo do expoente de Hurst
com a implementacdo de diferentes métodos para sua estimacdo, propostos para diminuir a

correlacdo e o efeito de possiveis outliers.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O primeiro trabalho sobre wavelet data de 1910 na tese de doutorado de Alfred Haar, na
qual ele desenvolve anélises escalonadas. Haar apresentou em sua tese um sistema ortonormal
gerado por meio de rotagdes e translagdes de uma dada funcdo. Esse sistema oferece a vantagem
de ser composto de fungdes de suporte compacto (fungdes nao nulas em um intervalo limitado e
fechado da reta), capazes de localizar sinais no dominio da frequéncia e no dominio do tempo.

As wavelets de Haar, embora sejam de suporte compacto, nao sao continuamente dife-
renciaveis. Com intuito de resolver essa dificuldade, entre as décadas de 20 e 30, Schauder e
Luzin apresentaram uma base de funcdes continuas. A base de Schauder apresenta vantagens
sobre a de Haar, pois permite obter uma série para a derivada em termos da base de Haar. Anos
mais tarde, o foco das pesquisas passou a abranger métodos de obtencdo das bases, a partir de
fungdes originais.

No inicio da década de 80, Alex Grossmann e Jean P. Morlet introduziram o conceito
de wavelets, enquanto analisavam sinais geofisicos destinados a exploracdo de petréleo e gas.
Eles constataram que, com repentinas variagdes do sinal, a andlise de Fourier ndo era eficiente.

Em 1985, Stéphane Mallat impulsionou as pesquisas na area por meio de seu trabalho
em processamento digital de imagens, particularmente com os filtros espelhados em quadratura
e com algoritmos piramidais.

O método de Mallat permite construir a maioria das wavelets ortogonais. A funcao
de escala foi introduzida em 1989 e seu principio fundamental € analisar o sinal por meio da
combinacdo de uma funcio escala (passa-baixa) e wavelets (passa-alta). Essa ideia € essencial
na codificacdo em sub-bandas e na andlise multirresolugdo.

Dando continuidade aos trabalhos de Mallat, Meyer (1990) construiu as primeiras wave-
lets ndo triviais, continuamente diferencidveis. A distingdo entre as wavelets de Haar e de Meyer
¢ a diferenciabilidade continua. Porém, as wavelets de Meyer ndo sdo de suporte compacto.

O trabalho de Haar foi completado em 1988 por Ingrid Daubechies em seu artigo Ortho-
normal Bases of compactly supported wavelets, no qual foi apresentado um conjunto de bases
ortonormais de wavelets suaves com suporte compacto. Sua pesquisa foi um divisor de dguas
nessa drea, uma vez que ela estabeleceu uma base sélida para o desenvolvimento de métodos
wavelet, apresentando a comunidade cientifica o grande potencial de decompor sinais (imagens

e séries temporais) em suas componentes elementares ao longo de diferentes escalas.
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Os trabalhos de Mallat e Daubechies estdo entre as contribui¢cdes mais relevantes e ci-
tadas na literatura cientifica. Enquanto Daubechies construiu uma base ortonormal de funcdes
wavelet, Mallat identificou um importante conceito de andlise multirresolu¢do (AMR), permi-
tindo a obtencdo de algoritmos rdpidos para as transformadas discreta de wavelet por meio de
seus filtros.

A partir desses trabalhos, as wavelets t€m sido utilizadas nas mais diferentes areas da Fi-
sica, tais como caracterizagdo de sinais acusticos, radar e sonar, anélise de tons musicais, Optica
e eletromagnetismo. Também sdo utilizados nos contetidos matemdticos, como fractais, mode-
lagem de sistemas lineares, modelagem geométrica, solucao de equagdes diferenciais ordinérias
e parciais (OLIVEIRA, 2007b).

Outra importante linha de pesquisa que tem estimulado métodos wavelet € a busca por
representacdes esparsas de sinais. Elas melhoram aplicacdes envolvendo reducdo de ruidos e
compressao de dados. O trabalho pioneiro que envolve wavelets com métodos estatisticos €
o de Donoho e Johnstone (1992), no qual as transformadas de wavelet sao exploradas para
transformar sinais densos em vetores esparsos com poucas entradas significativas.

Donoho e Johnstone (1992) propdem um procedimento para se obter, a partir de sé-
ries originais de tempo, as séries alisadas (denoised), que sdo possiveis pontos de partida para
aplicacdo de métodos de previsdo. Arino e Vidakovic (1995) propuseram um procedimento
alternativo aos modelos temporais, no qual se baseia a utilizacdo de wavelets para fracionar a
série original em subs-séries de alta frequéncia e baixa frequéncia, para posteriormente obter
mais detectabilidade do comportamento ciclico da série original.

Nos conteudos estatisticos, as wavelets tém sido utilizadas para estimac¢do de densidade,
deteccao de pontos de mudanga e de bordo, problemas inversos, andlise de séries temporais,
regressao ndo paramétrica e especialmente reducdo ou anulacdo de ruidos em sinais.

Ainda sobre os conceitos estatisticos, as wavelets também foram usadas por Shannon
(1948) para constru¢cdo do sinal, a partir do processo de amostragem. O teorema proposto
por Shannon estabelece, sob certas condi¢des, que amostras de um sinal podem conter todas
as informacdes a ele associado. Portanto, o sinal pode ser reconstruido a partir de amostras.
Mas esse estudo se aplica somente para sinais que nao possuem componentes espectrais para
frequéncia acima de uma dada frequéncia.

Nos ultimos anos, tem ganhado muita aten¢do na comunidade cientifica, os trabalhos

que utilizam procedimentos de filtragem de sinais por meio de encolhimento dos coeficientes
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wavelet. Nesses trabalhos, sdo abordados principalmente aspectos praticos e tedricos sobre
transformada de wavelet em filtragem de sinais biométricos; filtragem e compressdo de ima-
gens; detec¢do de anomalias em imagens e suavizagdo de dados gendmicos.

No sentido de deteccdo de anomalias em imagens, Braga et al. (2012) utilizaram a
técnica biospeckle laser para analisar imagens no dominio da frequéncia utilizando a wavelet
de Morlet. Eles observaram que tecidos cancerosos apresentavam altas frequéncias, enquanto
tecidos saudaveis revelavam baixas frequéncias. Também foram analisadas dreas de transi¢do,
onde eram manifestadas frequéncias baixas e intermedidrias.

Nicolis et al. (2011) também utilizaram a transformada de wavelet 2D em mamogra-
fias digitalizadas para classificar tumores como maligno ou benigno, com base nos expoentes
de Hurst. Segundo esses autores, o tecido mamario benigno tende a ser mais irregular e com
menores expoentes de Hurst. Em contrapartida, tecidos mamarios malignos tendem a ser mais
regulares e com expoentes de Hurst maiores. Ainda nesse trabalho, os autores propdem como
alternativa para reduzir os efeitos de outliers, uma mudanca no célculo do expoentes de Hurst.
Nesse trabalho os expoentes de Hurst se mostraram discriminatérios e levaram a um classifi-
cador que toma decisdes corretas em mais de 85% dos casos. Esse resultado também coincide
com o trabalho realizado por Ramirez-Cobo e Vidakovic (2013), em que os mesmos dados
foram usados para a mesma classificacdo, porém, com uma abordagem baseada em multifrac-
tabilidade.

Em outro trabalho, Ramirez-Cobo et al. (2011) propuseram a transformada de wavelet
2D de escala mista. Nesse trabalho, os espectros baseados em wavelets 2D foram aplicados
para explorar e classificar os dados de radares de chuva com base em seu mecanismo de ge-
racdo de tempestades. Ao contrdrio da tradicional wavelet 2D, em que a extensdo de matrizes
retangulares complica significativamente o algoritmo, as transformadas de wavelet 2D de escala
mista s3o mais simples. De acordo com os autores, como a transformada de wavelet proposta
¢ aplicada primeiro nas linhas e depois nas colunas, pode-se lidar ndo apenas com imagens re-
tangulares, mas também com diferentes bases. Dessa forma, o espectro wavelet de escala mista
¢ capaz de avaliar a irregularidade espacial mesmo quando a escala sobre as duas coordenadas
diferem.

Jeon et al. (2014) também utilizaram a transformada de wavelet 2D de escala mista no
contexto da avaliacdo de regularidades em imagens mamograficas. Segundo esses autores, essa

transformacdo é implementada por operagdes matriciais e garante baixo custo computacional e
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uma transformada inversa direta. O procedimento baseou-se na avaliacdo da regularidade dos
tecidos de “fundo” das imagens, em vez de caracteristicas da mamografia, como microcalcifica-
cOes e massas tumorais. A partir do modelo de regressdo logistica verificou-se que estimativas
robustas dos expoentes de Hurst possuem poder suficiente para diferenciar casos benignos de
malignos.

Ainda com o objetivo de melhorar os diagnosticos em imagens de células cancerigenas,
Ramirez-Cobo e Vidakovic (2013) apresentaram como nova ferramenta, o espectro multifractal
baseado em wavelet 2D, para andlises de assinaturas multi-fractais em imagens de mamografias
digitais. Nesse trabalho, ao invés de se concentrar em microcalcificacdes, como € prevalente nas
pesquisas, também foi explorado os "fundos"da mamografia e a estrutura fina do tecido. Esses
autores descobriram que existem, em termos de assinaturas multifractais, notdveis diferencas
existentes no fundo da mamografia de tecidos sauddveis versus tecidos com cancer. Entdo,
como os antecedentes da mamografia nao s@o normalmente usados na pratica diagndstica, essa
abordagem adiciona um novo classificador para ser combinado com outras informagdes clinicas.

A decomposi¢io em coeficientes wavelet € uma ferramenta de fundamental importan-
cia para o processamento de imagens e tem cooperado para criagdo de novas técnicas. Outra
ferramenta que auxilia na andlise de imagens é o expoentes de Hurst, o qual € uma medida de
autossimilaridade que capta informacdes da imagem que ndo sdo visiveis a olho humano.

Para a estimagdo do expoentes de Hurst, Abry et al. (2000) utilizaram o logaritmo da
média dos coeficientes wavelet ao quadrado (log d_]2) No entanto, esse cdlculo € afetado pela
ndo normalidade dos coeficientes wavelet e também pela correlag@o existente entre eles. Para
corrigir esse viés, os pesquisadores propuseram diversas metodologias.

Soltani et al. (2004) definiram “Mid-energias” para reduzir o viés provocado pela cor-
relacdo. De acordo com essa abordagem, cada nivel de multirresolugdo € dividido em duas
partes iguais e os coeficientes correspondentes de cada parte sdo pareados, elevados ao qua-
drado e calculados a sua média. Isso produziu um efeito de quase descorrelacdo, superando
consideravelmente os estimadores que usavam log; 2

Ainda com objetivo de gerar estimadores mais robustos para o expoente de Hurst, Kang
e Vidakovic (2017) propuseram os métodos MEDL e MEDLA, os quais diminuiram a corre-
lac@o entre os coeficientes wavelet. O primeiro método € baseado na relacdo entre a mediana
do logaritmo do quadrado dos coeficientes wavelet. O segundo, na relacdo entre a mediana do

logaritmo da média entre dois coeficientes wavelet elevados ao quadrado sorteados aleatoria-
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mente. Segundo os autores, as medianas s30 mais robustas a potenciais outliers que possam
ocorrer, quando a transformacao logaritmica de um coeficiente wavelet ao quadrado é tomada e
a magnitude do coeficiente € proxima de zero.

Também nesse sentido, Feng e Vidakovic (2017) utilizaram o estimador Trimean no cal-
culo do expoente de Hurst para reduzir os efeitos de outliers. O estimador Trimean foi definido
como a média ponderada entre a mediana e os quantis simétricos a mediana da distribuicdo. A
metodologia foi aplicada a um conjunto real de dados de comportamento de resposta pupilar,
para extrair caracteristicas significativas de idosos com e sem deficiéncia visual. Os pesqui-
sadores concluiram, no que diz respeito ao conjunto de dados, que a magnitude do didmetro
da pupila depende mais da luz ambiente do que da patologia ocular inerente. Ja em relagcdo
ao estimador Trimean, o método reduziu a correlacao dos coeficientes wavelet, aumentando a

precisdo dos expoentes de Hurst.
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3 REFERENCIAL TEORICO

Nesta secdo, serd apresentada uma introdugdo sobre as transformadas de Fourier e as
transformada de wavelet, com suas vantagens e desvantagens. Também serd apresentada a and-
lise multirresolucdo proposta por Mallat (1989) para sinais unidimensionais e bidimensionais.
Por fim, apresenta-se uma explicagdo sobre o célculo do expoente de Hurst, com o uso de
métodos alternativos para estimar a variancia dos coeficientes wavelet, para tentar diminuir a

correlagdo e o efeito de possiveis outliers que possam surgir com a transformacao logaritmica.

3.1 Analise Fourier x analise wavelet

A andlise de Fourier estabelece que um sinal pode ser representado por uma soma in-
finita de termos em senos e cossenos, chamada expansdo de Fourier. Uma das vantagens da
transformada de Fourier € o fato de poder determinar todas as frequéncias presentes no sinal.

No entanto, ndo existe uma relacdo temporal, ou seja, apesar de determinar o contetido
de frequéncias presentes no sinal, ndo hd nenhuma informag¢ao sobre em qual intervalo de tempo
elas ocorrem. A transformada de Fourier ndo fornece uma andlise temporal, apenas frequencial.

Algumas solugdes foram encontradas com objetivo de ter conjuntamente uma andlise
frequencial e temporal. Uma delas foi a Transformada de Fourier de Tempo Curto (STFT -
Short Time Fourier Transform), também conhecida como transformada de Gabor. A intencdo
da STFT ¢ introduzir um novo parametro de frequéncia local para observar, por meio de uma
curta janela, o sinal supostamente estaciondrio (OLIVEIRA, 2007b).

Tudo se passa como se o sinal fosse “fatiado” em vdrios trechos e em cada trecho é
analisada a decomposic¢do espectral, resultando em um espectro local. Observa-se, entdo, uma

sequéncia de “fotos” do espectro evoluindo no tempo, mostrada na expressao (3.1).

. F(W,l‘_z),F(W,Z‘_l),F(W,t()),F(W,tl),F(W,tz) 3.1

O detalhe é que uma vez fixada a janela para STFT, a resolu¢do no tempo (¢) e na
frequéncia (f) permanece contante em todo plano (txf). Um exemplo em que a andlise de
Fourier apresenta dificuldade ocorre no estudo de sinais sismicos. A maior parte do tempo o
sismdgrafo registra um sinal estaciondrio (sinal base) e na ocorréncia de terremotos um sinal
curto, rapido e de frequéncia elevada aparece, ndo sendo eficaz a andlise pela transformada

rapida de Fourier.
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Relacionada a essa teoria, a formulacdo do Principio da Incerteza de Heisenberg, de-
senvolvida por Gabor (1946), estabelece que é impossivel saber a frequéncia exata e o tempo
exato de ocorréncia dessa frequéncia, num sinal. Assim, uma maneira alternativa de se analisar
esse tipo de sinal, chamada Andlise de Multirresolucdo (AMR), € observa-lo em frequéncias
diferentes com resolucdes diferentes.

Assim, impde-se uma alta resolu¢do no tempo e baixa resolu¢do na frequéncia, para
frequéncias mais altas; uma resolucdo frequencial alta e resolucdo temporal baixa para frequén-
cias mais baixas. Isso se deve ao fato de sinais com componentes em alta frequéncia apresen-
tarem rapidas alteragdes no dominio temporal, enquanto que sinais com componentes de baixa
frequéncia possuem alteracdes mais lentas no dominio temporal.

Como alternativa para solucionar o problema no plano tempo-frequéncia, surgiu a trans-
formada de wavelet, que € feita similarmente a STFT no que tange a multiplicacio do sinal por
uma func¢do, que agora passa a ser uma fun¢do wavelet e ndo mais uma janela. A transformada

€ calculada separadamente por segmentos diferentes, como mostra a Figura (3.1)

Figura 3.1 — Anélise Espectral com banco de filtros
Banda passante constante (STFT)
Banda passante relativa (Q) constante (WT)

/f_><2f>< 4f>< \ f

Fonte: Oliveira (2007a)

As transformadas de wavelet servem como instrumentos de decomposi¢do ou quebra de
sinais, para assim, possibilitar a andlise dos dados em diferentes dominios de frequéncias com a
resolucdo de cada componente ligada a sua escala. Ademais, na anélise wavelet, podem-se usar
fungdes em dominio finito, tornando-as convenientes na aproximacao de dados descontinuos.

Se as fun¢des de interesse forem imagens, curvas ou superficies as wavelets oferecem
uma técnica sofisticada para representar os niveis de detalhes presentes, e o principio emba-
sador dessa construgdo é o uso de dilatagdes e translacdes. Um exemplo interessante € visto

na mudanga de escalas em mapas. Em escalas menores, veem-se detalhes, mas se perde no
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comportamento global. Numa escala maior, tem-se uma visao global, mas com menor precisao.
Isso faz das transformadas de wavelet uma excelente ferramenta na anélise de dados.

A andlise de Fourier € uma das origens da andlise de wavelet. Portanto, as duas andlises
possuem similaridade, mas também diferencas importantes. A primeira semelhanca € a rever-
sibilidade, ou seja, elas permitem avancar e voltar em sinais transformados. Outra semelhanca
corresponde as funcdes base, que estdo no dominio da frequéncia.

A principal diferenca € que a andlise de wavelet tem a capacidade de decompor os dados
em escala de tempo e frequéncia, o que permite decompor um sinal em vérias escalas. Outra
diferenca é a variacdo das janelas. Por exemplo: para isolar as descontinuidades de um sinal,
seriam possiveis fungdes de bases curtas, mas, para se obter andlise de frequéncia detalhada,
seriam mais interessantes fun¢des de base longas. Assim, as transformacdes wavelet permitem

fazer as duas coisas ao mesmo tempo. Na Figura 3.2, tem-se a representacao dessas diferencas.

Figura 3.2 — Transformada rdpida de Fourier / Transformada de wavelet

Freqaéncia

Escala

Tempo =

L
f
Tamanha da jarela Tempo

Fonte: Nason (2008)

3.2 Funcgoes wavelet

Wavelets sao fun¢des matemadticas () com variantes continuas e discretas, capazes de
separar dados em suas diferentes componentes frequenciais e extraem cada componente com
uma resolu¢do adequada a sua escala. Elas tém vantagens em relacdo a andlise de Fourier,
que, por sua vez, analisa o sinal como um todo, desconsiderando sinais com descontinuidades
e variagdes bruscas. De acordo com Percival e Constantine (2000), para ser considerada uma

wavelet, a funcdo deve atender as seguintes caracteristicas:
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1. A drea total sob a curva da funcido € zero:
/ w(i)dt =0 (3.2)
2. A energia da func¢do € finita, ou seja:

/:o|l//(t)|2dt<L LeN. (3.3)

Definicao:

Uma wavelet é uma fungio y(x) € L' (Z) N L?*(7Z), tal que a familia de fungdes:
wi(x) =272y (2/x—k), com jekecZ, (3.4)

seja uma base ortonormal para L?(Z) (OLIVEIRA, 2007b).

Existem inimeras wavelets interessantes. Em alguns casos, a apresentacdo envolve a
fungdo de escala, relacionada com a wavelet, por vezes referida como wavelet-pai. A seguir,
serdo apresentadas, como exemplo, a wavelet de Haar (1910) e também as wavelets de Daube-

chies (1989), que € o conjunto de wavelets mais usado.
o Wavelet de Haar

A primeira referéncia sobre wavelets apareceu na tese de doutorado de Alfred Haar
(1910), na qual se discute a andlise escalonada. As wavelets de Haar, embora de suporte com-

pacto, ndo sdo diferencidveis, como pode ser observado pela sua expressao:

I, se0§x<%
y(x)=q-1,se s <x<1 (3.5)

0, c.c.

A wavelet de Haar pode ser utilizada em imagens com mudangas bruscas de contrastes,
pois nesses casos, bases constantes por partes podem ser mais adequadas. De acordo com Lima
(2002), elas permitem recuperar os detalhes que seriam perdidos com a diminui¢do de resolucao
quando se passa de uma escala para a seguinte, ou seja, elas medem o incremento de informacgao

entre duas escalas consecutivas.
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A wavelet de Haar € a Unica com suporte compacto para o qual se tem uma forma
analitica fechada. As wavelets de Daubechies possuem suporte compacto e sao diferencidveis.
Entretanto, ndo se conhece uma forma analitica e elas sdo calculadas numericamente. A Figura

3.3 mostra uma decomposi¢do da wavelet de Haar em oito escalas e localizacoes.

Figura 3.3 — As wavelets de Haar
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Haar 1 I
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Haar 3 |
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Haar 6 1 I
Haar 7 I I|
1 L L | 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 146

Fonte: Oliveira (2007a)

e Wavelets de Daubechies

Um dos maiores desafios da teoria wavelet foi a construcao de uma familia de wavelets
ortogonais e de suporte compacto, desafio esse superado por Ingrid Daubechies (1989) que

construiu um dos mais usados conjuntos de wavelets. Definida como:

V(x) =90(2x)—¢(2x—1), (3.6)
sendo:
1, se0<x<1
¢(x) = (3.7)
0, c.c

Assim s@o construidas as wavelets de Ingrid Daubechies sendo, N¢ wavelet que pos-

suem todos os momentos até a ordem N — 1 nulos, ou seja,

/ XN¢(x)dx=0, 1=0,1, ... N—1 . (3.8)
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A wavelet de Haar pode ser considerada um caso particular das wavelets de Daubechies,
quando N = 1. As wavelets de Daubechies também sao muito aplicadas ao problema de proces-
samento de imagens digitais, principalmente a wavelet 2¢, conhecida como Db4 (wavelet de
Daubechies com quatro momentos nulos). Segundo Wang (2000), as wavelets de Daubechies
s@o as que melhor caracterizam os detalhes através das wavelets mae, que ficam nas sub-bandas
de baixas resolucdes (os coeficientes wavelet), enquanto nas wavelets pai ficam caracteriza-
das a tendéncia do sinal. Na Figura 3.4, sdo apresentados exemplos de algumas wavelets de

Daubechies.

Figura 3.4 — Wavelets de Daubechies

i

b4 dbs db6

7
.““Ff“mf

0 ] 1 3 0

db2 db3
Ealalazles
db7 db8 db9 dbi0

Fonte: Oliveira (2007a)

3.3 Transformada continua de wavelet

Como dito anteriormente, a transformada de wavelet constitui uma ferramenta moderna
de andlise e processamento de imagens, codificacio em sub-bandas, anélise multirresolu¢cdo
para visdo artificial em computadores e modelagem de sistemas variantes no espago-tempo. A
transformada de wavelet € feita similarmente a transformada de Fourier, no que diz respeito
a multiplicac@o do sinal por uma funcao, que nesse caso serd uma fungao wavelet e nao mais
senoides, como na transformada de Fourier.

Outra forma de expressar a caracteristica de regularidade é dizer que a transformacao
wavelet ¢ um operador local no dominio do tempo, ou seja, ela decompde um sinal em uma

fun¢do no dominio do tempo e no dominio da frequéncia.
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A transformada continua de wavelet (CWT) pode ser escrita similarmente a transfor-

mada de Fourier (FRANCIS, KIM, 2013):

W (a,b) — ﬁ/_if(x)‘l’ (x52) ax, (3.9)

em que a e b sdo pardmetros reais de escala e translagdo, respectivamente. A func¢do W(x),
conhecida como wavelet mae (wavelet principal), modifica-se no decorrer da transformada.

O parametro de translagdo () indica que a fung¢do ¥(x) foi transladada no eixo x a uma
distancia equivalente a b. Esse termo corresponde a informacdo do tempo no dominio transfor-
mado ou também, relacionado a localizacdo de uma “janela”, cujo contetido € analisado. J& o
pardmetro (a) causa uma mudanga de escala, aumentando se @ > 1 e diminuindo se a < 1, ou
seja, € o processo de compressdo e dilatacdo do sinal. Assim, altas escalas correspondem a uma
visdo global do sistema, enquanto baixas escalas correspondem a uma visao mais detalhada.

A transformada de wavelet também pode ser definida como o produto interno da funcao

f(x) com a fungao base y, ,(x) multiplicada por uma constante, isto é:

oo

W(a,b) = < f(x), Wap(x) > = / FOWap(x)dx | (3.10)

—o0

em que,

¥ <X;b> . 3.11)

a

V() = —
bX) =

’ Vlal
A transformada de wavelet nao tem apenas uma fungdo base como a transformada de

Fourier. Pelo contrério, pode ter infinitas fungdes bases. Existe um grande nimero de funcdes

que podem ser consideradas wavelet mae.
1

Vlal

mada definida por um mapeamento afim unitario. Essas wavelets séo versdes transladadas (b)

O termo ¢ um fator de normalizagdo da energia do sinal e Y, ;(x) é uma transfor-

e dilatadas/comprimidas (a) de uma mesma onda prot6tipo, chamada wavelet mae. Na Figura

3.5 é mostrada uma wavelet mae em diferentes escalas e localizacdes.
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Figura 3.5 — Wavelet mide em diferentes escalas e localizagdes

Wavelet-mie I——

Fonte: Oliveira (2007a)

A invariancia por mudanca de escala € uma propriedade importante dessa transforma-
¢do. Por exemplo, uma mudanga de escala no sinal de uma varidvel f(¢) resulta em um es-
calonamento da wavelet, mesmo sendo de duas varidveis, ou seja, se f(¢) tem a transformada
de wavelet CWT (a,b) para certa fungdo wavelet y, entdo f(oi), com oc € Re a # 0 tem a

transformada de wavelet dada por |Oc\_%CWT(Oca, ab).

3.4 Transformada discreta de wavelet

Na pratica, a transformada continua de wavelet ndo é muito funcional, pois demandaria
realizagcdes de infinitas translacdes e escalonamentos, necessitando de muito tempo e recursos
computacionais. De acordo com Oliveira (2007a), as formas discretas sao mais ficeis de serem
implementadas e também mais atraentes do ponto de vista computacional.

A discretizacdo ocorre apenas no dominio dos parametros (escala e translacdo), nao
na varidvel independente do sinal (tempo ou espaco). As transformadas discreta de wavelet
foram introduzidas para superar os obstaculos das wavelets continuas. Elas sdo transladadas
e escalonadas em intervalos discretos, com uma pequena modificacdo na wavelet continua,

fazendoa =N’/ e b=kMa, jk €N, ou seja,

Viuln) = i (s}, (3.12)

vaull M

em que j e k sdo inteiros, N > 1 é um parametro de dilatacao fixo e M € o fator de translacio o

qual depende do fator de dilatacdo.
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A wavelet mae resultante € uma matriz de valores H; ; relacionada a wavelet continua
y(x) pela expressao:

hj7k:N—%w(1%_kM> . (3.13)

Quanto mais préximo de 1 o valor de N, mais a versao discreta se aproxima da versao
continua. Normalmente, sdo utilizados N =2 e M = 1, como na equacdo (3.4), para facilitar
os célculos computacionais e obter um nimero de coeficientes /4, ndo muito grande e, ainda,
conservando toda informagdo original de f/(x).

De forma similar, a transformada de wavelet discreta € uma matriz de coeficientes W

dados por:

wik= Y. Y, FIK; (3.14)
k=1j=1

em que i}, € o conjugado complexo e f(k) € a sequéncia de amostras obtidas de f(x).

Na pratica, como € muito dificil obter uma expressdo para a transformada continua,
emprega-se a versao discreta, calculada por computador. De acordo com Meyer (1990), as
wavelets ndo constituem mais um capitulo da ciéncia mas, sim, uma ferramenta matematica
fundamental tal como integracdo por partes.

Um dos principais motivos da popularidade da transformada de wavelet € a existéncia
de um algoritmo que permite calcular os coeficientes, com esforco de ordem O(n), em que n é o
tamanho dos dados originais. Esse algoritmo € conhecido como transformada rapida de wavelet

-FWT.

3.5 A anilise multirresolucao

As primeiras bases ortonormais de wavelets aparentemente eram muito complicadas.
O cendrio foi alterado, a partir da andlise de multirresolugdo (ARM), formulada por Mallat e
Meyer (1989). Mallat, ao trabalhar com wavelet de Meyer pela primeira vez, estava analisando
imagens em vdrias escalas simultaneamente. De acordo com Lima (2002), isso estimulou o
estudo de bases ortonormais de wavelets como ferramenta para descrever matematicamente o
incremento na informacdo necessario para ir de uma informacao grosseira para uma aproxima-

¢do com maior resolugao.
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O principio da representacdao multiescala proposta por Mallat € um ingrediente essencial
na extragao eficiente de informacdes a partir de uma observagao. Além disso, € um dos métodos
para construcdo de wavelets ortogonais.

O principal objetivo da AMR ¢é oferecer uma infraestrutura para que as fungdes em
L?(N) possam ser representadas em diferentes escalas (ou niveis de resolugdo). Assim, uma
AMR pode ser definida por uma familia de subespacos encaixados.

Definicao:

Uma andlise de multirresolucio em L?(R) consiste numa sequéncia de subespagos fe-

chados V,, C L*(R), satisfazendo as seguintes relages, (OLIVEIRA, 2007b):
L Vi CViyr s

2. f(t) €V CLA(R) < f(2t) EVirr s

(98]

. clos' UV, = L*(R) ;

5. 2 ¢(r) € Vp tal que ¢(r —n) € uma base ortonormal para V;.

A andlise multirresolugdo proposta por Mallat (1989) faz uma combinagdo de dois filtros
passa-baixo e passa-alto, o filtro passa-baixo é uma fungéo escala, denotada por ¢ (¢) e o filtro
passa-alto uma wavelet y(t). Essa é uma ideia essencial na codificacdo em sub-bandas e na

andlise multirresolucional. Com isso, as duas equacdes centrais sdo:

V() =20y —k) e ¢j,k:2%¢(2jt—k)- (3.15)

Assim como na andlise de Fourier, o objetivo € escrever uma funcdo f(¢) como combi-

na¢do linear de outras fungdes. Entdo f(¢) pode ser representada por fung¢des wavelet, como:

FO) =Y cjox0iox@)+ Y, Y djxwix(), (3.16)
k J=Jjo k
em que
Cjo k Z/f(t)¢j0,k(f)df e djk :/f(t)llfj,k(t)dta (3.17)

sdo chamados coeficientes wavelet, sendo c;, ;. o coeficiente de escala (passa-baixa) e d; 0s

coeficientes de detalhe (passa-alta).

' Clos|J - denota a unido dos conjuntos A,,, incluindo todos os pontos limites em L?(R)



29

De acordo com a equacdo (3.15), a transformada discreta de wavelet € decimada (DWT),
pois seleciona os valores filtrados pares, de modo que em cada escala o nimero de coeficientes
¢ a metade do nimero de coeficientes da escala anterior.

Para melhor compreensdo, seja uma sequéncia unidimensional dada por:

y= (}’1;}’2,)’37~-7)’n) = (17 1777972787876) .

Como sao oito elementos, temos, entdo, j = 3, pois, 23 = 8. Para obter os coeficientes
dy i, basta fazer as subtragdes dr 1 =1 —1,dr>, =9—7,d,3 =8 —2 e dp 4 = 6 — 8, para obter 0s
coeficientes ¢ i, basta fazer as somas co | = 1+1,c,=7+9,c23 =2+8 e cr4=8+6. Esse
processo, chamado algoritmo piramidal, € repetido sucessivamente até obter os coeficientes cg e

do. A Figura 3.6 ilustra esses calculos com utilizacao da wavelet de Haar de uma forma grafica.

Figura 3.6 — Representacdo grifica de uma transformacio multiescala com utilizagdo da transformada
decimada e a wavelet de Haar

¢y

Fonte: Nason (2008)
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Para aumentar o nimero de coeficientes em cada nivel de resolugdo, € proposto a trans-
formada discreta de wavelet nao decimada (NDWT). A ideia € conservar ambas decimacoes,
pares e impares, em cada nivel e manter esse procedimento ao longo de um algoritmo piramidal.
De acordo com Nason (2008), o maior problema é que esse procedimento acaba com a estrutura
ortogonal e torna-se redundante.

Segundo Kang e Vidakovic (2017), a utilizagdo da NDW'T provoca um aumento na cor-
relacdo dos coeficientes wavelet e um viés no célculo do expoente de Hurst (que sera discutido
posteriormente), quando comparada a DWT. No entanto, a variancia do estimador é menor, o
tamanho do sinal ou imagem de entrada pode ser arbitrrio, dentre outras vantagens.

Outra diferenca entre DWT e NDWT, de acordo com Morettin (2014), € que a DWT ¢é
dependente da escolha da origem dos dados. Por exemplo, uma translacdo dos dados resulta
num conjunto distinto de coeficientes wavelet, o que ndo acontece com a NDWT.

Entdo, para conservar toda informag¢do mantém-se os coeficientes wavelet obtidos pela
DWT sobre o conjunto original de dados, depois, deve-se translada-los e transforma-los. Nesse
caso, os elementos do vetor original serdo deslocados uma posi¢@o para esquerda. Para forma-

lizar, considere dois operadores Dy e D, sobre uma sequéncia x; da seguinte maneira:
(Dox); =xy e (D1x); = X141 - (3.18)

A DWT usa o operador Dy para obter os coeficientes wavelet d;; € cji, em NDWT
vamos utilizar os dois operadores. Portanto, o algoritmo para obter NDWT procede da seguinte

forma (MORETTIN, 2014):

1. Com os dados Y = (yo,y1,¥2,---,Yn—1), aplica-se DoHy e D{Hy para obter d e d;, cada
uma dessas frequéncias contendo g coeficientes, resultando 7 coeficientes na escala mais

fina;

2. Aplica-se aos dados DyLy e DLy para obter os coeficientes cg € ¢y, resultando n coefi-

cientes suaves;

n

3. Para a proxima escala 279y, aplica-se DoH e D1H a DoLy e DLy, cada um com

coeficientes, totalizando »n coeficientes;

4. Para obter os coeficientes suaves c; j, aplica-se DoL e DL aos coeficientes ¢y € ci,

obtendo n coeficientes;
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5. Continuando dessa maneira, na escala 27~/ terd 2/ conjuntos de coeficientes, cada um

com n2~/ elementos, j =0,1,2,...,j — 1, logo o nimero total serd n2=/.2/ = n.

A Figura 3.7 mostra um diagrama que ilustra a operagdo feita pela transformada nao
decimada de wavelet NDWT) em um sinal de entrada unidimensional y.

Figura 3.7 — Representacdo gréfica de uma transformacido multiescala com utilizacdo da transformada
ndo decimada

DG Y DoG

Fonte: Nason (2008)

Até o momento foram descritas as andlises multirresolucdo unidimensional, mas ela
também pode ser estendida para dimensdes maiores. Uma imagem pode ser representada por
uma fun¢do matricial f(x,y), para o qual as entradas (x,y) representam intensidades de cores
dos pixels no ponto (x,y), ou seja, para cada elemento (x,y) na imagem (pixel) temos um valor
f(x,y) correspondente a intensidade luminosa naquele ponto. Por exemplo, na equagéo (3.19)

o nimero 157 corresponde a intensidade luminosa no ponto (1,3)

(0,1) (0,2) (0,3) 124 133 54
fley)=|(1,1) (1,2) (1,3)| = |48 203 157| . (3.19)
(2,1) (2,2) (2,3) 1 89 214
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A segmentacio de imagens € uma das tarefas mais criticas presentes na andlise de ima-
gens e consiste na parti¢do do conjunto de dados de modo a produzir estruturas com mais infor-
macoes. A utilizagdo dessas informacdes constitui uma abordagem adequada para representar
regides de uma imagem com caracteristicas percebidas pelos humanos.

Para descrever regides texturizadas, utilizam-se métodos de extragdo de caracteristicas,
0s quais visam obter uma representacao simplificada, porém mais significativa para cada regido.
E como se o conhecimento de pequenos trechos equiespagados da imagem fossem suficientes
para realizar uma intercalacao “perfeita” de vazios entre os trechos. Essa andlise de imagens é
uma ferramenta fundamental nos dias atuais. Apesar dos desempenhos de CPU’S, discos e ca-
nais de transmissdo terem evoluido bastante, ainda surgem alguns problemas de armazenamento
e resolucgdo, ja que um video de sinal tem aproximadamente 30 imagens por segundo.

A grande parte das informacdes utilizadas sdo altamente correlacionadas. Portanto, pa-
rece ser possivel compressdao sem perda de informacgdo e também que se possa mudar rapida-
mente dos dados originais aos comprimidos e vice-versa.

A principal ideia por trds da compressao dos dados € a de remocgao da correlacdo presente
entre eles, ou seja, os dados sendo correlacionados, a partir de uma parte dos dados podemos
preencher a parte que esteja faltando. Existem as correlagdes espaciais onde se pode predizer
o valor de um pixel numa imagem olhando para o pixel vizinho; as correlacdes espectrais onde
se pode predizer uma componente de frequéncia olhando para frequéncias vizinhas; e as corre-
lagdes temporais onde a maioria dos pixels de duas imagens mudam muito pouco na direcdo do
tempo (LIMA, 2002).

Numa imagem tipica, o que se percebe sdo grandes regides onde os valores dos pixels
sd0 muito proximos ou até mesmo iguais. Entdo, os coeficientes wavelet a elas associadas ou
sdo nulos ou minimos. Ja em regides de fronteira, proximas aos contornos onde os valores dos
pixels variam muito, € que realmente teremos uma variagdo local significativa nos valores dos
pixels. Portanto, coeficientes wavelet significativos.

Um algoritmo para a transformada de wavelet bi-dimensional explora a propriedade de
separabilidade decorrente da sua construciao pelo produto tensorial. Logo, tanto o algoritmo
de decomposi¢do como o de reconstru¢do, podem ser implementados em duas dimensdes, com

aplicacao dos algoritmos unidimensionais aplicados nas linhas e nas colunas da imagem.
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Portanto, em uma transformada bidimensional observam-se trés diferentes tipos de fun-

coes wavelet mae, (MORETTIN, 2014):

D;(x,y) = 0(x) 9(y) ,

P(x,y) =y(x) (y),
Ph(x,y) = ¢ (x) w(y), (3.20)
P(x,y) = y(x) w(y),

em que ¥, P" e ¥¢ sdo wavelets verticais, horizontais e diagonais, respectivamente, e a funcgio
escala ®;, também chamada de wavelet pai, representa a parte suave da imagem.

Logo, uma funcio f(x,y) € R? pode ser escrita na forma:

fEy) =Y cipp®iorley)+ ) Y Y di W (xny), (3.21)
k

J=Jjo k u=hyvd

com os coeficientes wavelet dados por:
Cjok = /R S0 )®@jo i (x, y)dxdy (3.22)

diy = /R f )W (v, y)dxdy . (3.23)

Os coeficientes suaves e de detalhe obtidos em cada nivel do algoritmo serdo matrizes,
que podem ser representadas conforme apresentado na Figura 3.8, na qual sdo representados

trés niveis de resolugdo obtidos da AMR bidimensional decimada.
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Figura 3.8 — Representacdo dos coeficientes wavelet bidimensionais

h d
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Fonte: Morettin (2014)

Pode-se observar na Figura 3.8 que o quadrado superior esquerdo (Dif 43) representa os
detalhes horizontais; o superior direito (D? 43)» 08 detalhes diagonais; e o inferior direito (D; +3),
os detalhes verticais. O menor quadrado inferior esquerdo (C;) representa a parte suave.

Na decomposicdo wavelet padrao, as operacOes ocorrem apenas em uma dimensao, ou

seja, comeca-se por se aplicar a transformada apenas nas linhas e depois nas colunas da imagem.

3.6 Expoente de Hurst

Este importante expoente, de acordo com Piscarev (2017), foi introduzido por Harold
Edwin Hurst, hidrélogo britanico que fez parte do projeto de uma barragem no rio Nilo, no
Egito. Para a construgdo, era necessario estimar o fluxo de 4gua e a necessidade de escoamento.
Inicialmente, acreditava-se que o fluxo de dgua era uma varidvel aleatdria, portanto um processo
estocastico.

No entanto, Hurst estudou os registros sobre as inunda¢des do Nilo de nove séculos e
encontrou um padrao. O comportamento de anos com grande inundacao seguido de anos com
grande inundacdo, era denominado comportamento persistente. Se um ano de pouca inunda¢do

era seguido de um ano de pouca inundacdo era denominado antipersistente.
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Esse foi o ponto de partida do estudo. Portanto, valores com volumes de 4gua maiores
do que a média eram substituidos por valores ainda maiores. Depois disso, o processo alterava
sua dire¢do, e valores num nivel abaixo da média eram substituidos por outros ainda menores.
Havia ciclos com uma durag¢do ndo periddica.

De acordo com Hurst, era esperado que o alcance (range) dessas oscilagdes mudariam
de acordo com o tamanho do intervalo de tempo usado para medida. Caso as séries temporais
seguissem o movimento Browniano fraciondrio (fBm), descrito por Kolmogorov e formalizado
por Mandelbrot e Van Ness (1968), o alcance (R) mudaria com a raiz quadrada do tempo (\/7 ).
Para padronizar a medida durante todo o tempo, ele dividiu o alcance pelo desvio padrio S,
também chamada de andlise de reescalonamento ou anélise R/S.

A questdo é: como determinar um modelo ideal baseado nos registros de descargas, ou
seja, um reservatorio que nunca deve transbordar ou esvaziar. A Figura 3.9 € uma representacao
do reservatério, sendo v(¢) o volume de dgua em um dado ano 7, V, a quantidade média de
agua liberada do reservatdrio, num periodo de n anos, para manter uma quantidade de dgua

armazenada.

Figura 3.9 — Representacdo de um reservatério

Fonte: FEDER (1989)

Nas condi¢des ideais, o volume é dado por:

Vn —

S| =

Y V). (3.24)
t=1

Este serd o volume médio descarregado do reservatdrio por ano. Seja a variavel X (¢,n) a

varidvel soma acumulada, até o ano ¢, da diferenca entre a descarga no reservatorio e o volume
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médio, isto é:

X(t,n) = ﬁ V(i) — V.. (3.25)
i=1

O volume de armazenamento necessario para manter a descarga média no periodo, deno-
tado por R, € a diferenca entre o valor mdximo e o minimo das descargas acumuladas. Portanto,

R pode ser denotado pela expressao:
R(n) = Max(1<t<n)X(t7 n)— Min, <t<n)X<t> n), (3.26)

sendo:

R(n) = variagdo entre o conteido maximo e minimo;

MaxX (t,n) = nivel maximo;

MinX (t,n) = nivel minimo;

n = periodo de tempos em anos;

t = determinado ano do periodo.

Hurst estudou fendmenos naturais, tais como vazao de rios e anéis de arvores, usando a
razdo adimensional R/S. R é a medida entre os niveis maximo e minimo e S, o desvio padréo.
Essa razdo permite comparar o reescalonamento de séries temporais dos mais variados tipos de
fendmenos naturais. Que podem ser descritas por uma lei de poténcia, de acordo com a seguinte

relacdo empirica, dada por (HURST, 1965):

= kN | (3.27)

=

sendo:
1—5 = reescalonamento da série de dados;
k = uma constante;
N = nuimero de observagdes
H = expoente de Hurst.

Aplicando o logaritmo em ambos os lados na equacio (3.27), obtém-se:

R
log (E) — HlogN + logk (3.28)

A estimativa do expoente de Hurst H serd a taxa de variacdo resultante da regressao

linear entre log (%) e logN.
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3.6.1 Expoente de Hurst e analise wavelet

Do ponto de vista estatistico, a andlise dos expoentes de Hurst pode ser interpretada
como um resumo informativo dos dados e isso pode ser feito ndo aplicando as técnicas dire-
tamente aos dados, mas nos coeficientes wavelet. Em uma decomposi¢do wavelet o expoente
de Hurst conecta os diferentes niveis de decomposicdo, de modo mais especifico, conecta o
comportamento dos coeficientes wavelet e o expoente de singularidade (RAMIREZ-COBO e
VIDAKOVIC, 2013).

O expoente de Hurst, de acordo com Nicolis et al. (2011), é uma medida padrao de
escala regular que pode ser conectada a medidas de memoria longa, dimensao e fractalidade em
sinais e imagens. Essa avaliacdo pode ser feita tanto no dominio dos pixels como também no
dominio transformado, geralmente no dominio escala/frequéncia como Fourier e wavelets.

Quando as diferencas funcionais individuais intrinsecas ndo podem ser descritas por
estatisticas bdsicas ou por tendéncias, o expoente de Hurst pode ser uma boa op¢ao. Medicdes
de alta frequéncia e imagens obtidas de varias fontes possuem um grau de autos-similaridade e
escala regular inerente. Entdo, quando os dados parecem um ruido, o expoente de Hurst pode
ser o Unico recurso informativo que possa resumi-los.

A nocao de autos-similaridade foi estendida a processos aleatérios. Especificamente, de
acordo com Kang e Vidakovic (2017), um processo estocéstico {X(¢),t € R} é autos-similar

com expoente escala (ou expoente de Hurst) H, se para algum A € R:
X(A0) L AHxX (), (3.29)

onde £ ¢ entendido como igualdade em distribuicao.

Se os processos possuem uma estrutura estocdstica, o expoente de Hurst torna-se um
parametro em um modelo estatistico bem definido e pode ser estimado. O movimento Browni-
ano fraciondrio (fBm) € importante e bem compreendido para dados de escala. Sua importancia
segue do fato de ser um processo tinico de Gauss com incrementos estaciondrios, isto é, auto-
similar, de acordo com a equacgao (3.29).

De acordo com Kang e Vidakovic (2017), o fBm tem um (pseudo)-espectro da forma
S(w) o< |w|~(H+1) e, consequentemente, as log-magnitudes dos coeficientes detalhes em di-

ferentes resolugdes em uma decomposicdo wavelet possuem uma relacdo linear. Entdo, para
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estimar o expoente de Hurst numa decomposicao wavelet, sdo necessarios somente os coefici-
entes wavelet.
Logo, quando um fBm com expoente de Hurst € mapeado para o dominio wavelet por

uma DWT ou NDWT, os coeficientes wavelet satisfazem as seguintes propriedades:

(1) dj, coeficiente wavelet do nivel j, segue uma distribui¢do normal com média zero e

2H “), onde O'g ¢ a variancia do coeficiente de detalhe no nivel zero;

variancia 6327/
(i1) Uma sequéncia de coeficientes wavelet no nivel j € estaciondria;

(ii1) A covariancia entre dois coeficientes de qualquer nivel de detalhe diminui exponenci-

almente a medida que a distancia entre eles aumenta.
De acordo com a propriedade (1) uma relacdo entre os coeficientes wavelet € o expoente
de Hurst é dada por:
logy B{d;} = —j(2H+ 1) +2 log, 0y . (3.30)
Uma estimativa para ]E{djz} ¢ a média dos coeficientes wavelet ao quadrado (MQCW)).

1 &

=Y d%. (3.31)

sendo, n; o nimero de coeficientes wavelet no nivel j. Entdo, o expoente de Hurst pode ser

estimado como:

H=— , (3.32)

ST e
SN

em que [§ ¢ a taxa de variacdo da regressdo linear entre os pares (j , log 2) com d relacionado
a dimensdo dos dados.

Abry et al. (2000) calculou a variancia dos coeficientes wavelet E{d?} assumindo que
os coeficientes wavelet sao normais independentes e identicamente distribuidos no nivel j. Mas
esse método € afetado pela ndo normalidade de d; e também pela correlacdo entre coeficientes
wavelet, que resulta em viés de ponderagao.

Para reduzir esse viés, Soltani et al. (2004) definiram Mid-energia, como:

2 2
dj,k +d Jok4n;/2
2

Dj;= L k=1,2,...,n/2. (3.33)
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De acordo com essa abordagem, cada nivel de resolucio € dividido em duas partes iguais
e os coeficientes correspondentes sao pareados, elevados ao quadrado e os novos coeficientes
calculados de acordo com a média. Isso produz efeito de quase descorrelacido e os autores
concluem, como demonstrado no Apéndice A, que D}k = —logs Dj i seguem uma distribui¢do

Gumbel, ou seja:

Y n?

—_— ——). 3.34
log?2’ 6log22) (-3

D'y =—logy Dji~G((2H +1)j —logsC+

Portanto para estimar o expoente de Hurst é usado a seguinte relagdo:
/ I PO S . Y
E(Dfjy) = ~logaDji= (2H + 1)j ~logaCt 7o (3.35)

Sendo f3 a inclinagdo da reta resultado da regressdo linear entre os pares (j, —log2D; k),

logo o expoente de Hurst pode ser estimado como:

N |

A=-

(SRS

) (3.36)

com d relacionado a dimensao dos dados.

Kang e Vidakovic (2017) propuseram o método MEDL, que aplica a mediana do loga-
ritmo dos coeficientes wavelet elevados ao quadrado. Nesse método, o expoente de Hurst (H)
pode ser estimado de acordo com o teorema 3.1, cuja demonstra¢do encontra-se no Apéndice
B.

Teorema 3.1

Seja yj a mediana do logaritmo de d?, em que d ;i € um coeficiente wavelet no nivel j
de uma transformagdo wavelet, em um fBm com expoente de Hurst H. Entdo, a mediana da

populacdo é dada por:

Yi=—In22H+1)j+k (3.37)

em que k é¢ uma constante independente de j. O expoente de Hurst pode ser estimado como:

- B d
H= 22 2 (3.38)

e B € a inclinagdo da reta resultado da regressdo linear entre os pares (j ,y}f) e d relacionado a

dimensdo dos dados.
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Os autores também propuseram o método MEDLA, que aplica a mediana do logaritmo
da média dos pares de coeficientes wavelet elevados ao quadrado, para reduzir a correlagdo entre
os coeficientes. O método MEDLA € semelhante ao proposto por Soltani et al. (2004), exceto
que, em vez de fixar as combinacdes de pares, sdo amostrados aleatoriamente m pares, cujos
membros estdo a uma distdncia de pelo menos g; = 2/=J, que diminuem de acordo com cada
nivel de resolucdo. Assim, o expoente de Hurst pode ser estimado de acordo com o teorema
3.2, cuja demonstracdo encontra-se no Apéndice C.

Teorema 3.2

Sejam d i, e d;, dois coeficientes wavelet no nivel j, em posi¢des ki € k; respectiva-
mente, de uma NDWT de um fBm com expoente de Hurst H. Suponha que |k; — k2| > g, em
que g; € a distAncia minima de separagdo que depende do nivel j e da base waveler selecionada.

d?, +d?
Seja y} a mediana do logaritmo de [%] Entdo a mediana da populagio é dada por:

V= —In2QH+1)j+k | (3.39)

em que k € uma constante independente de j. Assim, o expoente de Hurst pode ser estimado

como:

H=——"——— | (3.40)

e ﬁ ¢ a inclinac@o da reta resultado da regressdo linear entre os pares (j ,ij) e d relacionado a
dimensao dos dados.

Embora a mediana ndo seja influenciada por outliers, ela pode se comportar de ma-
neira inesperada como resultado de seu comportamento ndo suave. O fato de a mediana ndo
ser universalmente o melhor estimador de resisténcia a outliers, forneceu uma motivagao para
examinar alternativas que sdo intermedidrias no comportamento entre média suave, mas atipica,
e a mediana muito insensivel a inconsisténcia, mas niao suave (FENG e VIDAKOVIC, 2017).

Nesse sentido, Feng e Vidakovic (2017) propuseram uma nova metodologia chamada
estimador Trimean de Mid-energia (GTME), na qual a média dos coeficientes wavelet € substi-
tuida pela média ponderada da mediana da distribui¢do e dos dois quantis simétricos a mediana.

Dessa forma, a generalizacao do estimador Trimean é definido como a média ponderada

da mediana Y1 eos dois quantis ¥, e ¥;_, com p € (0, 3):
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o« o
f=2Y+ (=) + Y, (3.41)

Os pesos para os dois quantis, ¥, e Y1_, , sio os mesmos e ¢ € [0, 1]. Um caso especial,
chamado estimador Tukey’s Trimean, que obteve melhores resultados, considera o = % ep= zlt’
(Feng e Vidakovic, 2017). Para calcular esse estimador, primeiro os dados sdo classificados em
ordem crescente. Em seguida, é tomado o valor no qual um quarto da sequéncia esteja abaixo
dele (primeiro quantil), o valor em que metade esteja abaixo dele (mediana) e o valor em que
trés quartos da sequéncia estejam abaixo dele. Por fim, calculamos a média ponderada desses
valores. Denotando o estimador Tukey’s Trimean por [l7, entdo:

. 1 1 1

fir = Yy Y+ Y (3.42)

Nesse método proposto em 3.42, os autores geram N /2 Mid-energias

d?, +d?
IR TIRNR 1203, N2, (3.43)

Djr= >

e em cada nivel sdo selecionados D;; coeficientes a uma distancia M para formar M grupos.

2 . .
Assumem que % coeficientes, dentro de cada subgrupo sdo independentes. Desse modo os

subgrupos formados sio da seguinte forma:
Grupo 1: {Dj1,Dj1+m;Dj142m,-,Djn/2—ps1}

Grupo?2: {D;j2,Dja1m,Dj2iam,--Djnjr—mi2} (3.44)

GrupoM : {Djy , Djoy , Dj3um, -, Dj7N/2} :

A aplicacio desse método para estimar o expoentes de Hurst (H) pode ser descrito pelo
teorema 3.3, cuja demonstracio se encontra no Apéndice D.
Teorema 3.3

Seja fi;; o estimador Trimean geral baseado em

{Dji,Dji+m,Djivoms - ,Djnjp—myit =D, ]) (3.45)
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em que D(j,i)paral <i<Mel<j<Jéo i-ésimo subgrupo de Mid-energias no nivel j
em uma NDWT de um fBm de tamanho N com expoente de Hurst H. Entdo a distribuicao
assindtica de f1;; € normal, ou seja:

R 2M
fj; ~ N(c(a,p)A;, =—f(a,p)A}), (3.46)

N

em que

c(o,p) = %ln (ﬁ) +(1-a)in2,

a(l—2p)(a—4p)
4p(1—p)

o € o desvio padrao dos coeficientes wavelet no nivel zero. O expoente de Hurst pode ser

+1 e Aj=c?. 27 HFD)

flo,p) =

estimado:

L1y M d B
H:M;HFM;<—%—§>:—§— (3.47)
em que B = %Zﬁ‘il i é a média das inclinacdes da regressdo linear dos pares (j,l0g> (i)
nos grupos i = 1,2,3, ... ;M e d estéd relacionado a dimensao dos dados.

Essas metodologias também podem ser estendidas para outras dimensdes. No caso bi-
dimensional, o expoente de Hurst direcional pode ser calculado com uma pequena mudanca
relacionada a dimensao, fazendo d = 2 nas dire¢des horizontal, vertical e diagonal. j € a escala
(niveis de resolucdo) e B! a taxa de variacio, de acordo com o método adotado para estimar os

expoentes de Hurst, nas dire¢des horizontal, vertical e diagonal.
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4 MATERIAL E METODO

As imagens interferométricas do carcinoma mamario anapléstico canino foram obtidas
por meio de um método 6ptico, que usa o padrdo de interferéncia formado quando um material
bioldgico € iluminado por um laser, chamada técnica Biospeckle laser (BSL). Um feixe de laser
HeNe com 10 mw, 632 nm, foi expandido para iluminar o tumor dirigido por um espelho, uma
camera e um computador sdo responsdveis pela montagem das imagens.

Na secdo de ilumina¢do, foram armazenadas 128 imagens em niveis de cinza (8 bits),
relativas ao speckle dindmico, em intervalos de 0,08 segundos. A Figura 4.1 mostra uma repre-

sentacdo da técnica Biospeckle.

Figura 4.1 — Aquisicao das imagens
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Fonte: Braga et al. (2012)

Foram extraidas das 128 imagens interferométricas (640 x 486 pixels) do carcinoma,
subimagens (64 x 64 pixels) com regido composta somente por tecido cancerigeno e subima-
gens composta somente por tecido sauddvel, totalizando 256 subimagens. As localizacdes dos
tecidos cancerigenos e saudaveis foram baseadas na pesquisa feita por Braga et al. (2012), com
andlise espectral nas imagens interferométricas, em que foram observadas altas frequéncias em
tecidos cancerigenos e baixas frequéncias em tecidos sauddveis. Na Figura 4.2, sdo mostradas
as regidoes com tecido sauddvel em rosa claro e tecido cancerigeno em rosa escuro, de acordo

com Braga et al. (2012).
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Figura 4.2 — Regido Sauddvel e Regido Cancerigena

Fonte: Braga et al. (2012)

O procedimento adotado para processamento das subimagens interferométricas de cé-
lulas cancerigenas e saudéveis foi a andlise multirresolucdo de wavelet, proposta por Mallat
(1989), pois se mostra muito eficiente na extracao de detalhes em imagens.

A andlise multirresolucdo se justifica pela representacdo da imagem com poucos coe-
ficientes e com bom armazenamento de informacdes das bordas e arestas. A decomposi¢dao
foi feita com utilizacdo da transformada discreta de wavelet decimada DWT e ndo decimada
NDTW, com a implementacdo da wavelet de Daubechies com oito momentos nulos (Daub8) e
com quatro niveis de resolugio.

A decomposicdo foi feita via transformada de wavelet 2D nas trés direcoes (v, h e d)
e verificado o comportamento dos expoentes de Hurst, ao longo do tempo, na sequéncia das
subimagens e nas trés direcdes mencionadas. Por fim, foram discutidos os efeitos da média dos
coeficientes wavelet ao quadrado, Mid-energias, os métodos MEDL e MEDLA e o estimador
Trimean, usados para estimar os expoentes de Hurst, na série ao longo do tempo. Na Figura

4.3, sdo apresentadas as localiza¢des das subimagens a serem analisadas.
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Figura 4.3 — Procedimento de extracdo das subimagens a serem analisadas

64 pixels

Tecido saudivel

64-pixels

64 pixles

Tecido canceroso

64 pixels

Fonte: Adaptacdo Braga et al. (2012)

O processamento das imagens e as andlises das séries foram feitas com utilizagcdo do
software R (Core Team, 2018). Para executar a decomposicao wavelet das imagens, foram utili-
zados os pacotes de ferramentas bmp (Jefferis, 2017), Waveslim (Whitcher, 2015), Wavetheresh

(Nason, 2016) e para as andlises das séries, os pacotes beanplot (Kampstra, 2008) e fBasics

(Wuertz, Setz e Chalabi, 2017).



46
5 RESULTADOS E DISCUSSOES

A andlise dos resultados esta dividida em duas subsec¢des, a primeira com utilizagdo da

transformada decimada de wavelet e a segunda com a transformada nao decimada de wavelet.

5.1 Analise temporal dos expoentes de Hurst com utilizacao da DWT

Nesta se¢do, serdo mostrados os resultados com a utilizacdo da média dos coeficientes
wavelet ao quadrado (MQCW), os métodos MEDL e MEDLA, Mid-energias e o estimador
Trimean, para a estimacdo dos expoentes de Hurst. As subimagens foram decompostas com
implementacgdo das transformadas decimada de wavelet (DWT), em quatro niveis de resolugao.
Na Figura 5.1, apresenta-se uma subimagem do tecido cancerigeno em (a) e do tecido saudavel
em (b) decomposta com utilizagdo da transformada decimada de wavelet no nivel 1 e no nivel
4 de resolugdo. Percebe-se que, com o aumento no nivel de resolu¢do melhora-se no nivel de

detalhes.

Figura 5.1 — Decomposicdo de uma subimagem do tecido cancerigeno em (a) do tecido sauddvel em (b),
no nivel 1 e 4 de resolucdo com utilizacdio DWT
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Para cada método utilizado, para estimar o expoente de Hurst, sdo analisados os gréaficos
das séries temporais nas trés direcdes, as estatisticas descritivas e os graficos das distribui¢des

empiricas em subimagens do tecido cancerigeno e sauddvel.

5.1.1 Estimacao dos expoentes de Hurst com MQCW

Na Tabela 5.1, sdo apresentadas as estatisticas descritivas das séries de expoentes de
Hurst, ao longo do tempo, em subimagens da regido cancerigena e saudavel, nas trés direcoes
(horizontal, vertical e diagonal), com utilizacdo para sua estimativa, a transformada decimada de
walvelet e a média dos coeficientes wavelet ao quadrado (MQCW). Pode-se destacar que existe
uma variacdo dos expoentes de Hurst, ao longo do tempo, em subimagens interferométricas
obtidas por meio da técnica Biospeckle, ou seja, mesmo se tratando de subimagens da mesma
regido, observa-se que, se tiradas em tempos distintos, podem gerar diferentes expoentes de
Hurst.

Uma variabilidade maior em torno do valor médio na dire¢do diagonal, comparada as
outras dire¢des, foi observada nas duas regides. Por consequéncia, um maior coeficiente de
variagdo. Outra observacao a ser destacada € sobre as médias dos expoentes de Hurst em tecidos
sauddveis, que apresentaram valores maiores nas dire¢Oes horizontal e vertical, comparado as
médias dos expoentes do tecido cancerigeno. Por fim, em relacido as medidas de assimetria e
curtose, mostram distribui¢des com caracteristicas assimétricas e leptocurtica dos expoentes de

Hurst, ao longo do tempo.

Tabela 5.1 — Estatisticas descritivas dos expoentes de Hurst direcionais com utilizagdo da DWT com a
MQCW

Expoentes Média Mediana Varidncia CV  Assimetria Curtose
(Tumor)

Horizontal -0,7326 -0,7327  0,0092 0,1313  -0,2381 0,0350
Vertical -0,7551 -0,7522  0,0072  0,1127  -0,2429  -0,1335
Diagonal  -0,2329 -0,2485  0,0217 0,6332 -0,0149 -1,1741
Expoentes Média Mediana Varidncia CV  Assimetria Curtose
(Saudavel)

Horizontal -0,6748 -0,6828  0,0086  0,1374  0,1427 -0,2082
Vertical -0,3996 -0,4007  0,0039 0,1571  -0,0138  -0,2504
Diagonal  -0,2620 -0,2890  0,0335 0,6990 -0,2738  -0,6124

Nas Figura 5.a e 5.b, s@o apresentados os graficos das séries e das distribui¢des empiricas
dos expoentes de Hurst, ao longo do tempo, nas trés dire¢cdes. Foram feitas sobreposi¢des das

distribui¢des dos expoentes de Hurst com tecidos cancerigenos (em vermelho) e sauddveis (em



48

preto). Percebe-se uma interse¢do nas curvas, principalmente nas direcdes horizontal e diago-
nal, o que evidencia o poder do expoente de Hurst de diferenciar subimagens interferométricas
de tecido cancerigeno do saudavel, detectada pelo expoente vertical. Resultados semelhantes
foram obtidos por Nicolis et al. (2011), realizadas com imagens radiogréificas de tumores em

diferentes mamas.

Figura 5.2 — Graficos dos expoentes de Hurst com utilizagdo da DWT com a MQCW: (a) Graficos das
séries ao longo do tempo e (b) Densidades

a] Hurst Horizontal Hurst Vertical Hurst Diagonal

Cancerigeno Cancerigeno Cancerigeno

Saudével Saudavel

Saudavel

o
02
0

000
11

000
1

000
L

1
<02

hurst
0
hurst
0
hurst

06 0504
06 0504
<06 0504

1.0 -08
I

1.0 -08

-1.0 -08

Tempo Tempo Tempo

Expoente de Hurst horizontal - DWT Expoente de Hurst vertical - DWT Expoente de Hurst diagonal - DWT

Cancerigeno Cancerigeno Cancerigeno

Saudavel ™ o Saudavel Saudavel

Densidade
Densidade
Densidade

Expoente de Hurst Expoente de Hurst Expoente de Hurst

Na proxima secdo, serdo apresentados os resultados utilizando a transformada decimada
de wavelet e com implementacdo da Mid-energia para estimacdo dos expoentes de Hurst. De
acordo com essa abordagem, cada nivel de resolugdo € dividido em duas partes iguais e os co-
eficientes wavelet correspondentes sao pareados, elevados ao quadrado e os novos coeficientes

calculados em média.
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5.1.2 Estimacao dos expoentes de Hurst com Mid-energias

Sado apresentadas na Tabela 5.2 as estatisticas descritivas das séries de expoentes de
Hurst, ao longo do tempo, nas trés dire¢cdes com utilizagdo da transformada decimada de wavelet
e implementacdo da Mid-energia para sua estimag¢do, nas subimagens do tecido cancerigeno e
saudavel. Esse método foi proposto por Soltani et al. (2004) para reduzir o viés de ponderagao
no expoente de Hurst que pode ocorrer pela ndo normalidade dos coeficientes wavelet e pela
correlacdo existente entre eles.

Destaca-se, assim como ocorrido na aplicacio da MQCW, a variacdo dos expoentes
de Hurst em torno de um valor médio, ao longo do tempo. Além disso, observa-se também, de
acordo com a Tabela 5.2, um aumento dos valores médios e das variancias das séries e quando se
utiliza Mid-energia nas duas regides, consequentemente um aumento do coeficiente de variagdo.

Vale salientar também que, comparando os valores médios dos expoentes de Hurst na
tabela 5.2, subimagens do tecido sauddvel produzem expoentes maiores do que subimagens do
tecido cancerigeno, fato que também ocorreu com o uso da média dos coeficientes wavelet ao
quadrado. Ademais, as medidas de assimetria e curtose revelam que persiste 0 comportamento

assimétrico e leptocurtico das distribuicdes nas duas regides.

Tabela 5.2 — Estatisticas descritivas dos expoentes de Hurst direcionais com utilizacdo da DWT com Mid
- energia

Expoentes Média Mediana Varidncia CV  Assimetria Curtose
(Tumor)

Horizontal -0,7080 -0,7091 0,0142 0,1688 -0,0112  -0,1813
Vertical -0,7109 -0,7096  0,0115 0,1512  -0,1239  -0,3475
Diagonal  -0,1999 -0,2007  0,0233 0,7647  -0,0240 -1,8797
Expoentes Média Mediana Variancia CV  Assimetria Curtose
(Saudavel)

Horizontal -0,6493 -0,6486  0,0118 0,1678  -0,0802  0,0209
Vertical -0,3724  -0,3727  0,0066 0,2189  -0,2105  -0,2941
Diagonal  -0,2119 -0,2334  0,0368 0,9061 -0,1418  -0,8863

Sao apresentados na Figura 5.3b os graficos das distribui¢des empiricas e das séries dos
expoentes de Hurst, ao longo do tempo, nas direcdes horizontal, vertical e diagonal. Percebe-se
que, como obtido por acordo Jeon, Nicolis e Vidakovic (2014), estimativas robustas do ex-
poente de Hurst podem diferenciar subimagens de tecido cancerigenos e sauddvel, ja que as

distribui¢des nao se sobrepdem em todas as direcdes.
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Informacgdo que pode ser observada com a andlise da Figura 5.3a, que mostram médias
individuais das séries proximas nas dire¢des horizontal e diagonal e médias afastadas na dire¢ao
vertical, mostrando que a diferenciacdo entre tecido cancerigeno e sauddvel foi detectada pelo
expoente de Hurst vertical. Além disso, nota-se também uma mistura de distribui¢des na dire¢do

diagonal.

Figura 5.3 — Gréficos dos expoentes de Hurst com utilizacdo da DWT com Mid - energia: (a) Graficos
das séries ao longo do tempo e (b) Densidades
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Na préxima secdo, serdo apresentados os resultados com utilizacdo da transformada
decimada de wavelet e implementacdo do método MEDL, que aplica a mediana do logaritmo

dos coeficientes wavelet elevados ao quadrado, para estimar o expoente de Hurst.



51
5.1.3 Estimacao dos expoentes de Hurst com método MEDL

Sado apresentadas na Tabela 5.3, as estatisticas descritivas das séries de expoentes de
Hurst direcionais, ao longo do tempo, com a utilizacdo da transformada decimada de wavelet
em subimagens do tecido cancerigeno e saudavel com implementacdo do método MEDL, para
sua estimacdo. Esse método foi proposto por Kang e Vidakovic (2017) para tentar reduzir a
correlacdo existente entre os coeficientes wavelet.

Pode-se destacar uma variacdo dos expoentes Hurst, ao longo do tempo, na trés dire¢des
e nas duas regides (cancerigena e sauddvel). Comparada com as estatisticas descritivas com
utilizacdo da MQCW e Mid-energia, Tabelas 5.1 e 5.2, tanto para subimagens do tecido cance-
rigeno e sauddvel, percebe-se um aumento nos valores médios e uma diminui¢do da variancia
das séries de expoentes de Hurst, por consequéncia uma diminui¢io do coeficiente de variacdo
em todas a direcdes. Isso pode ter ocorrido pelo fato de a mediana nao ser influenciada por pos-
siveis outliers que possam ocorrer com a transformacgdo logaritmica nos coeficientes wavelet
(FENG e VIDAKOVIC, 2017).

Verifica-se também que, como ocorrido nos métodos ja aplicados, tecidos saudaveis ten-
dem a apresentar expoentes de Hurst maiores que tecidos cancerigenos nas direcdes horizontal
e vertical. Em relac@o as medidas de assimetria e curtose nota-se, na Tabela 5.3, com aplicac@o
do método MEDL, que as distribuicdes continuam assimétricas e leptocurticas, como verificado

com o uso da MQCW e de Mid-energia para a estimagdo dos expoentes de Hurst.

Tabela 5.3 — Estatisticas descritivas dos expoentes de Hurst direcionais com utilizagdo da DWT com
método MEDL

Expoentes Média Mediana Varidncia CV  Assimetria Curtose
(Tumor)

Horizontal -0,8621 -0,8592  0,0054 0,0855  -0,2200  -0,2200
Vertical -0,8607 -0,8642  0,0048  0,0808 -0,2997  0,1664
Diagonal  -0,6164 -0,6197  0,0072 0,1381  -0,1414  0,0517
Expoentes Média Mediana Variancia CV  Assimetria Curtose
(Saudavel)

Horizontal -0,8329 -0,8374  0,0045 0,0806  -0,1731  -0,0427
Vertical -0,6635 -0,6671  0,0023  0,0734  -0,2084  0,4652
Diagonal  -0,6173 -0,6152  0,0089 0,1529 -0,2416  -0,5847
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Na Figura 5.4b, sdo apresentados os gréficos das distribuicdes empiricas dos expoentes
de Hurst, ao longo do tempo, nas trés dire¢des, com aplicacdo do método MEDL para estimar
os expoentes de Hurst. Como ocorrido quando utilizou-se a MQCW e Mid-energia, houve uma
intersecdo nas curvas nas dire¢des horizontal e diagonal, evidenciando um comportamento se-
melhante em subimagens do tecido saudavel e cancerigeno nessas direcdes. Na direcdo vertical,
apesar de uma diferenca menor entre os valores médios, percebe-se uma diferenciacdo maior
entre tecido sauddvel e cancerigeno com uso do método MEDL, consequéncia de uma menor
variancia dos expoentes de Hurst, comparada aos métodos anteriores.

Isso também pode ser evidenciado com a andlise dos gréficos das séries (Figura 5.4a),
que por sua vez, mostram valores médios individuais dos expoentes proximos nas direcdes ho-
rizontal e diagonal e afastados na direcdo vertical. Por fim, nota-se, como nos casos anteriores,

uma mistura de distribuicdes na direcao diagonal.

Figura 5.4 — Gréficos dos expoentes de Hurst com utilizacdo da DWT com o método MEDL: (a) Graficos
das séries ao longo do tempo e (b) Densidades
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Na préxima sec¢do, serdo apresentados os resultados utilizando a transformada decimada

de wavelet com implantacdo do método MEDLA para estimagdo dos expoentes de Hurst.
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5.1.4 Estimacao dos expoentes de Hurst com método MEDLA

O método MEDLA foi proposto por Kang e Vidakovic (2017) para reduzir a correla-
cdo existente entre os coeficientes wavelet em cada nivel de resolugdo. O método aplica a
mediana do logaritmo da média de pares de coeficientes wavelet ao quadrado, selecionados ale-
atoriamente em cada nivel de resolugdo. Os m pares selecionados devem estar a uma distancia
minima de ¢; = 2’7/, que diminuem de acordo com cada nivel j de resolugdo.

Na Tabela 5.4, sdo apresentadas as estatisticas descritivas das séries de expoentes de
Hurst direcionais, ao longo do tempo, em subimagens do tecido cancerigeno e sauddvel, com a
utilizag@o da transformada decimada de wavelet e 0o método MEDLA para sua estimag¢do. Como
esse método envolve uma aleatorizacao, os graficos apresentados na figura 5.5 e a Tabela 5.4 s@o
resultados de uma simulagdo, em que, para cada subimagem foram gerados 100 expoentes de
Hurst direcionais e tomados em média. Destaca-se, assim como ocorrido nos casos anteriores,
existéncia de variagdo nas trés dire¢des, em subimagens do tecido cancerigeno e saudavel.

Comparado ao método MEDL, que também utiliza a mediana, nota-se além de valores
médios proximos, também uma diminui¢do da variancia e por consequéncia menores coeficien-
tes de variagdo, nas trés dire¢cdes. Também em comparagcdo com uso da MQCW e Mid-energia,
houve diminui¢do na variancia e por isso, se apresenta at€é o momento como o método com
menor variagdo das séries de expoentes de Hurst. Ademais, as medidas de assimetria e curtose
(Tabela 5.7), reforcam, como nos casos anteriores, caracteristicas assimétricas e leptocurticas

das distribui¢des empiricas em todas as direcoes.

Tabela 5.4 — Estatisticas descritivas dos expoentes de Hurst direcionais com utilizacdo da DWT com
método MEDLA

Expoentes Média Mediana Variancia CV  Assimetria Curtose
(Tumor)

Horizontal -0,8609 -0,8567  0,0030 0,0646  -0,2052  -0,4386
Vertical -0,8641 -0,8622  0,0024 0,0567 -0,2436  -0,4458
Diagonal -0,6173 -0,6246  0,0055 0,1206  0,0111 -1,0977
Expoentes Média Mediana Variancia CV  Assimetria Curtose
(Saudavel)

Horizontal -0,8344 -0,8303  0,0028 0,0636  -0,2010  -0,1141
Vertical -0,6835 -0,6813  0,0011 0,0488  -0,0385  -0,7571
Diagonal  -0,6257 -0,6339  0,0083 0,1463  -0,3180  -0,4982

Os graficos das séries e das distribuicdes empiricas dos expoentes de Hurst direcionais,

com aplicagao do método MEDLA, sdo apresentados na Figura 5.5. Como ocorrido nos casos
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anteriores, nota-se sobreposicao das curvas nas direcdes horizontal e diagonal e um afastamento
na direcdo vertical. Isso evidéncia que, a anélise temporal dos expoentes de Hurst em imagens
interferométricas sdo capazes de distinguir tecido cancerigeno do tecido saudével.

Essa informac¢do também pode ser verificada com a anélise das séries (Figura 5.5a), que
por sua vez, mostram médias individuais préximas nas dire¢des horizontal e diagonal e médias

afastadas na direcdo vertical.

Figura 5.5 — Gréficos dos expoentes de Hurst com utilizagdo da DWT com o método MEDLA: (a) Gré-
ficos das séries ao longo do tempo e (b) Densidades
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Na préxima sec¢do, serdo apresentados os resultados utilizando a transformada decimada
de wavelet com implementa¢do do estimador Trimean para o cdlculo dos expoentes de Hurst.
Nesse estimador, a média dos coeficientes wavelet ao quadrado € substituida pela média ponde-

rada da mediana da distribuicio e os dois quantis simétricos a mediana.
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5.1.5 Estimacao dos expoentes de Hurst com estimador Trimean

Para produzir os resultados, com utiliza¢do do estimador Trimean, foram gerados 4 sub-
grupos de coeficientes wavelet em cada nivel de resolucdo e calculado a média Trimean em cada
subgrupo para estimag¢do dos expoentes de Hurst. Na Tabela 5.5, s@o apresentadas as estatisticas
descritivas das série de expoentes de Hurst direcionais, ao longo do tempo, com utilizagdo da
transformada decimada de wavelet em subimagens do tecido cancerigeno e saudavel, com o uso
do estimador Trimean. Esse método foi proposto por Feng e Vidakovic (2017) com o objetivo
de reduzir a correlagdo entre os coeficientes wavelet e o efeito de possiveis outliers que possam
surgir com a transformacao logaritmica.

Como ocorrido nos métodos anteriores, nota-se uma variacao dos expoentes de Hurst,
ao longo do tempo. Mas comparada com as estatisticas descritivas utilizando a MQCW e os
métodos MEDL e MEDLA para estimar os expoentes de Hurst, percebe-se, com implementagao
do estimador Trimean, um aumento da variancia e das médias das séries. No entanto, variancias
menores que Mid-energias.

As medidas de assimetria e curtose, apresentadas na Tabela 5.5, mostram que as distri-

bui¢cdes empiricas mantém-se assimétricas e leptocurticas.

Tabela 5.5 — Estatisticas descritivas dos expoentes de Hurst direcionais com utilizacdo da DWT com
estimador Trimean

Expoentes Média Mediana Varidncia CV  Assimetria Curtose
(Tumor)

Horizontal -0,6605 -0,6555  0,0098 0,1504 -0,2708  -0,0148
Vertical -0,6673 -0,6594  0,0074 0,1294  -0,3133  -0,1071
Diagonal  -0,1539 -0,1692  0,0228 0,9817  -0,0052  -0,1968
Expoentes Média Mediana Variancia CV  Assimetria Curtose
(Saudavel)

Horizontal -0,5967 -0,6037  0,0094 0,1628 0,2205 -0,0098
Vertical -0,3057 -0,3096  0,0038  0,2025 0,0072 -0,4568
Diagonal  -0,1765 -0,1910  0,0348 1,0572  -0,2561  -0,7515

Na Figura 5.6b, sdo apresentados os graficos das distribui¢des empiricas dos expoen-
tes de Hurst, ao longo do tempo, nas trés direcdes, com aplicacdo do estimador Trimean para
estima-lo. Como verificado nos métodos anteriores, houve sobreposicao das distribuigdes nas
dire¢des horizontais e diagonais. A diferenciacdo entre tecido sauddvel e cancerigeno foi de-

tectada pelos expoentes de Hurst verticais, ja que ndo se observa sobreposi¢ao expressiva.
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Essas informagdes também podem ser observadas com a andlise das respectivas séries
(Figura 5.6a) que mostram médias individuais proximas nas direcdes horizontal e diagonal e
afastadas na direcdo vertical. Por fim, observa-se a presenca de outliers € uma mistura de
distribui¢des na dire¢do diagonal.

Figura 5.6 — Graficos dos expoentes de Hurst com utilizagdo da DWT com estimador Trimean: (a) Gra-

ficos das séries ao longo do tempo e (b) Densidades

Hurst Horizontal

Hurst Vertical

Hurst Diagonal

hurst

Cancerigeno

Saudavel

Cancerigeno

Saudavel

Cancerigeno

Saudavel

Tempo

Coeficiente de Hurst horizontal - DWT

0 40 60 80 100

Tempo

Coeficiente de Hurst vertical - DWT

20 40 60 a0 100

Tempo

Coeficiente de Hurst diagonal - DWT

120

Densidade

Cancerigeno

Saudavel

Densidade

Cancerigeno

Saudavel

Densidade

Cancerigeno

Saudavel

Coeficiente de Hurst

Coeficiente de Hurst

Coeficiente de Hurst

Nas proximas secoes, serdo apresentados os calculos do expoente de Hurst utilizando a
transformada nio decimada de wavelet, que de acordo com Kang e Vidakovic (2017), diminuem

a variancia dos coeficientes wavelet, mas em contrapartida aumenta a correlagdo entre eles.
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5.2 Anadlise temporal dos expoentes de Hurst com utilizacio da NDWT

Nesta secdo, serdo retratados os resultados utilizando, para a estimagdo dos expoentes
de Hurst, a média dos coeficientes wavelet ao quadrado (MQCW), Mid energias, o estimador
Trimean e os métodos MEDL e MEDLA. As subimagens foram decompostas com implemen-
tacdo das transformadas ndo decimada de wavelet (NDWT), em quatro niveis de resolu¢do. Na
Figura 5.17, apresenta-se uma subimagem do tecido cancerigeno em (a) e do tecido saudavel
em (b) decomposta com utilizacdo da transformada de wavelet nao decimada no nivel 1 e no
nivel 4 de resolucdo. Nota-se que, com aumento da resolucdo, também aumenta o nivel de

detalhes.

Figura 5.7 — Decomposicdo de uma subimagem do tecido cancerigeno em (a) e do tecido saudavel em
(b), no nivel 1 e 4 de resolugdo com utilizagio NDWT
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Para cada método de estimac¢do dos expoentes de Hurst direcionais, foram analisados os
gréaficos das séries temporais, as estatisticas descritivas e os graficos das distribui¢des empiricas

em subimagens do tecido cancerigeno e do saudével.
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5.2.1 Estimacao dos expoentes de Hurst com MQCW

Na Tabela 5.6, sdo apresentadas as estatisticas descritivas das séries de expoentes de
Hurst direcionais, ao longo do tempo, utilizando a transformada ndo decimada de wavelet em
subimagens do tecido cancerigeno e saudavel, com uso da média dos coeficientes wavelet ao
quadrado para sua estimagao.

Pode-se destacar a existéncia de variacdo dos expoentes, ao longo do tempo, com a
utilizagdo da transformada nao decimada de wavelet, ou seja, imagens tiradas em tempos dife-
rentes geram expoentes distintos. Percebe-se que subimagens do tecido sauddvel apresentam
médias maiores e varidncias menores dos expoentes de Hurst nas direcdes horizontal e vertical,
comparado as médias de tecidos cancerigenos.

Além disso, observa-se também uma diminuicdo nos valores médios das séries nas trés
direcdes e também da variancia, na dire¢des horizontal e diagonal comparada ao uso da transfor-
mada decimada de wavelet, consequentemente valores mais baixos dos coeficientes de variagao.
Segundo Kang e Vidakovic (2017), o uso da transformada nao decimada diminui a variancia dos
coeficientes wavelet, porém, aumenta a correlacao entre eles e o viés no expoente de Hurst. Por
fim, as medidas de assimetria e curtose mostram que as distribui¢cdes das séries seguem com

caracteristicas assimétricas e leptocurticas.

Tabela 5.6 — Estatisticas descritivas dos expoentes de Hurst direcionais com utilizagdo da NDWT com a
MQCW

Expoentes Média Mediana Variancia CV  Assimetria Curtose
(Tumor)

Horizontal -1,7368 -1,7399  0,0050 0,0409 -0,0929 -0,3134
Vertical -1,6842  -1,6852  0,0091 0,0567 -0,1372  -0,4822
Diagonal  -1,2344 -1,2671 0,0210 0,1174 0,0897 -1,4984
Expoentes Média Mediana Varidncia CV  Assimetria Curtose
(Saudavel)

Horizontal -1,4178 -1,4210  0,0031  0,0395 0,0595 -0,1200
Vertical -1,6401 -1,6434  0,0088  0,0573 0,4158 -0,4086
Diagonal  -1,2641 -1,2915  0,0320 0,1415 0,0501 -1,5652

Na Figura 5.8b, apresentam-se os grificos das distribuicdes empiricas dos expoentes de
Hurst, ao longo do tempo, nas trés direcdes com aplicagdo da transformada ndo decimada de
wavelet. Nesses graficos foram feitas sobreposi¢des das distribuicdes dos expoentes de Hurst
em subimagens do tecido cancerigeno (em vermelho) e sauddvel (em preto). E possivel identifi-

car uma sobreposi¢ao nas curvas principalmente nas direcdes vertical e diagonal, que evidencia
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um comportamento semelhante dos expoentes de Hurst, nessas dire¢des, em subimagens do

tecido saudével e cancerigeno .

O comportamento semelhante nessas direcoes também pode ser verificado pela andlise

dos graficos das séries (Figura 5.8a), em que mostra a capacidade de diferenciar subimagens

do tecido cancerigeno do sauddvel com andlises temporais dos expoentes de Hurst, jd que ndo

apresentaram comportamento semelhante em todas as direcoes.

Figura 5.8 — Gréficos dos expoentes de Hurst com utilizacdo da NDWT com a MQCW: (a) Graficos das
séries ao longo do tempo e (b) Densidades
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Na proxima secdo, serdo apresentados os resultados utilizando a transformada ndo de-

cimada de wavelet e Mid-energia, proposto por Soltani et al. (2004), para reduzir o viés de

pondera¢do no expoente de Hurst, que pode ocorrer pela ndo normalidade dos coeficientes wa-

velet (d;) e também pela correlagdo existente entre eles.
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5.2.2 Estimacao dos expoentes de Hurst com Mid-energias

Sado apresentadas na Tabela 5.7, as estatisticas descritivas das séries de expoentes de
Hurst direcionais, ao longo do tempo, com a utilizagao da transformada nio decimada de wa-
velet em subimagens do tecido cancerigeno e saudavel, com implementa¢do de Mid-energias
para sua estimagdo. Assim, como ocorrido com o uso da média dos coeficientes wavelet ao
quadrado, persiste a variabilidade dos expoentes de Hurst em todas as dire¢des. Percebe-se um
aumento dos valores médios e também das variancias dos expoentes de Hurst em subimagens
dos tecidos cancerigenos e saudaveis em todas as dire¢des, comparado ao uso da MQCW como
estimativa.

Nota-se, também, que o uso da transformada ndo decimada de wavelet produz séries de
expoentes de Hurst com variancias menores, portanto mais robustas. Além disso, as medidas
de assimetria e curtose mostram que as distribuicdes mantém as caracteristicas assimétricas e

leptoctrticas com implementagdo da NDWT.

Tabela 5.7 — Estatisticas descritivas dos expoentes de Hurst direcionais com utilizagdo da NDWT com
Mid-energia

Expoentes Média Mediana Variancia CV  Assimetria Curtose
(Tumor)

Horizontal -1,6991 -1,6941  0,0053 0,0429 -0,0883  -0,2069
Vertical -1,6352  -1,6325  0,0128 0,0691  -0,0647  -0,8648
Diagonal  -1,1991 -1,2197  0,0230 0,1265 -0,0418  -1,4938
Expoentes Média Mediana Varidncia CV  Assimetria Curtose
(Saudavel)

Horizontal -1,3962 -1,3957  0,0034  0,0421 0,2177 -0,2209
Vertical -1,5984 -1,5958  0,0145 0,0753 0,2565 -0,6415
Diagonal  -1,2237 -1,2552  0,0361 0,1554  0,0286 -1,5801

Na Figura 5.9b, sao apresentados os graficos das distribuicdes empiricas dos expoentes
de Hurst, ao longo do tempo em subimagens do tecido cancerigeno e saudavel. Observa-se
uma sobreposi¢cdo das distribui¢des nas direcdes vertical e diagonal, reforcando a tese de que
andlise temporal dos expoentes de Hurst pode diferenciar imagens do tecido cancerigeno de
tecido saudével, ja que na direcdo horizontal as distribui¢des ndo se sobrepdem.

Essa informacdo também pode ser observada pela andlise dos graficos das séries (Figura
5.9a) que mostram médias individuais afastadas na dire¢do horizontal e préximas nas dire¢des
vertical e diagonal. Para mais, constata-se uma variancia maior e uma mistura de distribuicdes

na dire¢do diagonal.
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Figura 5.9 — Gréficos dos expoentes de Hurst com utilizacdo da NDWT com Mid-energia: (a) Gréficos
das séries ao longo do tempo e (b) Densidades
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Na préxima secdo, serdo apresentados os resultados utilizando a transformada nao deci-

mada de wavelet com implementacdo de método MEDL, que aplica a mediana do logaritmo dos

coeficientes wavelet ao quadrado, proposto por Kang e Vidakovic (2017), para tentar reduzir a

correlacdo existente entre eles.




62
5.2.3 Estimacao dos expoentes de Hurst com método MEDL

Na Tabela 5.8, sdo apresentadas as estatisticas descritivas das séries de expoentes de
Hurst direcionais, ao longo do tempo, com a utilizagao da transformada nio decimada de wa-
velet em subimagens do tecido cancerigeno e com a aplicagdo do método MEDL para sua
estimagao.

Nota-se, como nos casos anteriores, uma variabilidade dos expoentes de Hurst, ao longo
do tempo, para as duas regides. Outra observac¢ao importante € em relagdo a variancia das séries
de expoentes de Hurst quando implementado o método MEDL, que se apresentam menores em
subimagens dos tecidos cancerigeno e sauddvel do que quando se aplica a MQCW e Mid-
energia para sua estimagdo. Além disso, percebe-se que subimagens do tecido cancerigeno
produzem expoentes de Hurst menores do que subimagens do tecido sauddvel.

Em relacdo as medidas de assimetria e curtose, constata-se que as distribui¢des empiri-

cas apresentam caracteristicas assimétricas e leptocurticas.

Tabela 5.8 — Estatisticas descritivas dos expoentes de Hurst direcionais com utilizagdo da NDWT com
método MEDL

Expoentes Média Mediana Variancia CV  Assimetria Curtose
(Tumor)

Horizontal -1,3286 -1,3289  0,0013  0,0279  0,0261 -1,1329
Vertical -1,2962  -1,2981  0,0034  0,0450  0,0036 -0,9536
Diagonal  -1,0875 -1,0973  0,0056 0,0692  0,0455 -1,4958
Expoentes Média Mediana Varidncia CV  Assimetria Curtose
(Saudavel)

Horizontal -1,1592 -1,1631  0,0009  0,0266  0,3642 -0,2404
Vertical -1,2809 -1,2797  0,0040  0,0494  0,1053 -0,7027
Diagonal  -1,1009 -1,1048  0,0086 0,0845 -0,0123  -1,5631

Os gréficos das distribui¢des empiricas dos expoentes de Hurst direcionais, com utiliza-
¢do do método MEDL para sua estimacdo, sdo apresentados na Figura 5.10b. Observa-se uma
sobreposicdo das curvas nas dire¢des vertical e diagonal, como ocorrido quando utilizou-se a
média dos coeficientes wavelet ao quadrado e Mid-energia, o que evidencia o comportamento
semelhante dos expoentes em subimagens do tecido sauddvel e cancerigeno nessas diregdes.

Persiste o afastamento entre as curvas na direcao horizontal, com a implementacio da
transformada ndo decimada, indicador de que essa metodologia também pode diferenciar subi-

magens do tecido cancerigeno do saudavel (Figura 5.10a).
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Figura 5.10 — Gréficos dos expoentes de Hurst com utilizacdo da NDWT com o método MEDL: (a)
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Na préxima se¢do, serdo apresentados os calculos com a utilizagao da transformada nao

decimada de wavelet, com implementacdo do método MEDLA para estimar os expoentes de

Hurst. Esse método aplica a mediana do logaritmo da média de pares de coeficientes wavelet

ao quadrado, selecionados aleatoriamente em cada nivel de resolucdo.
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5.2.4 Estimacao dos expoentes de Hurst com método MEDLA

Para gerar os resultados com utilizacdo do método MEDLA, foram estimados 100 ex-
poentes de Hurst direcionais para cada subimagem e calculada sua média. Na Tabela 5.9, sao
apresentadas as estatisticas descritivas das séries de expoentes de Hurst direcionais, ao longo do
tempo, com a utiliza¢do da transformada nao decimada e o método MEDLA, em subimagens
do tecido cancerigeno e saudavel.

Nota-se, como ocorrido nos casos anteriores com utilizacao da transformada nao deci-
mada, que persiste a variabilidade nas trés dire¢cdes para as duas regides. Comparado ao método
MEDL, que também utiliza a mediana, percebe-se valores médios das séries proximos € uma
diminuicdo da variancia, além de uma aproximacao maior entre os valores médios e medianos.

Em relacdo as medidas de assimetria e curtose, verifica-se que, como nos métodos ante-
riores, persiste 0 comportamento assimétrico e leptocurtico das distribui¢des em todas as dire-

coes.

Tabela 5.9 — Estatisticas descritivas dos expoentes de Hurst direcionais com utilizacdo da NDWT com
método MEDLA

Expoentes Média Mediana Variancia CV  Assimetria Curtose
(Tumor)

Horizontal -1,3347 -1,3373  0,0012 0,0350  0,0460 -0,1506
Vertical -1,3049  -1,3024  0,0029 0,0415 -0,0524  -0,8747
Diagonal  -1,0936 -1,1054  0,0054 0,0673 0,0565 -1,5276
Expoentes Média Mediana Varidncia CV  Assimetria Curtose
(Saudavel)

Horizontal -1,1728 -1,1732  0,0007  0,0237 0,1017 -0,4111
Vertical -1,2867 -1,2898  0,0032  0,0445 0,1984 -0,7386
Diagonal  -1,1073 -1,1272  0,0083  0,0822  0,0224 -1,5907

Sao apresentados, na Figura 5.11b, os graficos das distribuicdes empiricas dos expoentes
de Hurst direcionais, em subimagens do tecido cancerigeno e sauddvel, com implementa¢do do
método MEDLA para sua estimacdo. Como verificado nos casos anteriores, com aplicagao
da transformada nao decimada, tem-se uma sobreposicdo das curvas nas dire¢des vertical e
diagonal e um afastamento na direcdo horizontal. Esse fato corrobora a comprovacdo de que
essa metodologia de andlise de imagens interferométricas, podem diferenciar imagens do tecido
cancerigeno do saudavel.

Percebe-se também, com a andlise dos graficos das séries (Figura 5.11a), o afastamento

das médias individuais dos expoentes de Hurst na dire¢do horizontal, o que ndo acontece nas
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direcdes vertical e diagonal. Além disso, nota-se uma mistura de distribui¢des na direcdo di-
agonal, independentemente da transformada de wavelet e do método utilizado para estimacgdo

dos expoentes de Hurst. Por fim, nota-se uma mistura de distribui¢des na dire¢do diagonal.

Figura 5.11 — Gréficos dos expoentes de Hurst com utilizacdo da NDWT com método MEDLA: (a) Gra-
ficos das séries ao longo do tempo e (b) Densidades.

a] Expoente de Hurst Horizental - NDWT - MEDLA Expoente de Hurst Vertical - NDWT - MEDLA Expoente de Hurst Diagonal - NDWT - MEDLA
o | o | o |
N Cancerigeno - Cancerigeno - Cancerigeno
o Saudavel a Saudavel o Saudavel

! [
L ° B L
: |
I VAL R

Hurst
Hurst

o | a | a |
B - B
ER ER Ell
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 80 80 100 120
Tempo Tempo Tempo
Hurst Horizontal Hurst Vertical Hurst Diagonal
@ - @ -
w | Cancerigeno Cancerigeno Cancerigeno
Saudével Saudavel Saudével
@ - @ o
=
=z @ =z
3 3 3
b=} b b=}
@ TR B v
2 z 2
5 & 5
a a a
o o o o
o - o o 4
T T T T T T T T T T T T
20 15 1.0 05 20 15 1.0 05 20 15 10 05
Expoente de Hurst Expoente de Hurst Expoente de Hurst

Na préxima secdo, serdo apresentados os resultados utilizando a transformada nao deci-
mada de wavelet, com a implementacdo do estimador Trimean para o cdlculo dos expoentes de

Hurst.
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5.2.5 Estimacao dos expoentes de Hurst com estimador Trimean

Para gerar os resultados, com a utilizacao do estimador Trimean, foram considerados 8
subgrupos de coeficientes wavelet em cada nivel de resolucao e calculada a média Trimean em
cada subgrupo para estimac¢do do expoente de Hurst. Na Tabela 5.10, s@o apresentadas as esta-
tisticas descritivas das séries de expoentes de Hurst direcionais, ao longo do tempo, utilizando
a transformada ndo decimada de wavelet em subimagens do tecido cancerigeno e sauddvel.
Destaca-se, assim como ocorrido com 0s casos anteriores, que 0s expoentes apresentam varia-
¢do ao longo do tempo nas duas regides.

Observa-se uma diminui¢do nos valores médios e aumento das variancias, nas trés dire-
coes, comparado aos métodos que utilizam MEDL e MEDLA para estima¢ao do expoente de
Hurst, tanto na regido cancerigena quanto na sauddavel. Também a confirmac¢do de que subi-
magens do tecido sauddvel tendem a ter expoentes de Hurst maiores nas trés dire¢cdes do que
subimagens de tecido cancerigeno.

As medidas de assimetria e curtose (Tabela 5.19) mostraram que as distribui¢des pos-

suem caracteristicas assimétrica e leptocurtica.

Tabela 5.10 — Estatisticas descritivas dos expoentes de Hurst direcionais com utilizacdo da NDWT com
estimador Trimean

Expoentes Média Mediana Varidncia CV  Assimetria Curtose
(Tumor)

Horizontal -1,7003 -1,7059  0,0051 0,0422  -0,0623  -0,2044
Vertical -1,6378 -1,6380  0,0123  0,0677  -0,0983  -0,8236
Diagonal  -1,2005 -1,2294  0,0231 0,1268  0,0617 -1,5110
Expoentes Média Mediana Varidncia CV  Assimetria Curtose
(Saudavel)

Horizontal -1,3936 -1,3982  0,0031 0,0404  0,0672  -0,1484
Vertical -1,6007 -1,6128  0,0137 0,0732  0,3223 -0,6088
Diagonal  -1,2268 -1,2595  0,0357 0,1540  0,0419  -1,5882

Na Figura 5.12b, sdo apresentados os graficos das distribui¢cdes empiricas dos expoentes
de Hurst, ao longo do tempo, nas trés direcdes, com aplicacdo da transformada nido decimada
de wavelet. Como mostrado nos métodos anteriores com utilizagdo da NDWT, os expoentes de
Hurst horizontais sdo capazes de diferenciar subimagem de tecido sauddvel do cancerigeno, ja
que houve sobreposicdo entre as curvas nas direcdes vertical e diagonal e um afastamento na

direcdo horizontal.
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Esse comportamento também foi verificado na andlise das séries ao longo do tempo
(Figura 5.12a) que mostram médias individuais proximas nas direcdes vertical e diagonal e

afastadas na direc¢do horizontal.

Figura 5.12 — Gréficos dos expoentes de Hurst com utilizagdo da NDWT com estimador Trimean: (a)
Gréficos das séries ao longo do tempo e (b) Densidades.
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Com a finalidade de verificar o comportamento dos expoentes de Hurst direcionais, ao
longo do tempo, em subimagens interferométricas de um carcinoma mamario anapléstico ca-
nino, utilizaram-se as transformadas decimada e ndo decimada de wavelet com a implementa-
cdo da wavelet de Daubechies com oito momentos nulos e quatro niveis de resolu¢cdo. Ademais,
verificaram-se os efeitos do uso da média dos coeficientes wavelet ao quadrado, Mid-energia,
estimador Trimean e dos métodos MEDL e MEDLA para estimar os expoentes de Hurst direci-
onais, nas séries temporais.

Constatou-se que, independentemente do método adotado e da transformada utilizada
para estimacao dos expoentes de Hurst, existe uma variabilidade nos expoentes tanto em su-
bimagens do tecido cancerigeno quanto no sauddvel, consequéncia de um erro de estimagao.
Portanto, mesmo que sejam imagens de uma mesma regido, se tiradas em tempos distintos

podem gerar diferentes expoentes de Hurst.
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Os métodos analisados para estimar os expoentes de Hurst foram propostos com o obje-
tivo de aumentar sua robustez. Neste estudo, constatou-se que esses métodos contribuem para
a diminui¢do da variancia nas séries. Portanto, a utilizagdo do método MEDLA seria o mais in-
dicado para diferenciacdo entre subimagens de tecidos cancerigenos e sauddvel, por apresentar
variabilidade setenta por cento menor (em média) nas séries de expoentes de Hurst, compa-
rado ao uso da MQCW. Tanto para a transformada decimada quanto para a transformada nao
decimada, além de um afastamento maior das distribui¢des empiricas na dire¢do horizontal.

Outra importante observacao a ser destacada € sobre as variancias e os valores médios
das séries de expoentes de Hurst direcionais, que tendem a ser menores nas duas regides com
implementa¢do da transformada ndo decimada. Esse fato contribuiu para menores valores dos
coeficientes de variacdo. Além disso, sdo pequenas as distancias entre médias e medianas, a
partir da segunda casa decimal, em todos os métodos utilizados para estimar o expoente de
Hurst e também com a implementa¢do das duas transformadas (DWT e NDWT).

Foi constatado também, com andlises das distribui¢cdes empiricas, que a diferenciacao
entre subimagens do tecido sauddvel e cancerigeno, com implementacdo da transformada deci-
mada, foi detectada pelo expoente de Hurst vertical. No entanto, com aplica¢do da transformada
nao decimada, a distin¢do é percebida pelo expoente de Hurst horizontal, independentemente
do método utilizado para estima-lo.

Nota-se, também, a presenca de expoentes de Hurst negativos, tanto para subimagens
do tecido cancerigeno como em sauddvel independentemente da transformada ou do método
utilizado para estimagdo do expoente de Hurst, que de acordo com trabalhos de Jeon, Nico-
lis e Vidakovic (2014), estes podem ocorrer devido a efeitos da correlacdo existente entre os
coeficientes wavelet em cada nivel de resolucao.

Para a validacao do método, foram consideradas duas regides saudaveis distintas e duas
regides cancerigenas distintas, com aplica¢do da transformada ndo decimada de wavelet e o
método MEDLA, no qual foi verificado a sobreposicdo das distribui¢des empiricas nas trés
direcoes. Como pode ser observado nos graficos das Figuras 5.13a (Regides sauddveis) e 5.13b

(Regides cancerigenas). A andlise completa € apresentada no Anexo E.
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Figura 5.13 — Gréficos dos expoentes de Hurst com utilizagdo da NDWT - MEDLA: (a) Densidade re-
gides saudaveis (b) Densidades regides cancerigenas.
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Na pratica, a metodologia proposta para diferenciar subimagens de tecido cancerigeno
do saudédvel com andlise das séries de expoentes de Hurst, pode ser aplicada da seguinte ma-
neira: se na imagem analisada pelo profissional existir uma regido suspeita de ser tecido cance-
rigena, pode-se selecionar uma subimagem da regido suspeita e compard-la com outra subima-
gem de tecido sauddvel. Assim, caso as séries de expoentes de Hurst se sobrepuserem em todas
as direcdes, essa regido suspeita pode ser considerada uma regido sauddvel. Caso as séries ndo
se sobrepuserem em, pelo menos, uma direcdo, suspeita-se de uma regido cancerigena. Vale
salientar que essa andlise deve ser feita junto as andlises clinicas.

Encerram-se, aqui, as andlises e discussdes dos resultados obtidos e, na proxima se¢ao,

serd apresentada a conclusdo final da presente pesquisa.



70
6 CONCLUSAO

Conclui-se que, a andlise temporal dos expoentes de Hurst em imagens interferométri-
cas, obtidas pela técnica Biospeckle laser, € uma ferramenta eficaz para distinguir imagens de
tecido saudavel do cancerigeno. Constatou-se a existéncia de variabilidade dos expoentes de
Hurst direcionais, ao longo do tempo, em torno de um valor médio tanto para regides canceri-
genas como para regioes sauddveis. A diferenciacio entre dreas cancerigenas e sauddveis foi
detectada pela direcao vertical com utilizacdo da DWT, enquanto com a utilizagdo da NDWT
foi a direcdo horizontal. De acordo com os resultados obtidos, o0 melhor método de estimagao
do expoente de Hurst para esses dados foi o método MEDLA com implementacao da transfor-
mada ndo decimada de wavelet, por produzir menor variancia nas séries de expoentes de Hurst

além de uma diferenciacdo maior entre imagens do tecido cancerigeno e saudavel.
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APENDICE A — Mid-energias

Abordagem usando a distribuicdo Gumbel e o teorema do limite central

A abordagem desenvolvida combina os coeficientes wavelet de tal forma que as varidveis
aleatorias logs D sdo assintoticamente normais. A demonstra¢do dessa afirmagao foi retirada
do artigo “Estimation of the Self-similarity Parameter Using the Wavelet Transform", Soltani et
al. (2004)

Demonstracao:

Um conjunto de coeficientes wavelets em uma NDWT de um fBm € normalmente dis-

tribuido, com variancia dependendo do nivel j, ou seja:

d; ~N(0,2~H+Dig,),

Seja D uma nova varidvel aleatoria resultado da média de um par de quadrados de
coeficientes wavelet da seguinte forma:

d?, +d*> .

P ke

Dl7k = 2 )

NA
k=0,1,2,3, ..., 5 =1
Essa combinacgdo garante a quase descorrelacdo dos coeficientes wavelet, para valores

suficientemente altos de j. A nova varidvel pode ser escrita da seguinte forma:

2
2 d N;
Oj | (djk Jht
Dj,k = — - + | — )
2 Oj O;

pode-se verificar que E(D; ;) = oj? — 2 (H+1)j

djkin;/2

. ) djx . L
Sé@o assumidos que -4~ ¢ —— seguem uma distribui¢do normal com média zero e
J J

variancia unitaria. Portanto a variavel:

(dj,k)z (dj,k+Nj/2>2
Vik=\—"— | t|\———— ] >
Oj Oj

segue uma distribui¢do qui-quadrado com dois graus de liberdade ( 122) Os indices j e k podem
ser removidos, uma vez que os coeficientes wavelet normalizados tem a mesma distribuicao.

Portanto, a densidade de probabilidade de y = y; ; € dada por:
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Tomando —log, de D, a nova varidvel D’j i € definida da seguinte forma:

Dy =—logaDj= (2H +1)j+logy C+1—logyy.

Vamos agora estudar o comportamento da varidvel aleatéria z = —log, y. Sua densidade

de probabilidade e func¢do distribuicdo acumulada sdao dadas por:

fZ(Z) =log 26(2+1)10g Ze—g(ZH)log 2

e
1 —Z 1O,
Fr(z) =1 _Fi)(eleogZ) _ Ee—%e log 2
Corresponde a uma fun¢do Gumbel com pardmetros & = —1 ¢ B = —— com média e

log 2

variancias dadas por:

Nota
Uma varidvel aleatéria Z tem uma distribui¢do Gumbel com pardmetros o e 3 quando

a distribuic@o de probabilidade € dada por:

—(z—a)

FizaB)=e* "
logo,
2R2
R L

Depois de adicionar a parte deterministica (2H + 1) j — logoC + 1, concluimos que D}k

segue uma distribuicio Gumbel com:

12

6log2

E(D’ ;)= (2H+1)j—log, C+ e Var(D';;) =

log 2
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Note que a média € linearmente dependente de H. A estimagdo usando o método de

maxima verossimilhanca ndo pode ser realizado diretamente usando os coeficientes D;. o por
causa da natureza complexa da distribuicdo Gumbel. Para simplificar o problema, uma nova

variavel é definida:

| |Nj/2] -1 | |N;/2] -1
Aj= D= (2H+1)j—logs C+ 1+ %=
[N;/2] k;) g [N;/2] k;()
—(2H+1)j—logs C+1—1—— 1
log2

o indice de translagao foi introduzido em z; para mostrar que N;/2 realizagdes em z.
O Teorema do limite central implica que €; tem distribui¢do normal para valores sufi-

cientemente grandes para j com média zero e variancia Sendo assim, finalmente temos

_n_
6log?2"
que:

y 1
log2’ 6log*2N;/2

Aj~N((2H+1)j—log.C+ )

Portanto para estimar o expoente de Hurst A usamos a seguinte relagdo:

- _ Y
“logaD . x = (2H +1)j — l0og,C+ ——
082D = (2H +1)j —log, tlog2

Sendo B a inclinagdo da reta resultado da regressao linear entre os pares (j, —log2Dj x),

entdo o expoente de Hurst pode ser estimado como:
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APENDICE B - Teorema 3.1
A demonstracao desse teorema foi retirado do artigo “MEDL and MEDLA: Methods for
Assessment of Scaling by Medians of Log-Squared Nondecimated Wavelet Coefficients”, Kang
e Vidakovic (2017).
Seja y}f a mediana do logariimo de d2, onde d i € um arbitrdrio coeficiente wavelet no
nivel j em um transformacao wavelet de um fBm, com expoente de Hurst H. Entdo a mediana

da populagdo é dada por:

y;=—In2Q2H+1) j+k ,

onde k é uma constante independente de j. O expoente de Hurst pode ser estimado como:

. B 1
H= 2n2 2

onde 3 ¢ a inclinacgdo da reta resultado da regressdo linear entre os pares (J, yA’;)
Demonstracao:
Um conjunto de coeficientes wavelets em uma NDWT de um fBm € normalmente dis-

tribuido, com variancia dependendo do nivel j, ou seja:
d; ~N(0,2-CH+Dig,),

Sua energia dJZ. segue uma distribui¢do > com um grau de liberdade. Definimos 8 como:

2 .
5 (dJ—O)Z _ d] _ 2(2H+1)j
var 2-(2H+1)j 52 o2

2~ a2
HE

com fun¢do densidade dada por:

1 _
1) = e

Sendo assim, a fun¢@o densidade de probabilidade de a’j2~ sera:

lQ

e

\ /2c_,~d]2.1“( %)

7
2¢

f(d7) =

Cj,

(H+1)j
onde c; = 2
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dd?
Agorasejay=lIn dj2~, logo djz =e'e a—y’ = ¢”, entdo a funcdo densidade de probabilidade

de y seré:

J _o4 ,
e 2 cie 2 oy cj ey \/T cjely
= ey = e = —e 2 e2 = —L e W) ,
70 V2¢eT(3) V2I(3) V 2n 2
com isso, a fung¢do distribuicdo de y sera:

FO) = [ 0dr=20(/ceh) -1,

onde @ € a funcdo distribuicdo cumulativa da normal padrdao. Agora seja y}f a mediana da

distribuicdo de y; no nivel j. Esse resultado € obtido fazendo F(y}) = %, ou seja:

U] 1
29( cjeZ)—lzi,
logo
13
y; = 2In( (4)) :
¢j
Desta equacdo pode-se encontrar uma ligagcdo entre y? e o expoente de Hurst H, substi-
. 2H+1)j
tuindo ¢; = 2<0_—;)J, temos:

2(2H+1)j 3

3
2infd Y\ =—Q2H+1)jIn2 Ziome (=
p +21n] (4)] (2H+1)jIn2+Inc"+2In| (4)]

. 1,3
y;=2In[® 1(4—1)]—llch~:—lla

— —In2Q2H+1)j+k,

comk=1Ino>+2In [®!(3)]
Sendo B a inclinac@o da reta resultado da regressdo linear entre os pares (J, yj) entao o

expoente de Hurst pode ser estimado como:

B=—In22H+1)

[\
3|
[\
| =
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APENDICE C - Teorema 3.2

A demonstracao desse teorema foi retirado do artigo “MEDL and MEDLA: Methods for
Assessment of Scaling by Medians of Log-Squared Nondecimated Wavelet Coefficients”, Kang
e Vidakovic (2017).

Sejam d; i, e d;, dois coeficientes wavelet no nivel j, em posi¢oes ki € k; respectiva-
mente, de uma NDWT de um fBm com expoente de Hurst H. Suponha que |k; —kz| > ¢, onde
g, € a distancia minima de separacdo que depende do nivel j e da base wavelet selicionada. Seja
[d]{kl erdikz ]

yj a mediana do logaritmo de . Entdo a mediana da populac¢do é dada por:

y;=—In2(2H+1) j+k ,

onde k € uma constante independente de j, logo expoente de Hurst pode ser estimado como:

onde 3 ¢ a inclinacdo da reta resultado da regress@o linear entre os pares (J, ij)
Demonstracao:
Comecamos selecionando o par de coeficientes wavelet que seguem uma distribuicao
normal com média zero e um variancia populacional dependente do nivel j, a partir do qual os

coeficientes wavelet sdo amostrados.

dj,kwdﬁkz ~ N(O ) 27(2H+1)j62) )

onde o € o desvio padrdo dos coeficientes wavelet no nivel 0, k| e k; sdo posi¢des dos coefici-
entes wavelet no nivel j e H € o expoente de Hurst.

Também assumimos que os coeficientes d; i, € d;, sdo independentes, 0 que € uma
razodvel suposi¢do quando |k; —ka| > g; =277/

Definimos 0 como:

2 2 i
S = (djx —0) + (djg, —0) _ (djs, +djs,) _ 2el (d?, +d>,.)=C;a

onde:
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; 2 2

c 2'2(2H+1)] oo dj,kl +dj,k2
/ o2 2 '

0 segue uma distribui¢io x22, a funcao densidade probabilidade da média de dois coefi-

cientes wavelet ao quadrado (a) sera:

C. C:a
flay== et

Denotando y = In a, entdo a = ¢’ e g—‘yl = ¢”. As fungdes densidade de probabilidade e

distribui¢do acumulada sao dada por:

C. Ce¥

fo) =5 e T
Cjey
Fy)=1-e 7

Seja y; a mediana de y; no nivel j. A expressdo para y; ¢ obtida fazendo F (y;k) = %,

sendo assim:

Cje¥) =21n2

InCj+y;=In(In4)

y;=In(ln4)—InC;,

_y (2H+1)j )
substituindo C; = 2.2 o mediana torna-se:

x 2 :
yj:ln(ln4)—ln?—(ZH—i—l)]an,

ou seja,
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yj=—In2Q2H +1)j+k,

onde k =1In (In4) —In %
Sendo 3 a inclinac@o da reta resultado da regressdo linear entre os pares (J, y}f), entdo o

expoente de Hurst pode ser estimado como:

B=—-n202H+1)

[\S]
e
[\9]
| =
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APENDICE D - Teorema 3.3
A demosntracao desse teorema foi retirada do artigo *“ Estimation of the Hurst Exponent
Using Trimean Estimators on Nondecimated Wavelet Coefficients"”, Feng e Vidakovic (2017).

Seja f1;; o estimador trimean geral baseado em

{DjisDjitm,Djivom, - sDjnjr—msiy =D, )
onde D(j,i)paral <i<Me 1< j<Joi-ésimo subgrupo de Mid-energias no nivel j em uma
NDWT de um fBm de tamanho N com expoente de Hurst H. Entdo a distribui¢do assintética
de f1;; é normal, ou seja:

A oM
‘u“j,i ~ N(C(Oﬂ,p)l], _f((X?p)A’]z) ’

N

onde

1

o
clo.p) =7 ln (p(l -p)

)+(1—a)ln2,

_a(l-2p)(a—4p) 2 A (2HAD)
f(a7p>_ 4p(1_p) +1€)LJ_G .2

em que o € o desvio padrao dos coeficientes wavelet no nivel zero. O expoente de Hurst pode

ser estimado:

, a B d B d
H:MZHf:MZ<_§_§>:_§_§

onde B = Al/l M, i é a média das inclinagdes da regressdo linear dos pares (/,logz (f;j)) nos
grupos i = 1,2,3, ... ;M e d relacionado a dimensdo dos dados.

Demonstracao:

Um coeficiente wavelet em uma NDWT de um fBm de tamanho N com expoente de
Hurst H € normalmente distribuido com variincia dependente do nivel j. Portanto, cada d;; e
d; jyn /2 em Mid-energia D ; sdo assumidos independentes e seguem uma distribui¢do normal,

ou seja:

dig, djrin ~ N(0,27FHDig?) |
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entdo Mid-energia € definida como:

Dj;= f ,j=123,..Jek=1273,..N/2,

pode ser verificado que D ; tem distribui¢do exponencial com pardmetro A; = o2 .2~ (@H+1)j

isto é:
1 —itDj,
f(Dj,k):;L_e i Yk=1,2,3, ... ,N/2.
J
Portanto, o i-ésimo subgrupo {D; ;,D; i+m,Dj ivom, --- ,DLN/Q,MH} sdo iid. Ao aplicar
o estimador trimean em {D;;,D;i+m,Djiv2m, - ,Djn/2—mi)> temos:
1 1 T
e=|ln|— ﬂ,j Ajan In| — Aj s
I=p p
e
p p p
(I-p) (1=p) (1-p) 1
y— |_» —
G
)4 1 (1-p) /
(1-p) p

portanto, a distribui¢do assintética de f1;; € normal com:

E() = Ax— (%ln (ﬁ) F—aln 2)) A = el p)A,;

e variancia

R 2M 2M (oa(l —-2p)(a—4 2M
Var(flj;) = WAZAT =N ( ( 4p(li)£p) ) + 1) ),jz = Wf(a,p)/ljz )
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APENDICE E - Regides similares - NDWT - MEDLA

Para reafirmar o que foi dito por Jeon, Nicolis e Vidakovic (2014), de que estimativas ro-
bustas dos expoentes de Hurst podem diferenciar tecido sauddvel de tecido cancerigeno, foram
selecionadas duas regides do tecido cancerigeno e duas regides do tecido sauddvel de tamanho
64 x 64 pixel, estimados e calculada a média de 100 expoentes de Hurst direcionais em cada
subimagem com utilizacdo do método MEDLA e da transformada ndo decimada de wavelet.

Na Tabela 1, estdo as estatisticas descritivas das regides sem carcinoma (Regido 1 e Re-
gido 2). Pode-se observar que as duas regides saudaveis apresentaram resultados proximos em
todas as direcdes. Além disso, baixa varidncia como constatado anteriormente € uma aproxima-
cado entre média e mediana em todas as dire¢cdes. As medidas de assimetria e curtose reforcam

as caracteristicas assimétricas e leptoctrticas das distribuigdes.

Tabela 1 — Estatisticas descritivas dos expoentes de Hurst direcionais (Regides sem carcinoma - NDWT
- MEDLA)

Regido 1 Média Mediana Variancia CV  Assimetria Curtose
Horizontal -1,1714 -1,1727  0,0007  0,0237  0,1779  -0,2019
Vertical -1,2861 -1,2902  0,0033  0,0450  0,1564  -0,7647
Diagonal  -1,1044 -1,2110  0,0083  0,0826  0,0166  -1,5669
Regido 2 Média Mediana Varidncia CV  Assimetria Curtose
Horizontal -1,2008 -1,2036  0,0009  0,0255  0,4594 0,3042
Vertical -1,3061 -1,2987  0,0060 0,0597  0,0088  -1,1220
Diagonal  -1,1095 -1,1110  0,0119 0,0985  0,0038  -1,6911

Na Figura 1, sdo apresentados os grificos ao longo do tempo em (a), os grificos das
distribui¢des empiricas em (b) e seus respectivos beanplots I'em (c) das séries de expoentes de
Hurst direcionais (Regido 1 em azul e Regidao 2 em vermelho).

Percebe-se que as séries produzidas por subimagens distintas do tecido sauddvel apre-
senta grande sobreposicao em todas as dire¢cdes, reafirmando a importancia dessa metodologia
para diferenciar tecido saudavel do cancerigeno, ja que caso fossem tecidos com caracteristicas
distintas pelo menos uma direcdo ndo teria sobreposicao relevante. Informacdo que também
pode ser vista com andlise dos beanplots que mostram valores proximos entre as médias indi-
viduais com a média geral das distribuicdes, além de uma mistura de distribui¢cdes na direcdo

diagonal.

! Gréfico para comparar distribuicdes de diferentes grupos. Composto de um gréfico de dispersio uni-
dimensional, as distribui¢des em forma de densidade, uma linha média para cada distribui¢do e uma
linha média geral de todas distribui¢des
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Figura 1 — Gréficos dos expoentes de Hurst das regides sem carcinoma utilizando NDWT - MEDLA :
(a) Gréficos das séries ao longo do tempo, (b) Distribuicdes dos expoentes direcionais e (c)
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As estatisticas descritivas das regides com carcinoma (Regido 1 e Regido 2) estdo na
Tabela 2. Assim como ocorrido com subimagens do tecido sauddvel, as duas regides com carci-
noma também mostram estatisticas descritivas muito préximas. Além disso, também confirma
o que foi dito por Nicolis et al. (2011), que tecidos malignos tendem a ser mais regulares e com
expoentes de Hurst maiores, ja que a maioria das médias e das medianas apresentaram diferenca

a partir da terceira casa decimal.
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Tabela 2 — Estatisticas descritivas dos expoentes de Hurst direcionais (Regides com carcinoma - NDWT
- MEDLA)

Regido 1 Média Mediana Varidancia CV  Assimetria Curtose
Horizontal -1,3334 -1,3342  0,0011  0,0255 0,0101 0,1574
Vertical -1,3026  -1,3016  0,0028  0,0412  0,0337 -0,9724
Diagonal  -1,0915 -1,1016  0,0055 0,0682  0,0209 -1,5037
Regido 2 Média Mediana Varidncia CV  Assimetria Curtose
Horizontal -1,3372 -1,3327  0,0009  0,0228  -0,2334  -0,4582
Vertical -1,2904  -1,2888  0,0027  0,0405 -0,1829  0,0531
Diagonal  -1,0964 -1,1087  0,0052  0,0663 0,0098 -1,4030

Os graficos das séries, ao longo do tempo, dos expoentes de Hurst direcionais em (a), as
distribui¢des empiricas em (b) e seus respectivos beanplots sdo apresentados na Figura 2. Além
da variancia ja verificada, também identifica-se o comportamento semelhante do expoente de
Hurst nas trés dire¢des.

A sobreposicao das curvas nas trés dire¢cdes confirma o comportamento semelhante do
expoente de Hurst, quando considerado subimagens de regides cancerigenas distintas, confir-
mando a teoria de que essa metodologia pode diferenciar subimagens do tecido cancerigeno do
saudavel. Para mais, esse comportamento também € evidenciado com andlise dos beanplots (c),
que mostram as médias individuais de cada distribui¢do proximas da média geral.

Por fim, observando os beanplots (c), confirma-se as caracteristicas assimétricas e lep-

tocurticas das distribuicdes, além de uma mistura de distribui¢des na dire¢do diagonal.
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Figura 2 — Gréficos dos expoentes de Hurst das regides com carcinoma utilizando NDWT - MEDLA :
(a) Gréficos das séries ao longo do tempo, (b) Distribuicdes dos expoentes direcionais e (c)

a] Coeficiente de Hurst Horizontal - NDWT - MEDLA Coeficiente de Hurst Hurst Vertical - NDWT - MEDLA Coeficiente de Hurst Hurst Diagenal - NDWT - MEDLA
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