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RESUMO

Diferentes distribuicdes bivariadas de probabilidade tém sido propostas para
estudar o comportamento conjunto de duas grandezas aleatdrias de interesse, bem
como combinacgdes dessas, como soma, produto e quociente. Em particular tal
abordagem tém sido amplamente utilizada em hidrologia, em que as grandezas de
interesse sdo X periodo de chuva e Y periodo contiguos sem ocorréncia de chuva.
Neste trabalho, sdo deduzidas e apresentadas algumas propriedades dos modelos
gama bivariado de Crovelli e exponencial bivariado Gumbel tipo I bem como as
propriedades da soma produto e quociente, ainda ndo descritas na literatura es-
pecializada. Também € apresentada uma nova distribui¢do bivariada denominada
gama beta tipo II. Como aplicacéo, sdo realizados ajustes dessas distribuicdes a
dados de precipitacdo pluviométrica. Os resultados obtidos indicam a viabilidade
dos modelos gama bivariado de Crovelli e gama beta tipo II.

Palavras-chave: Gama bivariada de Crovelli, Exponencial bivariada Gumbel tipo
I, Distribui¢do bivariada Gama beta II, combinacio de varidveis aleatérias, preci-
pitacdo pluviométrica



ABSTRACT

One can find a lot of bivariate probability distributions when studying the
pooled behavior of two random variables, as well as their sum, product or diffe-
rence. In particular, such approach had been extensively used in hydrology, where
the target variables are the run period and the inter consecutive runs period. In
this work we deduce properties for the Crovelli bivariate gamma model and the
Gumbel Type [ bivariate exponential model, as well as their sum, product and
difference. Those properties are not described in specialized literature. We also
introduce a new bivariate distribution, which we called gamma beta /1. As an ap-
plication, we fitted these three distributions to rain precipitation data. The results
show acceptable behavior of those models.

Keywords: Crovelli’s bivariate gamma; Gumbel’s type I bivariate exponential;
Gama beta II bivariate distribution; random variables combination; rain precipita-
tion
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1 INTRODUCAO

Alguns dos principais desafios que o mundo, em particular o Brasil, deverd
enfrentar nas préximas décadas estdo relacionados com o aproveitamento € con-
trole dos recursos hidricos. A importancia dos recursos hidricos em qualquer pro-
cesso de desenvolvimento sécio-econdmico € inquestiondvel pois a dgua, além de
cumprir o seu papel natural de abastecimento para a satisfacdo das necessidades
humanas, animais, vegetais e produtivas, serve indevidamente como veiculo para
os despejos de efluentes urbanos, industriais, agricolas e extractivos.

Em se tratando de recursos hidricos, a precipitacio é de fundamental interesse.
A precipitacdo pluviométrica é um dos elementos do clima que apresenta alta va-
riabilidade temporal e espacial, e sua ocorréncia em excessos, ou em déficit, ge-
ralmente causam prejuizos a produgdo agricola bem como transtornos a populacgio
em geral.

A insuficiéncia de precipitacdo pluviométrica ocasiona o fendémeno climético
conhecido como seca. A seca afeta grandes regides durante meses ou anos, tendo
um impacto sobre a producdo de alimentos, reduzindo a expectativa de vida e o
desempenho econdmico de grandes regides. Ela se manifesta com intensidades
diferentes, dependendo do indice de precipitagdes pluviométricas.

O déficit ou o excesso de chuva numa determinada regido compromete a ativi-
dade agricola, pois as plantagdes sio susceptiveis a fendmenos climdticos adver-
sos, como tromba d’4gua, ventos fortes, granizo, geada, chuvas excessivas, seca
e inundacdo. Desse modo, essa atividade torna-se de alto risco e o seguro agri-
cola surge como um mecanismo para reduzir o risco de produ¢do no agronegdcio.
Para quantificar o risco associado a atividade agricola é necessdrio entender e pre-
ver adequadamente a ocorréncia de fendmenos climdticos adversos, em particular
a seca. Portanto é necessario o uso de metodologias matematicas, estatisticas e
computacionais para modelar esse fendmeno.

Existem em todas as partes do mundo, um esforco institucional e pessoal muito
grande no sentido de quantificar, bem como prever a ocorréncia de chuvas, ou
ocorréncia de secas, nos mais variados locais.

Diferentes indices de quantifica¢do hidrica sdo encontrados na literatura. Esses
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indices s@o baseados na equagdo do balango hidrico e t€ém por objetivo detectar o
inicio e o fim de um periodo chuvoso e/ou o inicio e o fim de um periodo de seca.
Com base nas informacdes geradas por esses indices, varios modelos probabilisti-
cos univariados tém sido utilizados para descrever o comportamento das varidveis
X: periodo de chuva (ou seca ) e Y: periodo sem ocorréncia de chuva (ou seca).
Dentre os modelos mais utilizados destaca-se a distribui¢do gama. Muitos estudos
apontam que essa distribuicdo modela com sucesso as varidveis X e Y.

Os modelos univariados explicam o comportamento marginal das varidveis X
e Y, ndo levando em conta a correlagdo, que de fato existe, entre essas varidveis.
Neste contexto, é necessario o uso de modelos bivariados que contemplem essa
correlag@o. Os trabalhos desenvolvidos por Izawa (1965) impulsionaram o uso da
distribuicdo gama bivariada na andlise de processos hidrolégicos.

Considerando que X e Y se distribuem segundo um modelo bivariado, fun-
coOes dessas varidveis aleatérias, expressas por U = X +Y, P = XY e @Q =
X/(X +Y), ttm um significado fisico importante de modo que diferentes autores
tém trabalhado no sentido de caracterizar essas distribui¢des e aplica-las em dife-
rentes dreas do conhecimento, em particular em hidrologia (NADARAJAH, 2008;
NADARAIJAH; KOTZ, 2006).

Diante do exposto, o presente trabalho tem como objetivo apresentar algumas
propriedades dos modelos bivariados gama de Crovelli e exponencial Gumbel tipo

I bem como deduzir a distribuicdo exata das varidveis U = X + Y, P = XY e

Q = Xy sob esses modelos. Além disso, propde-se um novo modelo, ainda
nao estudado na literatura especializada, denominado modelo bivariado gama beta
tipo II. Este modelo corresponde a uma variagao da distribui¢do gama bivariada
de Arnould, (BALAKRISHNAN; LAI, 2009). Uma aplicacdo desses modelos é
apresentada, utilizando-se dados de precipitagdo pluviométrica do municipio de
Passo Fundo, RS.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Dias secos e dias chuvosos

A precipitagdo pluviométrica (ou chuva) é um dos elementos meteorol6gicos
que exerce mais influéncia sobre as condicdes ambientais. Além do seu efeito di-
reto sobre o balanco hidrico, ela influéncia indiretamente outras varidveis, como
a temperatura do ar e do solo, a umidade do ar e a radiagdo solar, que sdo fatores
basicos para o crescimento e desenvolvimento dos seres vivos. O balango hidrico
de Thornthwaite e Mather (1955) € um instrumento agrometeoroldgico Util e pra-
tico para caracterizar o fator umidade do clima, que considera duas curvas, uma
associada a marcha da precipitacdo mensal e outra relacionada a evapotranspiracio
potencial, equivalendo a precipita¢do ideal no periodo, num cendrio em que néo
ha sobra nem falta de d4gua no solo para uso das plantas.

Uma das preocupacdes quanto as chuvas é a intensidade e a frequéncia de
suas ocorréncias, como também sua ocorréncia em excessos ou em déficit. O ex-
cesso de precipitacdo pluviométrica em uma determinada regido gera transtornos
a populagdo em geral, deixando as pessoas desalojadas, desabrigadas e enfermas,
causando prejuizo a produgdo agricola e em outros setores da economia.

As chuvas de alta intensidade e elevada freqiiéncia que atingiram determinados
estados no Brasil neste ano deixaram muitos municipios em situacdo critica. Em
particular as chuvas ocorridas na regido serrana do Rio de Janeiro em janeiro de
2011, trouxeram enchentes, deslizamentos de terra ocasionando muitas mortes e
grandes prejuizos para a populacgdo.

O déficit de precipitagcdo pluviométrica ocasiona o fendmeno seca . A seca é
causada pela insuficiéncia de precipita¢do pluviométrica numa determinada regio
por um periodo prolongado de tempo, geralmente por uma temporada ou mais. E
um complexo processo fisico e social de amplo impacto. Ela afeta vastas regides
durante meses ou anos, tendo um impacto sobre a producdo de alimentos, redu-
zindo a expectativa de vida e o desempenho econdmico de grandes regides ou de
paises inteiros.

No Brasil, a seca atinge principalmente a regido Nordeste, entre outras regides,
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gerando dificuldades sociais para as pessoas que habitam a regido. As consequén-
cias mais evidentes das grandes secas sdo a fome, a desnutricdo, a miséria e a
migracdo para os centros urbanos (€xodo rural).

As Figuras 1 e 2 ilustram cendrios antagdnicos causados pelo déficit e pelo

excesso de precipitacio pluviométrica.

Figura 2 Enchente em Itajaf - Santa Catarina 2010

Embora seja tema de muitos estudos, ndo existe, segundo Mckee, Doesken
e Kleist (1993) uma defini¢do de seca véalida para qualquer regido, em qualquer
época e ainda adequada a todas as ramificacdes das sociedades humanas. No en-
tanto, todos os estudos relacionam as secas com situagdes de escassez de 4gua,
resultado de precipitac@o insuficiente, evapotranspiracdo elevada e exploragao ir-
regular dos recursos hidricos.

Segundo Wilhite e Glantz(1987, citados por BLAIN, 2005), pesquisadores, po-

liticos, agricultores, ou cidaddos comuns, tém percepcdes diferentes do fendmeno
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seca. Até mesmo dentro de cada um desses grupos, hd diferencas significativas
no entendimento dessa anomalia climdtica. Um meteorologista, ou um socidlogo,
por exemplo, véem a seca como problemas distintos. O primeiro estd preocupado
com a previsdo ou explicacio das causas dessa anomalia ou ainda em descrever a
magnitude do déficit de precipitagdo ocorrido, ao passo que o segundo estd mais
interessado nos efeitos dessa deficiéncia nas pessoas ou nas instituigcdes.

Segundo Heim Junior (2002) o grande ndmero de setores afetados pela seca,
sua diversidade geogréfica, sua distribui¢do temporal e a demanda provocada pela
acdo humana tornam dificil o desenvolvimento de uma defini¢do universal desse
evento. Tal confusdo na defini¢do desse fendmeno natural, pode resultar em uma
falta de entendimento das reais implicag¢des sociais de uma seca, tornando inefica-
zes as medidas de combate a essa anomalia climatica.

Palmer (1965) considera seca como o intervalo de tempo, geralmente da ordem
de meses ou até mesmo de anos, durante o qual a precipitacdo diminui conside-
ravelmente em relagdo ao valor climatologicamente esperado ou apropriado. Tal
fendmeno pode ocorrer tanto em dreas imidas ou 4dridas.

As defini¢cdes de seca atualmente mais aceitas pelas comunidades meteoro-
l6gicas internacionais sd@o: um déficit prolongado de precipitacdo, um déficit de
precipitacdo que resulta em uma baixa disponibilidade hidrica para a atividade
que a requer, ou ainda um periodo anormal seco, suficientemente longo para que a

falta de precipitacio cause um desequilibrio hidrolégico

2.1.1 Indices para a quantificacio hidrica

Um fenémeno de dificil modelagem estatistica € o estudo do tempo de perio-
dos de chuva e periodos de seca em uma determinada regido. Devido a comple-
xidade desse fendomeno natural, nenhum indice em particular, tem sido capaz de
representar de forma perfeita a intensidade, a severidade e os impactos da seca nos
diferentes segmentos da atividade humana.

Uma situagdo de seca pode ser quantificada por diferentes indices meteoroldgi-
cos, 0s quais permitem determinar a intensidade, a duragéo e a frequéncia com que

essa anomalia ocorre. Os indices de quantificacdo hidrica assimilam vérios anos
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de varidveis meteoroldgicas como: precipitacdo, temperatura do ar, evapotrans-
piracdo, escoamento superficial (runoff), umidade do solo, entre outras varidveis,
buscando combind-las a fim de determinar o inicio de um periodo de seca (FER-
NANDES, 2009).

Dentre os diferentes indices existentes na literatura destacam-se o Indice de
Severidade de Seca de Palmer (Palmer Drought Severity Index - PDSI) e o In-
dice Padronizado de Precipitacdo (Standardized Precipitation Index - SPI). Ambos
quantificam as condi¢des hidricas de uma area, em relagdo a uma condi¢ao hidrica
esperada em uma determinada regido.

O Indice de Severidade de Seca de Palmer, foi desenvolvido por Palmer (1965),
o qual considera que o total de precipitagdo pluviométrica requerido para manter
uma area sob condi¢des de economia estavel € dependente da média dos elementos
meteoroldgicos e das condi¢gdes hidricas dos meses precedentes e do atual para a
drea em questdo em um determinado periodo. O PDSI tem como base de sua meto-
dologia parametros do Balanco Hidrico climético de Thorntwaite e Mather (1955).
O indice acusa uma seca quando a precipitacio pluviométrica de uma regiao dimi-
nui consideravelmente em relagdo ao que seria climatologicamente esperado.

Palmer considerou 11 categorias de classificagdo de eventos, como € demons-

trado na Tabela 1:

Tabela 1 Categorias do Indice de Severidade de Seca de Palmer.

PSDI Categoria
> 4,00 Extremamente imido
3,0a3,99 Muito iumido
2,0a2,99 Moderadamente tinido
1,0a 1,99 Ligeiramente imido
0,5a0,99 Umido incipiente
-0,49 a 0,49 Préximo do normal
-0,99 a -0,5 Seca incipiente
-1,99a-1,0 Ligeiramente seco
-2,99a-2,0 Moderadamente seco
-3,99a-3,0 Muito seco
< —4,00 Extremamente seco

Fonte: Palmer (1965, p. 28)



20

O PDSI tem sido amplamente utilizado pelo Departamento de Agricultura dos
EUA para determinar medidas de assisténcia a seca. Uma restri¢cdo desse indice
€ que ele fornece melhores resultados quando se trabalha com areas de topografia
uniforme.

Outro indice de quantificacdo hidrica é o Indice Padronizado de Precipitacio,
desenvolvido por Mckee, Doesken e Kleist (1993). O SPI quantifica o déficit ou o
excesso de precipitacdo em diferentes escalas de tempo. Essa caracteristica torna
o SPI uma valiosa ferramenta para todos os estudos de disponibilidade hidrica,
sejam eles de curta ou longa duragdo. O cdlculo do SPI para qualquer local é
baseado em séries longas da precipitagao.

Com base nesse indice, o evento seca comega quando o SPI torna-se negativo
e atinge o valor de —1 e termina quando este volta a apresentar valores positivos.
Dentro de sua escala, magnitudes menores ou iguais a —2 indicam seca extrema,

€ maiores ou iguais a 2, umidade extrema, como pode ser visualizado na Tabela 2.

Tabela 2 Categorias do Indice Padronizado de Precipitacdo.

SPI Categoria
> 2,00 Extremante imido

1,5a1,99 Severamente imido

1,0a 1,49 Moderadamente tnido

0,1a0,99 Umidade incipiente
-0,99 2 0,0 Seca incipiente
-1,49 a-1,0 Moderadamente seco
-1,99 a -1,50 Severamente seco

< -2,00 Extremamente seco

Fonte: Blain (2005)

No Brasil, existe na literatura algumas adaptacdes dos indices PSDI e SPI
a determinados estados. Em particular, Blain (2005) estuda uma adaptagdo dos
indices PSDI e SPI ao estado de Sdo Paulo concluindo que os mesmos devem
ser utilizados em decisdes governamentais de planos de combate aos efeitos do

fendmeno natural seca.



21

2.2 Funcoes especiais

Uma funcio especial ¢ uma fungcdo matematica particular, que por sua im-
portancia no campo da andlise matemadtica, andlise funcional, Fisica, Engenharia,
Estatistica e em outras areas do conhecimento, possui nomes e designagdes mais
ou menos estabelecidas. Elas sdo funcdes tabeladas, da mesma forma que o seno
trigonométrico, por exemplo, e muitos softwares ja apresentam rotinas para seu
célculo.

No desenvolvimento do texto serdo utilizadas diferentes funcdes especiais que

sdo listadas na sequéncia .
a) Funcao Gama
A fungdo gama (completa), denotada por I'(-), é definida como:

T (a) = /ta_le_tdt, a > 0. (2.1)
0

Usando integragao por partes em (2.1), tem-se a seguinte relacdo de recor-
réncia:
Ma+1)=al(a). (2.2)

Se a € um inteiro positivo, n = 1,2, 3. .., entdo

I'n) =

! (2.3)

a fungdo gama reduz a fungdo fatorial. Utilizando a relagdo de recorréncia
(2.2), obtém-se
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emque (o), = a(a+1)...(a+n— 1) denota o fatorial ascendente.

A derivada do logaritmo da fungcdo gama é denominada funcdo digama

ou funcdo psi, e é definida como segue

4 T (0)]. 2.4)

" da

P ()

A fungdo gama (completa) é um caso particular da fungcdo gama in-

completa, 7y (o, x), e da fun¢do gama incompleta complementar, I' («, ),

definidas por: N
v (a,x) = /ta_le_tdt, (2.5)
0
o0
I'(o,z) = / t* e tdt. (2.6)
T
Assim,

INa)=v(a,0) e I'(a) =T (a,0)

Segue de (2.5) e (2.6), que

I'a) =v(a,z) + T (e, ) .

Funcao Beta

A fung@o beta, denotada por B (-, -), é definida por
1
B(a,B) = /t‘“ 1-t'dt, a>0,8>0. 2.7)
0

Tomando z = 1 — ¢ como a varidvel de integracio, obtém-se

0
B(a,f) = / (1— 2271 2571 (~dz)
1
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1
/2’31 (1-2)*1dz=B(S,a)
0

isto é, a fungdo beta é simétrica, B (a, 8) = B (5, ).

t 1
Considere u = ——, du = ————=dt. Quandot — 0, u — Oe

FED) (1—1)?

quando ¢ — 1,u — +o0o. Desse modo, a fungdo beta pode ser escrita da

o 1 B+1
Tt —t)f e = / du
1+u 1+u
0

1 \*t?
u® ! ( > du. (2.8)

forma:

1+u

o=
[

Outra forma de representar a funcdo beta é expressd-la em termos da

funcdo gama,

a>0, 3>0. (2.9)

Qualquer uma das trés expressdes dadas em (2.7), (2.8) ou (2.9), pode
ser usada para definir ou avaliar a fungdo beta.

Uma generalizacio da funcdo beta é dada pela funcdo beta incompleta,

denotada por B, («, 8), e definida como

x

B, (a,8) = /ta—l (1—¢t)tat. (2.10)

0

Note que a funcio beta incompleta se reduz a funcio beta quando x = 1.

¢) Funcio de Bessel

As fungoes de Bessel sdo definidas como solugdes da equagao diferencial
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:L“——HUZ—y—}—(:U —n)y—O

A funcdo de Bessel modificada do tipo I de ordem v e argumento z,

denotada por I, (x), é definida como

’L)

e 22 k
I, ). 2.11
(@) =51 U—f—lz_:U—i-l <4) (e11)

k=0

onde (e); =e(e+1)...(e+ k — 1) denota o fatorial ascendente.

A fun¢do de Bessel modificada do tipo III € a fungéo K, (z) definida

por:

kp (z) = / ) exp (—at) dt. (2.12)
1

A funcdo de Bessel modificada do tipo III é também referida como funcdo

de Bessel do tipo II ou funcdo Macdonald.

Funcéo hipergeométrica confluente

A fun¢do hipergeométrica confluente do tipo I, com argumento x e pa-
rAmetros a e b, denotada por 1 F (a; b; z), € um caso especial da classe das
fun¢des hipergeométricas, , Iy, . A fungdo tém a seguinte representa¢do em

série de poténcias:

a a(a+1)x? = (a), =¥
Fi(a;b2) =1+ — —— ... = —fr 2.13
i (asbia) =14 pw+ g yor kz_o o, Y
A representacdo em integral definida é dada por:
1
1F1 (a;b;2) = /t“ L1 =)' Vexp (—at) dt, (2.14)
0

comO0<a<beb#0,—1,-2,....
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A funcdo hipergeométrica confluente é também conhecida como fungdo
de Kummer tipo I. Assim, ¢ comum encontrar outras notacdes para essa
fungdo, a saber: 1 F} (a;b;2) = ® (a,b;x) = M (a,b; ).

Outra funcdo pertencente a classe das fungdes hipergeométricas é a fun-

¢do de Kummer do tipo II, ou fun¢do tricomi, definida por:

1
F(a

U (a,b;x) /ta Lt 4+ 1) exp (—at) dt, (2.15)
0

emque a > 0ex > 0. E comum encontrar na literatura a notagio

U (a, b; z) para referenciar a fungéo (2.15).

Casos especiais incluem:

(/) Quando os dois pardmetros sao iguais a fun¢do de Kummer se reduz a
uma fungdo exponencial, M (a, a;z) = exp (z);
(i) Se o parametro do numerador € igual a 0, a funcdo de Kummer € igual
al, M (0,b;z)=1
(iif) A funcgdo gama incompleta é um caso particular da fun¢do de Kummer,
v (a,z) = —M(a a+1;—x);
@v) T'(a,x) =2%xp (—x) ¥ (1,a + 1; z).

e) Funcio cilindrica parabdlica

A funcio cilindrica parabdlica de argumento x e ordem v < 0, denotada
por D,, (x), é a fungdo definida por:

2v/2 exp —%/4) 7 (1+ —x?t
_ v/2) ( v/2-1/2
D, (z) = =5 /t (1+1) < . >dt.

0

(2.16)

As propriedades dessas fungdes especiais podem ser vistas em Beals e Wong
(2010), Oldham, Myland e Spanier (2009) e Prudnikov e Marichev (1998).
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Serdo ainda utilizados os importantes lemas:

Lema 2.1 (Equacdo 2.3.6.1, PRUDNIKOV; MARICHEYV, 1998, volume 1).
Sea > 0,

a

/xa_l (a— )7 exp (—pz) dz = B (a, 8) a®* "1 Fy (a5 + B; —ap) .
0

Lema 2.2 (Equacgdo 2.3.15.1, PRUDNIKOV; MARICHEV, 1998, volume 1). Se

a>0el >0,

[e.o]

/ 2 exp (—ra® — qz) do = T(a)(2r) /% exp (gi) D_q (\/‘127) .

0

Lema 2.3 (Equacdo 2.3.16.1, PRUDNIKOV; MARICHEYV, 1998, volume 1). Se
q >0,

o0

/:co‘_l exp (—mc - %) de =2 <g>a/2 K, (24/rq) .

r
0
2.3 Distribuicao beta do tipo II
A partir da expressao (2.8) defini-se a fung¢do densidade de probabilidade, fdp,

beta do tipo II da seguinte forma:

Definicao 2.1 Uma varidvel aleatoria X tem distribuicdo beta tipo II, denotada

por BII (p,q, \), se tem funcdo densidade de probabilidade da forma:

fx (@)= go— (;q D 2PN (A + )" 0HD) (2.17)

emque x > 0ep,q,\ >0 (BALAKRISHNAN; LAI 2009).

O n-ésimo momento de X é dado por:



[X"]:/a?”fx(x)dx
0
= [ 2" 2PV + 2)"PFD gy
/ B (p.q) )
0
o7
X" — 2(Ptn)—1 (p+a) 4
B B@A)/ A+ a) !
_MB(p+n,q—n) / L )=
A" B(p,q) Bp+nq—n

Em particular, a média e a variancia sdo:

B(p+1,q-1)
B (p,q)
_AT(p+1)T(g—1)

E[X] =X

I'(p+q)

I'(p+q)
ApT(p)T(g—1)

"T(p)T(q)

TTp@-HT(g-1)
Ap

(¢—1)

Var [X] = E[X?] — {E[X]}?
_ 2B +2,¢-2)

B (p,q)

I'(p+q)

Ap

I'(p+q)

I'(p)T (q)

I

q—1

il
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(2.19)
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Var [X] = Np(p+1) [ Ap )r

(¢—=1)(—-2) [(¢g—1
_ Nplp+q-1)
C@-D*a-2) o

A Figura 3 ilustra a forma da fdp beta do tipo II, para A = 5,5, p = 3 e
q=20,9.

0,024

0,02 4

fiip Beta 11

0,01 1

Figura 3 Distribuicdo beta tipo II

2.4 Modelos de probabilidade univariados

Os dados de chuva tanto do ponto de vista de sua ocorréncia quanto da sua
quantidade podem ser analisados pela obtencdo das freqiiéncias observadas dos
seus registros histéricos ou através da elaboracdo de um modelo tedrico (ASSIS;
VILLA-NOVA, 1994). A precipitagdo pluviométrica em um determinado local
pode ser prevista em termos probabilisticos, mediante modelos tedricos de distri-
buic¢ao, ajustados a uma série de dados. Os modelos gerados, apds a comprovagao
da aderéncia dos dados a distribui¢@o tedrica, podem fornecer informacdes uteis

para o planejamento de muitas atividades.
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Virios estudos de modelagem envolvendo dados de chuva estdo disponiveis
na literatura. Nestes trabalhos consideram - se os eventos: sequéncias de dias sem
chuvas, sequéncias de dias com chuvas. Diferentes modelos univariados, discretos
e continuos, tém sido utilizados para descrever o comportamento desses dados e
grande parte desses estudos apontam a distribui¢do gama, como o meio probabi-
listico mais confidvel na determinagdo de totais mensais de precipitagio.

Assis e Villa Nova (1994) utilizaram as distribuicdes binomial negativa trun-
cada e gama para a modelagem das probabilidades de sequéncias de dias sem
chuva ou com chuva, na cidade de Piracicaba, SP. Os autores concluiram que a
ocorréncia de dias com chuva e sem chuva podem ser modelados pela distribui¢io
binomial negativa truncada e quantidade de chuva nos dias com chuva foi ajustada
adequadamente pela distribui¢do gama.

Morais et al. (2001) consideraram que a distribuicdo gama € indicada para o
dimensionamento de sistemas de irrigacdo suplementar, em Lavras-MG, real¢cando
a boa aderéncia dos dados de precipitagdo a distribuicdo gama incompleta.

Catalunha et al. (2001) analisaram o ajuste das distribui¢cdes de probabilidade
exponencial, gama, log-normal (com dois e trés parametros), normal e Weibull
para os dados de precipitacdo didria e total no estado de Minas Gerais.

Beijo, Muniz e Castro Neto (2005) estudaram o tempo de retorno das precipi-
tacdes maximas em Lavras - MG considerando a distribui¢do de valores extremos
tipo L.

Sampaio et al. (2006) apresentam um estudo da estimativa e da distribui¢ao da
precipitacdo mensal provdvel para o Estado do Parand. As séries foram ajustadas
através das distribuicdes gama e log-normal. Os resultados obtidos mostraram que
a distribui¢do gama ajustou-se mais adequadamente as condi¢des pluviométricas
do Estado, para o periodo e estacdes consideradas.

Utilizando a distribuicdo gama, Weibull, normal, exponencial e log-normal,
Silva et al. (2007) verificaram que as distribuicdes gama e Weibull foram as que
melhor descreveram a variag¢do da probabilidade de ocorréncia de precipitagdo dia-
ria, durante os meses do ano, em Santa Maria, RS.

Embora sejam obtidos bons resultados com o uso de modelos univariados, es-

ses modelos baseiam-se na pressuposi¢cdo de que os eventos sejam independentes,
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fato que ndo ocorre na pratica. Se X representa o periodo de chuvae Y representa
o periodo sem ocorréncia de chuva, claramente X e Y estdo correlacionados. Por-
tanto € necessario o uso de um modelo bivariado para explicar o comportamento

de X e Y que contemple a possivel correlagdo existente entre esses dois eventos.

2.5 Modelos de probabilidade bivariados no estudo de processos hidrologi-

Cos

Motivados pelo crescente uso na andlise de dados ndo normais, varios tipos de
distribuicdes bivariadas t€m sido propostas na literatura: exponencial bivariado,
gama bivariado, pareto bivariado, entre outros (BALAKRISHNAN; LAI, 2009).
No entanto, muitos desses modelos t€ém permanecido principalmente na forma de
desenvolvimento tedrico e raramente tém sido empregadas na andlise de frequéncia
hidrolégica.

Trabalhos pioneiros como o de Izawa (1965), fizeram com que as distribui¢des
gama bivariadas fossem aplicadas no estudos de processos hidrolégicos. Atual-
mente, esse modelo é um dos mais utilizados nessa area (YUE, 2001).

Considerando que X e Y se distribuem segundo um modelo bivariado f(-,-),
funcSes dessas varidveis aleatdrias, expressasporU = X +Y, P = XY e Q =
X/(X +Y) sdo importantes no estudo de determinados fendmenos hidrolégicos
(NADARAIJAH, 2005; NADARAJAH; GUPTA, 2006¢). Em particular,

» Se X representa a duracdo da seca e Y a duracdo do periodo sem ocorréncia
de seca, U = X + Y denota o periodo climdtico, ou seja o tempo entre
a ocorréncia do préximo evento seca, e Q = X/(X + Y') a propor¢do do

periodo de seca;

* Se X representa a duracdo da seca e Y representa a intensidade da seca, a

varidvel aleatéria P = XY denotard a magnitude da seca;

¢ Se X denota a intensidade da chuva e Y denota a duracdo de chuva entao
P = XY fornece a distribui¢do da quantidade de precipitacdo, ou seja, o

volume de chuva nesse periodo.
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Shiau, Feng e Nadarajah (2007), apresentam um modelo gama bivariado cons-
truido a partir de cépulas para estudar a correlagdo entre as varidveis duragdo e
intensidade da seca. Os resultados obtidos foram aplicados a dados de secas ocor-
ridas em Yellow River no Norte da China.

Nas subsecdes que se seguem sdo apresentados alguns modelos bivariados que

tém sido aplicados em estudos de processos hidrolégicos.

2.5.1 Distribuicao gama bivariada de Mckay

Uma varidvel aleatéria (X,Y") tem distribuicdo gama bivariada de Mckay se

sua fdp conjunta é da forma:

aPta
I'(p)T'(q)

coma,p,q>0el0 <z <y.

P! (y — a;)qfl exp (—ay), 2.21)

f(z,y) =

Sob esse modelo, as distribui¢des marginais de X e Y sdo dadas por:

+00 +oo
aPta
r@ = [ e [ e ) e candy
e e .
- o™ [ =2y exp (-ap)dy
. i -
= Wx /t exp (—at — ax) dt
= Lﬂxp_l exp (—ax) 70015‘1_1 exp (—at) dt
I'(p)T(q) )
= L—s_qa:p*lex —azx 9
T Tere” P
a? 1

= F(p)xp_ exp (—ax).



A marginal de Y € da forma:

7 abta
f () = / f (@, y) do = / ForE e =) exp (<o) da
0 0

Y

_aenay) [
T T / =)t de.

Usando o lema (2.1) segue que:
y
/Ip_1 (y— )" de =B(p,q)y" " "1 F1 (pp + ¢;0).
0
Assim,

aPt4exp (—ay)
I'(p)T (q)
a?*™ T (p)T(q) a1

L(p)T(q) I'(p+q)
aPta

T Th+e’

B(p,q)y*Te!

exp (—ay)

P~ exp (—ay) .
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Portanto, a distribui¢do gama bivariada de Mckay possui marginais gama com

parametros de forma p e p + g ¢ mesmo parametro de escala a.

Embora a distribui¢do tenha sido construida sob a hipétese de 0 < = < y,

Clarke (1980), utiliza esse modelo em estudos de fendmenos hidrolégicos, su-

pondo que vazdes, X, e precipitacdo, Y, t€ém distribuicdo gama bivariada, incor-

porando restri¢des fisicas nas duas varidveis.

Gupta e Nadarajah (2006) deduzem as distribuicdes exatas das varidveis U =
X+Y,P=XYeQ = X/(X+Y), quando é assumido que X e Y t&m

distribuicao conjunta gama bivariada de Mckay.
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2.5.2 Distribuicio gama bivariada de Kibble

A distribuicao gama bivariada de Kibble apresenta fdp conjunta dada por:

o) = fo(z Mex _plz+y) sup) @172 2/xyp
f(x,y) = fo (2) fo (y) -, p{ T, }( yp) Ia—1<1_p)

1 1
(2.22)
comz,y > 0,0 < p <1, folt) = F(la)to‘_l exp (—t) e I,(-) denota
a funcdo de Bessel de primeiro tipo e ordem v. O parametro p é o coeficiente
de correlacdo de Pearson. As distribuicdes marginais sdo gama com o mesmo

parametro de forma c.

2.5.3 Distribuicao gama bivariada de Izawa

O modelo gama bivariado de Izawa é construido a partir de marginais gama

com diferentes parametros de escala e forma. A fdp conjunta é definida como:

(Oé —1)/2 a1 —Q x+
(zy) plal 2)exp <_1T37)

(1) T (1 — az) (1 —n)nlea=b/2

1
X / (1-— t)(alfl)/Q tler=e2=1) oxp (_nmt >Ia1 (Wl(l_t)> dt
0

f(z,y) =

1—n

emque a; > a9, N =py/ar/a, 0<p<lel<n<l.
Quando a3 = ag = « a distribui¢io se reduz a distribui¢do de Kibble.

2.5.4 Distribuicao gama bivariada de Moran

Uma varidvel aleatéria (X,Y") tem distribui¢do conjunta gama bivariada de

Moran se sua fdp conjunta é dada por
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_ 1 (px)? = 202"y’ + (py')*
f(z,y) = Wf (%) g (y) exp {— 2(1= 2 } (2.24)

comz,y >0, 2’ = ® 1 (F(z)),y =1 (G (y)) e ® éafungio de distribuicdo
da normal padrdo. I € a distribui¢do marginal gama com parametro de forma o e

escala Ay e GG é a outra marginal com distribuicdo gama com parametro de forma

g e parametro de escala \s.

2.5.5 Distribuicio gama bivariada de Cherian

Uma varidvel aleatdria (X, Y") tem distribui¢do gama bivariada de Cherian se

sua fdp conjunta € dada por:

min(z,y)

Flom) = pobeitis [ @t ot e )

(2.25)
emque z,y > 0, 01,065,605 > 0.
As distribuicdes marginais de X e Y sdo gama com parametros de forma a; =
01 + 03 e as = 05 + 03, respectivamente.
Nadarajah e Gupta (2006a) estudam o comportamento de dados de seca do

Estado de Nebraska considerando a distribui¢do gama bivariada de Cherian.

2.5.6 Distribuicao gama bivariada de Smith, Aldelfang e Tubbs

A distribuicdo gama bivariada de Smith apresenta fdp conjunta da forma:

f(x,y) -

ey lexp[(x +y) /(1 —n)] iak[ (2\/2nxy>
L= T ()T (2-m) & "7 1-n )
(2.26)
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onde N )
()" T (2 —m+ k) (L—n)""
k! (Vacy)(w“k”_l)/2

ax = ;
n € o pardmetro de dependéncia satisfazendo 0 < n < 1, = p\/m epéo
coeficiente de correlagdo linear entre X e Y.

Yue (2001) estuda a aplicabilidade desta distribui¢do na andlise de frequéncia
das varidveis hidrolégicas duracio e volume.

Yue, Ouarda e Bobee (2001), apresentam uma revisdo dos modelos (2.23),
(2.24) e (2.26) apontando as vantagens e desvantagens de cada modelo no estudo
de precipitacdo. Os pardmetros dos modelos sdo estimados a partir das distribui-
¢oes marginais pelo método dos momentos. Usando dados reais de inundacdo
os autores concluem que os modelos estudados sdo adequados para descrever ca-
racteristicas de inundagdo positivamente correlacionadas, como pico de cheias e

inundagdes ou volume e durac¢do da inundagao.

2.5.7 Distribuicdo gama bivariada de Loaiciga e Leipnik

Outra generalizagdo da distribui¢do gama bivariada de Kibble com diferentes
parametros de forma e escala foi introduzido por Lodiciga e Leipnik (2005). A fdp

conjunta é da forma

_ . N +k—n, No+j—n L Yy
Flay) =Y ) Apgyaithmyatizmexp <—bl—b2>, (2.27)

n=0 k=0 j=0

comz,y >0, ;=X\ —1, i=a;(n+7)e

b () (Y (%),
bl+)‘1+1b;+)‘2+lf T (M) n n—k n—j

yaj e bj, 7 = 1,2, sdo os parametros de forma e escala, respectivamente, das

distribuicdes marginais de X e Y, com a1, as > 0; v € um parametro de forma,
positivo, da distribui¢do conjunta.

O modelo (2.27) foi proposto com o objetivo de analisar a qualidade da 4gua,
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através da correlacio entre coliformes e estreptococos fecais. Considerando que
X e Y se distribuem segundo esse modelo, os autores obtém um bom ajuste para
a distribui¢do de probabilidade de X /Y para os dados de qualidade da dgua cole-
tados de Las Palmas Creek, Santa Barbara, Califérnia.

Nadarajah e Kotz (2007) deduzem as distribuicdes da soma e do produto quando

X e Y tém distribuicdo conjunta expressa pelo modelo de Loaiciga e Leipnik.

Outros modelos bivariados, como exponencial e Pareto , também tém sido

aplicados a estudos de hidrologia. Em particular,

(a) Nadarajah e Gupta (2006b) utilizam a distribuicdo exponencial bivariada de
Friday e Patil para descrever a duracdo de periodos de seca e o periodo sem

secas ocorridas no estado de Nebraska, USA;

(b) Nadarajah e Kotz (2006), deduzem a distribuicdo exata das varidveis U =
X+Y,P=XYeQ = X/(X+Y) quando (X,Y) seguem o modelo

exponencial bivariado de Downton;

(c) Nadarajah (2008) deduz a distribui¢do da soma, produto e quociente sob a
pressuposi¢do que (X,Y") sdo distribuidos segundo o modelo Pareto biva-
riado. Os resultados obtidos sdo aplicados a dados de seca do estado de
Nebraska, USA.

2.5.8 Distribuicao gama bivariada de Crovelli

Dentre os diferentes modelos gama bivariados existentes na literatura, um mo-
delo simples e flexivel é o modelo de Crovelli, (ver BALAKRISHNAN; LAI,
2009) cuja funcdo densidade de probabilidade conjunta é dada a seguir:

afexp (—By) [l —exp(—ax)] se 0<azr<py
fla,y) = (2.28)
afexp(—azx)[l —exp(—Py)] se 0<py<ax

sendkoque x > 0, ¥y > 0, « > 0e 8 > 0. Apesar de ter sido apresentado

na década de 70, o modelo ndo tem sido estudado, suas propriedades ndo tém
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sido trabalhadas e, na literatura especializada, encontra-se apenas referéncia a sua
existéncia.

Neste trabalho s@o apresentadas algumas propriedades desse modelo e dedu-
zidas distribuigdes das varidveis U = X +Y, P = XY e Q@ = X/(X +Y)e
seus respectivos momentos, quando (X, Y') se distribuem segundo o modelo gama

bivariado de Crovelli.

2.5.9 Distribuicao exponencial bivariada Gumbel tipo I

Outro modelo bivariado que apresenta alguns estudos em aberto é o modelo
exponencial bivariado Gumbel tipo I cuja funcio densidade de probabilidade con-

junta é dada a seguir:
flzy) = [+ 0z) (1 +0y) — O] exp [~ (z +y + Ozy)], (2.29)

emquex > 0, y > 0e0 < 0 < 1. As densidades marginais de X e de
Y t€m distribuicio exponencial. Balakrishnan e Lai (2009) apresentam algumas
propriedades e aplicacdes desse modelo. Neste trabalho sdo deduzidas importantes

propriedades da distribui¢do exponencial bivariada Gumbel tipo 1.
2.6 Construindo distribuicoes bivariadas

Diferentes métodos de obten¢@o de distribuicdes bivariadas sdo encontrados

na literatura. Nas secdes a seguir sdo apresentados alguns desses métodos.

2.6.1 Transformacao de variaveis

Seja (X,Y’) um vetor aleatério com fungdo densidade de probabilidade con-
junta f(z,y). Seja G uma funcdo GG : R? — R? injetiva com dois componentes

G(z,y) = (u,v), Mood, Graybill e Boes (1974). Cada um desses componentes é
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func@o das varidveis aleatérias (X, Y), tal que:

U = gl(X>Y) e
Vo= 92(X7Y)

e g1 € g2 devem possuir derivadas parciais em relacio a x e a y.

O objetivo é determinar a fungio densidade de probabilidade conjuntade (U, V)
a partir da densidade conjunta de (X,Y).

Como G tem inversa, pode-se escrever:

T = 91_1 (U, U)a

y=g5"(u,0).

Desse modo, a densidade conjunta de (U, V') é dada por:

fuw) =T % fxy [97" (w,v), 05" (u,0)], (2.30)

em que |J| representa o valor absoluto do determinante Jacobiano dado por:

9gr " (u,v)  9g " (u,v)
ou ov

J=
995 " (u,v) gy " (u,v)
ou ov

Esse método serd muito utilizado nas secdes posteriores para o cdlculo das
densidadesde U = X +Y, P = XY e @ = X/(X +Y) quando (X,Y) tém
distribui¢do conjunta f(-, -).

Um exemplo de uma distribui¢c@o obtida por esse método ¢ a distribuicdo gama
bivariada de Mckay. Para isso, suponha X e Y as varidveis aleat6rias independen-
tes, com distribuic@o beta de pardmetros a e b e distribuicdo gama com parametro

de forma a + b e pardmetro de escala o, respectivamente. Assim,

X ~ Beta(a,b) = fx(x)= 2@ (1 —a), (2.31)

B (a,b)
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YNGama(a—l-b,a) = fY (y):m

emque, 0<z<1l,y>0,a>0,b>0¢e a>0.
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)y“+”—1 exp (—ay) ,(2.32)

Da independéncia de X e Y segue que a distribui¢do conjunta f(z,y) é dada

por:

flzy) = f(z)xf(y)

= ! 2 (1 —2)! % 70/14-6 Yy
B (a,b) I'(a+b)
_ F(a—i— b) . B aa+b
= Twre” T Ty
aa+b
= (T WT 0 21— 2)P o exp (—ay)

exp (—ay)

exp (—ay)

(2.33)

Considere as varidveis aleatérias definidas por: U = XY e V =Y. Temos

assim,

U
Y= e T=—.

O Jacobiano da transformacao é dado por:

oz Ox L w
S| 0w v | _| v T _
G

ou Ov

Desse modo, a fdp conjunta de (U, V') é dada por:

exp (—awv)

(2.34)

1 aa—i—b U a—1 U b—1
- = R et 1—- = a+b—1 o
Fuv) = X oTm (v) ( v) vt exp (—aw)
1 att b—1 1—b, atb—1
= Exf(a)F(b) v (v—u) v Y
cand at b—1
= Tre Y 0T eelte),

parau < vewv > 0. A fdp (2.34) corresponde a distribui¢do gama bivariada de
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Mckay, modelo (2.21).

2.6.2 Método da transformacao marginal

O método da transformacio € uma técnica de mudanga de varidveis onde a
transformacao € feita nas distribui¢des marginais. Ou seja, partindo de uma fungéo
de distribuigdo bivariada F' (z,y), com densidade f (x,y), aplicamos transforma-
¢des monoétonas nas densidades marginais X — X* e Y — Y*, de modo que a
nova distribuicdo F™* (z*, y*) tenha a mesma estrutura bivariada que a distribui¢ao
original e com marginais diferentes, Balakrishnan e Lai (2009).

Considere a seguinte transformacdo: (z,y) — (f (z),¢(y)), f e g sdo fun-

¢des mondtonas crescentes. Tem-se que:

a = f@) = a=f"(a),

2= gy) = y=g" (2).
O Jacobiano da transformacao € dado por:

of (=) f ' (21)

) )
J= “ 2 (2.35)

997" (z2) 997" (22)
821 822

Desse modo, a distribui¢éo conjunta de (71, Z2) é da forma:

fz,22) = [ x fxy (F 1 (1), 97" (22))
= (f_l), (21) - (9_1)/ (22) fxy (71 (21) .97 (22)) (2.36)

As densidades marginais de Z; e Zy sdo obtidas por integragdo de (2.36). Assim:

400
f(z1) = / [2:,2, (21, 22) d2zo
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+oo

f(n)= / (F Y () (67 (2) fxy (F71(21) 971 (22)) doo

—0o0

Considere w = g~! (23), entdo, dw = (g_l), (z2). Portanto,

+oo
Fe) = (7 ) [ e (7 ) w) du

= () (=) fx (F 1 (=),

que ¢ a densidade da varidvel f(x).

No caso univariado, um exemplo familiar € a transformacao da distribuicio
normal na distribui¢do lognormal. Se X ~ N (u,0?) e Y = exp(X), entdo
Y ~ LN (p,0?).

2.6.3 Variaveis em comum e técnicas de reducao trivariada

Os termos "reducdo trivariada" ou "varidveis em comum" sdo utilizados para
técnicas de construc¢do de pares de variaveis aleatdrias a partir da combinacdo de
trés ou mais varidveis. A idéia é criar um par de varidveis dependentes de trés
ou mais variaveis aleatérias. Em muitos casos, essas variaveis iniciais sdo inde-
pendentes, mas ocasionalmente podem ser dependentes (BALAKRISHNAN; LAI,
2009).

Sejam X; (i = 1,...,3) varidveis aleatérias independentes com fungdo de
distribuigdo Fj(z;; A;). As fungdes de distribuigdo sdo frequentemente assumidas
ser da mesma familia, porém isso ndo é uma condi¢cdo necessdria para aplicagdo
do método, os parametros \; podem ser diferentes.

Suponha que exista uma funcio 7', T : R? — R2, tal que:

X = Tl (X17X27X3)
Y =15 (X1, X9, X3)
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Entdo diz-se que X e Y t€m distribui¢do bivariada gerada por uma redugao triva-
riada.

Uma definicao restrita, porém muito utilizada, é:

{X_X1+X3 (2.37)

Y =Xo+ X3

em que X1, X3 e X3 sdo independentes e identicamente distribuidos (i.i.d).

A distribui¢do normal bivariada pode ser obtida a partir do modelo aditivo, em
(2.37), considerando os X; com distribui¢do normal.

Outro modelo bivariado que pode ser obtido por esse método € a distribui-
cdo gama bivariada de Cherian. Sejam Z;, Z2 e Z3 varidveis aleatdrias i.i.d com
distribuicdo gama cuja fun¢do densidade de probabilidade € dada por:

1 1

f(zl) = F(ei)zf’_

exp (—z), 2 >0,60;,>0(=1,2,3).

Como os Z; sdo independentes, por hipdtese, a funcido densidade de probabili-
dade conjunta de (71, Zs, Z3) € dada pelo produto das distribuicdes marginais, ou

seja,

f(21,22,23) = f(21) X f(22) X [ (23)

exp [~ (21 + 22 + 23)] 011 02—1_03—1
()T (62)T(63) 1 7= 7 7

(2.38)

Considere as varidveis X e Y definidas por:

X=714+23 = Z1=X—23
Y=0+75 = Zy=Y —Zj

De (2.38), tem-se que a fdp conjunta de (X, Y, Z3) é:

eXP[—(CL’—Z3+y—Z3+23)] (Z’—Z )
[ (61)T (62)T (65) ’

61—1 ( 23)93—1 Zgg—l

f(.’B,y,Z3>: Yy —
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_exp (Z — T — y)
f(z,y,23) = T (6,) ;(02) I (63)

61—1 ( 23)03_1 Zggfl

(:U - 23) Yy— ;
com0<z3<xel<z3<y.

A distribui¢do conjunta de (X,Y") é obtida pela integracdo de f (z,y, z3) em
relagdo a varidvel Z3. Se 0 é o minimo entre x e y, 6 = min (z,y), entdo 6 < x

e 0 < y. Deste modo,

1)
/f z y)z3 d2’3
0

0

e
(};p (@ + y / x— 23 91 Yy - 23)02—1 233_1 exp (z3) dzs.
1)

0

f (z,y) corresponde a fdp conjunta de (X, Y") com distribui¢do gama bivariada de
Cherian, modelo (2.25).

2.6.4 Mistura de distribuicoes

Um método simples de gerar distribuicdes bivariadas € usar a mistura de duas
distribuicoes. Especificamente, se 11 e Ho sdo duas funcdes de distribui¢do biva-

riadas, entdo
H(LL',y):OéHl (I’,y)+(1—CX)H2 (':va)7 Oéagla (239)

¢ uma nova distribui¢do bivariada.
Nadarajah e Kotz (2007) demonstram, usando uma generalizacdo do conceito
de mistura para um nimero infinito de termos, que a distribui¢do gama bivariada

de Loaiciga e Leipinik, modelo (2.27), pode ser escrita da forma

D=3 Bujly (@) fz (y), (2.40)

n=0 k=0 j=0
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em que
fy(x) = - N +h—nt1 P <_;) ’ (2.41)
TN, +k—n+1)b7" 1
fz(y) = o0+ _Z/A:J:_l’; PR exp <_by2> (2.42)
€

Butj = ApgT (N +k—n+1)T (N +j —n 4 1) b ettt

Portanto (2.40) corresponde a mistura das varidveis aleatérias Y e Z com dis-
tribui¢do gama de pardmetros (A} +k —n+1,b1) e (AN, +j —n+ 1,b2), res-

pectivamente.

2.6.5 Copulas

Uma outra transformagdo importante é aquela dada pela aplicacido do teorema
da transformacdo integral: se X é uma varidvel aleatéria com funcio de distribui-
¢do Fx (x) entdo a varidvel aleatéria W = Fx (X)) tem distribui¢do uniforme no
intervalo [0, 1]. Como Fx (x) é uma fungéo crescente, € trivial que a transforma-

¢do W = Fx (X) preserve ordem.

Defini¢do 2.2 Sejam I = [0, 1] e (u,v) € I?. Define-se uma copula bi-dimensional

C (u,v) como uma fungdo C : 1> — I com as propriedades:
(i) C(0,v) =C(u,0) =0, C(u,1)=ue C(1,v)=n.

(ii) C (b,d) — C (a,d) — C (b,c) + C (a,c) > 0emquea < b e ¢ < d.

O teorema de Sklar estabelece o papel desempenhado pelas cépulas na relagdo

distribuicdes bivariadas e suas marginais univariadas.

Teorema 2.1 Se (X,Y') tem funcdo de distribuicdo conjunta F (x,y) e marginais
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Clu,v)
A

Figura 4 Representacdo da propriedade (i)

Cla.d) Ctb.d)

Cla,c) Cibec)
F . AP PR F!‘
a b

Figura 5 Representacio da propriedade (ii)

F (z) e F (y), entdo existe uma copula C' tal que, para todo x,y € (—00,400),

F(z,y)=C(F(z),F(y))-

Para quaisquer marginais Fx (x) e Fy (y) e qualquer cépula C (u,v), qualquer
funcao H (F§1 (w), Fy'! (v)) = C(u,v) é admissivel como uma distribui¢do
conjunta de (X,Y). Além disso, se F (x) e F (y) sdo continuas, a copula C é

unica.

Para mais informagdes, ver Nelsen (1999).
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Como exemplo, considere a obtencdo da distribui¢cdo exponencial bivariada

Gumbel tipo I via cépulas. Seja a copula
Cop(u,v) =u+v—1+(1—u)(1—v)exp[—0 In(1—wu)ln(1—v)]

e as marginais acumuladas u = H (z) = 1 —exp(—z)ev = G(y) = 1 —
exp(—y). A fungdo de distribui¢do conjunta que preserva essas marginais e man-

tém a estrutura de dependéncia dada por Cy (u, v) pode ser construida como:

F(z,y) = Cp(H(z),G(y))
= l—exp(—2)+1—exp(~y)—1+exp(—z)exp(~y) x
x exp {—0 In[exp (—z)] In [exp (—y)]}
= 1—exp(—z)—exp(—y) +exp (—z)exp (—y)exp (—0zy)
= l—exp(—z)—exp(—y) +exp[—(z+y+0zy).  (2.43)

As marginais acumuladas de X e Y sdo,

F(z) = yan;oF(x,y) =1—exp(—x) e (2.44)
Fy) = lim F(z,y)=1—exp(-y). (2.45)

A densidade conjunta da distribuicdo bivariada Gumbel tipo I é obtida por
diferenciacdo de (2.43):
62

f(x,y) ay

= 5r5y 1~ exp (=2) —exp (=y) +exp [~ (2 +y + ay)]]

= a% [exp (—y) —exp [— (z +y + Oxy)] (1 + Oz)]

= —fOexp|—(x +y+0zy)] + (1 4+ 0x)exp [— (x +y + Ozy)] (1 + Oy)
=exp|[— (z +y+ 0xy)] [(1 + 0z) (1 + Oy) — 0] (2.46)

e as densidades marginais de X e Y sfo obtidas por diferenciacido de (2.44) e

(2.45), respectivamente. Assim,
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f@) = I =em (1) o
fly) = C;;[F(y)]zexp(—y)-

Portanto, obtém-se que a distribuicdo exponencial bivariada Gumbel tipo I tém

marginais de X e Y com distribui¢do exponencial de pardmetro 1.
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3 METODOLOGIA
3.1 Modelos

A distribuicdo gama bivariada de Crovelli, embora tenha sido proposta na dé-
cada de 70, apresenta alguns estudos em aberto. No presente trabalho foram de-
duzidas as distribui¢des marginais, acumuladas e condicionais; momento produto

(X,Y); covaridncia e coeficiente de correlacdo; distribuicdo exata das varidveis

X

U=X+Y,P=XY =
N A e
demonstrar essas propriedades € utilizado basicamente o método de transforma-

€ seus respectivos momentos. Para

¢Oes de varidveis descrito na se¢@o (2.6.1) e técnicas bdsicas de integracdo, aliado
a importantes ferramentas matemadticas que sdo as fungdes especiais. As passa-
gens matematicas foram desenvolvidas em detalhes, permitindo assim uma melhor
compreensdo do texto.

Para a distribuicdo exponencial bivariada Gumbel tipo I foram deduzidas as
distribui¢des e os momentos das varidveis U, P e (). As demais propriedades
dessa distribuicao ja encontram-se na literatura (BALAKRISHNAN; LAI 2009).

Um modelo novo é apresentado e denominado distribuicdo bivariada gama
beta tipo II. Esse modelo é um caso particular do modelo gama bivariado de Ar-
nould e, com esta parametrizagdo, ainda nao foi estudado na literatura especi-
alizada. Para a distribuicdo gama beta II também foram deduzidas importantes
propriedades, tais como: densidades de U, P e () e momentos; covariincia e co-
eficiente de correlagdo; sistema de equacdes para o cdlculo dos estimadores de
maxima verossimilhanga dos pardmetros do modelo. Nadarajah (2007) apresenta
a distribuic@o bivariada gama exponencial que surge como um caso particular da

distribuicdo de Arnould.
3.2 Implementacio computacional
As distribui¢des de U, P e () deduzidas a partir dos modelos Crovelli, Gumbel

tipo I e gama beta tipo II, apresentam densidades que, na sua maioria, dependem

se funcdes especiais ou expansdes em série. Desse modo, foram feitas rotinas no
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software Maple versdo 13, para obtencdo das densidades estudadas e ajuste das
mesmas. Foram utilizadas fun¢des como: GAMMA(-), GAMMA(-, -), Beta(x,
y), BesselK(+, -), CylinderD(a, x), hypergeom([nl, n2,...],[d1,d2,...], z), Psi(x),
entre outras. Em paralelo, também foi utilizado o software R (R DEVELOPMENT
CORE TEAM, 2010).

3.3 Dados reais

Para o ajuste dos modelos estudados foram utilizados os dados de medi¢oes
didrias de precipitagdo pluviométrica (mm) no periodo de Julho de 2009 a Julho
de 2011, totalizando 730 observagdes. Os dados foram coletados pelo Laboratério
de Meteorologia Aplicada a Agricultura da Embrapa Trigo, localizada no munici-
pio de Passo Fundo, Estado do Rio Grande do Sul (latitude: 28°15'46” S; longi-
tude: 52°24'24” W; altitude: 684m) e encontram-se disponiveis livremente para
download no endereco eletronico http://www.cnpt.embrapa.br/pesquisa/agromet,
motivo que levou a escolha e utiliza¢do desses dados no trabalho. O clima local
¢ subtropical imido, com chuvas em todos os meses do ano, sendo a média total
anual de 1.788 mm.

As figuras 6, 7 e 8 apresentam os totais de precipitagdo mensal para os anos
de 2009 a 2011.

600 300

500 250

200

o (mm)
= 1
=2 2
cio (mm)

Precipita:
ra
=
=

Precipita

=
=
=

=1

dul Agos Set Out Nov Dez Jan Fev Mar Abr Mai lun lul Agos Set Out Nov Dez

Figura 6 Precipitagdo mensal de julho Figura 7 Precipitacio mensal do ano
a dezembro de 2009 2010
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Figura 8 Precipitacdo mensal janeiro a julho de 2011

Utilizando as medi¢des do indice pluviométrico, obtém-se os dados sobre pe-
riodo de dias com ocorréncia de precipitagdes (X ) e periodo contiguo de dias
sem ocorréncia de precipitacdo (Y). O objetivo é determinar as distribui¢des das

variaveis:

1. Perfodo climético (U) = periodo de dias com precipitagdo (X )+ periodo

contiguo de dias sem precipitacdo (Y);

2. Proporg¢do de dias com precipitagdo ()) = periodo de dias com precipitagdo
(X)), (periodo de dias com precipitacdo (X) + periodo contiguo de dias
sem precipitacéo (Y)).

Os valores didrios da série de precipitagdo, 730 observagdes, foram agrupados
considerando-se a ocorréncia dos eventos X e Y, totalizando 118 pares da forma
(X,Y). A contagem para X é feita considerando-se do primeiro dia chuvoso até
o primeiro dia sem ocorréncia de chuva na sequéncia. Para Y considera-se do
primeiro dia sem chuva até o primeiro dia chuvoso. Os valores observados para X
e Y, nessa ordem, correspondem ao par ordenado (X, Y') que representa o nimero

de dias chuvosos e o nimero de dias sem ocorréncia de chuva consecultivos. Na
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Tabela 3 sdo apresentadas estatisticas descritivas das varidveis X,Y,U = X +Y

X
c@=5xTv

Tabela 3 Estatisticas descritivas

X Y U Q
Minimo | 1,00 1,00 2 0,10
Miximo | 9,00 20,0 24 0,88
Média | 2,63 3,57 620 0.47

Na Tabela 8, anexo A, sdo apresentados os valores de X, Y e a precipitacio

total em cada periodo chuvoso.
3.4 Estimacao

Os parametros do modelo gama bivariado de Crovelli foram estimados a partir
de suas distribui¢cdes marginais via Método da Médxima Verossimilhanca, devido
a complexidade das equacdes. Esse procedimento foi utilizado com sucesso por
Yue (2001) para estimar os pardmetros da distribuicdo gama bivariada de Smith,
modelo (2.26).

Se (x1,y1),-- ., (Zn,yn) € uma amostra aleatéria de (4.1), os estimadores de

maxima verossimilhanca dos parimetros de a e 5 sdo, respectivamente:

2n 2n

e B=—, (3.1)

n
Z T Z Yi
i=1 i=1

em que X ~ Gama (2,a)eY ~ Gama (2, ).

Considere K = X1+ Xo+...4+X,,. A varidvel aleatéria K corresponde a uma

a=

soma de n varidveis gama com pardmetro de forma 2. Logo, K ~ Gama (2n, a)

1
N GI (2n, «v), (FELLER, 1991). Deste modo, a varifincia associada ao esti-

mador & é dada por:
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Var (@) = Var

= (4n*)Var <11(>

De modo que,

o 4An2a2
Var (&) = @n 1 n_2) (3.2)

Analogamente obtém-se que a varidncia associada ao estimador 3 é:

n2 32
(n=1)%(n~2)

Var (5) — (3.3)

Os parametros do modelo exponencial bivariado Gumbel tipo I foram obti-

dos pelo método da médxima verossimilhanca. Seja (z1,91),..., (Zn,ys) uma

amostra aleatéria de uma populacdo com fdp expressa em (4.27). A funcgio de

verossimilhanca é dada por:

n

LO) =]]f@iv)=]]expl= @i+ yi + 0zai)] [(1+ 0x;) (1 + Oy;) — 6]
=1 =1

n n n
= exp —Zazi+2yz’+02:ﬂ¢yi
i=1 i=1 i=1 j

i i

[(1 + 9{[,‘@) (1 + Gyl) — 9]
1

n

A funcdo log-verossimilhanga € dada por

In[L(0)] = —in —i—Zyi —i—Oinyi +Zln[(1 + 0z;) (1 + by;) — 0].
i=1 i=1 i=1 i=1
3.4)
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Assim,

dln x; +y; + 20xy; — 1
Z%y”rZ 1+ 6) (1+ 6ys) —0°

O estimador de maxima verossimilhanca do pardmetro 6 é o valor 6 que é

solugdo da equacdo abaixo

" a4y + 20wy — 1 N
2 (vdn) (103 HT O

A equacdo (3.5) pode ser resolvida utilizando-se um software de computacio al-
gébrica.

Os parametros da distribuicdo bivariada gama beta tipo II sdo estimados pelo
método da méxima verossimilhanca. O modelo contém quatro parametros, a, ¢, «
e 3, sendo os estimadores solugdes de um sistema de equagdes, o qual € resolvido

numericamente no software Maple, versao 13.
3.5 Ajuste

Para verificar a qualidade do ajuste das distribuicdes de X, Y e U descri-
tas pelos trés modelos, serd utilizado o grafico de probabilidade observada ver-
sus a probabilidade esperada. Para os valores de X é plotado F'x (a:(i)) versus
(1 —0.375)/(n 4 0.25), em que Fx (-) denota a fungdo de distribui¢do acumu-
lada de X e z(;) correspondem aos valores amostrados em ordem crescente. O
mesmo procedimento é usado para as distribui¢des de Y e U.

Para contornar a subjetividade apresentada pelo teste grafico € utilizado um
teste de aderéncia que tem por objetivo testar a adequabilidade de um modelo
probabilistico a um conjunto de dados observados. A estatistica do teste ¢ dada
por:

k Fo; — Fe; 2
Xe = ; o e e, ) (3.6)

em que,
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* Fe;: Frequéncia esperada de elementos na classe i;
* Fo;: Frequéncia observada de elementos na classe 7;
* k: Ndmero de classes.

A distribuigio da estatistica x? é aproximada por uma distribui¢io qui-quadrado
com (k — 1) graus de liberdade. Quando o modelo a ser testado envolve a esti-
macao de pardmetros desconhecidos a partir da mesma amostra com a qual serd
feito o teste de aderéncia, y? tem distribui¢io aproximada de qui-quadrado com
(k —t — 1) graus de liberdade, em que ¢ € o nimero de pardmetros estimados no
modelo pelo método da médxima verossimilhanca.

Observada a amostra, t€ém-se as seguintes hipoteses:

Ho: f=fo
Hy: f#fo

isto €, a amostra observada é proveniente de uma distribui¢do de probabilidades
especificada, f(-) ou ndo. O critério para testar essas hipdteses com nivel de sig-
nificAncia o consiste em rejeitar Hy se x2 > x2.

O teste de qui-quadrado € sensivel a presenca de classes com pequenos valores
das frequéncias esperadas. Assim é recomendado usar classes com frequéncias
superiores a 5. Uma alternativa € agrupar as classes cujas frequéncias sejam infe-
riores a esse valor (FERREIRA, 2005). Deste modo, para a aplicac@o do teste, as

classes sdo agrupadas conforme essa metodologia.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO
4.1 Distribuicio Gama Bivariada de Crovelli

Sejam X e Y varidveis aleatérias com distribuicdo gama bivariada de Crovelli,

cuja fdp conjunta é dada por:

afexp (—Py) [l —exp (—ax)] = fi(z,y), se 0 < azxr < Py
f (Hf,y) = ,

afBexp (—ax) [l —exp (—By)] = fao(x,y), se 0< By < ax
(4.1)

emquex >0,y >0, a>0ep>0.
Em palavras, como pode ser visto na Figura 9, a distribuicdo estd localizada no
primeiro quadrante e tem duas leis: acima da reta y = ax/f, fi (x,y) e, abaixo

da mesma reta, fo (z,y).

Jr j
Aley) y=2s
/// ﬂ
P
Fa
s
A
A _> X
-

Figura 9 Regido de integragao.

Sob esse modelo tem-se que as densidades, f(z) e f(y), das distribuigdes

marginais de X e Y sdo respectivamente:
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0435//3 0
f(z)= / f2 (z,y) dy + / f1(z,y) dy.
0 az/B
Mas,
ax/B az/B
falo)dy = [ afexp(~ax) (1~ exp(~5y))dy
0 0
az/B
= afexp(—ax) / [1 —exp (—=By)] dy
0
1 az/B
= afexp(—ar) {y + 5 exp (—By)]
0
= aexp(—ax) [ar +exp (—ax) — 1] 4.2)
(3
/ fi(zy)dy = / aBexp (—By) [1 —exp (—az)| dy
ox/B az/B
— aBlt-ew(-an)] [ exp(-oy)dy
az/B
= af[l —exp(—ax)] {—1 exp (—By)]
p az/B
= aexp(—ax)[l —exp(—azx)]. 4.3)

Segue de (4.2) e (4.3) que

f(z) = aexp(—ax) [ax + exp (—ax) — 1] + aexp (—ax) [1 — exp (—ax)]

= a’rexp (—ax). (4.4)

Portanto, tem-se que X ~ Gama (2, «).
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A marginal de Y é dada por:

By/a +o00

fo) = [ hepds [ peyd
0 By/a
Mas,
By/ By/a
/ fi(z,y)de = / aBexp (—pBy) [l — exp (—azx)| dzx
0 0
By/a
= afexp(—Py) / [1 = exp (—ax)] dx
0
B By/a
= afexp(—py) [w+eXp(aM)} ’
0
= PBexp(—pPy) [By +exp (—By) — 1] (4.5)
c
+oo +oo
[ @y = [ agexp(-as) 1 - exp (-8 do
By/ca By/a
+o00
= afexp(—ar) / [1 —exp (—By)] dz
By/a
N +OO
= a1 —exp () [~ 220
By/a
= Bexp(—py)[1 —exp(—By)]. (4.6)
Segue de (4.5) e (4.6) que

fy) = Bexp(—By)[By +exp(—Py) — 1] + Bexp (—By) [1 — exp (—fy)]
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fy) = B*yexp(—By)+ Bexp(—2By) — Bexp (—PBy) + Bexp (—By) —
—Bexp (—2By)
= B*yexp(—PBy). (4.7)

Portanto, tem-se que Y ~ Gama (2, 3).

A distribui¢dio acumulada de (z,y) é,

F(x,y):j/yf(u,u) dv du.

(i) Sey>%x

z au/p

F(z,y) = (z,y) //f2 U, v dvdu—l—//ﬁ (u,v) dvdu
0 0

0 au/B
z au/B

_ //aﬁexp(—au)u—exp(—m)] dv du +
0 0

T Y
+0//Baﬁexp(—ﬁv)[1—eXp(—au)]d”du

0

+ ia[l — exp (—au)] [/y Bexp (—pv) d”] du

0 u/B

- jaexp(—au) r/wﬁ 1 — exp (—Av)] dv] du +
0



lr(xvy) =

(i) Sey<ga:

F(z,y)
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x

/aexp (—au) [ou + exp (—au) — 1] du +

0
T

+ /a [1 — exp (—awu)] [exp (—au) — exp (=By)] du

0
T T

2?uexp (—au) du — exp (—By) [ a[l —exp (—au)] du
/ /
—azexp (—ax) —exp (—az) + 1 — exp (—By) [ax + exp (—ax) — 1]

1 —exp(—ax) (az + 1) —exp (—By) [ax + exp (—azx) — 1] .

B

B/«

y @
= 0/0/f1 u,v) dudv+//fg(u,v) du dv

0 Bv/«a
y Bv/a

_ //aﬁexp(—ﬁv)[l—exp(—au)] du dv +
0 0

Yy T
+ O/ﬁ/ afexp (—au) [1 —exp (—Pv)] dudv

= /,Bexp (—pBv) |:7a [1 —exp (—au)] du] dv +
y

+ /ml_exp(—m)] {/ aexp (—au) du} dv
B

0 v/a
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F(z,y) = L/ﬁhﬂp(—ﬁv)U%}+exp(—ﬂv)—Jldv+
0

+ /5 [1 —exp (—Pv)] [exp (—pv) — exp (—ax)] dv
0

Y Y

= /B% exp (—fv) dv — exp (—ax) /B [1 —exp (—pv)]dv
0 0
= 1—exp(=Py) (By +1) —exp (—ax) [By + exp (—fy) — 1].

Assim, as distribui¢des marginais acumuladas sdo dadas por:

F(zx) = F(z,00)=F (x,0)=1—exp(—az)(axz+1) e (4.8)
F(00,y) = Fy(00,y) =1 —exp(=By) (By+1) (49

s
S
~—

I

As densidades marginais de X e Y também podem ser obtidas pela derivacio

de (4.8) e (4.9), respectivamente.

f(x) = % [F (z)] = a*zexp (—azx) e (4.10)
) = 4P )] = Fyexp(-6y), @1

Os resultados obtidos conferem com os apresentados em (4.4) e (4.7).

Na Figura 10 € apresentada a superficie gama bivariada de Crovelli para o =
2,bef=1,3.
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Figura 10 Superficie Crovelli, « = 2,5; 5 =1,3

4.1.1 Distribuicdes condicionais, covariincia e correlacao

O uso de distribuicdes condicionais nos permite definir probabilidades condi-
cionais de eventos associados com uma varidvel aleatéria quando é dado o valor
de uma segunda varidvel aleatoria.

Se X e Y sdo conjuntamente distribuidas de acordo com o modelo (4.1), entdao

a fdp condicional de X dado que Y = y € dada por:

fi(w,y)  aBexp(—Py) [l —exp (—ax)]

FEW=9 = 750 = Pyen (8
= % [1 —exp (—ax)], para 0 < azx < By
e
. falzy)  aBexp(—ax)[l —exp(—py)]
PO =0 = T =7 Byen ()
_ aexp (—ax + By) — aexp (—ax)
By
a

= 3y exp (—ax) [exp (By) — 1], para0 < fy < ax.
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Portanto,

a(By) " [1 - exp (—ax)], se 0<ax <Py
XY =y) =
a(By) " exp (—ax) [exp (By) — 1], se 0< Py < az.

Analogamente, a fdp condicional de Y dado que X = x é:

fi(z,y)  aBexp(—By)[l —exp (—ax)]

fYX =) = f(x) - a2z exp (—ax)

_ Bexp(—py +ax) — Bexp (—Py)

B ax

= % exp (—fy) [exp (ax) — 1], para 0 < ax < By
e

_ v _ [fa(zy)  ofexp(—ax)[l —exp(=By)]
fYX =2) = f(x) a2z exp (—ax)
= B 1 exp(—py)], para 0 < By < a.
ax
Portanto,
B (ax) " exp (—By) [exp (az) — 1], se 0 < az < By
Y| X =) =

8 (ax)_l [1 —exp(—PBy)], se 0<pBy<az.

A covariancia e o coeficiente de correlagdo sdo medidas de associacio linear
entre duas variaveis aleatorias (MOOD; GRAYBILL; BOES, 1974). O coeficiente
de correlacdo mede em que grau e sentido ocorre a relagdo linear entre duas varia-
veis. Quando p € igual a +1 ou —1 significa que temos uma correlag@o perfeita
entre as varidveis. Se a correlacdo for positiva, indica que se X cresce entdo Y
tém tendéncia a crescer; se negativa indica que X tende a decrescer sempre que Y
cresce (vice versa). Se p = 0, as duas varidveis ndo dependem "linearmente” uma
da outra.

Para o célculo da covariancia e do coeficiente de correlacio € necessario co-
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nhecer as distribui¢des de X e Y e o momento do produto, ou seja, E[XY].

Lema 4.1 Se X e Y tém distribuicdo conjunta dada pelo modelo (4.1), entdo:

n -+ ]{3) (2n+k+1 . 1)
a”ﬁm2n+1 Z Kl 2k

E[X"Y™] = n

| (m 4 k‘)' (2m+k+1 o 1)
+ OénﬁQOJrl kzo k! 2k

para os inteirosn > 1 em > 1.
Demonstrac¢ao: De (4.1) podemos afirmar que:

[e.9]

E[X"Y" = aﬁ//x y™ exp(—py) [1 — exp(—ax)] dydz +
0

T

B

771’ y™" exp(—ax) [1 — exp(—By)] dzdy
0

y

= aﬁ/w" [1 — exp (—aw)] / y" exp (—By) dy | dx +
0 az/B
+aﬁ/y’" [1 —exp (—By)] / z" exp (—ax) dz | dy.
0 By/ o

Fazendo a mudanca das varidveis t = Sy e v = ax, temos:

E[X"Y™ = a,B/a:" [1 — exp (—ax)] g~m+Y /tm exp (—t)dt| dx +
0 azr
+ap [1—exp (—By)] a~ "D v exp (—v) dv | dy.
[ /

Aplicando a defini¢cdo da fun¢do gama incompleta complementar, (2.6), obtém-

S€:
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af” / I'(m+1,az)[1 — exp(—ax)]dz +

0

E[X"Y™ =

oo

+Ba™" / y"I'(n+ 1, By)[1 — exp(—By)|dy

0

Utilizando a identidade, I'(n + 1, ) = nlexp(—

Z 1+ (OLDHAM: MY-
LAND; SPANIER, 2009), segue que
E[X"Y™ aﬁ—m/xn [mlexp Z o ] [1 — exp(—ax)]dx +
[ om ~ (By)*
+Ba /y [n! exp(—/y) ( k,) [1 — exp(—Py)]dy
0 k':O ’
af”™m! Z — /:ETH_k exp(—ax)[l — exp(—ax)|dx +
= k!

antk+1 (20 )n—l—k—H
a2 [Rhe Kooy
k=0
Portanto,
E[X"Y™] =

. n—i—k) 2n+k+1
= af” 'Z k! (2 )n(+k+1 )+

k m—+k+1
—l—ﬁof"n'z g (m+ k) (2 )

m+k+1

64
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™ (4 k)L(2PHRE 1)

nym]

! (m 4 k‘)' (2m+k+1 _ 1)
+ anﬁQOJrl kz() k! 9ok

Em particular, se n = m = 1 tem-se que:

(k+1)!(2F2 —1)

E[XY] = Wz o +
1 (k+1)! (22 —1
RIS N(ESVICES
o322 k!2
k=0
_ 5
= o

Partindo das distribui¢des marginais de X e Y e utilizando o lema (4.1), obtém-

se a covaridncia e o coeficiente de correlacdo dessas varidveis.

Tem-se que X ~ Gama (2,«a) e Y ~ Gama (2, 3), de modo que

EX] = %, Var[X]:%e
2 2
EY] = 5 Var[Y] = 7

Assim, a covariincia das varidveis aleatérias X e Y € dada por

Cov[X,Y]= E[XY] - E[X]E[Y]

- (4.12)

e o coeficiente de correlagdo px vy,

pxy| <1,¢é
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_ Cov [X,Y]
pxY \/Var [X] \/Var Y]
1/af

(4.13)

DN |

Note que a distribuicdo gama bivariada de Crovelli apresenta uma certa ri-
gidez, isto € o coeficiente de correlagdo ndo depende dos parametros do modelo,
apresentando sempre um valor fixo igual a 1/2. Essa caracteristica da familia pode
ser de interesse em determinados estudos onde sabe-se a priori que duas varidveis

em estudo apresentam essa correlacdo.

4.1.2 Funcoes Densidades de Probabilidade

Considere X e Y varidveis aleat6rias com distribui¢do conjunta gama bivari-
ada de Crovelli. Sejam U, P e () combinagGes dessas varidveis, definidas por:
U=X+Y,P=XY e Q=X/(X+Y). Tem-se entdo a seguinte transforma-
¢do:

( )—><+ ”“”)
ZB? :C b
Y yx—i—y

u = r+y = Y=u—x €
i RN = (1-9q)

= - r=u =u(l —gq).
rT+y u ? Y 1

O Jacobiano € dado por:

O Ox
ou 0

J = = 1 N —
y @ 1—¢q¢ —u

du  dq
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A fdp conjunta das varidveis U e () é obtida por:

f(u,q) =|J| x f(ug,u(l —q))

e portanto,
afuexp[—pu (1l —q)][1 —exp (—auq)],se 0 < g <A
f(u,q) =
aBuexp (—augq) [1 — exp (—fu + Bug)], se A <g<1
comu>0,0<qg<le )\:L.
a+p

Além disso, tem-se a transformacdo P = XY tal que (z,y) — (z,zy), cujo
Jacobiano é dado por:
1 0

_p/x2 1/m

Assim, a fdp conjunta das varidveis X e P € dada por:

1
=

J_‘

apz~!exp (fﬁpx_l) [l —exp(—ax)], se 0<z<9
[l p) =
afz texp (—ax) [1 — exp (—ﬁpx_l)} , se o<z

_ /Bp
emqued =/ —.
«

Nos teoremas 4.1, 4.2 e 4.3 sdo deduzidas as fdps de U, P e () quando X e Y

seguem o0 modelo (4.1).
Teorema 4.1 Se X e Y tém distribuicdo conjunta dada pelo modelo (4.1), entdo:

o exp (—fu) — B* exp (—ow)

f(u) = (a+ B)exp (—adu) + 5 a ,

(4.14)

g

comu>0e )\ = .
a—+p
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Demonstracio: De (4.14) tem-se que fdp de U pode ser escrita como:

A 1
= | fu,q)dg+ | f(u,q)dq
o= reont

afuexp [—fu (1 —q)] [1 — exp (—augq)] dg+

o

1
+ /aﬁu exp (—auq) [1 — exp (—fBu + Buq)] dg
A

A

A
= affuexp (—fu) /exp (Buq) dq—/exp [ug (B — )] dq ¢ +
0

1 1

+ afu /exp (—auq) dg — exp ( /exp — a)]dq
A A
— aBuexn (—Bu) 4 =P (BuX) — 1 _ exp ul (B —a)]—1
= afuexp (-5 ){ 5 (6 o) }
o fesp (B a)] — expuA (8~ o)
Buexp (—pu) { w(F—a) } +
+abu [exp (—ozu)\)a; exp (—au)] ' 4.15)

O resultado do teorema segue da simplificacdo da expressao (4.15).

A Figura 11 ilustra a forma da fdp de U para certos valores de a e 3.
Teorema 4.2 Se X e Y tém distribuicdo conjunta dada pelo modelo (4.1), entdo:
fp(p) = 208 [T(0, \/aBp) — Ko(2v/aBp)| (4.16)
para 0 < p < oo.

Demonstraciao: Sob o modelo (4.14) a fdp de P pode ser expressa por:
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18
0,12 4 J!
I
1
ool |
|| o=0,1; p=0,8
1 | T s o=0,8; p=0,2
0,08 4 | | — — o=0,5; p=0,2
& A
= 0084l -"l.
Sl kA
1 L
U’U“":' |
| A
a5
0,02 ; Vo
2 o
j \
0 — T
0 20 40 60 20 100

u

Figura 11 Grificodafdpde U = X + Y.

+oo

1)
O/f<x,p>dx+ 5/ f (@, p) ds

aﬁ/xl exp (—Bpr 1) [1 — exp (—ax)] dz +
0
+oo

+af / z exp (—ax) [1 — exp (—Bpxil)] dx
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Fazendo a mudanga das varidveis t = Sp/x e k = auxr tem-se:

+o0 00
f(p)=ap / =1 exp (—t) dt — aﬁ/xl exp <—ax — B;?) dx +
VapBp 0

Aplicando a defini¢@o da fungdo gama incompleta complemetar, equagao (2.6),
e do lema (2.3) as parcelas , tem-se

) = afT (0,v/aBp) - 208Ko (2v/aBp) + abT (0. v/afp)
= 20810, v/aBp) — Ko(2/aBp)| .

A Figura 12 ilustra a forma da fdp de P para certos valores de a e 3.

0,12 -

0,10 4|

=01, p=0.8
N =08, =02

0og 4 | — — o=0,5; =09

Figura 12 Gréficodafdpde P = XY

Teorema 4.3 Se X e Y tém distribuicdo conjunta dada pelo modelo (4.1), entdo:

« af

B(l-q)? [B(1—q)+aq®

se ¢ < A

flq) =

(4.17)
B af

_— = , se A <q
ag®  [B(1—q)+aq’
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B
a+ 8

Demonstraciao: Sob o modelo (4.14), a fdp de () pode ser escrita como:

com(O<g<lel=

aﬂ/uexp [—fu(l—q)][1 —exp(—auq)|du, se 0<gqg<A
0

aﬁ/uexp —auq) [1 —exp (—fu+ fug)|du, se A <qg<1.

(HSeqg< A
fle = aﬁ/ueXp (1 —=q)u][1 — exp (—aqu)] du

= aﬁ/uexp (1-q)u du—aﬁ/uexp (B(1—¢q)+ aq)u|du

- aBF e ﬂq -  apr()
) 20/ @ veplma e [8(1—q) + aq)?

o

X/[ﬁ(l—qHaQ]

uexp [~ (B (1 — q) + aq) u] du

J T (2)
W) afT@)
(B-B9)? [B(1-q)+aq]
B « B af
 B1-9¢? [B(l—q) +ag®

(ii) Se ¢ > \

flg = aﬁ/uexp (—auq) [1 — exp (—Pu + Buq)] du

= aﬁ/uexp(—auq) du—aﬁ/uexp [—u(B(1—q)+ aq)]du
0 0
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_ L) [lag?® o aBl()
T = e 0/F<2> S T
« [E4 Fq(;j Dy exp[-u (B (1 - ) +ag)] du
0
_ apT(2)  aBr()
(aq)*  [B(1—q)+aq?
8 ap

ag®  [B(1—q)+aq?

A Figura 13 ilustra a forma da fdp de () para diferentes valores de a e 3.

o=0,1; p=0.8
----- o=0,8; p=0,2
— — o=0,5; p=0,9

Figura 13 Gréificodafdpde Q@ = X/(X +7Y).

4.1.3 Funcoes de Distribuicao Acumulada

Nos teoremas 4.4 e 4.5 sdo deduzidas as fdasde U = X+Y e Q = X/(X+Y)
quando X e Y seguem o modelo (4.1).
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Teorema 4.4 Se X e Y tém distribuicdo conjunta dada pelo modelo (4.1), entdo:

Flu) = 83 exp(—zg)(ﬁ—félixp(—ﬁw _(a+5) egf(—MU) Y1o@IR)

seu > 0e Fy(u) = 0 caso contrdrio.

Demonstracao: De (4.14) tem-se que afdade U = X + Y é:

u

aZexp (—Bt) — B2exp (—at)

F(u) = 0/ [(a + ) exp (—aAt) + 5 a dt
= (a—l—B)O/exp(—a)\t) dt + (B_a)o/exp(—ﬁt) dt —

u
2

(ﬂﬁi ) /exp(—at) dt
0

“ a?exp (—At)

—(a+ ) exp (—aN) " Bexp(—at)|"

a 0 (/8 - a) 0 (/8 - a) 0
_ (a+B)[1 —exp(—atu)] | o?[1 —exp(—fu)]
- o M T (e
3% [exp (—au) — 1]
T (4.19)

A conclusio do teorema decorre da simplificagdo da expressdo (4.19).

Teorema 4.5 Se X e Y tém distribuicdo conjunta dada pelo modelo (4.1), entdo:

0 se ¢ <0
ap al ag—p
(a—ﬁ)[ﬁ(l—q)+aq]+5[(Q_ﬁ)(l_@y se ¢ < A
F(q) = s ; 2
(a—ﬁ)[ﬁ(l—q)Jraq]_OTq_erl, se A <gq
b se 1<q

para(Q < g < 1.
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Demonstracdo: De (4.17) tem-se que afdade Q = X/(X +Y) é:

(Hparal < g < A

e = 0/ {5(1{t)2_[ﬁ(1_if+at]2}dt

a / 1 1
N 60/(1—t)2dt_a60/[ﬁ(l—t)+at]2dt'

Fazendo a mudanca das varidveis k = 1 —tev = (1 — t) + at, tem-se:

- . fé’(lfc/)Jraq1
F(g) = g/z / v
1 ;
. af o
B(I—Q) B (a=PB)B(A—-q)+aq Bla—7p)
B af a aq— 3 ,
- (a—ﬁ)[ﬁ(l—q)+aq]+ﬁ[(1—q)(a—ﬁ)]’

(@) para A < g < 1:
/ 8
(6% (0%
F = — dt
(@) 0/{5 1—1t)? 1—t)+at]2} *
{ }dt
l—t +ozt]
8 f1
Sdt — St + 2 [
! aﬁ/ (1—1t) + at]? b a/2
A
q

1
7 A/ B0 1o

_l’_

/
=

™| Q




« « af af 15}

F@ = 500 3 - mBa-NtaN Bla-h aq
B of ) o

At @ BP0 tad @ BB+ aN
o8 s

(@-B)B1-q +aq ag ala—p)

4.1.4 Quantis
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Nesta se¢do é apresentado uma rotina para a geragdo de quantis da distribui¢io

de P. Os quantis das distribuicdes de U e () ndo sdo considerados por serem

apresentadas suas respectivas distribui¢des acumuladas, (4.4) e (4.5).

Os quantis sdo computados numericamente através da equacao:

fp(t)dt=". (4.20)

0

A rotina utiliza as fungdes GAMMA(-, -) e BesselK(+, -) do software de ma-

nipulacdo algébrica MAPLE versdo 13. O programa abaixo calcula o quantil ¢,

para valores de v, a e 3.

#Programa para gerar o quantil da distribuicao de P=XY

fl:=2%ax* [x GAMMA(0, sqrt(a* 5 xp))
f2:=2%ax*[xBesselK(0,2*sqgrt(a*xf*p))
fP:=f1 —f2

FP:=int (£P,p=0..q,)

gc:=fsolve(FP=v,q,) # gc:quantil calculado

4.1.5 Momentos

Nesta secdo s@o deduzidos os momentos das varidveisU = X +Y, P = XY

e = X/(X +Y)quando X e Y seguem o modelo (4.1).
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Teorema 4.6 Se X e Y tém distribuicdo conjunta dada pelo modelo (4.1), entdo:

n n— J +Ek+1
" n (j+ k) (27 - 1)
E[U ] - Z( ; ) a]/Bn ]2]+1 [ k! ok

j=0 \ J k=0

+

n n J n— ] + k) (2n—j+k+1 _ 1)
+ z% < j > aj/@n 3277, Jj+1 [Z k! 214:
]:

k=0

para todo inteiron > 1.

Demonstracao: Seja U = X + Y, entdo:

E[U" =E[(X+Y)"] = n ( " )E [x7yni]

=0\ J

Aplicando o lema (4.1), paran = j e m = n — j, tem-se:

n n J +k+1 _
_—_— n (n—j)! Jj+k)! (27 )
EU"] = Z( ; ) o Br—i it [Z Lok +
§=0 0
n J n—j+k+1
n 4! (n—j+k) (2" -1)
Teorema 4.7 Se X e Y tém distribuicdo conjunta dada pelo modelo (4.1), entdo:
n ol = (n k)l (2R )
E[P"] = Gap) > ToF 4.21)

para todo inteiron > 1.

Demonstracdo: Seja P = XY, entdo E'[P"] = E[(XY)"]| = E[X"Y"]. Apli-
cando o lema 4.1 para m = n obtém-se:
n! " (n 4 k)I(2rtRtl n!
(aﬁ)n2n+1 Z ( ) E{;IQk ) + (aﬁ)n2n+1 X
k=0 '

n (n + k)!<2n+k+1 _ 1)
k1 2k

E[P"] =

k=0
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de onde o resultado segue.

Teorema 4.8 Se X e Y tém distribuicdo conjunta dada pelo modelo (4.1), entdo:

BIQ") = §Brn+1, -0+ L)~ oy Z ( ) I
para todo inteiro positivo n > 1,
1— )\nfl k—1 _ pk—1
e sen #1 akif, se k#1
H(n) = e J(k)=
—1In ), sen=1 Ina — In 5, se k=1.

Demonstracao: Utilizando a equagdo (4.17), pode-se escrever:

A
T o/{mciq)?_[aq+§<ﬁl—q>12}qndq+
1
A/{Ji‘ T

A 1
N 20/(13 fz)\/ “ 2dq—aﬂ/ aq+ﬁ 1—61)} 7

(4.22)

_|_

A primeira integral da expressdo (4.22) € resolvida utilizando-se a defini¢do da

funcao beta incompleta (2.10) de modo que:

-5

A segunda integral resulta em:

Q\Q
Q\Q

A
/ (1—¢q)%d %B,\(n+1,—1). (4.23)
0
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1
-1 1 1
" 11—\
II:B/q”2dq = ﬁ(q ) —B( > se n#£l
o a\n—1/|, « n—1
A
; 1
5/q”2dq = élnq :—éln)\ se n=1. (4.24)
« « A\ «
A

Na dltima integral, efetua-se a transformagéo de varidvel t = aq + S(1 — q)

de modo que,

I = aﬁ/ o q o= _O‘g)nﬂ /(t — )"t 2dt
0

se k#1;, (4.25)

of ([ n 1
I = (cx—BYL“Z(k)(_B) k/tdt

Oéﬂ n n e
- W;( k)(—ﬁ) "Ina —Ing, se k=1. (4.26)

O teorema resulta de (4.23), (4.24), (4.25) e (4.26).



79
4.2 Distribuicdo Bivariada Gumbel tipo I

Sejam X e Y vardveis aleatdrias com distribui¢do Gumbel tipo I cuja fdp con-

junta é dada por

flz,y) =[(1+0z) (1 +0y) — Olexp [~ (z +y + bzy)], (4.27)

emquexr >0, y>0e0<0< 1.
Sob o modelo (4.27) a distribuicdo marginal de X é:

o0

F@) =[xl eyt om0+ 00) (1 0y) o] dy
= exp(—x)(l+06x) /exp 1+ 60z)y] (14 0y) dy — O exp(—z) X
0

x [ exp[— (1 + 6z)y] dy = exp(—z). (4.28)

Portanto, X ~ Ezp(1). Analogamente, obtém-se que Y ~ Exp(1).

Na Figura 14 ¢ apresentada a superficie Gumbel tipo I para § = 0, 9.

Figura 14 Superficie Gumbel tipo I, § = 0, 9.
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4.2.1 Funcoes Densidades de Probabilidade

Nos teoremas 5, 6 e 7 sdo deduzidas as fdps das varidveisU = X + Y, P =
XY eQ=X/(X+Y)quando X e Y seguem o modelo Gumbel tipo I.

Teorema 4.9 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com o (4.27),

entdo:

emqueu>0e0 <0< 1.

X

Demonstracao: Considere U = X +Y e Q = v

Tem-se a seguinte

transformacao:

X
(z,y) — <:c+ x)
Y y’x—l—y

De modo que

r=uq e y=u(l—gq).

q U
1—-q —u

O Jacobiano da transformacao é dado por: J = = —u. Assim a

distribuicdo conjunta de U e @ é da forma

fu,q) = [J] > f (ug,u (1 - q))
= [u(1—0)+ 0u® + 0*u’q(1 — q)] exp [0(uq)? — Ou®q —u] . (4.29)

Desse modo, a fdp de U pode ser expressa por:

1
f(u) = / £ (u,q) dg
0
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1

u) = / [u(1=0) + 0u® + 0°u’q(1 — q)| exp [0(ug)® — Ou’q — u] dg
0

O\H

e 2
[u—uf + 6u® + 6*u’q(1 — g)] exp (—Gu’q —u) ) quU)dq
j=0
2y 1
/q29 [0°u?q (1 — )] exp (~0u?q) dg.
0

o
u (1l — 0+ 0u)exp(— Z
7=0

Fazendo t = Au’q, dt = Ou’dq, quando ¢ — 0 tem-se que ¢ — 0 e quando
qg—1,t— 6u?. Assim,

Ou?
. 1
f(u) =u(l—6+60u)exp(— Z P /t2jexp( )dt| +
=0 (Ou?) 0
0243 - (9“2)j 1 9u12j+1 d
+0%u exp(—u)z i o) (g+1)/ exp (—t)dq| —
j=0 0
2.3 - (9u2)j 1 " 2(j+1)
— 0°u’ exp(—u) Z i (a2 /t exp (—t) dq
Jj=0 0

Aplicando a defini¢cdo da fun¢do gama incompleta, equacio (2.5), a cada uma das
parcelas, obtém-se

> v (27 + 1, 0u
fw) =u(l—0+4 6u)exp(— Z 9u2)2]+1 )

Jj=0

) 3 = (0u2) [ (25 +2,0u2) (2] +3,002)
+ 07w exp(—u) ZO 4! (9u2)2(j+1) B (9u2)2j+3
]:
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00 (9u2)—(j+1)
Flu) = [u(1—0)+ 0u?] exp (—u) Y BT (25 + 1,6u2) +
j=0 ’
v (25 + 3, 0u?)

+ 6%u3 exp (—u) i M ~y (2j +2 Guz) —
, j ’ Hu?

10
Figura 15 Grifico da distribui¢dgode U = X + Y

Teorema 4.10 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (4.27),

entdo:

f(p) =2[(1+ 6% — 0)Ko(2y/D) + 26\/D K1(2y/p)] exp(—bp)
emquep>0e0 <0< 1
Demonstracao: De (4.27) temos que a fdp conjuntade X e P = XY é:

Fla,p) = [(iw) <1+ef> +ﬂ exp [— <x+§+9p)] (4.30)

Assim, a fdp da varidvel P é dada por:
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10) = [ 1 (@.p)do

0

e (HQ;)_g]exp[ (042 400)] a

0

— Dex < -z d + X —=)dz| +
exp ( 0/ep —x X po/:v ep —x ):13
+ (14 6*p —0) ex X -2

D — ep O/x ep - )23

Aplicando o lema (2.3) a cada uma das parcelas, obtém-se:

f (p)=2exp(=0p)[ (1 + 0°p — 0) Ko(2y/p) + 03/PK1(2Vp) + Oy/PK-1(2y/D)] ,

em que K, (-) denota a fung¢do de Bessel modificada de ordem v. O resultado
segue da aplicacdo da propriedade de reflexdo da ordem das funcdes de Besssel
modificadas, ver Oldham, Myland e Spanier (2009).

A Figura 16 ilustra a fdp de P para diferentes valores do pardmetro 6.

18
0,84

0,64 1.

fdp

0,44

0,2 4

Figura 16 Gréfico da distribuicdo de P = XY
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Teorema 4.11 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (4.27),

entdo

19 1 !
1@ = spa— o (W_q)> D <2eq<1—q>>+

20 1 1
+[29q(1 —q)*? o (89(1(1 - q)> Drs ( 20w (1 — w)> *

60%q (1 —q) 1 Ly
g1 - (80q<1 = q>> P ( 204 (1 — q>)

sendo que 0 < g <1le0<6<1.

Demonstraciao: Usando (4.29), tem-se:

flg) = / [u — ub + 0u? + 0%uq(1 — q)] exp [9(uq)2 — fu?q — u) du
0

o0 o0

flg)=(01- 9)/u exp [—Hq(l —q)u? — u]du +0[u? exp [—Hq(l —q)u? — u]du—l—
0 0

I

II
oo

+ 0%q(1 — q)/ u3 exp [—Hq(l —q)u® — u] du .
0

IIT

O resultado segue da aplicagdo do lema (2.2) a cada uma das integrais,

I = T'(2)[20g(1—q)] 'exp <

1>D I
800(1—q)) " 2\ V20 (1—q)

T = T(3)[20g(1—q)] 2 exp (W) Do <m> |

I = T(4)[20 (1 —q)] *exp <8gq(i_q)> P (\/2&1117—q)> '
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A Figura 17 ilustra a fdp de @) para diferentes valores do pardmetro 6.

01 02 0= 04 05 06 07 08 039
4

Figura 17 Gréfico da distribui¢do de Q@ = X/(X +Y)

4.2.2 Momentos

Nesta se¢do sdo deduzidos os momentos das varidveisU = X +Y e P = XY

quando X e Y seguem o modelo Gumbel tipo I.

Lema 4.2 Se X eY sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (4.27), entdo:

m!n! 1 1
i [W<n+l,n—m+2,6>+m9‘11<n+1,n—m+1,0)]

para todos inteirosn > 1, m>1e0 <60 < 1.

E[X"Y™] =

Demonstracao: Partindo de (4.27), pode-se afirmar que:

E[X™"Y™| ://x y" (14 0z) (14 0y) — Ol exp [— (z + y + Ozy)] dydx
0

80

oo

= [z"exp(—x) (1 + Hx)/(ym + QymH) exp [~y (1 + 0x)] dydx—
0

/:13 exp(— /Gym exp [y (1 + 0z)] dydx
0 0
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(14+602)" (14602 (14 60z)™!

BX"Y™) = /x expl(— [F(m+1) 0T (m + 2) 6T (m+1)
0

Considere ¢ = #x. Quando z — 0,¢ — 0 e quando x — 400, t — +4o0.

Desse modo,

o0
1)
E[X™Y"] = emnj: /t” (14t ™e 0dt +

0

oo
r 2 1)
+[ (n;,jr ) m+ ]/t" 1+t e at.

0

Aplicando a defini¢do da funcdo de Kummer, equacio (2.15), obtém-se:

F'm+1)T'(n+1)

1
E[X"Y"] = T \Il<n+1,n—m+2;0>—|—F(n+1)><
1 T 2 T 1
U (nt+l,n—m+1;~ (m+2) T(m+1)
0 on on
In! 1 In! 1
—Zﬂ@(n—l—l,n—m%—&@) mz’;n \I!(n—i—l,n—m—i—l;e).

Teorema 4.12 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (4.27)

entdo:

" = nl , . 1 _
E[U"] = 9],“|:\If<j+1,2j+2—n,9>+(n—j)9><
=0
. . 1
\I'<]+1,2]+1—n,0>]

para todo inteiron > 1e0 <60 < 1.

Demonstracao: Tem-se que:

E[U" = E[(X+Y)"|=E ; (”)(ijn—j)
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De modo que,

Ji‘a ( j ) E[x7y"i] .

Aplicando o lema (4.2) paran = j e m = n — j, obtém-se:

i=0 \ J

"\ =i . . 1
= HJ\I/<3+123+2 >+Zw+1 0 x

7=0

\I/<j+1,2j+1—n,;>.
Em particular,
E[U] = % [\IJ (1,1,é> + 0V (1,0, ;)] + 92\11 (2,3, ;)
oo (D[ (02)+r(12)]
= %exp (;) [Ez (—;) - FEi <—;> + Oexp (—;)} +1
2.

(4.31)

2 1 1 1 1 1
21 _ ~ - - - _1 =
E[U]_e{‘ll 10,9>+\11< 9>+9\I/<2,2,0)+20\I!<1, 1,9>]
2

1 1 2 1
r _1’9> +F<—2,0>] +§\If <2,1,9> +2
21 1 , 1 1 9
=3 [eexp<0>Ez<—9>+\I/<2,1,9>+29 +1].
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o =g (15 gJrow (3 e o (215 v (325
tfo(nd) v (ond) oo )
(<)
o)) o 3en(l):

x Ei <—;> . (4.32)

1 1 1
v (2,0, 9) +6 [\IJ (1,—2, 0) + 3V (2,—1,'9)” +
1\ 24 1 1 1
+ 96\If<1, -3, 6>+ n {\I/<4, 4, 9)+ 9 {\If <3,2, 9>+\P<4,3, 0)] }
—Ov —

48 1 1 1 63
2 1 1 1

Z)|2r (=3, ) +4r (-4, =

f [ <3’9>+ < eﬂ
4 1\ ../ 1 1 1

= {ex <0> Fi (—9) +0 [12\11 <3,2, 9> + 240 <4,3, 9)]}

8 1 5

+ 73 60V 3,1,5 +660°+60%—0+1]. (4.33)

A variancia (02), o coeficiente de assimetria (a3) e o coeficiente de curtose

(a*) de U podem ser calculados usando as relagdes:

o? = E[UY - E*[U]; (4.34)
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W= E[U3] - 3E[(Z]2?)[/(§2] + 2E3[U] ; 4.35)
4 _ EUY - AB[UIE[U®] + 6E[UIE* U] ~ 3E[U] (436
(%) ' '

Teorema 4.13 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (4.27),

n (n!)? 1 1
E[P"] = (enﬁl [\If <n+1,2,0) + nov <n—|—1,1,‘9>}

para todo inteiron > 1e(0 < 6 < 1.

entdo:

Demonstracao: O resultado segue da aplicag@o do lema (4.2), para n = m.

! 1 1
BIX"Y") = 25 [\p <n+ 1,2, 9> +n 6w <n+ 1,1,0)] :

Em particular,

B[P = 012[11(22; +9\11<2,1,;>}

] N
E[P?] = 0% xp<3,2,;)+29qf (3,1,0> .

E[P?] = %f \p<4,2,;>+39\11 (4,1,;> .

1 1
E[PY = 5% [\y <5,2, 9) + 40V (5,1, 0>] .
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A variancia, o coeficiente de assimetria e o coeficiente de curtose de P podem
ser calculados utilizando férmulas andlogas as expressoes (4.34), (4.35) e (4.36),

respectivamente.
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4.3 Distribuicao Bivariada Gama Beta II

Uma varidvel aleatéria (X, Y") tém distribui¢do bivariada gama beta tipo II se

sua fdp conjunta é da forma:
f(a,y) = Ka® P~ exp [~ (ax + cxy)] (4.37)

comz,y > 0,a,c> 0,0 < < ae K & a constante de normalizagdo definida

por

I (a—p)
Esse modelo pertence a familia gama bivariada de Arnould (BALAKRISH-
NAN; LAI 2009) e com essa parametrizacao ainda nao foi abordado na literatura

K =

especializada. Um resultado semelhante é obtido por Nadarajah (2007). Neste tra-
balho o autor obtém uma distribui¢c@o bivariada denominada distribui¢do bivariada
gama exponencial a partir da bivariada de Arnould.

Na Figura 18 € apresentada a superficie gama beta tipo I1.

0,00025
0,00020
0,0001
0,0001
0,0000

0 .- 0
5 Y X2

i . 100

15 et 200

Too20 RS x

400

Figura 18 Superficie gama beta I1

Para verificar que (4.37) corresponde a uma legitima fdp € preciso mostrar que
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O/O/fm,y)dxdy:l

De fato,

o0

//f (x,y da:dy—K// a=lyf=Lexp [— (ax + cxy)| dydx
0 0

2 exp (—ax) /yﬂ_1 exp (—cxy) dy] dx

oo

0
/ x L yPLexp (—cxy) dy] dx
0 L 0

o
=K 5 /a: Lexp (—ax)dz
0

D) Dla=p) [ a4
=K o /F(a—ﬂ)x A=Lexp (—ax) dx

LB T (= p)
B qoB

_ e T)T(a-p)
T(BT(a—pB) F ao P
=1.

=K

Sob esse modelo, a distribuicdo marginal de X é dada por:

o0

f@) = / f(@,y) dy = / Ko lyP " exp [~ (az + cay)| dy
0

0

= Kzo ! exp(a:v)/yﬂ_1 exp (—czxy) dy
0
T
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a—f
flz) = ﬁa}a_ﬁ_l exp (—ax) (4.38)

A distribuicdo de Y € da forma:

f) = / f (@,y) de = / Ko lyP exp [ (az + cay)| de
0

o0

= Ky’! /a:al exp [~z (a + cy)] dx

P PT (a) e (% )] —a

L@)ra-p

Portanto, X ~ Gama (o — $,a) e Y ~ Betall (8,0 — 8,%,.).

Lema 4.3 Se X e Y tém distribuicdo conjunta dada pelo modelo (4.37), entdo:

a" " T(B+m) T (at+n—F—m)

Bl = T (BT (a—B)

para os inteirosn > 1lel < m < n.

Demonstracao: Sob o modelo (4.37), tem-se que:

EX”Ym://wnmf:vydydm

oo
0

[en]

o0 o0

Kazotn=lyftm=Loxp [ (ax + cxy)) dydz

Il
S
St T

oo

T Lexp (—ax) /yﬁ“"l exp (—cxy) dy | dx
0

=K



r r
E[X"Y™ = K/ atn=lexp (—ax) (5);;:2) dx
CKT(B4m) [ i gom
—Fm | © Hn=f-m=Lexp (—ax) dx

0
KU (+m) T(atn—p—m)

= . com m < n.

cBtm qatn—p—m
Boa—B
Pa
Mas, K = ——————. Portanto:
LB)r(a—p)
Baa—B T r — 48—
BX"y™] = a (B4+m) I'(a+n—B—m)

_ a™ " (B+m)T (a+n—pF—m)
L (B)T (a = p)

Em particular, para n = m = 1 obtém-se:

r@E+1la-p)
cT'(B)T (a=p)
AL (8)

cI'(B)

B

C

E[XY] =

Tem-se que X ~ Gama (o — 5,a) e Y ~ Betall (ﬂ, a—pf, a/c)_ Assim,

EX] = a;,87 Var [X] = -

a—pf

2

e

Ey] = — P vay= o —1)

cla-p-1) Ala-pB—-1)7(a-B-2)
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Deste modo, a covaridncia de X e Y é dada por:

Cow[X,Y] = E[XY]-E[X]E[Y]
_ B _a=-B ap
c a cla=p-1)
_ p
= Ta—B-D (@—B=1) (4.40)
e o coeficiente de correlacdo px vy, |pxy| <1,¢é
Cov [X,Y]
Y VVar [X]\/Var Y]
___ B8
= clo=f-1) (4.41)

af a?B(a—1)
cla=B—1)\| 2(a—B-1)*(a—B-2)

4.3.1 Funcoes Densidade de Probabilidade

Nos teoremas 4.14, 4.15 e 4.16 sdo deduzidas as fdps das varidveis U = X+Y,
P=XYeQ=X/(X+Y)quando X e Y seguem o modelo (4.37).

Teorema 4.14 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com o (4.37),
entdo:

f(u) = Ku®P~ 12 1F1 (o + 2k; a0 + B+ 2k; — (au + cu?))
x B(a+2k,8)],

em que u > 0.

Demonstracao: De (4.37) obtém-se que a distribui¢do conjuntade U = X + Y e
Q= X/(X +Y) ¢é dada por:

f(u,q) =K (uq)o‘_1 [u (1l — q)]ﬁ_1 exp {— [auq + cu?q (1- q)]} X |ul
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f(u,q) = Kyoth-lga-1 (1-— q)ﬁ_l exp {— [auq + cu’q (1 — q)]} . (4.42)

Desse modo, a fdp de U ¢ dada por:

f(u)=[ f(u,q)dg

o —

1
K/ua+5 et —g)f exp{_[aUQ+Cu2Q(1_q)]}dq
0

— KyotPh-1 -1 (1-— q)B_1 exp [— (au + cu2) q] exp (cu2q2) dg

O\H
'QQ

1 1 = ()"
= Ku"‘”LB_l/q"‘_1 (1-— q)B_ exp [— (au + cu2) q}{z k'} dq
0

k=0

0 2\k L
— Kuet S (Cll:;v) /qa+2k_1 (1—q)" " exp [ (au+cu®) ¢] dg.
k= ’ 0

Aplicando o lema (2.1) a integral acima, obtém-se:

fu) =

00 k
s )

o B (a+2k,B) 151 (a+ 2k + B+ 2k; — (au + cu?)) .

Teorema 4.15 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (4.37),

entdo:

+ aa)?
Fla) =K' (1-¢)" ' T (a+B8)[2cq(1—q)] "7 exp [(Q)] x

8cq (1 —q)
aq
D_, —— ],

emque (0 < q <1

Demonstracio: De (4.42) tem-se que a distribuicdo de () é dada por:
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= K¢® 1—q/81/ u*TPVexp {— [aug + cq (1 — q) v?] } du.
0

O resultado segue da aplicac@o do lema (2.2) a integral.

Teorema 4.16 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com o (4.37),

entdo:

— exp (—cp)
em que p > 0.

Demonstracao: De (4.37) tem-se que a distribuicdo conjunta de X e P é dada
por:
f(z,p) = Ka® 77 1pP " exp [— (ax + cp)].

Deste modo, a fdp de P é

flp) = /Kwa‘ﬁ‘lpﬁ‘lexp[—(ax+cp)]d$
= KpPltexp( 2 P~ Lexp (—azx) dx
ol
B
= Fc(ﬂ)pﬂ’lexp(—cp)-

4.3.2 Momentos

Nesta se¢do sdo deduzidos os momentos das varidveisU = X +Y e P = XY

quando X e Y seguem o modelo gama beta II.
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Teorema 4.17 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (4.37)

entdo:

mox~ [ n\a"T(B+n—)T(a+2j—p)
Bl = (;) ST ()T (@ —P)

J=0
para todo inteiro n > 1.

Demonstracao: Tem-se que:

E[U" =E[(X+Y)"] = i ( 7; ) E[XIy"]. (4.43)
=0

O resultado segue da aplicacio do lema (4.3).

Teorema 4.18 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (4.37)

entdo:

E[P"] = FCELBFJ(FB?;)

para todo inteiro n > 1.

Demonstracio: E dado que: E[P"] = F[(XY)"] = E[X"Y"]. O resultado
segue da aplicacdo do lema (4.3) param = n.

4.3.3 Estimacao

Seja (x1,y1), (x2,92), ..., (s, yn) uma amostra aleatdria da varidvel aleat6-
ria (X,Y’) com distribui¢do conjunta expressa por (4.37). A fungdo de verossimi-

lhanga € dada por:

n n
L = [[fG@iw) =]]K0""y " exp [ (azi + cxiys)]
i=1 i=1
n

= KnH (x?—lyf—1> exp [— (azn:xi + cZn:x,-yZ)] . (4.44)
' i=1 i=1
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Tomando o logaritmo da fungdo de verossimilhancga obtém-se:

In(L)=nln(K)+(a—1) Zln x;)+ fl)znjln(yi)fazn:xifczn:xiyi.
i=1 i=1 i=1

Assim,

Oln(L)  n(a—p) - )
Oa N a _;%’

Oln (L) ~np "
- ? ;%yu

dc

algciL) = nln(a) —nY (a—p —1—2111 (x4);
algﬁ(L) = nln(c) —nln(a) —ny (B) + nY (a — —|—Zln Yi)

em que 9 (-) denota a fung@o psi definida em (2.4).

Os estimadores de maxima verossimilhanga dos pardmetros a, ¢, « e [3, sdo as

solugdes das seguintes equacdes:

n (d — B) n
— - ;x =0; (4.45)
TG — N
. ; ziy; = 0; (4.46)
nln(a) — ny (d - B) + znzln (x;) = 0; (4.47)
=1

nln (&) — nln (@) — na (B) + i (a - B) + f: In(y;) =0. (448
=1
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4.4 Aplicacao

Considere os dados descritos na Tabela 2, correspondentes ao periodo de dias
com ocorréncia de precipitagdes (X) e o periodo contiguo de dias sem ocorréncia
de precipitagdo (Y). A partir da amostra (6,6),(3,3),(3,1),...,(1,3), e das
equacdes de verossimilhanga, obtém-se as estimativas dos pardmetros dos modelos
Gumbel, Crovelli e gama beta tipo II, apresentadas na Tabela 4. Para o modelo

Crovelli a tabela fornece ainda o erro padrdo associado as estimativas.

Tabela 4 Estimativas dos pardmetros dos modelos

Modelo 0 a I} a ¢

Gumbel  0,9906  ...... ... o ...

Crovelli ...... 0,761 (0.002) 0,561 (0.001) ...... ......
Gamabeta ...... 3,391 1,284 0,865 0,190

Na Figura 19 e 20 sdo apresentadas as fdps ajustadas de X e Y e o grafico de
probabilidade observada versus probabilidade esperada,respectivamente, conside-

rando o modelo Gumbel tipo I.

0,31 0,3

fdp ajustada
o
et
fdp austada
o
e

0 ‘ i e e i | o= —l_'_’_‘ —

1 2 3 4 5 6 7 8 9 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

b4 s
(a) X: Periodo de chuva (b) Y': Periodo sem chuva

Figura 19 Distribui¢@o ajustada para X e Y, modelo Gumbel
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08
I
08

Observado
04 06
Observado
04 08

1

02
I
02

00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

Esperado Esperado

(a) X: Periodo de chuva (b) Y: Periodo sem chuva

Figura 20 Gréfico de probabilidade observada versus probabilidade esperada para
X e Y, modelo Gumbel

O modelo Gumbel tipo I ndo apresentou um bom ajuste para os dados de pe-
riodo de chuva e periodo sem ocorréncia de chuva, como pode ser verificado pelas
Figuras 19 e 20. Tal fato era de se esperar pois as marginais da Gumbel tem
distribuicdo exponencial, e as distribui¢cdes exponenciais possuem a propriedade
de falta de memoéria (MOOD; GRAYBILL; BOES, 1974), propriedade esta clara-
mente incompativel com o fendmeno periodo de chuva.

As Tabelas 5, 6 e 7 apresentam os valores observados para as varidveis
aleatérias X, Y e U respectivamente, juntamente com os valores esperados pelos
modelos gama bivariada de Crovelli e gama beta tipo II. O valor da estatistica x2
foi calculado e um teste de ajuste é apresentado, considerando um nivel de signi-
ficancia o = 0,05. As fdps ajustadas de X, Y e U e os respectivos graficos de
probabilidades observadas versus probabilidades esperadas sob esses dois mode-

los, sdo apresentadas nas figuras seguintes.
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Tabela 5 Distribuicao do ndmero de dias com precipitacao

Dias com chuva Freq. observada Freq. esperada Freq. esperada
X Fo,; Fe; - Crovelli Fe; - Gama beta tipo 11
1 31 32,77 34,86
2 40 30,13 31,62
3 19 20,77 20,85
4 14 12,73 12,07
5 5 7,31 6,51
6 4 4,03 3,35
7 4 2,16 1,67
9 1 0,59 0,39
2 — 5,06 5,83
P(x*>x2) — 0,28 0,06
g.l. — 4 2
0,2 0,24
= il

k=]
I

0,2 ]

fidp austada
Fidp

e
—

0,14 —

(a) X: Periodo de chuva (b) X: Periodo de chuva

Figura 21 Distribui¢do ajustada para X considerando os modelos Crovelli (a) e
Gama beta tipo II (b)



103

1.0
1.0

Observado
04 06 08
|
Observado
06 08

04

0.2
0.2

T T T T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 086 08 10

Esperado Esperado

(a) X: Periodo de chuva (b) X: Periodo de chuva

Figura 22 Grafico de probabilidade observada versus probabilidade esperada para
X considerando os modelos Crovelli (a) e Gama beta tipo II (b)

Tabela 6 Distribuicdo do nimero de dias sem precipitacio

Dias sem chuva Freq. observada Freq. esperada Freq. esperada
Y Fo,; Fe; - Crovelli  Fle; - Gama beta tipo 11
1 38 34,17 36,84
2 20 21,17 18,65
3 18 20,70 12,93
4 11 15,75 9,20
5 10 11,24 6,74
6 6 7,70 5,07
7 3 5,13 3,89
8 1 3,35 3,05
9 5 2,15 2,43
11 2 0,86 1,62
12 1 0,53 1,34
15 1 0,12 0,81
16 1 0,76 0,70
20 1 0,10 0,41
X2 — 14,31 8,43
P(x*>x32) - 0,05 0,08

7 4

g.l.
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ozs{ | 0,25
0,20+ /’\ 0,20+
€ 0,154 0,154
H 3 o
=010 o104
0,054 0,054
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
¥ bid
(a) Y': Periodo sem chuva (b) Y: Periodo sem chuva
Figura 23 Distribui¢do ajustada para Y considerando os modelos Crovelli (a) e
Gama beta tipo II (b)
= E = &
mm?
g5l .
=% T T T T T T 2 T T T T T T
0.0 02 04 06 08 1.0 0.0 02 0.4 06 08 1.0
Esperado Esperado
(a) Y': Periodo sem chuva (b) Y: Periodo sem chuva

Figura 24 Gréfico de probabilidade observada versus probabilidade esperada para

Y considerando os modelos Crovelli (a) e Gama beta tipo II (b)
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Tabela 7 Distribuicdo do periodo climético

Dias sem chuva Freq. observada Freq. esperada Freq. esperada
U Fo; Fe; - Crovelli  Fe; - Gama beta tipo 11
2 8 11,24 6,60
3 22 14,83 13,98
4 17 15,60 18,36
5 19 14,54 18,26
6 9 12,59 15,17
7 11 10,39 11,21
8 6 8,29 7,76
9 6 6,46 5,26
10 8 4,94 3,64
11 3 3,73 2,61
12 2 2,79 1,96
14 3 1,53 1,24
15 1 1,12 1,02
17 1 0,60 0,72
18 1 0,44 0,62
24 1 0,63 0,28
% — 11,53 15,85

P (x*>x2) — 0,18 0,02
g.l. — 8 6

0,154

0,107 XY 0,104

fdp apustada
fidp ajustada

0,054 0054

o 10 15 20 o 10 15 20

u u

(a) U: Periodo climético (b) U: Periodo climatico

Figura 25 Distribui¢do ajustada para U considerando os modelos Crovelli (a) e
Gama beta tipo II (b)
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(a) U: Periodo climatico (b) U: Periodo climatico

Figura 26 Grafico de probabilidade observada versus probabilidade esperada para
U considerando os modelos Crovelli (a) e Gama beta tipo II (b)

Os gréaficos das distribuicdes ajustadas e de probabilidade, figuras de 21 a
26, sugerem um bom ajuste para as varidveis periodo de chuva (X), periodo sem
ocorréncia de chuva (Y') e perfodo climdtico (U), pelos modelos Crovelli e gama
beta tipo II. O teste de qui-quadrado apresentado na tabela 5 confirma que a va-
ridvel X pode ser descrita pelos dois modelos, x? < Xfab‘ Porém, o valor de
P=P (X2 > X%) a = 0,05, obtido pelo modelo Crovelli € superior ao obtido
pelo modelo Gama beta tipo II, indicando assim um melhor ajuste por esse modelo.

Para a varidvel Y, a estatistica do teste de qui-quadrado apresentada na tabela 6
mostra que o periodo sem ocorréncia de chuva pode ser descrito satisfatoriamente
pelos dois modelos. Embora haja superioridade do modelo gama beta tipo II, este
apresenta um nimero maior de parametros, ficando assim a cargo pesquisador a
escolha do melhor modelo. Para a varidvel U, o modelo que apresentou um melhor
ajuste aos dados foi 0 modelo Crovelli, como pode ser verificado na tabela 7.

Pelos resultados obtidos, pode-se inferir que os modelos gama bivariado de
Crovelli e Gama beta tipo II apresentam-se como uma alternativa na andlise de

dados de precipitacao.
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5 Conclusao

As distribui¢des gama bivariada de Crovelli, Gumbel tipo I e Gama beta tipo
I, juntamente com a distribui¢do da soma produto e quociente de suas marginais
e respectivos momentos, sdo algebricamente tratdveis.

O modelo gama beta tipo II tem boas propriedades apresentando promissoras
possibilidades de aplicacdes. O sistema de equacdes de mdxima verossimilhanca
apresenta uma implementagdo computacional relativamente simples.

Os modelos gama bivariado de Crovelli e gama beta tipo II apresentaram um
bom ajuste aos dados didrios de precipitagdo pluviométrica, sendo portanto alter-
nativas vidveis para explicar o comportamento do periodo de dias com precipitacdo

e do periodo contiguo de dias sem precipitacao.
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ANEXOS

ANEXO A: Dados didrios de precipitacdo pluviométrica, Passo Fundo RS. ... 113
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ANEXO A

A tabela abaixo apresenta valores de X : periodo de chuva , Y : periodo sem
ocorréncia de chuva e a precipitagdo total em cada periodo chuvoso.

Tabela 8 Dados didrios de precipitacio pluviométrica - Passo Fundo RS

X Prec(mm) Y X Prec(mm) Y X Prec(mm) Y
6 107,1 6 1 9,2 9 3 26,6 4
3 90,7 3 1 13,4 2 1 2,6 1
1 22,2 3 4 71,1 1 2 21,7 3
2 2,3 5 1 7,6 4 3 43,0 2
4 30,2 2 2 2,3 1 2 20,8 1
6 156,2 1 2 43 16 4 80,6 2
5 82,4 5 6 40,0 4 2 20,5 5
3 98,3 11 1 17,6 2 1 1,7 1
7 169,3 3 1 6,1 1 2 27,8 1
3 82,3 2 4 109,4 20 4 58,9 6
2 24,4 3 3 107,0 1 1 11,6 1
3 1154 2 2 9,8 6 3 4,7 1
2 8,2 1 2 12,0 1 2 25,3 1
2 39,9 3 4 3,1 2 2 11,6 3
2 40,8 4 2 84,2 3 1 10,0 2
1 23,2 1 2 4,7 5 3 10,0 1
1 0,2 1 2 17,1 3 6 36,3 1
1 1,0 1 2 15,2 3 2 35,5 2
1 8,4 1 4 126,3 11 7 101,2 1
1 12,2 2 2 0,2 7 7 64,7 5
1 0,1 9 3 13,8 8 2 9,0 12
3 13,5 1 2 53,7 1 1 3,8 6
2 53,7 1 4 76,1 3 9 209,4 5
4 89,7 1 2 31,7 1 1 3,6 2
5 124,3 2 2 11,8 1 1 1,4 3
2 3,2 1 1 26,5 5 1 0,8 3
4 68,7 1 1 1,6 3 2 46,2 1
1 23,0 1 2 19,6 7 3 20,7 2
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Continuacao da tabela 8

X Prec(mm) Y X Prec(mm) Y X Prec(mm) Y
3 42,3 4 2 1,5 15 2 33,5 1
2 22,0 1 4 19,7 1 3 8,8 6
1 12,8 3 5 29,2 5 3 73,8 5
1 4,3 4 5 191,1 4 1 45,0 3
4 28,0 1 2 2,0 9 2 9,5 7
1 5,4 2 3 52,0 1 2 6,2 9
4 51,0 4 4 43,1 4 2 46,4 2
1 1,4 3 2 4.8 4 1 31,8 9
2 14,5 1 2 41,8 6 7 136,2 2
5 46,4 2 1 2,9 5 3 40,1 1
3 1,1 2 1 5,4 3

3 12,1 1 2 0,8 4
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