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RESUMO

Seguindo exposi¢do desenvolvida no livro "Design of comparative experiments" de Bailey
(2008) a teoria dos delineamentos experimentais é apresentada, neste trabalho, com forte apelo
geométrico. Conduziu-se, este trabalho, com o objetivo especifico de abordar os topicos apre-
sentados por Bailey (2008) além de explorar a0 maximo aspectos geométricos. Ja, com o obje-
tivo geral, pretende-se disponibilizar um texto amplo com valor diddtico. No presente trabalho,
utiliza-se de metotodogia de pesquisa bibliografica alicercada no livro de Bailey (2008). Com
os resultados deste trabalho, busca-se alcancar os objetivos especifico e geral citados. Para al-
cancar o objetivo especifico, aspectos geométricos sdo fortemente levantados e também figuras
geométricas sdo ilustradas em todo o texto. Para alcangar o objetivo geral, as demonstragdo ndo
apresentadas no livro de Bailey (2008) sdo realizadas em detalhes. Em decorréncia da pouca
difusdo da abordagem geométrica dos delineamentos experimentais, este texto pretende ser,
apesar da dificuldade de tal pretensao, uma referéncia didatica em portugués a ser utilizada por
estatisticos que planejam e analisam experimentos.

Palavras-chave: Anilise de variancia. Teste de hipétese. Delineamentos ortogonais.



ABSTRACT

Following an exposition developed in the book "Design of comparative experiments"by Bai-
ley (2008), the theory of experimental designs is presented in thee present study with a strong
geometric appeal. Thus, tis study aimed to exploring to the maximum the geometric aspects
approached by Bailey (2008). Generally, it is aimed to provide a broad text with didactic value.
The present study uses a bibliographic research methodology based on Bailey’s book (2008).
The results of this study refer to achieving the specific and general objectives mentioned above.
To achieve the specific objective, geometric aspects are strongly raised and also geometric fig-
ures are illustrated throughout the text. To achieve the general objective, the demonstrations
not presented in Bailey’s book (2008) are carried out in detail. Due to the little diffusion of
the geometric approach of experimental designs, this text intends to be, despite the difficulty
of such intention, a didactic reference in Portuguese to be used by statisticians who plan and
analyze experiments.

Keywords: Analysis of variance. Hypothesis test. Orthogonal designs.
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1 INTRODUCAO

No presente trabalho, apresenta-se uma abordagem geométrica da teoria dos delinea-
mentos experimentais. Tal abordagem € descrita no livro “Design of comparative experiments”
de autoria Bailey (2008).

Conduziu-se, este trabalho, com o objetivo especifico de abordar os tépicos citados por
Bailey (2008), além de explorar o mdximo dos aspectos geométricos. J4, este trabalho, tem
como objetivo geral disponibilizar um texto amplo com valor didatico. Para tanto, utilizaram-se
de figuras geométricas para visualizacdo de conceitos essenciais no desenvolver do trabalho.
Utilizaram-se também conceitos geométricos tais como: espagos vetoriais, projecdes ortogo-
nais, funcdes definidas por fatores e diagramas de Hasse.

Em Bailey (2008), as demostra¢gdes de alguns teoremas ndo siao apresentadas. Com o
proposito de disponibilizar um texto amplo, no presente trabalho, expdem-se as demonstracoes
dos teoremas do livro que foram utilizados e que nao possuem suas respectivas demonstracoes.
Ja, as demonstragdes dos teoremas que se encontram em Bailey (2008) ndo foram apresentadas
neste trabalho.

Pretende-se trazer uma abordagem geométrica e explicitar a dlgebra associada a andlise
de variancia para diferentes delineamentos, enfatizando, sempre que possivel, seu aspecto in-
tuitivo. O uso da geometria pode deixar explicitos conceitos estatisticos, bem como permitir a
compreensao da estatistica em sua totalidade.

A abordagem geométrica, apesar de ser cldssica e utilizada pelos pioneiros da drea ndo é
muito difundida no ensino académico. Em geral, uma abordagem bastante algébrica € utilizada
no ensino de andlise de experimentos. O método geométrico possui a vantagem de permitir
melhor compreensdo a quem tem familiaridade com tais conceitos e justifica um texto que torne
essa abordagem clara e didaticamente acessivel aos estudantes.

Nesse sentido, os principais delineamentos experimentais sao abordados neste texto com
enfoque geométrico. Esses delineamentos sao: delineamento inteiramente casualizado, deline-
amento em blocos casualizados e delineamento em linhas e colunas. Com dados provenientes
de um experimento conduzido em algum desses delineamentos € possivel utilizar a técnica es-

tatistica conhecida como analise de variancia.

A andlise de variancia ¢ uma das técnicas estatisticas mais amplamente uti-
lizadas. Uma ideia bésica da andlise de variancia, a do particionamento da vari-
abilidade, é fundamental para a estatistica experimental. A andlise de variancia
desmente seu proprio nome, no sentido que nao estd preocupada em analisar
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variancias, mas sim, a variabilidade nas médias (CASELLA; BERGER, 2010,
p. 465).

Esse particionamento da variabilidade € apresentado, neste texto, como a decomposi¢ao
do espago de dados em soma direta de subespacgos e, consequentemente, do vetor de respostas
em vetores correspondentes a esses subespagos.

Primeiramente, conceitos usuais sobre delineamentos experimentais sdo apresentados,
bem como alguns teoremas que envolvem conceitos geométricos que sdo essenciais no desen-
volver do trabalho. Em seguida, sdo expostas caracteristicas de vetores aleatdrios e também
defini¢Oes para se utilizar a técnica de andlise de variancia, enfatizando sempre conceitos geo-
métricos.

Posteriormente, os delineamentos experimentais sdo apresentados com enfoque geomé-
trico. Para tanto, o espaco vetorial de resposta é decomposto em subespacos e sdo obtidas as
projecoes do vetor de respostas nesses subespagos. A partir da norma ao quadrado desses ve-
tores de projecdo, € possivel obter as somas de quadrados da andlise de varidncia. Cada caso
particular de delineamento resulta em decomposicdes diferentes do espago vetorial de respostas.
Nessa abordagem sdo apresentados os diferentes tipos de delineamentos experimentais.

No delineamento inteiramente casualizado, os tratamentos sdao alocados aleatoriamente
as parcelas experimentais. Esse tipo de delineamento exige drea experimental homogénea.
Geralmente, experimentos planejados no delineamento inteiramente casualizado possuem grande
nimero de unidades amostrais.

No delineamento em blocos casualizados, os tratamentos sdo alocados aleatoriamente
as parcelas em cada bloco. Nesse tipo de delineamento, a drea expeimental ndo € totalmente
homogénea. Desse modo, € necessdrio agrupar as parcelas em blocos que sejam mais homoge-
neos. Cada bloco representa um conjunto de parcelas homogéneas do experimento. Esse agru-
pamento dos blocos é denominado controle local. Se cada bloco recebe todos os tratamentos, o
experimento € denominado em blocos completos.

Ja, no delineamento em linhas e colunas, os tratamentos sdo alocados aleatoriamente
as linhas e as colunas. Nesse tipo de delineamento, a drea experimetal possui duas fontes de
variacdo ndo homogéneas que sdo ortogonias. Desse modo, o experimento necessita de controle

local duplo.
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Em seguida, € apresentado o experimento fatorial, nele os tratamentos sdo todas as com-
binacdes dos niveis de fatores em estudo. O experimento fatorial nao € um delineamento par-
ticular e pode ser planejado nos trés delineamentos mencionados anteriormente.

Apo6s apresentar os tipos usuais de delineamentos uma comparagdo € exposta entre a
abordagem apresentada, neste texto. e a abordagem geralmente utilizada nos livros didaticos.

Posteriormente, a anélise de variancia € expressa na presenca de efeitos aleatdrios. Nesse
momento, a decomposi¢do do espaco de dados € mostrada em relacdo a autoespacos e conse-
quentemente a autovetores associados a autovalores distintos.

Em seguida, é apresentado o capitulo referente aos diagramas de Hasse. Nesse é for-
malizado o conceito de fatores, que sdo funcdes que definem particdes. Essas particdes sdao
definidas no conjunto de tratamentos ou no conjunto de parcelas. Determinados os fatores de
um delineamento experimental, os diagramas de Hasse podem ser definidos e toda a andlise de
variancia € obtida.

Por fim, sdo apresentados os capitulos referentes a metodologia, resultados e conclusao.
No capitulo medodolégico, relata-se como o trabalho foi realizado e os passos seguidos, durante
a escrita. No capitulo dos resultados, apresentam-se, como 0s objetivos da pesquisa foram

alcancados. E o capitulo de conclusdo traz uma sintese de tudo que foi realizado.



2 UMA ABORDAGEM GEOMETRICA AOS DELINEAMENTOS EXPERIMENTAIS

2.1 Notacao

No presente trabalho, vetores de varidveis aleatérias bem como vetores de realiza¢des
dessas varidveis aleatdrias sdo ambos indicados por Y.

Vetores escalares sdo denotados por letras mindsculas em negrito v e w. O transposto
desses vetores por vT e wT.

Matrizes sdo indicadas por letras maitisculas em negrito X e I. A tranposta dessas
matrizes é indicada por XT e I e ainversapor X ' e I,

Conjuntos sao denotados por letras maitisculas V e W. O complemento ortogonal desses
conjuntos por V- e W,

Espacos vetoriais |

e o complemento ortogonal desses espacos vetorais sao indicados da
mesma maneira que conjuntos.

Fungdes e fatores sdo denotados por letras maidsculas 7 e F.

Por fim, a dimenséo de um espago vetorial V ¢ indicada por dim(V').

Antes de iniciar, € necessario enfatizar que a maioria das defini¢des e teoremas pre-

sentes, neste trabalho, encontram-se no livro de Bailey (2008). O livro citado é a principal

referéncia tedrica deste trabalho.

2.2 Delineamentos experimentais

No que se refere a delineamentos experimentais, alguns conceitos sao de extrema relevan-
cia, os quais sdo apresentados nesta se¢do, conforme constam em Bailey (2008).

Uma unidade experimental € a menor unidade na qual se aloca um tratamento. Uma
unidade observacional € a menor unidade na qual a resposta pode ser medida. Uma parcela é
quando a unidade experimental € igual a unidade observacional ou quando a unidade experi-
mental possui varias unidades observacionais. Um tratamento € tudo que pode ser alocado em
uma parcela com a finalidade de ser avaliado ou estudado.

Neste trabalho, parcelas sdo indicadas por letras gregas mindsculas a, 3,7, ®. Trata-
mentos sdo indicados por letras latinas minusculas i, j,k. O conjunto de todas as parcelas de
um experimento € denotado por . O ndmero de parcelas por N. O conjunto de todos os trata-

mentos ¢ denotado por ¥. O nimero total de tratamentos por . O nimero de vezes que cada

' Veja Defini¢dio .0.1 do Apéndice deste trabalho.
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tratamento i € aplicado as parcelas € indicado por r;. Assim, se o tratamento i foi reaplicado r;

vezes, temos que:

ou seja, o somatério do nimero de repeticdes dos tratamentos resulta no niimero de parcelas 2.

A estrutura de parcela, é definida como formas significativas de dividir o conjunto Q.
A estrutura de parcela dita como serd o delineamento experimental, que pode ser: inteiramente
casualizado (ndo existe estrutura nas parcelas, ou seja, as parcelas ndo sdo agrupadas em blo-
cos); em blocos casualizados (as parcelas sdo divididas em blocos homogénos); dentre outros.
A estrutura de tratamento significa formas significativas de dividir o conjunto X.

O delineamento experimental, ou design, ¢ a maneira de alocar os tratamentos as parce-
las. Matematicamente, o design é uma funcao de Q2 em ‘¥, isso porque cada parcela pode receber
apenas um tratamento. Essa fun¢do é denotada 7 : Q — <. Desse modo, T (®) é o tratamento
alocado na parcela @ e Y (®) € a resposta.

Exemplificando na Figura 2.1, o delineamento experimental como fun¢do 7" de Q =

{a,B,7,0} em T ={i, j}. Note que, N =4, =2, e consequentemente, , =2 e r; = 2.

Figura2.1 —Funcdo T : Q — %.

QO 7 I

—_—

’r
~

|~

Fonte: Da autora (2019).

Como ja mencionado anteriormente, o conjunto das parcelas € denotado por . Esse
conjunto estd associado a um espacgo vetorial N-dimensional, que consiste de uma sequéncia

finita de nimeros reais, com cada local na sequéncia associado a uma parcela. Como |Q| =N,

Q — RN

precisamente, esse espaco vetorial é R e assim como em Bailey (2008) serd denotado

2 |Q| é a cardinalidade do conjunto, ou seja, a quantidade de elementos de Q.
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por V. Os subespacos > de V sdo de suma importincia para obter a andlise de varidncia, como
serd visto mais adiante neste trabalho.
A base de qualquer espaco vetorial V € caracterizada por um conjunto de vetores que

4

geram esse espago. Todo vetor v em V € uma combinacdo linear * tnica dos vetores da base.

Para exemplificar, o conjunto de vetores {(1,0),(0,1)} formam uma base para o espago
vetorial R?, uma vez que, esse conjunto possui dois vetores, dim(]Rz) =2.

A seguir, algumas defini¢cdes e teoremas necessdrios no desenvolver deste trabalho.
Definicao 2.2.1. O produto escalar ou produto interno entre dois vetores v e w em 'V é definido

por:

V-w= Z VoWen = VIW] +vaws + ...+ vywy = viw.
weQ

Definicao 2.2.2. A norma ao quadrado de um vetor v é definida por:

VP=vv=Y vovo= Y vi=1i+vi+...+vy=vTV.
0weQ 0eQ

Definicao 2.2.3. Um vetor v € unitdrio se ||v|| = /v-v=1.

Teorema 2.2.1. O produto interno entre dois vetores v e w satisfaz:
v-w=|[v[[w]cos(6),

em que 0 é o dngulo formado entre os vetores v e w.

Demonstragdo. Da lei dos cossenos sabemos que: ||[v —w/||? = ||v||* +||w||*> —2||v||[|w]| cos(8),

conforme ilustracdo na Figura 2.2.

3 Veja Defini¢do .0.2 do Apéndice deste trabalho.
* Veja Definicio .0.3 do Apéndice deste trabalho.
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Desenvolvendo o primeiro membro da equacio temos:

2

[v—w|"=-w)-(v-w)

= (v —w1)?+ (v —w2)? ...+ (v —wy)?
:v%—Zvlwl—|—w%+v%—2v2w2+w%—|—...—|—v12\,—2vaN—|—w]2V
:v%+v%—|—...—|—v12v—|—w%+w%—l—...—|—w12v—2v1w1—2v2w2—...—2vaN
= (42 2 22 2\
= (Vi+va+... vy +witwi+.. +wy) —2(viwi +vawa + ...+ vywy)
= (V4. )+ W Wi+ Fwh) —2(v-w)

=v-v+w-w—2(v-w).
Desenvolvendo o segundo membro da equacdo temos:
IVI[> + [[wl* —2[[v]| [ wl|cos(8) = v-v+w-w —2||v|][|w]|cos(8).
Igualando ambos os membros da equacao obtemos:

vv+w-w—2Wv-w)=v-v+w-w—2|v||w|cos(0)
—2(v-w) = =2|v[|w[|cos(6)

v-w = [|v[|[|w] cos(8).

Figura 2.2 — Angulo entre os vetores v e w.

w
Fonte: Da autora (2019).

Definicao 2.2.4. Dois vetores v e w sdo ortogonais se v-w = 0. Escrevemos v 1 w.
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Note que se v-w = 0 para dois vetores v # 0 e w # 0, temos que ||[v|| # 0 e ||w|| # 0.

Como o produto interno satisfaz ||v||||w|| cos(8), nesse caso temos que cos(6) = 0, logo 8 =90°

€ o angulo formado entre v e w.

Teorema 2.2.2. A projecdo ortogonal de um vetor v na direcdo de um vetor w é dada por:

V-w
w-w

Demonstra¢do. Da trigonometria no tridngulo retingulo sabemos que cos(6) =

2.3. Sendo assim:
[Pwv]| = [[v][cos(O).

Como o produto interno satisfaz v-w = ||v||||w|| cos(6) temos que:

V-w
[[v[I{wl
B V-w

lwl®

1Byl = [|v]]

5

Multiplicando ||P,v|| pelo vetor unitario m, obtemos:

vV-w w

1Py =
WYl wll Twl

_vw
lwl|>

(o)™

= Pyv.

]

Note que, por subtracdo de vetores, € possivel obter v — P, v. Note também que P,v é

um multiplo escalar do vetor w, assim como mostra a Figura 2.3.

Definicao 2.2.5. Se W ¢é um subespaco de V, o complemento ortogonal de W é o conjunto

Wlt={vev:iviwVwew}

> Veja Definicdo .0.4 do Apéndice deste trabalho.
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Figura 2.3 — Projecdo de v em w.

‘v — Py

P,v w

Fonte: Da autora (2019).

Teorema 2.2.3. Seja W um subespaco d-dimensional de V. Se {uy,...,u;} é uma base ortogo-

nal ® de W, entdo a projecdo ortogonal do vetor v no subespagco W é dada por:

v-u v-u
Pwv:( 1)u1+...+< d>ud.
u-u Uy -u,

V-U;
Ui-u;

Demonstragdo. Reescrevendo Py v como Z?:l ( ) u;. Usando o fato de que v € um vetor de

V e pode ser escrito como soma de um vetor em W e outro em W+, ou seja, v = Pyv+ h. Basta
mostrar que Pyv- (v — Pyv) = 0, pois se isso acontece esses vetores sdo perpendiculares e Py v

€ o projetor. Vejamos:
Pyv-(v—Pyv) =Pyv-v—Pyv-Pyv
=Pyv-v—|Pyv|?

= i(v.'ui>uf (Byv+h) — || Byv]>

d V-u;
| (Z () uf+h) ~ Avvl?
i=1 \HMi"Hi
Lovew  (vou d /y.u ,
- i—l( i‘"i>ui ‘(i—21<ui-ui>ui>+<i;<u,~.u,~)ui>'h_HPWVH

=Pyv-Byv+0— || Byv]?
=[P — |[Pwv|?
=0

Portanto, Ay v € o projetor. U

6 Veja Defini¢do .0.5 do Apéndice deste trabalho.
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Novamente, por subtracdo de vetores, é possivel obter v — Py v, assim como mostra a

Figura 2.4.

Figura 2.4 — Projecdo de vem W.

Fonte: Da autora (2019).

As defini¢Oes e teoremas apresentados podem ser estendidos a vetores aleatdrios. Com
isso, é possivel utilizar a técnica estatistica de andlise de variancia, utilizando conceitos geomé-

tricos.

2.3 Vetores aleatorios

Para um experimento, tem-se um vetor de varidveis aleatdrias. Cada realizagdo dessas
varidveis aleatdrias resulta em um vetor de respostas. Esse vetor de respostas € um vetor do
espaco vetorial V, veja Figura 2.5. No presente trabalho, vetor de varidveis aleatdrias e vetor de
respostas sdo ambos indicados por YT = (¥1,Y>,...,Yy).

Varidveis aleatdrias possuem funcdo densidade de probabilidade. Para o caso multivari-
ado Y, é funcdo de N varidveis. Uma fun¢do densidade de probabilidade essencial em estatistica
¢ a normal, uma vez que, a maioria dos dados provenientes de populacdes segue distribuicao
normal. Para o caso em que Y possui densidade de probabilidade normal multivariada a fung¢do

¢ dada por:
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Figura 2.5 — Espago vetorial V.

Fonte: Da autora (2019).

em que T é o vetor de médias (N x 1), £ é uma matriz simétrica de varidncias e covariancias
(NxN)deY e|Z|éodeterminante da matriz X.

Um caso particular € considerado, quando as realiza¢Oes das varidveis aleatorias de Y
sdo independentes. Nesse caso, a matriz de varidncias e covaridncias X é dada por 61, em que

62

¢ a variancia e I é a matriz identidade de ordem N, o que significa que a correlacdo entre
duas varidveis aleatérias distintas € nula.

Assuma que ¥ ~ N (1.', ol ), nesse caso as realizacdes de Y tendem a ser centradas em
um vetor de médias T e podem ser representadas por uma nuvem de pontos de formato esférico,

como mostra a Figura 2.6.

Figura 2.6 — Nuvem de pontos.

Vo

Fonte: Da autora (2019).
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Lembre-se da projecdo ortogonal de vetores, essas projecdes sao estendidas a vetores
aleatdrios. Sendo Y um vetor aleatério de um espago vetorial V, a projecao ortogonal de ¥ em

qualquer subespago W de V também € um vetor aleatério que depende de Y (Figura 2.7).

Figura 2.7 — Projecdo de Y em W.

Fonte: Da autora (2019).

Teorema 2.3.1. Suponha que E(Y) = T e que cov(Y) = 162. Seja W um subespago d-dimensional
de 'V, Entdo

i) E(RyY) =Py (E(Y)) = Ry
i) E (|[PvY %) = | Py el* +do>,
Demonstragdo.

i) Seja {u,u,...,u;} uma base ortogonal de W. Expressando PyY com relacéo a essa

base e, em seguida, calculando a esperancga desse projetor obtemos:

Y u Y u Y- uy
PyY = u+ u ...+ ug,
ui-u; uy - -up Ug-uy




24

Y u Y-u Y'ud
u+ u—+...+ Uy

up-uy uy-up Ug-ug

Y. Y. Y.

() ) 2 (i) )+ (i) )

up-u; u-up Ug-ug

E
S (Ey (B (E ),

I
Ela
LIRS
N———
=
+
7 N
[\S)
Nl\)
N—
S
[\o)
+
+
VR
Ela
NIES
N——
=
QU

Portanto, E(PyY) = Py T.

ii) Seja {u;,us,...,u;} uma base ortonormal Tdew. Expressando PyY com relacdo a essa

base e calculando a norma ao quadrado obtemos:

IPWY||* = PyY - Py Y
Y. Y. Y.
u-up Ug-uy
Y Y. Y-
( s (2 (L))
up-u; u - -u Ug-ug

Y ul)u1+(Y uz)u2+ —I—(Y ud)ud)

=((
((Y-ul)ul—|—(Y-u2)u2+...+(Y-ud)ud)
=Y -u)’+ Y w)>+...+ (Y -uy)’

Calculando agora a esperancga desse projetor temos:

Y ou)+ (Y ) +...+ (Y uy)?)
(Y -uy) ) ((Y uy) )—|—...—|—E((Y«ud)2)

E(|PwY|?) =

E((
E((
iE Yu,

i=1

Como var(Y) = E(Y?) — (E(Y))? temos que:

var(Y -u;)) =E((Y -u;)*) — (E(Y -uy))* =

E((Y . u,~)2) ZVCH‘(Y . u,~) + (E(Y . u,-))z.

7 Veja Defini¢do .0.6 do Apéndice deste trabalho.
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Logo,

(var(Y ‘u;)+ (E(Y - ui))z)

|
M=~

E(|PwY )

~.
—

(E(ui-Y))(E(u;-Y))

M=~

var(u;-Y) +

I
.M&

i i=1

a |l

1
Z ||u,||262—|- (u;-7)(u; - 7)
i=1

i=1

:Z -~u,~62+2(u,-~1,' 2

i=1 i=1

QU

d d
= Z 162+Z(u,--1:)2

+ (- T)+ (w2 T)* +... + (ug-7)?

do
do’ + || Py .

Portanto, E (||PyY ||?) = ||Pw|* + do?.

A passagem var(u;-Y) = ||u;||>c? seré vista mais adiante, no Teorema 3.1.3, quando se

inserir o conceito de estimadores.

O

Como se pretende obter um texto didatico, outra demonstragdo para esse teorema ¢
apresentada a seguir.

Considere uma base de V dada por {uy,...,us,Wg441,...,wn} ortonormal. Note que
essa base é uma extensdo da base de W. Como sabemos, YT = (Y},...,Yy) e para qualquer
vetor dessa base, Y - u; = Y;. Sendo assim, temos que E((Y -u;)?) = E(Y}?). Calculando a norma

ao quadrado do projetor e, em seguida, a esperanga obtemos:

I1PwY > = (Y -u)>+ (Y -w)*+...+ (Y -uy)?

= Y2V ... 477,
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E(IAv¥IP) = E (P24 V.4 1))
=E(Y})+E(Y3)+...+E(¥])
d
=Y E().

i=1

Como var(Y;) = E(Y?) — (E(Y;))?, temos que:

1

E(|PvY|?)

I
1=~
—~

=<
Q
—
<
+
=
=
o
~

N
I
—_

I
1=
)
\S}
+
K|
N

N
Il
—_

d

do’+Y 7
i=1

=do* + ||Pyt|*.

Uma vez que

1PwT|® =(T-u1)*+ (T-u)> + ...+ (T-uy)?
=4+ 417

d
=Y .

i=1
2.4 Analise de variancia

A andlise de variancia € uma técnica utilizada para analisar variabilidade nos dados.
Caso o pesquisador deseje montar um experimento e analisar os dados, por meio dessa técnica
se faz necessdrio garantir alguns principios bdsicos, 0s quais sdo: repeticdo, aleatorizacio e
controle local.

A repeticdo dos tratamentos no experimento € necessaria, porque sem ela ndo existe
estimador da variincia. A aleatoriza¢do garante que nenhum dos tratamentos estd sendo bene-
ficiado no planejamento do experimento. O controle local é necessdrio apenas quando a drea
experimental ndo € totalmente homogénea, de modo que este consiste no arranjo de unidades
experimentais em blocos que sdo similares entre si. O uso do controle local caracteriza diferen-

tes tipos de delineamentos experimentais.
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Cada delineamento experimental resulta em decomposi¢des distintas de V em soma di-
reta 8 de subespacos. A partir da decomposicdo de V é possivel obter o esquema da andlise
de variancia onde cada subespaco constitui uma fonte de variagdo. As fontes de variacdo sdo
essenciais para testar hipéteses de interesse no experimento.

A decomposi¢do de V leva a decomposi¢ao do vetor de respostas Y, por meio dos vetores
de projecdo de Y nos subespagos de V. Como os vetores de projecao sao vetores aleatorios, €
possivel realizar inferéncia. Por meio dos vetores de projecdo, € possivel definir alguns con-

ceitos fundamentais na analise de variancia.

Definicao 2.4.1. Seja W um subespaco de V. A soma de quadrados de Y para W é dada por
|PwY ||?. O niimero de graus de liberdade para W é dado por dim(W). O quadrado médio para
W é dado por:

||PwY |

OM(W) = dim(W)’

Definicao 2.4.2. A esperanca do quadrado médio para W é dada por:

2
EQM(W) = ESLZW—(;!).

Definidos esses termos, é possivel se obter a andlise de variancia para os diferentes tipos

de delineamentos, que sdo apresentados, a seguir, no Capitulo 3.

8 Veja Defini¢do .0.7 do Apéndice deste trabalho.



3 O METODO GEOMETRICO PARA ANALISE DE VARIANCIA EM DELINEA-
MENTOS EXPERIMENTAIS

Neste capitulo, sdo apresentados os tipos de delineamentos experimentais, que resultam
em diferentes tabelas de andlise de variancia. Neste capitulo, a andlise de variancia é apresen-

tada com enfoque em conceitos geométricos.

3.1 Delineamento inteiramente casualizado

No delineamento inteiramente casualizado, as parcelas do experimento sdo totalmente
homogéneas, ou seja, possuem condi¢des iguais. Nesse caso, os tratamentos podem ser aloca-
dos aleatoriamente as parcelas, por sorteio. O que significa que ndo existe estrutura de blocos
nas parcelas.

Para esse caso particular de delineamento, o espago vetorial V pode ser decomposto
em soma de trés subespacos. A andlise de varincia pode ser obtida, por meio das projecoes

ortogonais de Y nesses subespacos de V. Para tanto, € necessario definir esses subespagos.

O subespaco Vr

O subespago V7, também chamado de subespaco de tratamento, consiste nos vetores em
V que sdo constantes em cada tratamento. Para se obter a projecdo ortogonal de Y em V7 é
necessdrio obter uma base que gere esse subespaco. Tal base € obtida da seguinte maneira:

Para cada tratamento i, u; € o vetor com coordenadas iguais a:

I, se T(w)=i,

0, caso contrario.

Exemplo

Suponha um experimento ficticio em que existem trés tratamentos A, B, e Ccom rgy =35,
rg =rc =4 e N = 13. Na Tabela 3.1 mostra-se o conjunto Q de todas as parcelas, o conjunto T
de tratamentos, o vetor de respostas Y, os vetores uu, up € uc da base ortogonal para Vr, o vetor
de médias T e o vetor de médias ajustadas 7. Note que, nesse exemplo, T ¢ 7 sdo combinagdes

lineares dos vetores da base.

Teorema 3.1.1. Para cada i, u; - u; = r;.



29

Tabela 3.1 — Vetores no experimento inteiramente casualizado.

Q T Y uy wup uc Tt 7

1 B Y; 0 1 0 TB "2:'3
2 A Y 1 0 0 TA fA
3 C Y3 0 0 1 Tc %c
4 C Yy 0 0 1 Tc fc
5 B Y- 5 0 1 0 TB %B
6 A Y6 1 0 0 TA f'A
7 B Y 0 1 0 TB ’fB
8 A Ys 1 0 0 TA %A
9 C X 9 0 0 1 Tc ’fc
10 C Yio 0 0 1 Tc f'c
11 A Y1 1 0 0 TA fA
12 B Y O 1 0 1 13
13 A Yiz 1 0 0 TA fA

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

Demonstracdo. O produto interno u; - u; é definido por:

U -u; = Z (Mi)co(ui)w

e

= ) 1x1

weQ,
T(w)=i

=ri.

Como na parcela @ onde se encontra o tratamento i atribuimos o valor 1, e nas demais 0, essa

soma de quadrados resulta no nimero de repeti¢des do tratamento i, ou seja, r;. [

Como ja sabemos, a dimensao de um espaco vetorial € definida pelo niimero de vetores
da base. Note que o conjunto de vetores {uj,...,u,} forma uma base Vr, pois qualquer vetor
v em V7 é uma combinagdo linear tinica desses vetores. Logo, se existem ¢ tratamentos tem-se
consequentemente, ¢ vetores na base, e portanto dim(Vr) =1.

Utilizando-se o Teorema 2.2.3, é possivel obter-se a projecdo de ¥ em Vr. Para tanto,

seja {uy,...,u; } uma base para Vr, entdo a projegao ortogonal é dada por:
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Note que Y - u; é a soma dos valores das coordenadas Y; de Y para o tratamento i, em que i
significa a posi¢do relativa a uma parcela @ onde se alocou o tratamento i e r; 0 nimero de

vezes que esse tratamento foi reaplicado. Serd utilizada a notacdo:
i
Y. u — ZY, = SOMAT:i.
i=1

Dessa forma, a projecdo de ¥ em V7 é:

t
Z (SOMAT ,) "

i

P Y

t

(MEDIA7—;) u

I
—

i

— vetor de médias dos tratamentos.

O subespaco V)

Seja ug o vetor defifnido por ug = (1,1,...,1). O subespago Vj, também chamado de
————

N
subespaco de média geral, consiste nos miltiplos escalares de uy. A base de Vp é {up} e,

portanto, dim(Vy) = 1.

A projecdo de Y em Vj € obtida pelo Teorema 2.2.3 como segue:

Y-u
PVOYZ( 0)140.
Uy - uy

Note que Y - ug é a soma de todos os valores Y; de Y; serd utilizada a notagao:

N
Y -up =) Y;=SOMAy.
i=1

Dessa forma, a projecdo de Y em Vj é:

= vetor de média geral.
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O subespaco Wr
O subespaco Wr, também chamado de subespaco de efeito de tratatamento, é dado pelo

conjunto de vetores em Vr que s@o perpendiculares a Vj, e pode ser definido como segue:
Wr =Vr ﬂVOL ={v e Vy:véortogonal a Vp}.

Perceba que apds definir Vjy e Wr, o subespago V7 foi decomposto em soma direta desses

subespagos, ou seja:
Vi =Vo® Wr.
Desse modo, dim(Vy) = dim(Vy) + dim(Wr), de onde vem que:

dim(WT) :dim(VT) — dim(V())

=t —1.

A decomposi¢do de Vr leva também a decomposi¢ao de vetores, de modo que, qualquer
vetor em V7 pode ser decomposto como soma de vetores em V, e Wr. Sendo assim, Py, Y =

Py, Y + Py, Y. Logo, a projecdo de ¥ em Wr pode ser obtida por diferenga:

PVVTY = PVTY _PVOY

:Z MEDIA7—;) u; — Yug

= vetor de médias dos tratamentos — vetor de média geral

= vetor de efeitos dos tratamentos .

O espaco vetorial V, os subespacos Vr, Vy e Wr e as projecdes de Y nesses subespacos

estdo representados na Figura 3.1.

O subespago Vi
O subespaco VTL, também chamado de subespaco de residuo, consiste no complemento

ortogonal de V7. Esse conjunto € constituido por todos os vetores em V que sao perpendiculares
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Figura 3.1 — Projecdes de Y em Vjy e Wr.

Vﬂ

Fonte: Da autora (2019).

a Vr, e € definido como:
Vi ={v €V :véortogonal a w para todow € Vr}.
Agora o espaco vetorial V foi decomposto como soma direta dos subespagos:
V=VroVi.
Desse modo, a dimensdo de V corresponde a soma das dimensoes de:
dim(V) = dim(Vr) +dim(V;').
Assim, a dimensao de VTL pode ser obtida por diferenca:

dim(Vi) = dim(V) — dim(Vr)

=N-—t1.
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A projecdo ortogonal de Y em VTL também pode ser obtida pela diferenga de Y e P, Y

como segue:

PY =Y —PVTY

=Y - MEDIAT
i=1

= vetor de dados — vetor de médias dos tratamentos

= vetor de residuos.

O espaco vetorial V e a projecao de Y em VTL estdo representadas na Figura 3.2.

Figura 3.2 — Projegio de ¥ em V;-.

Fonte: Da autora (2019).

Como Vr = Vy & Wr temos que:
V=VWWeWrd VTJ‘.

Essa decomposi¢do de V € tunica, o que significa que todo vetor em V se escreve de
modo tnico como soma de vetores nos subespagos Vy, Wr e VTL. Desse modo, o vetor Y pode

ser decomposto em soma de trés vetores (Figura 3.3). Note que dim(V) = N corresponde a
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soma das dimensdes desses subespacos.

dim(V) = dim(Vo) + dim(Wr) + dim(Vi")
= 14 (dim(Vr) — dim(Vy)) + (dim(V) — dim (V7))
=l1+(-1)+((N-1)

=N.

Figura 3.3 — Decomposicdo de Y.

Vﬂ

Fonte: Da autora (2019).

Agora € possivel usar a Definicdo 2.4.1 para obter-se as somas de quadrados, os graus
de liberdade e os quadrados médios para os subepagos definidos anteriormente. Para isso, basta
obter a norma ao quadrado dos vetores de projecdo e dividir pela dimensdo dos respectivos

subespacos.
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A soma de quadrados para Vj), também chamada de soma de quadrados para média geral

¢ dada por:

”PVOYH2 :PVOY'PVOY

SOMAy SOMAy
N N

O quadrado médio para V;y € dado por:

_PYIP R Y

— dim(Vp) 1

oM (V)

A soma de quadrados para Wr, também chamada de soma de quadrados dos efeitos dos
tratamentos, pode ser obtida por diferenca, veja Figura 3.4. Usando o teorema de Pitdgoras

temos que Py, Y € soma de vetores ortogonais P,Y e Py, Y, sendo assim:

1P Y[ = ([ [1* + || Aw Y |12
1w, Y[ = [Py, Y |~ | A Y |1

Figura 3.4 — Pitdgoras.

T

Fonte: Da autora (2019).
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Em que ||Py,Y||? é a soma de quadrados para V7, também chamada de soma de quadra-

dos das médias dos tratamentos, dada por:

||PVTY“2 = PVTY ) PVTY

(SOMAT l) ! (SOMAT ,)
=Y | — uw-Y, u;
i=1 Ti

i=1

! (SOMAT:,-)
——— | u;-u;

Fi

N
I
_

(SOMA7—;)*
Ti

(SOMA7_;)?

Fi

I
™-

~
[y

I
™-

~
—

O quadradado médio para Wy € dado por:

1P Y11 _ [1Pw Y

OMWE) = Gim(wr) ~ 1—1

A soma de quadrados para VTL, também chamada de soma de quadrados dos residuos,
também pode ser obtida por diferenca, veja Figura 3.5. Novamente por Pitdgoras ¥ € soma dos

vetores ortogonais P, Y e P, L Y, de onde vem que:

Y17 = (1A, YI* + 1By Y ||

1P Y2 =Y *~ Py Y |17,

em que ||Y||> = ¥ peo Y2 é a soma total de quadrados.

Figura 3.5 — Pitdgoras.

Y PVLY

T

Py,

T

Y

Fonte: Da autora (2019).
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O quadrado médio para VTL ¢ dado por:

R IR Y
~dim(Vy)  N—t

OM (V)

Agora, é possivel, obter-se a anélise de variania para o delineamento inteiramente casua-
lizado, como mostra a Tabela 3.2. Note que as fontes de variacdo correspondem aos subespagos

da decomposi¢cdo de V como soma direta.

Tabela 3.2 — Tabela de andlise de variancia para delineamento inteiramente casualizado.

Fontes de Graus de Somas de Quadrado

variagdo liberdade quadrados médio Estatistica F
Média Vo I IPY]*  OM(Vo)  OM(Vo)/OM (Vi)
Tratamentos Wy 1 —1 |Pw,Y|?>  OM(Wr) OM(Wr)/QM(Vi)
Residuo V;+ N—t \|PVTLY\|2 OM (Vi)

Total V N 1Y%

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

Geralmente, os livros didaticos ndo trazem o ajuste V(y na anélise de variancia. Porém,
de acordo com Bailey (2008), os cdlculos sao mais claros, quando as somas de quadrados e
graus de liberdade somam os totais gerais de ¥ e ndo os totais sem o ajuste para V. Assim, na
andlise de variancia sem a linha para a média, o total geral € corrigido para a média, ou seja,
Soma de Quadrados Totais = || ¥ ||> — || P, Y ||.

Como aponta Addo (2011), os delineamentos sdo utilizados para validar estatisticamente
hipdteses sobre efeitos de tratamentos. As hipéteses podem ser testadas pela razdo de variancias
que € a razdo entre dois quadrados médios.

Em andlise de variancia, para realizar um teste é necessario assuimir alguns pressupos-

tos, os quais sao:

e Aditividade (o vetor de respostas é decomposto em soma de vetores relativos a decom-

posicdo do espaco de dados em soma direta de subespacos);
e Normalidade (o vetor de dados segue distribuicao normal de probabilidade);

e Independéncia (o vetor de residuos € ortogonal aos demais vetores, ou seja, nao existe

correlagdo entre esses vetores);

e Homogeneidade de variancias (somas de quadrados possuem varidncias comuns).
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Sob as suposicdes acima, como veremos a seguir, € possivel realizar o teste F' na andlise
de variincia. Desse modo, assuma que ¥ ~ N(7, loxd | ) onde T € Vr, de modo que o modelo
aditivo para soma de vetores € correto e que qualquer variagdo no experimento € decorrente do

erro. Em termos vetoriais temos:
Y=1+¢,

em que E(Y) =1, E(€) =0e cov(Y) = 6°I.
Note que, T = To+ Tr com Ty € Vp e Tr € Wr. Dessa forma, é possivel estimar combi-

nacoes lineares dos efeitos dos tratamentos, isso porque, Tr = T — Tp.

O teste de hipotese

Na Tabela 3.2, tem-se a coluna referente a estatistica F, que é dada pela razao de vari-
ancias. Como ja mencionado, em andlise de variancia, o objetivo é realizar um teste sobre os
efeitos dos tratamentos utilizados no experimento. Para realizar esse teste, € necessdrio con-
hecer a distribui¢c@o da razdo de variancias sob a hip6tese nula. O teorema, a seguir, mostra essa

razao possui distribui¢do F.

Teorema 3.1.2. Suponha que 'Y tem distribui¢do normal multivariada, E(Y) =1t € Vr e cov(Y) =
o21. Sejam Wy e Ws subespacos de V com dimensées d e d» respectivamente. Entdo, temos o

seguinte:
i) Se Py, T =0 entdo |Pw,Y ||>/0? tem distribuicdo x* com d; graus de liberdade.

ii) Se Wy é ortogonal a Wy e Py, T = Pw,T = 0 entdo a relagcio QM (W;)/QM (W) tem dis-

tribuicdo F com d| e d, graus de liberdade.
Demonstragdo.

i) Seja {u,us,...,uy } uma base ortonormal para W;. Expressando Py, Y com relagdo a

essa base temos:

Y- u Y-u Y u
PW1Y:< 1>u1+< 2)u2—|—...—|—( d‘>ud1
up-u; uy - up Ui -Ug,

=Y -u)u+Y -w)ur+...+ Y -ug, ) ug, .
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Calculando a esperanga de Y - u; e usando o fato de que Py, T = 0 temos:
E(Y u)=EY) ui=7-u;=0.

Calculando a variancia de Y - u; e usando o Teorema 3.1.3 que serd visto mais adiante,

temos que:
var(Y -w;) = var(u;-Y) = ||uj||*6? = o>
Logo, Y - u; sdo varidveis normais independentes com média 0 e varidncia 6. Portanto
segue que:
||PW1Y||2 o PWlY'PW1Y

o2 o2

= ! ((Y u)u+ Y -w)ur+...+ Y ug )ug,)-

(Y -u)uy+ Y -w)up+...+ (Y- ud1)ud1)

:—((Y u1 +(Y- uz) +---+(Y'"d1>2)

d
:? ZYu,)

—_

1=

Y -u;

2
Como % tem distribuicdo normal padrdo, segue que Z?; | < > ) tem distribuicio 2

com d; graus de liberdade.

i1) Como W) e W, sdo subespacos ortogonais, Py, Y e Py, Y sdo vetores aleatdrios ortogonais

independentes I de onde vem que:

1P Y[ [P

o2 o2
tem distribui¢do x> com d; e d» graus de liberdade, respectivamente. Logo, segue que:

1P Y|/0 _ [[Pw Y]
1Pw,Y[12/0> || Pw,Y[>

' A independéncia entre esses vetores serd vista no Capitulo 5, Teorema 5.1.1, item iv), item b).
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tem distribuicdo F com d; e d, graus de liberdade. Portanto,

1P Y|°/di _ QM (W)
1Pw,Y |?/d2 - QM(W2)

tem destribuicdo F com d; e d, graus de liberdade.

O

No Teorema 3.1.2 mostra-se que a razdo de varidncias QM (W;)/QM(W,) tem dis-
tribuicdo F com d; e d» graus de liberdade. De acordo com Casella e Berger (2010), a dis-
tribuicao F surge naturalmente como distribui¢do da razdo de variancias. Essa razdo ¢ utilizada
para realizar o teste de hipétese na andlise de variancia. Note que, esse teste € unilateral a

direita, veja Figura 3.6.

Figura 3.6 — Distribuigao F.

o = 0,05
F' tabelado

Fonte: Da autora (2019).

Para inferir conclusdes na andlise de variancia € preciso seguir os seguintes passos:
1) Estabelega a hipdtese nula (Hp) e alternativa (H,) a serem testadas;
2) Fixe o nivel de significancia o (geralmente 0,01 ou 0,05);

3) Determine a regido critica de rejei¢do de Hy, para tanto, obtenha o valor F tabelado (F;)

para d e d; graus de liberdade;
4) Obtenha o valor F calculado (F;) dado pela razdo de variagio;

5) Compare F, com F;, se F, > F; rejeita-se H.
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Agora € possivel utilizar o Teorema 3.1.2, para realizar o teste F para razao de varian-
cias, para o delineamento inteiramente casualizado.
Para testar se a média geral do experimento € zero, pode-se testar a hipdtese nula Hy,

contra a hipétese alternativa H,, as quais sdo:

Hy:7=0
H,:T#0.

Se a hipotese nula € verdadeira, entdo ) ; 7, = 0, logo, T € Wr. Se a hip6tese nula € falsa,
entdo Y; 7; # 0, logo, T ¢ Wr. Sob Hy verdadeira, a nuvem de pontos é centratada em T que
pertence ao subespaco Wr, como mostra a Figura 3.7.

Para realizar o teste, a ideia € comparar o vetor P, Y com o vetor P, %Y (Figura 3.7).
Isso porque o vetor de residuos detecta possiveis variagdes no experimento. Para comparar
esses vetores, use a razio entre QM (Vy) e OM(V;). Se essa razdo for menor que um, ndo se
rejeita Hy e pode-se concluir que a média geral do experimento pode ser zero. Caso contrario, se
essa razao for maior que um, rejeita-se Hy e pode-se concluir que a média geral do experimeto

¢é diferente de zero.

Figura 3.7 — Teste de hipdtese para média geral.

[}
il
Vr

Fonte: Da autora (2019).

Entretanto, essa hip6tese ndo € interessante, pois ela ndo indica se existe diferencga entre
as médias dos tratamentos.
Para testar se existe direfenca entre as médias dos tratamentos, pode-se testar a hipdtese

nula Hy contra a hipétese alternativa H,, as quais sao:
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Hy:t11=m=...=1

H, : T ndo é um vetor constante .

Se a hipotese nula € verdadeira T € um vetor constante, logo, T € V), e portanto T = 7.
Se a hipdtese nula € falsa T ndo é um vetor constante, logo, T = T+ Tr € portanto existe
efeito de tratamento. Sob Hy verdadeira, a nuvem de pontos € centrada em Ty que pertence ao
subespaco Vj, como mostra a Figura 3.8.

Para realizar o teste, a idéia € comparar o vetor Py, Y com o vetor de residuos P, %Y
(Figura 3.8). Isso porque, o vetor de residuos detecta possiveis variacdes do experimento. Para
comparar esses vetores, use a razdo entre QM (Wr) e QM (V). Se essa razdo for menor que um,
nao se rejeita Hy e pode-se concluir que ndo existe diferenca entre as médias dos tratamentos.
Caso contrdrio, se essa razdo for maior que um, rejeita-se Hy e pode-se concluir que existe

diferenca entre as médias dos tratamentos.

Figura 3.8 — Teste de hipdtese para tratamentos.

Fonte: Da autora (2019).

Vale destacar que, o teste descrito indica se existe ou nao diferenca entre as médias dos
tratamentos. Entretanto, ndo indica qual efeito de tratamento € estatisticamente melhor. Para

tanto, é necessdrio fazer um teste de comparagao multipla.

Estimadores
Para varidveis aleatdrias independentes, a correlagc@o entre pares diferentes de varidveis
aleatérias é nula, entdo a matriz de variancias e covariancias é 62I. Nesse caso, temos o resul-

tado que segue.
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Teorema 3.1.3. Assuma que E(Y) =T € V7 e cov(Y) = 6°1. Sejam x e z vetores em V. Entdo
i) A varidncia do estimador x-Y é ||x|*c?;
ii) A covarianciadex-Y ez-Y é (x-z)c>

iii) O melhor (isto ¢é, de variancia minima) estimador linear ndo viesado do escalar x- T ¢

x-Y.
Demonstragdo.
i) Primeiramente vamos reescrever (x-¥)? como forma quadritica para o caso N = 2.
(x-Y)?=(x-Y)(x-Y)

= (X1Y1 —|—)C2Y2)()C1Y1 —|—x2Y2)

= )C%Yl2 +2x1Y1x2Y> -I-X%Yzz

x% X1X Y
- ( Y1 Y2 )
2
XoXp X3 Y
=YTAY.
Para o caso, geral temos que:
2
X1 X1X2 - X1XN
2 h
X2X1 X3 0 X2XN
(x-Y)? = ( Y) Yy ) — YTAY.
Yy
XNX1 XNX2 =" szv

Reescrevendo (x-Y)? como forma quadritica, é possivel utilizar o Teorema .0.1 que

encontra-se no Apéndice deste trabalho para demonstrar o resultado desejado.
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Calculando agora a variancia do estimador x - Y obtemos:

var(x-Y) =E(x-Y)* — (E(x-Y))*

:)C%G2 +x%c72 +... +x12\,62
2 2 2\ 2
= (xl +XZ+ e +.XN)G

2,52
= |[x[["o".

De onde segue o resultado. A seguir algumas observagdes.

Para verificar que a igualdade TTAT — (x - T)? = 0 é verdadeira, vamos desenvolver para

o caso N = 2, vejamos:

TTAT— (x 1) =1TAT— (x-T)(x- 7)

x% X1X2 T1

- < o ) 2 N
X2X1 X5 T

X1 T X1 T

X2 T X2 T

2 2.2
= ‘L'lzx% + 271 Tax1X2 + Tzzx% — (‘L'lle + 271 Tox1x2 + ’L'zxz)

=0.
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ii) Usando o fato que cov(X,Y) =E((X —E(X))(Y —E(Y))), obtemos:

cov(x-Y,z-Y) =cov(x'Y,Z'Y)
=E( (XY —E(x"Y))(ZTY —E(ZY)))
=E(xT(Y —E(Y))ZT(Y —E(Y)) )
( —E(Y))'z)
=xTE((Y —E(Y))(Y —E(Y))")z

—E(x"(Y —E(Y))(Y

=xTcov(Y)z
=xTo’Iz
—xT(0%z)

—(xTz)0>

=(x-z)0”.

iii) Primeiramente, vamos mostrar que x - Y é um estimador nao viesado de x - T,
E(x-Y)=x-E(Y)=x-1.

O que mostra que esse estimador € ndo viesado.

Agora vamos mostrar que este é o melhor estimador. Suponha que x'-Y seja outro esti-

mador ndo viesado de x - T, com x' € Vr, sendo assim:

Ex'Y)=x"EY)=x"Te

E(x-Y)=x-E(Y)=x-T.
De onde vem que x'- T = x - T. Desse modo:

xX-T—x1=0

(x'—x)-T=0.

Como T € Vr, temos que x' — x deve ser ortogonal a um vetor genérico em V7. Como x e

x' também sdo vetores em Vr, (x' —x) - T = 0 s6 é possivel se x' —x = 0. Portanto x' = x.
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Resta mostrar agora que esse estimador € de varidncia minima. Sejaz €V talque z-Y é

um estimador ndo viesado de x - T, sendo assim:

E(z-Y)=z-E(Y)=2z-Te

E(xY)=x-E(Y)=x-1.
De onde vem que z- T = x- 7. Desse modo:

z2-T—x-T=0

(z—x)-7=0.

Como T € Vr, temos que z — x deve ser ortogonal a um vetor genérico em Vr, entdo
Z — x estd no subespago ortogonal a V7. O subespaco ortogonal a Vr € seu complemento
ortogonal V. Assim z é da forma z =x+ (z—x) com x € Vy e (z—x) € Vi, desse

modo, por Pitdgoras temos que:
121 = [lx]? + ||z —x[|*.
Por fim, calculando a varidncia dos estimadores, obtemos:
var(z-Y) = ||z|*6? e var(x-Y) = ||x||*c>.

Como ||z||>c? > ||x||>0? segue que x - ¥ possui varidncia minima.
]

A covariancia de duas varidveis aleatdrias ¢ uma medida de variabilidade conjunta
dessas varidveis. Se x-z =0, ou seja, x 1 z, entdo cov(x-Y,z-Y) = 0. Nesse caso as vari-
aveis sdo ndo correlacionadas e as projecdes de Yem x e z sdo independentes.

Para se obter um estimador do vetor de pardmetros de tratamento T use o Teorema 3.1.3
item iii). Como em Bailey (2008), primeiro estime o parametro de tratamento 7;. Para tanto,

escreva X = (%) u;. De onde vem que:
L

1 1 .
xX-T= (—) u,-T= (—) SOMA .-, = MEDIA —; = 71;.

ri i
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Como:
1 1 ,
x-Y= (—) u-Y = (—) SOMA7r_; = MEDIA7—;,
ri ri

temos que MEDIA7_; é o melhor estimador linear néo viesado de 7;.

Assumindo que T € V7, temos também que:

t
PVTT =T= Z’ciu,-.
i=1
Como vimos:
t
Z (MEDIA7_;

Portanto, Y, (MEDIAT ) u; ¢ o melhor estimador linear nao viesado de 7.
Para se obter um estimador da varidncia, lembre-se de que a esperanca do quadrado

médio residual é dada pela Defini¢do 2.4.2 como segue:

£, Y|

T

Pelo Teorema 2.3.1, item ii), temos que:

2 — a2 )
EQMV) = Pyl + N =1)0" 04 (N-1)o 2
dimV- N—t

Portanto, QM (V) é um estimador ndo viesado de 6.
No Teorema 3.1.3, item i), mostra-se que a variancia do estimador x-Y é ||x||°c?. Seja

X = (}) u;, entao:
1

2
1 1
i ()'2 = (—) Uu;- (—) ui0'2
ri ri

Como QM (V) é o estimador ndo viesado de 62, segue que %0'2 =E <%QM(VTL))

Portanto, %QM (V) é um estimador nio viesado da variancia do estimador x- Y.
l
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3.2 Delineamento em blocos casualizados

No delineamento em blocos casualizados, as parcelas do experimento ndo sao homogéneas.
Nesse sentido, € necessario agrupd-las em blocos os mais homogéneos possivel, de modo que
as parcelas dentro de cada bloco sejam aproximadamente iguais. Nesse caso, os tratamentos sao
alocados aleatoriamente as parcelas em cada bloco. De acordo com Bailey (2008), os blocos
devem ter o mesmo tamanho e devem ser grandes o suficiente para que cada tratamento ocorra
pelo menos uma vez em cada bloco.

Suponha que no delineamento em blocos,  seja composto de b blocos de tamanho k.

Logo, | =N =b x k.

Exemplo

Veja um experimento projetado no delineamento em blocos casualizados, na Tabela 3.3.
Nesse exemplo, existem b = 4 blocos. Note que os tratamentos A, B, C, D e E sdo alocados,
aleatoriamente, aos blocos e 0s tratamentos ocorrem uma vez em cada bloco, assim k = 5.

Portanto, N =4 x 5 = 20.

Tabela 3.3 — Exemplo experimento em blocos.

Blocol | D A B C E
Bloco2 |C D B E A
Bloco3 | B A E D C
Bloco4 | B C A E D

Fonte: Da autora (2019).

Para o delineamento em blocos o espaco vetorial V pode ser decomposto em quatro sub-
espacos ortogonais. A andlise de variancia pode ser obtida, por meio das projecdes ortogonais

do vetor Y nesses subespagos.

O subespaco V3

Agora, além de V7 € possivel definir o subespaco Vg. Também chamado de subespaco
de bloco, Vp consiste de todos os vetores em V que sdo constantes em cada bloco. Para obter a
projecdo ortogonal de ¥ em Vg € necessdrio obter uma base que gere esse subespago. Tal base

¢ obtida da seguinte maneira.
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Para j=1,...,b, seja v; o vetor cujo valor na parcela @ € igual a:

1, se w estd no bloco j,

0, caso contrario.

Exemplo

Suponha um exemplo ficticio em que existem trés tratamentos A, B e C e dois blocos
de tamanho quatro. As repeti¢Oes sdo ry =4, rg =rc =2 e N = 8. Na Tabela 3.4 mostra-se o
conjunto das parcelas €2, os blocos, o conjunto de tratamentos €, os vetores uy, up € uc da base

para Vr e os vetores v| e v, da base para Vp.

Tabela 3.4 — Vetores no experimento em blocos.

Q Blocos ¥ us ug uc vy wn
1 1 A 1 0 o0 1 0
2 1 A1 0 0 1 0
3 1 B 0 1 0 1 0
4 1 cC 0 0 1 1 0
5 2 cC 0 0 1 o0 1
6 2 A1 0 0 0 1
7 2 B 0 1 0 0 1
8 2 A1 0 0 0 1

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

Note que, v;-v; = k que € o tamanho do bloco, e v;-v; = 0 para j # [. Sendo assim,
{v1,...v,} é uma base para Vg e qualquer vetor v em Vg é uma combinagéo linear dnica dos

vetores dessa base. Logo, se existem b blocos dim(Vg) = b.
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Utilizando o Teorema 2.2.3 € possivel obter a projecdo de Y em Vp. Para tanto, seja

{v1,...,vp} a base de Vg, entdo a projecdo ortogonal de ¥ em Vp é dada por:

= vetor de médias dos blocos.

O subespaco Wp

Como V) C Vp € possivel definir o subespaco Wp, também chamado de subespago de

efeito de bloco, dado pelo seguinte conjunto de vetores:

Wp = VN Vs = {v € Vg:véortogonal a Vy}.

Note que o subespaco Wp € constituido, por todos os vetores em Vp que sdo ortogonais

a Vp. O subespaco Vp fica decomposto, entdo, na soma direta de Vy e Wp, ou seja:

Vg =Vo P Wg.

Isso implica em:

dim(Wg) =dim(Vg) — dim(Vj)

=b—1.
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A decomposicdo de Vp leva também a decomposi¢do de vetores em Vp. Desse modo, a

proje¢do ortogonal de ¥ em Wp pode ser obtida pela diferenga entre P, Y e B,)Y, como segue:

Py Y = B,Y — B Y
b
=Y (MEDIAg_;)v;—Yuy
j=1

= vetor de médias dos blocos — vetor de média geral

= vetor de efeitos dos blocos.

O subespaco Wg

Antes de definir o subespaco Wr € necessdrio trazer algumas defini¢des e teoremas.

Definicao 3.2.1. Um delineamento em blocos é dito ortogonal se os subespacos Wr e Wp forem

ortogonais entre si.

Veja os subespacgos ortogonais Wr e Wp na Figura 3.9.

Figura 3.9 — Subespagos ortogonais para delineamento em blocos.

Wr

Fonte: Da autora (2019).

Teorema 3.2.1. Dado um delineamento em blocos para t tratamentos em b blocos de tamanho
k, seja s;j o niimero de vezes que o tratamento i ocorre no bloco j, parai=1,...,tej=1,...,b.
Entdo, o delineamento em blocos é ortogonal se, e somente se, s;j = % parai=1,...;te

j=1,...,b.
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A demonstrac@o desse teorema envolve fundamentos combinatérios e encontra-se em

Bailey (2008).

Definicao 3.2.2. Um delineamento é dito em blocos completos se possui blocos de tamanho t,

com cada tratamento ocorrendo uma uinica vez em cada bloco.
Corolario 3.2.1. Os delineamentos em blocos completos sdo ortogonais.

Para o delineamento de blocos ortogonais, Wy e Wp s@o ortogonais entre si. Nesse caso,
€ possivel construir o subespaco Wg, também chamado de subespaco de residuo.

Primeiro, lembre-se da definicdo da soma de dois subespacos, que € dada por:
Vi+Vg={wi+wr:w; €Vrew, €V}
Como Vr =Vy @& Wr e Vg = Vy & Wp, temos que:
Vr+Vp=Vo & Wr ©Ws.
Agora € possivel definir o subespaco W, que consiste no conjunto de vetores:
Wg = {v €V :véortogonal aw paratodow € Vp +Vg} = (Vr +V3)i.

Note que WE € constituido pelos vetores em V' que sdo ortogonais a Vr + Vp. Definidos
esses subespacgos, vimos que € possivel decompor V como soma direta de quatro subespacos,

0s quais sao:

V = (VT + VB) S5 (VT +VB)L

=VoeWr &Wp P Wg.

Assim, a dimensdo de V corresponde a soma das dimensdes dos quatro subespacos. De

modo que a dimensdo de Wg pode ser obtida por diferenca:

dim(Wg) = dim(V) — dim(Vp) — dim(Wr) — dim(Wp)
=N—-1-(t—-1)—(b—1)

=N—-t—b+1.
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A decomposi¢do de V € Unica, o que significa que todo vetor em V se escreve de modo
unico como soma de vetores desses subespagos. Desse modo, o vetor ¥ pode ser decomposto

em soma de quatro vetores de projecao:

Y =P,Y + Py, Y + Py, Y + Py, Y

Portanto, o vetor de residuos é dado por:

Pw,Y =Y — P,Y — Py, Y — Py, Y

t b
=Y — Yuy— (Z (MEDIAT_;) ui—Yu0> — (Z MEDIA3_ ;) -—Yu0>

i=1
! ) b
=Y — ) (MEDIA7—;) Z MEDIA3-—;) v; + Yug
i=1 j=1
= vetor de dados — vetor de médias dos tratamentos

— vetor de médias dos blocos + vetor de média geral.

Novamente, € possivel usar a Defini¢do 2.4.1, para obter as somas de quadrados, os
graus de liberdade e os quadrados médios para os subepacos definidos anteriormente. Para
isso, basta se obter as normas ao quadrado dos vetores de projecdo e dividir pela dimensao dos
respectivos subespacos.

As soma de quadrados e os quadrados médios para Vy e Wr sdo definidas de modo
andlogo a Secdo 3.1.

A soma de quadrados para Wp, também chamada de soma de quadrados dos efeitos dos
blocos pode ser obtida por diferenca, pois Py, Y é soma de vetores ortogonais Py, Y e Py,Y e por

Pitagoras temos que:

1PRY |1* = [Py Y |I> + (| Pw, Y |2
1B Y |I* = 1R, Y |* — [P Y|,
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em que ||Py,Y||> é a soma de quadrados para Vg, também chamada de soma de quadrados das

médias dos blocos, dada por:

HPVBYHZ = PVBY 'PVBY

b /SOMAp_; b /SOMAp_;
- AL L k)Y

j=1 j=1
SOMAg_;\?
- Z X J Vi
j=1
_ Z (SOMA;-))
j=1 K
_§- (soMAy)
j=1 k
O quadrado médio Wp é dado por:
_ 1AwY 1 _ |AY |

OMWe) = Gim(Wg) ~ b1

A soma de quadados para Wg, que é a soma de quadrados dos residuos, pode ser obtida
por diferenca, isso porque ¥ € soma dos vetores P, )Y, Py, Y, Py, Y e Py, Y. Desse modo, temos

que:
Y17 = 1A 112 + [P Y11 + 1| B ¥ | + [ B Y |
Logo, a soma de quadrados para Wg € dada por:

1P Y 12 =I1Y 1~ 1P Y |* — [ Pw Y |1~ || P Y ||
=Y I° = 1P Y I1° = (1P Y P = 1B Y I1%) — (IR Y P — ([P Y |1%)
=[|Y 12 1B, Y I* — By Y 1>+ 1A Y |

O quadrado médio Wg € dado por:

1PwYIP _ 1PwY
dim(Wg)  N—t—b—+1’

OM (W)
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Realizados esses calculos, € possivel se obter a andlise de variancia para o delineamento
em blocos casualizados, conforme a Tabela 3.5. Note que as fontes de varia¢ao da tabela sao os

subespacos da decomposi¢do V como soma direta.

Tabela 3.5 — Tabela de anédlise de variancia para delineamento em blocos casualizados.

Fontes de Graus de Somas de  Quadrado

variagdo liberdade quadrados médio Estatistica F
Média Vj 1 IPYIP oM(Vo)  OM(Vo)/OM (W)
Tratamentos Wr ¢ —1 |Pw, Y|>  OM(Wr) OM(Wr)/OM(Wg)
Blocos Wp b—1 |1PwY|> OM(Wg) QM (Wg)/QOM(Wg)
Residuo Wg N—t—b+1 |[PyY|> OM(Wg)

Total V N 1Y

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

Assuma que Y ~ N(7+ §,62I) onde T € V7 e € Vp, de modo que o modelo aditivo
para soma de vetores € correto e que qualquer variagdo no experimento € decorrente do erro.

Em termos vetoriais temos:

Y=1+§+E¢,

emque E(Y) =T+ € Vr+ Vg, E(€) =0e cov(Y) = o°I.

Note que agora:

T=17Tp+Tronde To e VpeTr € Wre

E=C,+Czonde §ycVpe &y Ws.

Assim sendo, E(Y) = to+ Tr + §; + 5, e como 7y e § estdo em V), ambos sdo
multiplos de ug, de modo que nao podem ser distinguidos nos dados. Como os efeitos de
tratamentos e de blocos, encontram-se em Wr e Wp respectivamente, e esses sao ortogonais, é

possivel estimar combinagdes lineares dos efeitos, uma vez que:

Tr=T-Toelz=86—-C,.

O teste de hipédtese
Agora temos trés razdes de variancias entre quadrados médios para realizar o teste F.

Como ja vimos, o teste para verificar se a média geral é zero ndo tem interesse pratico.
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Para testar se existe diferenca entre as médias dos tratamentos, pode-se testar a hipdtese

nula Hy, contra a hipétese alternativa H,, as quais sao:

Hy:t11=m=...=1

H, : T ndo é um vetor constante.

Se a hipétese nula € verdadeira T € um vetor constante, logo, T € Vj, e portanto T = Tj.
Se a hipétese nula € falsa T ndo € um vetor constante, logo, T = To + Tr, € portanto, existe
efeito de tratamento. Sob H verdadeira, a nuvem de pontos € centrada em T que pertence a
Vo, como mostra a Figura 3.10.

Para realizar o teste, compare o vetor Py, Y com o vetor Py, Y (Figura 3.10). Para tanto,
compare a razdo entre QM (Wr) e OM(Wg). Se esse valor for menor que um, ndo se rejeita
Hy e pode-se concluir que ndo existe diferenga entre as médias dos tratamentos. Se esse valor
for maior que um, rejeita-se Hy e pode-se concluir que existe diferenca entre as médias dos

tratamentos.

Figura 3.10 — Teste de hipdtese para tratamentos.

Wﬁ S

K =" 5,

— = —

Fonte: Da autora (2019).

O teste usado para verificar se existe diferenga entre as médias dos blocos, na maioria das
vezes, ndo € de interesse do pesquisador. Isso porque, ao planejar o delineamento em blocos ja
se sabe que ndo existe homogeneidade entre os blocos, entdo, certamente existe diferenca entre
as médias dos blocos. Entretanto, caso se pretenda fazer o teste, pode-se testar a hipétese nula

Hj, contra a hipétese alternativa H,, as quais sdo:

Hy:Gi=86=...=§
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H, : § ndo € um vetor constante.

Se a hipétese nula é verdadeira § é um vetor constante, logo, § € Vy e, portanto § = & .
Se a hipétese nula é falsa § ndo é um vetor constante, logo, { = §,+ {5 e, portanto, existe
efeito de bloco. Sob Hj verdadeira, a nuvem de pontos é centrada em §, que pertence a Vj,
como mostra a Figura 3.11.

Para realizar o teste, compare o vetor Py,Y com o vetor Py, Y (Figura 3.11). Para tanto,
compare a razao entre QM (Wg) e QM (Wg). Se esse valor for menor que um, ndo se rejeita Hy
e pode-se concluir que ndo existe diferenca entre as médias dos blocos. Se esse valor for maior

que um, rejeita-se Hy e pode-se concluir que existe diferenca entre as médias dos blocos.

Figura 3.11 — Teste de hip6tese para blocos.

Fonte: Da autora (2019).

3.3 Delineamento em linhas e colunas

No delineamento em linhas e colunas, as parcelas do experimento possuem duas fontes
nao homegéneas, de modo que, € necessario controlar duas fontes de variacdo no experimento.
Nesse sentido, esse delineamento utiliza controle local duplo e os tratamentos sdo alocados,
aleatoriamente, nas linhas e nas colunas.

Assim como em Bailey (2008), assuma que no delineamento em linhas e colunas, cada
linha encontra cada coluna em uma tunica parcela, todos os tratamentos ocorrem com igual
frequéncia em cada linha e em cada coluna, existem m linhas e n colunas. LLogo, o niimero total

de parcelas € N = m x n. Note que o delineamento € projetado em um retangulo.
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Exemplo

Veja o um experimento projetado no delineamento em linhas e colunas na Tabela 3.6.
Nesse exemplo, m =4, n = 8 e, portanto N = m X n =4 x 8§ = 32. Os tratamentos A, B, Ce D
sdo alocados, aleatoriamente, as linhas e as colunas, de modo que, os tratamentos repetem nas
linhas e ndo repetem nas colunas. Assim, os tratamentos tém repeticdo r =m xn/t =32/4 =8.

Tabela 3.6 — Exemplo experimento linhas e colunas.

Colunal Coluna2 Coluna3 Coluna4 Coluna5 Coluna6 Coluna7 Coluna 8
Linhal | D A B C D A B C
Linha2 | B C D A B C D A
Linha3 | A B C D A B C D
Linha4 | C D A B C D A B

Fonte: Da autora (2019).

Quadrado Latino

O quadrado latino é um caso particular do delineamento em linhas e colunas, que ocorre
quando cada tratamento acontece uma vez em cada linha e uma vez em cada coluna. Nesse
caso n =m =t. De acordo com Pimentel e Garcia (2002), no quadrado latino, cada linha e cada
coluna é um bloco completo. Quando planejado, ele controla heterogeneidade em duas direcdes

perpendiculares entre si.

Exemplo

Veja o experimento projetado em quadrado latino 5 x 5 na Tabela 3.7. Note que, nesse
exemplo, m =n =1t = 5. Os tratamentos A, B, C, D, e E s@o alocados aleatoriamente as linhas
e as colunas, de modo que, os tratatamentos ndo se repetem nas linhas e nem nas colunas.

Tabela 3.7 — Exemplo experimento em quadrado latino.

Colunal Coluna2 Coluna3 Coluna4 Coluna5
Linhal | B E D A C
Linha?2 | C A B D E
Linha3 | D B C E A
Linha4 | A C E B D
Linha5 | E D A C B

Fonte: Pimentel-Gomes e Garcia (2002).

Perceba que a aleatorizacdo dos tratamentos nas parcelas nao € trivial. De modo que é

necessario mostrar métodos de construcdo para delineamentos em linhas e colunas.
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Para o quadrado latino, a constru¢do mais comum € pelo método ciclico. Para a cons-
tru¢do por esse método, primeiro colocam-se os tratamentos na linha superior, em qualquer
ordem. Em seguida, na segunda linha, desloque todos os tratamentos uma parcela para a di-
reita, continua-se deslocando os tratamentos até a dltima linha. Veja o exemplo de quadrado

latino ciclico de ordem 4 na Figura 3.12.

Figura 3.12 — Construcio quadrado latino método ciclico.

A|B|C|D
D/A|B|C
C/D|/AB
B|C|D|A

Fonte: Bailey (2008).

Para o caso geral, em que os niimeros de linhas e de colunas sdo diferentes, como aponta
Bailey (2008), a construcdo do delineamento em linhas e colunas pode ser feita da seguinte

maneira:
i) Divida o retangulo m x n em quadrados t X t;

i1) Em cada quadrado ¢ x t coloque um quadrado latino de ordem ¢ (use os mesmos simbolos

em cada quadrado);
iii) Aleatoriamente permute as m linhas (ndo os tratamentos dentro delas);
iv) Aleatoriamente permute as n colunas (ndo os tratamentos dentro delas).

Veja o exemplo da Figura 3.13, para o delineamento em linhas e colunas 3 X 6 com ¢ = 3.

Subespacos ortogonais

Novamente, é possivel definir os subespacos ortogonais para decomposi¢ao de V para o
delineamento em linhas e colunas. Os subespagos Vr, Wr e V; sdo definidos de forma analoga
ao que foi feito na Secdo 3.1 e possuem dimensdo ¢, t — 1 e 1 respectivamente. As projecdes de
Y em V7, Wr e V) também sdo andlogas ao que foi feito na Se¢do 3.1.

Assim como foi definido o subespago de blocos na Secdo 3.2, € possivel definir os

subespacos de linhas e de colunas.

Os subespacos V; e V¢
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Figura 3.13 — Construcdo do delineamento em linhas e colunas para o caso geral.

A/B|C|A|B|C
CIA|/B||C|A|B
B|{C|A|B|C|A

permutacdo das linhas

4

B|C|A|B|C A
A/B|C||A|B|C
C/IA|/B||C|A|B

permutagdo das colunas

4
C|[C|A][B[BJA
B|B|C[A[A]C
AJA|B|C|C]|B

Fonte: Da autora (2019).

O subespaco V., também chamado de subespago de linha, consiste naqueles vetores em
V que sdo constantes em cada linha. Note que se existem m linhas, temos que dim(Vy) = m.

O subespacgo V¢, também chamado de subespaco de coluna, consiste naqueles vetores
em V que sdo constantes em cada coluna. Note que se existem n colunas, temos que dim(V¢) =

n.

Exemplo

Suponha um exemplo ficticio em que existem dois tratamentos A e B, duas linhas e
quatro colunas. Desse modo, o delineamento em linhas e colunas € 2 x 4 e as repeticdes sao
r4a =4 e rp = 4. O experimento foi aleatorizado conforme a Figura 3.14. Na Tabela 3.8, mostra-
se o conjunto de parcelas Q, as linhas, as colunas, o conjunto de tratamentos T, 0s vetores u4 e
up da base para V7, os vetores I| e I, da base para Vy e os vetores ¢y, ¢3, ¢3 e ¢4 da base para

Ve.

Figura 3.14 — Exemplo aleatorizado linhas e colunas.

B|B| AA
A|lA|B|B

Fonte: Da autora (2019).
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Tabela 3.8 — Vetores no experimento em linhas e colunas.

Q Linhas Colunas ¥ Uy Up l] 12 C1 cr C3 C4
1 1 1 B 0 1 1 0 1 O O O
2 1 2 B 0 1 1 0 O 1 0 O
3 1 3 A1 0 1 0 0 0 1 O
4 1 4 A 1 0 1 0 0 0 0 1

5 2 1 A 1 o o0 1 1 0 0 O
6 2 2 A 1 o0 0 1 0 1 0 O
7 2 3 B 0 1 0 1 O O 1 O
8 2 4 B 0 1 0 1 O O O 1

Fonte: Da autora (2019).

Nota-se que, para um vetor /; da base de V7, temos que I -1; = n, que € o nimero de
colunas. Analogamente, para um vetor ¢, da base de V¢, temos que ¢y - ¢, = m, que € o nimero
de linhas.

Agora € possivel usar o Teorema 2.2.3 para obter as projecdes de Y em Ve V.

Seja {ly,...,1,,} uma base para V;, a projecdo ortogonal de ¥ em V é dada por:

Y- 1 Y-1,
PVLY_ (l]l])ll++<1mlm)lm

(55)
(somL J)l

J

(MEDIA,—)) ;

x
f

= vetor de médias das linhas.
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Seja {cy,...,c,} uma base para V¢, a proje¢do ortogonal de Y em V¢ é dada por:

B SOMA

_ k; v ) )
n

=Y (MEDIAc—) ¢
k=1

= vetor de médias das colunas.

Os subespacos W, e W¢
A partir de V € possivel definir o subespaco Wy, também chamado de subespaco de

efeito de linha, como segue:
W=V, ﬂVOL ={v eV, :véortogonal a Vp}.

Note que Wy, € constituido pelos vetores em V;, que sdo perpendiculares a V. Agora o

subespaco V;, é decomposto como soma direta de Vy e Wy, ou seja:
Vi, =Vo®W,.
Entdo, a dimensdo de Wy, pode ser obtida por diferenga, como segue:

dim(Wr) =dim(V) — dim(Vy)

=m— 1.

A partir de V¢ € possivel definir o subespaco W, também chamado de subespacgo de

efeito de coluna, como segue:

We = VCOVOL = {v € V¢ :véortogonal a Vy}.
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Note que W¢ € constituido pelos vetores em V¢ que sdo perpendiculares a V. Agora o
subespacgo V¢ é decomposto como soma direta de Vjy e W, ou seja:
Ve =VodWe.

Entdo a dimensao de W¢ pode ser obtida por diferenca, como segue:

dim(We) =dim(Ve) — dim(Vp)

=n—1.

As decomposi¢cdes de Vi e V¢ levam a decomposicdes de vetores nesses subespacos.

Desse modo, os vetores de projecao de Y em Wy e W podem ser obtidos por diferenca.

Py, Y =P, Y — P, Y
Z MEDIA, ;) 1; — Yug

= vetor de médias das linhas — vetor de média geral

— vetor de efeitos das linhas.

R)VCY :PVCY - PVQY

Z MEDIAc—;) ¢, — Yug

= vetor de médias das colunas — vetor de média geral

= vetor de efeitos das colunas.

O subespaco Wg
Se cada linha encontra cada coluna em uma tnica parcela e todos os tratamentos ocorrem
com igual frequéncia em cada linha e em cada coluna. Nessas condi¢des, pelo Teorema 3.2.1,

os subespacos Wr, Wy e W¢ sdo ortogonais entre si.
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Conforme na Se¢do 3.2, € possivel definir a soma dos subespacgos Vr, Vi e V. Lembre-

seque Vr =Vo@dWr, VL =Vo®Wr e Ve = Vyd We, o que resulta em:
Vr+ Vi +Ve=Vo S Wr &W;, o We.

Agora, € possivel definir o subespago Wr, também chamado de subespacgo de residuo,

que consiste no seguinte conjunto de vetores:

Wg ={v €V : v é ortogonal a w para todow € Vp +V, +V}

=(Vr + Vi + Vo)™

Definidos esses subespacos, vimos que é possivel decompor V como soma direta de

cinco subespacos, 0s quais sao:

V=(Vr+V,+Ve)® (Vr + Vi + Vo)t

=VoOWr ©W, &Wc © WE.

Desse modo, a dimensao de V corresponde a soma das dimensdes desses cinco subes-

pacos. Portanto, a dimensdo de Wg pode ser obtida por diferenca, como a seguir:

dim(Wg) =dim(V) — dim(Vy) — dim(Wr) —dim(Wy) — dim(W¢)
=N—-1—-(t—1)—(m—1)—(n—1)

=N—t—m—n-+2.
A partir da decomposicdo de V o vetor ¥ pode ser decomposto como soma dos vetores:

Y =P, Y + Py, Y + Py, Y + PyY + Py, Y.
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Logo, o vetor de residuos Py, Y pode ser obtido por diferenca:

Py, Y =Y — P,,Y — Py, Y — Py, Y — Py .Y

t
=Y — Yu() — (Z (MEDIAT:,') u; — Yu())

i=1

=1
t

m n
— (Z (MEDIA, )1 j—Yu()) — (Z MEDIAc_ ck—Yu0>
M

—_

m n
(MEDIA7—;) u;— Y (MEDIA,—;) Z MEDIAc—) ¢, +2(Yup)
i= j=1 k=1
= vetor de dados — vetor de médias dos tratamentos — vetor de médias das linhas

— vetor de médias das colunas — 2(vetor de média geral).

Agora, use a Defini¢ao 2.4.1 para obter as somas de quadrados, os graus de liberdade e
os quadrados médios para as fontes de variacdo da andlise de variancia.

As somas de quadrados e os quadrados médios para Vj e Wr s@o andlogas ao que foi

feito na Sec¢do 3.1.

A soma de quadrados para Wy, ou soma de quadrados dos efeitos das linhas, € dada por:
1P Y = 1R, Y >~ 1A Y |

em ||Py,Y||* é a soma de quadrados para V;, ou soma de quadrados das médias das linhas, dada

por:

||PVLY||2 :PVLY'PVLY

=1 j=1 n
SOMA;— ;>
_y ( L f) 11,
=1 "
B i (SOMA,_)?
-) .
(SOMA,_)?
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Assim, o quadrado médio para Wy, é dado por:

_ 1A Y1 _ 1w Y

MWL) = W) = m—1

A soma de quadrados para W¢, ou soma de quadrados dos efeitos das colunas, é dada

por:
1P Y |I? = IR Y |° — [P Y |2,

em que ||Py,.Y || é a soma de quadrados para V¢, ou soma de quadrados das médias das colunas,

dada por:

||PVCY||2 :PVCY'PVCY

~ (SOMAc—i * (SOMAc—;
- = ck . Z _— ck

m

(SOMAC:k> 2
— | cr-ck
m

(SOMA(c—)*
m?2 m

(SOMAc_¢)?
. .

T

I
D=

T
1L

I
D=

~
I
_

I
D=

»
I
_

Assim, o quadrado médio para W¢ € dado por:

_ 1A Y ? A Y
dim(W¢) n—1 -~

OM(Wc)

A soma de quadrados para Wg, ou soma de quadrados dos residuos, € obtida por dife-

renga, isso porque como Y € soma dos vetores Py,Y, Py, Y, Py, Y, Py, Y e Py, Y, temos que:

Y12 = Ao Y 17 + P Y1+ 1P, Y (1P + | Pw Y 1P + | P Y )12
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Portanto a soma de quadrados para Wr € dada por:

1P Y |2 =IY 1 = 1P Y |2 — [P Y (1> = 1P, Y |1 — || P Y |2
=Y =AY I = (1P Y [|* = 1P, Y )
— (1P Y 1P = PR Y 11%) = (1P Y 1P = 1P Y 1)
=Y 17 = 1P Y1 = 1B Y (P = 1A Y+ 20 P Y ).

Definidas todas as fontes de variagcdo, que sdo resultado da decomposi¢ao de V como
soma direta, é possivel se obter a andlise de variincia para o delineamento em linhas e colunas,

assim como mostra a Tabela 3.9.

Tabela 3.9 — Tabela de andlise de variincia para delineamento em linhas e colunas.

Fontes de Graus de Somas de  Quadrado

variagdo liberdade quadrados médio Estatistica F
Média Vy 1 1PRYIF  OM(Vo)  OM(Vo)/OM(Wp)
Tratamentos Wy ¢ — 1 |Pv, Y|> OMWr) QM(Wr)/OM(Wg)
Linhas W;, m—1 \Pv.Y|?> OMW,) OM(W.)/OM(Wg)
Colunas We m—1 1Pw.Y >  OMWc) OM(Wc)/OM(Wg)
Residuo Wg N—t—-m—n+2 |PyY|*> OM(Wg)

Total V N Y]

Fonte: Adaptado Bailey (2008)

Assuma que ¥ ~ N(t+& +1n,0%I), onde T € Vr, £ €V, e § € V¢, de modo que
o modelo aditivo para a soma de vetores € valido e que qualquer variacdo do experimento €

decorrente do erro, em termos vetoriais:
Y=t+{+n+e,

emque EY)=T+§+n €Vr+V,+ Ve, E(€)=0ecov(Y) = oI

Note que agora

T=1To+Tr, com Ty € Vy e Tr € Wy, porque Vr = Vo + Wr;
§=Cy+&p, com{yeVoe§; €Wy, porque Vi = Vo + Wy;

Nn="MnNy+MNc, comnNy<Vyene e We, porque Ve = Vo + We.
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Portanto,

E(Y)=(to+7r)+(§o+ &) +(Mo+1nc)

=(to+&o+Mo) +(Tr+ &, +nc¢).

Como T, § o € Mo estdo todos em Vp, sdo ambos miltiplo de up, sendo {up} base de
Vo. De modo que 7o, §, e N ndo podem ser distinguidos pelos dados. Uma vez que os efeitos
de tratamentos, linhas e colunas, encontram-se em Wy, W, e W respectivamente, € esses Sao

ortogonais entre si, € possivel estimar combinagdes lineares dos efeitos, isso porque:

Tr=T-7,8, =C0-Coenc=n—-n,

O teste de hipotese

Novamente, € possivel fazer os testes de hipéteses, agora para quatro razdes de variagao.
Os testes sdo feitos de forma andloga ao que feito nas Secdes 3.1 e 3.2.

Lembre-se de que o teste para verificar se existe diferenca entre as médias das linhas ou
entre as médias das colunas nem sempre € de interesse do pesquisador. J4, o teste para verificar
se existe diferenca entre as médias dos tratamentos é o que permite inferir conclusdes mais
gerais sobre o experimento. As hipéteses a serem testadas para ambos os casos sdo respectiva-

mente:

Hy:5=06=...=§

H, : £ ndo é um vetor constante.

H011"[1=T]2=...:T],

H, : M ndo € um vetor constante.

Hy:t11=m=...=1

H, : T nao é um vetor constante.

Para ambos os testes, proceda da mesma maneira ao que foi feito nas Secodes 3.1 e 3.2.
Compare cada vetor de projecdo das fontes de variagdo com o vetor de residuos. Para tanto,
compare os quadrados médios pelas razdes de variagcdo e decida por ndo rejeitar ou rejeitar H

para cada teste acima.
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Nesse momento, é necessdrio enfatizar algo que talvez o leitor ndo tenha notado. Os
testes de hipdteses verificam a quais subespacos do modelo completo pertencem os vetores
de médias. Sendo o modelo completo aquele que foi decomposto em soma direta e que ndo
contém o subespaco residual. Desse modo, o teste é feito do menor subespago para o maior.
Como vimos, primeiramente testamos se o vetor de médias € um vetor constante, caso nao seja,
prosseguimos testando se o vetor de médias pertence a um subespaco maior.

Por exemplo, ao aceitar que T € um vetor constante, assumimos que T € Vp. Caso
contrério, ao rejeitar que T € um vetor constante, assumimos que T € Vy = Vb Wr.

No caso do delineamento em linhas e colunas, o modelo completo é Vr +V; + V¢, as

hipdteses sdo testadas para cada um dos subespagos dessa soma.

Exemplo pratico

Para encerrar esta secdo, é apresentado um exemplo de um experimento que deve ser
conduzido no delineamento em linhas e colunas. Esse exemplo foi retirado de Bailey (2008).

Um experimento deseja comparar quatro tipos de vinhos. Os vinhos sdo provados e
avaliados por oito juizes. Os juizes devem ser considerados como blocos, pois diferentes juizes
podem dar notas discrepantes. Ao planejar o experimento, € necessario especificar a ordem de
prova para cada juiz. Desse modo, a ordem das provas também deve ser considerada como
blocos, isso porque, na quarta prova os juizes podem estar embriagados e, portanto dar boas
notas aos vinhos ou, pelo contrario, estar fadigados, sensorialmente, e dar notas ruins.

Nesse exemplo, € necessario o uso de bloqueio duplo, onde a ordem das provas € consi-
derada como linhas e o juizes como colunas. Temos, entdo, um experimento em linhas e colunas
4 x 8 = 32, com quatro tratamentos que sdo os vinhos A, B, C e D. A aleatorizacdo dos vinhos
as parcelas € feita como foi apresentado para o delineamento em linhas e colunas, para o caso
geral. Veja a Tabela 3.10 e perceba que cada vinho € repetido duas vezes em cada linha e uma

vez em cada coluna.

3.4 Experimento fatorial

No experimento fatorial os tratamentos consistem de todas as combinag¢des dos niveis de

dois ou mais fatores de tratamento®. Serd apresentado, nesta secdo, 0 caso em que os tratamen-

2 Os conceitos formais de niveis e fatores serdo vistos no Capitulo 6.
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Tabela 3.10 — Exemplo avaliag¢do de vinhos.

J u i z e s
Provas |1 2 3 4 5 6 7 8
1 C D CADB B A D
2 A B A C D D C B
3 D A B D C C B A
4 B C D B A A D C

Fonte: Bailey (2008).

tos sdo combinagdes dos niveis de apenas dois fatores. Os procedimentos apresentados podem
ser estendidos a trés ou mais fatores de tratamento.

Segundo Pimentel-Gomes e Garcia (2002), experimentos fatoriais geralmente sdo mais
eficientes do que experimentos sem combinacdes de niveis fatores e permitem tirar conclusdes
mais gerais. Entretanto, para os autores, a principal deficiéncia desse tipo de experimento € que
o nimero de tratamentos aumenta rapidamente.

Experimentos fatoriais podem ser conduzidos nos trés tipos de delineamentos apresen-
tados neste trabalho, os quais sdo: inteiramente ao acaso, em blocos e em linhas e colunas. Por
simplicidade, nesta se¢do o experimento fatorial é apresentado no delineamento inteiramente
casualizado.

Suponha que os tratamentos sejam todas as combinacdes dos niveis de dois fatores F e
G. Denote por nr e ng a quantidade de niveis de F' e G respectivamente. Portanto, o nimero

total de tratamentos no experimento fatorial € dado por nr X ng. Veja a seguir os fatores F e G:

F= {1,2,...,71}:}
G= {1,2,...,”@}.

Notacao: Escreva T = F A G se os tratamentos sdo todas as combinacdes dos niveis dos fatores
FeG.

Agora, a quantidade de parcelas do espaco de respostas V € dada por ng X ng X r, em
que r € o nimero de repeticdes dos tratamentos. Novamente € possivel definir os subespagos de

V de forma andloga ao que foi feito nas Secoes 3.1, 3.2 e 3.3.

O subespaco V7
O subespaco V7, que € o subespaco de tratamento, consiste naqueles vetores em V que
sdo constantes em cada tratamento. Lembre-se de que agora os tratamentos sdo todas as com-

binagdes dos niveis de F e G. Entdo dim(Vr) = dim(Vrpg) =np Xng =t .
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Obtida a base {uy,...,u;} para Vr, a proje¢do de Y em Vy é dada por:

— vetor de médias dos tratamentos.

Para se obter a anélise de variancia para o experimento fatorial, é preciso decompor o
modelo completo onde as hipéteses serdo testadas. Como ja mencionado, o modelo completo
sdo todas as decomposi¢des em soma direta que ndo contém o subespaco residual. Nesse caso,
o delineamento € inteiramente casualizado, de modo que o modelo completo € V7. Sendo assim,
€ necessario decompor esse subespaco. A decomposicao de Vr leva a decomposi¢ado do vetor de
média dos tratamentos, e consequentemente a decomposi¢do da soma de quadrados. Entretanto,

agora a decomposi¢ao de V7 tem certa peculiaridade e serd mostrada a seguir.

Os subespacos Vi e Vi

O subespaco V¢, que € o subespaco dos niveis de F, consiste naqueles vetores em V que
sdo constantes em cada nivel de F. Entdo, dim(Vp) = nr.

O subespaco Vi, que € o subespaco dos niveis de G, consiste naqueles vetores em V que

sdo constantes em cada nivel de G. Entao, dim(Vg) = ng.

Exemplo

Suponha um experimento fatorial 2 x 3 em que os tratamentos sao todas as combinagdes
dos niveis dos fatores F = {1,2} ¢ G = {a,b,c}. Note que nesse exemplo np =2,nG =3¢ T =
{1a,1b,1¢,2a,2b,2c}. Suponha que o nimero de repeti¢coes é igual para os seis tratamentos,
r=2. Logo, N=2x3x2=12. Na Tabela 3.11, mostra-se o conjunto de parcelas Q, o
conjunto de tratamento %, os vetores u,, U1y, U], U2, Upp € Uy da base para Vr, os vetores vy
e v, da base para V e os vetores v,, v, € v, da base para V.

Note que cada tratamento ocorre em r parcelas. Note também que cada nivel de F ocorre

em ngr parcelas, isso, porque v; - v; = ngr, sendo v; um vetor da base de Vp. Analogamente,



Tabela 3.11 — Vetores no experimento fatorial.
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Fonte: Da autora (2019).
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cada nivel de G ocorre em npr parcelas, isso porque v - v = ngr, sendo v, um vetor da base de

VG

Y-v Y-v
PVFY:< 1)v1+...+(—”‘”)vw
V-V Vnp'vnp

— vetor de médias dos niveis de F.

A partir das bases de VF e Vi € possivel obter as projecdes de Y nesses subespacos.

Seja {vy,...,V,, } uma base para Vr, entdo a projecio de ¥ em V¢ é dada por:
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Seja {vi,...,V,,} uma base para Vg, entdo a proje¢do de Y em V;; é dada por:

Y-v Y-v
PVGY:( 1)v1+...+( "G>an
ViV vnc;'an

SOMAG_i )
k=1 ngr
nG
=Y (MEDIAG_) v
k=1

= vetor de médias dos niveis de G.

Os subespacos Wy e Wi
O subespaco Wr, que € o subespago de efeito dos niveis de F, € dado pelo conjunto de

vetores:
Wr =VrNVy" = {v € Vr : v é ortogonal a Vy }.

De modo que subespaco Wr € constituido pelos vetores em Vi que sdo perpendiculares

a Vp. Assim Vg € decomposto em:
Ve =Vy D Wg.
A dimensao de Wr pode ser obtida por diferenca:

dim(Wp) :dim(Vp) — dim(V())

=l’lF—1.

O subespaco Wg, que € o subespaco de efeito dos niveis de G, é dado pelo conjunto de

vetores:

Ws =VgNVs = {v €V :véortogonal a Vp}.
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De modo que o subespaco Wg; € constituido pelos vetores em V; que sdo perpendiculares

a Vp. Assim Vg é decomposto em:
Ve =Vo & W.
A dimensao de W pode ser obtida por diferenca:

dim(Wg) =dim(Vg) — dim(Vp)

:l’lG—l.

As decomposicdes de Vi e Vi em soma direta levam a decomposi¢do dos vetores em Y

em Wy e Wg, respectivamente. Lembrando que Py, Y = Yuy, as proje¢des sio:

Py.Y =P, Y —P,Y
ng j _
=) (MEDIAf—;)v;—Yug
j=1

= vetor de médias dos niveis de F — vetor de média geral

= vetor de efeitos dos niveis de F ,

Pw,Y = By,Y — Py,Y

ng
= Z (MEDIAG:k) v —Yug
k=1

= vetor de médias dos niveis de G — vetor de média geral

= vetor de efeitos dos niveis de G .

O subespaco Wr g
O subespaco Wr,g € o subespago de efeito da interacdo F por G. Com ele € possivel
verificar se existe difererenca entre as médias das combinacdes dos niveis de F e G. Antes de

se definir o subespaco W, assuma a condicao do teorema que segue.

Teorema 3.4.1. Se todas as combinagoes de niveis dos fatores (ou seja, todos os tratamentos)

F e G ocorrem no mesmo niimero de parcelas, entdo os subespacos Wg e Wi sdo ortogonais.
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A demonstracio desse teorema € andloga a do Teorema 3.2.1 e encontra-se em Bailey

(2008). De posse do Teorema 3.4.1 é possivel definir o subespaco:

Ve+ Vi :(V() EBWF) + (V()EBWg)

=Vo e Wr & Wg.
Observe que VF + Vg C Vr, entdo defina Wr g da seguinte maneira:
Weag = Vr N (Ve + V)t = {v € Vr : v é ortogonal a Vg + Vg .

De modo que Wg 5 € constituido pelos vetores em Vr que s@o perpendiculares a Vi + V.

Portanto, V7 € decomposto em:

Vr = (VFr+ V) ®WraG

=Vo®Wr W5 EWrrg.

A decomposi¢do de V7 leva a decomposicdo de sua dimensdo e também a decomposicao
do vetor Py, Y, que € o vetor de média dos tratamentos. Na Tabela 3.12 mostram-se as decom-

posi¢cOes de Vr para o modelo completo.

Tabela 3.12 — Decomposicao de Vr para experimento fatorial.

Subespagos  Vy = Vo B Wg ) We ® WrnG
Dimensio t = 1 + (np—=1) + (mg—1) + (np—1(ng—1)
Vetor kY = PB)Y + Py Y + Py, Y + Py,..Y

Fonte: Bailey (2008).

Entdo, a dimensdo de Wr g € obtida por diferenca:

dim(WF/\(;) = dim(VT) — dim(V()) —dim(WF) —dim(Wc;)
:l‘—l—(I’lF—l)—(ng—l)

= (VlF — 1)(”0— 1)
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A projecdo de ¥ em Wr, g também € obtida por diferenca:

Py Y =P Y — Py Y — Py Y — Py Y

'M“*

I
—_

1

. (k"

nr nG
(MEDIA7—;) u;— Y (MEDIAf_;) Z MEDIAG_) vk + Yug
j=1 k=1

n
(MEDIAT;) ,-—Yuo—(ZF(MEDIApzj)vj—Yu0>
j=1

Q

1

(MEDIAG:k) Vi — Y u())

'M“

I
—

l
= vetor de médias dos tratamentos — vetor de médias dos niveis de F
— vetor de médias dos niveis de G + vetor de média geral

= vetor de efeitos da interacio Fe G .

A Figura 3.15 pode ajudar a visualizar Vg + Vi € Wr g como subespacos de V7.

Figura 3.15 — Subespaco Vr para o experimento fatorial.

Vi

Fonte: Da autora (2019).

O subespaco Wg

Os subespacos definidos para testar hipdteses sdo subespacos de Vr. Como aponta Bai-
ley (2008), esses subespacos estdo contidos em um modelo méximo Vr, que € utilizado para

testar hipéteses sobre modelos e define o residuo, de modo que, nada em Vr seja residual.
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Dessa forma, € possivel definir o subespaco Wg, também chamado de subespaco de

residuo para o experimento fatorial, que consiste no conjunto de vetores:
Wg = {v €V : v é ortogonal a w para todow € V7 } = Vi .

Note que Wr é o complemento ortogonal de V7. Desse modo, temos uma decomposicao

de espacgo de resposta V em soma direta de:
V =Vr ®WEg.

A decomposicdo de V leva a decomposi¢do de sua dimensdo e também a decomposi¢ao
do vetor Y.

Entdo, € possivel obter a dimensdo de Wg por diferenca, ou seja:

dim(Wg) =dim(V) — dim(Vr)

=N —t.
A projecdo de Y em Wg também € obtida por diferenca, ou seja:

Py, Y =Y — Py, Y

t
=Y — ) (MEDIA7_;) u;
i=1

= vetor de dados — vetor de médias dos tratamentos .

Para se obter as somas de quadrados e os quadrados médios para os subespagos das
fontes de variacdo, use as quantidades associadas aos subespagoes V, apresentados na Tabela

3.13.

Tabela 3.13 — Quantidades associadas aos subespacaos V.

Subespagos Vo Vi Ve Vr
Dimenséo 1 nr ne t
oo ST o i S

MA, 2 — MA.._ 2 MA,_,)?
| Vetor|  SPRIANE yer RS yro ORNAen. gy | BOVAL

Fonte: Adaptado Bailey (2008).
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Os subespacos das fontes de variacdo sdo: Vy, Wr, Wi, Wrpag € WE. Para se obter as
somas de quadrados e os quadrados médios associados a esses subespagos, basta subtrair as
quantidades de somas de quadrados e os quadrados médios corretamente.

A soma de quadrados para Vj, ou soma de quadrados para a média, é dada por:

(SOMAy)?

2
[P =

O quadrado médio para V;y € dado por:

1P Y1 [P Y

oM (Vo) = dim(Vo) 1

A soma de quadrados para Wr, ou soma de quadrados dos efeitos dos niveis de F, é

dada por:

1P Y (1 =[Py, Y ||* — || Py Y ||
& (SOMAr_;)*  (SOMAy)?

¥

j=1

ngr N
O quadrado médio para Wr € dado por:

1P Y|? [P Y|

QM(WF):dim(WF) T =1

A soma de quadrados para Wg, ou soma de quadrados dos efeitos dos niveis de G, é

dada por:

1PweY |1 =|1FrY | — [P Y |
SOMAG 1> (SOMAy)?

_Z - N

O quadrado médio para W é dado por:

1P Y 11> [P Y >

QM(WG) - dim(W(;) N ng —1 '

Nota-se que a soma de quadrados para V7, ou soma de quadrados das médias dos trata-

mentos, é decomposta em média geral, efeitos dos niveis de F, efeitos dos niveis de G e efeitos
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da interacdo F' e G. A soma de quadrados para Wg,g, ou soma de quadrados dos efeitos da

interacao, pode ser obtida por diferenca como segue:

1B oY 12 =l1Pe Y |1 = [P Y [I> = || P Y || = (| P Y
B Zf: (SOMA7—;)> (SOMAy)* f‘, (SOMAf_;)> (SOMAy)?
_i:1 ri N nGr N

- (”G (SOMAg_;)? (SOMAY)2>

=1

ngr N

SOMA7_;)?> & (SOMAf_;)?

W (SOMAG_;)?
ngr N

+

k=1

O quadrado médio para Wg ¢ € dado por:

B LT 4 GO 7o 4 G
dim(WpAg) (I’LF — 1)(11(;— 1)

OM(WrpG)

Para a dltima fonte de variagdo, que € o residuo, como V = Vr & Wg, tem-se que a soma

de quadradados para W € obtida por diferenca:

1P YII> =Y >~ 1P, Y ||?
L (SOMA7_;)?

=y - Y S
1

i=1
sendo o quadrado médio para Wg € dado por:

_ P Y 1P P Y

OM(W) = dim(Wg) ~ N—1

Agora, € possivel se obter a andlise de variancia para o experimento fatorial como se
mostra na Tabela 3.14. De acordo com Bailey (2008), quando os tratamentos sdo todas as
combinacdes dos niveis dos fatores F' e G, a linha para os tratamentos € substituida por efeitos
dos niveis de F e G e efeitos da interacao, de acordo com a decomposicao de Vr.

Novamente, assuma que ¥ ~ N(,0%I) onde T € Vr, de modo que o modelo aditivo

para soma de vetores € correto e que qualquer variagdo no experimento ¢ devida ao erro. Em
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Tabela 3.14 — Tabela de andlise de variancia para experimento fatorial.

Fontes de Graus de Somasde  Quadrado

variacio liberdade quadrados  médio Estatistica F

Média Vp 1 IPRYI°  oM(Vo)  OM(Vo)/OM(Wr)
Niveis de F W np—1 |Pw, Y|>  OM(Wr) OM(Wr)/OM (W)
Niveis de G Wg ng—1 1P Y|> OM(Wg) OM(Wg)/OM (W)
Interacdo F por G Wrag (np — 1)(1’1(;— 1) HPWFAGYHZ QM(WF/\G) QM(WF/\G)/QM(WE)
Residuo Wg N—t |Pw.Y|>  OM(Wg)

Total V N &

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

termos vetoriais temos:

Y=1+¢,

emque E(Y) =1 € Vr, E(€) =0ecov(Y) = 6°I.
Para o experimento fatorial, os possiveis modelos para valor esperado do vetor de respotas

sdo:
e E(Y) = 17 € Vp, modelo de tratamento completo;
e E(Y)=1pc € Vr+ Vg, modelo aditivo em F e G;
e E(Y) = 1F € Vr, modelo em F apenas;
e E(Y)= 15 € Vg, modelo em G apenas;
e E(Y) = 19 € Vp, modelo constante.

Se E(Y) € Vg + Vg, a interagdo F por G é nula, porque o subespaco da interagdo é
Wrag = Vr N (VF +Vg)*. O que significa que os niveis de F e G sdo independentes. Sendo
assim, € possivel testar os efeitos dos tratamentos de F' e G separadamente. Para o caso em
que Wr e Wg s@o ortogonais e a interagdo F por G € nula, a equacdo Vg + Vg = Vo b Wr & Wi

mostra que:

T=Tr+¢g=To+Tr + TG

Se E(Y) € Vr, ainteragdo F por G é ndo nula, porque V; = (Vi + Vi) @ Wrag. O que

significa que os niveis de F' e G sdo ndo independentes. Sendo assim, € necessario testar os
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efeitos das combinagdes entre os tratamentos de F' e G. Para caso que Wr e W sdo ortogonais

e a interagdo F por G é ndo nula, a equagdo Vyr = Vy d Wr & Wg & W mostra que:

T=Tr=To+Tr+Tc+TrrG

e, entdo, a interagcdo F por G € dada por:

TrnG =Tr —To—TF — 1G-

De acordo com Bailey (2008), Trrg € uma medida de saida do ajuste do submodelo

Vr + Vi para o modelo completo Vr.

O teste de hipotese

Para realizar o teste de hipotese, € necessdrio verificar a qual subespago pertence o vetor
de médias do experimento. Para tanto, obtenha as hip6teses e compare os quadrados médios
pelas razdes de variagdo.

Como os testes sdo feitos do menor subespago para o maior. Primeiramente, teste se

existe efeito de interagdo F por G pelas hipoteses:

Hj : interacdo nula

H, : interacdo ndo nula.

Se a hipétese nula é verdadeira, entdo T € Vr + V e, portanto, T = Trg. Se a hipdtese
nula é falsa, entdo T € Vr e portanto T = Tr. Sob Hj verdadeira a nuvem de pontos € centrada
em Tr4 que pertence ao subespago Vg 4 Vi, como se mostra na Figura 3.16.

Para realizar o teste, compare o vetor Py, .Y com o vetor de residuos Py, Y (Figura
3.16). Para tanto, use a razdo de variancias QM (Wrag)/OM(Wg). Se esse valor for menor que
um, nao se rejeita Hy e pode-se concluir que a interacao € nula, logo, os efeitos dos niveis de F'
e G sdo independentes. Se esse valor for maior que um, rejeita-se Hy e pode-se concluir que a
interacao € nao nula, logo, os efeitos dos niveis de F' e G s@o dependentes.

Para o caso em que a interagdo € nula, é necessario testar os efeitos dos niveis de F e G,
separadamente, pelas hipdteses que seguem.

Para testar os efeitos dos niveis de F use as hipdteses:

H():’I.'F1 :TFZZ"':TFnF

H, : T ndo € um vetor constante.
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Figura 3.16 — Teste de hip6tese para o experimento fatorial.

e

—
—
e

—
e

Fonte: Da autora (2019).

Se OM (WF)/QM (W) for menor que um, ndo rejeite Hy e conclua que T é um vetor
constante, logo, ndo existe diferenca entre as médias dos niveis de F.

Para testar os efeitos dos niveis de G use as hipéteses:

f]()t"l,'Gl =1TG, = .:’L'GnG

H, : T ndo é um vetor constante.

Se OM(Wg)/OM (WE) for menor que um, ndo rejeite Hy e conclua que T € um vetor
constante, logo, ndo existe diferenca entre as médias dos niveis de G.
Na andlise usual, o efeito de interacdo € estudado, plotando-se as médias das respostas

do experimento em um gréfico. O exemplo, a seguir, mostra como proceder.

Exemplo para analise no experimento fatorial

Para realizar a andlise, € possivel plotar as médias das respostas para cada nivel do fator
F e manter fixos os niveis do fator G. Nesse caso, obt€ém-se curvas para diferentes niveis de
G. Se as curvas sdo paralelas, entdo, a interagdo € nula. Se as curvas ndo sao paralelas, ou até
mesmo, se cruzam, a interagio é ndo nula (ADAO, 2011).

Da mesma forma, é possivel plotar as médias das respostas para cada nivel do fator G e
manter fixo os niveis do fator F. Nesse caso, obtém-se curvas para diferentes niveis de F.

Caso haja um fator de tratamento com niveis qualitativos e outro com niveis quantita-

tivos, plote as médias dos niveis qualitativos e mantenha fixos os niveis quantitativos.
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O exemplo, a seguir, retirado de Bailey (2008), pode esclarecer como a anélise é reali-
zada.

Em um experimento os tratamentos consistem de cinco variedades de ervilha combi-
nadas com trés métodos de cultivo. Desse modo, o conjunto das variedades é F = {A,B,C,D,E},
e o conjunto dos métodos é G = {1,2,3}. Para realizar a andlise, os rendimentos médios, em
toneladas por hectare, sdao mostrados na Figura 3.17. Nesse caso, foram plotadas as médias para

os métodos mantendo fixas as variedades.

Figura 3.17 — Interacdo entre variedades e métodos de cultivo.

Rendimentos médios o Método 1
+ Método 2
. x Método 3
4
R X
3 . M y x R
. ’ .
2
Variedades
A B C D E

Fonte: Bailey (2008).

Na Figura 3.17, mostra-se que existe interacao, uma vez que, as curvas para diferentes
variedades de ervilha ndo sdo paralelas e se cruzam. Note que o método de cultivo 1 € melhor
para as variedades C e D e pior para A, B e E. J4 o método de cultivo 2 é melhor para as
variedades A, B e E e pior para C e D. Enquanto o método de cultivo 3 € intermedidrio para
todas as variedades.

Conduzui-se, este experimento, com o objetivo de mostrar qual rendimento médio de
producgdo é melhor em cada método, considerando todas as variedades. O agricultor com sua
experiéncia, de posse desses resultados, provavelmente deve saber qual combinacao € a mais

vantajosa para ser utilizada em campo.

3.5 Principios de modelos de esperanca

O subespaco onde se assume pertencer o valor esperado de um vetor de varidveis aleatorias

¢ chamado de modelo de esperenca. Como visto em capitulos anteriores, o valor esperado do
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vetor aleatdrio ¥ pode pertencer a varios subespacos. Entretanto, até o presente momento, ndo
se definiu como uma colecdo de subespacos de V pode ser utilizada para testar hipéteses.
Como aponta Bailey (2008), o teste de hipétese € feito para selecionar qual o menor
modelo suportado pelos dados e, em seguida, estimar os parametros desse modelo. De modo
que uma colecao de subespacos de V ndo pode ser arbitréria e deve satisfazer a alguns principios.

Esses principios sdo apresentados a seguir, conforme constam em Bailey (2008).

Principio 3.5.1. Principio da Interseccdo: Se V| e V, sdo ambos modelos de esperanga entdo

Vi NV, também deve ser um modelo de esperanga.

Nota-se que, ao definir Vi NV, como modelo de esperanca, ndo é necessario escolher
entre V| ou V>, caso o valor estimado pertenca a Vi NV,. De modo que, se Y estd em Vi NV,

entdo o modelo ajustado deve ser V| e também V.

Principio 3.5.2. Principio da Soma: Se V| e V, sdo ambos modelos de esperanca entdo Vi +V,

também deve ser um modelo de esperanca.

A soma de subespacos € uma caracteristica de todos os modelos lineares para permitir
a soma de vetores. Novamente, ao definir V| 4+ V, como modelo de esperanca, nao € necessario
escolher entre V| ou V,, caso o valor estimado pertenca a V| + V5.

Todos os modelos de esperanca estdo contidos em um tnico modelo maximo. Esse
modelo € o ponto de partida para testar hipéteses sobre modelos e define o residuo. De modo
que, nada no modelo maximo € residual, mesmo quando encaixado em um modelo menor. Nas
Secoes 3.1 e 3.4 0 modelo médximo € Vr, na Secao 3.2 o modelo maximo € V7 + Vg e na Secao
3.3 o modelo méximo é Vr +V; + V. Portanto, é fundamental que a soma de subespacos seja

um modelo de esperanca.

Principio 3.5.3. Principio da Ortogonalidade: Se V| e V, sdo ambos modelos de esperanca e

se W =V, NV, entdo Vi "W deve ser ortogonal a Vo N W

Dados os modelos de esperanca V; e V, e os subespacos W =V NV,, V| NAWLeV,nW,

temos que:

Vi=W+VinWte

Vo =W +VanW.

Logo, Vi+V, =W +ViNnWL +V,NW,
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Figura 3.18 — Subespacos para o principio da ortogonalidade.

Va

Vi

Fonte: Da autora (2019).

Suponha que a hipétese de que E(Y) € V| +V; € verdadeira. Desse modo, pode-se
verificar, se € possivel reduzir o modelo de esperancga para V. Para tanto, examine o tamanho
do vetor Py, +v,Y — B, Y.

Como

dim(Vy +V,) —dim(Vy) = (dim(Vy) +dim(Va) — dim(Vy N\ V,)) — dim(Vy)
=dim(Vp) — dim(W)

=dim(Vo,NW),

temos que Py, +v,Y — Py, Y éigual a Pvsz LY, seVinwté ortogonal a V, N W-L. Para examinar

o tamanho do vetor Py, +v,Y — P, Y, compare o quadrado médio

||PV1+V2Y _PV1YH2 _ ||PV2ﬂWJ-Y||2
dim(Vi +V,) —dim(Vy)  dim(V2) —dim(W)’

com o quadrado médio residual. Se esse valor for menor que um, a hipétese que E(Y) € V; é
verdadeira. Entdo, pode-se prosseguir e testar se € possivel reduzir o modelo para W = V) NV;.
Da mesma forma, examine o tamanho do vetor P, Y — PyY.

Como

dim(Vy) —dim(W) = dim(ViN"\W),
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temos que P, Y — PyY € igual a Pvmw Y, seVinwté ortogonal a V, N W-. Para examinar o

tamanho do vetor Py, Y — PyY, compare o quadrado médio

IR —AY R Y )P
dim(Vy) —dim(W)  dim(Vy) —dim(W)’

com o quadrado médio residual. Se esse valor for menor que um, a hipétese que E(Y) € W é
verdadeira. Como W € o menor modelo suportado pelos dados os testes podem ser encerrados.

Note que o teste para reduzir o modelo de V| +V; a V; é o mesmo para reduzir o modelo
de Vi +V, a V; e, posteriormente, a W, de modo que, existem dois caminhos para W conforme
pode ser visto na Figura 3.19. Pela ortogonalidade de Vi "W+ e V, "W+, ambos os caminhos
estdo corretos porque em ambos os casos foi examinado Py, ~y Y e P,y Y. Se Vin Wte
V5, "W+ ndo sdo ortogonais, entdo alguns valores de ¥ fornecem resultados contraditérios e a

inferéncia fica comprometida (BAILEY, 2008).

Figura 3.19 — Submodelos encaixados de V, + V5.

Vi+ Vs

W
Fonte: Adaptado Bailey (2008).

O principio da ortogonalidade se aplica ao delineamento em blocos casualizados, deline-
amentos em linhas e colunas e experimentos fatoriais. Foi nesses casos, que se definiu a soma
de dois subespacos como modelo de esperanca. Para que esses delineamentos satisfacam o
principio da ortogonalidade, € necessdrio garantir a condi¢do do Teorema 3.4.1. Desse modo, o
principio da ortogonalidade € afetado pelo nimero de repeti¢cdes dos tratamentos. Sendo assim,
o principio da ortogonalidade tem implica¢des no planejamento do experimento.

Em resumo,

Dada uma cole¢do de modelos de esperanga que satisfaz os trés principios,
testamos os submodelos, iniciando no modelo maximo e trabalhando para mo-
delos menores. Em cada estdgio, testamos o préximo submodelo examinando
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a diferenca entre as somas de quadrados para o ajuste no modelo atual e para
o ajuste do submodelos dividido pela diferenca entre suas dimensdes. Esse
quadrado médio € sempre comparado com o quadrado médio residual origi-
nal. Se aceitamos o submodelo, descemos o diagrama até ele e continuamos
a partir dele. Se em algum momento rejeitamos todos os submodelos imedi-
atamente abaixo do modelo atual, decidimos que o atual é o menor suportado
pelos dados. Devido a ortogonalidade, ndo importa em que ordem testamos 0s
submodelos quando hd uma escolha (BAILEY, 2008, p. 86, tradug@o nossa).



4 RELACOES ENTRE A GEOMETRIA DOS MODELOS LINEARES E A GEOME-
TRIA DA ANALISE DE VARIANCIA

Como aponta Bailey (2008), alguns autores usam a notagdo matricial para expressar
modelos lineares. Essa notagdo admite uma interpretacdo geométrica.
Neste capitulo objetivou-se fazer uma comparacao entre a abordagem utilizada no pre-

sente trabalho com a abordagem usual empregada em modelos lineares.

4.1 Modelos lineares na presenca de efeitos de tratamentos

O modelo para o delineamento inteiramente casualizado, na notacao matricial, considera

a matriz de delineamento Xy, € o vetor de médias dos tratamentos B, definidos por:

T1
X=(w w o ow)eB=| ® |
Tt
sendo uy,uy,...,u; vetores coluna e 71, 7,...,T; as médias dos tratamentos. Note que, nesse

caso, a matriz X ndo possui a coluna correspondente ao vetor uy.

Matricialmente, o modelo linear é expresso como:
Y=XB+e¢,

em que Y € o vetor de dados, X a matriz de delineamento, B é o vetor de efeitos de tratamentos
e € é o vetor de residuos.

Assim como em Bailey (2008), vale destacar que B ndo é o mesmo que T, definido
na Segdo 3.1, isso porque B, ., enquanto Tyx;. De modo que T = X B, ou seja, T contém
coordenadas relativas as repeti¢cdes dos tratamentos.

Na abordagem geométrica, a teoria dos modelos lineares, se caracteriza por considerar
a matriz de delineamento X como uma transformacao linear ! do espaco de pardmetros R’ no
espaco de dados RY. A transformacio linear X aplicada a um vetor no espago de parimetros

resulta em um vetor em imagem X. Dessa forma, a imagem de X é o modelo linear para as

! Veja Definicio .0.8 do Apéndice deste trabalho.
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médias do vetor aleatério Y. Assim, o subespaco imagem de X contém todos os vetores que
podem representar o valor esperado de Y, ou seja, o vetor T = X 8.

Uma das solugdes para o modelo matricial € obtida pelo método dos minimos quadrados,
que consiste, simplesmente, em obter um vetor em imagem de X o mais proximo possivel do
vetor de dados Y. Isso € obtido pela proje¢do ortogonal de ¥ em imagem de X, ou seja, Fy,,x)Y -
Desse que, o processo de estimagdo pode ser descrito como uma regra que atribui a cada vetor
observado ¥ um vetor em Im(X). A estimativa de minimos quadrados é, entdo, obtida pela

pré-imagem de X, considerada aqui de posto maximo e, portanto, injetiva (N > p), isto é:

XB = PIm(X)Y7

e como X € injetiva, existe apenas um vetor B em R’ que satisfaz a equagdo acima. Note que

Prnx)Y € o vetor de médias ajustadas dos tratamentos ou vetor de dados ajustados Y.

Figura 4.1 — Matriz X como transformacao linear.

Espago de Parametros Espago de Dados
R! RN
T2
A X
J6; —

h!

Fonte: Da autora (2019).

Em termos matriciais, a projecdo ortogonal € dada por:

PLx)Y =X(XX)"'XTY
XB=X(X"X)"'XxTy,

e pela injetividade da X temos que:

B=(X"X)"'XxTy.
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Como X nio possui a coluna correspondente a ug, (XTX)~! possui inversa simples.
Na andlise de variancia, para o delineamento interiramente casualizado, assumimos que

os valores observados assumem o modelo
Yij =i+ &;j,

parai=1,...,7 (f nimero de tratamentos) e j = 1,...r; (r; nimero de repeticdes do tratamento
).

As coordenadas do espago de dados RY sdo parametrizadas pelas parcelas. Essa parametriza-
¢do é considerada como a base para o subespaco de tratamentos V7. As coordenadas de um vetor

u; da base sao:

1, se o tratamento i foi aplicado a parcela @

0, caso contrario.
De modo que a base para Vr é dada por {u;,us,...,u;}.
Definindo o espago de pardmetros como R’ = {(7},1»,...,7;), T; € R} e a base canonica
para esse espago {ej,ey,...,e;}. Dessa forma, a matriz X pode ser definida por Xe; = u;, de

onde vem que a matriz X é dada por:

(ul u2 PP ut)'

Dessa forma, a imagem de X € exatamente o subespaco de tratamentos Vr.

Observe que X tem posto completo e

o0 - 0

XX =
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tem inversa. Entdo, a projecdo é simplesmente:

1/r o --- 0 u{
B 0 l/ry -+ 0 ul
X(XTX) 1XT:( u u;) 2
O 0 1/1"; u;r
1.7
T
1.7
_ o)
pu— ul u2 Y ut
1.7
It t
Portanto,
1.7
r—lul Yl
1.7
—U Yz
XXX XY =(wy wy ow )|
LT Y,
147 t N
1,7
r—lulY
1.7
- )|
=\ w1 u U;
LuTy
Iy t
rluIY
1
1.7
_ Equ
Luly

Como %ul.TY ¢ a estimativa do parametro de tratamento 7;. Desse modo, o parametro de
1
tratamento 7; encontra-se nas coordenadas do vetor 7;u;, de modo que nao hé necessidade de

explicitar o espago paramétrico R’ e toda andlise de variancia € realizada no espaco de dados

RN,

Outro tipo de parametrizacao



92

E comum no delineamento inteiramente casualizado, na notacdo matricial, se trabalhar

com a matriz de delineamento, da seguinte maneira

X=<u0 u - uz)-

Nesse caso, temos outro tipo de parametriza¢io, de modo que o espaco de parimetros é R!*!
e o espaco de dados é RY. Agora X ndo tem mais posto completo e o processo de estimacio
demanda inversas generalizadas, isso, porque X TX ndo tem inversa simples.

Na anélise de variancia, para essa parametrizacdo, ¢ comum assumir que os valores

observados assumem o modelo:
Yij = U+ i+ &,

em que o parametro de tratamento u significa a média geral do experimento, sob a restricao
Y0 = 0. Dessa forma, a imagem de X corresponde a decomposi¢do de V7 em soma direta de
Vo @ Wr. E a imagem do eixo relativo ao parametro i € justamente o subespaco V.

Vale destacar que se compararmos a parametrizacao anterior com a atual, no modelo

temos que T; = U + ;.

4.2 Modelos lineares na presenca de efeitos de blocos

O modelo para o delineamento em blocos casualizados, na nota¢do matricial, considera

a matriz de delineamento X, ;) € 0 vetor de parametros ﬁ(, +b) definidos por:

T

X=(X | X, )cB= -l

G

sendo X = (u; ...u;), Xo = (v; ...%), T1,..., T as médias dos tratamentos e (j,...,{, as
médias dos blocos. De modo que as parcelas sdo enumeradas pelos tratamentos e pelos blocos.

Note que tanto X | quanto X, ndo possuem o vetor coluna correspondente a u.
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Matricialmente, o modelo € expresso por:
Y=XB+e¢,

em que Y é o vetor de dados, X é a matriz de delineamento, B € o vetor de pardmetros € € € o
vetor de residuos.

Note que B ndo € o mesmo que T+ &, definido na Segdo 3.2, isso porque B, )
enquanto (T+ &§)nx1. De modo que T+ § = X, ou seja, T contém as coordenadas relativas as
repeti¢des dos tratamentos e £ contém as coordenadas relativas as repeticdes dos blocos.

Na abordagem geométrica, novamente, X € considerada uma transformagao linear do
espaco de parametros R'*? no espago de dados RY. Na matriz X temos que X | é uma matriz N x
t, que corresponde ao subespaco de tratamento V7 e X, é uma matriz N X b, que corrresponde
ao subespaco de bloco Vp.

Note que toda linha de X possui dois "1"indicando o tratamento e o bloco. Como a soma
das colunas de X resulta no vetor uy € 0 mesmo ocorre para a soma das colunas de X,, temos

que Vr NVp contém o subespaco, #y. De modo que X ndo tem posto completo e

XTX:(X} | X;)(X1 | X2>
XX, XX,
xIx, xIX,

ndo possui inversa simples.

Para que X = (X|X>) seja injetiva é necessdrio restringir X ao subespago de R/*?
ortogonal ao subespc¢o gerado por ug (Figura 4.2).

A solugdo para o modelo matricial, pelo método dos minimos quadrados, consiste em
obter vetores em Im(X ) e Im(X;) o mais proximo possivel do vetor de dados Y. Novamente,
isso € obtido pela projecdo ortogonal de Y em Im(X ) e Im(X ), ou seja, Py x,)Y € Pryx,) Y-
Considerando X restrita ao subespaco gerado por ug, X € injetiva, e a estimativa de minimos

quadrados € obtida pela pré-imagem de X, isto é:

Xp = Prux)Y = Prox )Y + Prox,)Y -



94

Figura 4.2 — Subespago R'*? restrito ao subespaco gerado por u .

B

uq

Fonte: Da autora (2019).

Note que Py, x )Y € o vetor de médias ajustadas dos tratamentos e Pp,,x,)Y € o vetor de
médias ajustadas dos blocos.
Na andlise de variancia, para o delineamento em blocos casualizados, assumimos que os

valores observados assumem o modelo:

Yij=1u+E+¢&;,

parai=1,...,7 (f nimero de tratamentos) € j = 1,...,b (b nimero de blocos).
Quando se utilizam blocos, o espago de pardmetros é dado por R'*”, de modo que os

efeitos dos blocos sdo mensurados por um novo conjunto de pardmetros (;, j=1,...,b.



5 ANALISE DE VARIANCIA NA PRESENCA DE EFEITOS ALEATORIOS

Em andlise de variancia, para modelos que apenas o residuo € efeito aleatdrio, a matriz
de variancias e covaridncias X pode assumir diferentes estruturas, além de o21. Pois, mesmo
considerando-se que apenas o residuo € efeito aleatdrio pode existir correlacao entre pares de
parcelas distintas.

Por outro lado, é muito comum considerar modelos que ndo apenas o residuo € efeito
aleatério. Esse modelo é mais geral, e considera-se que outros efeitos sejam aleatérios. Para
esse caso, a matriz de varidncias e covaridncia é dada por uma matriz simétrica £. Nesse
modelo, as suposi¢des sobre qual subespago pertence o valor esperado de Y ndo sdo alteradas.

Efeitos aleatérios s@o aqueles representativos de tratamentos de uma amostra prove-
niente de uma determinada populacdo (BARBIN, 1993). Se de uma populacdo retiramos uma

amostra, as conclusdes sobre essa amostra podem ser estendidas a populagdo.

5.1 A métrica de Mahalanobis

Para modelos que nao apenas o residuo € efeito aleatdrio, a matriz de variancias e covar-
iancias nao mais € dada por o021, mas sim, por uma matriz simética £. Nesse caso, temos uma

extensao do Teorema 3.1.3.

Teorema 5.1.1. Assuma que E(Y) =1t € Vr e cov(Y) = X. Sejam x e z quaisquer vetores em

Vr. Entdo
i) A varidncia do estimador x-Y é xTXx;
ii) A covaridnciade x-Y ez-Y é xTXz;
iii) Se x é um autovetor ! de T relativo ao autovalor 8, entéo a varidncia de x-Y ¢é ||x||>8;
iv) Sejam x e z autovetores de X correspondentes aos autovalores & e 1), respectivamente.

a) Se & =n, entdo cov(x-Y,z-Y)=(x-2)n,

b) Se 6 # n, entdo cov(x-Y,z-Y)=0.

Demonstragdo.

! Veja Defini¢do .0.9 do Apéndice deste trabalho.
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i) Usando o fato de que para uma varidvel aleatéria ¥ vale que var(Y) = E ((Y —E(Y))?)
temos que:

var(x-Y) =var(x7Y)
=E ((xTY — E(x7Y))?)
—E((xTY —E(X"Y))(x’Y —E(xTY)) )
—E(xT(Y —E(Y))x"(Y —E(Y)))
=E(x"(Y—E(Y))(Y—E(Y))"x)

—xTE((Y —E(Y))(Y —E(Y))T)x.

Como para varidveis aleatorias X e Y, vale que cov(X,Y) =E((X —E(X))(Y —E(Y)))
segue que:

var(x-Y) =xTcov(Y)x

=xTXx.

ii) Usando o fato mensionado no item anterior que cov(X,Y) =E((X —E(X))(Y —E(Y))),
temos que:

cov(x-Y,z-Y) =cov(xTY,ZTY)
=E( (XY —E(x"Y))(ZTY —E(ZY)))
=E(xT(Y —E(Y))ZT(Y —E(Y)))
—E(x"(Y—E(Y))(Y—E(Y))"z)
=xTE((Y —E(Y))(Y —E(Y))")z
=xTcov(Y)z

=xTXz.
iii) Pelo item i) temos que:

var(x-Y) = xTZx = x7(8x) = (x"x)8 = (x-x)& = ||x||.
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iv) a) Pelo item ii) temos que:

cov(x-Y,z-Y)=x"2z=xT(nz) = (x"2)n = (x-2)7.

b) Basta mostrar que sendo £ uma matriz simétrica, autovetores x e z correspondentes

a autovalores distintos sdo ortogonais entre si. Vejamos:

8(x-2) =(6x)-z=2x-z= (%x)Tz
=(xTEZN)z = (x7X) -z =xT(Xz)

=xT(nz) =n(xTz) =N (x-2).
Logo, (6 —n)(x-z) =0, mas como § # 1, entdo x -z = 0. Portanto,

cov(x-Y,z-Y)=(x-2)n =0.

]

Como a matriz de variancias e covariancias é dada por uma matriz simétrica X, vimos
no Teorema 5.1.1 que cov(x-Y,z-Y) = xTEz. Em razdo desse fato, a métrica usual para vetores

em RY é métrica

Lx,72>= x"Xz,

que € denominada méttrica de Mahalanobis.
Para o caso em que a matriz de varidncias e covaridncias é dada por 621, temos que

¥ = 6?1, logo, xT6?Iz = (x-z)0>2.

Portanto, a métrica de Mahalanobis se torna a métrica
Euclidiana usual.

Mesmo na presenga de efeitos aleatérios, em andlise de variancia estamos interessados
em realizar um teste. Vimos na Secdo 3.1 que os pressupostos da andlise de variancia sdo:
aditividade, normalidade, independéncia e homogeneidade de varidncias.

Na presenca de efeitos aleatdrios a suposi¢ao de independéncia fica comprometida. Con-
tudo, na presencga de covariancia, tais experimentos podem se analisados. Isso porque, o teste

de hipoétese € realizado considerando autovetores realtivos a0 mesmo autovalor, como mostra o

teorema a seguir.



98

Teorema 5.1.2. Suponha que 'Y tem distribui¢do normal multivariada, E(Y) =1t € Vr ecov(Y) =

Y. Entdo temos o seguinte.

i) Seja Wi um subespaco vetorial d-dimensional, consistindo de autovetores de ¥ relativos
ao autovalor §, sendo Wy ortogonal a Vr. Entédo ||Pw,Y||>/8 tem distrbui¢do x> com d,

graus de liberdade.

ii) Sejam Wi e W, subespacos vetoriais com dimensoes d| e d respectivamente, ambos
consistindo de autovetores de ¥ com autovalor 6, sendo Wy e W, ortogonais entre si.

Entdao QM (W))/QM(W,) tem distribuicdo F com d, e dy graus de liberdade.
Demonstragdo.

1) Seja uy,uy,...,ug uma base ortonormal para W;. Expressando Py, Y com relacdo a essa

Y- u Y u Y u
PWlY:( 1>u1+( 2)u2+...+( dl)udl
u-u| u-up Ug, -ug,

=Y u)u+ Y -w)uy+...+ Y -ug) ug,

base temos:

Calculando a esperanga de Y - u; e usando o fato que W € ortogonal a V7 temos:
EY u)=EY) uj=7-u;=0.
Calculando a variancia de Y - u; temos:
var(Y -u;) = ul Zu; = |u;]|>8 = 6.
Logo, Y - u; sdo varidveis normais com média 0 e varidncia 6. Portanto segue que:
1P, Y[ _ 1

((Y—u1)2+(Y-u2)2+...+(Y-udl)2)

d
(Brr)

5
I u\ 2
:,-d_zl(yﬁ) |

%
&l

—_
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Y-u,‘

Ve
com d; graus de liberdade.

2
Como tem distribuicdo normal padrdo, segue que Z?; | <%) tem distribuicdo 2

ii) Como W; e W, sdo subespagos ortogonais, Py, Y e Py,Y sdo vetores aleatorios indepen-
dentes. Como também Py, Y e Py,Y sdo vetores relativos a0 mesmo autovalor & segue

que:

1B Y IP AP

0 0

tém distribui¢io > com d e d» graus de liberdade respectivamente. Logo, segue que

1P YIP/6 _ [Pw Y
1Pw,Y[12/6 [P, Y[

tem distribuicdo F com d; e d, graus de liberdade. Portanto,

1P, Y |*/dy _ QM (W)
\Pw,Y|?/dy  QM(W,)

tem de distribuicao F'.
]

O teorema anterior descreve o caso em que os autovetores de X correspondem ao mesmo
autovalor. Nesse caso, a razdo de varidncias é sempre entre x> independentes. E como os
autovalores sdo 0os mesmos essa razao possui distribuicdo F. Desse modo, as suposi¢des de
independéncia e homogeneidade de variancias, sob as condi¢des do teorema, ndo sdo afetadas.

Para o caso que os autovetores de X correspondem a autovetovalores distintos, vimos
no Teorema 5.1.1, item 1v), item b) que esses sdo sempre ortogonais. Assim, se X € Z Sao
autovetores de £ com autovalores &y e ;. Como X é uma matriz simétrica temos que x -z =
0, ou seja, autovetores, associados a autovalores distintos, de matrizes simétricas sdo sempre
ortogonais?. Desse modo, a suposicdo de indenpendéncia é vilida.

De modo geral, para realizar o tete F, na presenga de efeitos aleatdrios, consideramos

os autoespagos> da matriz X.

2 Esse é um resultado de 4lgebra linear que encontra-se no Apéndice deste trabalho, Teorema .0.2
3 O conjunto de todos os vetores associados a um mesmo autovalor é denomidado autoespaco corres-
pondente a esse autovalor.
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5.2 Analise de variancia na presenca de covariancia

Nas proximas secdes, apresentamos a andlise de variancias na presenca de efeitos aleatorios
para os delineamentos apresentados nas Sec¢des 3.1, 3.2 e 3.3.

Para a andlise de variancia, os subespacgos de interesse sdo: V, Vo, Vr, Wr, Vg, Wp, V.,
Wi, Ve, We, Wg, dentre outros. A andlise de variincia para delineamentos particulares sera
possivel, se os subespacos de interesse forem ortogonais, na métrica de Mahalanobis, o que

implica ndo correlagao e, na suposi¢ao de normalidade, independéncia.

5.2.1 Efeitos aleatorios no delineamento inteiramente casualizado

Na auséncia de efeitos de blocos, na analise de variincia é razoavel assumir um modelo

onde a covariancia Y para parcelas & e  é dada por:

oc’sea=p

cov(Yo,Yg) =
po’se a#pB.

Portanto, a matriz de variancias e covariancias é dada por:

X =cov(Y)

=c’l+pc*(J—1)

=o’[I+p(J-1)]
L p
1
:62 p R
p P 1

em que I é a matriz identidade e J € uma matriz N X N de uns.



101

Para o delineamento inteiramente casualizado, agora decompomos V em soma direta de

Voe VOL, eparaug € Vpeve VOL obtemos:

Sug = >[I+ p(J —1I)jug
= 62[Tuy+ p (Juo — Tuy)]
= °[uo + p (Nug — up)]
=o?[1+p(N—1)]ug

= G*(1+Np —p)u,

e portanto, ug é autovetor relativo ao autovalor & = 62(1+Np —p).
Agora note que v = (vy,...,vy) € tal que v-uy = 0, entdo Y ;v; = 0 e isto implica que

Jv = 0. Assim temos que:

Lv=0c?[I+p(J—D)v
=2 [Iv+p(Jv—Iv)]
= [v+p(0—v)]
=o?[1+p(0—1)]v

=a’(1-p)v,

e portanto, v é um autovetor relativo ao autovalor & = 62(1 —p).

Observe que dim(Vp) = 1 e dim(V3-) = N — 1, logo, por dimensdo foram obtidos todos
os autoespagos de X.

A andlise de variancia € feita como antes, porém, agora considerando outovetores re-
lativos aos mesmos autovalores. Como vimos na Secdo 3.1, para o delinemenro inteiramente
casualizado V é decomposto em soma direta de Vy & Wr & VTL. De modo que o autovalor &
corresponde ao autoespago Vj € o autovalor &; corresponde aos autoespagos Wr e Vi-. A razio
de variancias € calculada em termos dos mesmo autovalores, veja Tabela 5.1.

Vale destacar que &) ndo pode ser estimado, de modo que ndo é possivel verificar se
a média geral do experimento € estatisticamente diferente de zero. Entretanto, o teste para

as médias dos tratamentos pode ser realizado normalmente, pois &; pode ser estimado por

oM(Vi) =&,
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Tabela 5.1 — Tabela de anélise de variancia para delineamento inteiramente casualizado na presenga de
efeitos aleatdrios.

Fontes de Grausde Somasde Quadrado

variagdo liberdade quadrados médio Estatistica F
Média Vj 1 I1PYI? OM(V)

Tratamentos Wy ¢ —1 |Pv, Y|> OM(Wr) OM(Wr) /&
Residuo V- N—t IPLYI?  OM(VE) =¢

Total V N Y]]

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

5.2.2 Efeitos aleatorios no delineamento em blocos casualizados

Outro caso que pode ser analisado € a presenca de efeito de blocos no modelo de analise
de variancia. No Tpico 3.2 os blocos foram considerados como efeitos fixos, em que a matriz
de variancias e covariincias era 62I. Contudo, é comum considerar um modelo mais geral, em

que os efeitos dos blocos sejam aleatérios. A covaridncia de Y para parcelas o e 3 fica:

oc’sea=p
cov(Ye,Yg) = p162 se ot # B mas & e B estdo no mesmo bloco

2

P20~ se & # B mas & e B ndo estdo no mesmo bloco .

A covariancia entre respostas de pares de parcelas depende se estdo ou ndo em blocos
distintos. Em geral, se supde que a covariancia entre respostas de parcelas que estdo em blocos

distintos é maior do que a covariancia entre parcelas que estao no mesmo bloco. Assim, a matriz
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de variancias e covariancias €:
X=cov(Y)

=021+ p6*(Jg—1I)+pyo*(J —Jp)
=’ [I+p1(Jz—1)+pa(J —J3)]

1 pPr ... P1 ... P2 P2 ... P2

pr I ... pt ... P2 P2 ... P2

pr p1 .. 1 ..o p2 P2 P2
:GZ ,

P2 P2 . P2 .. 1 op1ooopy

p2 P2 ..o P2 ... P11 ..oy

p2 P2 .o P2 .. P P11

em que I € a matriz identidade, J € uma matriz N X N de uns e Jp € uma matriz N X N de blocos.
Para exemplificar, seja um experimento com dois blocos, ambos de tamanho k = 3, as

matrizes Jp e X sao dadas respectivamente por:

111000 1L p1 p1 p2 P2 P2
111000 pr 1 p1 po po p2
Jp— 111000 ex_g2| P A L p2 p2 p2
000111 P2 p2 p2 1 p1 p1
000111 P2 P2 P2 p1 1 pi
000111 p2 P2 P2 p1 P11

Para o delineamento em blocos, temos que Vg = Vi & Wp, desse modo V = Vg & VBL =

Vo Wp P VBL. Sejam ug, x e z vetores de V, Wp e VBL, respectivamente.
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Tug = >[I +pi1(Jp—1I)+pa(J —Jp)|ug
= o*[Tug + p1 (Jpuo — Tug) + p2(Jug — J pug)]
= 6% [ug — p1 (kug — uo) + p2(Nug — kug)]
= 0°[1—pi(k—1)+p2(N —k)]uo,

Ix=0[I+p1(Jg—1)+p2(J —Jp)x
= 02 [Ix+ p | (Jpx — Ix) + po(Jx — Jpx)]
= 6% [x+ p1(kx —x) + p2(0 — kx)]
= 62[1+pi(k—1)+p2(0—k)]x

= o*[1+pi(k—1) —kpolx,

Sz=02[I+pi(Jg—1)+p2(J —Tp)|z
= o?[Iz+p1(Jpz—Iz) + pa2(Jz— T pz)]
= 6°[z+p1(0—2) +p2(0—0)]
= a’[l+pi(—=1)+p2(0-0)]z

= o’ (1-p1)z.

Portanto, & = 6>[1—p1 (k—1) +p2(N —k)], & = 0*[1 —pi (k— 1) +kps] e & = 6*(1 -
p1) sdo os autovalores correspondentes aos autovetores Ug, X € Z respectivamente.

Como dim(Vp) = 1, dim(Wg) = b— 1 e dim(V") = N — b, por dimensio, estes sdo todos
os autoespacgos de X. Na Secdo 3.2 para o delineamento em blocos vimos que o espaco vetorial

V pode ser decomposto em soma direta de:

V=WVr+Vp® (VT-l-VB)L
=VooWp®Wr @ (Vr +Vp)*

=VoeWpdWr & Wg.
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Assim, o subespaco Wy estd contido no autoespago VBL e o autovalor &, corresponde aos
subespacos Wr e Wr. A andlise de variancia € obtida considerando outovetores correspondentes
aos mesmos autovalores, como mostra a Tabela 5.2. Assim, a razao de variancias é calculada

em termos dos mesmos autovalores.

Tabela 5.2 — Tabela de andlise de varidncia para delineamento em blocos casualizados na presenca de
efeitos aleatorios.

Fontes de Graus de Somas de  Quadrado

variagdo liberdade quadrados médio Estatistica F
Média V; 1 1P Y2 OM(Vo)

Blocos W b—1 1Py, Y2 OM(Wp) =&

Tratamentos Wy 1 — 1 P, Y|> OM(Wr OM(Wr) /&
Residuo W N—b—t+1 |Pn,Y|? OMWg) =&

Total V N 4B

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

Novamente, &) ndo pode ser estimado, o que ndo prejudica o teste de hipétese para
tratamentos, uma vez que este € realizado pela estimativa de &;.

Se os blocos produzem efeitos aleatdrios a hipétese testada refere-se a variabilidade dos
blocos. Para realizar o teste basta comparar él / 52. Se esse valor é maior que um o teste é
significativo. Logo, existe variabilidade entre os blocos. As conclusdes obtidas para este teste
podem estendidas a toda a populacdo, ou seja, hd diferenca significativa entre os blocos de toda

populacao.

5.2.3 Efeitos aleatorios no delinemento em linhas e colunas

Como destaca Bailey (2008), também & possivel considerar as linhas e as colunas como

efeitos aleatorios. A covaridncia de Y para parcelas o e 3 fica:

o’sea=f
p162 se ot # B mas & e B estdo na mesma linha
cov(Yo,Yg) = ,
P20° se & # B mas & e B estdo na mesma coluna

2 caso contrario.

p30
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De modo que, a covariancia entre pares de parcelas depende se estdo na mesma linha e

também na mesma coluna. A matriz de variancias e covariancias € dada por:

X =cov(Y)
=02 1+p6°(Jp— D)+ p26*(Jc—1)+p36>(J =T, —Jc+1)
=’ I+pi(J—D)+p2(Jc—1)+p3(J —JL—Jc+1)]

L pt oo p1o—o P2 P3P
pr 1 ... pt ... p3 P2 ... p3
pr p1 - 1 ...op3 p3 ... P2
P2 P3 o p3 . Lopioop
pP3 P2 ... P3 ... P 1 ... P1
p3 p3 ... P2 ... Pp1 P11

em que I é a matriz identidade, J é uma matriz N X N de uns, J; € uma matriz N X N de linhas
e J. € uma matriz N X N de colunas.
Para exemplificar, seja um experimento com trés linhas a trés colunas, ou sejam =n =3,

as matrizes J7, J¢ e X sdo, respectivamente:

1 110000O0O00O 1 00100100
1110000O00O0 010010010
11 100000O00O0 00100T1QO0O0°1
0001T1T1QO0O0O0 100100100
Jio=1000111000],Jc=]0100100T120 ],
0001T1T1QO0O06O0 001001O0O0°1
000O0O0OO0OT1T1 1001001O00O0
000O0O0OO0OT1T1 01 0010O0T1FO0
000O0O0OO0OTT171 001 0010O0°O01
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L p1 p1 p2 pP3 P3 P2 P3 P3
pi 1 pt p3 p2 p3 p3 P2 P3
pi p1 1 p3 p3 p2 p3 p3 P2
p2 p3 p3 L p1 p1 p2 P3 P3
=0’ ps po ps p1 1 p1 ps P2 P3
p3 p3 p2 pr P11 p3 p3 p2
P2 p3 p3 P2 p3 P31 p1 pi
p3 P2 p3 p3 P2 p3 p1 1 pi
p3 p3 P2 P3 p3 p2 p1 p1 1

Para o delineamento em linhas e colunas, temos que Vp = VoW e Ve = Vo W, de
modo que V = (VL 4+ V) ® (VL + Vo)t = Vo WL W @ (VL +Ve)*. Sejam ug, x, y e z vetores

em Vo, W, Wee (Vi + VC)L, respectivamente tem-se:

Yuy= 62[1+p1(JL—I)—|—p2(Jc—I)+p3(J—JL—Jc+I)]u()
= 62[1u0+p1(JLu0 —Iu()) +p2(JCu0 —Iu()) +p3(Ju0 —Jrug — Jcug —|—Iu0)]
[

= 0 [up+ p1(nuyg — ug) + p2(muy — ug) + p3(Nug — nug — mug + ug)]

= (14 pi1(n—1)+pa(m—1)+p3(N —n—m+1)]uo,

Ex=0I+p (Jp—1D)+p(Je—1)+ps(J—J—Jc+1)]x
=0 [Ix+p (Jpx—Ix) + pr(Jex — Ix) 4 p3(Jx — T x — Jox + Ix)]
= 62 [x+p1(nx —x) + p2(0—x) + p3(0 — nx — 0+ x)]
=0*[14+p1(n—1)+p2(0—1)+p3(0—n—0+1)]x

=0 [14pi(n—1)—p2—p3(n—1)]x,
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Ly =c’[I+pi(J—1)+p2(Jc—1)+ps(J =L —Jc+1)]y
=0’ [Iy+p1(Jry—Iy) + p2(Jcy —Iy) + ps(Jy — Ty — Jcy + 1y))]
=67 [y+p1(0—y)+p2(my—y) +p3(0— 0 —my+y)]
= [14p1(0—1)+pa(m—1)+p3(0—0—m+1)]y

=0*[l—p1+pa(m—1)—ps(m—1)]y,

Yz=cI+p(J—D)+p(Je—D+p3s(J—Jp—Jc+1D)]z
=0 Iz+p1(Jrz—I2) +pr(Jez—1I2) + p3s(Jz— Tz — Jez+172)]
= 0%z+p1(0—2)+p2(0—2) +p3(0—0—0+2)]
=02[14p1(0—1)+p2(0—1)+p3(0—0—0+1)]z

=6’ (1—p1—p2+p3)z.

Portanto, & = 6?[1 +py(n— 1)+ pa(m—1)+p3(N—n—m+1)], & = 6?[1 +p;(n—
1) =p2—ps(n—1)], & = 0*[1 —=p1 +pa(m—1) = p3(m—1)] e & = 6*(1 — p1 — p2 +p3) 530
autovalores correspondentes aos autovetores ug, X, y € z, respectivamente.

Novamente, por dimensio, os autoespacos de X sio: Vo, Wz, We e (V. + V). Vimos na
Secdo 3.3 que para o delineamento em linhas e colunas o espaco vetorial V pode ser decomposto

em uma soma direta dada por:

V=Vr+Vi+Ve)® (Vr+Vi+Ve)t
=Vo®& WL &We @ Wr (Ve +Vp+Ve)*

=Voe WL, EeWc e Wr & Wg.

Assim, o subespaco Wy estd contido no autoespaco (V7 + V) e o autovalor &; corres-
ponde aos subespacos Wr e Wg. A andlise de varidncia € realizada considerando autovetores
relativos aos mesmos autovalores, como mostra a Tabela 5.3. A razdo de variancias € calculada
em termos dos mesmos autovalores.

Se as linhas e as colunas produzem efeitos aleatdrios as hipdteses testadas referem-se
a variabilidade entre as linhas e entre as colunas. Para realizar o teste basta comparar él / 53 e
52 / 53. Se esses valores sdo maiores que um o teste € significativo. Logo, existe variabilidade

entre as linhas e entre as colunas. As conclusdes obtidas para este teste podem estendidas a
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Tabela 5.3 — Tabela de andlise de variancia para delineamento em linhas e colunas na presenca de efeitos

aleatorios.

Fontes de Graus de Somas de  Quadrado

variagdo liberdade quadrados médio Estatistica F
Média Vj 1 1P Y2 OM(V)

Linhas W, m—1 1P Y|> OM(W) =&

Colunas We n—1 1P Y2 oMWe) =&

Tratamentos Wy 1 —1 |\Pw, Y|> OM(Wr) oM(Wr) /&
Residuo Wg por subtragio  ||Pw, Y |2  OM(Wg) =&

Total V N Y]

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

toda a populacgdo, ou seja, hd diferenca significativa entre as linhas e entre as colunas de toda

populacao.

Exemplo de experimento com efeitos aleatorios

Vejamos um exemplo de experimento, em que os efeitos dos blocos sdo considerados
aleatorios. Esse exemplo foi apresentado de Bailey (2008).

Um experimento foi conduzido para comparar o uso de dois corantes e o nao uso de
corante para protecao de metal. Dez corddes de metal foram utilizados. Cada cordao foi divi-
dido em trés partes e os trés tratamentos foram aplicados (sem corante A, corante B e corante
C). Nesse caso, os corddes podem ser considerados como blocos. Como os corddes de metal
sdo apenas dez de muitos corddes de uma linha de produgdo, é mais condizente considera-los
como efeitos aleatdrios. Depois que os corantes foram aplicados, os corddes foram deixados no
tempo por algum periodo e suas resisténcias foram medidas. Os dados desse experimento sao

mostrados na Tabela 5.4
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Tabela 5.4 — Dados do experimento corddes de metal.

Cordoes A B C Total de cordoes
1 102,4 108,5 106,8 317,7
2 93,7 923 96,7 282,7
3 974 93,1 100,6 291,1
4 96,1 106,9 1019 304,9
5 102,5 92,0 103,3 297.8
6 87,8 95,5 94,9 278,2
7 102,6 1084 106,5 317,5
8 95,2 94,6 101,2 291,0
9 96,9 1034 1114 311,7
10 92,1 98,2 92,9 283,2
Total de tratamentos 966,7 9929 1016,2 2975,8

Fonte: Bailey (2008).

Dos dados temos que:

Soma de quadrados total = 102,4% +108,5%+...+92,9°

—296231,92
Soma de quadrados da média = 297350’ 8
=295179,52
Soma de quadrados dos tratamentos = (966,7" + 9921’092 +1016,2%) —295179,52
=295302,17 —295179,52
— 122,65
Soma de quadrados dos corddes = 317, +282, 7" +... +283, 27 —295179,52

3
=295827,42 —295179,52

= 647,90
Soma de quadrados dos residuos = 296231,92 —295179,52 — 122,65 — 647,90

—281,85.

Esses dados resultam na Tabela 5.5, que contém a andlise de variancia. Como F, para
tratamentos € 3,92, e F; para 2 e 18 graus de liberdade € 3,55, temos que que F; > F;. Logo,
rejeta-se a hipdtese nula de que nao existe diferenca entre as médias dos tratamentos e conclui-

se que existe efeito de tratamento.
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Tabela 5.5 — Tabela de andlise de varidncia quando os corddes tem efeitos aleatdrios.

Fonte de Grausde Somasde  Quadrado

variagao liberdade quadrados médio Estatistica F
Média 1 295179,52 295179,52

Corddes 9 647,90 72,00

Tratamentos 2 122,65 62,32 3,92
Residuo 18 281,85 15,66

Total 30 2962,32

Fonte: Bailey (2008).

Os resultados da Tabela 5.5 s@o exatamente os mesmos se considerarmos os corddes
como efeitos fixos, o que muda € a interpretacdo. A hip6tese nula testada € de que ndo existe
variabilidade entre os corddes. Nesse caso, para realizar o teste, compare a razdo de variancias
72,00/15,66 = 4,60. Como esse valor é maior que um rejeita-se a hipétese nula e conclui-se
que existe variabilidade entre os corddes. Uma vez que os corddes foram considerados com
efeitos aleatdrios, essa conclusdo pode ser estendida a toda populacdo de corddes, ou seja,
toda linha de producdo de corddes. Logo, hd diferenca significativa entre os corddes de toda

populacao.



6 FUNDAMENTOS DA TEORIA DOS DIAGRAMAS DE HASSE APLICADOS A ANALISE
DE VARIANCIA

Nesse capitulo, objetivou-se evidenciar a teoria dos diagramas de Hasse bem como a
matemadtica utilizada nos delineamentos experimentais. Essa teoria estd fortemente alicercada
na teoria dos conjuntos. Desse modo, € possivel formalizar, de maneira bastante abrangente, a
teoria dos delineamentos experimentais.

Bailey (2008) destaca que a utilizagdo dos diagramas de Hasse € pouco difundida no
ensino académico. Mas, uma vez aprendida, os estudantes ndo mais precisam decorar os graus
de liberdade de experimentos mais complexos.

Como de costume, a formalizacdo matematica bem como as defini¢cdes e teoremas, deste

capitulo, estdo alicercados em Bailey (2008).

6.1 Fatores, niveis, classes, equivaléncia e fatores especiais

Considere um conjunto A e uma func¢do f definida em A com contradominio arbitrario.
Sendo esse contradominio genérico nao € possivel, por exemplo, somar ou multiplicar fungdes.
Nesse caso, o que caracteriza a fungio f é que ela define uma parti¢io ' no conjunto A, formada
pelas pré-imagens de f. As propriedades de f ficam totalmente caracterizadas pela particao que
ela determina em A.

Por exemplo, dadas duas funcdes f e g, tais que, f : A — Be g: A — C, tem-se, entdo,
duas parti¢des, Par(f) e Par(g). A intersec¢do de qualquer subconjunto da parti¢io f com
qualquer subconjunto da parti¢do g € outra parti¢ao.

As construcdes de fungdes que definem parti¢des permitem a formalizacdo matemética
da teoria dos delineamentos experimentais. Considere fungdes com o dominio ou no conjunto
de parcelas Q ou no conjunto de tratamentos €. Essas func¢des sdo denominadas fatores e
denotadas por letras maitsculas F e G.

Fatores definidos em € sdo denominados fatores de parcela. Fatores definidos em ¥ sdo
denominados fatores de tratamento. Para qualquer fator F' no conjunto Q, temos que F(®) é o
nivel de F que ocorre na parcela @. Para qualquer fator G no conjunto ¥, temos que G(i) é o

nivel de G que ocorre no tratamento i.

! Veja Definicdo .0.10 do Apéndice deste trabalho.
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Na Secdo 3.4, sobre experimentos fatoriais, nos referimos a fatores e seus niveis, sem
mencionar funcdes que definem particdes. Agora é possivel formalizar, matematicamente, esses
conceitos, por meio dessas funcoes.

Considere o experimento fatorial 2 x 3 onde os tratamentos sdo todas as combinagdes de
{1,2} e {a,b,c}. O conjunto de tratamentos fica, T = {1a, 1b, 1¢,2a,2b,2c}. Seja F o fator que
associa a cada elemento de T um elemento de {1,2} e G o fator que associa a cada elemento de
T um elemmento de {a,b,c} (Figura 6.1). Os fatores de tratamentos F e G definem parti¢des

no conjunto €. Note que F possui dois niveis, 1 e 2, enquanto G possui trés niveis, a, b e c.

Figura 6.1 — Fatores de tratamento F e G.

Fonte: Da autora (2019).

Outro conceito fundamental é o de classe de um fator. Seja F' um fator de parcela. A

classe de F que contém a parcela 3 é definida como:

Flpll={owcQ: F(o)=F(B)}.

De modo analogo, seja G um fator de tratamento. A classe de G que contém o tratamento j é

definida como:

GlliI ={ie%:G@) = G()}-

Agora, é possivel definir a fun¢do de delineamento 7', apresentada na Se¢do 2.2, como
um fator de parcela. Para o exemplo exposto naquela se¢do, cujo diagrama é apresentado nova-
mente na Figura 6.2, as classes sdo: T[[a]] = {a,y} e T[[B]] = {B,®}. De modo que, T[[c]] é
o conjunto de todas as parcelas com o mesmo nivel i e T[[]] é o conjunto de todas as parcelas

com o0 mesmo nivel j.
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Figura 6.2 — Fator de parcela T

Q@ o g

—_—

’r
~

-

Fonte: Da autora (2019).

Ap6s especificar o que sdo fatores e suas classes € possivel mencionar a defini¢do de

equivaléncia.

Definicao 6.1.1. Sejam F e G fatores no mesmo conjunto. Se toda classe de F for também uma

classe de G, entdo, dizemos que F é equivalente a G, e escrevemos F = G.

Se F e G sio fatores de parcela, entdo F = G se, e somente se, F[[@]] = G[[w]], para
todo @ € Q. Se F e G sao fatores de tratamento, entdo F = G se, e somente se, F[[i]] = G[[i]],
paratodoi € ¥.

Outra defini¢do importante, com relacdo a fatores e suas classes, refere-se ao conceito

de fator mais "fino"ou fator "precedente".

Definicao 6.1.2. Sejam F e G fatores no mesmo conjunto. Se toda classe de F estiver contida
em alguma classe de G, mas F # G, entdo, F é mais fino que G, ou G é mais grosso que F, e

escreve-se F < G.

Se F < GouF =G, escreve-se F < G.

Se F e G sdo fatores de parcela, entdo F < G significa que F[[w]] C G[[®w]] e F X G
significa que F[[@]] C G[[w]], para todo ®w € Q. De modo analgo, se F e G sdo fatores de
tratamento, entdo F' < G significa que F[[i]] C G[[i]] e F < G significa que F|[[i]] C G][i]], para
todoi € E.

Existem fatores especiais que devem ser mencionados, os quais sdo apresentados a
seguir.

Fator Igualdade: denomidado E, é definido por E(®) = o, para todo @ € Q.

Fator Universal: denomidado U, é definido por U(®) = 1, para todo @ € Q.
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Fator Uniforme: um fator € dito uniforme se todas as suas classes tiverem o mesmo tamanho.

Note que o fator E possui tantas classes quanto parcelas, ja o fator U possui uma tnica
classe que € o proprio Q2.

Observe que para qualquer fator F vale que, E < F < U.

Seja F um fator qualquer e nr o nimero de niveis de F. Seja F' um fator uniforme e kp
o tamanho das classes de F.

Para os fatores E e U, definidos em Q, temos que ng = |Q| e ny = 1. Os fatores E e U
sdo sempre uniformes, isso porque, kg = 1 e ky = |Q|.

Se F é um fator em ¥, entdo nrp X kp = t. Se F € um fator uniforme em Q, entido
ng X kp =N.

No exemplo da Figura 6.1, para o fator de tratamento F, temos que ngp X kr =2 X3 =

6 =t. No exemplo da Figura 6.2, para o fator de parcela T, temos que ny X kr =2 x2=4=N.

Exemplo 6.1

Um exemplo pode deixar os conceitos apresentados anteriormente mais claros. O ex-
emplo apresentado, a seguir, foi adaptado de Bailey (2008).

Um experimento foi conduzido para comparar duas cultivares (Cropper e Melle) combi-
nadas com trés quantidades de fertilizantes (0 kg/ha, 80 kg/ha e 160 kg/ha). A area experimental
consistia de dois campos, cada um dividido em 2 faixas, sendo que cada faixa consistia de trés
parcelas. As cultivares foram semeadas em faixas inteiras, porque nio € praticivel semear em
faixas pequenas a ndo ser a mao. As quantidades diferentes de fertilizantes foram aplicados em

cada parcela, porque podem ser aplicados a dreas menores. Veja o croqui desse experimento na

Figura 6.3.
Figura 6.3 — Croqui do experimento.
Campo 1 Campo 2
Cropper Cropper Melle Melle Melle
Pper| Cropper PP Faixa 1 Faixa 3
80 4| 160 0 3 160 ;| 80 4 0 o
Melle Melle Melle . Cropper | Cropper | Cropper .
Faixa 2 Faixa 4
O 4 160 5 80 6 0 10 160 11 80 12

Fonte: Adaptado Bailey (2008).
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O experimento € constituido por doze parcelas e seis tratamentos. Existem dois cam-
pos, cada campo com duas faixas, logo, campo e faixa sao fatores de parcela. Esse exemplo
trata-se de um experimento fatorial, uma vez que possui diferentes cultivares combinados com
diferentes doses de fertilizante. Logo, cultivares e fertilizantes sdo fatores de tratamento.

O fator campo possui dois niveis, neampo = 2. O fator faixa possui quatro niveis,
Nfaixa = 4. Campo € fator uniforme, porque todas as suas classes possuem seis elementos,
kcampo = 6. Faixa também € fator uniforme, porque todas as suas classes possuem trés elemen-
toS, kfaiva = 3. Portanto, neampo X keampo = M faixa X Kfaiva =12 =N.

Da mesma forma, os nives dos fatores cultivar e fertilizantes sa0, Neyjtivar = 2 €
fertilizante = 3, TESpectivamente. Ambos sdo fatores uniformes, de modo que, keyisivar = 3 €

kfertilizante = 2. Portanto, Reyltivar X kcultivar = Nfertilizante X kfertilizante =6=r.

Por fim, temos que faixa < campo.

6.2 Infimo e supremo

As definicdes de infimo e supremo estao fortemente relacionadas com a teoria dos deli-

neamentos experimentais.

Definicao 6.2.1. O infimo de dois fatores F e G no mesmo conjunto é o fator F N\ G cujas
classes sdo as intersec¢oes ndo vazias das classes de F com todas as classes de G. O fator

F NG satisfaz:

i) FN\GFeFANG=XG;

ii) Se H é um fator tal que H X F e H X G, entdo H X F N\G.

No Exemplo 6.1, considere os fatores de parcela cultivar e campo. A intersec¢ao de
cada classe de campo com as classes de cultivar resulta no fator faixa. Portanto, campo N\
cultivar = faixa.

Considere um experimento fatorial com dois fatores arbitrarios F' e G definidos em ¥.
Nesse caso, F A G = E, que sdo todas as combincdes dos niveis dos fatores F e G.

Considere, agora, um delineamento em blocos completos, com os fatores bloco e tratamento
definidos em Q. Nesse caso, bloco A tratamento = E, porque cada tratamento ocorre uma vez

em cada bloco o que resulta em todas as parcelas.

Definicao 6.2.2. O supremo de dois fatores F e G no mesmo conjunto é o fator F N G que

satisfaz:
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i) FXFVGeG=<XFVG;
ii) Se H é um fator tal que F < H e G X H, entdo FV G =< H.

O supremo de dois fatores F' e G esta associado a particdo que contém parti¢coes de F' e
G. Como menciona Bailey (2008), descrever a classe de F'V G que contém @ ndo € tao simples
como escrever a classe F'AG.

No Exemplo 6.1, considere o fator de parcela tratramento. Vamos escrever faixa \
tratamento. Primeiro enumere as parcelas de 1 a 12. Comece na parcela 1, as parcelas na
mesma faixa sdo 1, 2 e 3. As parcelas com o mesmo tratamento que a 1 sdo as parcelas 1 e
12. As parcelas com o mesmo tratamento que a 2 sdo as parcelas 2 e 11. As parcelas com o
mesmo tratamento que a 3 s@o as parcelas 3 e 10. As parcelas escritas até o momento foram
{1,2,3,10,11,12}. Note que esse conjunto corresponde a duas faixas inteiras (faixa 1 e faixa 4).
As parcelas dessas faixas possuem a cultivar Cropper. Portanto, faixaV tratamento = cultivar.

Para o experimento fatorial com fatores F' e G definidos em ‘T temos que F VG = U,
porque existe apenas uma combinacio de um nivel de F com um nivel de G.

Para o delineamento em blocos completos, sejam os fatores bloco e tratamento definidos
em Q. As parcelas em uma classe de tratamento contém uma parcela em cada classe de bloco,
de modo que, bloco V tratamento pode ter apenas uma classe. Portanto, bloco V tratamento =

U.

6.3 Diagramas de Hasse e graus de liberdade

Segundo Bailey (2008) as relagdes existentes entre fatores podem ser representadas por
diagramas de Hasse. No desenho do diagrama existe um ponto para cada fator.

Sejam os fatores F' e G definidos no mesmo conjunto. Se F < G, desenhe o ponto de F
abaixo do ponto de G e junte-os por uma linha. Nesse caso, o fator F' possui mais classes que o
fator G.

Se F 4 G, verifique se existe um ponto F' A G ou F V G. Caso exista F' A G, desenho seu
ponto abaixo de F' e G e junte-os por duas linhas. Caso exista 'V G, desenho seu ponto acima
de F e G e junte-os por duas linhas.

O fator E esta sempre na parte inferior, pois, possui tantas classes quanto elementos. Ja

fator U estd sempre na parte superior, pois, possui uma tnica classe.
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Figura 6.4 — Diagramas de Hasse para F < Ge F £ G.

G F G FvaG

F F NG F G

Fonte: Bailey (2008).

No experimento fatorial, se F' e G sdo fatores de tratamento e nenhum € mais fino que
0 outro, entdo, incluimos o ponto F A G no diagrama, a ndo ser que a interagcdo entre os fatores
seja nula. Nesse experimento, € possivel incluir também o ponto 'V G. Veja figura a esquerda
em 6.5.

No delineamento em blocos completos, para os fatores de parcela bloco e tratamento,

incluimos os pontos bloco N tratamento e bloco\ tratamento. Veja figura a direita em 6.5.

Figura 6.5 — Diagramas de Hasse para fatores de tratamento e parcela.

Experimento fatorial Delineamento em blocos completos
FVG=U bloco V tratamento = U
F G bloco tratamento
F NG =E bloco A tratamento=F

Fonte: Da autora (2019).

Se houver dois fatores, além de U e E, e um for mais fino que o outro, temos o diagrama
em série. Agora, se houver dois fatores, além de U e E, e um ndo for mais fino que o outro
temos o diagrama de diamante. E comum nos digramas de Hasse escrever abaixo de cada fator
a quantidade de niveis.

No Exemplo 6.1, para os fatores de tratamento cultivar e fertilizante o diagrama de
Hasse € dado por uma figura de diamante apresentada na Figura 6.6. Para os fatores de parcela

faixa e campo o diagrama de Hasse € dado pela figura em série em 6.6.
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Figura 6.6 — Digramas de Hasse para o Exemplo 6.1.

U
U
1 *
leampo
) 2
cultivar ertilizante ,
9 3 ‘f aixa
4
oL
E 12
6

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

Existe uma infinidade de diagramas de Hasse que envolvem delineamentos experimen-
tais, esses vao de estruturas simples a estruturas complexas, dependendo do delineamento ex-
perimental.

O diagrama de Hasse pode ser utilizado para calcular os graus de liberdade. No diagrama
inicie sempre na parte superior pelo fator U e encerre na parte inferior pelo fator E. Para cada
fator existente no diagrama, calcule seus graus de liberdade, a partir dos niveis de cada fator.
Para tanto, para cada fator do diagrama, subtraia de cada nivel os graus de liberdade de todos
os fatores acima.

Para o Exemplo 6.1, no diagrama de Hasse os graus de liberdade sdo colocados a direita

dos niveis na Figura 6.7.

Figura 6.7 — Graus de liberdade para o Exemplo 6.1.

U U
1,1 1,1

cultivar, fertilizante
2,1 3,2 faiza

E 12,8
6,2

Fonte: Adaptado Bailey (2008).
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6.4 Subespacos definidos por fatores, ortogonalidade e projecoes

O subespaco definido pelo fator F' € dado pelo conjunto de vetores que sdo constantes
em cada nivel de . Graficamente, se F possui nr niveis, as coordenadas do subespaco Vg

podem ser descritas como na Figura 6.8.

Figura 6.8 — Coordenadas de V.

| m | 2 [ o | nr
1guats 1guats 1guais

Fonte: Da autora (2019).

Seja o conjunto € de todas as parcelas de um experimento, lembre-se que a esse conjunto
est4 associado um espaco vetorial N-dimensional RY = V. Se F ¢é fator de parcela em Q, as
coordenadas de vetores em V sdo particionadas de modo que partes correspondentes a0 mesmo
nivel sejam iguais.

Particularmente, se U e E sdo fatores de parcela, o subespaco definido por U € o con-
junto de vetores que possui todas as coordenadas constantes Vi, que € o mesmo que Vj. Ja o
subespaco definido por E € o espago todo, que € o mesmo que V.

Para qualquer fator de parcela definido em €, se Vr é o subespaco definido pelo fator
F ¢ possivel se obter a base que gere esse subespaco. Assim, dado um vetor de dados Y,
€ possivel se obter a projecdo de ¥ em Vr, que € dada por P,.Y. O vetor de projecdo, em
qualquer subespaco definido por um fator, é um vetor de médias, de modo que, parcelas que
estdo no mesmo nivel devem ter as mesmas médias. De modo particular, para Vo = Vi, temos
que Py, Y € o vetor de média geral.

Como as projecdes sdo vetores de médias, os subespacos definidos por fatores sdo mo-
delos de médias. Esses modelos sdo testados por hip6teses na andlise de variancia, de modo
que, todos os subespacos devem ser ortogonais ao subespaco de residuo.

Com relagdo a subespacos definidos por fatores, se um fator € mais fino que outro e se o

subespaco € definido pelo supremo de dois fatores temos os teoremas que seguem.
Teorema 6.4.1. Se F e G sdo fatores no mesmo conjunto e F < G, entdo Vg C Vp.
Teorema 6.4.2. Se F e G sdo fatores no mesmo conjunto, entdo Vp Vg = Vpyg.

As demonstragdes de ambos os teoremas encontram-se em Bailey (2008).
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O subespaco definido por Vg estd associado a particdo que contenha as parti¢des de
F e G. Um vetor em Vg possui coordenadas iguais no mesmo nivel de F V G.

Para fixar ideias, considere os fatores F' e G e suas pré-imagens. Um vetor em VFLVG é
um vetor cuja soma das coordenadas relativas as pré-imagens de F' e G € zero ( porque VFL\/G
deve ser ortogonal a VF e V). Agora um vetor em Vi N VFivG, ¢ um vetor cuja soma de suas
coordenadas relativas relativas as pré-imagens de F € zero e também a soma das coordenadas
relativas a F apenas € zero. O mesmo ocorre para Vg N VFLVG

Referente aos subespacos citados anteriormente temos a seguinte definicao.

Definicao 6.4.1. Os fatores F e G no mesmo conjunto sdo ortogonais se, e somente se, o sub-

espaco Vi N VFL\/G € ortogonal ao subespaco Vg N VFL\/G.

Na Figura 6.9, mostram-se os subespagos Vg N VFL\/G e VgN VFL\/G ortogonais. Nessa
figura, € apresentado também o subespago gerado pelo supremo Vg e subespaco residual
(Ve +Vg)*.

A ortogonalidade entre Vr N VFLVG e VgN VFLVG garante que vetores nesses subespagos

sejam independentes.

Figura 6.9 — Subespacos ortogonais para os fatores F' e G.

Vrva

Ve N Vi Vo N Vi

(Ve +Ve)*

Fonte: Da autora (2019).

No delineamento em blocos, sejam os fatores de parcela bloco e tratamento. Os sub-
espacos definidos por esses fatores sdo respectivamente Vg € Vr, que sdo os mesmos definidos
na Secdo 3.2. Nesse delineamento vimos que VpNVr = Vy = Viy = Vpyr. Também na Se¢do
3.2 vimos que VN VOl =WpeVrn VOL = Wr. Logo, os fatores bloco e tratamento sdao ortogo-
nais se, e somente se, Wp € ortogonal a Wr. Na Figura 6.10, mostram-se os subespacos para o

delineamento em blocos.
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Figura 6.10 — Subespacos ortogonais para o delinemento em blocos.

Vo

Wpg Wr

(VB =F VT)L = Wg

Fonte: Da autora (2019).

Bailey (2008) destaca que a Definicao 6.4.1 nao € pratica para identificar se dois fatores

sdo ortogonais entre si. Para tanto, as duas condi¢des do teorema a seguir devem ser satisfeitas.
Teorema 6.4.3. Os fatores F e G no mesmo conjunto sdo ortogonais se, e somente se:
i) Py PY = Py Py, Y
ii) Py PysY = Py Y.
Novamente, a demostracdo desse teorema encontra-se em Bailey (2008).

Definicao 6.4.2. Uma colecdo de fatores Fi,F,...,F, no mesmo conjunto é uma cadeia de

fatores se F1 < F» < ... < F,.

Os fatores em um diagrama de Hasse de figuras em série formam uma cadeia de fatores.

Uma consequéncia do Teorema 6.4.3 € que uma cadeia de fatores ¢ mutuamente ortogonal.

Exemplo

Vamos usar a Defini¢do 6.4.1, para verificar a ortogonalidade no delineamento em blocos
casualizados. Considere o espago vetorial R* com os fatores tratamento e bloco. Como ji
sabemos os subespacos definidos por esses fatores sdo Vr e Vp. Para um particular experimento,

temos que vetores em V7 e Vp s@o da forma:

Vr = {(x1,x2,x2,x1) : x1,%2 € R}

Ve ={(1,y1,¥2,y2) : 1,2 € R},
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de modo que dim(Vr) = 2, dim(Vg) = 2. Vetores em Vy NVp sdo da forma:
VinVe={(a,a,o,a): o € R} =Vp,

de modo que dim(Vp) = 1.
O complemento ortogonal de V7 N Vp € caracterizado pelos vetores em que a soma de

suas coordenadas resulta em zero. Assim, temos que vetores em (Vr NVp)* sdo da forma:
(VeNVe)t ={(a,b,c,d) :a+b+c+d=0}=Vy,
de onde vem que:

Vrn (VT ﬁVB)L = {(xl,xz,x27x1) 12x1 4 2xp = 0}
= {(X],—Xl,—X],Xl)}

:WT7

Ve (Ve V) = {(y1,y1,y2,¥2) : 2y1 + 2y = 0}

:{()’10’17—)’17—)’1)}
— W,

Logo, Wr NWp = (0,0,0,0) e Wr é ortogonal a Wp. Portanto, os fatores tratamento e

bloco sdo ortogonais.

Exemplo
Vamos usar o Teorema 6.4.3, para verificar a ortogonalidade. Considere o espaco veto-
rial R® com os fatores F e G. Para um particular experimento os subespacos definidos por esses

fatores sdo Vr e Vi e sdo da forma:

VF - {<x17x17x27x27x3vx3) 1X1,X2,X3 € R}7

Ve = {(y1,y2:¥1,¥2,¥3,¥3) : ¥1,¥2,¥3 € R},



de modo que dim(Vr) = 3 e dim(Vg) = 3. Vetores em Vr NV sdo da forma:

VENVg ={(a,a,o,a,B,B): o, B € R},

de modo que dim(Vr NVi) = 2. As bases para Vi, Vi e Vg NV sio, respectivamente:

{fl?fZaf3} = {(17 150707070)7(0707 17 17050)7(05070707 15 1)}7
{g17g27g3} - {(1707 1707070)7(07 1707 17070)7(05070707 17 1)}7

{vi,»m} =1{(1,1,1,1,0,0),(0,0,0,0,1,1)}.
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Seja YT = (a,b,c,d,e, f) um vetor qualquer em R®. Pelo Teorema 2.2.3 as projecdes de

Y nos subespacos Vg, Vi e Vr NV sdo:

_ Y'fl) (Y'fz) (Y'f3)
¥ (fm I\ 2\ 5 )

(e () ()

_(a+b at+b ct+d c+d e+ f e+ f
S\ 27272727 2" 2

=/

P Y

Y. 82) (7'83)
( ) (82 8 27 8383 &

b+d
(#25)a-(434) s (45
8,

2
a-+c b+d a+c b+d e+f e+ f
2 2727272

PrpoveY = Py oY
(Y‘V]) (Y~VQ>
= v+ %)
vV L0 ')
b+c+d
_ (a—i— l—c >v1+(e—|2—f)vz

a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d e+f e+ f

B ( 4 ’ 4 : 4 : 4

Y

2

)

2

).
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Primeiro, vamos verificar o item i) do Teorema 6.4.3, observe que:

PVF(PVGY):PVFg
_ g-fl) (g-fz> (g-fa)
(fl-fl I\ 6) 2\ )
_ <a+b—|—c—|—d)f]+<a+b+c+d)f2+<e+f)f3

4 4 2
_(a+tb+c+d a+b+c+d at+b+ct+dat+b+c+d e+ f e+ f
B 4 ’ 4 ’ 4 4 22 )

Py, (P Y) =Py, f
f-gl> (f~gz) (f~g3>
- n n
<31~31 817 68,/ % (g8, )%
Ybtctd tbtetd n
(s (T e (F)s

_(atb+c+d a+b+c+d at+b+ct+dat+btc+d et+f e+ f
- 4 ’ 4 ’ 4 4 2 2 )

Logo, Py, (H/GY) =Py, (PVFY)'
Agora, para verificar o item ii) do Teorema 6.4.3, observe que Py, (Py,Y) = Py, Y.

Portanto, os fatores F' e G s@o ortogonais.

6.5 Delineamentos ortogonais

Como visto, existem fatores de tratamento e fatores de parcela. Fatores definidos em
T que sdo ortogonais sdo chamados de estrutura ortogonal de tratamento. Fatores definidos
em ) que sdo ortogonais sao chamados de estrutura ortogonal de parcela. Essas estruturas,
juntamente com a fun¢do de delineamento 7', sdo essenciais na constituicao dos delineamentos
experimentais

Seguem, entdo, as defini¢cdes para estruturas ortogonais de tratamento e de parcela.

Estrutura ortogonal de tratamento

Definicao 6.5.1. Um conjunto de fatores ¢, ndo equivalentes no conjunto de tratamentos ‘T, é

uma estrutura ortogonal de tratamento se:

i) UeY;
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ii) SeFeb9eGeY, entioFVGeY;

iii) Se F €9 eGeY, entdo F é ortogonal a G.

Estrutura ortogonal de parcela

Bailey (2008) afirma que estruturas ortogonais de parcela devem satisfazer mais trés
condicdes além das apresentadas na estrutura ortogonal de tratamento. Primeiro, todos os fa-
tores devem ser uniformes. Em segundo lugar, E deve ser incluido para obter uma decom-
posicdo do espaco todo. Terceiro, se F e G sdo fatores de parcela entdo F' A G também deve

Ser.

Definicao 6.5.2. Um conjunto de fatores .7, ndo equivalentes no conjunto de parcelas €, é

uma estrutura ortogonal de parcela se:
i) Todo fator F em .% é uniforme;
ii) U € F;
iii) E € F;
iv) SeFeEe FeGe . F, entdoFVG e .F;
V) SeFeEec FeGe.F, entdoFNG € .F;
vi) Se F € % e G € %, entdo F é ortogonal a G.

Note que o fator U deve ser considerado na estrutura ortogonal de tratamento e parcela.
A partir de agora, considere ¢ como estrutura ortogonal de tratamento e .% como estru-

tura ortogonal de parcela.

Funcao de delineamento T

A funcdo de delineamento 7 j4 foi mencionada anteriormente, Figura 6.2. Segundo
Bailey (2008), uma propriedade da funcdo 7 € que fatores de tratamento que sdo ortogonais
entre si em ‘T devem ser ortogonais entre si em Q. Iguais repeticdes dos tratamentos garante
que isso aconteca.

De acordo com a mesma autora, para delineamentos ortogonais, se F ¢ um fator de

tratamento, € necessario que F seja ortogonal a todos os fatores de parcela. De modo particular,
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T também deve ser ortogonal a todos os fatores de parcela. Em geral, se F' € fator de tratamento
e G ¢ fator de parcela é necessario F V G seja fator de tratamento e entdio 7 < F < F V G.

Agora, podemos trazer uma definicao geral sobre delineamentos ortogonais.

Definicao 6.5.3. Um delineamento cuja estrutura de tratamento consiste em um conjunto de
fatores 4 em X, cuja estrutura de parcela consiste em um conjunto de fatores F em Q e
cujos tratamentos sdo alocados a parcelas de acordo com uma funcdo de delineamento T é um

delineamento ortogonal se:
i) ¢ é uma estrututa ortogonal de tratamento;
ii) % é uma estrutura ortogonal de parcela;
iii) A funcdo T é tal que:

a) Todos os fatores de tratamento em & permanecem ortogonais entre si em €,
b) SeF € % e G €Y entdo F é ortogonal a G;

c) SeFeFeGeYGentaioFVGEY .

Dessa forma, um delineamento ortogonal possui fatores de tratamento e fatores de
parcela que s@o ortogonais entre si. Nesse tipo de delineamento, um fator de tratamento €
mais grosso que um fator de parcela. Assim, um subespaco gerado por fator de tratamento esté
contido em um subespaco gerado por fator de parcela.

Para localizar os subespacos de tratamentos que estao contidos em subespacos de parce-

las use o teorema seguinte.

Teorema 6.5.1. Seja F um fator de tratamento em um delineamento ortogonal. Entdo, existe
um unico fator de parcela G mais fino ou equivalente a F, de modo que qualquer outro fator
de parcela que seja mais fino ou equivalente a F seja mais fino ou equivalente a G. Portanto,

Wr C W.

Veja demonstracao desse teorema em Bailey (2008).
Assim, os subespacos para delineamentos ortogonais sdo localizados combinando o di-
agrama de Hasse para fatores de tratamento e fatores de parcela. De modo que, para cada fator

de tratamento, basta encontrar o fator de parcela mais grosso ou equivalente a ele.
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6.6 Analise de variancia por meio do diagrama de Hasse

Todos os conceitos vistos até o0 momento sdo de extrema relevancia para a obten¢do da
andlise de varidncia. Nesta se¢dio é apresentado o esquema da anélise de varidncia® para os
delineamentos experimentais vistos até 0 momento.

Para se obter a andlise de variincia, por meio de fatores para um delineamento ortogonal
que atende as condicdes da Defini¢do 6.5.3, primeiro obtenha os diagramas de Hasse e em
seguida o esquema da andlise de variancia.

Para obter os diagramas de Hasse siga os seguintes passos:

1) Localize a estrutura ortogonal de tratamento e faca o diagrama de Hasse correspondente.
Neste diagrama escreva o nome de cada fator, coloque a quantidade de niveis de cada

fator e ao lado dos niveis os graus de liberdade;

2) Localize a estrutura ortogonal de parcela e faga o diagrama de Hasse correspondente.
Nesse diagrama, escreva o nome de cada fator, coloque a quantidade de niveis de cada

fator e ao lado dos niveis os graus de liberdade;

3) Combine os diagramas de Hasse de 1) e 2) em um diagrama. Nesse momento, veri-
fique quais fatores de parcela sdo mais finos que fatores de tratamento. De modo que, o
Teorema 6.5.1 ajuda a decidir quais subespacos gerados por fatores de tratamento estdo

contidos em quais subespacos gerados por fatores de parcela.

Para se obter o esquema de anélise de variancia, a partir do diagrama de Hasse combi-

nado, siga os seguintes passos:

1) Insira uma coluna para os fatores de parcela. Nessa coluna coloque uma linha para cada
fator de parcela do experimento. De modo que, a primeira linha corresponde ao fator U e

a ultima corresponde ao fator E.

2) Insira uma coluna para fatores de tratamento, que sao as fontes de variacao. Nessa coluna
coloque uma linha para cada fator de tratamento dentro da linha do fator de parcela cor-
respondente. Nesse momento, verifique qual fator de parcela € mais fino o que um fator

de tratamento. Note que a linha para o fator de parcela que contém fatores de tratamento

2 0 esquema da andlise de varidncia possui consiste em: fatores de parcela; fatores de tratamentos, que
sdo as fontes de variacdo e; graus de liberdade.
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deve incluir, além das linhas para fatores de tratamentos, uma linha para o residuo e outra

para o total.

3) Insira uma coluna para os graus de liberdade. Essa coluna € dividida em duas, a direita
coloque os graus de liberdade para fatores de parcela e a esquerda coloque os graus de

liberdade para fatores de tratamento.

Agora € possivel apresentar o esquema de andlise de variancia para os delineamentos
aparesentados, neste texto, por meio do diagrama de Hasse combinado.

No delineamento inteiramente casualizado, sejam os fatores de tratamento U e E =T,
os subespacos gerados por esses fatores sdo Vj e Vr. Sejam agora fatores de parcela U e E, os
subespacos gerados por esses fatores sdo Vp e V. Os diagramas de Hasse, para esses fatores sao
apresentados na Figura 6.11 e o esquema da andlise de variancia na Tabela 6.1. Note que as
fontes de variagdo tratamento e residuo correspondem aos subespagos Vy N VOL =Wre VTL =Wg

respectivamente, esses sdo ortogonais pela Definicao 6.4.1.

Figura 6.11 — Diagramas de Hasse para o delineamento inteiramente casualizado.

Fatores de Fatores de Diagrama
tratamento parcela combinado
U U .U
1,1 1,1
E=T E QT
nr,nr — 1 ng,ng — 1
FE
®

Fonte: Da autora (2019).

Tabela 6.1 — Esquema de andlise de variancia para delineamento inteiramente casualizado por meio do
diagrama de Hasse.

Fatores de parcela Fontes de variagdo  Graus de liberdade

Média Média 1
Parcelas Tratamento nr—1

Residuo ng —nr

Total ng — 1
Total ng

Fonte: Da autora (2019).
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Para o delineamento em blocos casualizados, considere os fatores de tratamento U e
E =T, os subespacos gerados por esses fatores sdo Vy e Vr. Considere também os fatores
de parcela U, bloco = B e E, os subespacos gerados por esses fatores sdo, respectivamente,
Vo, Vg € V. Os diagramas de Hasse para esses fatores sdo apresentados na Figura 6.12 e o
esquema da andlise de variancia na Tabela 6.2. Note que as fontes de variac@o bloco, tratamento
e residuo correspondem aos subespacos Vp N VOl = Wpg, Vr N VOL =Wre (Vr+ VB)L = Wg

respectivamente, que pela Defini¢do 6.4.1 s@o ortogonais.

Figura 6.12 — Diagramas de Hasse para o delineamento em blocos casualizados.

Fatores de Fatores de Diagrama
tratamento parcela combinado

U oU U

1,1 1,1

E=T B T B

nT,nT—l TLB,’I’LB—l

o ¥
ng,Ng —NpB E

Fonte: Da autora (2019).

Tabela 6.2 — Esquema de andlise de varidncia para delineamento em blocos casualizado por meio do
diagrama de Hasse.

Fatores de parcela Fontes de variagdo Graus de liberdade
Média Meédia 1
Bloco Bloco ng—1
Parcelas Tratamento ny—1

Residuo (ng—1)(ny — 1)

Total ng —ng
Total ng

Fonte: Da autora (2019).

Para o delineamento em linhas e colunas, admita os fatores de tratamento U e E =T,
os subespagos gerados por esses fatores sdo Vy e Vr. Admita agora os fatores de parcela U,
linha = L, coluna = C e E, os subespacos gerados por esses fatores sdo, respectivamente Vj,
Vi, Ve e V. Os diagramas de Hasse para esses fatores sdo apresentados na Figura 6.13 e o

esquema da andlise de variancia na Tabela 6.3. Veja que as fontes de variacdo linha, coluna,
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tratamento e residuo correspondem aos subespagos VN VOl =W, Ven VOL =We, Vrn VOL =Wr

e (VL + Ve + Vr)+ = Wi respectivamente, que pela Defini¢do 6.4.1 sdo ortogonais.

Figura 6.13 — Diagramas de Hasse para o delineamento em linhas e colunas.

Fatores de Fatores de Diagrama
tratamento parcela combinado
U
i 1,1 U
1,1
E=T L C T C
nr,nry — 1 np,np —1 ne,ne — 1
E E

ng, (np —1)(ne — 1)

Fonte: Da autora (2019).

Tabela 6.3 — Esquema de anélise de varidncia para delineamento em linhas e colunas por meio do dia-
grama de Hasse.

Fatores de parcela Fontes de variacdo Graus de liberdade
Meédia Média 1
Linha Linha np—1
Coluna Coluna nc—1
Parcelas Tratamento nr—1

Residuo ng—nL—nc—nr+2

Total (nL — 1)(l’lc — 1)
Total ng

Fonte: Da autora (2019).

Agora para o experimento fatorial, planejado no delineamento inteiramente casualizado,
considere os fatores de tratamento U, F, G e E = T, os subespacos gerados por esses fatores
sao Vp, Vr, Vi e Vr. Considere também os fatores de parcela U e E, os subespacos gerados por
esses fatores sdo Vp e V. Os diagramas de Hasse para esses fatores sao apresentados na Figura
6.14 e o esquema da andlise de variancia na Tabela 6.4. Veja que as fontes de variacdo F, G,
tratamento e residuo correspondem aos subespagos Vg N VOL =Wr, VgN VOL =Wg, VrnN VOL =
Wr e Vi N (Vr +Vg)* = Wrag respectivamente, sendo que esses subespacos sdo ortogonais

pela Defini¢do 6.4.1.
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Figura 6.14 — Diagramas de Hasse para o experimento fatorial.

Fatores de
tratamento
U
1,1
F G
np,np—1 na,ng — 1
E=T

nr, (nF — 1)(7’LG — 1)

Fatores de Diagrama
parcela combinado
U
U
1,1
F G
E
neg,Ng — 1
E

Fonte: Da autora (2019).

Tabela 6.4 — Esquema de andlise de variincia para experimento fatorial por meio do diagrama de Hasse.

Fatores de parcela Fontes de variagdo Graus de liberdade
Média Média 1
Parcelas F ng—1

G ng — 1

Tratamento (np—1)(ng—1)

Residuo ng —nr

Total ng—1
Total ng

Fonte: Da autora (2019).

Ap0s obter o esquema de andlise de varidncia, as projecdes nos subespacos gerados por

fatores sdo obtidas como de costume. Essas projecdes sdao vetores de médias utilizados para

realizar os testes. Sendo os subespacos ortogonais, vetores relativos a esses subespacos sao

indenpendentes. Assim, é possivel realizar o teste entre razoes de x2.

6.6.1 Exemplos de experimentos em parcelas subdivididas

A andlise de variancia, por meio do diagrama de Hasse, pode ser ttil em delineamentos

mais complexos. Por exemplo, existem situacdes experimentais em que os fatores de tratamen-

tos estdo distribuidos em fatores de parcelas distintos. Nesse caso, a andlise de variancia possui

mais de uma fonte de variagdo residual.
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Na pritica, esses experimentos sdo denominados de experimentos em parcelas subdivi-
didas. As relagdes definidas por fatores juntamente com o diagrama de Hasse podem ajudar
com esses experimentos.

A seguir, s@o apresentandos alguns exemplos de delineamentos ortogonais, em parcelas

subdivididas, propostos por Bailey (2008).

Exemplo 6.6.1: continuacao do Exemplo 6.1
Para se obter o esquema da andlise de varidncia, combinamos os diagramas de Hasse
para fatores de tratamento e fatores de parcela em um diagrama. Para se obter esse diagrama

observe que:

campo V cultivar e campo \ fertilizante sdo iguais a U

fertilizante\V campo = U, porque em cada campo ocorrem todas as doses de fertilizantes;

T V faixa = cultivar, porque em cada faixa ocorre uma cultivar e todas as doses de fer-

tilizantes;

faixa < cultivar, porque as faixas possuem todas as cultivares;

e faixa < campo, porque as faixas ocorrem nos campos;

T < fertilizante, porque os tratamentos possuem todas as doses de fertilizantes;

E < T < fertilizante.

O que resulta no diagrama combinado da Figura 6.15.
Como destaca Bailey (2008) temos que Weyirivar © Wraixas Wrertitizante © WE € também
Wr C Wg. Assim, o diagrama de Hasse combinado resulta no esquema de analise de variincia

ta Tabela 6.5.

Exemplo 6.6.2

Um fabricante de eletrodomésticos deseja saber qual a melhor combinagao de tempera-
tura de lavagem e temperatura de secagem para lencdis de algodao, de tal maneira que esses
ndo amarrotem no final da lavagem. Ele quer comparar quatro temperaturas de lavagem e trés

temperaturas de secagem. No experimento, ele usa usa oito mdquinas de lavar e seis secadoras.
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Figura 6.15 — Diagramas de Hasse para o Exemplo 6.6.1.

Fatores de

tratamento
U
1,1

Fertilizante Cultivar
3,2 2,1
E=T

6,2

Fatores de
parcela

U
1,1

Campo
2.1

Faixa
4,2

12,8

Diagrama
combinado

U

Fertilizante Campo

T Faixa

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

Tabela 6.5 — Esquema de andlise de variincia para o Exemplo 6.6.1.

Fatores de parcela

Fontes de variacio  Graus de liberdade

Média Média 1
Campo campo 1
Faixa Cultivar

Residuo

Total 2
Parcelas Fertilizantes 2

T 2

Residuo 6

Total 8
Total 12

Fonte: Da autora (2019).

Primeiro, em cada méquina sdo alocados seis len¢o6is, resultando num total de 48 lencéis.

Nesse momento, as temperaturas das maquinas de lavar s@o escolhidas aleatoriamente, de modo

que duas lavadoras sdo executadas com as mesmas temperaturas.

Em seguida, apds a lavagem, os seis len¢dis de cada maquina sdao alocados, um em

cada secadora, aleatoriamente. Nesse momento, as temperaturas de secagem sdo escolhidas,

aleatoriamente, nas secadoras, de modo que duas secadoras sdo executadas com as mesmas

temperaturas.

ApOs a lavagem, os 48 lencois s@o pontuados por especialistas, pelo quanto estdo amar-

rotados..
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Considere as quatro temperaturas de lavagem (A, B, C e D) e as trés temperaturas de
secagem (a, b e ¢). Note que o experimento trata-se de um fatorial com 12 tratamentos. Veja o

croqui desse experimento dado na Figura 6.16.
Figura 6.16 — Croqui do experimento para o exemplo 6.6.2.

Méaquinadelavar 1 2 3 4 5 6 7 8
Temperatura 3 4 2 3 4 1 1 2

Secadora  Temperatura

1 1 Ca|Da| Ba| Ca| Da| Aa| Aa| Ba
2 3 Cc| De| Be| Ce| De| Ac| Ac| Be
3 2 Cb| Db| Bb| Cb| Db| Ab| Ab| Bb
4 3 Cc| Dc| Be|Ce| De| Ac| Ac| Be
5 2 Cb| Db| Bb| Cb| Db| Ab| Ab| Bb
6 1 Ca|Da| Ba| Ca| Da| Aa| Aa| Ba

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

Os fatores de tratamento sdo: U, temperatura de lavagem =TL,temperatura de secagem =
TS e E=T. O diagrama de Hasse para fatores de tratamentos € o usual para experimentos fa-
toriais.

Os fatores de parcela sdo: U, maquina, secadora e E. Como as parcelas sdo combi-
nacdes de mdquinas com secadores, o diagrama de Hasse para fatores de parcela € equivalente
ao delineamento em linhas e colunas.

Nesse experimento note que:

TLVTS=U,;

maquina\N T = TL, porque em cada maquina ocorrem todas as temperaturas de lavagem;

secadoraN' T =TS, porque em cada secadora ocorrem todas as temperaturas de secagem;

TLATS =T, porque os tratamentos sdo combinacOes de temperaturas de levagem e

secagem;
o E<T.

Os diagramas refenrentes aos fatores de tratamento e de parcela, bem como o diagrama

de Hasse combinado sdo apresentados, na Figura 6.17.
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Figura 6.17 — Diagramas de Hasse para o exemplo 6.6.2.

Fatores de Fatores de Diagrama
tratamento parcela combinado
U U
1,1 1,1 U
TL TS Maquina Secadora
4,3 3,2 8.7 6,5 TL TS
Méquina Secadora
12,6 48,35
E

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

Por meio do diagrama de Hasse combinado tem-se o esquema de andlise de variancia
mostrado na Tabela 6.6. Em relacdo aos subespacos desse experimento, perceba que Wy, C

Wmaquinaa WT - WE € Wsecadora C WTS .

Tabela 6.6 — Esquema de andlise de variancia para o exemplo 6.6.2.

Fatores de parcela Fontes de variacdo Graus de liberdade

Média Média 1
Maiquina TL 3

Residuo 4

Total 7
Secadora TS 2

Residuo 3

Total 5
Parcelas T 6

Residuo 26

Total 35
Total 48

Fonte: Adaptado Bailey (2008).



7 METODOLOGIA

Neste capitulo, é apresentada a metodologia utilizada no trabalho.

De acordo com Franga e Vasconcelos (2007), uma dissertacdo deve abordar um tema
unico, exige investigacdes proprias na drea de especializacdo e métodos especificos. Nesse
sentido, o tema tnico abordado refere-se aos delineamentos experimentais apresentados nas
Secdes 3.1, 3.2 e 3.3. As investigacdes proprias referem-se a abordagem geométrica pouco
difundida na literatura, bem como as representacdes geométricas, sendo algumas inéditas, sobre
o tema abordado.

No presente trabalho utilizou-se a metodologia de pesquisa bibliogréfica, alicer¢cada no
livro de Bailey (2008). "[...] a pesquisa bibliografica implica em um conjunto ordenado de
procedimentos de busca por solucdes, atento ao objeto de estudo, e que, por isso, ndo pode
ser aleatério"(LIMA; MIOTO, 2007, p.38). Para as autoras a pequisa bibliografica é um pro-
cedimento metodoldgico que se oferece ao pesquisador como uma possibilidade na busca de
solucdes para seu problema de pesquisa. De acordo com as mesmas autoras, trabalhar com a
pesquisa biliogréfica significa realizar um movimento incansavel de compreensao dos objetivos.

Nessa perspectiva, procurou-se focar nos objetivos especifico e geral do trabalho, os
quais sdo, respectivamente: abordar os topicos de Bailey (2008), além de explorar a0 maximo
aspectos geométricos e disponibilizar um texto amplo com valor didético.

Para atingir o objetivo especifico do trabalho, o livro de Bailey (2008) foi estudado mi-
nuciosamente. Durante os estudos, foram feitas representacdes geométricas de conceitos abor-
dados, tais como: espacos e subespagos vetoriais, vetores de projecao, realizacdes de varidveis
aleatdrias e testes de hipéteses da andlise de varidncia. Vale destacar que essas representacoes
geométricas foram feitas com o uso do software Geogebra.

Para atingir o objetivo geral do trabalho, as demosntracdes dos teoremas ndo apresen-
tadas por Bailey (2008) foram feitas cautelosamente, bem como algumas passagens algébricas.
Nesse momento, outros materiais foram consultados. Vale ressaltar que, durante o texto, sao
apresentadas defini¢Oes e teoremas que se encontram no Apéndice deste trabalho, com o obje-
tivo de situar o leitor no texto.

A partir do texto escrito, baseado em Bailey (2008), entende-se que os objetivos do

trabalho foram alcangados.
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Os resultados, deste trabalho, referem-se a alcancar o objetivo especifico de abordar os
topicos de Bailey (2008), além de explorar ao maximo aspectos geométricos € o objetivo geral
de disponibilizar um texto amplo com valor didético.

Os resulatos deste trabalho encontram-se ao longo do texto, nos Capitulos 2, 3,4, 5 e 6.
A seguir, para cada objetivo, sdo descritos em cada capitulo como se entende que os objetivos

foram alcancados.

Objetivo especifico

No Capitulo 2, as representacdes geométricas de vetores, espacos e subespagos vetoriais
e realizagdes do vetor aleatério ¥ permitem explorar aspectos geométricos importantes. Os
conceitos estatisticos referentes a andlise de variancia, do ponto de vista geométrico, permitem
uma visao pouco difindida na literatura sobre o tema.

No Capitulo 3, novamente, as representacdes geométricas permitem o enfoque geomé-
trico. A andlise de variancia apresentada do ponto de vista geométrico é explorada, bem como
as representacdes de vetores e subespagos para delineamentos experimentais. Neste capitulo,
a interpretacdo geométrica dos testes de hipdteses sdo inéditas e permitem uma componente
visual e também maior compreensdo no modo de lidar com as hipéteses envolvidas na andlise

de variancia.

Objetivo geral

No capitulo 2, demosntra¢des dos teoremas ndo expostos por Bailey (2008) sdo apre-
sentadas o que torna o texto completo e didético.

No Capitulo3, s@o apresentadas passagens algébricas com relagdo as somas de quadra-
dos e dimensdes dos subespacos da andlise de variancia e também demonstragcdes de teoremas
ndo expostos por Bailey (2008). Isso com o intuito de disponibilizar um texto completo e
didatico.

No capitulo 4, a linguagem geométrica proposta por Bailey (2008) é comparada com a
abordagem usual de modelodos lineares, o que torna o texto completo.

No capitulo 5, a maneira que a andlise de variancia na presencga de efeitos aleatdrios é
apresentada com relac@o aos autoespagos da matriz de covariancias X permite uma compreensao

mais didatica de como os testes sao realizados.
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No Capitulo 6, a teoria dos diagramas de Hasse permite uma compreensao formal dos
experimentos em parcelas subdivididas. Nesse capitulo a formalizacdo matemdtica em ter-
mos de fatores e a construg¢do correspondente dos diagramas de Hasse simplificam, de forma
didética, a teoria dos delineamentos experimentais.

Na maioria dos capitulos, deste trabalho, s@o apresentados exemplos com o intuito de
abordar os assuntos expostos, o que colabora para que um texto se torne didatico. Vale destacar
que os exemplos ndo citados sao de autoria prépria.

Por fim, pode-se dizer que a abordagem geométrica dos delineamentos experimentais,
apresentou-se como uma ferramenta didatica. Sendo uma maneira interessante de apresentar a

teoria dos delineamentos experimentais, andlise de variancia e testes de hipoteses relacionados.



9 CONCLUSAO

Ao finalizar este trabalho, é possivel concluir que o objetivo especifico de abordar os
topicos de Bailey (2008), além de explorar o maximo dos aspectos geométricos, foram alcanga-
dos. Isso, porque, em todo o texto, aspectos geométricos foram levantados e também repre-
sentacoes geométricas de vetores, espacos e subespacos vetoriais e testes de hipdteses foram
evidenciados. Vale destacar que as figuras ilustrativas relacionadas aos testes de hipéteses sdao
inéditas na literatura.

O objetivo geral de disponibilizar um texto amplo com valor didatico também foi al-
cancado. Isso, porque, o texto apresenta demosntracdes nao expostas por Bailey (2008), pas-
sagens algébricas importantes no decorrer do texto e exemplos para enfatizar conceitos apre-

sentados, sendo alguns de autoria prépria.
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APENDICE A - DEFINICOES E TEOREMAS RELEVANTES

Definicao .0.1. Dizemos que um conjunto V # 0, munido de duas operagdes, uma soma e uma

multiplicacdo por escalar:
0) Sev,weV,entdov+w€eV;
0') SeveVeacR, entdoowveV;
€ um espaco vetorial sebre R se satisfaz os seguintes axiomas:
1) Para todos osv,w eV, v+w=w-+v,
2) Para todos os, v, w,u € V,v+(w+u)=v+w)+u;
3) Existe um elemento 0 €'V, tal quev+0=0+v =v, para todov € V;
4) Para cadav €V, existe um elemento —v €'V tal que v+ (—v) = 0;
5) Paratodov €V e todos escalares a e B, o.(Bv) = (aff)v;
6) Paratodos osv,w €V e todo escalar o, a.(v +w) = ov + ow;
7) Para todov €V e todos os escalares a. e B, (a.+ B)v = av + Pv;
8) Paratodov €V, 1y =v.
(SANTOS, 2011, p.5).

Definicao .0.2. Dado um espago vetorial V, um subconjunto W, ndo vazio, serd um subespaco

vetorial de V se:
i) Para quaisqueru, v € W tivermosu—+v ¢ W;
ii) Para quaisquer @ € R, u € W tivermos ou € W.
(BOLDRINI et. al, 1980, p.106).

Definicao .0.3. Sejam V um espaco vetorial, vi,v,,---vy vetoresemV e ay,ay,--- ,ay niimeros
reais. Entdo, o vetor

v =aiv] +axyy+---+ayNvn

€ uma combinacdo linear de v{,va,--- ,VN.

(BOLDRINI et. al, 1980, p.112).
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Definicao .0.4. De todo vetor v # 0 de V é possivel obter um vetor unitdrio tomando:

"y v
vl
(BOLDRINI et. al, 1980, p.227).
Definiciio .0.5. Diz-se que uma base {vi,--- ,vn} de V é base ortogonal se v;-v; =0 para i # j,

isto é, os vetores da base sdo dois a dois ortogonais, (Boldrini et. al, 1980, p.225).

Definicio .0.6. Seja V um espago vetorial com produto interno. Diz-se que uma base {vy,--- vy}

de V é ortonormal se for ortogonal e cada vetor for unitdrio, isto é

0, sei#j

1, sei=]

Vi-v;=

(BOLDRINI et. al, 1980, p.229).
Definicao .0.7. Sejam Wy e W, dois subespagos de um espaco vetorial V.

a) Definimos a soma dos subespacos, Wi + Wa, como sendo o conjunto de todos os vetores

de V que sdo soma de um elemento de Wi com um elemento de W, ou seja,

W, +W, :{Vl +vy ’ vieWier, EWz}

:{VEV\v:v1+vzcomv1€W1eV2€W2}.

b) Se o espaco 'V é tal que

V=W +W, e

Winw, = {0},

dizemos que V é soma direta de Wi e W, e denotamos por V.= W & W,.

(SANTOS, 2011, p.26).
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Teorema .0.1. Se Y é um vetor aleatorio com média T e matriz de varidncias e covaridncias ¥

e A é uma matriz simétrica de constantes entdo:

E(YTAY) =tr(AX) + 77AT.

(RENCHER, 2008, p. 107, traducdo nossa).

Definicao .0.8. Sejam V e W espacos vetoriais. Uma tranformagdo linear é uma funcdo de V

em W, F:V — W, que satifaz as seguintes condicoes:

i) Quaisquer que sejamuevemV,

F(u+v)=F(u)+F(v);

ii) Quaisquer que sejamk € ReucV,

Fk(u) = kF (u).

(BOLDRINI et. al, 1980, p.144).

Definicao .0.9. Seja A uma matriz quadrada e v um vetor ndo nulo no dominio de A. Dizemos

que v é um autovetor de associado ao autovalor o € R, se:
Av = ow.
Teorema .0.2. Autovetores, associados a autovalores distintos, de matrizes simétricas sdo sem-

pre ortogonais.

Definicao .0.10. Seja A um conjunto ndo vazio. Uma parti¢cdo de um conjunto A é uma cole¢do

de subconjuntos ndo vazios {A1,Az,...,A,} que satisfaz as seguintes propriedades:
i) A=A1UAYU...UA,;

ii) A1,Az, ..., A, sdo mutuamente disjuntos.
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