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RESUMO

O estudo sobre o crescimento do feijoeiro através do acúmulo de matéria seca ao longo do
tempo é de suma importância para a cultura, pois se torna uma ferramenta informativa no au-
xílio do manejo adequado e na detecção de fatores que afetam o desenvolvimento da planta.
Sabe-se que a modelagem desse tipo de crescimento pode subsidiar um melhor conhecimento e
aplicação eficiente das práticas agrícolas. Entretanto, o feijão tem um crescimento bem atípico
e assim pode gerar valores que algumas distribuições estatísticas simétricas não conseguem
captar, como por exemplo a distribuição normal. Sendo assim, busca-se alternativas para a in-
corporação desses tipos de valores atípicos, entre elas pode-se citar as distribuições assimétricas
tais como: a normal e a t. Desta maneira, este trabalho teve como objetivo comparar os mo-
delos não lineares Logístico e Gompertz diferentes distribuições de probabilidade para os erros
incorporando assimetria como normal, normal assimétrico e t assimétrico para a descrição do
acúmulo de matéria seca do feijoeiro cultivar “Bolinha”. Além disso, apresenta uma interface
gráfica para tal análise. O experimento foi realizado na Universidade Federal de Lavras, no pe-
ríodo da safra das águas nos anos de 2006/2007, em um delineamento em blocos causalizados,
contendo três repetições; usou-se o esquema fatorial 5 x 8, sendo constituído de cinco densida-
des de semeadura (75, 145, 215, 285 e 355 mil plantas por hectare), oito épocas de avaliação
(13, 23, 33, 43, 53, 63, 73, 83 dias após emergência) e foi analisado o acúmulo de matéria seca
no total. Como resultado da pesquisa os modelos não lineares Logístico e Gompertz se mos-
traram adequados para descrição do acúmulo de massa seca. O modelo Logístico com erros
normais assimétricos e erros t assimétricos obtiveram melhor resultado. O modelo Logístico
com erros normais assimétricos destaca-se as densidades 145, 285, 355 mil plantas por hectare
e para erros t assimétricos as densidades 75 e 215 mil plantas por hectare.

Palavras-chave: Assimetria. Modelo de crescimento. Feijão.



ABSTRACT

The study on the growth of common beans through the accumulation of dry matter along the
time is of paramount importance for culture, as it becomes an informative tool in assistance
in the proper management and in the detection of factors that affect the development of the
plant. In this way, this study aimed to compare the nonlinear Logistic and Gompertz different
probability distributions for errors incorporating asymmetry as normal, normal asymmetric and
asymmetric t for the description of dry matter accumulation of common bean cultivar Bolinha.
In addition, it presents an interface graphical parametric analysis. The experiment was carried
out at the Federal University of Lavras, at period of the water harvest in 2006/2007 , in a
causalized block design, containing three repetitions; formation the factorial scheme 5 x 8,
being constituted of five densities sowing activities (75, 145, 215, 285 and 355 thousand plants
per hectare), eight evaluation periods (13, 23, 33, 43, 53, 63, 73, 83 days after emergence)
and dry matter accumulation was analyzed not total. As a result of the research of nonlinear
models Logística and Gompertz proved adequate to describe the dry mass accumulation. The
Logistic model with errors asymmetric normals and asymmetric t errors obtained better results.
The Logistic Model with normal asymmetric errors, the densities 145, 285, 355 thousand plants
per hectare stand out and for asymmetric t errors the densities 75 and 215 thousand plants per
hectare.

Keywords: Skew. Growth model. Bean.
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1 INTRODUÇÃO

Os modelos não lineares são usados em diversas pesquisas pois apresentam uma estru-

tura que permitem aplicações nas mais diversas áreas do conhecimento científico como, por

exemplo, agricultura, biologia, ciência médica, econômica e entre outras. Na análise de curva

de crescimento, os modelos não lineares são utilizados para descrever o tipo de crescimento,

pois, geralmente apresentam interpretações práticas para os parâmetros de interesse do pesqui-

sador.

Na literatura, existe a pressuposição que as observações sejam normalmente distribuídas,

ou seja, a inferência nos modelos não lineares considera a normalidade dos resíduos. Entretanto,

em diversas situações práticas a distribuição Normal não é a mais adequada para modelar os

resíduos ou variável resposta, a inferência sob normalidade não é possível, isso pode ocorrer,

por exemplo, quando os dados são provenientes de uma distribuição com cauda mais ou menos

pesada que a distribuição normal, como é o caso da assimétrica (LABRA et al., 2012). Sendo

assim, alguns modelos alternativos vêm surgindo para preservar a estrutura simétrica e permitir

a redução da influência de valores atípicos.

Atualmente, tem-se observado que o método mais aplicado para alcançar a normalidade

é a transformação de dados. Embora este procedimento tenha sido aplicado com sucesso em

alguns casos, nem sempre é conveniente a aplicação deste procedimento. Segundo Azzalini

e Capitanio (1999), a transformação de dados pode causar dificuldade na interpretação dos

parâmetros do modelo, não ser aplicável em um determinado conjunto de dados e quando existe

problema de homogeneidade pode ser que a transformação seja diferente para a alcançar a

normalidade.

Caso a distribuição das observações seja caracterizada por uma distribuição simétrica,

seja ela univariada ou multivariada, tem-se que a classe das distribuições elípticas pode ser um

modelo alternativo para a transformação de variáveis. Essa classe de distribuição, surge como

uma extensão das distribuições normais, tais como t-Student, exponencial potência, normal

contaminada, logística I, logística II, slash, dentre outras (FANG; KOTZ; NG, 1990).

Apesar dos modelos estatísticos sob classe das distribuições elípticas representarem uma

boa alternativa ao modelo com distribuição normal, a metodologia pode não ser adequada dado

que em algumas situações a distribuição das observações é assimétrica. Além disso, na prática

o interesse é estudar distribuições que sejam menos sensíveis que a distribuição normal a certos
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desvios das suposições consideradas, ou seja, distribuições que possam acomodar assimetria e

curtose (AZZALINI, 1985).

Quando a distribuição dos dados apresenta um comportamento assimétrico, esta por sua

vez, pode ser modelada por meio da classe das distribuições assimétricas. A distribuição nor-

mal assimétrica pertence a essa classe, e por isso, talvez tenha sido uma das pioneiras para

acomodação de assimetria (AZZALINI, 1985). Partindo do princípio da necessidade de aco-

modar assimetria presente nos dados, outras distribuições surgiram como Cauchy assimétrica

(ARNOLD; BEAVER, 2000), t assimétrica (BRANCO; DEY, 2001), Exponencial potência as-

simétrica (DICICCIO; MONTI, 2004), Laplace assimétrica (ARYAL; NADARAJAH, 2005),

Slash assimétrica (WANG; GENTON, 2006) e etc.

A classe das distribuições assimétricas está sendo utilizada nas mais diversas áreas do

conhecimento, tanto na teoria como em aplicações. Vale salientar que, em relação a aplicação é

importante a obtenção de resultados que não sejam influenciados por observações atípicas. Por

isso, a distribuição t assimétrica mostra-se mais robusta que a distribuição normal assimétrica,

ou seja, é uma alternativa para inferência robusta em vários tipos de modelos (MAGHAMI;

BAHRAMI; SAJADI, 2020). Entre eles, pode-se citar os modelos não lineares.

É possível substituir a suposição de normalidade para o erro aleatório pela suposição

de que a distribuição esteja em uma classe mais flexível de distribuições, sendo que esta classe

pode ser formada pelas distribuições assimétricas, permitindo modelar possíveis presença de

outliers e assimetria, simultaneamente (AZZALINI, 1985).

Como dito anteriormente, a análise de curva de crescimento usa os modelos lineares e

não lineares com erro normal para estimar as causas do crescimento. Conforme Vieira et al.

(2008), a análise de crescimento com a complementação da marcha de absorção de nutrientes

é fundamental na avaliação dos efeitos de fatores de manejo sobre as plantas. Além disso, a

análise permite conhecer as quantidades necessárias de nutrientes absorvidas e a absorção em

cada fase da cultura, bem como, fornecer informações sobre as épocas mais adequadas para

aplicação dos fertilizantes.

Na cultura do feijoeiro pouco destaque tem sido dado à modelagem do acúmulo de

matéria com diferente tipo de distribuições para o erro, principalmente para essa cultura que

apresenta valores atípicos ao longo do tempo, que pode estar relacionado aos diversos pro-

cessos fisiológicos da planta. É importante salientar que essas observações atípicas (outliers)

podem afetar diretamente na distribuição do erro, pois podem causar violação do pressuposto
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de normalidade residual. Além disso, pode-se existir alguns outliers que afetam as estimativas

do modelos (HUBERT; ROUSSEEUW; AELST, 2008).

Diante do exposto, este trabalho tem como objetivo propor diferentes estruturas não

lineares com incorporação do erro normal, normal assimétrica e t assimétrica para a descrição

do acúmulo de matéria seca do feijoeiro cv “Bolinha”. Adicionalmente, será desenvolvida uma

interface gráfica para tal análise.
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2 REFERENCIAL TEÓRICO

Este capítulo trata da revisão bibliográfica, contemplando as principais abordagens refe-

rentes ao feijão, outliers, distribuições assimétricas, aos modelos não lineares, aos modelos não

lineares com erros assimétricos e a seleção de modelos, aos quais servirão de subsídios para a

discussão dos capítulos subsequentes, bem como da metodologia empregada no experimento.

2.1 Cultura do feijão

O feijão comum (Phaseolus vulgaris) é uma leguminosa típica da alimentação dos bra-

sileiros, sendo reconhecida por ser excelente fonte de proteínas, ferro, sais minerais e carboidra-

tos. Ademais, os compostos fenólicos com ação oxidante podem reduzir a incidência de doenças

cardiovasculares, alguns tipos de câncer, Mal de Alzeheimer e Parkinson (BUTTERFIELD et

al., 2002). Além da função relevante na alimentação como citado, o feijão é considerado um dos

produtos agrícolas de maior importância no contexto econômico-social, principalmente, devido

à mão de obra empregada durante o ciclo da cultura. Por isso, ocupa um lugar de destaque na

agricultura brasileira, sendo caracterizado como um forte produto no mercado interno.

No Brasil, destaca-se como uma das principais culturas produzidas por apresentar caracte-

rísticas técnicas, agronômicas e culturais que o credenciam como uma excelente alternativa de

exploração agrícola para pequenos produtores. É crescente, ainda, o cultivo por médios e gran-

des produtores. O Brasil é o maior produtor e consumidor mundial de feijão com produção

média anual de 3,3 milhões de toneladas, com consumo per capita de aproximadamente 17,4

kg.ano−1 (MAPA, 2020).

De acordo com CONAB (2020), o consumo nacional tem variado nos anos de 2010 a

2015, entre 3,3 e 3,6, porém na safras 2015/16 ocorreu uma redução para 2,8, sendo a menor

historicamente. Esse fato se deve ao aumento do preço provocado para diminuição da área

plantada e principalmente por condições climáticas que foram adversas nesse período. Em

2017/18, houve uma leve recuperação do consumo que foi para 3,3 milhões. No entanto, em

2018/19, a expressiva queda dos preços no varejo fez que o consumo recuasse para 3,1 milhões.

A produção do feijoeiro acontece em três safras, conhecidas como: safras das águas, da

seca e de inverno. Em que, a primeira corresponde a quadra de agosto à dezembro e concentra

altos índices pluviométricos, o plantio ocorre nesse período na região Centro-Sul e no Nordeste

no período de outubro à fevereiro. A segunda, ocorre no período de menor índice de chuva

no país, em que o plantio coincide nos meses de dezembro à março, tanto na região Centro-Sul
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quanto no Nordeste. A terceira é a colheita do feijão irrigado, ocorre no período de abril a junho

na Região Centro-Sul do país (MAPA, 2020).

No Brasil, os tipos de feijão mais produzidos são: Carioquinha, Preto, Jalo, Rajado,

Roxo e Amarelo. O cultivo do feijão Amarelo, também conhecido como “Bolinha”, é uma

cultivar alternativa ademais citada anteriormente, pois se destaca no mercado, já que essa tem

preço expressivamente maior em relação as demais cultivares consumidas no Brasil.

Embora o cultivo do feijão e das grandes variedades existentes seja realizado em todo

território nacional, a produção de grão no país é ainda considerada baixa. Várias causas podem

ser apontadas como responsáveis por essa situação de baixa produtividade, dentre elas tem-

se problema de ordem técnica, aplicação racional de fertilizantes, a utilização inadequada das

densidades de semeadura e épocas de colheita (TEIXEIRA et al., 2000).

O feijoeiro é considerado uma planta exigente em nutrientes, por causa do seu sistema

radicular que é pequeno e pouco profundo, além disso, possui um ciclo curto, ou seja, é ne-

cessário um manejo adequado do solo para que o feijão consiga crescer e se desenvolver. A

densidade populacional é um fator que está relacionado com a produtividade do feijoeiro e está

diretamente relacionada com a fertilidade do solo, pois em certas condições de baixa fertilidade

as plantas crescem menos, assim exige a necessidade do aumento da quantidade de plantas na

semeadura (VIEIRA et al., 2008).

No caso de solos férteis deve-se optar por menor quantidade de plantas na semeadura,

devido à grande magnitude de área foliar. Contudo, com o aumento da capacidade de com-

pensação do feijoeiro, a densidade de semeadura não deve ser exorbitantemente alta, pois a

competitividade intraespecífico por água e nutrientes pode levar à morte da planta (KERES et

al., 2020).

O desenvolvimento da cultura também é afetado pela densidade populacional da planta

que depende, entre outros fatores, da capacidade do solo em fornecer nutrientes. Em geral, são

utilizadas populações de 165 a 300 mil plantas por hectare. No caso de feijoeiro de diferentes

hábitos de crescimento, a influência da população de plantas tem mostrado que existe aumento

de produtividade com o incremento na população (SILVA; LIMA; MENEZES,2007; SOUZA;

ANDRADE; ALVES,2004) no caso de feijoeiro de diferentes hábitos de crescimento. Contudo,

maiores populações nem sempre resultam em grandes produções, o que muitas vezes têm rela-

ção com a capacidade de compensação entre os componentes de produção do feijoeiro (VIEIRA

et al., 2008; SOUZA et al.,2008).
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De acordo com Alves et al. (2009), as densidades populacionais acima de 200 mil plan-

tas por hectare podem ser consideradas ideais. Para a cultivar (cv) Bolinha, essa densidade está

em torno de 240 mil plantas por hectares, que proporciona uma produtividade máxima de grãos.

A qualidade dos grãos é outro fator que afeta a produtividade do feijoeiro, e essa é deter-

minada pela época adequada da colheita que envolve maior quantidade de mão de obra e recurso

do agricultor. Então, deve-se efetuar a colheita quando as plantas atingirem a maturidade fisio-

lógica (a maturação completa ocorre quando existe a perda da umidade e o máximo acúmulo de

matéria seca da semente) (BEVILAQUA et al., 2013). Nesse ponto, ocorre o amarelecimento

e queda das folhas, além da mudança na coloração das vagens e, no final desse processo de

maturação, as plantas apresentam, em sua maioria, as raízes deterioradas, as hastes e as vagens

secas.

Atrasos ou antecipações na colheita podem acarretar diversos prejuízos à qualidade das

sementes. Quando ocorre de forma antecipada, existe um risco de redução na produtividade e

uma maior dificuldade na triagem do produto, devido à umidade presente na vagem. Por outro

lado, se for realizada tardiamente, pode ocorrer a redução da qualidade das sementes, já que o

vigor da semente diminui à medida que se prolonga seu tempo de retenção no campo. Além

disso, pode ocorrer a perda de sementes, provocada pela deiscência natural das vagens. Grande

parte das cultivares de feijoeiro possuem um ciclo de 90 a 100 dias (ANDRADE et al., 2001).

A matéria seca do feijoeiro é um importante parâmetro de crescimento e está associado

significativamente com a produtividade de grãos (FAGERIA; BALIGAR, 2005). Além disso,

a produtividade da matéria seca está associada com a acumulação de nutrientes pela cultura,

o que torna de suma importância, o conhecimento sobre o acúmulo de matéria seca durante o

ciclo do cultivo.

Em estudos realizados com matéria seca, é possível observar a presença de outliers.

Diante disso, torna-se necessário que estudos sejam desenvolvidos para detectar a presença de

possíveis valores atípicos relacionados com a matéria seca do feijão.

2.2 Outliers

Os outliers, também conhecidos como valores discrepantes, aberrantes ou anormais, são

observações que diferenciam marcadamente de todas as outras observações da amostra. Um

outlier pode ser definido, também, como um valor que desvia-se da normalidade e que pode

causar anomalias nos resultados obtidos. Em outras palavras, pode-se dizer que os outliers
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são pontos fora da curva, pois são observações diferentes das usuais. De acordo com Barnett

e Lewis (1974), as observações inconsistentes encontradas nos dados pode ter uma causa da

variabilidade natural.

Conforme Barnett e Lewis (1974), pode-se classificar as causas de ocorrência de outliers

durante o processo de amostragem das seguintes maneiras: (i) os outliers são elementos que

pertencem à população, ou seja, variedade inerente à população, (ii) erros de medição, que

podem acontecer durante o período de coleta dos dados e pode ser ocasionada, também, por

erros humanos, tais como digitação de dados incorretos, e por erros de máquinas.

Já Stevens (1984), distingue dois tipos de outliers: pontos influentes, que ocorrem na

variável explicativa e afetam o modelo de regressão, mas esses pontos não necessariamente

implicam na produção de outliers; e pontos de alavanca, que são valores extremos na variável

resposta e que podem dar o indicativo de falhas no modelo. Um ponto de alavanca influencia

na estrutura linear descrita pelos dados e influencia na estimação dos coeficiente de regressão.

Portanto, uma observação pode ser classificada como valor atípico, ponto de alavanca, ou os

dois.

Assim, os outliers necessitam de estudo especial, pois geralmente resultam em alguma

violação dos pressupostos necessários para adequabilidade do modelo e, consequentemente,

produzindo efeitos não confiáveis na eficiência dos estimadores (TUKEY, 1960).

A literatura apresenta várias métricas que podem ser usadas para caracterizar pontos

como outliers. Existem alguns trabalhos escritos para a identificação de outliers em regres-

são linear, como por exemplo em (ANSCOMBE; TUKEY, 1963; COOK; WEISBERG, 1982;

FOX, 1991). Em relação a identificação de outliers em modelo não linear, por exemplo, tem-se

os trabalhos de Fox, Hinkley e Larntz (1980) que é baseado no método de mínimos quadra-

dos ordinários. Porém, Riazoshams et al. (2009) relata que este tema foi pouco explorado na

literatura.

Além disso, Riazoshams et al. (2009) relatam que medidas baseadas nas estimativas

de mínimos quadrados ordinários não são eficientes, pois podem causar dois tipos de erros de

classificação: o masking (falso negativo é quando o resultado indica ausência da condição que

está sendo testada quando na realidade ela está presente), no qual um outlier não é detectado e

o swamping (falso positivo é quando o resultado indica a presença da condição que está sendo

testada quando na realidade ela não existe), em que um outlier não é classificado como outlier.
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Os outliers podem gerar violações dos pressupostos quando consideramos uma análise

de variância. Desta forma, para contornar esse problema, utiliza-se um método não paramé-

trico, tal como, a análise de variância com transformação de posto alinhado (Aligned Ranks

Transformation - ART).

2.3 Análise de variância com transformação de posto alinhado (ART)

Um delineamento em esquema fatorial é usado quando um experimento envolve dois ou

mais fatores simultaneamente, sendo que cada fator possui dois ou mais níveis. Considerando

os planejamentos fatorais, a sua importância está em permitir uma análise simultânea dos efeitos

de fatores principais e suas interações. Assim, todas as combinações possíveis dos níveis dos

fatores são investigados em cada repetição de um experimento.

Um efeito principal desse tipo de esquema é definido como uma mudança no nível de

um fator, mantendo os fatores restantes em um nível fixo. Já a interação existe entre dois fatores,

se a diferença na resposta entre os níveis de um fator não for a mesma em todos os níveis dos

outros fatores.

Portanto, o foco da análise de experimento fatorial é testar a hipótese sobre os efeitos

principais e interação. Logo, se a interação existir (significativa), os efeitos principais existem

conjuntamente e uma influência no outro. No caso da não existência do efeito de interação, os

efeitos principais atuam de forma independente, ou seja, um teste para os efeitos principais deve

ser realizado. Para realizar tal análise de comparação de tratamentos usa-se a análise de vari-

ância, na qual, exigem os pressupostos como: normalidade, homogeneidade e independência

dos resíduos (GOMES-PIMENTEL, 2009). Porém, quando os pressupostos não são atendidos,

deve-se pesquisar formas alternativas para realização da análise.

Uma alternativa para que o pressuposto de normalidade seja atendido, é utilizar a trans-

formação nos dados, ou então, considerar um outro procedimento no qual a suposição de nor-

malidade não seja necessária. A primeira abordagem, consiste em aplicar uma transformação na

variável resposta do tipo logarítmica, raiz quadrada, arco seno e entre outras. O segundo, inclui

uma grande quantidade de métodos baseados em atribuições de postos de dados. O procedi-

mento com atribuições de postos fornece um método alternativo robusto e poderoso de análise

de dados para os métodos clássicos de mínimos quadrados (CONOVER; IMAN, 1976).

Quando a validade dos testes para a ANOVA são comprometidas, uma opção para ob-

tenção dos resultados é utilizar um teste não paramétrico, pois a violação de pressuposições
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geram algumas consequências na confiabilidade dos testes paramétricos, tais como a análise de

variância, análise de regressão e comparação de tratamentos ficam afetados, pois pode ocorrer

uma certa alteração na probabilidade de ocorrência dos erros tipo I e II e, consequentemente,

causar falsas interpretações a respeito dos efeitos de tratamentos (MARTIN; STORCK, 2008;

STORCK et al., 2000; STEEL; TORRIE; DICKEY, 1997).

Quando várias violações de suposições ocorrem, o poder e o erro do tipo I de um teste

paramétrico é frequentemente reduzido e, portanto, requer uma mudança para opções não para-

métricas (SAWILOWSKY,1990).

Leys e Schumann (2010) apresentaram um método não paramétrico para analisar as

interações usando o teste transformação de posto alinhado (ART). Além disso, os autores citam

a facilidade de condução e robustez desse teste, pois não depende da distribuição das variáveis

e baseia-se em uma distribuição F. O ART apresenta-se então, como uma técnica robusta e

poderosa, pois não é sensível a outliers e violações de suposições sobre a distribuição dos erros.

O ART é baseado no teste de transformação de posto (RT) que foi introduzido por Co-

nover e Iman (1976). O princípio de RT atribui um posto à variável dependente antes de aplicar

o teste F paramétrico. Embora essa abordagem produza bons resultados para casos simples, nas

situações que envolvem possíveis interações, o método apresenta falhas potenciais. Estudos de

simulação apontaram que para grandes tamanhos de efeito, o método possivelmente causaria

altas taxas de erro para testes de interação (BLAIR; SAWILOWSKY; HIGGINS, 1987).

O método ART consiste em ajustar as observações, antes de classificá-las. Mansouri

(1998) analisou as propriedades assintóticas do ART e apresentou procedimentos de compara-

ções múltiplas. O teste tem poder semelhante ao do teste F para distribuição dos erros, que são

aproximadamente normal, e pode ter um poder muito maior para certas distribuições do erros

não normal. No entanto, algumas alterações do valor nominal das taxas taxas do erro tipo I

foram observadas para distribuição dos erros assimétricos.

O procedimento ART alinha primeiro todas as N observações, subtraindo todos os efei-

tos que não são de interesse primário. Em seguida, classifica as N observações alinhadas de

1 a N e calcula o teste F a partir dos postos alinhados. Considerando que as observações são

provenientes de um modelo de efeitos fixos balanceados com dois fatores, o modelo é dado por:

yi jk = µ +αi +β j +(αβ )i j + ei jk (i = 1, . . . ,a; j = 1, . . . ,b;k = 1, . . . ,n)
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em que yi jk é a variável resposta, µ é a constante do modelo, αi é o efeito do i-ésimo fator A,

β j é o efeito do j-ésimo fator B, (αβ )i j é o efeito de interação entre o fator A e fator B e ei jk é

erro experimental, em que N = abn.

O ajuste para o teste ART é realizado subtraindo estimativas dos mínimos quadrados dos

efeitos principais das observações, isto é, a k-ésima resposta alinhada ao i-ésimo nível do fator

A e o j-ésimo nível de B é:

y′i jk = yi jk− (ȳi..− ȳ...)− (ȳ. j.− ȳ...)− ȳ...

O modelo correspondente da respostas ajustadas é:

y′i jk = (αβ )i jk + ei jk

em que (αβ )i jk é a média das respostas ajustadas ao efeito de interação.

O teste F de interação pode ser calculado a partir das respostas alinhadas. No caso, é

baseado em:

QM(interação)/QMerro∼ F[(a−1)(b−1),ab(n−1)]

No teste ART, os postos naturais de 1 a n são atribuídos às respostas ajustadas e, pos-

teriormente, a taxa de variação é calculada nos postos ajustados. Para testar um efeito, o teste

F paramétrico é aplicado à variável ajustada correspondente, em que apenas esse efeito é exa-

minado, ignorando os outros dois. Como o teste F é usado para testar os efeitos da ART, então

surge a questão se a distribuição assintótica é a F. De acordo com Salter e Fawcett (1993), pelo

menos para o ART, esses testes são válidos.

Verificando o efeito de interação significativo para realizar a análise quando os dados

são quantitativos, usa-se a regressão. Sabendo-se que, possíveis presenças de outliers podem

influenciar na variável resposta e no erro, tem-se as opções de usar métodos paramétrico ou não

paramétrico.

Nesse estudo serão abordadas distribuições que acomodam problemas com valores atípi-

cos, por isso, nas próximas seções serão apresentadas as distribuições assimétricas e os modelos

não lineares com erro assimétrico. Um princípio que se adotou nesse trabalho foi de denotar

algumas distribuições por sua abreviatura em inglês. Por exemplo, a distribuição normal assi-

métrica será referenciada como SN (skew-normal) e t assimétrica por ST (skew-t).
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2.4 Distribuições assimétricas

A teoria clássica dos modelos lineares e não lineares assume que o erro aleatório pos-

sui distribuição normal, o que muitas vezes pode não ocorrer pela natureza dos dados. Desta

forma, surge a necessidade de utilizar modelos alternativos que superem as possíveis “falhas”

apresentadas pelo modelo com distribuição normal, como de não acomodar a assimetria, valo-

res atípicos (outliers) e heterogeneidade de variância. Assim, existe a possibilidade de substituir

a suposição de normalidade para o erro aleatório por uma distribuição que esteja em uma classe

mais flexível de distribuições.

Na falta de normalidade dos erros, uma alternativa é considerar outras distribuições para

os mesmos, como as distribuições assimétricas, que dão suporte tanto para assimetria quanto

para as caudas pesadas. Sendo assim, escolhe-se as distribuições que estão na classe da família

assimétrica, que por sua vez, consiste em uma extensão da distribuição normal, incorporando a

possibilidade de assimetria (esta característica em conjunto permite modelar outliers e assime-

tria ao mesmo tempo).

De acordo com Cruz e Branco (2009), alguns trabalhos vêm sendo desenvolvidos para

propor distribuições mais flexíveis para o erro, que podem retratar melhor os dados analisados,

pois algumas distribuições assimétricas preservam as propriedades das distribuições que foram

geradas. Como por exemplo, a distribuição t assimétrica e a normal assimétrica, ambas possuem

as propriedades da distribuição t-Student e normal, respectivamente. Os autores analisaram

modelos não lineares com enfoque bayesiano e erros com distribuições assimétricas em dados

clínicos de gestantes, e concluíram que a distribuição t assimétrica para os erros possuiu o

melhor ajuste para os dados. Desta maneira, alguns autores usaram as distribuições assimétricas

para modelagem de dados com a presença de caudas mais pesadas ou leves que a distribuição

normal.

Guedes et al. (2014) ajustaram modelos de regressão com erros normais e normais assi-

métricos a dados de alturas de plantas observados no tempo e cultivados em vasos de diferentes

tamanhos e concluíram que o modelo normal assimétrico não é o mais adequado e sugerindo o

modelo de regressão com erro t assimétrico.

Louzada, Ferreira e Diniz (2014) propuseram quatro modelos de crescimento (Morgan-

Mercer-Flodin, von Bertalanffy, Gompertz e Richards) com erros normais e normais assimétri-

cos, no qual os erros foram testados com três estruturas de covariâncias diferentes e mostraram



24

que o melhor modelo foi o modelo von Bertalanffy heterocedástico multiplicativo com erros

normais assimétricos.

Já Chen, Zeng e Song (2014), analisaram um modelo não linear com erro t normal as-

simétrico, em que essa distribuição é proposta dentro de uma classe de distribuição flexível

assimétrica-simétrica, e obtiveram que essa distribuição acomoda os valores atípicos e a multi-

modal.

Um estudo do modelo não linear com abordagem bayesiana foi aplicado em dados de

peso de codornas machos e fêmeas por Rossi e Santos (2014), consideraram as distribuições

assimétricas e simétricas para os erros, e verificaram que os modelos de Gompertz com erros

normais assimétricos e t assimétricos são os que melhores se ajustam aos dados.

Ferreira e Lachos (2016) propuseram uma extensão de modelos não lineares usando

distribuições normais de mistura com assimetria e escala. Concluíram que os modelos não line-

ares utilizando essa distribuição de caudas pesadas são mais robustos a captação de observações

atípicas em comparação com a distribuição normal assimétrica. Como pôde-se observar, os es-

tudos considerando o erro com distribuições assimétricas são frequentemente usados nos mais

diversos enfoques.

2.4.1 Distribuição normal assimétrica padrão

A ideia de uma distribuição normal assimétrica foi introduzida por Azzalini (1985) para

o caso univariado. Ao longo do tempo diversos trabalhos foram desenvolvidos como em Nel-

son (1964), Roberts (1966), Aigner, Lovell e Schmidt (1977) e O’hagan e Leonard (1976) no

contexto bayesiano para modelagem estatística.

Uma extensão da normal assimétrica ao caso multivariado é apresentada por Azzalini

e Valle (1996), enquanto Arellano-Valle, Genton e Loschi (2009) desenvolveram a normal as-

simétrica multivariada usando a abordagem bayesiana, apresentando proposições que podem

ser utilizadas nas distribuições de predição e posteriori do vetor de observações e parâmetro de

assimetria quando os parâmetros de localização e escala são conhecidos. Já Wang, Li e Gupta

(2009), utilizaram a normal assimétrica multivariada para definir a distribuição qui-quadrado

assimétrica não-central generalizada. Arellano-Valle, Branco e Genton (2006) desenvolveram

uma estrutura unificada para distribuições multivariadas assimétricas e estabeleceram ligações

com as definições já existentes dessas distribuições, e Genton (2004) apresenta diversas aplica-

ções da distribuição normal assimétrica.
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Segundo Azzalini (1985), Z tem distribuição normal assimétrica padrão com parâmetro

de assimetria λ ∈ R, e denota-se por Z ∼ SN(λ ), se sua função densidade de probabilidade

(f.d.p.) é dada por:

fZ(z;λ ) = 2φ(z)Φ(λ z)11 (z)
IR

(2.1)

em que as funções φ(·) e Φ(·) representam, respectivamente, a função de densidade e função

acumulada da distribuição normal padrão. Já 11 (·) é função indicadora da distribuição em que

11 (z)
IR

=

 1, se z ∈ IR

0, caso contrário.

Na Figura 2.1, observa-se o comportamento da função de densidade para diferentes

valores do parâmetro λ que define assimetria. Sabe-se, que a distribuição normal padrão é um

caso particular da distribuição normal assimétrica padrão quando λ = 0. Além disso, observa-

se no gráfico que para valores positivos de λ tem-se assimetria à direita ( Figura 2.1 (a)), para

valores negativos de λ tem-se assimetria à esquerda (ver Figura 2.1 (b)) e para λ igual a zero

tem-se uma distribuição simétrica.

Figura 2.1 – Função de densidade da normal assimétrica variando o parâmetro de assimetria (λ ) (a) as-
simetria negativa e (b) assimetria positiva.

Azzalini e Capitanio (2014) mostraram algumas propriedades da distribuição normal

assimétrica, como :
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1. Se λ = 0 em (2.1) tem-se que Z ∼ N(0,1).

2. Se Z ∼ SN(λ ), então −Z ∼ SN(−λ ).

3. Se Z ∼ SN(λ ), então |Z| tem distribuição half-normal, isto é |Z| ∼ HN(0,1)

4. Se Z ∼ SN(λ ), então Z2 ∼ χ2
1

5. Se Z ∼ SN(1) então FZ(z) = [Φ(z)]2

2.4.2 Distribuição normal assimétrica de posição e escala

Conforme Azzalini (1985), Y tem distribuição normal assimétrica com parâmetros de

posição µ ∈ IR e de escala σ2 > 0, denotada por Y ∼ SN(µ,σ2,λ ), se sua função densidade de

probabilidade (f.d.p.) é dada por:

fY (y) =
2
σ

φ

(
y−µ

σ

)
Φ

(
λ

y−µ

σ

)
11 (y)
IR

. (2.2)

em que 11 (·) é função indicadora da distribuição com y ∈ R.

A distribuição normal assimétrica de posição e escala tem a seguinte propriedade: se

Z ∼ SN(λ ) e Y = µ +σZ, então Y ∼ SN(µ,σ2,λ ).

Nas Figuras 2.2, 2.3 e 2.4, apresentam-se os gráficos da densidade da distribuição normal

assimétrica fixando dois parâmetros e variando o outro. Na Figura 2.2, conclui-se que quando

fixa-se os parâmetros de escala e assimetria e varia-se o de posição, os gráficos da densidade se

deslocam no eixo horizontal tanto para valores positivo quanto negativos de µ .

Já na Figura 2.3, em que considera-se posição e assimetria fixos, a medida que σ2 au-

menta o gráfico da densidade vai ficando mais achatado. Assim, pode-se observar pelas Figuras

2.2 e 2.3, que existe uma ideia da variação da posição e da escala quando altera-se os valores

para tais parâmetros da distribuição. Desta forma, consegue-se analisar o comportamento da

distribuição da normal assimétrica para posição e escala.
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Figura 2.2 – Função de densidade da normal assimétrica com σ2 = 1, λ = −8 e µ variando ( (a) valor
negativo de µ e (b) valor positivo de µ .)

Figura 2.3 – Função de densidade da normal assimétrica com µ = 1, λ =−8 e σ2 variando.
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Considerando que a posição e a escala são fixos, pode-se observar por meio da Figura

2.4, que na medida que λ vai aumentando, a densidade vai ficando assimétrica à direita, ou seja,

para valores positivos. Por outro lado, quando λ assume valores negativos, tem-se assimetria

à esquerda, como mostra a Figura 2.4(a). E para λ = 0, o comportamento gráfico é de uma

distribuição simétrica que coincide com Normal com média µ e variância σ2.

Figura 2.4 – Função de densidade da normal assimétrica com µ = 1, σ2 = 2 e λ variando em que (a)
valor negativo de λ e (b) valores positivos de λ .

2.4.3 Distribuição t assimétrica padrão

Conforme Branco e Dey (2001), a distribuição t assimétrica representa uma extensão da

distribuição t de Student, e assim como, a distribuição normal assimétrica, existe o acréscimo

de um parâmetro λ que regula o seu grau de assimetria, para maiores detalhes ver em (GODOI,

2007). Diz-se que uma variável aleatória Y segue uma distribuição t assimétrica padrão com

ν graus de liberdade, denota-se de Y ∼ ST (ν ,λ ), se sua função densidade de probabilidade é

dada por:

fY (y) = 2t(ν)(y)T(ν+1)

(
λy

√
1+ν

ν + y2

)
11 (y)
IR

(2.3)

em que as funções t(ν)(·) e T(ν)(·) representam, respectivamente, a função de densidade e função

acumulada da distribuição t de Student e 11 (·) é função indicadora da distribuição com y ∈ R.

Para valores positivos de λ , é possível observar que as distribuições possuem assime-

tria à direita. E para valores negativos de λ as distribuições possuem assimetria à esquerda.
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Quando λ = 0, obtém-se uma distribuição simétrica que coincide com a distribuição t padrão.

Sendo assim, pode-se verificar esses comportamentos da distribuição t assimétrica padrão atra-

vés dos gráficos da sua função de densidade. A distribuição t assimétrica possui as seguintes

propriedades:

1. ST (ν ,0) D
= t(ν), em que D

= representa igual a distribuição.

2. Se Z ∼ SN(λ ) e W ∼ Gama(ν

2 ,
ν

2 ), em que Z tem distribuição normal assimétrica e W

possui distribuição gama são independentes, então:

Y =
Z√
W
∼ ST (ν ,λ ).

Para maiores detalhes ver em Azzalini e Capitanio (2014).

As Figuras 2.5 e 2.6 apresentam os gráficos da função de densidade da distribuição t

assimétrica padrão nos quais os valores de λ e ν sofreram algumas variações. Quando ν = 1 e

λ = 0 tem-se um caso particular, a distribuição de Cauchy. Além disso, é possível verificar que

com um aumento do valor de ν a distribuição “perde” a característica de cauda mais pesada.
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Figura 2.5 – Função de densidade da t assimétrica variando λ para ν = 1(a) e ν = 4(b).
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Figura 2.6 – Função de densidade da t assimétrica variando λ para ν = 10(c) e ν = 30(d).
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2.4.4 Distribuição t assimétrica posição e escala

De acordo com Branco e Dey (2001), a distribuição t assimétrica posição e escala é

uma extensão da distribuição t assimétrica com a adição de dois parâmetros, o parâmetro de

posição (µ ∈R) e o parâmetro de escala (σ2 > 0). Diz-se que uma variável aleatória V segue

uma distribuição t assimétrica com parâmetro de posição µ ∈ R e parâmetro de escala σ2 >

0, denotado por Y ∼ ST (µ,σ2,ν ,λ ), se sua função densidade de probabilidade é dada pela

seguinte expressão:

fV (v) =
2
σ

t(ν)

(
v−µ

σ

)
T(ν+1)

[
λ

(
v−µ

σ

)√
ν +1

ν +σ−2(v−µ)2

]
11 (v)
IR

(2.4)

A distribuição também possui a seguinte propriedade se Y ∼ ST (ν ,λ ) e V = µ +σY , então

V ∼ ST (µ,σ2,ν ,λ ).

As Figuras 2.7, 2.8, 2.9 e 2.10 apresentam os gráficos da função de densidade da distri-

buição t assimétrica para alguns valores de µ , σ2, λ , ν .

Figura 2.7 – Função de densidade da t assimétrica variando µ para σ2 = 1, ν = 1 e λ = 1, em que (a)
valores negativos de µ e (b) valores positivos para µ .
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Pela Figura 2.7 (a) e (b), pode-se observar que alterações nos valores de µ implica em

um deslocamento ao longo do eixo horizontal, sem alterações na forma inicial.

Figura 2.8 – Função de densidade da t assimétrica variando σ2 para µ = 1, ν = 3 e λ = 2.

Através da Figura 2.8 pode-se observar uma achamento da distribuição para valores altos

de σ2.

Figura 2.9 – Função de densidade da t assimétrica variando λ ((a-esquerda)- valores negativos e (a-
direita) valores positivos) para σ2 = 4, ν = 4 e µ = 1.

Quando ocorre uma alteração no parâmetro de assimetria λ , tem-se que para valores

negativos existe uma assimetria à esquerda e caso contrário, assimetria à direita. Vale ressaltar,
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que quando o valor de λ é igual a zero tem-se a distribuição t assimétrica de posição e escala

(ver Figura 2.9).

Figura 2.10 – Função de densidade da t assimétrica variando ν para σ2 = 5, λ = 2 e µ = 1.

Já a Figura 2.10, mostra a distribuição t assimétrica posição e escala com diferentes

graus de liberdade. Na Figura 2.11 pode-se observar as seguintes relações das distribuições.

Além disso, verificou-se que a distribuição normal é caso particular para outras distribuições

com a normal assimétrica (SN), t assimétrica (ST) e t-Student (T).

Figura 2.11 – Relações das distribuições

NT

ST SN
ν → ∞

λ = 0

ν → ∞

λ = 0ν → ∞ λ = 0

2.5 Modelos não lineares (MNL)

Conforme Draper e Smith (1998), os modelos de regressão podem ser classificados de

três maneiras, as quais estão relacionadas com a derivação dos parâmetros.
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• Lineares - quando as derivadas parciais em relação aos parâmetros do modelo não depen-

dem deles.

• Não lineares - quando as derivadas parciais em relação aos parâmetros do modelo depen-

dem dos parâmetros.

• Linearizáveis - quando podem ser linearizados através de alguma transformação, como

por exemplo a transformação logarítmica ln.

Os modelos não lineares podem ser utilizados para descrever variáveis físicas e sistemas

biológicos. Uma das vantagens desses modelos é que geralmente seus parâmetros possuem

interpretações práticas, o que contribui para uso frequente nas diversas áreas do conhecimento.

Draper e Smith (1998) apresentam MNL normal da seguinte forma:

Yi = η(β ,Xi)+ εi i = 1,2, . . . ,n (2.5)

em que Yi é o vetor da variável resposta (variável dependente), β é o vetor de parâmetros, η(·)

é a forma funcional conhecida, Xi é o vetor de uma ou mais variáveis explicativas (variáveis in-

dependentes) e εi é o vetor de erros aleatórios associados ao modelo, ou seja, por pressuposição

tem-se que εi ∼ N(0,σ2).

Diversos modelos não lineares podem descrever o crescimento de culturas, dentre eles,

tem-se o Logístico, von Bertalanfy, Richards, Gompertz e Brody, pois esses modelos possuem

um comportamento de uma curva sigmoidal ou crescente. Esse tipo de crescimento é carac-

terístico em estudo com feijão (LIMA et al., 2017), milho (MANGUEIRA et al., 2016), entre

outras cultivares.

A análise da curva de crescimento é de interesse nas mais diversas áreas de pesquisa,

como na agricultura, biologia, química, ciências sociais, dentre outras áreas. Além disso, essa

técnica auxilia os pesquisadores a inferir sobre as contribuições dos diversos processos presentes

no desenvolvimento vegetal e animal (SEBER; WILD, 1989). Na biologia, o uso da análise

da curva de crescimento está relacionado com a descrição do crescimento dos animais e das

plantas. Na química, é utilizada no estudo das isotermas de adsorção. Já na agricultura, como

são evidentes as vantagens econômicas e administrativas em conhecer como a produção cresce

e o quão rápido ela cresce, a análise da curva de crescimento é empregada para verificar como

esses fatores reagem às condições ou tratamentos ambientais.
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A curva de crescimento geralmente é caracterizada por um sigmóide que possui como

característica um crescimento monotonicamente no início do desenvolvimento até passar por

um ponto de inflexão e atingir um máximo em uma assíntota (SILVA et al., 2011). Quando se

modela a curva de crescimento, o objetivo é obter informações sobre a interpretação biológica

dos parâmetros, com a finalidade de construir um modelo parcimonioso para as observações em

estudo.

A análise de curvas de crescimento usando modelos não lineares tem o intuito de esti-

mar as causas de crescimento e inferir sobre as possíveis contribuições nos diversos processos

presentes no desenvolvimento vegetal. De acordo com Fernandes et al. (2014), o uso de mode-

los não lineares para as curvas de crescimento possibilita sumarizar informação a partir de um

conjunto dados e resumí-las em alguns parâmetros geralmente com interpretações práticas.

Dentre os modelos não lineares, o modelo Logístico e Gompertz, são usados para des-

crever vários processos biológicos por meio da curva de crescimento.

2.6 Modelo não linear normal assimétrico

Conforme Cancho, Lachos e Ortega (2010), o modelo não linear normal assimétrico

pode ser definido como:

Yi = η(β ,Xi)+ εi i = 1,2, . . . ,n. (2.6)

em que Yi é o vetor da variável resposta, η(·) é forma funcional conhecida, Xi é o vetor da

variável explicativa, β é vetor de parâmetros e εi ∼ SN

(
−
√

2
π

λ ,σ2,λ

)
. Então tem-se que

Yi ∼ SN

(
η(β ,Xi)−

√
2
π

λ ,σ2,λ

)
.

Considerando que a distribuição normal assimétrica é unimodal, ou seja, possui uma

única moda, então, a distribuição possui assimetria negativa quando λ < 0, caso contrário,

compreende-se a assimetria positiva. Vale ressaltar que quando λ = 0 tem-se a distribuição

normal N(µ,σ2).

Uma forma de estimar os parâmetros do modelo não linear quando os dados são dis-

tribuídos por uma normal assimétrica, é utilizar o método de máxima verossimilhança. De

acordo com Cancho, Lachos e Ortega (2010), o logaritmo natural da função de verossimi-

lhança, considerando um vetor β dada observações de uma amostra Y = (y1, . . . ,yn)
> é dado

por l(β ) =
n

∑
i=1

li(β ), em que:
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li(β ) = log2− 1
2

log2π− 1
2

logψ− di

2
+ logΦ(Ki)

em que ψ =σ
2+λ

2 , di =

(
Yi−η(β ,Xi)+

√
2
π

λ

)2

σ2 +λ 2 ∼ χ
2
1 , Ki =

λ

σψ1/2

(
Yi−η(β ,Xi)+

√
2
π

λ

)
,

χ2
1 é uma distribuição qui-quadrado com um grau de liberdade .

2.7 Modelo não linear t assimétrico

De acordo com Contreras-Reyes, Arellano-Valle e Canales (2014), assumindo que o erro

aleatório εi possui distribuição t assimétrica, o modelo não linear t assimétrico é dado por:

Yi = η(β ,Xi)+ εi i = 1,2, . . . ,n. (2.7)

em que Yi é o vetor da variável resposta, η(·) é forma funcional conhecida, Xi é o vetor da

variável explicativa, β é vetor de parâmetros e εi ∼ ST

(
−
√

2
π

k1σδ ,σ2,λ ,ν

)
, em que k1 =

ν

2
Γ((ν−1)/2)

Γ(µ/2)
, δ = λ√

1+λ 2 e ν > 1. Com isso, Yi ∼ ST

(
η(β ,Xi)−

√
2
π

k1σδ ,σ2,λ ,ν

)
.

A estimação de modelos que consideram erros com distribuição t assimétrica pode ser

realizada, assim como na normal assimétrica, pelo método de máxima verossimilhança. A

função de verossimilhança é descrita por:

L(β ,ν ,λ ;y) =
n

∏
i=1

2t(zi;ν)T

(
λ zi

√
1+ν

ν + z2
i

;ν +1

)

em que zi = (Yi−η(β ,Xi)−
√

2
π

k1σδ )/σ
2 e t(zi,ν) =

Γ((ν+1)/2)
Γ(ν/2)

√
πν

(
1+ z2

i
ν

)−(ν+1)/2

é a densidade de uma distribuição t-Student com ν graus de liberdade e T (·; ·) é a distribuição

acumulada da t-Student.

2.8 Considerações sobre modelos não lineares aplicados a cultura do feijão

Alguns trabalhos desenvolvidos relacionados com a cultura do feijão utilizaram a mode-

lagem não linear, por exemplo, o estudo envolvendo a estabilidade fenotípica da produtividade

do feijão, realizado por Rosse e Vencovsky (2000). Nesse estudo, foi possível concluir que
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o modelo foi útil para classificar os materiais genéticos segundo suas produtividades e seus

padrões de resposta.

Com o objetivo de avaliar o crescimento de duas cultivares de feijão, MartinsFilho et

al. (2008) utilizaram a abordagem bayesiana para ajustar o modelo não linear logístico. Nos

resultados obtidos, concluíram que a metodologia permitiu comparar as curvas de crescimento

de forma eficiente, sem o uso de teoria assintótica.

Moura et al. (2008) analisaram o acúmulo de fitomassa seca das culturas do feijão-caupi

e do milho, submetidos a dois tipos de sistemas de plantio, o exclusivo e consorciado, nas

condições climáticas do Semi-árido brasileiro, utilizando os modelos de crescimento Expoli-

near, Logístico e de Gompertz. Nesta pesquisa, observou-se que os modelos apresentaram bom

desempenho e que os parâmetros biológicos gerados pelo modelo expolinear sugeriram que o

sistema de plantio exclusivo é o mais adequado para o cultivo de feijão-caupi e milho.

Lucio, Nunes e Rego (2016) ajustaram modelos de regressão não linear para a produção

de feijão-de-vagem e também identificaram o tamanho da parcela com melhor poder de expli-

cação. Os modelos ajustados foram o Logístico e von Bertalanffy para o peso médio de vagens

acumulado nas múltiplas colheitas e com diferentes tamanhos de parcelas. Os autores observa-

ram que as estimativas para ambos modelos foram semelhantes entre si e, concluíram também,

que o modelo Logístico proporcionou estimativas mais próximas da realidade, apresentando

melhor desempenho na descrição do comportamento do peso médio de vagens no decorrer do

ciclo produtivo da cultura.

Silva et al. (2018) modelaram o acúmulo do macronutriente de cálcio do feijoeiro culti-

var Jalo em cinco densidades de semeadura usando modelos não lineares Gompertz e Logístico

(Verhulst). Esses pesquisadores concluíram que o modelo Logístico foi o mais adequado para

descrever os dados em estudo.

Por fim, Lima et al. (2019) ajustaram os modelos não lineares Logístico e von Berta-

lanffy para o acúmulo de biomassa ao longo do tempo para a cultivar de feijoeiro Jalo. Os

autores verificaram que os modelos testados são adequados para a descrição do acúmulo da

matéria seca, e ressaltaram que o modelo Logístico obteve um melhor ajuste.

Os autores elencado acima utilizaram pressuposição de normal nos erros. Dentre mode-

los não lineares existentes serão apresentados o Logístico e o Gompertz considerando a incor-

poração de outras distribuições para o erro com normal assimétrica e t-assimétrica.
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2.9 Modelo Logístico

O modelo Logístico foi inicialmente proposto por Verhulst em 1838, para estudar o

crescimento de populações humanas. Ao longo dos anos, seu uso se difundiu na descrição

do crescimento de animais e plantas (VERHULST, 1838). Esse modelo apresenta algumas

reparametrizações que pode ser encontrada em Ratkowsky (1983). Segundo Fernandes et al.

(2015), o modelo reparametrizado com interpretação direta de todos os parâmetros é dado por:

Yi =
a

1+ ek(b−xi)
+ εi

em que Yi é a i-ésima observação da variável resposta, a é assíntota superior ou o valor as-

sintótico, que pode ser interpretado como tamanho máximo, acúmulo máximo, entre outros; b

é a abscissa do ponto de inflexão; k está relacionado com crescimento ou indica o índice de

maturidade, quanto maior for o valor de k menos tempo será necessário para a planta atingir

a assíntota superior (α), xi é o i-ésimo valor assumido pela variável explicativa; o εi é o erro

aleatório associado à i-ésima observação.

O modelo apresenta forma sigmoidal e sendo simétrico em relação ao ponto de inflexão,

o qual é dado por x̂ = b̂, e é nesse ponto que ocorre a mudança de concavidade da curva. Desta

forma, a taxa de crescimento atinge seu valor máximo. Ao substituir a expressão do ponto de

inflexão na função logística obtém-se o valor da função Ŷ =
â
2

, ou seja, é nesse valor que Y

atinge a metade do valor máximo assintótico.

2.10 Modelo Gompertz

De acordo com Winsor (1932), o modelo foi proposto por Benjamin Gompertz, no qual,

seu estudo apresentou grande avanço para o cálculo de anuidade e seguros contra morte. Con-

forme Fernandes et al. (2015), uma das reparametrizações mais adequadas é dada por:

Yi = ae−ek(b−xi)
+ εi

em que, Yi é a i-ésima observação da variável resposta; a é a assíntota superior (valor máximo

a ser atingindo pela variável em estudo) ou valor assintótico máximo que pode ser interpretado

como o peso máximo que a planta pode atingir; b é a abscissa do ponto de inflexão; k está relaci-
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onado ao crescimento ou índice de maturidade; xi os valores observados da variável explicativa

e εi é o erro aleatório associado a observação.

Como característica o modelo apresenta formato sigmoidal, entretanto, não apresenta

simetria em relação ao ponto de inflexão. Já com relação a estimativa do ponto de inflexão, o

qual é dado por x̂ = b̂, e é nesse ponto que ocorre a mudança de concavidade da curva. Desta

forma, a taxa de crescimento atinge seu valor máximo. Ao substituir a expressão do ponto de

inflexão na função logística obtém-se o valor da função Ŷ =
â
e

, ou seja, é nesse valor que Y

atinge aproximadamente 37% do valor máximo assintótico. Como isso, o ponto de inflexão é

diferente do Logístico, pois não ocorre na metade da assíntota, mas sim em aproximadamente

37%. Assim, tem-se que a
e < a

2 , em que e é a constante de Euller.

2.11 Métodos de estimação

As estimativas dos parâmetros podem ser realizadas de diversas maneiras, dentre elas,

por meio dos métodos dos mínimos quadrados ou máxima verossimilhança. Esses métodos pro-

porcionam o sistema de equações normais, que no caso de modelos não lineares, não possuem

uma solução explícita, sendo necessário o auxílio de métodos iterativos para obtenção dessas

estimativas.

No método de mínimos quadrados, sob determinadas condições, os seus estimadores

são não viesados e apresentam variância mínima em relação a outros estimadores não viesados

(DRAPER; SMITH, 1998). Esse método consiste em encontrar o melhor ajuste para os da-

dos tentando minimizar a soma de quadrados dos resíduos entre a curva ajustada e os valores

observados.

Para o uso dos métodos de mínimos quadrados não se faz necessariamente pressupo-

sições. No entanto, para que as estimativas dos parâmetros sejam úteis para fazer algum tipo

de inferência, é necessário levar em consideração algumas pressuposições em relação ao vetor

de erros, tais como, erros independentes e identicamente distribuídos, que seguem uma distri-

buição normal de média zero e variâncias homogêneas. Desta forma, Draper e Smith (1998)

concluíram que para a estimação dos parâmetros do modelo deve-se levar em consideração

esses pressupostos.

Os modelos de regressão podem ser classificados de acordo com a estrutura dos seus

erros em: modelos ordinários, nos quais, sua estrutura de erros não viola nenhuma das pressu-

posições, ou seja, εεε
i.i.d∼ N(000, IIIσ2), em que IIInxn é a matriz identidade, e modelos ponderados,
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cuja estrutura dos erros viola a pressuposição de homogeneidade de variância (homocedastici-

dade) , εεε ∼N(000,DDDσ2), sendo DDDnxn uma matriz diagonal, positiva definida, em que os elementos

da diagonal ponderam a variância.

Conforme Hoffman e Vieira (1988), os modelos generalizados são aqueles em que a

estrutura dos erros violam a pressuposição de independência ou/e a de homogenidade de vari-

ância. Desta maneira, tem-se que os erros são correlacionados e possivelmente heteroscedásti-

cos, εεε ∼ N(000,WWWσ2), em que WWW n x n é uma matriz simétrica positiva definida que representa as

variâncias e covariância dos erros.

Para exemplificar o método de mínimos quadrados ordinários, considere o modelo na

notação matricial. Um modelo não linear é definido por :

YYY nx1 = FFF(((βββ )))nx1 + εεεnx1 (2.8)

sendo que

YYY =


Y1

Y2
...

Yn

 ;FFF(((βββ ))) =


f (X1,β )

f (X2,β )
...

f (Xn,β )

 ;εεε =


ε1

ε2
...

εn


em que YYY é um vetor de valores observados, FFF(((βββ ))) é o vetor que contém a forma funcional

conhecida e εεε é o vetor de erro aleatório.

Desse modo, a partir do modelo matricial pode-se escrever o vetor de erros, que é dado

por:

εεε = YYY −FFF(((βββ ))). (2.9)

O estimador para o vetor de parâmetros βββ é dado por β̂ββ que minimiza a soma do quadrados do

erros

SQRes(βββ ) = εεε
′′′
εεε = [YYY −FFF(((βββ )))]′ [YYY −FFF(((βββ )))]

Conforme Draper e Smith (1998) e Bates e Watts (1988), essa minimização resulta em

sistemas de equações normais, dado por:

JJJ′FFF(((βββ ))) = JJJ′YYY
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Esses métodos proporcionam o sistema de equações normais não lineares. Como o sis-

tema não possui solução explícita, deve-se recorrer aos métodos iterativos para a obtenção da

solução. Como se sabe, FFF(((βββ ))) e JJJ dependem de βββ , assim, é impossível obter uma forma fechada

para a solução β̂ββ , sendo necessário o uso de métodos computacionais para uma aproximação

desta solução. Vale ressaltar que JJJ é a matriz de derivada parcial de FFF em relação a βββ (DRA-

PER; SMITH, 1998).

Com o avanço da tecnologia, diversos métodos iterativos surgiram, porém os mais usa-

dos são o de Gauss-Newton, ou método de linearização, o método Steepest-Descent, ou método

gradiente e o método de Marquardt . Segundo Bates e Watts (1988), os métodos diferenciam

pela forma como βββ −βββ
0 é calculado para assegurar as atualizações no vetor de parâmetros, em

que βββ
0 é o vetor com valores iniciais. De um modo geral, os critérios básicos são:

• Gradiente: βββ −βββ
0 = JJJ′εεε .

• Gauss-Newton: βββ −βββ
0 = (JJJ′JJJ)−JJJ′εεε .

• Newton: βββ −βββ
0 = GGG−1JJJ′εεε em que GGG−1 é a inversa da matriz gradiente.

• Maquardt: βββ −βββ
0 =

[
JJJ′′′JJJ+δdiag(JJJ′′′JJJ)−JJJ′′′εεε

]
, em que (JJJ′′′JJJ)− é matriz inversa generali-

zada.

Na utilização desses métodos, o algoritmo possivelmente vai convergir quando os valo-

res iniciais forem adequados. Esses valores podem ser obtidos por estudos anteriores do pro-

blema, embasamento teórico ou por uma grade de valores que minimize a soma de quadrados

residuais.

2.11.1 Método iterativo Gauss-Newton

Suponha que βββ
0 é uma aproximação de β̂ββ por mínimos quadrados para um modelo não

linear. Para βββ próximo de βββ
0, considera-se uma expansão da série de Taylor de primeira ordem

como

fff (((XXX ,,,βββ )))≈ fff (XXX ,βββ 0)+FFF(βββ 0)(βββ −βββ
0)

em que FFF(βββ 0) é a matriz de primeiras derivadas parciais em relação a cada parâmetro βββ . Agora

definindo eee(((βββ ))) como sendo um vetor de erros, pode-se escrever
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eee(((βββ ))) = YYY − f (XXX ,βββ )≈ eee(βββ 0)−FFF(βββ 0)(βββ −βββ
0)

Com o intuito realizar a minimização da soma dos quadrados dos resíduos SQRes(βββ ) =

eee(β )′eee(β ), então tem-se que

SQRes(βββ )≈ [eee(βββ 0)−FFF(βββ 0)(βββ −βββ
0)]′[eee(βββ 0)−FFF(βββ 0)(βββ −βββ

0)]

SQRes(βββ )≈ eee(βββ 0)′[eee(βββ 0)−2eee(βββ 0)FFF(βββ 0)(βββ −βββ
0)+(βββ −βββ

0)′FFF ′′′(βββ 0)FFF ′′′(βββ 0)(βββ −βββ
0)

Com isso, o SQRes(βββ ) será minimizado quando

(βββ −βββ
0) = [FFF ′′′(((βββ 000)))FFF(βββ 0)]−1FFF ′′′(((βββ 000)))eee(((βββ 000))).

Assim, o próximo passo será dado por:

βββ
(0+1) = βββ

0 +[FFF ′′′(((βββ 000)))FFF(((βββ 000)))]−1FFF ′′′(((βββ 000)))eee(((βββ 000))).

O processo é repetido até se obter a convergência, a partir do critério de parada esta-

belecido pelo pesquisador. Vale ressaltar que mesmo com o critério definido, a convergência

não é garantida. Essa convergência depende diretamente dos valores iniciais estabelecidos, ou

seja, valores ruins aumentam o número de iterações para a convergência. Além disso, a escolha

dos valores iniciais tem uma grande importância na estimação dos parâmetros no contexto não

linear, pois uma má escolha pode resultar em uma convergência para um mínimo local, ou até

mesmo não convergir. Draper e Smith (1998) mostraram algumas técnicas para a obtenção de

bons valores iniciais que viabilizam a convergência rápida do processo de estimação. Entre

essas técnicas, seria analisar o comportamento dos parâmetros do modelo analiticamente ou

visualmente, por meio de gráficos.

2.12 Estimação por máxima verosimilhança

Um outro método para a estimação dos parâmetros em modelo não lineares é de máxima

verossimilhança, que diferente do método de mínimos quadrados, consiste em maximizar a fun-

ção de verossimilhança para a obtenção dos estimadores dos parâmetros. Conforme Bolfarine
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e Sandoval (2001), considerando que X1, . . . ,Xn sejam amostras aleatórias da variável aleatória

XXX com função de densidade f (x|βββ ), então a função de verossimilhança de βββ é dada por:

L(βββ ;x) =
n

∏
i=1

f (xi;βββ )

.

O estimador β̂ββ de máxima verossimilhança de βββ é dado pelo valor que maximiza a

L(βββ ,x) .

Usa-se o logaritmo natural de L(βββ ,x), pois em geral é mais simples chegar aos mesmos

resultados da maximização da função original. O logaritmo natural da função de verossimi-

lhança de βββ é dado por:

l(βββ ,x) = log(L(βββ ,x))

Para encontrar a solução do estimador de máxima verossimilhança basta resolver U(βββ )=

0, em que U(βββ ) é conhecida como a função escore que é dada por:

U(βββ ) =
∂ l(βββ ;x)

∂βββ

Suponha que os ε
iid∼ N(0,Iσ2) então, sua função de verossimilhança é dada por:

L(βββ ,σ2) =
1

(2πσ2)n/2 exp

{
− 1

2σ2

n

∑
i=1

[yi− f (xi,βββ )]
2

}

Agora ignorando as constantes, a função log-verossimilhança é dada por:

l(βββ ,σ2) =−n
2

logσ
2− 1

2σ2

n

∑
i=1

[yi− f (xi,βββ )]
2

=−n
2

logσ
2− 1

2σ2 SQRes(βββ )

Dado que σ2 é máximo com relação a βββ quando SQRes(βββ ) é minimizado, em outras

palavras, quando βββ = β̂ββ (estimativa de mínimos quadrados) (SEBER; WILD, 1989). Além de

que
∂ l

∂σ2 = 0 tem solução σ2 = SQRes(βββ )/n, esse valor é máximo ( para βββ )quando a segunda

derivada é negativa. Ou seja, sugerindo que β̂̂β̂β e σ̂2 = SQRes(β̂ββ )/n são estimativas de máxima

verossimilhança.
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Ademais, pode-se usar o algoritmo EM como uma solução numérica das estimativas

de máxima verossimilhança dos parâmetros dos modelos não lineares (MONAHAN, 2011).

Conforme Montgomery, Peck e Vining (2012) a estimação por máxima verossimilhança é uma

alternativa quando a distribuição dos erros de um modelo é diferente da distribuição normal.

2.13 Seleção de modelos

Nas pesquisas é comum o ajuste de vários modelos para descrever o fenômeno em ques-

tão, porém é necessário algum critério de seleção que permita ao pesquisador comparar e sele-

cionar o modelo que melhor descreve os dados. Entre esses critérios de seleção está: critério

de informação de Akaike (AIC), critério de informação Baeysiano (BIC) e Critério de Deter-

minação Eficiente (EDC). Esses critérios foram levados em consideração, pois usam o mesmo

critério estatístico que é a função de máxima verossimilhança como medida de ajustamento,

entretanto definem valores críticos diferentes.

2.13.1 Critério de informação de Akaike

O critério de informação de Akaike (AIC) foi proposto por Akaike (1974). O AIC é

baseado na penalização dos modelos com relação ao seu número de parâmetros, ou seja, evita

que os modelos possuam o excesso de parâmetros. Esse critério é definido como

AIC =−2l(θ̂)+2p (2.10)

sendo que l(θ̂) é o logaritmo da função de máxima verossimilhança do modelo e p é o número

de parâmetro. Desta forma, quanto menor for o valor do AIC, melhor será o modelo e, ainda,

tem-se que o modelo descreve o fenômeno em estudo.

2.13.2 Critério de informação Bayesiano

O critério de informação bayesiano (BIC), proposto por Schwarz et al. (1978) é dada

por:

BIC =−2l(θ̂)+ pln(n) (2.11)

em que p é o número de parâmetros a serem estimados e n é o número de observações da amos-

tra. Assim como no AIC, quanto menor for o valor do BIC, mais o modelo será considerado

como plausível para o estudo.
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2.13.3 Critério de determinação eficiente

O Critério de Determinação Eficiente, proposto originalmente por Bai, Krishnaiah e

Zhao (1989), é uma generalização dos critérios AIC e BIC, sendo definido por:

−2l(θ̂)+ pcn (2.12)

em que p é o número de parâmetros, n é o número de observação da amostra e cn é o termo de

penalidade para critério associado, conforme listado na Tabela 2.1.

Tabela 2.1 – Termo de penalidade cn de diferentes critérios de avaliação de modelos baseados em infor-
mações: AIC, BIC e EDC

Critério cn
AIC 2
BIC ln(n)
EDC 0,2

√
n

Para selecionar o modelo, usa-se o menor valor desse critério, dando um indicativo de

que o modelo é razoável para representar o fenômeno em estudo.
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3 MATERIAL E MÉTODOS

Os dados utilizados nesse trabalho são oriundos de um experimento realizado na área

experimental do Departamento de Agricultura da Universidade Federal de Lavras (UFLA), em

Lavras-MG, em um solo classificado como Latossolo vermelho distrófico, originalmente sob

cerrado, em sistema de plantio convencional com uma aração e duas gradagens.

A cidade de Lavras está situada na região Sul de Minas Gerais, nas coordenadas 21°14’

de latitude S; 45°00’ de longitude W e altitude média de 918 m. O experimento foi realizado na

safra das águas (primavera-verão) nos anos 2006/2007 e faz parte do projeto coordenado e con-

duzido pelo professor Dr. Messias José Bastos de Andrade juntamente com seus orientandos,

parte do estudo pode ser visto em Alves et al. (2009) e Vieira et al. (2009).

Na Tabela 3.1, é possível visualizar a análise de fertilidade relativa a amostras de solo

coletadas à profundidade de 0 a 20cm, realizadas no laboratório de Fertilidade do Solo do

Departamento de Ciência do Solo da UFLA, antes da semeadura do feijão. A interpretação das

estimativas é: AcF = acidez fraca, AcM = acidez média, BA= baixo, M = médio, B = bom, MB

= muito bom, PC = plantio convencional.

Tabela 3.1 – Análise química de amostras de solo coletadas na profundidade de 0 a 20 cm do latossolo
vermelho distráfico, antes do plantio.*

Características (PC)
pH em H2O 5,3 AcM

P (Mehlich 1) mg.dm−3 8,9 Ba
K (Mehlich 1) mg.dm−3 62,0 M

Ca cmolc.dm−3 1,6 M
Mg cmolc.dm−3 0,4 Ba
Al cmolc.dm−3 0,3 Ba

S mg.dm−3 31,7 MB
Matéria Orgânica dag.kg−1 3,4 M

V (%) 30,2 Ba
Fonte:Vieira (2006)

O experimento foi instalado no delineamento em blocos causalizados, com três repeti-

ções, sendo os tratamentos dispostos no esquema fatorial 5 x 8, com os fatores constituídos por

cinco densidades de semeadura: 75, 145, 215, 285 e 355 mil plantas ha−1 e por oito períodos

de avaliação: 13, 23, 33, 43, 53, 63, 73 e 83 dias após a emergência (DAE) das plantas. Foi

usado a cultivar de feijão Bolinha, que apresenta grãos amarelos e arredondados, com hábito

de crescimento do tipo II de porte ereto, com cerca de 32 a 33 g por 100 grãos e ciclo médio

(ALVES et al., 2009).
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A parcela experimental foi constituída por quatro linhas de cinco metros de compri-

mento, espaçadas entre si por 0,5 metro (m), com área total de 10 m2. Como área útil da parcela

foram utilizadas as duas linhas centrais, perfazendo 5m2.

Para obter o acúmulo de massa seca da parte aérea ao longo do ciclo da cultura, foram

realizadas coletas a cada 10 dias a partir do 13° dia após a emergência (DAE). Em cada coleta

foram amostradas cinco plantas por meio de corte a 1 cm do solo, separando-se as partes das

plantas em haste (H), folhas (F), flor+vagens (V) e grãos (G); sendo posteriormente o material

seco em estufa de circulação forçada de ar a 65-70°C, até peso constante. Esses materiais foram

pesados em balança de precisão, determinando o peso da matéria seca das partes da planta, e

em seguida, transformado em acúmulo de matéria seca por hectare, em kg ha−1.

O progresso do acúmulo de nutrientes na parte aérea ao longo do ciclo da cultura foi

obtido utilizando amostras da matéria seca, trituradas e encaminhadas ao laboratório de Análise

Foliar no Departamento de Ciência do Solo da UFLA, no qual foi medida a porcentagem de

cada nutriente nas parcelas, as quais, foram multiplicadas pelas suas respectivas matérias secas,

obtendo, assim, a quantidade de nutriente em cada parcela, sendo os valores expressos em

kg ha−1. Em seguida, foram obtidos os valores observados de acúmulo de matéria seca nas

diversas partes da planta, pela soma de cada parte, obtendo-se o peso de matéria seca e dos

nutrientes na haste (H), na folha (F), na haste + folha (HF), na haste + folha + vagens (HFV) e

no total (HFVG).

Como o maior interesse era estudar o efeito das épocas de avaliação sobre o acúmulo de

matéria seca no total, e descrever como esse acúmulo ocorre, em cada densidade de semeadura,

realizou-se o desdobramento da interação analisando as épocas dentro de cada densidade de

semeadura, sendo as análises realizadas conforme sugestão de Gomes-Pimentel (2009) e Steel,

Torrie e Dickey (1997). Assim, os dados de cada variável, inicialmente, foram submetidos

à análise de variância (ANOVA tradicional) com o intuito de verificar o efeito das épocas de

avaliação em cada densidade de semeadura utilizado-se as sugestões de Steel, Torrie e Dickey

(1997) e Gomes-Pimentel (2009). Com relação análise residual da ANOVA tradicional em que

os pressupostos não foram atendidos optou-se por usa um método não paramétrico como a ART

ANOVA.

O dado de acúmulo da matéria seca no total foi submetido à análise de variância para

um esquema fatorial, utilizando-se o seguinte modelo linear:
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yi jkl = µ +b j +di +ak +daik + εi jkl (3.1)

no qual,

yi jkl é o valor observado de acúmulo de matéria seca no i-ésimo sistema de plantio, j-ésimo

bloco, k-ésima densidade de semeadura e l-ésima época de avaliação;

µ é uma constante inerente;

b j é o efeito do j-ésimo bloco ( j = 1,2,3);

di é o efeito da i-ésima densidade de semeadura (k = 1,2,3,4,5);

ak é o efeito da i-ésima época de avaliação k = 1,2, . . . ,8;

daik é o efeito de interação entre k-ésima densidade de semeadura e i-ésima época de avaliação;

εi jkl é o efeito do erro experimental associado às observações yi jkl .

Após a análise de variância foi realizada uma análise de resíduos, com a finalidade de

verificar as pressuposições de normalidade e homocedasticidade. Para testar a normalidade

residual foi utilizado o teste de Shapiro-Wilk (SHAPHIRO; WILK, 1965) e a verificação de

homogeneidade dos resíduos usou-se o teste de Bartlett (BARTLETT, 1937). A presença de

autocorrelação residual foi avaliada pelo teste de Durbin-Watson (DURBIN; WATSON, 1950)

e executou-se uma verificação da ausência de valores discrepantes através do teste de Grubbs

(URVOY; AUTRUSSEAU, 2014). Além disso, para análise de resíduos em que os pressupos-

tos não foram atendidos, foi utilizado o método não paramétrico de análise de variância com

transformação de posto alinhando (SAWILOWSKY, 1990).

3.1 Análise de regressão

Os modelos não lineares Logístico (3.2) e Gompertz (3.3) utilizados para descrever o

acúmulo de matéria seca do feijoeiro foram:

Yi =
a

1+ ek(b−xi)
+ εi (3.2)

Yi = ae−ek(b−xi)
+ εi (3.3)

em que Yi é o acúmulo de matéria seca no total, a é acúmulo máximo; b é abscissa do ponto de

inflexão; k está relacionado com crescimento ou indica o índice de maturidade, xi é o dias de
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após a emergência, em que i representa as épocas de avaliação (13, 23, 33, 43, 53, 63, 73 e 83

DAE) e o εi é o erro aleatório associado ao modelo.

Foram consideradas as seguintes distribuições para o erro aleatório: normal, normal

assimétrica (SN) e t assimétrica (ST). Os modelos não lineares com erro assimétrico e normal

foram ajustados aos dados de acúmulos de matéria seca no total em relação à idade da planta,

em dias após a emergência, para cada densidade de semeadura.

A análise residual é importante na modelagem dos dados caso alguma pressuposição

não seja atendida. Então, a verificação dos pressuposições de normalidade, independência e

homoscedasticidade dos resíduos foi realizada através dos testes de Shapiro-Wilk, Breusch-

Pagam, Durbin-Watson, respectivamente.

A seleção e comparação dos modelos foram realizadas utilizando os critérios AIC, BIC

e EDC. Sendo assim, o modelo que apresentou a menor estimativa para os critérios, foi consi-

derado o mais adequado para este estudo.

Para a estimação de máxima verossimilhança em modelos não lineares pode ter alguns

problemas computacionais, no sentido de que o método pode não fornecer soluções globais

máxima, se os valores iniciais para o algoritmo EM no contexto de modelos não linear forem

distantes, vale ressaltar que esses valores desempenham um grande importância na estimativa

dos parâmetros. No caso, considera-se os seguintes procedimento para calcular as estimativas

de EM sob os modelos não lineares normal, normal assimétrica e t assimétrica.

• Calculou-se os valores iniciais de β 0 e σ2(0) ajustando os modelos usando o método

de mínimos quadrados, no R foi utilizada a função nls (), considerando a normalidade

residual.

• Calculou-se o valor inicial de λ 0 considerou-se o valor do coeficiente de assimetria dos

resíduos obtido na etapa anterior.

Assim usou-se as estimativas de máxima verossimilhança usando o algoritmo EM para

os modelos não lineares normais, normal assimétrico e t assimétrico.

Na Figura 3.1 observa-se um fluxograma para resumir a metodologia que foi aplicada

nesse estudo. No caso, as linhas tracejada foram as etapas adotadas para a análise de dados.
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Figura 3.1 – Fluxograma da metodologia adotada nesse estudo

3.1.1 Interface gráfica

Nesta pesquisa, foi ainda desenvolvida uma interface gráfica amigável, para que usuários

pudessem carregar uma base com os dados de seus experimentos, escolher entre as três distri-

buições ( normal, normal assimétrica e t assimétrica) e os dois modelos não lineares (Logístico

e Gompertz). Por fim, tem-se como resultado a análise dos dados e a indicação da distribuição

e modelo mais adequado para seu tipo de experimento. A seguir, seguem as descrições dos

elementos da interface do sistema e suas respectivas funcionalidades:

• Botão para seleção de arquivo de entrada e área de visualização do nome e caminho do

arquivo. Os arquivos a serem selecionados pelo usuário deverá está no formato ".txt".

• Seleção do tipo de modelos não lineares: Logístico (1) e Gompertz (2).

• Seletor para variável resposta e explicativa. Os usuários podem selecionar .txt que contém

os dados a serem utilizados, a coluna com os dados que devem ser usado para a variável

resposta e a coluna da variável explicativa.

• Seletor para as distribuições dos erros. O usuário poderá escolher as distribuições Normal,

skew normal (normal assimétrica) e Skew t ( t assimétrica).

• Seletor para o tipo de regressão. O usuário pode selecionar o tipo de regressão como

Homoscedastic ( Homocedástico) sem problema na variância dos erros e Heteroscedastic
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(Heterocedástico) com problema na variância dos erros. Além disso, pode-se selecionar

a função de variância já predefinida e qual é a variável Z para modelar a variância.

• Lista com os valores iniciais para shape (assimetria), rho, nu (curtose) e betas. O usuá-

rio pode definir os valores iniciais baseados em um estudo prévio ou de conhecimento

anterior de outros estudos.

• Lista para selecionar os modelos não lineares tem-se 1 para escolha do modelo Logístico

e 2 para o modelo Gompertz.

• Seletor para os critérios de comparação. O usuário poderá escolher entre os critérios AIC,

BIC e EDC

• Botão para realização da análise.

Assim como foi apresentada, a ferramenta oferece diversas funcionalidades aos usuá-

rios, tais como: facilidade no manuseio, robustez e eficácia. Na medida em que, poderá ser

utilizada por pesquisadores para auxiliar na escolha de modelos assimétricos não lineares que

mais se adequem ao tipo de experimento estudado, sem a necessidade desses pesquisadores

desenvolverem qualquer tipo de programação de dados.

A interface foi desenvolvida no software R (ver Apêndice A) e adaptada de Duarte e

Aoki (2019) e toda a programação da ferramenta que envolvem os parâmetros, os modelos não

lineares e seleção foram implementados na linguagem de programação em R (R Core Team,

2019). Os pacotes outliers (teste de Grubbs), ARTool (ANOVA postos alinhados), nlsmsn (mo-

delos não lineares assimétrico), lmtest (teste de Breusch-Pagan) e tcltk2 (desenvolvimento da

interface gráfica).
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4 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Procedeu-se inicialmente com uma análise descritiva e gráfica para verificar o compor-

tamento do acúmulo de matéria seca do feijoeiro Bolinha. Posteriormente, foi realizada uma

análise de variância com transformação de posto para verificar o efeito de interação no estudo.

Além disso, foram ajustados os modelos não lineares Logístico e Gompertz com erro normal,

erro normal assimétrico e erros t assimétrico.

4.1 Análise descritiva

Para o acúmulo de matéria seca no total, em que consiste na soma da haste, folha, vagem

e grão, foi realizada uma análise descritiva e gráfica para visualizar o comportamento da variável

em estudo, ao longo dos dias após emergência (DAE) em cinco densidade de semeadura (Dens).

Tabela 4.1 – Estatística descritiva para o acúmulo da matéria seca no total do feijoeiro Bolinha (kgha−1)

Mínimo 1º Quantil Mediana Média 3° Quantil Máximo Assimetria Curtose
Total 27,90 246,50 621,74 979,69 1377,15 4361,28 1,40 4,37

A assimetria é um valor adimensional que está associado com o grau de desvio ou afas-

tamento da simetria de uma distribuição em função da média. Por isso, para revelar informações

sobre a distribuição dos dados, é importante determinar o grau e a intensidade de assimetria.

Nesse sentido, a distribuição dos dados pode ser considerada como simétrica ou assimé-

trica, de tal modo que, quando o coeficiente de assimetria é igual a 0, a distribuição é classificada

como simétrica. Caso o coeficiente de simetria esteja entre os valores 0 e 0,15, a distribuição é

considerada assimétrica fraca. Por outro lado, se o coeficiente de assimetria pertence ao inter-

valo [0,15;1), tem-se que a assimetria é moderada. Por fim, se o coeficiente é maior ou igual a 1,

classifica-se a distribuição como assimétrica forte (PETRUCCI; OLIVEIRA, 2017). Um ponto

importante a ser destacado é que se o coeficiente for maior que zero, a distribuição é assimétrica

positiva ou à direita e, se o coeficiente for menor que zero, a distribuição é assimétrica negativa

ou à esquerda.

Sendo assim, através dos dados apresentados na Tabela 4.1, nota-se que a distribuição

para a variável em estudo é assimétrica forte e classificada como positiva (ou à direita), tendo

em vista que o valor de assimetria encontrado (1,40) é maior que zero. Para uma melhor visua-

lização dos dados, segue na Figura 4.1 o histograma dos dados para o acúmulo de matéria seca

no total do feijoeiro.
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O histograma apresentado na Figura 4.1 mostra que a distribuição dos dados não carac-

teriza uma distribuição normal. Note que existe um elevado agrupamento de dados nos valores

mais baixos deixando a distribuição dos dados assimétrica. Assim, a cauda longa da distribui-

ção fica à direita, sugerindo a ocorrência de valores altos com baixa frequência. Por meio da

Figura 4.1, também pode-se verificar que os dados para o acúmulo de matéria seca no total do

feijoeiro possui uma assimetria à direta (distribuição com assimetria positiva).

Figura 4.1 – Histograma para o acúmulo da matéria seca no total do feijoeiro Bolinha

De acordo com Schwertman, Owens e Adnan (2004), o boxplot é um método gráfico

de identificação de outliers mais simples, pois não requer tanto esforço computacional. Os

autores ainda ressaltam a importância de identificar valores atípicos que possam ter influência

substancial na análise estatística, levando a possíveis distorções e conclusões imprecisas.

Desta forma, optou-se por usar o boxplot para análise visual de detecção de outliers

e o teste de Grubbs para confirmação da visualização. Na Figura 4.2, pode-se observar um

indicativo de que a distribuição dos dados é assimétrica (as bolinhas vermelhas representam as

observações) e que os dados contém possíveis valores atípicos (as bolinhas brancas). A presença

de outliers foi confirmada pelo teste de Grubbs (valor-p =0,025).
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Figura 4.2 – Boxplot para o acúmulo de matéria seca no Total do feijoeiro cv Bolinha

Os valores médios do acúmulo de matéria seca, mostrados na Figura 4.3, sugerem um

comportamento sigmoidal do acúmulo de matéria seca em relação aos dias após à emergência

em cada densidade de semeadura, dando indicativo para o uso de modelos não lineares, como o

Logístico, Gompertz, von Bertalanffy, Brody e etc, com a finalidade de estimar, por exemplo, o

acúmulo máximo.

Figura 4.3 – Representação gráfica dos valores médios do acúmulo de matéria seca no Total do feijoeiro
cv Bolinha da interação densidade de semeadura x dias após emergência
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4.2 Análise de variância com transformação de postos alinhados (ART)

A análise de variância (ANOVA) de matéria seca obtida no Total está apresentada na Ta-

bela 4.2. Através da ANOVA, verifica-se os efeitos significativos de densidade, DAE e interação

sobre a variável analisada no estudo.

Tabela 4.2 – Análise de variância contendo as fontes de variação (FV), números de graus de liberdade
(GL), valores de quadrados médios e respectivas significância do teste F, para matéria seca
no Total, no feijoeiro cv. bolinha.

FV GL QMTotal

Bloco 2 853045∗

Dens 4 10295275∗∗

DAE 7 6082287∗∗

Dens x DAE 28 549709∗∗

Resíduo 78 177401
(ns) não significativo, (*) e (**) significativo pelo teste F ao nível de 5% e 1%, respectivamente

A verificação dos pressupostos da análise de variância relativos à normalidade, homoge-

neidade de variância e independência dos erros para as variáveis podem ser visto na Tabela 4.3.

Pelos resultados obtidos a partir dos testes estatísticos, verificou-se a violação dos pressupos-

tos da normalidade e homogeneidade de variância dos erros, já o teste de Durbin-Watson para

independência indicou que os erros são independentes. A não rejeição da hipótese de indepen-

dência dos erros, provavelmente, está relacionada ao método de amostragem realizado, pois de

uma avaliação para outra, a amostragem é feita em parcelas distintas, e em experimentos desse

tipo as amostras são destrutivas.

Tabela 4.3 – Estimativas e respectivos valor-p dos testes de normalidade (Shapiro -Wilk), homogenei-
dade de variância (Bartlett) e independência (Durbin-Watson) para matéria seca no Total do
feijoeiro cv. Bolinha.

Shapiro-Wilk Bartlett Durbin-Watson
W valor-p B valor-p DW valor-p

Total 0,93 < 0,001 69,13 < 0,001 2,82 0,2452

Como pode ser visto, os dois pressupostos da ANOVA não foram atendidos. Desta

maneira, uma alternativa é a utilização da transformação nos dados para estabilizar a variância

e a normalidade dos resíduos, ou emprego de alguma técnica de análise não paramétrica, em

que os pressupostos são mais brandos com relação a ANOVA.

Lima et al. (2017) obtiveram resultado semelhante para o feijoeiro do cultiva Jalo e

propuseram uma transformação na variável resposta. Já Luepsen (2020) relataram que diversos
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métodos de ANOVA não paramétrica, como a de transformação de posto alinhado, podem ser

aplicados usando os procedimentos paramétrico padrão da ANOVA.

Wobbrock et al. (2011), avaliaram que a técnica ART foi considerada bastante eficiente

com relação a sua aplicabilidade para experimento com esquema fatorial.

Nesse estudo, foi utilizada uma alternativa não paramétrica com transformação de posto,

como pode ser visto na Tabela 4.4, na qual, verifica-se que a interação entre densidade e dias

após emergência é significativa, bem como outras fontes de variação. Isto significa que, existe

um efeito de dependência entre densidade de semeadura e dias após a emergência.

Tabela 4.4 – Análise de variância com transformação de postos contendo as fontes de variação (FV),
números de graus de liberdade (GL), valores de F e respectivas significância do teste F, para
matéria seca no Total, no feijoeiro cv. Bolinha.

FV GL F

Bloco 2 5,89∗

Dens 4 56,69∗∗

DAE 7 56,17∗∗

Dens x DAE 28 4,16∗∗
(ns) não significativo, (*) e (**) significativo pelo teste F

4.3 Teste para outliers para cada densidade de semeadura

Foi realizado uma análise gráfica por meio do boxplot e do teste de Grubbs para verificar

a presença de valores atípicos dentro de cada densidade de semeadura, como pode ser visto na

Tabela 4.5 e Figura 4.4, em que no boxplot, os pontos em vermelho são observações para cada

densidade de semeadura.

Figura 4.4 – Boxplot para o acúmulo de matéria seca para cada densidade de semeadura do feijoeiro cv
Bolinha
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Por meio da análise visual, pode-se observar a presença de possíveis pontos atípicos nas

densidades 145 e 215, já na 75 verifica-se um comportamento assimétrico. Com relação as

densidades 285 e 355 aparentemente a distribuição é simétrica, porém com maior variabilidade

que as demais. (Figura 4.4).

Freitas et al. (2008) utilizaram técnicas de análise exploratória em dados da produção

de matéria seca da alfafa. Entre essas técnicas, tem-se o boxplot que foi usado para verificar a

ocorrência de outliers. Com isso, constataram prováveis ocorrências deles.

Dantas et al. (2015) avaliaram a produção de matéria seca e o controle de plantas da-

ninhas por espécies de leguminosas. Nas três avaliações da massa de matéria seca da plantas

no dias 29, 85 e 142 após a semeadura, usaram o boxplot e identificaram a presença de valores

aberrantes ou atípicos.

Santos et al. (2020) usaram o gráfico de boxplot em diferentes períodos do desenvol-

vimento da cultura do milho. Assim, identificaram apresentação de alguns valores atípicos

durante a fase desenvolvimento da planta em estudo.

Tabela 4.5 – Estatística do teste (G) e valor-p do teste de Grubb para o acúmulo de matéria seca no Total
em cada densidade de semeadura

Densidade G valor-p

75 0,468 0,013
145 0,311 < 0,001
215 0,451 < 0,001
285 0,694 0,437
355 0,676 0,360

Todos os dados considerando a densidade de semeadura foram submetidos ao teste de

Grubbs para verificação da existência de valores atípicos. Pelos resultados obtidos, pode-se

verificar que existem outliers na densidade 75,145 e 215, pois obtiveram valores-p < 0,05.

Matoso e Kusdra (2014) realizaram uma análise estatística para a verificação de dados

discrepantes na nodulação e crescimento do feijoeiro em resposta à aplicação de molibdênio e

inoculante rizobiano usando teste de Grubbs para detecção de pontos atípicos.

Barbosa, Fernandes e Ferreira (2019) utilizaram o teste de Grubbs para verificação de

outlier e obtiveram a presença do valor atípico no seu conjunto de dados. Além disso, concluí-

ram que os substratos compostos orgânicos apresentaram um ph de 5,4 influenciam diretamente

na absorção dos nutrientes nas plantas e, desta forma, proporcionam valores altos de massa seca

da parte da raiz e do total.



59

Outros trabalhos que usaram o teste de Grubbs para a verificação da presença de dados

discrepantes foram: Silva et al. (2016), na produção de mudas de couve manteiga do cultivar

Geórgia, Uchôa et al. (2018), na avaliação de substratos alternativos na qualidade de mudas e

produtividade do almeirão em cultivo orgânico, na qual verificaram que o composto orgânico

propiciou valores superiores de massas secas da parte aérea e da raiz.

Galea, Paula e Cysneiros (2005) apresentaram resultados abordando inferência e diag-

nóstico na classe de modelos não lineares com erros simétricos independentes, com a finalidade

de tentar reduzir a influência de observações atípicas nas estimativas dos coeficientes, e con-

cluiu que uma das alternativas é assumir para os erros distribuições com caudas mais pesadas

do que a normal.

Já Ferreira e Lachos (2016), apresentaram uma classe generalizada para modelos não

lineares simétricos, pois abrangem as distribuições assimétricas. Essas distribuições com caudas

pesadas são mais robustas a observações atípicas.

4.4 Ajuste dos modelos não lineares

Com a finalidade de avaliar o crescimento do feijoeiro em acúmulo de matéria seca,

procedeu-se o desdobramento da interação entre DAE x Dens, analisando-se o efeito de DAE

em cada densidade de semeadura e foi ajustado o modelo Logístico e Gompertz considerando os

erros normais. Pela Figura 4.3, pode-se verificar um comportamento sigmoidal, então ajustou-

se os modelos não lineares Logístico e Gompertz. Vários autores também usaram esses modelos

como Prado, Savian e Muniz (2013) no coqueiro anão verde, Fernandes et al. (2014) no cafeeiro,

Muianga et al. (2016) no cajueiro , Ribeiro et al. (2018) no pequi e Lima et al. (2019) no feijoeiro

Jalo.

As pressuposições dos modelos foram verificadas para cada densidade de semeadura, ou

seja, foram avaliadas a normalidade residual, homogeneidade de variância e independência. Na

Tabela 4.6, tem-se as estimativas e os respectivos valores-p dos testes de normalidade (Shapiro

-Wilk), de homoscedasticidade (Breusch-Pagan) e independência (Durbin-Watson).

Os resultados dos testes de Shapiro indicaram que não existe violação da normalidade

para as densidades 285 e 355 em ambos modelos, pois apresentaram valores-p > 0,05 para o

teste de Shapiro-Wilk. Não foi detectado problema com homogeneidade de variância e nem

com a independência, isso foi observado através dos teste de Breusch-Pagan (valor-p > 0,05) e

Durbin-Watson(valor-p > 0,05), respectivamente.
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Tabela 4.6 – Estimativas e respectivos valor-p dos testes de normalidade (Shapiro -Wilk - W), de ho-
moscedasticidade (Breusch-Pagan - BP) e independência (Durbin-Watson- DW) para os
modelos Logístico e Gompertz

Densidade Modelo W valor-p BP valor-p DW valor-p

75 L 0,906 0,029 5,910 0,052 2,100 0,430
75 G 0,905 0,028 5,360 0,069 2,070 0,410

145 L 0,853 0,002 4,680 0,096 2,640 0,880
145 G 0,846 0,002 4,170 0,120 2,650 0,890
215 L 0,895 0,017 6,940 0,074 2,130 0,460
215 G 0,902 0,024 4,720 0,094 2,140 0,460
285 L 0,953 0,311 5,320 0,070 2,620 0,870
285 G 0,947 0,230 4,760 0,093 2,570 0,850
355 L 0,965 0,547 5,830 0,054 2,570 0,850
355 G 0,971 0,697 5,250 0,072 2,50 0,790

Pode-se analisar pela Tabela 4.6, que as densidades 75, 145, 215 apresentaram problema

com a falta de normalidade residual. Além disso, anteriormente verificou-se também a presença

de possíveis outliers nessas densidades. Assim pode-se observar que os pontos atípicos podem

ter afetado diretamente a normalidade residual. Mangueira et al. (2016) analisaram a altura

da planta de milho ao longo do tempo e verificaram que a falta de normalidade residual. As-

sim, ressaltaram a importância de incorporação de outras distribuições para o erro, porém não

realizaram teste para captação de possíveis valores atípicos.

Com isso, ajustou-se os modelos Logístico e Gompertz com erros normais, normais

assimétrico (SN) e t assimétrico (ST) com 4 graus de liberdade, no qual esse valor foi baseado

na estimativa da curtose do acúmulo da matéria seca total, para cada densidade de semeadura,

os resultados obtidos são apresentados nas Tabelas 4.7 e 4.8,4.9, 4.10 e 4.11.

Pelas estimativas obtidas do parâmetro α apresentadas nas Tabelas 4.7, 4.8, 4.9, 4.10 e

4.11, é possível analisar a ocorrência de um aumento da densidade e um aumento no acúmulo

assintótico em ambos os modelos. Além disso, verificou-se um acúmulo gradativo da matéria

seca ao longo do ciclo de vida do feijoeiro, e corroborando com o resultado desenvolvido por

Vieira et al. (2008)
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Tabela 4.7 – Estimativas e critérios de seleção para o modelo Logístico (L-75) e Gompertz (G-75) con-
siderando erros normais, normal assimétrico (SN) e t assimétrico (ST) ajustados para o
acúmulo de matéria seca no Total do feijoeiro cv. Bolinha na densidade de semeadura de 75
mil plantas.

Parâmetros Normal SN ST

L-75

a 737,031 666,154 639,288
b 43,493 37,145 38,995
k 0,122 0,093 0,123
λ 0,000 2,764 0,493

AIC 337,658 335,217 333,605
BIC 343,548 341,107 340,673
EDC 332,557 330,116 327,484

G-75

a 748,782 694,277 652,167
b 38,387 29,856 34,346
k 0,086 0,055 0,084
λ 0,000 2,965 0,335

AIC 338,228 335,985 334,898
BIC 344,119 341,876 341,966
EDC 333,127 330,884 328,776

Tabela 4.8 – Estimativas e critérios de seleção para o modelo Logístico (L-145) e Gompertz (G-145)
considerando erros normais, normal assimétrico (SN) e t assimétrico (ST) ajustados para o
acúmulo de matéria seca no Total do feijoeiro cv. Bolinha na densidade de semeadura de
145 mil plantas.

Parâmetros Normal SN ST

L-145

a 1075,407 1075,354 8406,701
b 53,649 53,647 207,229
k 0,069 0,068 0,018
λ 0,000 0,097 19,532

AIC 347,577 347,574 324,792
BIC 353,467 353,464 331,860
EDC 342,476 342,473 318,670

G-145

a 1382,104 1382,086 38701,459
b 51,692 51,691 417,454
k 0,032 0,032 0,004
λ 0,000 0,009 12,163

AIC 347,762 347,762 325,555
BIC 353,653 353,653 332,623
EDC 342,661 342,661 319,434
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Tabela 4.9 – Estimativas e critérios de seleção para o modelo Logístico (L-215) e Gompertz (G-215)
considerando erros normais, normal assimétrico (SN) e t assimétrico (ST) ajustados para o
acúmulo de matéria seca no Total do feijoeiro cv. Bolinha na densidade de semeadura de
215 mil plantas.

Parâmetros Normal SN ST

L-215

a 3057,336 2070,905 1690,998
b 77,388 63,265 57,102
k 0,050 0,045 0,050
λ 0,000 4,452 2,347

AIC 354,116 348,451 345,040
BIC 360,006 354,342 352,110
EDC 349,015 343,350 338,920

G-215

a 9834,875 6333,197 4376,834
b 122,059 113,886 93,307
k 0,014 0,012 0,013
λ 0,000 4,702 2,986

AIC 353,993 348,859 346,160
BIC 359,884 354,749 353,230
EDC 348,892 343,758 340,040

Tabela 4.10 – Estimativas e critérios de seleção para o modelo Logístico (L-285) e Gompertz (G-285)
considerando erros normais, normal assimétrico (SN) e t assimétrico (ST) ajustados para o
acúmulo de matéria seca no Total do feijoeiro cv. Bolinha na densidade de semeadura de
285 mil plantas.

Parâmetros Normal SN ST

L-285

a 2107,358 2107,343 2485,803
b 37,980 37,979 45,531
k 0,107 0,107 0,039
λ 0,000 0,050 7,882

AIC 379,592 379,590 373,371
BIC 385,482 385,480 380,439
EDC 374,491 374,490 367,249

G-285

a 2210,495 2210,487 2994,576
b 32,515 32,515 39,075
k 0,066 0,065 0,021
λ 0,000 0,040 7,453

AIC 379,877 379,880 373,632
BIC 385,767 385,770 380,700
EDC 374,776 374,780 367,510
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Tabela 4.11 – Estimativas e critérios de seleção para o modelo Logístico (L-355) e Gompertz (G-355)
considerando erros normais, normal assimétrico (SN) e t assimétrico (ST) ajustados para o
acúmulo de matéria seca no Total do feijoeiro cv. Bolinha na densidade de semeadura de
355 mil plantas.

Parâmetros Normal SN ST

L-355

a 3432,483 3330,525 3290,185
b 42,265 40,411 40,443
k 0,089 0,082 0,084
λ 0,000 1,981 0,720

AIC 376,905 376,005 376,322
BIC 382,795 381,896 383,391
EDC 371,804 370,904 370,201

G-355

a 3814,359 3738,305 3702,188
b 36,648 34,479 34,760
k 0,048 0,042 0,044
λ 0,000 2,229 0,800

AIC 378,441 377,421 378,657
BIC 384,331 383,311 385,725
EDC 373,340 372,320 372,535

Na Tabela 4.7 para o modelo Logístico em L-75, o parâmetro a (assintótico superior)

para as distribuições Normal e ST foi de 737,031 e 639,288, respectivamente. Assim, repre-

sentando uma redução de 13,26% para esta estimativa. Já comparando a distribuição Normal e

SN tem-se o valor máximo de 737,031 e 666,154, respectivamente. Com isso, verifica-se uma

redução de 9,62% na estimativa de a. Além disso, pode-se observar que para as densidades 75

(Tabela 4.7), 145 (Tabela 4.8) e 215 (Tabela 4.9)com detecção de pontos atípicos uma possível

redução na estimativa quando comparada com a distribuição normal para ambos os modelos.

Já nas Tabelas 4.10 e 4.11 verifica-se que os valores de estimativas para os parâmetros

estão bem próximo da distribuição Normal. Vale ressaltar que as densidades 285 e 355 não

tinha a presença de outliers

Pela Tabela 4.8, verificou-se que não ocorreu uma superestimação na estimativa do acú-

mulo máximo de matéria seca (a) e na abscissa associada ao ponto de inflexão (b). Assim,

tornando-as não tão confiáveis. Na Tabela 4.9, o mesmo problema foi identificado para a den-

sidade 215 para o modelo Gompertz com todas as distribuições estudadas. Esses resultados

corroboram com Lima et al. (2017), que encontraram altos valores nas estimativas dos parâme-

tros para os modelos Logístico e von Bertalanffy.

Nas densidades mais baixas (75 e 145 mil planta por hectare ) analisa-se que o acúmulo

da matéria seca é menor considerando as demais densidades. Na densidade de 215, observa-se
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ainda um incremento no acúmulo de massa seca, não atingindo uma estabilização de desenvol-

vimento (Figura 4.7).

A densidade de planta é influenciada por diversos fatores, dentre os quais se destacam o

porte, a arquitetura e o hábito de crescimento da planta. Ademais, esses fatores apontam o nível

de competição e o período do desenvolvimento que isso se intensifica entre as plantas (AMARO

et al., 2014).

Com relação a, pode-se observar que o acúmulo máximo da matéria seca variou entre

630 kg ha−1 a 3850 kg ha−1. Vale ressaltar que as densidades 215 e 285 mil planta por hectare

apresentaram os maiores valores de acúmulo de matéria seca. Por outro lado, para as densidades

de semeadura 75, 145, 215 e 355 mil plantas por hectare verificou-se uma redução na estimativa

de a quando comparado as distribuições do erro.

De acordo com Alburquerque (2011), usando modelo cúbico encontrou os valores de

máximo acúmulo de matéria seca para cada densidade na cultivar bolinha, em que obteve os

seguintes valores: 977 kg ha−1, 1651 kg ha−1, 1667 kg ha−1, 2454 kg ha−1 e 3331 kg ha−1

para 75, 145, 215, 285 e 355 mil plantas por hectare, respectivamente. Além disso, observou

também a respectiva idade da planta que se atinge o máximo de acúmulo de matéria seca 65

DAE e 66 DAE para as densidade 75 e 215, e para as demais 73 DAE.

Com relação à abscissa associado ao ponto de inflexão (b), pode-se avaliar uma variação

entre 29 a 77,5 DAE. Além disso, observa-se no modelo Gompertz esse ponto ocorre antes

do que no Logístico, pelo fato de não ser simétrico. Com exceção da densidade 215 no qual

ocorreu um problema de estimação.

Já a taxa de maturidade k, teve pouca variação considerando as diferentes distribuições

nos dois modelos e variando de 0,01 a 0,10.

Com relação ao parâmetro λ que está associado a assimetria da distribuição, pode-se

observar que os modelos para cada densidade de semeadura exibiram um valor de assimetria

positiva, ou seja, os resíduos dos modelos apresentaram uma leve assimetria à direita. Os valores

variaram de 0 à 19,6, ressaltando que zero indica uma distribuição normal.

Para a escolha entre os modelos Logístico e Gompertz, observou-se os menores valores

de AIC, BIC e EDC presente nas tabelas 4.7 a 4.11, que indica um bom ajuste para o modelo.

Ademais, retirou-se da seleção os modelos que apresentaram uma superestimação. Desse modo,

o modelo Logístico com distribuição SN foi selecionada para as densidades 145, 285 e 355. Já

para as densidades 75 e 215, o mesmo modelo com distribuição ST.
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Os valores do acúmulo de matéria seca e as curvas ajustadas desse acúmulo em função

dos dias após a emergência para cada densidade de semeadura podem ser visualizados nas

Figuras 4.5, 4.6, 4.7, 4.8 e 4.9.

Figura 4.5 – Representação gráfica do acúmulo de matéria seca e ajuste do modelo Logístico (a) e Gom-
pertz (b) com erros normais, normais assimétricos (SN) e t assimétricos em função dos dias
após a emergência (DAE) para o acúmulo de matéria seca no total cv. Bolinha na densidade
de semeadura de 75 mil.
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Figura 4.6 – Representação gráfica do acúmulo de matéria seca e ajuste do modelo Logístico (a) e Gom-
pertz (b) com erros normais, normais assimétricos (SN) e t assimétricos em função dos dias
após a emergência (DAE) para o acúmulo de matéria seca no total cv. Bolinha na densidade
de semeadura de 145 mil.

Figura 4.7 – Representação gráfica do acúmulo de matéria seca e ajuste do modelo Logístico (a) e Gom-
pertz (b) com erros normais, normais assimétricos (SN) e t assimétricos em função dos dias
após a emergência (DAE) para o acúmulo de matéria seca no total cv. Bolinha na densidade
de semeadura de 215 mil.
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Figura 4.8 – Representação gráfica do acúmulo de matéria seca e ajuste do modelo Logístico (a) e Gom-
pertz (b) com erros normais, normais assimétricos (SN) e t assimétricos em função dos dias
após a emergência (DAE) para o acúmulo de matéria seca no total cv. Bolinha na densidade
de semeadura de 285 mil.

Figura 4.9 – Representação gráfica do acúmulo de matéria seca e ajuste do modelo Logístico (a) e Gom-
pertz (b) com erros normais, normais assimétricos (SN) e t assimétricos em função dos dias
após a emergência (DAE) para o acúmulo de matéria seca no total cv. Bolinha na densidade
de semeadura de 355 mil.
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Por meio das Figuras 4.5, 4.7 e 4.9, pode-se observar que os modelos com erros normais

tendem a trazer as curvas ajustadas para perto dos outliers. Já quando considera-se as distri-

buições assimétricas, as curvas não sofrem tanta influência dos pontos atípicos. Além disso,

pode-se observar que a distribuição ST não levou em conta no ajuste as observações (atípicas

e não atípicas). No caso, das Figuras 4.6 e 4.8 observou-se a modelagem com distribuição ST

como livre das observações discrepantes, assim ajustando quase uma reta sendo mais evidente

na Figura 4.8.

Pode-se observar ainda que a SN e ST fornecem graficamente resultados bem semelhan-

tes retirando os casos que ocorreu superestimação das estimativas do parâmetros. Assim, tem-se

que os erros com as distribuições SN e ST depositaram menos peso em suas caudas, com isso

são distribuições mais propensa e resistentes a outliers.
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5 CONCLUSÃO

Os modelos Logísticos e Gompertz foram adequados para descrever o acúmulo de ma-

téria seca nas cinco densidades de semeadura (75, 145, 215, 255, 285 e 355 mil plantas por

hectares). Além disso, a distribuição normal assimétrica e t assimétrica conseguiram captar os

valores atípicos encontrados e detectar assimetria positiva nos dados. Houve superestimação

com relação a estimativa dos parâmetros para alguns modelos.

O acúmulo máximo total da matéria seca, estimado pelo modelo Logístico com erro

normal, foi de 1075,354 kg ha−1, 2107,343 kg ha−1 e 3330,525 kg ha−1, para as densidades

145, 285 e 355, respectivamente. Considerando a distribuição t assimétrica, esse valor foi

639,28 kg ha−1 e 1769,456 kg ha−1, para densidade 75 e 215, respectivamente.

Através do ajuste dos modelos, ficou evidente a importância de se conhecer o com-

portamento dos dados, tendo em vista que as distribuições normal assimétrica e t assimétrica

apresentaram um comportamento igual ou superior a normal, mesmo em cenários onde não

foram detectados outliers.

Além disso, a interface gráfica pode facilitar o usuário leigo em programação a ajustar os

modelos não lineares com distribuição normal, normal assimétrica e t assimétrica para tomada

de decisão na sua pesquisa.
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APÊNDICE A – Interface Gráfica

Para solucionar o problema da falta de uma interface de interação entre a linguagem R

e os usuários que estão fora do grupo de estatístico e programadores, e, portanto, não possuem

conhecimento necessário para a utilização através de linhas de comandos foi desenvolvido uma

interface gráfica. Para o uso da interface gráfica é necessário a instalação do R e/ou RStudio e

futuramente ficará disponível para uso no github. Os pacotes necessário serão automaticamente

instalado quando for usado a interface. A partir do comando gsmsn.nl () foi gerado uma inter-

face gráfica amigável. É um tipo de interface, que permite a interação com dispositivos digitais

por meio de elementos gráficos como ícones.

Para entrar com o arquivo, é necessário que ele esteja em extensão .txt (bloco de notas

e a separação do decimal é ponto(.), será necessário salva no mesmo arquivo .txt uma coluna

para variável resposta e uma para a explicativa. clica-se no botão Procurar e busca-se o arquivo

em seu diretório.

Como pode ser visto, após o uso da função e inserção dos dados surgirá uma interface

gráfica. Nessa interface tem-se a caixa e seletor para o usuário preencher. Então, gera-se uma

janela com a distribuição dos erros que foram usados nesse trabalho.
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Tem-se a caixa para selecionar a distribuição, a variável resposta em estudo e a variável

explicativa. Além disso, pode-se modelar a variância quando existe problema com a homoge-

neidade residual, para isso usa-se os tipo de regressão, função e Z variables para selecionar a

variável relacionada a essa variância. Os valores iniciais que são de conhecimento prévio do

pesquisador. E modelos que foram programados o Logístico e Gompertz para desenvolvimento

dessa tese.
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Na quadro tem-se as distribuições existentes, no qual, pode-se escolher as três possíveis

distribuições para o erro associado ao modelo, que são t assimétrica (skew.t), normal assimétrica

(skew.normal) e a Normal.
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Já na variável reposta seleciona-se na caixa a variável de resposta do seu estudo. Na

caixa da variável explicativa seleciona-se com um clique na caixa em branco.
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No tipo de regressão pode-se encontrar homocedástico (Homoscedastic) ou heteroce-

dástico (Heteroscedastic).

Esse tipo de regressão está associado a modelagem da variância. No caso, usa-se quando

existe problema com a pressuposição de homogeneidade de variância residual. Além disso,

pode-se escolher a função de variância.

A variável z que é selecionada de acordo com heterogeneidade.
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Nos valores iniciais tem-se os valores para shape (assimetria), rho, nu (grau de liberdade

da distribuição skew t) e os betas que estão associados aos modelos.
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Na caixa de Modelos tem-se 1 para modelo Logístico e 2 para modelo Gompertz.

O Modelo 1 é representado pelo seguinte modelo:

Yi =
a

1+ ek(b−xi)
+ εi

O Modelo 2 é dado por:

Yi = ae−ek(b−xi)
+ εi

em que betas={a, b, k}
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No critério de comparação, pode-se ser selecionado a caixa em branco e finalizando a

análise, clica-se no ok.

No caso, o critério de comparação é o AIC, BIC, EDC e loglik (log verossimilhança).
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Um exemplo do resultado da análise pode ser vista na Figura 1 quando não se coloca os

critérios de comparação.

Figura 1 – Resultado para análise com distribuição normal

Em que betas representa a estimativa do modelo Logístico em estudo. Os resultados

considerando uma distribuição normal são iguais aos obtidos pela função nls, frequentemente

usada para os modelos não lineares.
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Figura 2 – Resultado para análise com distribuição normal considerando os critérios de comparação


