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RESUMO

OLIVEIRA, Marcos Santos de. Comparações múltiplas bayesianas com erro
normal assimétrico. 2009. 154 p. Tese (Doutorado em Estatística e Experimen-
tação Agropecuária) − Universidade Federal de Lavras, Lavras, MG.∗

Procedimentos de comparações múltiplas convencionais tem sido frequente-
mente usados para comparar médias observadas de tratamentos em experimentos
planejados. A normalidade (simetria) dos resíduos é uma suposição rotineira des-
tes procedimentos, que pode ser não realista, fazendo com que as inferências re-
alizadas a partir destes testes sejam não confiáveis. Neste trabalho relaxou-se a
suposição de normalidade, considerando que os resíduos seguem uma distribui-
ção normal assimétrica, que inclui a distribuição normal como caso especial e
fornece flexibilidade em capturar uma ampla variedade de comportamentos não
normais, por simplesmente adicionar um parâmetro que controla o grau de assi-
metria. Dentro deste contexto, foram propostos três novos procedimentos de testes
de hipóteses dentro de uma abordagem bayesiana. O primeiro, baseado em esta-
tísticas multivariadas (TG), é utilizado para testar a hipótese global de igualdade
de várias médias independentes, enquanto que, os outros dois, baseados em for-
mas quadráticas (TFQ) e na amplitude estudentizada (TAE), são utilizados para
realizações de comparações múltiplas. O desempenho de todos os testes propostos
foi avaliado por meio de simulação Monte Carlo em diferentes situações experi-
mentais, levando-se em conta diferentes distribuições para os resíduos, número de
tratamentos e de repetições e níveis de credibilidade. Em particular, avaliou-se o
teste TG com relação às taxas de erro tipo I sob hipótese nula completa e os testes
TFQ e TAE, as taxas de erro tipo I por experimento sob hipótese nula completa
e parcial. O desempenho dos três testes também foi avaliado por meio das taxas
de poder sob hipótese nula parcial. Uma comparação dos resultados do teste TG
com o teste F da ANOVA e dos testes TFQ e TAE com o teste de Tukey foi re-
alizada. Os testes TG e TFQ apresentaram bons resultados, controlando as taxas
de erro tipo I em todas as configurações simuladas e, ao mesmo tempo, apresenta-
ram taxas de poder próximas aos testes usuais comparados. No entanto, resultados
menos satisfatórios ocorreram com o teste TAE, pois, apesar deste teste ter contro-
lado as taxas de erro tipo I por experimento em todas as configurações avaliadas, o
mesmo não apresentou alto poder. Finalmente, uma aplicação dos testes propostos
a um conjunto de dados reais sobre a planta trevo vermelho foi apresentada.

∗Orientador: Daniel Furtado Ferreira − UFLA.
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ABSTRACT

OLIVEIRA, Marcos Santos de. Bayesian multiple comparisons with skew-
normal error. 2009. 154 p. Thesis (Doctor in Statistics and Agricultural Ex-
perimentation) − Federal University of Lavras, Lavras, MG.∗

Conventional multiple comparisons procedures have been widely used to com-
pare the observed treatment means from designed experiments. Normality (sym-
metric) of the residuals is a routine assumption for these procedures, but it may
be unrealistic, doing the inferences made from these tests are not reliable. We
relax this assumption by considering that the model errors follow a skew-normal
distributions, which includes normality as a special case and provides flexibility
in capturing a broad range of non-normal behavior, by simply adding a parame-
ter that controls the degree of asymmetry. Within this context, we propose three
new tests in a Bayesian approach. The first, based on multivariate statistics (TG),
is used to test the overall hypothesis of equality of several means independent.
The other two, based on quadratic forms (TFQ) and the studentized range (TAE)
are used for multiple comparisons. We evaluate the performance of all proposed
tests by Monte Carlo simulation in different experimental situations, considering
different distributions for residuals, number of treatments, number of sample size
and credibility levels. In particular, we evaluated the TG test compared the type I
error rates under the null hypothesis and the TFQ and TAE tests, the type I error
rates for experiment under the full and partial null hypothesis. The performance
of the three tests were also evaluated by power rates under partial null hypothesis.
The results of the TG test were compared with the F test and the results of the
TFQ and TAE test were compared with the Tukey’s test. The TG and TFQ tests
showed good performance by controlling the type I error rates in all simulated
circumstances and at the same time, showed higher power close to the usual tests
compared. However, less satisfactory results occurred with the TAE test, because,
although this test is controlled the type I error rates in all simulated circumstances,
the same is not proved to be a powerful test. Finally, we present an application of
the proposed tests to a real data set on the red clover plant.

∗Adviser: Daniel Furtado Ferreira − UFLA.
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1 INTRODUÇÃO

Em muitas situações práticas, o problema de interesse é descobrir como uma

variável resposta se relaciona com os vários fatores explicativos. Um exemplo

típico na área agronômica é como a produtividade de uma planta, medida pela

quantidade de seus frutos, relaciona-se com a qualidade do solo, a quantidade e o

tipo de fertilizante usado ou mesmo com o volume de irrigação disponível. Iden-

tificada uma relação é comum no próximo passo tentar classificar os níveis do

fator em estudo. Nesses casos, os pesquisadores normalmente utilizam a teoria de

planejamento de experimentos e, mais especificamente, os procedimentos de com-

parações múltiplas. Como geralmente se assume distribuição normal aos resíduos,

o interesse se concentra em métodos para classificar as médias de populações nor-

mais. Em particular, os testes frequentistas t de Student, Tukey, Student-Newman-

Keuls, Duncan e Sheffé são geralmente utilizados nas aplicações.

Estes testes foram construídos à luz da inferência clássica. A diferença entre

eles está na forma como o erro tipo I é controlado, sendo alguns por comparação

e outros por experimento. Além disso, alguns possuem elevadas taxas de erro

tipo I por experimento, como é o caso dos testes t de Student e Duncan, sendo

considerados liberais, enquanto que os testes de Tukey e Sheffé apresentam essas

taxas de erro menores do que o nível nominal de significância, sendo considerados

conservativos.

O grande problema desses testes frequentistas é a ambiguidade dos resultados,

isto é, quando dois níveis do fator, tidos como diferentes entre si, não diferem de

um terceiro (Machado et al., 2005). Para contornar esse problema, surgiram na

literatura procedimentos alternativos de agrupamento, estes também construídos à

luz da inferência clássica. Esses métodos propõem a criação de grupos distintos e

1



não sobrepostos aos níveis do fator para simplificar a interpretação dos resultados.

As médias são separadas em grupos homogêneos, pela minimização da variação

dentro e maximização da variação entre grupos. Exemplos desse tipo são o teste de

Scott & Knott (1974) e dois procedimentos apresentados por Calinski & Corsten

(1985).

Outra abordagem em relação a procedimentos baseados em inferência clássica

é a utilização de métodos bayesianos. Uma quantidade razoável de artigos leva

em consideração o problema de comparações múltiplas sob esse ponto de vista.

Berry & Hochberg (1999) apresentaram uma visão geral dos procedimentos de

comparações múltiplas bayesianos. Segundo esses mesmos autores, o primeiro

método nesta abordagem foi apresentado por Duncan (1965) e, posteriormente,

aperfeiçoado por Waller & Duncan (1969).

Os testes frequentistas, de agrupamentos e os baseados em procedimentos

bayesianos consideram, usualmente, a suposição de normalidade dos resíduos. No

entanto, se essa suposição é violada, esses testes não são válidos.

Existe uma tendência geral na literatura estatística para encontrar métodos

mais flexíveis que representem características dos dados tão adequadas quanto

possíveis, reduzindo suposições não realistas. A motivação deve-se ao crescente

poder computacional e a inúmeros conjuntos de dados em distintos campos da

ciência que, frequentemente, não satisfazem algumas suposições como indepen-

dência e normalidade. Para modelar desvios dessas suposições, em particular, da

suposição de normalidade ao qual desempenha um papel importante na análise

estatística, diferentes enfoques podem ser encontrados na literatura. Do ponto de

vista prático, o método mais comum adotado para alcançar a normalidade (ou si-

metria) é a transformação de variáveis. Embora tal método possa dar resultados

empíricos razoáveis, este deve ser evitado se um modelo mais conveniente puder
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ser encontrado. Azzalini & Capitanio (1999) apresentam algumas razões para evi-

tar esse procedimento: a transformação de variáveis não fornece informação útil

para entender o mecanismo de geração dos dados, dificulta a interpretação dos

parâmetros do modelo e, frequentemente, a transformação para um conjunto de

dados pode não ser aplicável para outros conjuntos de dados.

Um enfoque alternativo à transformação de variáveis, para modelagem de da-

dos de um ponto de vista paramétrico, consiste em considerar classes paramétricas

flexíveis de distribuições que exibam assimetria e curtose diferentes da distribui-

ção normal. A classe das distribuições elípticas é provavelmente o exemplo mais

conhecido deste enfoque. Essa classe inclui um vasto conjunto de distribuições,

como por exemplo, t de Student, logística, exponencial potência e normal conta-

minada. Fang et al. (1990) apresentam uma revisão dessa classe. Embora modelos

elípticos representem a melhor alternativa em relação à distribuição normal, os

mesmos não são apropriados em situações onde a distribuição amostral dos dados

observados é assimétrica.

Nessas situações, em que a usual suposição de normalidade não é satisfeita de-

vido à falta de simetria dos dados, propõe-se como alternativa a utilização de uma

família mais geral de distribuições, de forma que se consiga modelar a assimetria

dos dados e, além disso, incluir a distribuição normal como um caso particular,

evitando, assim, a necessidade de transformações. Essa família de distribuições é

denominada normal assimétrica.

Nesse sentido, desenvolver procedimentos de comparações múltiplas supondo

para os erros distribuições assimétricas é uma alternativa para situações nas quais

a usual suposição de normalidade não é satisfeita. No entanto, não existe na li-

teratura Estatística nenhum procedimento de comparações múltiplas que leva em

conta esta abordagem, na qual se baseia o objetivo desse trabalho.
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A distribuição normal assimétrica univariada surgiu independentemente em

vários artigos estatísticos, entre os principais trabalhos pode-se destacar o de Ro-

berts (1966) e o de O’Hagan & Leonard (1976). Entretanto, foi Azzalini (1985)

que apresentou formalmente essa distribuição, estudou suas propriedades e mos-

trou que a distribuição tem problemas na estimação do parâmetro que controla a

assimetria, pelos métodos de estimação usuais (métodos dos momentos e de má-

xima verossimilhança). Métodos alternativos de estimação têm sido estudados por

Sartori (2006) na abordagem clássica e, na abordagem bayesiana, por Liseo & Lo-

perfido (2006). Generalizações dessas idéias para o caso multivariado têm sido

propostas por vários autores, entre eles, Azzalini & Dalla-Valle (1996), Azzalini

& Capitanio (1999), Genton et al. (2001) e Sahu et al. (2003). Um excelente

panorama de trabalhos na área pode ser visto em Genton (2004).

Nas últimas duas décadas, a distribuição normal assimétrica tem se mostrado

benéfica no tratamento de dados assimétricos de diversos problemas aplicados e

teóricos. Por este motivo foi sugerido o uso dessa distribuição para os resíduos do

modelo de planejamento e, dentro desse contexto, foram apresentados três novos

procedimentos de testes de hipóteses, sendo o primeiro para testar a hipótese nula

global de igualdade de k médias independentes e os outros dois, para a realização

de comparações múltiplas.

O objetivo geral deste trabalho é o desenvolvimento de três novos procedimen-

tos de testes de hipóteses utilizando a distribuição normal assimétrica para os erros

do modelo de planejamento adotado dentro de uma abordagem bayesiana. O pri-

meiro procedimento visa a testar a hipótese nula global de igualdade de k médias

independentes e os outros dois, a realização de comparações múltiplas.

Os objetivos específicos deste trabalho são:
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X Comparar os três procedimentos propostos com outros procedimentos fre-

quentistas, por meio de estudo de simulação, avaliando o poder e as taxas de

erro tipo I, levando em conta o número de tratamentos, o número de repeti-

ções e o nível de significância.

X Aplicar os testes propostos a um conjunto de dados reais e comparar os re-

sultados obtidos com outros procedimentos bayesianos e frequentistas.

Estrutura do trabalho

Este trabalho contém cinco capítulos e dois anexos. No segundo capítulo,

apresenta-se uma breve revisão sobre conceitos de inferência bayesiana, o amos-

trador de Gibbs, os métodos usuais de comparações múltiplas (frequentistas, de

agrupamentos e bayesianos) e, com maiores detalhes, as definições, propriedades

e caracterizações da distribuição normal assimétrica. Procurou-se demonstrar to-

das as propriedades apresentadas.

No terceiro capítulo, aborda-se o modelo de planejamento adotado (supondo

erro normal assimétrico para os resíduos), a modelagem bayesiana dos parâmetros

envolvidos e o modelo restrito sob a hipótese nula. Dentro deste contexto, foram

apresentados três novos procedimentos de testes de hipóteses, sendo o primeiro

utilizado para testar a hipótese global de igualdade de várias médias independentes

e os outros dois para a realização de comparações múltiplas. Métodos utilizados

para a validação dos testes propostos via simulação Monte Carlo são detalhados,

enfatizando o cálculo das taxas de erro tipo I por experimento sob H0 completa

e do poder dos testes sob H0 parcial. Por fim, uma descrição de um experimento

contendo dados reais referente a planta trevo vermelho é discutida.

O quarto capítulo apresenta os resultados e discussões das avaliações numéri-

cas dos testes propostos realizadas via simulação de Monte Carlo. Uma compara-
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ção dos resultados obtidos é feita com procedimentos usuais de comparações múl-

tiplas, a saber: o teste global é comparado com o teste F da análise de variância

(ANOVA) e os dois testes propostos de comparações múltiplas são comparados

com o teste de Tukey. Ainda neste capítulo, os resultados obtidos da aplicação

dos testes propostos neste trabalho ao experimento de dados reais da planta trevo

vermelho são apresentados e comparados com os resultados obtidos com outros

procedimentos usuais de comparações múltiplas, entre eles: t de Student, Tukey,

Student-Newman-Keuls (SNK), Duncan, Sheffé e Scott-Knott.

Finalmente, no quinto capítulo são apresentadas as considerações finais e al-

gumas perspectivas de trabalhos futuros.
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2 REFERENCIAL TEÓRICO

Este capítulo está dividido nos seguintes tópicos: inferência bayesiana (2.1),

comparações múltiplas (2.2) e, por fim, distribuição normal assimétrica (2.3).

2.1 Inferência bayesiana

Uma das principais finalidades da estatística é fazer inferências ou predições

a cerca de parâmetros de interesse. Do ponto de vista da inferência clássica, os

parâmetros desconhecidos do modelo são vistos como quantidades fixas e as in-

ferências são baseadas nas informações contidas, exclusivamente, na amostra dos

dados. Segundo Paulino et al. (2003), a abordagem clássica foi adotada de forma

quase unânime pelos estatísticos durante a primeira metade do século XX, sob o

impulso dos seus “fundadores”: Karl Pearson, Ronald A. Fisher e Jerzy Neyman.

No entanto, desde meados da década de 80 se observa no domínio da Estatística e

suas aplicações um enorme desenvolvimento de uma forte alternativa a esta abor-

dagem: a inferência bayesiana. A esse fato, pode-se associar o desenvolvimento

computacional e o aparecimento de software específico, o qual permite resolver

muitos e complexos problemas de ordem prática.

A inferência bayesiana trata o vetor de parâmetros desconhecidos do problema

como quantidades aleatórias e, portanto, permite com base em evidências a priori,

atribuir distribuições de probabilidades a essas quantidades. Estas distribuições

(atribuídas aos parâmetros desconhecidos) são conhecidas na literatura estatística

como distribuições a priori.

De maneira bem geral, a distribuição a priori é o único fator que diferencia

a abordagem clássica da abordagem bayesiana, sendo, portanto, alvo de crítica

para muitos estatísticos clássicos, que alegam que a seleção a priori é um processo
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arbitrário e subjetivo, já que dois pesquisadores podem ter diferentes graus de

incertezas sobre uma quantidade desconhecida. No entanto, Paulino et al. (2003),

seguindo a interpretação subjetiva de probabilidades (Ramsey, de Finetti, Savage,

etc.) argumentam que a abordagem bayesiana é de fato subjetiva, porém, não é

arbitrária. Essa maneira de ver pressupõe que o pesquisador em questão tem uma

atitude razoável, ou seja, coerente, o que não impede que dois pesquisadores, face

a mesma evidência, tenham diferentes graus de credibilidades relativos ao mesmo

problema.

As informações a priori capturam a opinião pessoal sobre a situação antes da

observação dos dados. Por meio do Teorema de Bayes (Paulino et al., 2003), as

informações contidas nos dados amostrais são combinadas com as informações a

priori sobre os parâmetros desconhecidos induzindo as distribuições a posteriori

sobre esses parâmetros.

Formalizando, sejam Y1,...,Yr uma amostra aleatória de tamanho r da variável

aleatória Y com função densidade f(y|θ), com θ ∈ Θ, em que Θ é o espaço

paramétrico. A função densidade de probabilidade conjunta é dada por

fY (y|θ) =
r∏

i=1

fY (yi|θ).

Para um conjunto de dados fixos y = [y1,...,yr]>, a função de verossimilhança

é interpretada como função do parâmetro e denotada por

L(θ|y) =
r∏

i=1

fY (yi|θ).

Considerando uma quantidade desconhecida θ, e denotando por π(θ) a distri-

buição a priori desse parâmetro, pode-se obter a distribuição a posteriori π(θ|y)

por meio da fórmula de Bayes. Assim, no contexto de parâmetros e variáveis
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aleatórias (absolutamente) contínuas a fórmula de Bayes tem a seguinte expressão

π(θ|y) =
π(θ)L(θ|y)∫
π(θ)L(θ|y)dθ

. (2.1)

Como o denominador da expressão (2.1) não depende de θ, é usual escrever

π(θ|y) ∝ π(θ)L(θ|y),

com o símbolo ∝ representando proporcionalidade.

A escolha da distribuição a priori é um problema pertinente na abordagem

bayesiana. Existem dois tipos de prioris: a informativa e a não informativa.

Quando o pesquisador tem alguma informação prévia sobre o que está estu-

dando, pode ele usar uma priori informativa. Nesse caso, a distribuição a priori

é representada por uma forma funcional, cujos parâmetros devem ser especifica-

dos de acordo com esse conhecimento. Os parâmetros indexadores da família de

distribuições a priori são chamados de hiperparâmetros.

Por outro lado, pode acontecer que em determinado estudo o pesquisador tenha

pouca ou nenhuma informação para se incorporar a priori. Quando isto acontece,

a distribuição a priori a ser considerada é a não informativa. Nesse caso, para

que nenhum valor particular de θ seja favorecido, é razoável pensar que todos os

possíveis valores de θ sejam equiprováveis, o que pode ser obtido utilizando distri-

buições a priori uniformes (π(θ) ∝ constante). No entanto, algumas dificuldades

podem surgir com esta escolha, como por exemplo, π(θ) ser imprópria, isto é,
∫
Θ π(θ)dθ →∞ (caso contínuo) ou

∑
Θ π(θ) →∞ (caso discreto).

De qualquer forma, não é dada importância à impropriedade das distribuições

a priori devido ao fato de o interesse se concentrar na obtenção da distribuição a

posteriori, que deve ser sempre própria, mesmo que a priori não o seja. Vale então
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ressaltar que o uso de prioris deve ser feito com muito cuidado para garantir que

não irão gerar posterioris impróprias, o que seria incoerente do ponto de vista de

inferência bayesiana.

A priori não informativa mais usual é a priori de Jeffreys (Jeffreys, 1998), que

se baseia no uso da medida de informação de Fisher sobre θ ∈ Rk, isto é,

I(θ) = E

[(
∂ ln f(X|θ)

∂θ

)2 ∣∣∣∣θ
]

= −E

[
∂2 ln f(X|θ)

∂θ2

∣∣∣∣θ
]

.

No caso uniparamétrico (θ escalar), a priori de Jeffreys é definida por

π(θ) ∝ [I(θ)]
1
2 ,

e no caso de θ ser um vetor paramétrico, é definida por

π(θ) ∝ |I(θ)| 12 .

A priori de Jeffreys assume formas específicas em alguns modelos. No caso do

modelo de locação e escala (θ = [µ, σ]>), a priori de Jeffreys é obtida assumindo

independência a priori entre os parâmetros µ e σ sendo dada por

π(θ) = π(µ, σ) = π(µ)π(σ) ∝ 1
σ

. (2.2)

Essa priori será utilizada na implementação da metodologia no Capítulo 3.

Na situação em que θ = [θ1, . . . , θk]> é multivariado, as distribuições mar-

ginais de cada componente θi, i = 1, . . . ,k, a partir das quais as inferências para

cada parâmetro serão feitas, devem ser obtidas por meio de integração da den-

sidade conjunta a posteriori π(θ1, . . . ,θk|y), com relação a cada parâmetro. No

entanto, a resolução analítica dessa integral é, em muitos casos, impraticável, o
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que a princípio inviabilizaria as inferências. Uma alternativa é a utilização dos

métodos aproximados de inferência, baseados em simulação estocástica, os quais

ganharam destaque entre os pesquisadores a partir do trabalho de Gelfand & Smith

(1990), utilizando algoritmos dos métodos de Monte Carlo baseados em cadeias

de Markov (MCMC). No contexto bayesiano, os métodos MCMC permitem obter,

de forma empírica, a estrutura das distribuições conjuntas e marginais a posteriori

a partir de simulações iterativas das distribuições condicionais completas. Estas

fazem, por sua vez, o papel das funções de transição, responsáveis pelas mudan-

ças de estados nas cadeias de Markov de interesse. Para a compreensão de tais

métodos sugere-se a leitura de Gilks et al. (1996), Robert & Casella (2005) e

Gamerman & Lopes (2006).

Os dois métodos MCMC comumente utilizados são o amostrador de Gibbs

(Geman & Geman, 1984), para o caso onde se têm disponíveis as condicionais

completas a posteriori e Metropolis-Hastings (Hastings, 1970), para o caso em

que se necessitam gerar valores de uma função, ao qual não se conhece a família

que a densidade pertence. A abordagem utilizada na metodologia deste trabalho

se baseia na estrutura do amostrador de Gibbs e, devido a esse fato, apresenta-se

na próxima seção um breve resumo desse método.

2.1.1 Amostrador de Gibbs

Geman & Geman (1984) introduziram o método de amostragem Gibbs como

um algoritmo de simulação de distribuições multivariadas complexas e de dimen-

são elevada que aparecem em problemas de reconstrução de imagens. Gelfand &

Smith (1990), por sua vez, mostraram como o algoritmo pode ser usado para si-

mular de distribuições a posteriori e, consequentemente, para resolver problemas

de estatística bayesiana.
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Para simplificar a compreensão do método, considere-se, sem perda de genera-

lidade, uma distribuição conjunta a posteriori bidimensional, denotada por π(θ|y),

com θ = [θ1,θ2]>, conhecida a menos de uma constante de proporcionalidade

(isto é, uma densidade própria). Considere-se ainda que o interesse esteja focado

na obtenção de resumos estatísticos das densidades marginais a posteriori desses

parâmetros, tais como a média e a variância.

O método de amostragem Gibbs permite construir uma amostra da distribuição

a posteriori π(θ|y), desde que as distribuições condicionais completas a posteriori

π(θ1|θ2, y) e π(θ2|θ1, y) sejam conhecidas, ou seja, possuam formas fechadas.

O algoritmo gera uma sequência Gibbs θ1 = [θ(1)
1 , θ

(1)
2 ]>, θ2 = [θ(2)

1 ,θ
(2)
2 ]>,

. . . ,θ` = [θ(`)
1 ,θ

(`)
2 ]>, partindo de um valor arbitrário inicial θ0 = [θ(0)

1 ,θ
(0)
2 ]>. A

sequência Gibbs é obtida iterativamente por meio de gerações alternadas de valores

da seguinte forma:

(i) Na iteração j gera-se θ
(j)
1 de π(θ1|θ(j−1)

2 ,y);

(ii) Gera-se θ
(j)
2 de π(θ2|θ(j)

1 ,y), obtendo-se dessa maneira θj = [θ(j)
1 ,θ

(j)
2 ]>;

(iii) Executem-se os passos (i) e (ii) ` vezes para a obtenção de uma sequência

Gibbs de tamanho `.

Resultados teóricos sobre cadeias de Markov permitem concluir que, quando

` → ∞, θ` = [θ(`)
1 , θ

(`)
2 ]> converge em distribuição para um vetor aleatório cuja

função densidade de probabilidade conjunta é π(θ|y). Em particular θ
(`)
i , i = 1,2,

converge em distribuição para π(θi|y) (a densidade marginal a posteriori de θi) e

1
`

∑̀

j=1

g(θj)
q.c.−→ E[g(θ)|y],

para qualquer função g(·) em que E[g(θ)|y] representa o valor esperado de g(θ)
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em relação a distribuição a posteriori π(θ|y).

O raciocínio desenvolvido pode ser generalizado para θ = [θ1, . . . ,θk]> da

seguinte forma:

(i) escolha um valor arbitrário inicial para o vetor θ

θ0 = [θ(0)
1 , . . . ,θ

(0)
k ]>;

(ii) obtém-se θ
(1)
1 de π(θ1|θ(0)

2 , . . . ,θ
(0)
k ,y),

obtém-se θ
(1)
2 de π(θ2|θ(1)

1 ,θ
(0)
3 , . . . ,θ

(0)
k ,y),

obtém-se θ
(1)
3 de π(θ3|θ(1)

1 ,θ
(1)
2 , θ

(0)
4 , . . . ,θ

(0)
k ,y),

...

obtém-se θ
(1)
k de π(θk|θ(1)

1 , . . . ,θ
(1)
k−1,y).

Completa-se assim uma iteração do esquema e uma transição de θ0 para

θ1 = [θ(1)
1 , . . . ,θ

(1)
k ]>.

(iii) O item (ii) é repetido com θ1 anteriormente obtido, como vetor inicial, para

obter um novo vetor θ2 e assim haver uma transição de θ1 para θ2, com

θ2 = [θ(2)
1 , . . . ,θ

(2)
k ]>.

(iv) Itera-se ` vezes este ciclo de gerações de observações aleatórias de cada uma

das distribuições condicionais, produzindo θ0, . . . ,θ`.

Se num determinado instante ` a cadeia já se encontrar no estado de equilíbrio,

então o vetor θ` gerado neste instante pode ser considerado como uma realização

da distribuição π(θ|y). No entanto, sucessivas realizações de uma mesma cadeia

ao longo do tempo, não constituem uma amostra aleatória da distribuição que se

pretende gerar, pelo fato de os vetores θ` que vão sendo gerados serem correlaci-

onados. Uma solução é gerar, usando o método de Gibbs descrito anteriormente,
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uma longa realização da cadeia com comprimento (número de iterações) `, com

` = b + sN , sendo b o número inicial de iterações necessárias para que a ca-

deia atinja o estado de equilíbrio, N o número de iterações que serão usadas na

aplicação do método de Monte Carlo e s o espaçamento (salto1) entre iterações su-

cessivas, delineado para eliminar a autocorrelação entre as consecutivas iterações.

O período constituído pelas b primeiras iterações é designado por período de

aquecimento da cadeia (burn-in), sendo este mais ou menos longo, dependendo do

problema em questão. Existem na literatura vários métodos de diagnóstico para

verificar se a cadeia se encontra ou não no estado de equilíbrio. Entre as várias

soluções propostas têm-se, por exemplo, as seguintes:

• Gelfand & Smith (1990) propõem métodos baseados em representações grá-

ficas das estimativas das densidades e na monitoração da convergência das

médias ergódicas para os parâmetros de interesse.

• Geweke (1992) sugere métodos baseados em séries temporais.

• Gelfand & Rubin (1992a,b) sugerem métodos baseados na análise de vari-

ância.

• Raftery & Lewis (1992) apresentam fórmulas que relacionam a dimensão da

cadeia de Markov a ser construída, o espaçamento entre os vetores simula-

dos e a dimensão da amostra a ser utilizada.

• Ritter & Tanner (1992) sugerem a monitoração de certas funções peso asso-

ciadas aos vetores simulados.

Apesar da quantidade de métodos disponíveis, Cowles & Carlin (1996) afir-

mam que não há um método que se possa dizer ser o mais eficiente. No presente
1Também conhecido como jump, thin ou lag, em inglês.
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trabalho, a monitoração da convergência das cadeias será realizada utilizando o

software2 estatístico R (R Development Core Team, 2009) por meio do pacote

CODA3 que contém implementados os métodos aqui apresentados. Em particular,

foi adotado o critério de Raftery & Lewis (1992) nos estudos de simulação e na

aplicação aos dados reais, sendo os resultados apresentados no Capítulo 4.

Alguns tópicos relacionados à área de comparações múltiplas são apresentados

na próxima seção.

2.2 Comparações múltiplas

Esta seção apresenta a teoria necessária para o entendimento da área de compa-

rações múltiplas no que diz respeito aos procedimentos de comparações múltiplas

(PCM), taxas de erro, testes frequentistas, testes de agrupamentos e testes bayesi-

anos. As principais referências utilizadas nesta seção foram os livros de Machado

et al. (2005), Hsu (1996), Hochberg & Tamhane (1987) e o artigo de Carmer &

Swanson (1973).

A área de comparações múltiplas vem sendo desenvolvida desde meados da

década de 50. Nesse período, vários procedimentos foram propostos na literatura

a fim de buscar um teste que consiga captar melhor as diferenças entre os níveis

de um fator. No entanto, essa área ainda se encontra aberta devido ao fato de não

haver um teste que seja considerado o melhor em várias situações práticas.

Um objetivo comum em qualquer experimento na pesquisa científica é com-

parar os níveis dos tratamentos. Considerando um fator qualquer, de efeitos fixos,

com k níveis, a hipótese global de interesse é

H0 : θ1 = θ2 = · · · = θk, (2.3)
2Software de domínio público.
3Sigla em inglês para Output Analysis and Diagnostics for MCMC.
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que deve ser testada usando o teste F . Aqui, θi (i = 1, . . . , k) representa a média

do i-ésimo nível do tratamento.

Se a hipótese (2.3) for rejeitada, pelo menos duas médias são distintas. Neste

caso, a investigação segue na busca de identificar questões do tipo: a que se devem

as diferenças, quais são os níveis desse fator que diferem entre si e qual o método

mais coerente de realizar essas comparações. Esta última questão é resolvida a

partir da natureza da estrutura dos efeitos do fator. Se os níveis do fator são quan-

titativos, o uso de uma metodologia de regressão é mais apropriada. Por outro

lado, se são qualitativos com uma estruturação que sugere comparações específi-

cas (pré-planejadas) entre os níveis do fator, a utilização de contrastes seguida de

um teste específico é aconselhada. No entanto, se os níveis do fator em estudo são

qualitativos e não estruturados, os PCM devem ser aplicados.

Os PCM são métodos que comparam mais de duas médias, sendo considerados

a metodologia estatística mais utilizada depois do teste F . Segundo Machado et

al. (2005), os PCM são populares pela automatização da construção dos parâme-

tros e pela popularidade dos testes envolvidos. No entanto, estes autores ressaltam

que a quantidade de problemas envolvidos na sua aplicação é geralmente grande

e inclui: número elevado4 de parâmetros envolvidos (todas as comparações duas

a duas são realizadas e, com isso, o número de parâmetros cresce com o aumento

do número de níveis do fator), falta de transitividade da não significância (mais

conhecida como ambiguidade dos resultados) e dificuldade de interpretação, de-

corrente, principalmente, da falta de transitividade.

A escolha do método adequado de comparações múltiplas depende das quali-

dades estatísticas do procedimento. Essas qualidades são funções do tipo de erro
4Considerando os contrastes formados entre todas as médias tomadas duas a duas, cujos parâ-

metros são expressos na forma θii
′ = θi − θi

′ , i 6= i
′
, tem-se um total de c =

(
k
2

)
= k(k−1)

2

parâmetros.
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que é controlado e da forma como esses erros são controlados.

Considerando a situação em que a hipótese de nulidade (2.3) foi rejeitada e,

levando-se em conta que o teste F não informa quais são as médias que diferem

entre si, é usual a realização de testes de hipóteses sobre um conjunto de combi-

nações lineares de médias utilizando os mesmos dados. A estes testes estão asso-

ciados erros de decisão. Se a hipótese nula global for verdadeira e se uma dessas

hipóteses for rejeitada, comete-se o erro tipo I. Por outro lado, se não rejeita uma

hipótese que deveria ser rejeitada, comete-se o erro tipo II.

As taxas de erro dos tipos I e II decorrentes de um único teste têm compor-

tamentos diferentes daquelas associadas à aplicação de uma sequência de testes.

Considerando α a probabilidade de rejeitar indevidamente uma das c =
(
k
2

)
hi-

póteses de nulidade, ou seja, a probabilidade de se cometer o erro tipo I, pode-se

mostrar que, mesmo que a nulidade global seja verdadeira, haverá uma probabili-

dade máxima 1−(1−α)c de se rejeitar pelo menos uma hipótese nula na sequência

de testes (Machado et al., 2005).

Esse fato teve como consequência o surgimento de um grande número de es-

tratégias para garantir uma taxa de erro global α para todas as comparações, sendo

esses chamados de procedimentos de inferências simultâneas, enquanto que os

procedimentos que asseguram proteção apenas para a comparação que está sendo

realizada são denominados procedimentos de inferências individuais.

O’Neill & Wetherill (1971) definem duas maneiras básicas para calcular a taxa

de erro do tipo I. A primeira diz respeito à probabilidade de a família de testes

conter pelo menos uma inferência errada, enquanto que a segunda diz respeito ao

número esperado de inferências erradas na família. Assim, as possibilidades para

as taxas de erros observadas são
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i. Taxa de erro por comparação - TEPC (comparisonwise error rate)

TEPC =
Número de inferências erradas

Número total de inferências
.

ii. Taxa de erro por experimento - TEPE (experimentwise error rate)

TEPE =
Número de exper. com, pelo menos, uma inferência errada

Número total de experimentos
.

Segundo Hinkelmann & Kempthorne (1994), a idéia é controlar a taxa de erro

por experimento e não para cada comparação individual. Estes autores mostraram

que a relação entre TEPC e TEPE é dada por

1− TEPE = (1− TEPC)c, (2.4)

em que c =
(
k
2

)
é o número de comparações a serem feitas. Para alcançar uma

certa taxa de erro por experimento (por exemplo, 0,10), pode-se usar (2.4) para

determinar a taxa de erro por comparação a ser utilizada em cada teste individual.

Embora todos os PCM testem a mesma hipótese nula, eles usam diferentes

métodos para controlar o erro tipo I (medido por meio da TEPE), além de dife-

rirem quanto à sensibilidade as hipóteses alternativas. Por esta razão, diferentes

PCM aplicados ao mesmo banco de dados podem fornecer diferentes resultados,

e ainda, não se deve esquecer que, relacionada com a taxa de erro tipo I, tem-se a

taxa de erro tipo II. As probabilidades de se cometerem essas duas taxas são inver-

samente proporcionais. Portanto, é necessário manter um certo equilíbrio, pois, ao

controlar de maneira excessiva a taxa de erro tipo I, a taxa de erro tipo II aumenta

e, consequentemente, o poder diminui, levando a aceitar, como iguais, médias

de tratamentos diferentes. Quando isso ocorre o teste é considerado conservativo
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(Carmer & Swanson, 1973). Como se tem por objetivo discriminar tratamentos

por meio de suas médias, esse pode ser um efeito altamente indesejável. Por outro

lado, se a taxa de erro tipo I for elevada, isto é, superior ao valor nominal de signi-

ficância (α), a taxa de erro tipo II diminui e o poder do teste aumenta. Nesse caso,

o teste é considerado poderoso e, ao mesmo tempo, liberal (Hochberg & Tamhane,

1987).

Nas comparações múltiplas, os erros tipo I e II são importantes e, geralmente,

considerados nos estudos de simulação de Monte Carlo. Ao se comparar testes,

deve-se verificar entre aqueles de mesmo tamanho, quais apresentam maior poder,

ou seja, quais apresentam menores taxas de erro tipo II. Essa técnica será utilizada

nos estudos de simulação deste trabalho.

Nas Seções 2.2.1, 2.2.2 e 2.2.3 apresentam-se alguns testes frequentistas, de

agrupamentos e bayesianos de comparações múltiplas. Posteriormente, na Seção

2.3, apresenta-se a distribuição normal assimétrica ao qual será utilizada na meto-

dologia deste trabalho para a construção de três novos testes relacionados à área

de comparações múltiplas.

2.2.1 Testes frequentistas

Serão apresentados nesta seção os testes frequentistas mais comuns de com-

parações múltiplas, a saber: t de Student, Tukey, Student-Newman-Keuls, Duncan

e Sheffé. Os quatro primeiros testes e suas variantes são relacionados à distri-

buição da amplitude estudentizada, enquanto que o último (Sheffé) é baseado na

distribuição F (Machado et al., 2005).

Para apresentação desses testes serão considerados daqui em diante experi-

mentos que envolvam k níveis de tratamentos igualmente repetidos (r) e ν graus

de liberdade para o erro, resultando em médias não correlacionadas com variâncias
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homogêneas.

A variável aleatória conhecida como amplitude estudentizada é definida por

Q =
Y(k) − Y(1)

S
,

em que Y(1) e Y(k) são a menor e a maior observação (estatísticas de ordem) em

uma amostra aleatória de tamanho k da distribuição normal e S é o estimador do

desvio padrão em outra amostra independente de tamanho ν + 1. A função de dis-

tribuição da variável Q pode ser obtida em Pachares (1959). Para a realização dos

quatro testes dependentes desta distribuição há a necessidade de obter os quantis

superiores de ordem 100α%, q(α, p, ν), em que p é o número de médias incluídas

na amplitude.

Existem ainda muitas dúvidas na escolha de qual procedimento de compara-

ção múltipla utilizar. O pesquisador normalmente fica indeciso ao ter que tomar

uma decisão. Isso ocorre, principalmente, porque cada teste possui uma teoria e

princípios próprios que poderão ser adequados ou não, dependendo da situação em

estudo.

O primeiro teste que será apresentado é o teste t de Student, também conhecido

como teste da diferença mínima significativa (LSD - Least Significant Difference),

cujo valor crítico é dado por

LSD = t(α/2, ν)Sd =
q(α,2,ν)Sd√

2
, (2.5)

em que t(α/2, ν) é o quantil superior de ordem 100α/2% da distribuição t de

Student com ν graus de liberdade; Sd =
√

2S2/r é o estimador do erro padrão da

diferença de duas médias; S2 é o quadrado médio do resíduo associado a ν graus

de liberdade e r é o número de repetições dos tratamentos.
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Este teste controla o erro tipo I no nível nominal α em um par emparelhado

testado individualmente; no entanto, não controla o erro tipo I simultaneamente

para todos os testes emparelhados possíveis, neste mesmo nível α. Desta forma,

seu uso é recomendado apenas para comparações pré-planejadas, devido ao fato

de controlar apenas a taxa de erro tipo I por comparação em um nível nominal

máximo igual a α. Existem algumas variantes do teste t de Student. Serão apre-

sentadas aqui duas delas.

A primeira variante é o procedimento denominado LSD protegido de Fisher,

por ser atribuído a R. A. Fisher. Esse procedimento requer que o teste F seja

efetuado antes da realização do mesmo. Se o valor observado de F for significativo

em um nível nominal de significância α, o teste LSD é aplicado. No entanto, se o

valor de F é não significativo no mesmo nível nominal, nenhuma comparação de

médias é feita, eliminando a possibilidade de cometer-se o erro tipo I. O seu valor

crítico é calculado por

FSD = LSD = t(α/2, ν)Sd,

se o valor de F for significativo ou FSD = ∞, se o valor de F for não significa-

tivo.

Uma crítica a este procedimento é feita em função da suposição da veraci-

dade da hipótese nula (2.3), o que na maioria das situações reais é improvável

que ocorra. O que geralmente é plausível admitir é uma nulidade parcial, ou seja,

uma situação em que determinados grupos de tratamentos são homogêneos inter-

namente e heterogêneos entre si. Esta situação conduz a significância do teste F .

Desta forma, as comparações dos níveis dos tratamentos dentro dos grupos homo-

gêneos realizadas pelo teste t de Student estão sujeitas a uma elevada taxa de erro

tipo I por experimento.
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A segunda variante do teste t de Student (O’Neill & Wetherill, 1971) é a utili-

zação da diferença significativa de Fisher, também conhecida de correção de Bon-

ferroni da significância nominal. Neste teste o valor da significância nominal α é

ajustado para o número de comparações realizadas c =
(
k
2

)
. A técnica utilizada

é dividir a significância nominal pelo número de comparações emparelhadas que

se deseja fazer para determinar-se o quantil da distribuição da amplitude estuden-

tizada. Assim, o valor crítico do teste t protegido por Bonferroni é dado por

BLSD = t(α/(2c), ν)Sd =
q(α/c,2,ν)Sd√

2
.

Nota-se a partir do teste t de Student e de suas variantes que a distribuição

da amplitude estudentizada está intimamente relacionada com a distribuição t de

Student quando se tem duas médias na determinação da amplitude.

Segundo Machado et al. (2005), o teste LSD protege apenas contra o erro

tipo I por comparação; já o teste LSD protegido por Fisher (FSD), controla o erro

tipo I por comparação em todos os casos e o erro tipo I por experimento sob H0

completa5, mas não controla este último erro sob H0 parcial6. O teste BLSD, por

sua vez, controla o erro tipo I por comparação e por experimento, com limites

máximos das taxas iguais ao valor nominal.

O segundo teste que depende da amplitude estudentizada é o de Tukey. Este

teste foi delineado para controlar o erro tipo I por experimento, sendo o valor

crítico do teste dado por

TSD =
q(α,k,ν)Sd√

2
. (2.6)

5O termo H0 completa representa a situação em que todos as médias dos tratamentos são consi-
deradas iguais, isto é, H0 : θ1 = θ2 = · · · = θk.

6O termo H0 parcial representa a situação em que existe pelo menos dois grupos de tratamentos
homogêneos internamente e heterogêneos entre si. Por exemplo, H0 : (θ1 = θ2) 6= (θ3 = · · · =
θk).
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Se k for maior que 2, o valor crítico TSD será maior que o valor crítico LSD,

o que torna o teste de Tukey mais conservador do que o LSD em declarar uma

diferença como significativa. Este teste controla muito bem o erro tipo I por expe-

rimento, porém, possui elevadas taxas de erro tipo II e, consequentemente, baixo

poder.

Um teste alternativo, também dependente da amplitude estudentizada, é o de

Student-Newman-Keuls (SNK). Neste teste, as médias devem ser ordenadas da

maior para a menor e diferentes quantis (q) da amplitude estudentizada são usados,

dependendo se as médias contrastadas são adjacentes ou se separadas por um ou

mais intervalos. Desta forma, o teste SNK exige o cálculo de k−1 valores críticos

dados por

SNKp =
q(α,p,ν)Sd√

2
, (2.7)

para p = 2, 3, . . . , k, sendo p o número de médias ordenadas abrangidas pelos

contrastes entre duas médias.

Assim, SNK2 é igual ao valor crítico LSD e SNKk é igual ao valor crítico

TSD. Para valores intermediários de p, o valor crítico SNKp é um valor interme-

diário entre os valores críticos LSD e TSD.

Os procedimentos LSD, TSD e SNK apresentados anteriormente utilizam quan-

tis da amplitude estudentizada. Duncan (1955) apresenta amplitudes estudentiza-

das especiais, em que, para cada contraste, o nível de significância α é alterado em

função do número de médias abrangidas. Para esse procedimento, os k−1 valores

críticos são calculados por

MRTp =
q(αp,p,ν)Sd√

2
, (2.8)
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para p = 2, 3, . . . , k, com αp = 1 − (1 − α)p−1. O processo se inicia ordenando

as médias dos tratamentos em ordem crescente, ou seja,

y(1), y(2), . . . , y(k),

e compara-se y(k) − y(1) com MRTk. Se esta diferença é não significativa, en-

tão todas as outras diferenças são também não significativas. No entanto, se a

diferença é significativa, então y(k)− y(2) e y(k−1)− y(1) são consideradas e com-

paradas com MRTk−1. O procedimento é continuado, reduzindo-se o valor crítico

a cada passo até que não mais diferenças possam ser declaradas significantes.

Exceto para p = 2, os valores críticos MRTp são maiores do que o valor

crítico LSD, mas inferiores ao valor crítico TSD e menores do que os valores

críticos correspondentes SNKp. Desta forma, o teste de Duncan é mais rigoroso

do que o teste t de Student, mas mais liberal do que os testes de Tukey e Student-

Newman-Keuls.

Sheffé (1953) apresenta um teste baseado na distribuição F . Embora seu

método seja bastante geral e aplicável a qualquer contraste linear das médias de

tratamento, pode-se aplicá-lo como um procedimento de comparações múltiplas.

Quando aplicado neste contexto seu valor crítico simplificado é dado por

SSD = [(k − 1)F (α, k − 1, ν)]
1
2 Sd, (2.9)

em que F (α, k − 1, ν) é o quantil superior de ordem 100α% da distribuição F

com k − 1 e ν graus de liberdade.

Exceto para o caso em que k = 2, os valores de SSD são maiores do que os

de TSD e, portanto, este teste é mais rigoroso do que todos os testes anteriormente

apresentados.
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2.2.2 Testes de agrupamentos

Todos os procedimentos apresentados na Seção 2.2.1 sofrem do problema de

ambiguidade7, isto é, quando dois níveis do fator tidos como diferentes entre si

não diferem de um terceiro (Machado et al., 2005). Para contornar este problema,

Plackett em sua contribuição ao artigo de O’Neill & Wetherill (1971) propõe pela

primeira vez a possibilidade de se utilizar análise de agrupamentos (cluster) para

particionar as médias. Seguindo essa idéia, alguns autores propuseram novos mé-

todos de comparações múltiplas, sendo os de Scott & Knott (1974) e Calinski &

Corsten (1985) os mais usuais.

O método proposto por Scott & Knott (1974) utiliza o teste de razão de ve-

rossimilhança para separar os k níveis do fator em grupos homogêneos a partir da

minimização da variação dentro e maximização da variação entre grupos. Borges

& Ferreira (2003) avaliaram e compararam o poder e taxas de erro tipo I deste

teste com os de Tukey e SNK. Estes autores recomendaram a utilização do método

de Scott & Knott (1974), por apresentar maior poder e ser robusto a violações de

normalidade.

Calinski & Corsten (1985) apresentam outros dois procedimentos baseados

em análise de agrupamentos, sendo o primeiro uma extensão do uso da amplitude

estudentizada e o segundo, uma extensão do uso do teste F . Outros procedimentos

baseados em análise de agrupamentos são apresentados em Hochberg & Tamhane

(1987).

2.2.3 Testes bayesianos

A abordagem bayesiana na área de comparações múltiplas teve início no tra-

balho de Duncan (1965) que incorporou a perspectiva da teoria de decisão ao pro-

blema de multiplicidades. Em seu trabalho, o problema de encontrar distribuições
7Conhecido também como falta de transitividade da não-significância.
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a posteriori dos parâmetros é somente uma parte da solução bayesiana, enquanto

que o restante envolve análise de decisão: decidir se duas ou mais médias são

iguais na abordagem bayesiana de Duncan significa considerar as ramificações

das várias decisões explicitamente em termos de funções de perda.

Segundo Berry & Hochberg (1999), o procedimento de Duncan (1965) envolve

a especificação de uma distribuição conjunta a priori para os parâmetros. O autor

assume o modelo de efeitos aleatórios para as médias dos tratamentos (θi) e uma

relação conhecida para a razão entre as variâncias entre e dentro σ2
θ/σ2, obtendo,

a partir daí, as distribuições a posteriori para as médias. Se a mesma função perda

é assumida para todas as comparações, há apenas a necessidade de se especificar

uma constante K, que mede a grandeza do erro tipo I em relação ao erro tipo II

em cada comparação.

Waller & Duncan (1969) modificaram o procedimento original de Duncan uti-

lizando uma distribuição hiperpriori para σ2
θ/σ2, com a intenção de evitar a espe-

cificação de um valor para a razão desconhecida entre as variâncias. Esses mesmos

autores providenciaram uma conexão entre possíveis valores de K e os implícitos

níveis de significância por comparação. Escolhas de K = 50, 100 e 500 são aná-

logas para escolhas usuais de α = 10%, 5% e 1% em teste de uma única diferença.

Westfall et al. (1997) apresentaram uma perspectiva bayesiana no contexto da

análise de variância. Seu procedimento é construído de forma que probabilidades

a posteriori correspondam aos valores-p ajustados de Bonferroni. Os autores mos-

traram que abordagens bayesianas se assemelham às frequentistas de controle das

taxas de erro por comparação ou por família, dependendo da credibilidade que é

atribuída à família de hipóteses testadas.

Gopalan & Berry (1998) atribuíram uma família de prioris do processo Diri-

chlet para a população de onde foram retiradas as médias amostrais obtendo pro-
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babilidades a posteriori para várias hipóteses de igualdade de médias. Os auto-

res utilizaram combinações beta/binomial e normal/gama inversa, com variâncias

iguais e o amostrador de Gibbs, devido à intratabilidade analítica das distribuições

a posteriori. O procedimento se revelou mais poderoso do que o teste de Duncan

sob algumas hipóteses alternativas; no entanto, não possibilita muita flexibilidade

na atribuição de probabilidades a priori.

Berry & Hochberg (1999) apresentaram uma visão geral de métodos de com-

parações múltiplas bayesianos. Os autores discutem posições bayesianas ao ajus-

tar inferências para multiplicidades, descrevem as diferenças entre assumir dis-

tribuições a priori independentes ou hierárquicas, discutem procedimentos semi-

bayesianos e o papel da subjetividade na abordagem bayesiana.

Recentemente, Neath & Cavanaugh (2006) formularam o problema de testar a

hipótese de igualdade de médias como um problema de seleção de modelos. Méto-

dos bayesianos combinaram informações de todos os modelos testados para tentar

contabilizar a incerteza de forma mais realista, sendo as probabilidades computa-

das via critério de informação bayesiano.

Nashimoto & Wright (2008) comparam k médias de tratamentos sob a suposi-

ção de ordenação simples (θ1 ≤ θ2 ≤ . . . ≤ θk). Os autores utilizaram um modelo

hierárquico bayesiano para desenvolver um procedimento de comparações múlti-

plas e técnicas de agrupamento. As estimativas dos parâmetros da diferença entre

uma média e a média anterior foram obtidas por meio dos métodos MCMC.

Andrade (2008) propôs alternativas bayesianas para comparações múltiplas

considerando os casos de homogeneidade e heterogeidade de variâncias, a partir da

distribuição t multivariada. Este autor gerou a amplitude padronizada a posteriori

sob H0, obtida a partir da distribuição a posteriori das médias, concluindo que os

procedimentos baseados na amplitude padronizada foram superiores aos demais
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por terem controlado, nos exemplos simulados, o erro tipo I e por ter detectado a

maioria das diferenças sob H1.

Todos os testes (frequentistas, de agrupamentos e bayesianos) apresentados

nas Seções 2.2.1, 2.2.2 e 2.2.3 consideram a suposição de normalidade para os er-

ros. No entanto, se essa suposição é violada, esses testes não são válidos. A fim de

contornar esse problema, será assumido neste trabalho que os erros tenham distri-

buição normal assimétrica, como uma alternativa da falta de normalidade. Nesse

sentido, apresenta-se na próxima seção, de forma detalhada, essa distribuição de

probabilidade que tem a distribuição normal como caso particular.

2.3 Distribuição normal assimétrica

Em muitas situações práticas, em que a usual suposição de normalidade não é

satisfeita devido à falta de simetria dos dados, propõe-se como alternativa a utili-

zação de uma família mais geral de distribuições, de forma que se consiga modelar

a assimetria dos dados e, além disso, incluir a distribuição normal como um caso

particular. Esta família de distribuições é denominada normal assimétrica.

Nesta seção apresenta-se inicialmente a definição e propriedades da distribui-

ção normal assimétrica uniparamétrica, a qual será denominada distribuição nor-

mal assimétrica padrão (esta distribuição depende apenas do parâmetro λ que ca-

racteriza a assimetria da função densidade). Adicionalmente, serão apresentadas

diferentes caracterizações dessa distribuição, como também uma extensão do mo-

delo padrão, ao se acrescentar parâmetros de posição e de escala.

Com o propósito de aprofundar ao máximo essa nova distribuição e com o

intuito de propor um material didático à comunidade científica, procurou-se de-

monstrar todas as propriedades apresentadas. Convém ressaltar que algumas pro-

priedades já foram demonstradas por outros autores, sendo estas, refenciadas. No
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entanto, todas as demonstrações não referenciadas são contribuições do presente

trabalho.

2.3.1 Definição e propriedades

Uma variável aleatória Z tem distribuição normal assimétrica padrão se sua

função densidade de probabilidade é dada por

fZ(z) = 2φ(z)Φ(λz), z ∈ R, (2.10)

em que φ(·) e Φ(·) denotam a função densidade de probabilidade (fdp) e a fun-

ção distribuição acumulada (fda) da normal padrão N(0,1), respectivamente. A

densidade em (2.10) é válida para λ ∈ R. O parâmetro λ caracteriza a forma

da distribuição, sendo denominado parâmetro de assimetria, pois valores positi-

vos (negativos) de λ indicam assimetria positiva (negativa) da densidade (2.10). A

distribuição normal padrão é um caso particular de (2.10) quando λ = 0, sendo

nesse caso, simétrica. No limite, quando λ tende a +∞ (−∞), Z tende a vari-

ável aleatória normal truncada (half-normal) positiva (negativa). Será utilizada a

seguinte notação para representar uma variável aleatória com distribuição normal

assimétrica padrão: Z ∼ NA(λ).

Apresenta-se na sequência a demonstração de que a função dada em (2.10) é

uma função densidade de probabilidade.

Demonstração. Para provar que fZ(z) é uma função densidade de probabilidade,

é suficiente provar que
+∞∫
−∞

fZ(z)dz = 1, pois fZ(z) é não negativa para ∀ z ∈ R.

Assim,
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+∞∫

−∞
fZ(z)dz =

+∞∫

−∞
2φ(z)Φ(λz)dz =

+∞∫

−∞

λz∫

−∞
2φ(z)φ(w)dwdz

=

+∞∫

−∞

λz∫

−∞

1
π

exp
{
−1

2
(w2 + z2)

}
dwdz.

Ao fazer as seguintes transformações, via coordenadas polares, dadas por





w = r cos(θ)

z = r sen(θ)
(2.11)

tem-se o seguinte jacobiano da transformação

J((w,u),(r,θ)) =

∣∣∣∣∣∣

∂w
∂r

∂w
∂θ

∂u
∂r

∂u
∂θ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
cos(θ) −r sen(θ)

sen(θ) r cos(θ)

∣∣∣∣∣∣
= r. (2.12)

Com isso,

+∞∫

−∞
fZ(z)dz =

arctan λ∫

−π+arctan λ

+∞∫

0

1
π

exp
{
−1

2
r2

}
rdrdθ

=

arctan λ∫

−π+arctan λ

[
− 1

π
exp

{
−1

2
r2

}]+∞

0

dθ

=

arctan λ∫

−π+arctan λ

1
π

dθ

=
[

θ

π

]arctan λ

−π+arctan λ

=
π

π
= 1,

finalizando a prova. ¤

A função de distribuição acumulada associada a densidade (2.10) é dada por
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FZ(z;λ) = 2Φ2(z, 0|0, Ω), com Ω =


 1 −δ

−δ 1


 , (2.13)

δ =
λ√

1 + λ2
, z ∈ R,

sendo Φ2(·, · |0,Ω) a função de distribuição acumulada de uma normal bivariada

com vetor de médias zero e matriz de covariâncias Ω.

Rodríguez (2005) apresenta uma demonstração para a obtenção da expressão

(2.13), sendo esta reproduzida aqui.

Demonstração.

FZ(z; λ) =

z∫

−∞
2φ(t)Φ(λt)dt = 2

z∫

−∞

λt∫

−∞
φ(t)φ(w)dwdt.

Fazendo a seguinte mudança de variável v = w−λt√
1+λ2

, tem-se que v ∈ (−∞, 0),

w = λt +
√

1 + λ2v com w ∈ (−∞, λt) e dw =
√

1 + λ2dv. Logo,

FZ(z; λ) = 2

z∫

−∞

0∫

−∞
φ(t)φ(λt +

√
1 + λ2v)

√
1 + λ2dvdt

= 2

z∫

−∞

0∫

−∞

e−
1
2
t2

√
2π

e−
1
2
(λt+

√
1+λ2v)2

√
2π

√
1 + λ2dvdt

= 2

z∫

−∞

0∫

−∞

√
1 + λ2

2π
e−

1
2 [(1+λ2)t2+2λ

√
1+λ2tv+(1+λ2)v2]dvdt.

Falta agora verificar que o integrando é a função densidade de probabilidade da

normal bidimensional (φ2(t,v|0,Ω)) com vetor de médias zero e matriz de covari-

âncias Ω, o que completa a prova. Assim,
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√
1 + λ2

2π
exp

{
−1

2

[
(1 + λ2)t2 + 2λ

√
1 + λ2tv + (1 + λ2)v2

]}

=
√

1 + λ2

2π
exp




−1

2





 t

v



> 

 1 + λ2 λ
√

1 + λ2

λ
√

1 + λ2 1 + λ2





 t

v











=
√

1 + λ2

2π
exp




−1

2





 t

v



> 

 1 − λ√
1+λ2

− λ√
1+λ2

1



−1 

 t

v











=
1

2π
√

1− δ2
exp




−1

2





 t

v



> 

 1 −δ

−δ 1



−1 

 t

v











= (2π)−1|Ω|− 1
2 exp




−1

2





 t

v



>

Ω−1


 t

v











= φ2(t,v|0,Ω). (2.14)

¤

Na Figura 1 ilustra-se a densidade (2.10) para diferentes valores do parâmetro

de assimetria.

O comportamento da distribuição normal assimétrica padrão apresentado na

Figura 1 é, de um modo geral, esboçado por meio de interessantes propriedades,

todas elas decorrentes da densidade (2.10).

Na demonstração de algumas propriedades será utilizada a distribuição normal

truncada positiva, com parâmetro de locação µ e de escala σ2, que se denota por

NT (µ,σ2). Em particular, a densidade da NT (0,1) é dada por 2φ(z)I(0,+∞)(z),

com I(·,·)(z) denotando a função indicadora.
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FIGURA 1 Densidades da normal assimétrica padrão para λ = −1, 0, 1, 2 e 4.

Propriedade 1 Se Z ∼ NA(0), então Z ∼ N(0,1).

Demonstração. Para λ = 0, tem-se que

fZ(z) = 2φ(z)Φ(0) = 2φ(z)
1
2

= φ(z).

¤

Propriedade 2 Se Z ∼ NA(λ), então |Z| ∼ NT (0,1).

Demonstração. Seja Y = g(Z) = |Z|. Note que Y ∈ R+, pois Z ∈ R. A função

g induz duas correspondências biunívocas quando restrita a (−∞,0) e (0, +∞).

Sejam h(1)(y) = −y e h(2)(y) = y. Os jacobianos das h(l), em relação a y são
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J1(z,y) =
dh(1)(y)

dy
= −1 e J2(z,y) =

dh(2)(y)
dy

= 1.

Como a densidade de Z é fZ(z) = 2φ(z)Φ(λz), a densidade de Y é

fY (y) = fZ(h(1)(y))|J1(z,y)|+ fZ(h(2)(y))|J2(z,y)|

=
2√
2π

exp
{
−y2

2

}
Φ(−λy) +

2√
2π

exp
{
−y2

2

}
Φ(λy)

=
2√
2π

exp
{
−y2

2

}
[Φ(−λy) + Φ(λy)]

=
2√
2π

exp
{
−y2

2

}
[1−»»»»Φ(λy) +»»»»Φ(λy)]

=
2√
2π

exp
{
−y2

2

}
I(0,+∞)(y) ∼ NT (0,1).

¤

Propriedade 3 Se Z ∼ NA(λ), então −Z ∼ NA(−λ).

Demonstração. Se Y = g(Z) = −Z =⇒ Z = h(Y ) = −Y . O jacobiano da

transformação (em relação a y) fica J(z,y) = dh(y)
dy = −1. Como a densidade de

Z é fZ(z) = 2φ(z)Φ(λz), a densidade de Y é

fY (y) = fZ(h(y))|J(z,y)| = 2φ(−y)Φ(−λy)| − 1| = 2φ(y)Φ(−λy),

pois φ(−y) = φ(y), sendo φ(·) (a fdp da N(0,1)) uma função par. ¤

Propriedade 4 Se Z ∼ NA(λ), então Z2 ∼ χ2
1.

Demonstração. Seja Y = g(Z) = Z2. Note que Y ∈ R+, pois Z ∈ R. A função

g induz duas correspondências biunívocas quando restrita a (−∞,0) e (0, +∞).
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Sejam h(1)(y) = −√y e h(2)(y) =
√

y. Os jacobianos das h(l), em relação a

y são

J1(z,y) =
dh(1)(y)

dy
= − 1

2
√

y
e J2(z,y) =

dh(2)(y)
dy

=
1

2
√

y
.

Como a densidade de Z é fZ(z) = 2φ(z)Φ(λz), a densidade de Y é

fY (y) = fZ(h(1)(y))|J1(z,y)|+ fZ(h(2)(y))|J2(z,y)|

=
2√
2π

exp
{
−y

2

}
Φ(−λ

√
y)

1
2
√

y
+

2√
2π

exp
{
−y

2

}
Φ(λ

√
y)

1
2
√

y

=
1√
2πy

exp
{
−y

2

}
[Φ(−λ

√
y) + Φ(λ

√
y)]

=
1√
2πy

exp
{
−y

2

}
[1−»»»»Φ(λ

√
y) +»»»»Φ(λ

√
y)]

=
1√
2πy

exp
{
−y

2

}
I(0,+∞)(y) ∼ χ2

1.

¤

Propriedade 5 Se Z ∼ NA(λ), então Z
D−→ NT (0,1) quando λ −→ +∞.

Demonstração. Se Z ∼ NA(λ), sua densidade é dada por fZ(z) = 2φ(z)Φ(λz).

Quando λ −→ +∞ tem-se que:

• se Z < 0, Φ(λz) −→ 0 e, portanto, fZ(z) −→ 0;

• se Z > 0, Φ(λz) −→ 1 e, portanto, fZ(z) −→ 2φ(z);

de modo que Z
D−→ NT (0,1) nos pontos de continuidade da fda da NT (0,1). ¤

Propriedade 6 Se Z ∼ NA(λ), então 1− FZ(−z;λ) = FZ(z;−λ).

Demonstração. Pode-se escrever o lado esquerdo da igualdade da seguinte forma
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1− FZ(−z; λ) = 1−
−z∫

−∞
2φ(t)Φ(λt)dt.

Utilizando o fato que φ(−v) = φ(v) (isto é, φ(·) uma função par) e fazendo

a mudança de variável v = −t, tem-se que v ∈ (z, +∞), t = −v, com t ∈
(−∞,−z) e dt = −dv. Logo,

1− FZ(−z; λ) = 1−
z∫

+∞
2φ(−v)Φ(λ(−v))(−dv)

= 1−
+∞∫

z

2φ(v)Φ(−λv)dv

=

z∫

−∞
2φ(v)Φ(−λv)dv = FZ(z;−λ).

¤

Propriedade 7 Se Z ∼ NA(1), então FZ(z; 1) = {Φ(z)}2.

Demonstração. Tem-se que

FZ(z; 1) =

z∫

−∞
2φ(t)Φ(t)dt.

Fazendo a seguinte mudança de variável v = Φ(t), tem-se que v ∈ (0, Φ(z)) e

dv = φ(t)dt. Logo,

FZ(z; 1) =

Φ(z)∫

0

2vdv =
[
v2

]Φ(z)

0

= {Φ(z)}2.

¤
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Propriedade 8 Se Z ∼ NA(λ), então

sup
z
|Φ(z)− FZ(z; λ)| = π−1 arctan |λ|.

Demonstração. Seja H(z; λ) = Φ(z)− FZ(z; λ). Note-se que, para um λ fixado,

λ ≥ 0, tem-se que Φ(z) ≥ FZ(z;λ) para ∀ z ∈ R e, consequentemente,

H(z; λ) ≥ 0,

devido à assimetria positiva. Com isso,

sup
z
|H(z;λ)| = sup

z
[H(z;λ)].

Neste caso, o ponto z tal que H(z; λ) seja máxima é obtido igualando a primeira

derivada a zero. Assim,

d

dz
[H(z; λ)] = 0 ⇐⇒ d

dz
[Φ(z)− FZ(z;λ)] = 0

⇐⇒ d

dz
[Φ(z)]− d

dz
[FZ(z;λ)] = 0

⇐⇒ φ(z)− 2φ(z)Φ(λz) = 0

⇐⇒ φ(z)[1− 2Φ(λz)] = 0

⇐⇒ [1− 2Φ(λz)] = 0

⇐⇒ Φ(λz) =
1
2

⇐⇒ z = 0. (2.15)

Com isso,
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sup
z

[H(z;λ)] = H(0;λ)

= Φ(0)− FZ(0;λ)

=
1
2
−

0∫

−∞
2φ(z)Φ(λz)dz

=
1
2
−

0∫

−∞

λz∫

−∞
2φ(z)φ(w)dwdz

=
1
2
−

0∫

−∞

λz∫

−∞

1
π

exp
{
−1

2
(w2 + z2)

}
dwdz. (2.16)

Ao fazer-se as mesmas transformações utilizando coordenadas polares dadas em

(2.11), obtém-se o mesmo jacobiano da transformação dado em (2.12). Utilizan-

do-se destas expressões e fazendo as devidas adaptações em (2.16), obtém-se

sup
z

[H(z; λ)] =
1
2
−

3π
2∫

π+arctan λ

+∞∫

0

1
π

exp
{
−1

2
r2

}
rdrdθ

=
1
2
−

3π
2∫

π+arctan λ

[
− 1

π
exp

{
−1

2
r2

}]+∞

0

dθ

=
1
2
−

3π
2∫

π+arctan λ

1
π

dθ =
1
2
− 1

π

[
3π

2
− π − arctanλ

]

=
1
2
− 3

2
+ 1 + π−1 arctanλ = π−1 arctanλ. (2.17)

Por outro lado, para um λ fixado, λ < 0, tem-se que Φ(z) < FZ(z; λ) para

∀ z ∈ R e, consequentemente,

H(z; λ) < 0,
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devido a assimetria negativa. Com isso,

sup
z
|H(z; λ)| = sup

z
[−H(z; λ)].

Neste caso, o ponto z tal que −H(z; λ) seja máxima é obtido, novamente, igua-

lando a primeira derivada a zero. Seguindo os mesmos passos realizados no cál-

culo da expressão (2.15), obtém-se

d

dz
[−H(z; λ)] = 0 ⇐⇒ − d

dz
[H(z;λ)] = 0

⇐⇒ d

dz
[H(z; λ)] = 0

⇐⇒ z = 0.

Com isso,

sup
z

[−H(z; λ)] = −H(0;λ)

= −Φ(0) + FZ(0;λ).

Aplicando o resultado da Propriedade 6, isto é,

1− FZ(−z; λ) = FZ(z;−λ),

tem-se que

sup
z

[−H(z; λ)] = −Φ(0) + [1− FZ(0;−λ)].

Logo,
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sup
z

[−H(z; λ)] = −Φ(0) + [1− FZ(0;−λ)]

= −1
2

+ 1− FZ(0;−λ)]

=
1
2
−

0∫

−∞
2φ(z)Φ(−λz)dz

=
1
2
−

0∫

−∞

−λz∫

−∞
2φ(z)φ(w)dwdz

=
1
2
−

0∫

−∞

−λz∫

−∞

1
π

exp
{
−1

2
(w2 + z2)

}
dwdz. (2.18)

Agora, note-se que as expressões (2.16) e (2.18) somente se diferem pelo fato de

(2.16) conter uma das integrais calculada até o ponto λz, enquanto que na ex-

pressão (2.18), essa mesma integral vai até o ponto −λz. Realizando novamente

as mesmas transformações, via coordenadas polares, dadas em (2.11) e (2.12) e

seguindo os mesmos passos do cálculo da expressão (2.17), pode-se obter após

algumas operações

sup
z

[−H(z;λ)] = π−1 arctan−λ. (2.19)

Por fim, analisando os dois casos, conclui-se que

sup
z
|H(z; λ)| = π−1 arctan |λ|.

¤

Apresenta-se na sequência uma propriedade bastante interessante, porém, pou-

co conhecida da função de distribuição acumulada da normal padrão, que aqui será

dada em forma de Lema.
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Lema 1 Se Z ∼ N(0,1), então

E[Φ(aZ + b)] = Φ
(

b√
1 + a2

)
.

Demonstração.

E[Φ(aZ + b)] =

+∞∫

−∞
Φ(az + b)φ(z)dz

=

+∞∫

−∞

az+b∫

−∞
φ(w)φ(z)dwdz.

Fazendo a mudança de variável v = w−az√
1+a2

, tem-se que v ∈
(
−∞, b√

1+a2

)
,

w = az +
√

1 + a2v com w ∈ (−∞, az + b) e dw =
√

1 + a2dv. Logo,

E[Φ(aZ + b)] =

+∞∫

−∞

b√
1+a2∫

−∞
φ(az +

√
1 + a2v)φ(z)

√
1 + a2dvdz

=

+∞∫

−∞

b√
1+a2∫

−∞

e−
1
2
(az+

√
1+a2v)2

√
2π

e−
1
2
z2

√
2π

√
1 + a2dvdz

=

+∞∫

−∞

b√
1+a2∫

−∞

√
1 + a2

2π
e−

1
2
[(1+a2)z2+2a

√
1+a2zv+(1+a2)v2]dvdz.

Após algumas operações, seguindo o mesmo raciocínio utilizado no cálculo da

expressão (2.14), em que é feita a demonstração da função de distribuição acumu-

lada da normal assimétrica, encontra-se que o integrando é a função densidade da

normal bidimensional com vetor de médias zero e matriz de covariâncias dada por
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Ω =


 1 −δ

−δ 1


 com δ =

a√
1 + a2

.

Assim, tem-se que

E[Φ(aZ + b)] =

+∞∫

−∞

b√
1+a2∫

−∞
φ2(v,z|0,Ω)dvdz

= Φ2

(
b√

1 + a2
, +∞|0,Ω

)

= Φ
(

b√
1 + a2

)
.

¤

A próxima propriedade diz respeito à função geradora de momentos (fgm) da

distribuição normal assimétrica padrão, a partir da qual serão derivadas medidas

importantes para a caracterização dessa distribuição, tais como, média, variância e

os coeficientes de assimetria e curtose. Na demonstração será utilizado o Lema 1.

Rodríguez (2005) apresenta esta propriedade em forma de uma proposição

realizando também a demonstração.

Propriedade 9 A função geradora de momentos da normal assimétrica é dada

por

MZ(t) = 2 exp
(

t2

2

)
Φ(δt) com δ =

λ√
1 + λ2

.
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Demonstração.

MZ(t) = E
[
etZ

]
=

+∞∫

−∞
etz2φ(z)Φ(λz)dz

= 2

+∞∫

−∞
etz 1√

2π
e−

z2

2 Φ(λz)dz

= 2

+∞∫

−∞

1√
2π

e−
1
2
(z2−2tz+t2)e

t2

2 Φ(λz)dz

= 2e
t2

2

+∞∫

−∞

1√
2π

e−
1
2
(z−t)2Φ(λz)dz.

Fazendo a mudança de variável v = z − t (z ∈ R⇒ v ∈ R), tem-se que

MZ(t) = 2e
t2

2

+∞∫

−∞
φ(v)Φ(λv + λt)dv

= 2e
t2

2 E[Φ(λv + λt)],

e usando o resultado do Lema 1, tem-se

MZ(t) = 2e
t2

2 Φ
(

λt√
1 + λ2

)
= 2e

t2

2 Φ(δt), com δ =
λ√

1 + λ2
.

¤

A partir da fgm dada pela Propriedade 9 podem ser obtidos os momentos da

distribuição normal assimétrica padrão.
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Propriedade 10 Se Z ∼ NA(λ), então

E[Z] =

√
2
π

λ√
1 + λ2

e V ar[Z] = 1− 2
π

λ2

(1 + λ2)
.

Demonstração.

E[Z] =
[

d

dt
MZ(t)

]

t=0

=
[
2e

t2

2 tΦ
(

λt√
1 + λ2

)
+ 2e

t2

2 φ

(
λt√

1 + λ2

)
λ√

1 + λ2

]

t=0

= 2φ(0)
λ√

1 + λ2
=

√
2
π

λ√
1 + λ2

.

Para demonstração do resultado da variância, será necessário encontrar E[Z2].

Assim,

E[Z2] =
[

d2

dt2
MZ(t)

]

t=0

=
[

d

dt

[
2e

t2

2

(
tΦ

(
λt√

1 + λ2

)
+ φ

(
λt√

1 + λ2

)
λ√

1 + λ2

)]]

t=0

=
[
2e

t2

2 t

(
tΦ

(
λt√

1 + λ2

)
+ φ

(
λt√

1 + λ2

)
λ√

1 + λ2

)]

t=0

+
[
2e

t2

2

(
Φ

(
λt√

1 + λ2

)
+ tφ

(
λt√

1 + λ2

)
λ√

1 + λ2

)]

t=0

+
[
2e

t2

2

(
φ

(
λt√

1 + λ2

) −λt√
1 + λ2

(
λ√

1 + λ2

)2
)]

t=0

= 1.

Logo,

V ar[Z] = E[Z2]− (E[Z])2 = 1− 2
π

λ2

(1 + λ2)
.

¤
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Propriedade 11 Os momentos pares da distribuição NA(λ) são dados por

E[Z2k] = 2−k (2k)!
k!

,

sendo k um inteiro positivo.

Demonstração. Esta expressão é decorrente da Propriedade 4, que garante que os

momentos de ordem par da distribuição normal assimétrica padrão (Z) coincidem

com os da distribuição normal padrão. ¤

Propriedade 12 Os momentos ímpares da NA(λ) são dados por

E
[
Z2k+1

]
=

√
2
π

λ(1 + λ2)−(k+0,5)2−k(2k + 1)!
k∑

v=0

v!(2λ)2v

(2v + 1)!(k − v)!
.

Demonstração. Ver em Henze (1986). ¤

Os coeficientes de assimetria e de curtose são definidos por

γ1 =
E

[
(Z − E[Z])3

]

[
E

[
(Z − E[Z])2

]]3/2
e γ2 =

E
[
(Z −E[Z])4

]

[
E

[
(Z − E[Z])2

]]2 − 3.

Nas Propriedades 13 e 14 serão apresentados esses coeficientes para uma vari-

ável aleatória Z com distribuição NA(λ).

Propriedade 13 O coeficiente de assimetria da NA(λ) é dado por

γ1 =
√

2(4− π)λ3

[π + (π − 2)λ2]3/2
.

Demonstração. Utilizando as Propriedades 11 e 12 tem-se que
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E[Z] =

√
2
π

λ√
1 + λ2

E
[
Z2

]
= 1

E
[
Z3

]
= 3

√
2
π

λ

(1 + λ2)3/2
+ 2

√
2
π

λ3

(1 + λ2)3/2
.

O numerador de γ1 é dado por

E
[
(Z −E[Z])3

]
= E

[
Z3

]− 3E
[
Z2

]
E[Z] + 3E[Z](E[Z])2 − (E[Z])3

= E
[
Z3

]− 3E[Z] + 2(E[Z])3

= 3

√
2
π

λ

(1 + λ2)3/2
+ 2

√
2
π

λ3

(1 + λ2)3/2

− 3

√
2
π

λ√
1 + λ2

+ 2

[√
2
π

λ√
1 + λ2

]3

=

√
2
π

λ

(1 + λ2)3/2

[
3 + 2λ2 − 3(1 + λ2) +

4
π

λ2

]

=

√
2
π

λ

(1 + λ2)3/2

[
−λ2 +

4
π

λ2

]

=

√
2
π

λ3

(1 + λ2)3/2

[
4
π
− 1

]
. (2.20)

O núcleo do denominador de γ1 é dado por

E
[
(Z −E[Z])2

]
= E

[
Z2

]− 2E[Z]E[Z] + (E[Z])2

= 1− (E[Z])2

= 1− 2
π

λ2

(1 + λ2)
. (2.21)

Por fim, o coeficiente de assimetria γ1 é obtido utilizando as expressões (2.20)

e (2.21) da seguinte forma
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γ1 =
E

[
(Z − E[Z])3

]

[
E

[
(Z − E[Z])2

]]3/2

=

√
2
π

λ3

(1+λ2)3/2

[
4
π − 1

]
[
1− 2

π
λ2

(1+λ2)

]3/2

=
√

2(4− π)λ3©©©π3/2
»»»»»»
(1 + λ2)3/2

[π(1 + λ2)− 2λ2]3/2©©©π3/2
»»»»»»
(1 + λ2)3/2

=
√

2(4− π)λ3

[π + (π − 2)λ2]3/2
.

¤

O coeficiente de assimetria caracteriza como e quanto a distribuição se afasta

da suposição de simetria, sendo uma função crescente em |λ|. Da Propriedade 13,

tem-se que γ1 ∈ [−0,9953, 0,9953].

Propriedade 14 O coeficiente de curtose da NA(λ) é expresso por

γ2 =
8(π − 3)λ4

[π + (π − 2)λ2]2
.

Demonstração. Na demonstração da Propriedade 13 foram apresentados os três

primeiros momentos da variável aleatória Z ∼ NA(λ). Agora, além destes,

necessita-se também do quarto momento, ao qual pode ser obtido aplicando-se-

lhe a Propriedade 11 para k = 2, fornecendo

E
[
Z4

]
= 3.

Com isso, o quarto momento central E
[
(Z − E[Z])4

]
é
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E
[
Z4

]− 4E
[
Z3

]
E[Z] + 6E

[
Z2

]
(E[Z])2 − 4E[Z](E[Z])3 + (E[Z])4

= E
[
Z4

]− 4E
[
Z3

]
E[Z] + 6(E[Z])2 − 3(E[Z])4

= 3− 4

[
3

√
2
π

λ

(1 + λ2)3/2
+ 2

√
2
π

λ3

(1 + λ2)3/2

]√
2
π

λ√
1 + λ2

+ 6
[

2
π

λ2

1 + λ2

]
− 3

[
4
π2

λ4

(1 + λ2)2

]

= 3− 24λ2

π(1 + λ2)2
− 16λ4

π(1 + λ2)2
+

12λ2

π(1 + λ2)
− 12λ4

π2(1 + λ2)2

=
3π2 + 6π2λ2 + 3π2λ4 − 24πλ2 − 16πλ4 + 12πλ2 + 12πλ4 − 12λ4

π2(1 + λ2)2

=
3π2λ4 − 4πλ4 − 12λ4 + 6π2λ2 − 12πλ2 + 3π2

π2(1 + λ2)2

=
3(π2 + 2π(π − 2)λ2) + (3π2 − 4π − 12)λ4

π2(1 + λ2)2
. (2.22)

O segundo momento central ao quadrado é

[
E

[
(Z −E[Z])2

]]2
=

[
1− 2

π

λ2

(1 + λ2)

]2

=
(π + (π − 2)λ2)2

π2(1 + λ2)2
. (2.23)

Por fim, o coeficiente de curtose γ2 é obtido utilizando as expressões (2.22) e

(2.23) da seguinte forma

γ2 =
E

[
(Z − E[Z])4

]

[
E

[
(Z −E[Z])2

]]2 − 3 =

3(π2+2π(π−2)λ2)+(3π2−4π−12)λ4

»»»»»
π2(1+λ2)2

(π+(π−2)λ2)2

»»»»»
π2(1+λ2)2

− 3

=
(3π2 − 4π − 12)λ4 − 3(π − 2)2λ4

(π + (π − 2)λ2)2
=

8πλ4 − 24λ4

(π + (π − 2)λ2)2

=
8(π − 3)λ4

(π + (π − 2)λ2)2
.

¤
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O coeficiente de curtose procura caracterizar o formato da distribuição quanto

ao seu achatamento, sendo menor que 0 para as distribuições platicúrticas, igual a

0 para uma distribuição mesocúrtica e maior que 0 para as distribuições leptocúr-

ticas. Da Propriedade 14, tem-se que γ2 assume valores no intervalo [0, 0,8692], o

que garante que a distribuição é leptocúrtica para todo λ 6= 0.

2.3.2 Caracterizações

Serão apresentadas na sequência três diferentes maneiras de se obter a distri-

buição normal assimétrica padrão, todas partindo de uma distribuição bivariada.

As demonstrações das três caracterizações foram obtidas em Branco & Arellano-

Valle (2004).

1. Construção via condicionamento

Seja Y = [Y1, Y2]> ∼ N2(0,Ω), Ω =


 1 δ

δ 1


 com |δ| < 1. Defina a

variável Z = Y2|Y1 > 0. Então, Z ∼ NA(λ).

Demonstração. Utilizando as propriedades da normal, sabe-se que Y1 e Y2 têm

distribuição marginal N(0,1) e que Y1|Y2 = z ∼ N(δz, 1− δ2). Portanto,

P (Y1 > 0) =
1
2

e P (Y1 > 0|Y2 = z) = Φ
(

δz√
1− δ2

)
.

Então,

fZ(z) = P (Y2|Y1 > 0) =
P (Y2, Y1 > 0)

P (Y1 > 0)
=

P (Y1 > 0|Y2 = z)fY2(z)
P (Y1 > 0)

= 2φ(z)Φ
(

δz√
1− δ2

)
.

Considerando a reparametrização λ = δ√
1−δ2

, tem-se a densidade (2.10). ¤
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Esta construção é denominada modelo de truncamento oculto, sendo motivada

pela seguinte idéia: suponha que duas variáveis aleatórias originalmente seguem

uma distribuição normal bivariada; no entanto, uma delas tem seus valores res-

tritos a alguma condição; por exemplo, serem maiores do que zero (Y1 > 0). A

quantidade de interesse é a variável Y2, que será observada sob a condição imposta

à primeira. Neste caso, o truncamento da primeira induzirá em Y2 uma assimetria.

Como exemplo, considerem-se os escores obtidos por candidatos a um deter-

minado concurso realizado em duas fases, sendo que a realização da segunda fase

depende da aprovação na primeira. Assim, se Y2 é o escore do candidato na se-

gunda fase, esse valor só será observado para candidatos que obtiveram um escore

mínimo de aprovação na primeira fase (Y1). Assim, pode-se pensar que é este tipo

de restrição que induz a assimetria no modelo.

2. Construção via transformação de variáveis

A construção a seguir caracteriza a variável aleatória Z como uma combinação

linear de variáveis aleatórias independentes, sendo de muita utilidade na simulação

desta variável. Essa construção ficou conhecida na literatura como representação

estocástica de Henze (1986).

Sejam Y1 e Y2 variáveis aleatórias independentes com distribuição normal pa-

drão, então

Z = δ|Y1|+
√

1− δ2Y2 ∼ NA(λ) com δ =
λ√

1 + λ2
.

Demonstração. A prova será feita via método do jacobiano. Uma forma alternativa

(Rodríguez, 2005) é fazer via função geradora de momentos. Considerando as

seguintes transformações de variáveis
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



w = |y1|
z = δ|y1|+

√
1− δ2y2

=⇒



|y1| = w

y2 = z−δw√
1−δ2

o jacobiano da transformação fica

J((|y1|,y2),(w,z)) =

∣∣∣∣∣∣

∂|y1|
∂w

∂|y1|
∂z

∂y2

∂w
∂y2

∂z

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
1 0

− δ√
1−δ2

1√
1−δ2

∣∣∣∣∣∣
=

1√
1− δ2

.

Desse modo,

fZ(z) =

+∞∫

0

fW,Z(w,z)dw =

+∞∫

0

f|Y1|,Y2
(|y1|,y2)|J((|y1|,y2),(w,z))| dw

=

+∞∫

0

f|Y1|(w)fY2

(
z − δw√
1− δ2

)
1√

1− δ2
dw

=

+∞∫

0

2φ(w)φ
(

z − δw√
1− δ2

)
1√

1− δ2
dw

=

+∞∫

0

2
e−

1
2
w2

√
2π

e
− 1

2

(
z−δw√
1−δ2

)2

√
2π

1√
1− δ2

dw

=
2√
2π

+∞∫

0

1√
2π(1− δ2)

e
− 1

2

(
w−δz√
1−δ2

)2

e
− 1

2(1−δ2)
(z2−δ2z2)

dw

=
2√
2π

e−
1
2
z2

+∞∫

0

1√
2π(1− δ2)

e
− 1

2

(
w−δz√
1−δ2

)2

dw

= 2φ(z)

+∞∫

− δz√
1−δ2

φ(w)dw = 2φ(z)Φ
(

δz√
1− δ2

)
.

Novamente, basta considerar λ = δ√
1−δ2

para obter a forma dada em (2.10) da
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densidade normal assimétrica. ¤

3. Construção via estatística de ordem

Uma terceira construção é motivada pelo seguinte exemplo apresentado em

Roberts (1966). Ao estudar o efeito de determinada doença numa amostra de

irmãos gêmeos foi considerado apenas a idade do primeiro gêmeo a adquirir a do-

ença. Considerando Y1 e Y2 como sendo as idades dos irmãos ao adquirirem a

doença, é razoável supor que conjuntamente estas variáveis tenham distribuição

normal bivariada. No entanto, como se esperava que os valores de Y1 e Y2 esti-

vessem bastante próximos, registrou-se apenas a variável Z = min(Y1,Y2), e esta,

como será visto a seguir, tem distribuição normal assimétrica padrão.

Branco & Arellano-Valle (2004) apresentaram a demonstração de que a vari-

ável aleatória Z = max(Y1,Y2) é normal assimétrica padrão, devido ao fato de

ser indiferente neste caso usar o máximo ou mínimo, pois ambos geram a mesma

classe de distribuições. Estes mesmos autores deixaram como exercício ao leitor a

demonstração de que Z = min(Y1,Y2) também tem esta distribuição.

Será apresentado na sequência a demonstração feita em Branco & Arellano-

Valle (2004), no entanto, com mais detalhes e, como uma pequena contribuição

aqui, será realizada também a demonstração de que Z = min(Y1,Y2) ∼ NA(λ).

Demonstração. Considere inicialmente [Y1, Y2]> ∼ N2(0,Ω), Ω =


 1 δ

δ 1




com |δ| < 1 e Z = max(Y1,Y2). Então,

FZ(z) = P (Z ≤ z) = P (max(Y1,Y2) ≤ z) = P (Y1 ≤ z,Y2 ≤ z)

= FY1,Y2(z,z) =

z∫

−∞

z∫

−∞

1
2π
√

1− δ2
e
− 1

2(1−δ2)
(y2

1−2δy1y2+y2
2)

dy1dy2,
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considerando que y2
1 − 2δy1y2 = (y1 − δy2)2 − δ2y2

2 , tem-se

FZ(z) =

z∫

−∞

z∫

−∞

1
2π
√

1− δ2
e
− 1

2(1−δ2)
[(y1−δy2)2+y2

2(1−δ2)]
dy1dy2

=

z∫

−∞

1√
2π

e−
1
2
y2
2




z∫

−∞

1√
2π(1− δ2)

e
− 1

2

(
y1−δy2√

1−δ2

)2

dy1


 dy2

=

z∫

−∞
φ(y2)Φ

(
z − δy2√
1− δ2

)
dy2. (2.24)

Para encontrar o resultado desejado, há a necessidade de derivar ambos os lados

da equação (2.24) em relação a z. Para isso, será utilizada a Regra de Leibniz (que

trata da derivação sob o sinal da integral) e a Regra da Cadeia, ambos resultados

da área de Análise Real (Lima, 2006). O seguinte Lema será útil na demonstração.

Lema 2 Se ϕ(x) =
∫ g(x)
a f(x,t) dt. Então,

dϕ(x)
dx

=

g(x)∫

a

∂f(x,t)
∂x

dt +
dg(x)
dx

· f(x,g(x)).

Demonstração. Está em Lima (2006, p. 146) na forma de exemplo. ¤

Realizando as devidas adaptações para o caso em particular, a derivada de

ambos os lados da equação (2.24) em relação a z fica

dFZ(z)
dz

=

z∫

−∞

∂

∂z

[
φ(y2)Φ

(
z − δy2√
1− δ2

)]
dy2 +

dz

dz︸︷︷︸
1

[
φ(z)Φ

(
z − δz√
1− δ2

)]

fZ(z) =

z∫

−∞

1√
1− δ2

φ(y2)φ
(

z − δy2√
1− δ2

)
dy2 + φ(z)Φ

(
(1− δ)z√

1− δ2

)
.(2.25)
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Resta verificar que o resultado da integral na expressão (2.25) é φ(z)Φ
(

(1−δ)z√
1−δ2

)
,

pois desta forma ter-se-ia

fZ(z) = 2φ(z)Φ
(

(1− δ)z√
1− δ2

)
,

e fazendo λ = 1−δ√
1−δ2

, obter-se-ia a forma dada em (2.10) da densidade normal

assimétrica padrão. Assim,

z∫

−∞

1√
1− δ2

φ(y2)φ
(

z − δy2√
1− δ2

)
dy2

=

z∫

−∞

1√
1− δ2

1√
2π

exp
{
−1

2
y2
2

}
1√
2π

exp

{
−1

2

(
z − δy2√

1− δ2

)2
}

dy2

=

z∫

−∞

1√
1− δ2

1
2π

exp
{
−1

2

[
(y2 − δz)2 + z2(1− δ2)

1− δ2

]}
dy2

=
1√
2π

exp
{
−1

2
z2

} z∫

−∞

1√
1− δ2

1√
2π

exp

{
−1

2

(
y2 − δz√
1− δ2

)2
}

dy2.

Fazendo a mudança de variável v = y2−δz√
1−δ2

, tem-se que v ∈
(
−∞, (1−δ)z√

1−δ2

)
,

y2 = δz +
√

1− δ2v com y2 ∈ (−∞, z) e dy2 =
√

1− δ2dv. Portanto

1√
2π

exp
{
−1

2
z2

} z∫

−∞

1√
1− δ2

1√
2π

exp

{
−1

2

(
y2 − δz√

1− δ2

)2
}

dy2

= φ(z)

(1−δ)z√
1−δ2∫

−∞

1√
2π

exp
{
−1

2
v2

}
dv = φ(z)Φ

(
(1− δ)z√

1− δ2

)
,

finalizando a demonstração de que Z = max(Y1,Y2) ∼ NA(λ).
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Ao se considerar Z = min(Y1,Y2), há apenas a necessidade de algumas adap-

tações na demonstração. A função distribuição acumulada de Z fica

FZ(z) = P (Z ≤ z) = P (min(Y1,Y2) ≤ z) = 1− P (min(Y1,Y2) > z)

= 1− P (Y1 > z, Y2 > z)

= 1−
+∞∫

z

+∞∫

z

1
2π
√

1− δ2
e
− 1

2(1−δ2)
(y2

1−2δy1y2+y2
2)

dy1dy2,

= 1−
+∞∫

z

+∞∫

z

1
2π
√

1− δ2
e
− 1

2(1−δ2)
[(y1−δy2)2+y2

2(1−δ2)]
dy1dy2

= 1−
+∞∫

z

1√
2π

e−
1
2
y2
2




+∞∫

z

1√
2π(1− δ2)

e
− 1

2

(
y1−δy2√

1−δ2

)2

dy1


 dy2

= 1−
+∞∫

z

φ(y2)Φ
(
− z − δy2√

1− δ2

)
dy2

= 1 +

z∫

+∞
φ(y2)Φ

(
− z − δy2√

1− δ2

)
dy2. (2.26)

Utilizando novamente o Lema 2, a derivada de ambos os lados da equação (2.26)

em relação a z fica

dFZ(z)
dz

=

z∫

+∞

∂

∂z

[
φ(y2)Φ

(
− z − δy2√

1− δ2

)]
dy2 +

dz

dz︸︷︷︸
1

[
φ(z)Φ

(
− z − δz√

1− δ2

)]

fZ(z) = −
z∫

+∞

1√
1− δ2

φ(y2)φ
(
− z − δy2√

1− δ2

)
dy2 + φ(z)Φ

(
−(1− δ)z√

1− δ2

)

=

+∞∫

z

1√
1− δ2

φ(y2)φ
(
− z − δy2√

1− δ2

)
dy2 + φ(z)Φ

(
(δ − 1)z√

1− δ2

)
.(2.27)
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Resta verificar que o resultado da integral na expressão (2.27) é φ(z)Φ
(

(δ−1)z√
1−δ2

)
,

pois desta forma ter-se-ia

fZ(z) = 2φ(z)Φ
(

(δ − 1)z√
1− δ2

)
,

e fazendo λ = δ−1√
1−δ2

, obter-se-ia a forma dada em (2.10) da densidade normal

assimétrica padrão. Assim,

+∞∫

z

1√
1− δ2

φ(y2)φ
(

z − δy2√
1− δ2

)
dy2

=

+∞∫

z

1√
1− δ2

1√
2π

exp
{
−1

2
y2
2

}
1√
2π

exp

{
−1

2

(
z − δy2√

1− δ2

)2
}

dy2

=

+∞∫

z

1√
1− δ2

1
2π

exp
{
−1

2

[
(y2 − δz)2 + z2(1− δ2)

1− δ2

]}
dy2

=
1√
2π

exp
{
−1

2
z2

} +∞∫

z

1√
1− δ2

1√
2π

exp

{
−1

2

(
y2 − δz√
1− δ2

)2
}

dy2.

Fazendo a mudança de variável v = y2−δz√
1−δ2

, tem-se que v ∈
(

(1−δ)z√
1−δ2

,+∞
)

,

y2 = δz +
√

1− δ2v com y2 ∈ (z, +∞) e dy2 =
√

1− δ2dv. Portanto

1√
2π

exp
{
−1

2
z2

} +∞∫

z

1√
1− δ2

1√
2π

exp

{
−1

2

(
y2 − δz√

1− δ2

)2
}

dy2

= φ(z)

+∞∫

(1−δ)z√
1−δ2

1√
2π

exp
{
−1

2
v2

}
dv = φ(z)Φ

(
−(1− δ)z√

1− δ2

)

= φ(z)Φ
(

(δ − 1)z√
1− δ2

)
,

finalizando a demonstração de que Z = min(Y1,Y2) ∼ NA(λ). ¤
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2.3.3 Distribuição normal assimétrica de locação e escala

O modelo (2.10) é estendido quando se introduz parâmetros de locação (µ ∈
R) e de escala (σ > 0). Neste caso, será utilizada a seguinte notação:

Y ∼ NA(µ,σ2,λ).

A função densidade de probabilidade será agora da seguinte forma

fY (y) =
2
σ

φ

(
y − µ

σ

)
Φ

(
λ

y − µ

σ

)
, y ∈ R. (2.28)

Por meio do método do jacobiano, verifica-se que se Z ∼ NA(λ), então

Y = µ + σZ ∼ NA(µ,σ2,λ).

Demonstração. Se Y = g(Z) = µ + σZ =⇒ Z = h(Y ) = (Y − µ)/σ. O

jacobiano da transformação (em relação a y) fica J(z,y) = dh(y)
dy = 1

σ .

Como a densidade de Z é fZ(z) = 2φ(z)Φ(λz), a densidade de Y é

fY (y) = fZ(h(y))|J(z,y)| = 2φ

(
y − µ

σ

)
Φ

(
λ

y − µ

σ

) ∣∣∣∣
1
σ

∣∣∣∣

=
2
σ

φ

(
y − µ

σ

)
Φ

(
λ

y − µ

σ

)
,

o que prova que a densidade de Y é da forma dada em (2.28). ¤

A função de distribuição acumulada da normal assimétrica de locação e escala

é apresentada na próxima propriedade.
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Propriedade 15 A fda correspondente a (2.28), denotada por FY (y; µ,σ2,λ) é

dada por

FY (y; µ,σ2,λ) = 2Φ2

(
y − µ

σ
, 0

∣∣∣∣0, Ω
)

, com Ω =


 1 −δ

−δ 1


 ,

δ =
λ√

1 + λ2
, y ∈ R,

sendo Φ2(·, · |0,Ω) a função de distribuição acumulada de uma normal bivariada

com vetor de médias zero e matriz de covariâncias Ω.

Demonstração. (Rodríguez, 2005) Considerando Y = µ + σZ e Z ∼ NA(λ),

tem-se

FY (y;µ,σ2,λ) = P (Y ≤ y) = P (µ + σZ ≤ y) = P

(
Z ≤ y − µ

σ

)

= FZ

(
y − µ

σ
; λ

)
= 2Φ2

(
y − µ

σ
, 0

∣∣∣∣0,Ω
)

.

¤

Na sequência, será apresentada a função geradora de momentos (fgm) da nor-

mal assimétrica de locação e escala.

Propriedade 16 A fgm correspondente a (2.28) é dada por

MY (t) = 2 exp
(

tµ +
t2σ2

2

)
Φ(δtσ), com δ =

λ√
1 + λ2

.
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Demonstração. Reproduzida de Rodríguez (2005).

MY (t) = E
[
etY

]
=

+∞∫

−∞
ety 2

σ
φ

(
y − µ

σ

)
Φ

(
λ

y − µ

σ

)
dy.

Fazendo a mudança de variável z = y−µ
σ , tem-se que z ∈ R, y = µ + σz e

dy = σdz. Com isso

MY (t) =

+∞∫

−∞
et(µ+σz)2φ(z)Φ(λz)dz = etµ

+∞∫

−∞
etσz2φ(z)Φ(λz)dz

= etµMZ(tσ) = etµ2e
t2σ2

2 Φ(δtσ) = 2 exp
(

tµ +
t2σ2

2

)
Φ(δtσ).

¤

Lin et al. (2007) fornecem uma forma simples de se obterem os momentos

superiores da normal assimétrica sem usar sua função geradora de momentos.

Apresenta-se aqui o resultado obtido por eles em forma de lema.

Lema 3 Se Y ∼ NA(µ,σ2,λ) e X ∼ N
(
µ, σ2

1+λ2

)
, então

a) E
[
Xn+1

]
= µE [Xn] + σ2

1+λ2 [dE [Xn] /dµ]

b) E
[
Y n+1

]
= µE [Y n] + σ2 [dE [Y n] /dµ] +

√
2
π

λ√
1+λ2

σE [Xn]

c) E
[
(Y −E[Y ])n+1

]
= σ2 [dE [(Y −E[Y ])n] /dµ]+nσ2E

[
(Y − E[Y ])n−1

]

− [E[Y ]− µ] E [(Y − E[Y ])n] +
√

2
π

λ√
1+λ2

σE [(X −E[Y ])n].

A esperança e a variância de uma variável aleatória Y ∼ NA(µ,σ2,λ) são

apresentadas na próxima propriedade. O Lema 3 será utilizado na demonstração

desta propriedade.
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Propriedade 17 A esperança e a variância de Y ∼ NA(µ,σ2,λ) são dadas por

E[Y ] = µ +

√
2
π

λ√
1 + λ2

σ e V ar[Y ] = σ2

(
1− 2

π

λ2

(1 + λ2)

)
.

Demonstração. A esperança é obtida utilizando o item b) do Lema 3, considerando

n = 0. Assim,

E[Y ] = E
[
Y 0+1

]

= µE
[
Y 0

]
︸ ︷︷ ︸

1

+σ2


dE

[
Y 0

]
︸ ︷︷ ︸

1

/dµ


 +

√
2
π

λ√
1 + λ2

σ E
[
X0

]
︸ ︷︷ ︸

1

= µ +

√
2
π

λ√
1 + λ2

σ.

Para demonstrar o resultado da variância será preciso encontrar primeiramente a

quantidade E
[
Y 2

]
. Para isso, deve-se utilizar novamente o item b) do Lema 3,

porém, considerar agora n = 1. Assim,

E
[
Y 2

]
= E

[
Y 1+1

]

= µE
[
Y 1

]
+ σ2

[
dE

[
Y 1

]
/dµ

]
+

√
2
π

λ√
1 + λ2

σ E
[
X1

]
︸ ︷︷ ︸

µ

= µ

[
µ +

√
2
π

λ√
1 + λ2

σ

]
+ σ2 d

dµ

[
µ +

√
2
π

λ√
1 + λ2

σ

]

︸ ︷︷ ︸
1

+

√
2
π

λ√
1 + λ2

σµ

= µ2 + 2µ

√
2
π

λ√
1 + λ2

σ + σ2.

Logo,
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V ar[Y ] = E
[
Y 2

]− (E[Y ])2

= ¡¡µ
2 +

»»»»»»»»»
2µ

√
2
π

λ√
1 + λ2

σ + σ2

−
[
¡¡µ

2 +
»»»»»»»»»
2µ

√
2
π

λ√
1 + λ2

σ +
2
π

λ2

(1 + λ2)
σ2

]

= σ2

(
1− 2

π

λ2

(1 + λ2)

)
.

¤
Os coeficientes de assimetria e curtose, correspondentes a densidade dada em

(2.28), são os mesmos do caso padrão dados nas Propriedades 13 e 14.

Uma última propriedade, porém muito interessante, é que qualquer combina-

ção linear de uma variável normal assimétrica será também uma normal assimé-

trica. Esta propriedade é apresentada a seguir.

Propriedade 18 Sejam X e Y duas variáveis aleatórias tais que

X ∼ NA(µ,σ2,λ) e Y = a + bX,

com a, b ∈ R, b 6= 0. Então,

Y ∼ NA(a + bµ, b2σ2, sinal(b)λ).

A idéia da demonstração desta propriedade foi obtida de Rodríguez (2005).

Demonstração. Considere inicialmente b > 0. Note que, X ∼ NA(µ,σ2,λ) pode

ser reescrito como X = µ + σZ, com Z ∼ NA(λ). Neste caso, tem-se que

P (Y < y) = P (a + bX < y) = P (a + b(µ + σZ) < y)

= P

(
Z <

y − (a + bµ)
bσ

)
= FZ

(
y − (a + bµ)

bσ
; λ

)
,
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e portanto, Y ∼ NA(a + bµ,b2σ2, λ).

Agora, considerando b < 0, tem-se que

P (Y < y) = P (a + bX < y) = P (a + b(µ + σZ) < y)

= P

(
Z >

y − (a + bµ)
bσ

)
= 1− FZ

(
y − (a + bµ)

bσ
; λ

)
.

Utilizando a Propriedade 6 da normal assimétrica padrão, tem-se que

P (Y < y) = 1− FZ

(
y − (a + bµ)

bσ
; λ

)

= FZ

(
y − (a + bµ)

[(−1)b]σ
;−λ

)
.

Neste caso, Y ∼ NA(a + bµ,b2σ2,−λ). Analisando os dois casos, pode-se con-

cluir que

Y ∼ NA(a + bµ,b2σ2, sinal(b)λ),

o que finaliza a prova. ¤
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3 MÉTODOS

Neste capítulo serão apresentados os passos da construção dos três procedi-

mentos de testes de hipóteses propostos neste trabalho. Na Seção 3.1 serão apre-

sentados o modelo de planejamento adotado, uma representação hierárquica deste

modelo, a função de verossimilhança associada, as distribuições a priori, posteriori

e condicionais completas de cada parâmetro do modelo, as quais serão utilizadas

para implementar o amostrador de Gibbs e obter a inferência a posteriori. Ainda

nesta seção, revisita-se o modelo proposto, porém, construindo-o sob a hipótese

nula (H0). Na Seção 3.2 será apresentado um procedimento bayesiano para testar

a hipótese global de igualdade de k médias independentes, supondo erros normais

assimétricos, sendo esta metodologia uma alternativa ao usual teste F da ANOVA.

Na Seção 3.3 será feita a formalização de dois testes bayesianos para comparações

múltiplas supondo novamente erros normais assimétricos. Na Seção 3.4 serão

apresentados os métodos utilizados na validação dos testes propostos via simula-

ção Monte Carlo. Por fim, na Seção 3.5, será apresentado um conjunto de dados

reais referente à planta trevo vermelho.

3.1 Modelo de planejamento com erro normal assimétrico

Considere k níveis diferentes de um único fator (tratamento) e o caso em que

há um número igual de observações (r) em cada tratamento. O modelo linear

adotado (delineamento inteiramente ao acaso, sem perda de generalidade) é

Yij = µ + ti + εij ,





i = 1, . . . ,k

j = 1, . . . ,r
(3.1)
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em que Yij representa a j-ésima observação tomada sob o tratamento i, µ é a

constante geral, ti é o efeito do i-ésimo nível do fator e εij é o efeito do erro

experimental não observável. Neste trabalho, será substituída a usual suposição de

normalidade para os erros, pela seguinte suposição mais geral

εij ∼ NA(0,σ2,λ),

ou seja, será admitido que os erros sejam variáveis aleatórias independentes com

distribuição normal assimétrica, com parâmetros de posição, escala e assimetria

iguais a 0, σ2 e λ, respectivamente. Supõe-se ainda que a variância dos erros,

V ar[εij ] = σ2

(
1− 2

π

λ2

1 + λ2

)
,

seja constante para todos os níveis do fator. Ao fazer essa suposição não se consi-

derará média zero para os erros, pois neste caso

E[εij ] = σ

√
2
π

λ√
1 + λ2

6= 0.

Portanto,

E[Yij ] = E[µ + ti + εij ]

= µ + ti + σ

√
2
π

λ√
1 + λ2

= θi +

(
σ

√
2
π

λ√
1 + λ2

)
,

com θi = µ + ti. No entanto, isso não afetará as comparações múltiplas entre

as médias dos níveis do tratamento, devido ao fato do incremento na média da
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variável resposta ser um fator fixo, isto é, uma constante igual a

σ

√
2
π

λ√
1 + λ2

.

Uma forma alternativa de escrever o modelo (3.1) é considerar a representação

estocástica de Henze (1986) que foi apresentada na Seção 2.3.2. Nessa represen-

tação, o modelo é apresentado em uma forma hierárquica sendo mais conveni-

ente para a implementação do amostrador de Gibbs. Alocando os θi = µ + ti,

i = 1, . . . ,k no vetor θ = [θ1, . . . ,θk]>, pode-se reescrever o modelo (3.1) na

seguinte forma hierárquica

Yij = x>i θ + σ

(
λ√

1 + λ2
Uij +

1√
1 + λ2

Vij

)
,

em que Uij ∼ NT (0,1) e Vij ∼ N(0,1) são variáveis aleatórias independentes e

x>i , de dimensão (1 × k), representa o vetor que possui 0 em todas as posições,

exceto na i-ésima, onde o valor é igual a 1 (por exemplo, x>1 = [1,0, . . . ,0]).

Fazendo δ = λ√
1+λ2

, tem-se

Yij = x>i θ + σδUij + σ
√

1− δ2Vij . (3.2)

Condicionando (3.2) em Uij , tem-se

Yij |Uij = uij ∼ N
(
x>i θ + σδuij , σ

2(1− δ2)
)

(3.3)

Uij ∼ NT (0,1).

Demonstração. Ao condicionar em Uij = uij , tem-se uma relação linear direta

entre as variáveis aleatórias Yij |Uij e Vij , da seguinte forma
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Yij |Uij = a + bVij ,

com a = x>i θ + σδuij e b = σ
√

1− δ2. Como Vij ∼ N(0,1), Yij |Uij também

terá distribuição normal, porém com média e variância dadas, respectivamente,

por

E[Yij |Uij ] = E[a + bVij ] = a + bE[Vij ]︸ ︷︷ ︸
0

= a,

V ar[Yij |Uij ] = V ar[a + bVij ] = b2 V ar[Vij ]︸ ︷︷ ︸
1

= b2.

Portanto, Yij |Uij = uij ∼ N(a, b2), o que prova o resultado. ¤

As variáveis aleatórias Uij , i = 1, . . . ,k e j = 1, . . . ,r são variáveis latentes,

isto é, não observáveis. Estas são muito úteis no processo de estimação, devido à

facilidade de escrever os modelos assimétricos em estruturas condicionais.

A fim de facilitar o trabalho computacional, será considerada a seguinte repa-

rametrização

η = σδ e τ = σ
√

1− δ2.

Com isso, a expressão (3.3) fica

Yij |Uij = uij ∼ N
(
x>i θ + ηuij , τ

2
)

Uij ∼ NT (0,1).

A função de verossimilhança aumentada8 é então dada por
8A palavra “aumentada” se refere à inclusão de variáveis latentes na função especificada.
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L(θ,η,τ,uij |Y ,X) =
k∏

i=1

r∏

j=1

fY ,U (yij , uij) =
k∏

i=1

r∏

j=1

fY |U (yij |uij)fU (uij)

=
k∏

i=1

r∏

j=1

[
1√

2πτ2
exp

{
− 1

2τ2
(yij − x>i θ − ηuij)2

}

× 2√
2π

exp
{
−1

2
u2

ij

}
I[0,+∞)(uij)

]

∝ 1
τn

exp
{
− 1

2τ2
(Y −Xθ − ηU)>(Y −Xθ − ηU)

}

× exp
{
−1

2
U>U

} k∏

i=1

r∏

j=1

I[0,+∞)(uij), (3.4)

em que Y = [Y11, . . . ,Y1r, . . . ,Yk1, . . . ,Ykr]>, de dimensão n × 1, é o vetor ale-

atório da variável resposta, X , de dimensão n × k, é a matriz de planejamento,

U = [U11, . . . ,U1r, . . . ,Uk1, . . . ,Ukr]>, de dimensão n× 1, é o vetor aleatório da

variável latente e I(·,·) denota a função indicadora. Note-se que, nessa terminolo-

gia, n é igual ao número de níveis do fator multiplicado pelo número de repetições

(consideradas iguais por simplicidade), isto é, n = kr.

3.1.1 Modelagem bayesiana

Uma parte fundamental da análise bayesiana é a especificação das distribuições

a priori para todos os parâmetros desconhecidos do modelo.

A priori subjetiva para o parâmetro de assimetria (λ) deverá descrever a incer-

teza a respeito desse parâmetro, baseando-se no conhecimento prévio a respeito do

problema. Por exemplo, uma densidade a priori com massa concentrada em valo-

res positivos de λ indicaria que a assimetria dos dados deverá ser positiva. Assim,

o estabelecimento de uma priori subjetiva depende do particular problema que se

está tratando e deverá ser discutida caso a caso.

No entanto, para eliminar a responsabilidade da escolha de uma distribuição

67



a priori subjetiva, pode-se, por exemplo, considerar uma priori não informativa.

Neste contexto, Bayes & Branco (2007) realizaram estudos de simulação sobre

aspectos inferenciais da distribuição normal assimétrica num enfoque bayesiano

considerando duas especificações a priori para o parâmetro de assimetria, a saber:

λ ∼ t(0,1/2; 2) e λ ∼ t(0,π2/4; 1/2). Aqui, t(a,b; d) denota uma distribuição t

de Student centrada em a, com parâmetro de escala b e d graus de liberdade. Esses

autores concluíram que a priori

λ ∼ t

(
0,

1
2
; 2

)
, (3.5)

é uma boa alternativa para se fazer inferência sob o parâmetro de assimetria do

modelo. Bayes & Branco (2007) obtiveram a priori dada em (3.5) a partir da se-

guinte parametrização δ = λ√
1+λ2

. Como δ ∈ [−1,1], a escolha natural seria

δ ∼ U(−1, 1), ou seja, uma distribuição uniforme no intervalo [−1,1], a qual

induz no espaço paramétrico de λ uma distribuição t de Student com os hiperpa-

râmetros especificados em (3.5). Como estes autores não apresentaram a prova

deste fato, decidiu-se realizá-la aqui. Para isso, serão utilizados métodos padrões

de transformações de variáveis.

Demonstração. Considere δ = g(λ) = λ√
1+λ2

. O jacobiano da transformação (em

relação a λ) fica J(δ,λ) = dg(λ)
dλ = (1 + λ2)−3/2. Assumindo que δ ∼ U(−1,1),

sua densidade é

πδ(δ) =
1
2

I[−1,1](δ).

Com isso, a densidade de λ é
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π(λ) = πδ(g(λ)) |J(δ,λ)| = 1
2
(1 + λ2)−3/2 ∼ t

(
0,

1
2
; 2

)
,

o que prova o resultado. ¤

Na construção da priori conjunta, seguindo a sugestão de Bayes & Branco

(2007), considerou-se a priori especificada em (3.5) para o parâmetro de assimetria

(λ) e a usual priori de Jeffreys para parâmetros de posição (θ) e escala (σ) dada

em (2.2), adaptando aqui a idéia para o caso multivariado em questão.

Considerando Θ(k+2×1) = [θ,σ,λ]> o vetor paramétrico completo e assu-

mindo independência a priori de todos os parâmetros, a especificação a priori a ser

considerada é dada por

π(Θ) = π(θ,σ,λ) = π(θ)π(σ)π(λ) ∝ 1
σ

π(λ), (3.6)

com λ ∼ t(0,σ2
t ; κ). No estudo de simulação será considerado a priori induzida

pela distribuição uniforme (δ ∼ U(−1,1)), isto é, serão assumidos os seguintes

valores para os hiperpâmetros: σ2
t = 1

2 e κ = 2. Ao se substituir a priori atribuída

a λ na expressão (3.6) obtém-se,

π(Θ) = π(θ,σ,λ) ∝ 1
σ

(
1 +

λ2

κσ2
t

)− (κ+1)
2

. (3.7)

Agora, a distribuição a priori λ ∼ t(0,σ2
t ; κ) também pode ser reescrita na seguinte

forma hierárquica

λ|W = w ∼ N

(
0,

σ2
t

w

)
(3.8)

W ∼ Gama
(κ

2
,
κ

2

)
,
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com W sendo considerada outra variável aleatória latente.

Demonstração. Tem-se que

π(λ|w) =
1√

2π
σ2

t
w

exp

(
−1

2
λ2

σ2
t

w

)
e π(w) =

(
κ
2

)κ
2

Γ
(

κ
2

)w
κ
2
−1 exp

(
−κw

2

)
.

Logo,

π(λ) =

+∞∫

0

π(λ,w)dw =

+∞∫

0

π(λ|w)π(w)dw

=

+∞∫

0

1√
2π

σ2
t

w

exp

(
−1

2
λ2

σ2
t

w

) (
κ
2

)κ
2

Γ
(

κ
2

)w
κ
2
−1 exp

(
−κw

2

)
dw

=

(
κ
2

)κ
2 Γ

(
κ+1

2

)
σ−1

t

√
2πΓ

(
κ
2

) [
1
2

(
κ + λ2

σ2
t

)] (κ+1)
2

×
+∞∫

0

[
1
2

(
κ + λ2

σ2
t

)] (κ+1)
2

Γ
(

κ+1
2

) w
(κ+1)

2
−1 exp

[
−1

2

(
κ +

λ2

σ2
t

)
w

]
dw

︸ ︷︷ ︸
1

=
Γ

(
κ+1

2

)

Γ
(

κ
2

)
Γ

(
1
2

) [
√

κσt]−1

[
1 +

λ2

κσ2
t

]− (κ+1)
2

∼ t(0,σ2
t ; κ).

¤

Utilizando-se de (3.8), a priori proposta em (3.7) pode ser reescrita como

π(θ,σ,λ,w) ∝ 1
σ

exp
(
−1

2
wλ2

σ2
t

)
w

(κ+1)
2

−1 exp
(
−κw

2

)
. (3.9)

70



Demonstração. Tem-se que

π(θ,σ,λ,w) = π(θ,σ,λ|w)π(w)

= π(θ,σ|λ,w)π(λ|w)π(w)

∝
[

1
σ

] 
 1√

2π
σ2

t
w

exp

(
−1

2
λ2

σ2
t

w

)


[ (
κ
2

)κ
2

Γ
(

κ
2

)w
κ
2
−1 exp

(
−κw

2

)]

∝ 1
σ

exp
(
−1

2
wλ2

σ2
t

)
w

(κ+1)
2

−1 exp
(
−κw

2

)
.

¤

Considerando novamente a reparametrização η = σδ e τ = σ
√

1− δ2 e utili-

zando de métodos padrões de transformações de variáveis, a distribuição a priori

em (3.9) pode ser reescrita como

π(θ,η,τ,w) ∝ 1
τ2

exp
(
−1

2
η2w

τ2σ2
t

)
w

(κ+1)
2

−1 exp
(
−κ

2
w

)
. (3.10)

Demonstração. Seja In a matriz identidade de ordem (n×n) e O uma matriz nula.

Considere a seguinte transformação de variáveis





θ1 = θ1

...

θk = θk

w = w

η = σ λ√
1+λ2

τ = σ√
1+λ2

=⇒





θ1 = θ1

...

θk = θk

w = w

σ = (η2 + τ2)
1
2

λ = η/τ

O jacobiano da transformação fica
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J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂θ1
∂θ1

· · · ∂θ1
∂θk

∂θ1
∂w

∂θ1
∂η

∂θ1
∂τ

...
. . .

...
...

...
...

∂θk
∂θ1

· · · ∂θk
∂θk

∂θk
∂w

∂θk
∂η

∂θk
∂τ

∂w
∂θ1

· · · ∂w
∂θk

∂w
∂w

∂w
∂η

∂w
∂τ

∂σ
∂θ1

· · · ∂σ
∂θk

∂σ
∂w

∂σ
∂η

∂σ
∂τ

∂λ
∂θ1

· · · ∂λ
∂θk

∂λ
∂w

∂λ
∂η

∂λ
∂τ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣
Ik+1 Ok+1×2

O2×k+1 A2×2

∣∣∣∣∣∣

= |Ik+1||A2×2| = |A2×2|,

com o determinante da matriz A calculado da seguinte forma

det A =

∣∣∣∣∣∣

∂σ
∂η

∂σ
∂τ

∂λ
∂η

∂λ
∂τ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

η

(η2+τ2)
1
2

τ

(η2+τ2)
1
2

1
τ − η

τ2

∣∣∣∣∣∣∣

= − η2

τ2(η2 + τ2)
1
2

− 1

(η2 + τ2)
1
2

= −(η2 + τ2)
1
2

τ2
.

Então,

π(θ,η,τ,w) ∝ 1

(η2 + τ2)
1
2

exp
(
−1

2
η2w

τ2σ2
t

)
w

(κ+1)
2

−1 exp
(
−κ

2
w

)
|J |

∝ 1
τ2

exp
(
−1

2
η2w

τ2σ2
t

)
w

(κ+1)
2

−1 exp
(
−κ

2
w

)
,

finalizando a prova. ¤

Finalmente, a distribuição a posteriori aumentada é obtida multiplicando a pri-

ori aumentada dada em (3.10) pela função de verossimilhança aumentada dada em

(3.4) sendo dada por
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π(θ,η,τ,w, uij |Y ,X) ∝ π(θ,η,τ,w)L(θ,η,τ,uij |Y ,X)

∝ 1
τ2

exp
(
−1

2
η2w

τ2σ2
t

)
w

(κ+1)
2

−1 exp
(
−κ

2
w

)

× 1
τn

exp
{
− 1

2τ2
(Y −Xθ − ηU)>(Y −Xθ − ηU)

}

× exp
{
−1

2
U>U

} k∏

i=1

r∏

j=1

I[0,+∞)(uij), (3.11)

resultando em formas conhecidas para todas as distribuições9 condicionais com-

pletas a posteriori, as quais são representadas pelas seguintes expressões

w|θ,η,τ,U ,Y ,X ∼ Gama

(
κ + 1

2
,
1
2

(
η2

τ2σ2
t

+ κ

))
,

U |θ,η,τ,w,Y ,X ∼ NTn

(
(Y −Xθ)η

η2 + τ2
,

(
τ2

η2 + τ2

)
In

)
,

θ|η,τ,w,U ,Y ,X ∼ Nk

(
(X>X)−1X>(Y − ηU),τ2(X>X)−1

)
, (3.12)

η|θ,τ,w,U ,Y ,X ∼ N


(Y −Xθ)>U

w
σ2

t
+ U>U

,
τ2

w
σ2

t
+ U>U


 ,

1
τ2

∣∣∣∣θ,η,w,U ,Y ,X ∼ Gama(a,b), com

a =
n + 1

2
e b =

1
2

(
(Y −Xθ − ηU)>(Y −Xθ − ηU) +

wη2

σ2
t

)
.

A distribuição condicional completa de U dada em (3.12) é uma normal trun-

cada multivariada à esquerda de zero, de dimensão n, isto é, cada componente do

vetor (Uij) é uma normal truncada à esquerda de zero, para todo i = 1, . . . ,k e

j = 1, . . . ,r, com In representando a matriz identidade de ordem n× n.
9As demonstrações das distribuições condicionais completas se encontram no Anexo A.
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3.1.2 Modelo restrito sob a hipótese nula

Sob a hipótese nula, H0 : θ1 = θ2 = · · · = θk, o vetor paramétrico θ =

[θ1, . . . ,θk]> se reduz somente a um parâmetro θ. Com isso, o modelo reduzido

pode ser escrito na seguinte forma matricial

Y = 1θ + ε,

com Y , de dimensão n × 1, sendo o vetor aleatório da variável resposta, ε, de

dimensão n× 1, sendo o vetor de erros e 1, de dimensão n× 1, representando um

vetor composto de elementos iguais a 1. Com isso, a função de verossimilhança

aumentada dada em (3.4), a distribuição a priori aumentada dada em (3.10) e a

distribuição a posteriori aumentada dada em (3.11) serão as mesmas aqui, para o

modelo reduzido, porém, com as devidas adaptações, isto é, θ no lugar de θ e 1 no

lugar de X , resultando nas seguintes condicionais completas

w|θ,η,τ,U ,Y ,1 ∼ Gama

(
κ + 1

2
,
1
2

(
η2

τ2σ2
t

+ κ

))
,

U |θ,η,τ,w,Y ,1 ∼ NTn

(
(Y − 1θ)η

η2 + τ2
,

(
τ2

η2 + τ2

)
In

)
,

θ|η,τ,w,U ,Y ,1 ∼ N
(
(1>1)−11>(Y − ηU), τ2(1>1)−1

)
, (3.13)

η|θ,τ,w,U ,Y ,1 ∼ N


(Y − 1θ)>U

w
σ2

t
+ U>U

,
τ2

w
σ2

t
+ U>U


 ,

1
τ2

∣∣∣∣θ,η,w,U ,Y ,1 ∼ Gama(a,b), com

a =
n + 1

2
e b =

1
2

(
(Y − 1θ − ηU)>(Y − 1θ − ηU) +

wη2

σ2
t

)
.
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Note-se que, sob H0, a distribuição condicional completa de θ dada em (3.13) se

torna agora uma distribuição normal univariada.

3.2 Teste para hipótese nula global - TG

Apresenta-se nesta seção a primeira proposta deste trabalho, que é um proce-

dimento bayesiano para testar a hipótese de igualdade de k médias independentes,

assumindo erros com distribuição normal assimétrica.

A formalização deste teste foi inspirada na estatística multivariada de razão

de verossimilhanças para vetores de médias normais, que é uma forma quadrática

(Johnson & Weerahandi, 1988; Ferreira, 2008).

Considere a seguinte hipótese nula global, de igualdade de k médias indepen-

dentes,

H0 : θ1 = θ2 = · · · = θk. (3.14)

A função do teste baseado na estatística multivariada para testar H0 é dada por

qc = (θp − θ0)>Σ−1
p (θp − θ0), (3.15)

em que θp é o vetor de médias da distribuição a posteriori de θ sob H1 dada por

θp =




E[θ1|Y ]

E[θ2|Y ]
...

E[θk|Y ]




k×1

= E[θ|Y ], (3.16)

θ0 é o vetor constituído de k repetições da média a posteriori de θ sob H0, dado
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por

θ0 =




E[θ|Y ]

E[θ|Y ]
...

E[θ|Y ]




k×1

= 1E[θ|Y ], (3.17)

e, por fim, Σ−1
p é a inversa da matriz de covariância da distribuição a posteriori de

θ sob H1, sendo dada por

Σ−1
p =




V ar[θ1|Y ] 0 · · · 0

0 V ar[θ2|Y ] · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · V ar[θk|Y ]




−1

= [diag(V ar[θi|Y ])]−1, (3.18)

com V ar[θi|Y ] representando a variância a posteriori de θi, i = 1, . . . ,k, sob H1

e diag(·) representando uma matriz diagonal.

Como a distribuição da função do teste dada em (3.15) é desconhecida, será

usado o seguinte procedimento para obtenção da distribuição nula. Inicialmente

será gerado uma única cadeia de tamanho ` = 51000 da distribuição a posteriori

dos parâmetros θ, σ e λ sob H0, constituindo uma matriz de dimensão 3× 51000.

Como são conhecidas somente as condicionais completas a posteriori, será utili-

zado simulação Monte Carlo via cadeias de Markov para obtenção dessa cadeia.

Serão considerados os valores de burn-in10 e jump iguais a 1000 e 50, respec-

tivamente. Com isso, obteremos um valor de N igual a 1000, isto é, será ob-
10Definidos após simulações preliminares, através do critério de Raftery & Lewis (1992) por meio

do pacote CODA, que está implementado no software R.

76



tida uma amostra de tamanho 1000 da distribuição de cada um dos 3 parâmetros,

constituindo uma nova matriz de dimensão 3 × N . Os valores gerados θ, σ, λ,

 = 1, . . . ,N , são realizações das distribuições a posterioris referentes a -ésima

unidade da distribuição de equilíbrio a posteriori.

A partir da matriz de dimensão 3 × N (constituída dos N valores gerados

para θ, σ e λ sob H0), será construído, uma nova matriz de dimensão ((k + 2) ×
N), de tal forma que as k primeiras linhas desta matriz contenham valores de

θ (emulando uma situação de k diferentes populações) e as últimas duas linhas

contenham os valores gerados para os parâmetros σ e λ. O procedimento para

a obtenção dessa matriz é descrito como segue: a 1a linha será constituída dos

mesmos valores gerados para θ sob H0; a 2a até a k-ésima linha serão preenchidas

a partir de permutações dos valores gerados para θ; por fim, as últimas duas linhas

((k + 1)a e (k + 2)a) serão preenchidas com os mesmos valores gerados para os

parâmetros σ e λ sob H0. A fim de facilitar a compreenção do método, o mesmo

é ilustrado na Figura 2.

Após a obtenção da matriz de dimensão ((k + 2)×N), para cada coluna, isto

é, para cada unidade vetorial  da distribuição de equilíbrio a posteriori sob H0

simulada, será obtida a forma quadrática

q = (θ − θ0)>Σ−1
0 (θ − θ0), (3.19)

em que θ> = [θ1,θ2, . . . ,θk] para  = 1, . . . ,N , θ0 é como dado em (3.17) e

Σ−1
0 , a inversa da matriz de covariâncias da distribuição a posteriori de θ sob H0,
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Distribuições condicionais
completas sob H0

²²
MCMC

Amostrador de Gibbs
(burn-in e jump)

//

Obtenção das cadeias dos
parâmetros θ, σ, λ

θ1 · · · θ · · · θN
σ1 · · ·σ · · ·σN

λ1 · · ·λ · · ·λN

¦¦
Utilização da cadeia do
θ para preenchimento
da 2a à k-ésima linha

via permutações

//

Construção da matriz de
dimensão ((k + 2)×N)

1a linha: θ1 · · · θ · · · θN

2a linha: permutações dos θ
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ka linha: permutações dos θ

(k + 1)a linha: σ1 · · ·σ · · ·σN

(k + 2)a linha: λ1 · · ·λ · · ·λN

FIGURA 2 Ilustração do método para obtenção da distribuição nula da função dos
parâmetros do teste da hipótese nula global.

é dada por

Σ−1
0 =




V ar[θ|Y ] 0 · · · 0

0 V ar[θ|Y ] · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · V ar[θ|Y ]




−1

= [diag(V ar[θ|Y ])]−1.

em que V ar[θ|Y ] é a variância a posteriori de θ sob H0.

Os N valores de q obtidos formam a distribuição nula da função dos parâme-

tros dada por (3.15). Ordenando esses valores, pode-se obter o quantil superior

100α% (qα) para diferentes valores de α, como, por exemplo, para α = 10%,

α = 5% ou α = 1%. A decisão contrária ou não à hipótese H0 é tomada de
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acordo com o seguinte critério: se o valor da função qc obtida em (3.15) for maior

que qα obtida em (3.19), rejeita-se H0.

3.3 Testes para comparações múltiplas

Apresentam-se na sequência outras duas propostas deste trabalho, que são dois

testes bayesianos de comparações múltiplas, assumindo erros com distribuição

normal assimétrica.

A formalização do primeiro teste foi inspirada novamente na estatística mul-

tivariada de razão de verossimilhanças para vetores de médias normais, enquanto

que, para o segundo teste, a inspiração se deu a partir do uso da distribuição da am-

plitude estudentizada para comparações múltiplas de k médias normais (Machado

et al., 2005; Hinkelmann & Kempthorne, 1994; Steel & Torrie, 1980).

3.3.1 Teste baseado em formas quadráticas - TFQ

As comparações múltiplas são definidas para todos os testes de hipóteses entre

duas médias. Com isso, considere um vetor ` que possui na i-ésima e i′-ésima po-

sições os valores 1 e -1, respectivamente, e nas demais posições o valor 0. Assim,

para testar a hipótese nula

H0 : `>θ = 0, (3.20)

propõe-se a seguinte função paramétrica

qii′ =
`>θp√
`>Σp`

, (3.21)

para ∀ i 6= i
′
, com i e i

′
variando de 1 a k, em que θp é o vetor de médias a

posteriori de θ dado em (3.16) e Σp é a matriz de covariâncias da distribuição a
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posteriori de θ dada em (3.18), sendo essas duas medidas calculadas sob H1.

Para a tomada de decisão, será utilizada a distribuição nula de q obtida a

partir da expressão (3.19). Portanto, se |qii′ | ≥
√

qα, a hipótese nula (3.20) deve

ser rejeitada, considerando esse nível α de probabilidade nominal. É conveniente

destacar que qualquer outra escolha do vetor ` pode ser feita, embora o foco neste

trabalho tenha sido o de comparações múltiplas. Neste contexto, é possivel obter

o intervalo de credibilidade para `>θ da seguinte forma

IC1−α(`>θ) : `>θp ±√qα

√
`>Σp`

e a região de credibilidade (RC) de 100(1− α%) para θ por

RC1−α(θ) : {θ|(θ − θp)>Σ−1
p (θ − θp) ≤ qα}.

3.3.2 Teste baseado na amplitude estudentizada - TAE

A função do teste baseado na amplitude estudentizada é dada por

∆ii′ =
Λii′

σp
=
|E[θi|Y ]− E[θi′ |Y ]|

σp
, (3.22)

para ∀ i 6= i
′
, com i e i

′
variando de 1 a k, em que E[θi|Y ] e E[θi′ |Y ] são,

respectivamente, as esperanças a posteriori de θi e θi
′ sob H1 e σp sendo calculado

por

σp =

√
E[σ2|Y ]

r
,

com E[σ2|Y ] representando a esperança a posteriori do parâmetro σ2 calculada

sob H1 e r, o número de repetições do experimento.

A fim de preservar a credibilidade global pré-fixada em 1 − α, devido ao fato
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de serem realizadas k(k−1)
2 comparações entre os θi’s a posteriori, será adotado o

seguinte procedimento descrito na sequência para realização deste teste.

Considerando a mesma matriz, de dimensão ((k + 2) × N), dos parâmetros

sobre H0 obtida a partir dos procedimentos descritos na Seção 3.2 e ilustrados na

Figura 2, para cada unidade vetorial ,  = 1, . . . ,N , da distribuição de equilíbrio

a posteriori sob H0 simulada (θ) será obtida a seguinte expressão

∆ =
max(θ)−min(θ)

σ√
kr

, (3.23)

com θ = [θ1,θ2, . . . ,θk]> e σ sendo o parâmetro de dispersão a posteriori do

modelo sob H0 no -ésimo estágio da cadeia, assumido normal assimétrico.

Os N valores de ∆ obtidos formam a distribuição nula da função

max
i6=i′

(∆ii
′ ) = max(∆12,∆13, . . . ,∆(k−1)k),

em que ∆ii
′ é

∆ii′ =
|E[θi|Y ]−E[θi

′ |Y ]|
σ√
kr

.

Novamente, ordenando esses valores, pode-se obter o quantil superior 100α%

(∆α) para diferentes valores de α, como por exemplo, para α = 10%, α = 5% ou

α = 1%.

A tomada de decisão para identificar as diferenças entre as médias será feita

da seguinte forma: calculam-se todas as diferenças, duas a duas, entre as médias a
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posteriori sob H1, em valor absoluto, isto é,

Λii′ = |E[θi|Y ]− E[θi′ |Y ]|, ∀ i 6= i
′
,





i = 1, . . . ,k − 1

i
′
= i + 1, . . . ,k

(3.24)

e compara-se com a seguinte função

∆α

√
E[σ2|Y ]

r
, (3.25)

em que ∆α foi obtida a partir de (3.23) e E[σ2|Y ] calculada sob H1. Para cada

combinação de (3.24) maior que (3.25), conclui-se que as respectivas médias são

diferentes.

3.4 Validação dos testes via simulação

Nesta seção serão apresentados os detalhes metodológicos para a avaliação do

desempenho dos 3 testes propostos neste trabalho.

Considerando que em estudos de desempenho de testes de comparações múl-

tiplas é muito complicado obter analiticamente informações sobre as taxas de erro

tipo I e poder, como também é praticamente impossível desenvolver pesquisas

com dados reais, devido à dificuldade de estabelecer vários experimentos sob as

mesmas condições experimentais (Carmer & Swanson, 1973), decidiu-se realizar

a validação dos testes por meio de simulação Monte Carlo a partir da utilização do

software R (R Development Core Team, 2009). Essa técnica facilita a obtenção

dos resultados sendo utilizada anteriormente por vários autores, entre eles Brat-

cher & Hamilton (2005), Nashimoto & Wright (2005), Borges & Ferreira (2003) e

Carmer & Swanson (1973). Todas as rotinas implementadas em R para avaliação

dos testes se encontram em Anexo B.
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As simulações foram divididas em duas etapas, sendo a primeira para o teste

da hipótese nula global de igualdade de k médias (TG) e a segunda para os testes

de comparações múltiplas, a saber: teste baseado em formas quadráticas (TFQ)

e teste baseado na amplitude estudentizada (TAE). Cada uma dessas etapas foi

subdividida novamente em duas partes. Na primeira foram simuladas situações

sob H0 completa11 a fim de se avaliar a taxa de erro tipo I do TG e a taxa de

erro tipo I por experimento dos testes de comparações múltiplas: TFQ e TAE.

Na segunda foram simuladas situações sob H0 parcial12 para avaliar o poder do

teste TG e dos testes TFQ e TAE, e ainda, as taxas de erro tipo I por experimento

somente para os testes TFQ e TAE.

Os passos para a simulação de Monte Carlo são descritos a seguir. Como têm-

se disponíveis somente as distribuições condicionais completas dos parâmetros do

modelo, será utilizada a técnica do amostrador de Gibbs descrita na Seção 2.1.1

para obtenção das cadeias de cada parâmetro. Com isso, o primeiro passo antes de

dar início ao estudo de simulação, foi definir valores coerentes para as quantidades

burn-in e jump, as quais serão assumidas para todo o estudo de simulação. A

partir de simulações preliminares, definiu-se um burn-in de 1000 e um jump de

5013, por meio do críterio de Raftery & Lewis (1992) via o pacote CODA que está

implementado no software R. Com isso, para cada configuração adotada no estudo

de simulação foram geradas duas longas realizações da cadeia, uma sob o modelo

restrito e a outra sob o modelo irrestrito, sendo o comprimento (`) de cada uma

fixado em 51000, a fim de sempre ter uma amostra efetiva (N) de tamanho 1000.

Foram considerados então, N = 1000 simulações de k populações não es-

truturadas e qualitativas. Em cada simulação geram-se amostras de tamanho r

11Todas as médias dos tratamentos idênticas.
12Pelo menos uma média diferente das demais.
13Os valores adotados para burn-in e jump são superiores aos fornecidos pelo critério de Raftery

& Lewis (1992).
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de cada uma das k populações (níveis do fator), sendo considerados três modelos

probabilísticos para os resíduos do modelo: a normal padrão (λ = 0), a normal

assimétrica padrão com parâmetro de assimetria λ = 1 e a normal assimétrica

padrão com parâmetro de assimetria λ = 5.

Para as simulações sobre H0 completa foram consideradas k populações com

médias idênticas e fixadas com valor 100, sem perda de generalidade. Foram con-

sideradas várias configurações envolvendo o número de níveis do fator (k) e o

número de repetições (r). Mais especificamente, foram utilizados valores de k

iguais a 5, 10 e 20 e valores de r iguais a 4 e 10. Em todas as configurações e

nos N experimentos gerados de cada uma delas, os testes foram aplicados con-

siderando os níveis nominais de credibilidades α iguais a 1%, 5% e 10%, sendo

computadas as taxas de erro tipo I por experimento.

Considerando que as taxas de erro tipo I serão estimadas via simulação Monte

Carlo, as mesmas não estão livres de erros. Com isso, seguindo a mesma idéia

realizada por Oliveira & Ferreira (2009), aplicou-se um teste binomial exato con-

siderando um nível nominal de significância de 1% para as hipóteses

H0 : α = 10% H0 : α = 5% H0 : α = 1%
H1 : α 6= 10% H1 : α 6= 5% H1 : α 6= 1%

sendo estes aplicados para as taxas de erro tipo I. Se a hipótese nula for rejeitada e

a taxa de erro tipo I for considerada significativamente (p < 0,01) inferior ao nível

nominal, o teste será considerado conservativo; se a hipótese nula for rejeitada e a

taxa de erro tipo I for considerada significativamente (p < 0,01) superior ao nível

nominal, o teste será considerado liberal; e se a taxa de erro tipo I observada for

não significativamente (p > 0,01) diferente ao nível nominal, o teste será conside-

rado exato. Se y representa o número de hipóteses nulas rejeitadas nas N = 1000

simulações de Monte Carlo ao nível nominal de significância α, então, pode-se
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obter a estatística do teste usando a relação entre as distribuições F e binomial,

com probabilidade de sucesso p = α por meio de

F =
(

y + 1
N − y

)(
1− α

α

)
,

que, sob a hipótese nula, segue uma distribuição F com ν1 = 2(N − y) e ν2 =

2(y + 1) graus de liberdade. Se F ≤ F0,005 ou F ≥ F0,995, a hipótese nula deve

ser rejeitada ao nível de 1%, em que F0,005 e F0,995 são os quantis da distribuição

F com ν1 e ν2 graus de liberdade.

Para as simulações sobre H0 parcial, foram considerados dois grupos iguais in-

ternamente, mas diferentes entre si. Nesse caso, as diferenças entre as médias dos

tratamentos dos dois grupos considerados (δ) foram iguais a 2, 4 e 8. O valor de

δ representa o número de erros padrões da diferença entre duas médias consecuti-

vas (levando-se em conta que se está assumindo a distribuição normal assimétrica

para os resíduos). Adotaram-se, agora, somente duas distribuições para os resí-

duos do modelo: a normal padrão (λ = 0) e a normal assimétrica padrão com

parâmetro de assimetria λ = 5. Novamente, foram utilizados valores de r iguais

a 4 e 10; no entanto, para o número de tratamento k foram adotados somente 5

e 20. Levando-se em conta que sob H0 parcial o interesse se concentra no poder

dos testes, os mesmos foram computados para cada configuração considerando os

mesmos níveis nominais de credibilidades, isto é, α = 1%, 5% e 10%.

Em todas as simulações, os hiperparâmetros da distribuição a priori foram fi-

xados em σ2
t = 1

2 e κ = 2, seguindo a sugestão de Bayes & Branco (2007).

A fim de comparar os resultados dos 3 testes propostos com outros testes fre-

quentistas usuais, implementou-se também na rotina computacional o teste F da

ANOVA, a ser comparado com o teste da hipótese nula global (TG), e o teste de

Tukey, a ser comparado com os testes de comparações múltiplas TFQ e TAE.
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Os resultados e discussões das simulações, como também uma aplicação dos

testes propostos em um experimento contendo dados reais, são apresentados no

Capítulo 4. Uma descrição deste experimento é apresentado na próxima seção.

3.5 Descrição do experimento em plantas trevo vermelho

Steel & Torrie (1980) apresentam um experimento no qual foi medida a quan-

tidade de nitrogênio, em miligramas, contida em plantas do tipo trevo vermelho14

inoculadas com culturas de bactérias (fixadoras de nitrogênio) dos tipos Rhizobium

trifolii e um composto com cinco culturas de Rhizobium meliloti. Cada uma das

cinco culturas de Rhizobium trifolii, que é própria da planta trevo vermelho, foi

testada individualmente com cinco culturas de Rhizobium meliloti, típica da alfafa.

Adicionalmente, um composto de culturas de trevo vermelho foi também testado

com um composto de culturas da alfafa, totalizando seis níveis de tratamentos.

O experimento foi conduzido em uma casa de vegetação utilizando um delinea-

mento inteiramente casualizado com cinco repetições por tratamento, sendo cada

uma constituída de um pote. O objetivo foi comparar os níveis de nitrogênio para

os diferentes tratamentos. Os dados dos teores de nitrogênio, em miligramas, são

apresentados na Tabela 1.

O trevo vermelho é uma planta proveniente da Europa, especialmente Grã-

Bretanha, onde se encontra largamente distribuído. Os ingredientes ativos conti-

dos nessa planta são isoflavonas15, flavonóides16 e cumarínicos17. Em humanos,

seu uso tradicional é para tratar problemas dermatológicos em crianças, como ec-
14Nome científico: Trifolium pratense.
15É um tipo de nutriente ao qual são creditadas várias ações benéficas para a saúde humana.
16É o nome dado a um grande grupo de fitonutrientes, encontrados em diversas plantas, frutas,

vegetais, assim como em alimentos processados como chá e vinho.
17Substâncias sintéticas relacionadas a cumarina, utilizada, entre outras coisas, como anticoagu-

lantes.
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TABELA 1 Teor de nitrogênio, em mg, de plantas trevo vermelho inoculadas com
combinações de culturas de bactérias do tipo Rhizobium trifolii e Rhi-
zobium meliloti.

Tratamentos
1 2 3 4 5 6

Repetição 3DOK13 3DOK4 Composto 3DOK7 3DOK5 3DOK1

1 14,3 17,0 17,3 20,7 17,7 19,4
2 14,4 19,4 19,4 21,0 24,8 32,6
3 11,8 9,1 19,1 20,5 27,9 27,0
4 11,6 11,9 16,9 18,8 25,2 32,1
5 14,2 15,8 20,8 18,6 24,3 33,0

Média 13,26 14,64 18,70 19,92 23,98 28,82
D. Padrão 1,43 4,12 1,60 1,13 3,78 5,80

zemas18 e em adultos, usado para tratar bronquite e tosse, especialmente coquelu-

che, por sua ação expectorante. Seu uso traz alívio para os sintomas da menopausa

nas mulheres e nos homens, contribui para diminuir a incidência de hiperplasia

prostática benigna (HPB) e de câncer de próstata. É eficaz na manutenção dos ní-

veis de HDL, o colesterol bom. No entanto, como as isoflavonas têm propriedades

semelhantes aos estrógenos, as mesmas não são recomendadas para mulheres com

história de câncer de mama atual ou passada.

As ações clínicas da planta trevo vermelho são: 1) redução da resistência vas-

cular periférica (auxilia na diminuição da pressão arterial); 2) diminuição da co-

agulabilidade sanguínea; 3) redução da secreção pulmonar; 4) prevenção da os-

teoporose; 5) diminuição ou interrupção de proliferação de células tumorais de

próstata, estômago e mama e 6) ação cicatrizante.

Na Figura 3 ilustra-se esta planta.

Tendo em vista os fatos descritos anteriormente, nota-se que existe uma im-
18Doença crônica da pele.
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FIGURA 3 Planta trevo vermelho.

portância considerável no estudo da planta trevo vermelho, a qual possui também

a característica de fixação de nitrogênio no solo, resultando em uma boa produção

de matéria seca.

Steel & Torrie (1980) analisaram os dados da Tabela 1 por meio de metodolo-

gias frequentistas, isto é, assumiram distribuições normais independentes para os

resíduos do modelo. No Capítulo 4 será analisado novamente este conjunto de da-

dos, porém, aplicando os métodos propostos neste trabalho, assumindo, portanto,

a distribuição normal assimétrica para os resíduos do modelo de planejamento

adotado.
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4 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Apresentam-se neste capítulo os resultados obtidos nos estudos de simulações

para as taxas de erro tipo I e poder para os 3 testes propostos, como também uma

aplicação destes testes ao experimento de dados reais da planta trevo vermelho.

Para melhor compreensão, decidiu-se apresentar separadamente os resultados

para o teste da hipótese nula global (TG) dos resultados para os testes de compa-

rações múltiplas (TFQ e TAE).

4.1 Teste para hipótese nula global

4.1.1 Erro tipo I sob hipótese nula completa

O tamanho é uma fundamental característica da performance de um teste. Um

teste é considerado exato se tem tamanho real igual ao tamanho nominal α. Testes

que tenham um tamanho real menor que o nominal são considerados conservativos

e aqueles com taxas de erros tipo I maiores que o nível nominal α são liberais.

As taxas de erro tipo I para os testes TG e F da ANOVA são apresentadas na

Tabela 2 em função do número de repetições (r), do número de tratamentos (k)

e dos níveis nominais de credibilidades (α), sob H0 completa, considerando-se a

distribuição normal padrão (λ = 0) para os resíduos, obtidas em 1000 simulações

Monte Carlo.

De modo geral, pode-se observar que o teste TG controla o erro tipo I, pois

não ocorreram situações em que os valores das taxas de erro tipo I superaram os

valores nominais de credibilidades adotados. O que se verifica, é que o TG foi

considerado conservativo, ou seja, as taxas empíricas de erros tipo I ficaram bem

abaixo dos valores nominais estabelecidos.
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TABELA 2 Taxas de erro tipo I (%) para os testes TG e F , em função do número
de repetições (r), do número de tratamentos (k) e dos níveis nominais
de credibilidades (α), sob H0 completa, considerando-se a distribui-
ção normal padrão (λ = 0) para os resíduos.

α = 1% α = 5% α = 10%
r k TG F TG F TG F

4 5 0,0* 1,2 0,2* 5,0 0,9* 10,2
10 0,1* 1,3 0,1* 5,6 0,2* 11,3
20 0,1* 1,0 0,5* 4,7 0,7* 8,8

10 5 0,0* 0,9 0,0* 5,3 0,1* 10,8
10 0,2* 0,8 0,3* 5,7 0,4* 10,2
20 0,1* 0,9 0,1* 4,4 0,1* 10,0

* significativamente diferente (p < 0,01) do nível de credibilidade nominal.

Em nenhuma das configurações avaliadas o TG apresentou desempenho li-

beral. Isto mostra que este teste, considerando-se a distribuição normal padrão

(λ = 0) para os resíduos, controlou o erro tipo I sob a hipótese H0 completa,

embora em forma conservativa.

Nota-se ainda que o teste F apresentou em todas as configurações consideradas

taxas de erro tipo I muito próximas dos níveis nominais de credibilidades adotados,

o que era esperado, pois está se considerando neste caso a distribuição normal

padrão para os resíduos.

Os resultados obtidos para as taxas de erro tipo I dos testes TG e F , conside-

rando a distribuição normal assimétrica com λ = 1 e λ = 5 para os resíduos do

modelo são apresentados nas Tabelas 3 e 4, respectivamente.

Analisando as Tabelas 3 e 4, nota-se que os valores obtidos para as taxas de

erro tipo I para os testes TG e F não foram relativamente afetados quando se

considerou a distribuição normal assimética para os resíduos, isto é, o teste TG se

manteve muito conservativo e o teste F apresentou novamente taxas de erro tipo I
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TABELA 3 Taxas de erro tipo I (%) para os testes TG e F , em função do número
de repetições (r), do número de tratamentos (k) e dos níveis nominais
de credibilidades (α), sob H0 completa, considerando-se a distribui-
ção normal assimétrica padrão (λ = 1) para os resíduos.

α = 1% α = 5% α = 10%
r k TG F TG F TG F

4 5 0,1* 1,1 0,1* 5,6 0,4* 10,5
10 0,1* 1,0 0,4* 5,7 0,6* 11,1
20 0,1* 1,5 0,2* 5,1 0,9* 9,2

10 5 0,0* 1,0 0,0* 4,3 0,0* 9,1
10 0,1* 1,2 0,2* 5,5 0,3* 10,3
20 0,2* 1,1 0,4* 5,6 0,5* 11,8

* significativamente diferente (p < 0,01) do nível de credibilidade nominal.

muito próximas dos níveis nominais adotados. Isso provavelmente ocorreu devido

ao fato de a distribuição normal assimétrica não apresentar um comportamento

muito diferente da distribuição normal.

TABELA 4 Taxas de erro tipo I (%) para os testes TG e F , em função do número
de repetições (r), do número de tratamentos (k) e dos níveis nominais
de credibilidades (α), sob H0 completa, considerando-se a distribui-
ção normal assimétrica padrão (λ = 5) para os resíduos.

α = 1% α = 5% α = 10%
r k TG F TG F TG F

4 5 0,2* 1,6 0,9* 5,9 1,2* 9,9
10 0,3* 0,8 0,8* 4,8 1,9* 9,4
20 1,4 0,7 5,4 4,4 10,7 9,3

10 5 0,0* 0,7 0,1* 5,1 0,2* 10,2
10 0,0* 1,1 0,3* 6,0 1,5* 9,9
20 0,4* 0,8 1,9* 5,1 3,6* 9,4

* significativamente diferente (p < 0,01) do nível de credibilidade nominal.

Observando-se com maior detalhe a Tabela 4, verifica-se que para uma espe-
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cífica configuração (r = 4, k = 20 e normal assimétrica com λ = 5 para os

resíduos), o teste TG apresentou-se exato, com taxas de erro tipo I muito próximas

aos valores nominais, tendo, portanto, desempenho semelhante ao teste F nessa

configuração. Há de se ressaltar que o teste F é considerado robusto a violações da

suposição de normalidade dos resíduos, como observado por vários autores, entre

eles, Driscoll (1996), Ringland (1983) e Sheffé (1959).

Nota-se ainda na Tabela 4 que houve um pequeno aumento nos valores em-

píricos das taxas de erro tipo I para o teste TG, independente da configuração,

comparados aos resultados da Tabela 2.

Com base nestes resultados, provavelmente os valores de poder do teste TG

serão inferiores aos valores de poder do teste F . No entanto, se isso não ocorrer

ou, se pelo menos o poder destes testes forem próximos, será possível afirmar que

o teste TG caminha para um teste ideal, isto é, baixas taxas de erro tipo I e alto

poder. Os resultados de poder são apresentados na próxima seção.

4.1.2 Poder sob hipótese nula parcial

Esta seção apresenta os resultados de poder dos testes TG e F sob várias con-

figurações. As simulações foram realizadas assumindo dois grupos iguais inter-

namente, mas diferentes entre si, isto é, considerou-se uma distância δ entre as

médias de tratamentos dos grupos, com δ representando o número de erros pa-

drões da diferença entre duas médias (levando-se em conta que se está assumindo

a distribuição normal assimétrica para os resíduos). Os valores considerados para

δ nas 1000 simulações de Monte Carlo foram 2, 4 e 8. Como os resultados para os

níveis nominais de 1%, 5% e 10% apresentaram grande similaridade, decidiu-se

apresentar somente os resultados para α = 5%.

As estimativas empíricas de poder para os testes TG e F são apresentadas na
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Figura 4, em função do número de repetições (r) e do número de tratamentos

(k), considerando-se a distribuição normal padrão (λ = 0) para os resíduos, para

α = 5%.

Como era esperado, a partir dos resultados obtidos para as taxas de erro tipo I

descritos na Seção 4.1.1, nota-se na Figura 4 que o teste TG apresentou em todas

as configurações consideradas, taxas empíricas de poder inferiores ao do teste F ,

isto para pequenas diferenças entre médias (δ = 2). Para diferenças maiores

(δ = 4 e δ = 8), nota-se que o teste TG apresenta desempenho similar ao teste

F , o que de certo ponto induz que este teste é uma alternativa viável quando a

distribuição dos resíduos é a distribuição normal padrão.
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FIGURA 4 Poder dos testes TG e F , em função do número de repetições (r) e
do número de tratamentos (k), considerando-se a distribuição normal
padrão (λ = 0) para os resíduos, para α = 5%.
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A inferioridade do poder do TG para δ pequeno já era esperado, devido ao fato

do TG apresentar desempenho mais conservativo do que o teste F , com relação as

taxas empíricas de erro tipo I, descritas anteriormente.

Outro fato esperado quando se analisam taxas empíricas de poder é que, com

o aumento da diferença (δ) entre as médias dos tratamentos dos dois grupos, o

poder de todos os testes analisados aumentem. Este fato se verifica tanto para o

teste TG quanto para o teste F , como pode ser constatado na Figura 4, indicando

uma possível verificação da exatidão do programa de simulação.

Por fim, ainda na Figura 4, nota-se de maneira geral, que ambos os testes

tiveram um pequeno aumento no poder quando os parâmetros r ou k aumentaram,

e que, com o aumento de k, o teste TG melhorou seu desempenho relativo mais

rapidamente com o aumento de δ do que com o aumento de r.

A fim de verificar se as taxas de poder dos testes TG e F são afetadas quando

se considera a distribuição normal assimétrica padrão com parâmetro de assimetria

λ = 5 para os resíduos, realizaram-se outras 1000 simulações Monte Carlo, consi-

derando as mesmas configurações de r e k; no entanto, assumiu-se a distribuição

NA(5) para os resíduos. Esses resultados são apresentados na Figura 5.

De maneira geral pode-se afirmar que não houve mudança no comportamento

das taxas empíricas de poder de ambos os testes quanto da troca da distribuição

dos resíduos de N(0,1) para NA(5). No entanto, observa-se na Figura 5 que as

taxas empíricas de poder do teste TG ficaram relativamente maiores das obtidas

na Figura 4. Por exemplo, para a configuração r = 10, k = 20 e δ = 2, em

que se considera a distribuição N(0,1) para os erros (Figura 4 (d)), o poder do

teste TG está em torno de 20%, enquanto que, ao trocar a distribuição dos erros

para NA(5), nesta mesma configuração (Figura 5 (d)), a taxa empírica de poder

deste teste salta para aproximadamente 80%. Em particular, para esta específica
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(b) r = 4 e k = 20
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(c) r = 10 e k = 5
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FIGURA 5 Poder dos testes TG e F , em função do número de repetições (r) e
do número de tratamentos (k), considerando-se a distribuição normal
assimétrica padrão (λ = 5) para os resíduos, para α = 5%.

configuração, pode-se afirmar que o teste TG teve uma bom desempenho.

Novamente, como observado na Figura 4, constata-se na Figura 5 que as taxas

empíricas dos testes TG e F aumentaram com o aumento da diferença (δ) entre as

médias dos tratamentos dos dois grupos, com o aumento do número de repetições

(r), e também com o aumento do número de tratamentos (k), fixados os demais

parâmetros, com era esperado.

4.2 Testes para comparações mútiplas

Os resultados do estudo de simulação referente às taxas de erro tipo I por

experimento (sob H0 completa e parcial) e poder (sob H0 parcial) para os dois
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testes de comparações múltiplas propostos, isto é, TFQ (teste baseado em formas

quadráticas) e TAE (teste baseado na amplitude estundentizada), juntamente com

os resultados do teste de Tukey, são apresentados nas próximas duas subseções.

4.2.1 Erro tipo I por experimento sob hipótese nula completa

Apresentam-se na Tabela 5 as taxas de erro tipo I por experimento em porcen-

tagem para os testes TFQ, TAE e Tukey em função do número de repetições (r),

do número de tratamentos (k) e dos níveis nominais de credibilidades (α), sob H0

completa, considerando-se a distribuição normal padrão (λ = 0) para os resíduos,

obtidas em 1000 simulações Monte Carlo.

TABELA 5 Taxas de erro tipo I (%) por experimento para os testes TFQ, TAE e
Tukey, em função do número de repetições (r), do número de trata-
mentos (k) e dos níveis nominais de credibilidades (α), sob H0 com-
pleta, considerando-se a distribuição normal padrão (λ = 0) para os
resíduos.

α = 5% α = 10%
r k TFQ TAE Tukey TFQ TAE Tukey

4 5 0,1* 0,0* 5,8 0,1* 0,0* 9,7
10 0,0* 0,0* 6,1 0,0* 0,0* 12,5
20 0,0* 0,0* 4,6 0,0* 0,0* 8,8

10 5 0,0* 0,0* 5,6 0,0* 0,0* 10,7
10 0,0* 0,0* 5,1 0,0* 0,0* 9,6
20 0,0* 0,0* 4,5 0,0* 0,0* 8,3

* significativamente diferente (p < 0,01) do nível de credibilidade nominal.

De maneira geral, analisando a Tabela 5, nota-se que houve controle do erro

tipo I por experimento para ambos os testes TFQ e TAE, pois em todos os ca-

sos as taxas de erros não superaram os valores nominais adotados. Na verdade,

observa-se que o TFQ e TAE apresentaram taxas de erro tipo I por experimento

bem inferiores aos níveis nominais de credibilidades estabelecidos, o que indica
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que estes dois testes são conservativos nas configurações consideradas.

Comparando os resultados com o teste Tukey, verifica-se que os testes TFQ e

TAE são extremamente conservativos, independente do número de repetições (r)

e do número de tratamentos (k), sob a distribuição normal padrão para os resíduos

do modelo.

Apresentam-se nas Tabelas 6 e 7 os resultados obtidos para as taxas de erro

tipo I por experimento em porcentagem, sob H0 completa, dos testes TFQ, TAE e

Tukey, considerando a distribuição normal assimétrica para os resíduos do modelo

com os seguintes parâmetros de assimetria, λ = 1 e λ = 5, respectivamente.

TABELA 6 Taxas de erro tipo I (%) por experimento para os testes TFQ, TAE e
Tukey, em função do número de repetições (r), do número de trata-
mentos (k) e dos níveis nominais de credibilidades (α), sob H0 com-
pleta, considerando-se a distribuição normal assimétrica padrão para
os resíduos (λ = 1).

α = 5% α = 10%
r k TFQ TAE Tukey TFQ TAE Tukey

4 5 0,1* 0,0* 5,8 0,1* 0,1* 10,5
10 0,0* 0,0* 5,3 0,0* 0,0* 10,7
20 0,0* 0,0* 4,8 0,0* 0,0* 9,9

10 5 0,0* 0,0* 4,3 0,0* 0,0* 9,8
10 0,0* 0,0* 4,8 0,0* 0,0* 10,1
20 0,0* 0,0* 5,7 0,0* 0,0* 12,5

* significativamente diferente (p < 0,01) do nível de credibilidade nominal.

Analisando as Tabelas 6 e 7, nota-se que os valores obtidos para as taxas de

erro tipo I por experimento sob H0 completa para os testes TFQ e TAE não foram

afetados quando considerou-se a distribuição normal assimética para os resíduos,

isto é, os testes TFQ e TAE se mostraram ainda muito conservativos e o teste de

Tukey apresentou novamente taxas de erro tipo I por experimento muito próximas

dos níveis nominais adotados, exceto para uma específica configuração (r = 4,
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TABELA 7 Taxas de erro tipo I (%) por experimento para os testes TFQ, TAE e
Tukey, em função do número de repetições (r), do número de trata-
mentos (k) e dos níveis nominais de credibilidades (α), sob H0 com-
pleta, considerando-se a distribuição normal assimétrica padrão para
os resíduos (λ = 5).

α = 5% α = 10%
r k TFQ TAE Tukey TFQ TAE Tukey

4 5 0,2* 0,0* 5,9 0,4* 0,0* 9,0
10 0,0* 0,1* 4,2 0,0* 0,1* 8,4
20 0,0* 1,1* 3,2* 0,0* 2,0* 8,6

10 5 0,0* 0,1* 5,2 0,0* 0,2* 9,8
10 0,0* 0,1* 5,2 0,0* 0,2* 10,2
20 0,0* 0,0* 4,3 0,0* 0,3* 8,9

* significativamente diferente (p < 0,01) do nível de credibilidade nominal.

k = 20 e normal assimétrica com λ = 5 para os resíduos), no qual o teste se

mostrou também conservativo, no nível nominal α = 5%, como constatado na

Tabela 7. Como dito anteriormente, isso provavelmente ocorreu devido ao fato da

distribuição normal assimétrica não apresentar um comportamento muito diferente

da distribução normal padrão. Em todos os casos considerados, os testes TFQ e

TAE apresentaram taxas relativamente próximas de zero, indicando excesso de

conservadorismo.

Novamente, com base nestes resultados, provavelmente os valores de poder

dos testes TFQ e TAE serão inferiores aos valores de poder do teste de Tukey.

No entanto, se isso não ocorrer ou, se pelo menos o poder destes testes forem

próximos, será possível afirmar que os testes TFQ ou TAE caminham para testes

ideais, isto é, baixas taxas de erro tipo I por experimento e alto poder.
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4.2.2 Erro tipo I por experimento sob hipótese nula parcial

Esta seção apresenta as taxas empíricas de erros tipo I por experimento em

porcentagem para os testes de comparações múltiplas TFQ, TAE e Tukey, consi-

derando a suposição de hipótese nula parcial, ou seja, consideraram-se dois grupos

iguais internamente, mas diferentes entre si, a partir de uma distância δ entre as

médias de tratamentos dos grupos. Nas 1000 simulações de Monte Carlo foi com-

putado a proporção de vezes que pelo menos uma das diferenças entre as médias

dentro de cada grupo foi considerada diferente, o que gera o erro tipo I por experi-

mento, isto feito para todos os três testes analisados. Consideraram-se novamente

os mesmos valores para δ, isto é, 2, 4 e 8 e, devido à similaridade dos resulta-

dos para os níveis nominais de 1%, 5% e 10%, decidiu-se apresentar somente os

resultados para α = 5%.

As taxas de erro tipo I por experimento sob H0 parcial para os testes TFQ,

TAE e Tukey, em função de r, k e δ são apresentadas na Tabela 8, considerando o

nível nominal de 5% e distribuição normal padrão (λ = 0) para os resíduos.

TABELA 8 Taxas de erro tipo I (%) por experimento para os testes TFQ, TAE e
Tukey, em função do número de repetições (r), do número de trata-
mentos (k) e da diferença entre as médias de cada grupo (δ), sob H0

parcial, considerando-se a distribuição normal padrão (λ = 0) para os
resíduos, ao nível nominal de 5%.

δ = 2 δ = 4 δ = 8
r k TFQ TAE Tuk. TFQ TAE Tuk. TFQ TAE Tuk.

4 5 0,0* 0,0* 2,8* 0,1* 0,0* 1,5* 0,0* 0,0* 1,8*
20 0,0* 0,0* 2,2* 0,0* 0,0* 2,6* 0,0* 1,2* 3,1*

10 5 0,0* 0,0* 4,0 0,0* 0,0* 2,2* 0,0* 0,0* 2,2*
20 0,0* 0,0* 3,2* 0,0* 0,0* 3,2* 0,0* 0,1* 2,7*

* significativamente diferente (p < 0,01) do nível de credibilidade nominal.

Verifica-se de modo geral que os três testes controlaram o erro tipo I por ex-
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perimento sob H0 parcial e distribuição normal padrão (λ = 0) para os resíduos,

independentemente do número de repetições (r), do número de tratamentos (k) e

da diferença entre as médias dos tratamentos dos dois grupos (δ). Em todos os

casos, os três testes mostraram-se conservativos, exceto em uma específica con-

figuração (r = 10, k = 5 e δ = 2), em que o teste de Tukey se mostrou exato.

Pode-se destacar ainda que, as taxas de erro tipo I dos testes TFQ e TAE foram

expressivamente menores do que as do teste de Tukey, o que pode afetar o poder

destes testes.

Na Tabela 9 são apresentadas as taxas de erro tipo I por experimento em por-

centagem, sob H0 parcial, para os testes TFQ, TAE e Tukey, em função de r, k e

δ, quando se considerou a distribuição normal assimétrica padrão (λ = 5) para os

resíduos, considerando o nível nominal de 5%.

TABELA 9 Taxas de erro tipo I (%) por experimento para os testes TFQ, TAE
e Tukey, em função do número de repetições (r), do número de tra-
tamentos (k) e da diferença entre as médias de cada grupo (δ), sob
H0 parcial, considerando-se a distribuição normal assimétrica padrão
(λ = 5) para os resíduos, ao nível nominal de 5%.

δ = 2 δ = 4 δ = 8
r k TFQ TAE Tuk. TFQ TAE Tuk. TFQ TAE Tuk.

4 5 0,0* 0,0* 3,0* 0,0* 0,0* 1,3* 0,0* 0,0* 3,2*
20 0,0* 0,0* 2,6* 0,0* 0,0* 3,6 0,0* 9,8* 2,3*

10 5 0,0* 0,0* 3,9 0,0* 0,0* 1,6* 0,0* 0,0* 2,2*
20 0,0* 0,0* 2,8* 0,0* 0,0* 3,9 0,0* 4,4 2,6*

* significativamente diferente (p < 0,01) do nível de credibilidade nominal.

De maneira geral, verifica-se que a mudança da distribuição dos resíduos de

normal padrão para normal assimétrica padrão com λ = 5 não teve grande influên-

cia nas taxas de erros tipo I por experimento sob H0 parcial. Isso provavelmente

ocorreu devido ao fato da distribuição normal assímetrica ter um comportamento
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não muito distante da distribuição normal padrão.

Uma análise mais detalhada de cada teste apresenta que, o teste TFQ mostrou-

se muito conservativo em todas as configurações consideradas; o teste TAE apre-

sentou resultado semelhante ao teste TFQ; no entanto, apresentou ser exato para a

configuração r = 10, k = 20 e δ = 8 e liberal para a configuração r = 4, k = 20

e δ = 8. O teste de Tukey, por sua vez, se mostrou mais conservativo do que exato

considerando todas as configurações estudadas.

4.2.3 Poder sob hipótese nula parcial

Esta seção apresenta os resultados empíricos de poder dos testes de compa-

rações múltiplas TFQ, TAE e Tukey sob algumas configurações. As simulações

foram realizadas assumindo dois grupos iguais internamente, mas diferentes entre

si, isto é, considerou-se uma distância δ entre as médias de tratamentos dos grupos,

com δ assumindo os valores 2, 4 e 8.

Em cada uma das 1000 simulações de Monte Carlo foi computada para cada

teste a proporção de vezes em que foi detectada a diferença entre médias de grupos

distintos, ou seja, cada média de tratamento do primeiro grupo (que contém k1

níveis) foi comparada com cada uma das médias do segundo grupo (que contém

k2 níveis). Esse método é ilustrado na Figura 6.

Grupo 1

µ: média dos trat.
k1 níveis

oo Comparações das médias
entre os grupos

//
Grupo 2

µ + δ: média dos trat.
k2 níveis

// Número de níveis
k = k1 + k2

oo

FIGURA 6 Ilustração do método para cálculo do poder dos testes de comparações
múltiplas TFQ, TAE e Tukey.
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Nas simulações para o cálculo de poder dos testes de comparações múltiplas

foram adotadas somente duas situações para o número de tratamentos, k = 5 e

k = 20 e também, somente duas configurações para a distribuição dos resíduos

do modelo, N(0,1) e NA(5), isto devido ao custo19 computacional do processo

de simulação. Para o caso em que k = 5, teve-se k1 = 2 e k2 = 3 e, para o

caso em que k = 20, teve-se k1 = 10 e k2 = 10. Como os resultados para os

níveis nominais de 1%, 5% e 10% apresentaram grande similaridade, decidiu-se

apresentar somente os resultados para α = 5%.

As estimativas empíricas de poder para os testes de comparações múltiplas

TFQ, TAE e Tukey são apresentadas na Figura 7, em função do número de repe-

tições (r) e do número de tratamentos (k), considerando-se a distribuição normal

padrão (λ = 0) para os resíduos, para α = 5%.

Como era esperado, a partir dos resultados obtidos para as taxas de erro tipo I

descritos nas Seções 4.2.1 e 4.2.2, verifica-se na Figura 7 que os testes TFQ e TAE

apresentaram em todas as configurações consideradas, taxas empíricas de poder

inferiores ao do teste de Tukey.

A inferioridade do poder dos testes TFQ e TAE para δ pequeno já era espe-

rado, devido ao fato destes testes apresentarem desempenho mais conservativos

do que o teste de Tukey, com relação às taxas empíricas de erro tipo I, descritas

anteriormente.

Constata-se na Figura 7 que, as taxas empíricas de poder dos três testes au-

mentam com o aumento da diferença (δ) entre as médias dos tratamentos dos dois

grupos, indicando novamente uma possível verificação da exatidão do programa

de simulação.
19O tempo gasto para processar cada configuração do estudo de simulação esteve entre 3,3 dias,

em computadores com processador Core 2 Duo, há cerca de 8 dias em computadores com um pro-
cessador inferior.
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FIGURA 7 Poder dos testes de comparações múltiplas TFQ, TAE e Tukey, em
função do número de repetições (r) e do número de tratamentos (k),
considerando-se a distribuição normal padrão (λ = 0) para os resí-
duos, para α = 5%.

A fim de verificar-se as taxas de poder dos testes de comparações múltiplas

TFQ, TAE e Tukey são afetadas quando se troca a distribuição dos resíduos de

normal padrão para normal assimétrica padrão, realizaram-se outras 1000 simula-

ções Monte Carlo, considerando as mesmas configurações de r e k; no entanto,

assumiu-se a distribuição NA(5) para os resíduos. Esses resultados são apresen-

tados na Figura 8.

De maneira geral, pode-se afirmar que não houve mudança brusca no com-

portamento das taxas empíricas de poder de ambos os testes quanto da troca da

distribuição dos resíduos de N(0,1) para NA(5). A mudança mais expressiva se

deu na configuração r = 10 e k = 20, em que se verifica que o valor de poder dos
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(c) r = 10 e k = 5
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FIGURA 8 Poder dos testes de comparações múltiplas TFQ, TAE e Tukey, em
função do número de repetições (r) e do número de tratamentos (k),
considerando-se a distribuição normal assimétrica padrão (λ = 5) para
os resíduos, para α = 5%.

testes TFQ e TAE aumentou para δ = 8, como pode ser constatado comparando a

Figura 7 (d) com a Figura 8 (d). Nota-se, ainda, comparando a Figura 7 (b) com a

Figura 8 (b), que o poder do teste TAE teve um pequeno aumento para δ = 8.

Na próxima seção faz-se uso do teste da hipótese nula global TG e dos testes

de comparações múltiplas TFQ e TAE, aplicados ao experimento de dados reais

realizado com a planta do tipo trevo vermelho.
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4.3 Aplicação a dados reais

Nesta seção apresenta-se uma análise dos dados da Tabela 1, referente ao ex-

perimento com plantas do tipo trevo vermelho, a partir da utilização dos métodos

propostos no Capítulo 3. Todos os cálculos computacionais foram realizados no

software livre R (R Development Core Team, 2009).

Inicialmente, resumiram-se os principais resultados obtidos por Steel & Tor-

rie (1980), para posteriormente serem apresentados os resultados da metodologia

proposta neste trabalho.

Na Tabela 10 é apresentada a análise de variância para os dados da Tabela 1

(teor de nitrogênio).

TABELA 10 Análise de variância para os dados de teor de nitrogênio.

Fonte de variação GL SQ QMR F

Tratamentos 5 847,05 169,41 14,37**
Resíduo 24 282,93 11,79

Total 29 1.129,98
** significativamente diferente (p < 0,01) do nível de significância nominal.

Os valores da distribuição F tabelado para 5 e 24 graus de liberdade são 2,62

e 3,90 para 5% e 1%, respectivamente. Como o valor de F calculado a partir dos

dados excede o valor de F tabelado a 1%, pode-se concluir que o experimento

fornece evidências de diferenças entre as médias dos tratamentos. Com isso, o

próximo passo é a realização dos procedimentos de comparações múltiplas.

Os cincos testes frequentistas apresentados na Seção 2.2.1 foram aplicados por

Steel & Torrie (1980). Apresentam-se na sequência, com um pouco de detalhes,

cada um deles na ordem desenvolvida na Seção 2.2.1.

A estatística do teste t de Student dada em (2.5) aplicado aos dados de teor de
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nitrogênio fica

LSD(.05) = t(0.025, 24)Sd = 2,064

√
2(11,79)

5
= 4,48 mg,

fornecendo os seguintes resultados,

(1,2) (2,3) (3,4) (4,5) 6

em que os tratamentos nos parênteses não são significativamente diferentes, con-

siderando o valor nominal de significância α = 5%, lembrando que este teste

controla a taxa de erro tipo I por comparação e não por experimento.

A estatística do teste de Tukey dada em (2.6) é neste caso

TSD =
q(0,05,6,24)Sd√

2
= 4,37

√
11,79

5
= 6,71 mg.

fornecendo os seguintes resultados,

(1,2,3,4) (3,4,5) (5,6).

O teste de Tukey controla o erro tipo I por experimento; no entanto, possui geral-

mente altas taxas do erro tipo II.

Para a realização do teste SNK é necessário, primeiramente, o cálculo de k−1

valores críticos (quantis superiores) da amplitude estudentizada. Apresentam-se na

Tabela 11 estes correspondentes quantis, juntamente com os respectivos valores da

estatística do teste SNK.

Note-se que SNK6 foi o único valor requisitado para o teste de Tukey. Os
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TABELA 11 Valores críticos da amplitude estudentizada e da estatística do teste
SNK.

p 2 3 4 5 6

q(0,05,p,24) 2,92 3,53 3,90 4,17 4,47
SNKp 4,48 5,42 5,99 6,40 6,71

resultados, utilizando o teste SNK, são

(1,2) (2,3,4) (3,4,5) 6,

lembrando que o teste SNK controla o erro tipo I por experimento sob a hipótese

nula completa, mas não sob a hipótese nula parcial.

A estatística do teste de Duncan dado em (2.8) necessita também do cálculo

de quantis superiores especiais da estatística da amplitude estudentizada, em que,

para cada contraste, o nível de significância α é alterado em função do número de

médias abrangidas. Com isso, os k − 1 correspondentes valores críticos da ampli-

tude estudentizada, juntamente com os valores da estatística do teste de Duncan,

são dados na Tabela 12, com αp = 1− (1− α)p−1.

TABELA 12 Valores críticos da amplitude estudentizada e da estatística do teste
de Duncan.

p 2 3 4 5 6

qαp(p,24) 2,92 3,07 3,15 3,22 3,28
MRTp 4,48 4,71 4,85 4,95 5,03

Da mesma forma que o teste t de Student, este teste controla o erro tipo I por

comparação. Os resultados obtidos com este teste foram os mesmos obtidos com
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o teste t de Student, ou seja,

(1,2) (2,3) (3,4) (4,5) 6.

O último teste frequentista realizado por Steel & Torrie (1980) foi o teste de

Sheffé. O valor da estatística do teste de Sheffé, que foi apresentado na expressão

(2.9), aplicado ao conjunto de dados da Tabela 1, foi

SSD = [5F (0,05, 5, 24)]
1
2 Sd = [5(2,62)]

1
2

√
2(11,79)

5
= 7,86 mg,

fornecendo os mesmos resultados do teste de Tukey, a saber,

(1,2,3,4) (3,4,5) (5,6).

O teste de Sheffé controla o erro tipo I por experimento.

Observa-se nos resultados dos cincos testes frequentistas o problema de am-

biguidade. Adicionalmente a estes resultados obtidos por Steel & Torrie (1980),

realizou-se o teste de agrupamento apresentado por Scott & Knott (1974), que não

sofre do problema de ambiguidade, ao dados de teor de nitrogênio por meio do

software Sisvarr (Ferreira, 2000). Os resultados obtidos considerando o valor

nominal de significância α = 5% foram

(1,2) (3,4) 5 6.

Na sequência, apresentam-se os resultados obtidos aplicando-se a metodologia

proposta neste trabalho.

Inicialmente, realizaram-se alguns testes de normalidade aos resíduos do mo-

delo utilizando o sofware SASr. Os resultados são apresentados na Tabela 13.
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TABELA 13 Testes de normalidade para os resíduos do modelo.

Teste Estatísticas Valor-p

Shapiro-Wilk W 0,910027 Pr < W 0,0149
Kolmogorov-Smirnov D 0,174133 Pr > D 0,0205
Cramer-von Mises W-Sq 0,155870 Pr > W-Sq 0,0198
Anderson-Darling A-Sq 0,908188 Pr > A-Sq 0,0194

Analisando a Tabela 13, a partir dos valores-p, conclui-se pela rejeição da

hipótese nula, isto é, há fortes indícios de que a distribuição dos resíduos não é

uma normal. Na Figura 9 ilustra-se o histograma dos resíduos a partir do ajuste da

distribuição normal.
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FIGURA 9 Histograma dos resíduos do ajuste do modelo de planejamento intei-
ramente casualizado com distribuição normal para o experimento da
planta trevo vermelho.
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A partir da Figura 9 constata-se que a distribuição dos resíduos não é simétrica,

mas sim, assimétrica à esquerda.

Portanto, a partir das conclusões referente a Tabela 13 e Figura 9, justifica-se

considerar uma distribuição mais flexível para os resíduos. Em particular, será

considerado que os resíduos possuem uma distribuição normal assimétrica.

De forma alternativa ao teste F realizado na tabela ANOVA, o qual foi apre-

sentado na Tabela 10, pode-se aplicar o procedimento bayesiano descrito na Seção

3.2 para testar a hipótese nula global de que as k = 6 médias dos tratamentos são

iguais.

Após realizar o procedimento descrito na Seção 3.2, a fim de obter a distri-

buição nula da função dos parâmetros baseado na estatística multivariada dada por

(3.19), obteve-se

q0,05 = 11,09 e q0,01 = 14,98. (4.1)

O valor da função do teste, dada em (3.15), encontrado na posteriori sob H1

foi

qc = 34,34. (4.2)

Como qc = 34,34 > q0,05 = 11,09 (e também maior que q0,01 = 14,98),

conclui-se pela rejeição da hipótese nula, o que já era esperado. Neste caso, há

a necessidade de se realizarem os testes de comparações múltiplas para verificar

quais médias dos tratamentos são significativamentes diferentes.

O primeiro teste de comparações múltiplas a ser aplicado será o que foi des-

crito na Seção 3.3.1, o qual se baseia em formas quadráticas. Adotando os proce-

dimentos descritos na referida seção, encontraram-se os seguintes valores para a
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função paramétrica dada em (3.21)

TABELA 14 Valores da função paramétrica qii
′ (TFQ) para todos os pares de mé-

dias dos tratamentos do conjundo de dados de Teor de Nitrogênio.

Pares de trat. |qii
′ | Pares de trat. |qii

′ | Pares de trat. |qii
′ |

1 e 2 0,58 2 e 3 0,94 3 e 5 1,63
1 e 3 1,66 2 e 4 1,26 3 e 6 2,89
1 e 4 2,03 2 e 5 2,41 4 e 5 1,38
1 e 5 3,20 2 e 6 3,55 4 e 6 2,68
1 e 6 4,36 3 e 4 0,32 5 e 6 1,30

Para a tomada de decisão, compara-se cada valor obtido para qii′ com o valor
√

q0,05 =
√

11,09 = 3,33, em que √q0,05 foi obtido em (4.1). Decidiu-se por

rejeitar H0 : `>θ = 0, para os valores de |qii
′ | ≥ √

q0,05 e, neste caso, se assume

que as médias dos respectivos tratamentos são diferentes. Analisando a Tabela 14,

obtiveram-se os seguintes resultados

(1,2,3,4,5) (3,4,5,6)

em que os tratamentos nos parênteses não são significativamente diferentes consi-

derando o valor nominal de credibilidade igual a α = 5%.

Por fim, foi aplicado o teste bayesiano de comparações múltiplas baseado na

estatística da amplitude estudentizada, proposto na Seção 3.3.2. Seguindo os pro-

cedimentos descritos na referida seção, obteve-se o seguinte valor para a função

dada em (3.25)

∆0,05

√
E[σ2|Y ]

r
= 11,29

√
20,50

5
∼= 22,86. (4.3)

De forma análoga ao teste anterior, necessita-se agora obter para cada par de
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tratamento a seguinte função paramétrica

Λii′ = |E[θi|Y ]− E[θi′ |Y ]|, ∀ i 6= i
′
,





i = 1, . . . ,k − 1

i
′
= i + 1, . . . ,k

em que E[θi|Y ] é a média a posteriori de θi sob H1, i = 1, . . . ,k. Apresentam-se

na Tabela 15 os resultados obtidos.

TABELA 15 Valores da função paramétrica Λii
′ (TAE) para todos os pares de mé-

dias dos tratamentos do conjundo de dados de Teor de Nitrogênio.

Pares de Trat. Λii
′ Pares de Trat. Λii

′ Pares de Trat. Λii
′

1 e 2 2,09 2 e 3 3,41 3 e 5 5,76
1 e 3 5,51 2 e 4 4,44 3 e 6 10,93
1 e 4 6,54 2 e 5 9,18 4 e 5 4,74
1 e 5 11,27 2 e 6 14,34 4 e 6 9,90
1 e 6 16,44 3 e 4 1,03 5 e 6 5,17

Para a tomada de decisão, deve-se rejeitar a hipótese nula de igualdade do

par de médias se o valor obtido para Λii′ for maior que o valor dado em (4.3) e,

neste caso, assumi-se que as médias dos respectivos tratamentos são diferentes.

Analisando a Tabela 15, observa-se que nenhum dos tratamentos foi considerado

diferente com a utilização deste teste, considerando o valor nominal de credibi-

lidade igual a α = 5%. Isso provavelmente ocorreu pelo fato de este teste ser

altamente conservativo.

A fim de facilitar a comparação entre todos os testes de comparações múltiplas

aplicados aos dados do experimento da planta trevo vermelho, apresenta-se na

Tabela 16 um resumo de todos estes testes.

Analisando os resultados obtidos na aplicação em questão, nota-se que os tes-

tes TG e TFQ tiveram resultados não contraditórios em relação aos testes frequen-
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TABELA 16 Resultados de todos os testes de comparações múltiplas aplicados
aos dados do experimento da planta trevo vermelho.

Trat. Média LSD1 SNK Tukey2 SK3 CC4 TFQ TAE

1 13,26 a a a a a a a
2 14,64 ab ab a a a a a
3 18,70 bc b ab b a ab a
4 19,92 cd bc ab b a ab a
5 23,98 d c bc c b ab a
6 28,82 e d c d b b a
1 Mesmo resultado do teste de Duncan.
2 Mesmo resultado do teste de Sheffé.
3 Sigla do teste de agrupamento de Scott & Knott.
4 Sigla do teste de agrupamento de Calinski & Corsten.

tistas habitualmente utilizados pela comunidade em geral, o que não ocorreu com

o teste TAE, devido a seu estado de conservadorismo. Por outro lado, devido ao

fato dos testes de normalidade aplicados aos resíduos do modelo fornecerem evi-

dências de que os mesmos não apresentavam ter distribuição normal, a utilização

de procedimentos usuais de comparações múltiplas estará, neste caso, violando

uma suposição forte do modelo, o que de certa forma, pode possibilitar a tomada

de conclusões errôneas por parte do pesquisador.

O resultado do intervalo HPD para o parâmetro de assimetria (λ) sob o modelo

irrestrito foi [−9,58, 1,80] que, apesar de conter o valor zero, se mostra muito

assimétrico à esquerda, em concordância com a Figura 9. Os valores resumidos

deste parâmetro a posteriori no modelo irrestrito se encontram na Tabela 17.

TABELA 17 Medidas resumos a posteriori para o parâmetro de assimetria (λ) sob
o modelo irrestrito na aplicação aos dados reais.

Mínimo 1◦ Quartil Mediana Média 3◦ Quartil Máximo
-102.50 -3.21 -1.25 -2.62 -0.15 3.53

Acredita-se ser mais realista, ao conjunto de dados em questão, a suposição
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de que os erros do modelo tenham distribuição normal assimétrica, o que de certa

forma faz com que a abordagem dos testes de hipóteses propostos neste trabalho

seja mais confiável.
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS

5.1 Conclusões

Os resultados deste trabalho permitem que se obtenham as seguintes conclu-

sões:

• O teste para hipótese nula global (TG) de igualdade de várias médias, su-

pondo erros normais assimétricos, foi proposto com sucesso, devido ao fato

do mesmo controlar as taxas de erro tipo I sob todas as configurações simu-

ladas e apresentar poder similar ao teste F .

• Os testes de comparações múltiplas propostos (TFQ e TAE) se apresentaram

conservativos em todas as configurações simuladas, controlando as taxas de

erro tipo I por experimento sob hipótese nula completa e parcial.

• De maneira geral, o desempenho do teste TFQ foi satisfatório por apresentar

taxas empíricas de poder semelhante às do teste de Tukey, para diferenças

maiores entre as médias.

• Resultados menos satisfatórios ocorreram com o teste de comparações múl-

tiplas TAE, pois, apesar deste controlar as taxas de erro tipo I por experi-

mento, o mesmo não apresentou alto poder, comparado aos testes TFQ e

Tukey. Devido a este fato, não se recomenda o seu uso rotineiramente.

5.2 Perspectivas para trabalhos futuros

Existe ainda pouca literatura de aplicações de distribuições assimétricas em

casos práticos na área de comparações múltiplas. Desta forma, motivados por esse
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trabalho, várias linhas de pesquisas podem ser propostas relacionando essas duas

áreas, sendo algumas listadas aqui.

• Considerar novas simulações para os 3 testes propostos levando-se em conta

outras distribuições para os resíduos do modelo.

• Propor uma nova parametrização para o teste de comparações múltiplas

baseado-se na amplitude estudentizada a fim de contornar o estado de con-

servadorismo deste teste.

• Criar testes de comparações múltiplas bayesianos considerando para os re-

síduos do modelo de planejamento distribuições assimétricas mais gerais.

• Desenvolver novas versões do teste de Scott & Knott (1974) considerando

distribuições assimétricas para os erros.

• Construir uma versão do teste de agrupamento de Calinski & Corsten (1985)

com as funções paramétricas propostas neste trabalho, via bootstrap.

• Construir um teste de comparação múltipla via boostratp paramétrico com

erros normais assimétricos.

• Realizar uma comparação do teste global TG proposto neste trabalho com o

teste não paramétrico de Kruskal-Wallis.
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ANEXO A

Demonstrações das condicionais completas

Apresentam-se neste apêndice as demonstrações das distribuições condicio-

nais completas a posteriori apresentadas no Capítulo 3.

A distribuição condicional completa para cada parâmetro (θ,η,τ,w e uij) é ob-

tida a partir da distribuição conjunta a posteriori considerando somente os termos

em que o respectivo parâmetro aparece. Para facilitar o entendimento das de-

monstrações, reproduziu-se aqui a distribuição conjunta a posteriori apresentada

anteriormente na expressão (3.11).

π(θ,η,τ,w, uij |Y ,X) ∝ π(θ,η,τ,w)L(θ,η,τ,uij |Y ,X)

∝ 1
τ2

exp
(
−1

2
η2w

τ2σ2
t

)
w

(κ+1)
2

−1 exp
(
−κ

2
w

)

× 1
τn

exp
{
− 1

2τ2
(Y −Xθ − ηU)>(Y −Xθ − ηU)

}

× exp
{
−1

2
U>U

} k∏

i=1

r∏

j=1

I[0,+∞)(uij). (5.1)

Como na expressão (5.1) apresentou-se apenas o núcleo da distribuição con-

junta a posteriori, será obtido portanto, somente o núcleo da distribuição condici-

onal completa, ao qual, se poderá identificar a distribuição que a mesma pertence.

Apresenta-se na sequência cada distribuição condicional completa por meio de

proposições com as respectivas demonstrações.
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Proposição 1 A distribuição condicional completa do parâmetro w é dada por

w|θ,η,τ,U ,Y ,X ∼ Gama

(
κ + 1

2
,
1
2

(
η2

τ2σ2
t

+ κ

))
.

Demonstração. Considerando somente os termos em que o parâmetro w aparece

na expressão (5.1) tem-se

π(w|θ,η,τ,U , Y ,X) ∝ exp
(
−1

2
η2w

τ2σ2
t

)
w

(κ+1)
2

−1 exp
(
−κ

2
w

)

∝ w
(κ+1)

2
−1 exp

{
−1

2

(
η2

τ2σ2
t

+ κ

)
w

}
,

que é o núcleo da distribuição Gama
(

κ+1
2 , 1

2

(
η2

τ2σ2
t

+ κ
))

. ¤

Proposição 2 A distribuição condicional completa do parâmetro U é dada por

U |θ,η,τ,w,Y ,X ∼ NTn

(
(Y −Xθ)η

η2 + τ2
,

(
τ2

η2 + τ2

)
In

)
.

Demonstração. Inicialmente, será provado que cada uij , i = 1, . . . ,k e j =

1, . . . ,r tem distribuição normal truncada positiva, com parâmetro de posição (yij−
x>i θ)η/(η2 + τ2) e de escala τ2/(η2 + τ2), com x>i , de dimensão (1 × k), re-

presentando o vetor que possui 0 em todas as posições, exceto na i-ésima, onde o

valor é igual a 1 (por exemplo, x>1 = [1,0, . . . ,0]).

Considerando somente os termos em que o parâmetro uij aparece na expressão

(5.1) tem-se

π(uij |θ,η,τ, w,Y ,X) ∝ e−
1

2τ2 (yij−x>i θ−ηuij)
2 × e−

1
2
u2

ij I[0,+∞)(uij)
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∝ e−
1

2τ2 ((yij−x>i θ)2−2(yij−x>i θ)ηuij+η2u2
ij)− 1

2
u2

ij

×I[0,+∞)(uij)

∝ e−
1

2τ2 ((η2+τ2)u2
ij−2(yij−x>i θ)ηuij) I[0,+∞)(uij)

∝ e
− 1

2
η2+τ2

τ2

(
uij−

(yij−x>i θ)η

η2+τ2

)2

I[0,+∞)(uij), (5.2)

para todo par (i,j). Note-se que (5.2) é o núcleo da distribuição normal truncada

positiva, isto é,

uij |θ,η,τ, w,Y ,X ∼ N

(
(yij − x>i θ)η

η2 + τ2
,

τ2

η2 + τ2

)
I[0,+∞)(uij),

para todo par (i,j). Alocando as variáveis latentes uij em um vetor (U) e levando-

se em conta que as mesmas são mutualmente independentes, pode-se escrever a

distribuição condicional completa do vetor latente U como uma distribuição nor-

mal truncada positiva multivariada dada por

U |θ,η,τ, w,Y ,X ∼ NTn

(
(Y −Xθ)η

η2 + τ2
,

(
τ2

η2 + τ2

)
In

)
,

finalizando a demonstração. ¤

Proposição 3 A dist. condicional completa do parâmetro θ é dada por

θ|η,τ,w,U ,Y ,X ∼ Nk

(
(X>X)−1X(Y − ηU),τ2(X>X)−1

)
.

Demonstração. Considerando somente os termos em que o parâmetro θ aparece

na expressão (5.1) tem-se
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π(θ|η,τ, w,U , Y ,X) ∝ e

− 1
2τ2 (Y −Xθ − ηU)>(Y −Xθ − ηU)︸ ︷︷ ︸

z . (5.3)

Agora, trabalhando somente a forma quadrática dada em (z), tem-se

z = (Y −Xθ − ηU)>(Y −Xθ − ηU)

= ((Y − ηU)−Xθ)>((Y − ηU)−Xθ)

= (Y − ηU)>(Y − ηU)− (Y − ηU)>Xθ

−θ>X>(Y − ηU) + θ>X>Xθ

∝ θ>X>Xθ − 2θ>X>(Y − ηU)

∝ [θ − (X>X)−1X>(Y − ηU)]>(X>X)[θ − (X>X)−1X>(Y − ηU)],

de onde se encontra que (5.3) com a substituição de (z) é o núcleo da distribuição

normal multivariada, a saber

Nk

(
(X>X)−1X>(Y − ηU),τ2(X>X)−1

)
.

¤

Proposição 4 A distribuição condicional completa do parâmetro η é dada por

η|θ,τ,w,U ,Y ,X ∼ N


(Y −Xθ)>U

w
σ2

t
+ U>U

,
τ2

w
σ2

t
+ U>U


 .

Demonstração. Considerando somente os termos em que o parâmetro η aparece

na expressão (5.1) tem-se
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π(η|θ,τ, w,U ,Y ,X) ∝ e
− 1

2
η2w

τ2σ2
t × e−

1
2τ2 (Y −Xθ−ηU)>(Y −Xθ−ηU)

∝ e
− 1

2
w

τ2σ2
t

η2− 1
2τ2 ((Y −Xθ)−ηU)>((Y −Xθ)−ηU)

∝ e
− 1

2
w

τ2σ2
t

η2− 1
2τ2 [−2(Y −Xθ)>ηU+U>Uη2]

∝ e
− 1

2

[(
w

τ2σ2
t
+U>U

τ2

)
η2− 2(Y −Xθ)>U

τ2 η

]

∝ e

− 1
2

w+σ2
t U>U

τ2σ2
t


η− (Y −Xθ)>U

½½τ2


 w+σ2

t U>U

½½τ2σ2
t







2

∝ e
− 1

2

w
σ2

t

+U>U

τ2


η− (Y −Xθ)>U

w
σ2

t

+U>U




2

,

que é o núcleo da distribuição N

(
(Y −Xθ)>U

w

σ2
t
+U>U

, τ2

w

σ2
t
+U>U

)
. ¤

Proposição 5 A distribuição condicional completa do parâmetro 1/τ2 é dada por

1
τ2

∣∣∣∣θ,η,w,U ,Y ,X ∼ Gama(a,b), com

a =
n + 1

2
e b =

1
2

(
(Y −Xθ − ηU)>(Y −Xθ − ηU) +

wη2

σ2
t

)
.

Demonstração. Considerando somente os termos em que o parâmetro τ aparece

na expressão (5.1) tem-se

π(τ |θ,η, w,U , Y ,X) ∝ 1
τ2

e
− 1

2
η2w

τ2σ2
t × 1

τn
e−

1
2τ2 (Y −Xθ−ηU)>(Y −Xθ−ηU)

∝
(

1
τ2

)n+2
2

e
− 1

2

(
(Y −Xθ−ηU)>(Y −Xθ−ηU)+wη2

σ2
t

)
1

τ2

∝
(

1
τ2

)a+ 1
2

exp
{
−b

1
τ2

}
,

128



com

a =
n + 1

2
e b =

1
2

(
(Y −Xθ − ηU)>(Y −Xθ − ηU) +

wη2

σ2
t

)
. (5.4)

No entanto, o interesse está na distribuição condicional completa a posteri-

ori de 1/τ2. Para tanto, considere-se a seguinte transformação de variável T =

g(τ) = 1/τ2. Logo, τ = h(T ) = T−1/2. O jacobiano da transformação (em

relação a t) fica

J(τ,t) =
dh(t)

dt
= −1

2
t−3/2.

Com isso, a distribuição condicional completa a posteriori de T , isto é, de 1/τ2

será

πT (T |θ,η, w,U , Y ,X) = πτ (h(t)|θ,η, w,U , Y ,X)× |J(τ,t)|

∝ ta+1/2 exp {−bt} ×
∣∣∣∣−

1
2
t−3/2

∣∣∣∣
∝ ta−1 exp {−bt}

que é o núcleo da distribuição Gama(a,b) com a e b dados na expressão (5.4),

finalizando a demonstração. ¤
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ANEXO B

Programas em R

Apresentam-se neste apêndice dois programas de simulação que foram desen-

volvidos no software estatístico R. O primeiro foi utilizado para computar as taxas

de erro tipo I por experimento sob H0 completa e o segundo, utilizado para com-

putar as taxas de erro tipo I por experimento e poder sob H0 parcial.

Programa de simulação sob H0 completa

# Programa que calcula as taxas de erros tipo I por experimento dos

# testes TG, F da ANOVA, TFQ, TAE e teste de Tukey sobre Hipótese

# Nula Completa.

rm(list=ls(all=TRUE)) # Remove todos os objetos

library(MASS) # Obrigatoriamente carregar o pacote MASS

# Função para gerar dados da normal truncada adaptada do pacote msm

rtn <- function (n, mean = 0, sd = 1, lower = -Inf, upper = Inf) {

if (length(n) > 1) n <- length(n)

if (length(mean) == 1) mean <- rep(mean, length = n)

sd <- rep(sd, length = n)

lower <- rep(lower, length = n)

upper <- rep(upper, length = n)

lower <- (lower - mean)/sd

upper <- (upper - mean)/sd

ind <- seq(length = n)

ret <- numeric(n)

alg <- ifelse(lower > upper, -1,

ifelse(((lower < 0 & upper == Inf) |

(lower == -Inf & upper > 0) |
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(is.finite(lower) & is.finite(upper) & (lower < 0) &

(upper > 0) & (upper - lower > sqrt(2 * pi)))), 0,

ifelse((lower >= 0 & (upper > lower + 2 * sqrt(exp(1))/

(lower + sqrt(lower^2 + 4)) *

exp((lower * 2 - lower * sqrt(lower^2 + 4))/4))), 1,

ifelse(upper <= 0 & (-lower > -upper + 2 * sqrt(exp(1))/

(-upper + sqrt(upper^2 + 4)) *

exp((upper * 2 - -upper * sqrt(upper^2 + 4))/4)), 2, 3))))

ind.nan <- ind[alg == -1]

ind.no <- ind[alg == 0]

ind.expl <- ind[alg == 1]

ind.expu <- ind[alg == 2]

ind.u <- ind[alg == 3]

ret[ind.nan] <- NaN

while (length(ind.no) > 0)

{

y <- rnorm(length(ind.no))

done <- which(y >= lower[ind.no] & y <= upper[ind.no])

ret[ind.no[done]] <- y[done]

ind.no <- setdiff(ind.no, ind.no[done])

}

stopifnot(length(ind.no) == 0)

while (length(ind.expl) > 0)

{

a <- (lower[ind.expl] + sqrt(lower[ind.expl]^2 + 4))/2

z <- rexp(length(ind.expl), a) + lower[ind.expl]

u <- runif(length(ind.expl))

done <- which((u <= exp(-(z - a)^2/2)) & (z <= upper[ind.expl]))

ret[ind.expl[done]] <- z[done]

ind.expl <- setdiff(ind.expl, ind.expl[done])

}

stopifnot(length(ind.expl) == 0)

while (length(ind.expu) > 0)

{

a <- (-upper[ind.expu] + sqrt(upper[ind.expu]^2 + 4))/2

z <- rexp(length(ind.expu), a) - upper[ind.expu]

u <- runif(length(ind.expu))

done <- which((u <= exp(-(z - a)^2/2)) & (z <= -lower[ind.expu]))
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ret[ind.expu[done]] <- -z[done]

ind.expu <- setdiff(ind.expu, ind.expu[done])

}

stopifnot(length(ind.expu) == 0)

while (length(ind.u) > 0)

{

z <- runif(length(ind.u), lower[ind.u], upper[ind.u])

rho <- ifelse(lower[ind.u] > 0, exp((lower[ind.u]^2 - z^2)/2),

ifelse(upper[ind.u] < 0, exp((upper[ind.u]^2 - z^2)/2),

exp(-z^2/2)))

u <- runif(length(ind.u))

done <- which(u <= rho)

ret[ind.u[done]] <- z[done]

ind.u <- setdiff(ind.u, ind.u[done])

}

stopifnot(length(ind.u) == 0)

return(ret * sd + mean)

}

# Função para transformar parâmetros sig e lamb para tal e eta

# tal=sig/(1+lamb^2)^0.5 e eta= sig*lamb/(1+lamb^2)^0.5

fsiglamb_taleta <- function(sig,lamb) {

tal <- sig/(1+lamb^2)^0.5

eta <- tal*lamb

return(list(tal=tal,eta=eta))

}

# Função para fazer o amostrador de Gibbs no modelo linear sob H0

# Recebe X (matriz do modelo), y (vetor de dados)

# Recebe valores iniciais de sig e lamb

# Recebe hiperparâmetros sigt (desv.pad) e kappa da t (GL da t)

# Valores default referem-se a priori induzida pela distribuição

# Uniforme

# kk é o número de parâmetros (referente somente aos níveis de

# tratamento)
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GSMCPH0 <-

function(y,kk=2,nsMC=10000,sig=1,lamb=2,B=0,J=1,sigt=(1/2)^0.5,kappa=2)

{

n <- length(y) # Tamanho da amostra

X <- matrix(1,n,1)

k <- 1 # N◦ de parâmetros (modelo de médias de caselas)

aux <- fsiglamb_taleta(sig,lamb)

tal <- aux$tal

eta <- aux$eta

theta <- c(mean(y)) # Valor inicial - média dos y

# Valores de theta na primeira posição + tal e eta (k+1, k+2)

oldpar <- c(theta,tal,eta)

XXI <- solve(crossprod(X))

XXIXt <- XXI%*%t(X)

indica <- 0 # Flag para indicar se arquivo foi criado

for (ii in 2:nsMC)

{

# Passo da geração dos w’s: w ~ gama (a1,b1)

a1 <- (kappa+1)/2

b1 <- 0.5*((oldpar[k+2]/(oldpar[k+1]*sigt))^2+kappa)

w <- rgamma(1,a1,b1) # Atualizando w

# Passo da geração dos u’s: u ~ Nt(a1,b1^0.5)

aux <- oldpar[k+1]^2+oldpar[k+2]^2

a1 <- (y - X%*%oldpar[1])*oldpar[k+2]/aux

b1 <- oldpar[k+1]^2/aux

u <- rtn(n,a1,b1^0.5,0) # Atualizando u

# Passo da geração dos tal’s: 1/t^2 ~ Gama (a1,b1)

a1 <- (n+1)/2

aux <- y - X%*%oldpar[1]-oldpar[k+2]*u

b1 <- 0.5*(crossprod(aux)+w*oldpar[k+2]^2/sigt^2)

oldpar[k+1] <- 1/rgamma(1,a1,b1)^0.5 # Atualizando tal

# Passo da geração dos eta’s: eta ~ N(a1,b1^0.5)

aux <- w/sigt^2+crossprod(u)

a1 <- t(y - X%*%oldpar[1])%*%u/aux

b1 <- oldpar[k+1]^2/aux

oldpar[k+2] <- rnorm(1,a1,b1^0.5) # Atualizando eta

# Passo da geração dos theta’s: theta ~ Nk(a1,b1)

a1 <- XXIXt%*%(y-oldpar[k+2]*u)
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b1 <- oldpar[k+1]^2*XXI

oldpar[1] <- rnorm(1,a1,b1^0.5) # Atualizando theta

# Gravar matriz de parâmetros

if((ii %% J == 0) && (ii > B))

{

if (indica==0)

{

write(t(oldpar),"thetah0.txt",ncol=k+2,append=FALSE)

indica = 1

} else

write(t(oldpar),"thetah0.txt",ncol=k+2,append=TRUE)

}

}

# Lendo a matrix dos parâmetros a posteriori sob H0

resh0 <-scan("thetah0.txt",quiet=T)

Nef <-length(resh0)/(k + 2) # N◦ de amostras efetivas

resh0 <-matrix(resh0,nrow=Nef,ncol=k+2,byrow=TRUE)

res0 <-matrix(0,Nef,kk+2)

res0[,1] <- resh0[,1]

res0[,(kk+1):(kk+2)] <- resh0[,2:3]

for (ii in 2:kk)

res0[,ii] <- sample(resh0[,1],replace=F)

write(t(res0),"thetah0.txt",ncol=kk+2,append=FALSE)

}

# Função para fazer o amostrador de Gibbs no modelo linear

# Recebe X (matriz do modelo), y (vetor de dados)

# Recebe valores iniciais de sig e lamb

# Recebe hiperparâmetros sigt (desv.pad) e kappa da t (GL da t)

# Valores default referem-se a priori induzida pela distribuição

# Uniforme

GSMCPH1 <-

function(X,y,nsMC=10000,sig=1,lamb=2,B=0,J=1,sigt=(1/2)^0.5,kappa=2)

{

n <- length(y) # Tamanho da amostra

k <- ncol(X) # N◦ de parâmetros (modelo de médias de caselas)

aux <- fsiglamb_taleta(sig,lamb)
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tal <- aux$tal

eta <- aux$eta

theta <- matrix(mean(y),k,1) # Valores iniciais - média dos y

# Valores de theta nas k primeiras posições + tal e eta (k+1, k+2)

oldpar <- c(t(theta),tal,eta)

XXI <- solve(crossprod(X))

XXIXt <- XXI%*%t(X)

indica <- 0 # Flag para indicar se arquivo foi criado

for (ii in 2:nsMC)

{

# Passo da geração dos w’s: w ~ gama (a1,b1)

a1 <- (kappa+1)/2

b1 <- 0.5*((oldpar[k+2]/(oldpar[k+1]*sigt))^2+kappa)

w <- rgamma(1,a1,b1) # Atualizando w

# Passo da geração dos u’s: u ~ Nt(a1,b1^0.5)

aux <- oldpar[k+1]^2+oldpar[k+2]^2

a1 <- (y - X%*%oldpar[1:k])*oldpar[k+2]/aux

b1 <- oldpar[k+1]^2/aux

u <- rtn(n,a1,b1^0.5,0) # Atualizando u

# Passo da geração dos tal’s: 1/t^2 ~ Gama (a1,b1)

a1 <- (n+1)/2

aux <- y - X%*%(oldpar[1:k])-oldpar[k+2]*u

b1 <- 0.5*(crossprod(aux) + w*oldpar[k+2]^2/sigt^2)

oldpar[k+1] <- 1/rgamma(1,a1,b1)^0.5 # Atualizando tal

# Passo da geração dos eta’s: eta ~ N(a1,b1^0.5)

aux <- w/sigt^2+crossprod(u)

a1 <- t(y - X%*%oldpar[1:k])%*%u/aux

b1 <- oldpar[k+1]^2/aux

oldpar[k+2] <- rnorm(1,a1,b1^0.5) # Atualizando eta

# Passo da geração dos theta’s: beta ~ Nk(a1,b1)

a1 <- XXIXt%*%(y-oldpar[k+2]*u)

b1 <- oldpar[k+1]^2*XXI

oldpar[1:k] <- mvrnorm(1,a1,b1) # Atualizando theta

# Gravar matriz de parâmetros

if((ii %% J == 0) && (ii > B))

{

if (indica==0)

{
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write(t(oldpar),"thetah1.txt",ncol=k+2,append=FALSE)

indica = 1

} else

write(t(oldpar),"thetah1.txt",ncol=k+2,append=TRUE)

}

}

}

# Função para gerar dados da normal assimétrica com parâmetro de

# assimetria lambda

# Utiliza algoritmo E=sigma(delta^2*|Y1| + (1-delta^2)^0.5*Y2) em

# que Y1 e Y2 são N(0,1) e delta = lambda/(1+lambda^2)^0.5,

# sigma é o parâmetro de escala, sigma = sqrt(sigma^2).

rna <- function(n,sigma = 1,lambda = 0) {

if (lambda==0)

{

e <- rnorm(n)*sigma

} else

{

delta <- lambda/(1+lambda^2)^0.5

e <- (abs(rnorm(n)) * delta + rnorm(n) * (1 - delta^2)^0.5) * sigma

}

return(e=e)

}

# Função para obter a matriz do modelo Y_ij = mu + t_i + e_ij

matrizXmodelo <- function(r, k) {

pti <- rep(1, r);

X <- matrix(0,r * k, k)

for (i in 1:k)

{

posini <- (i - 1) * r + 1

posfini <- i * r

X[posini:posfini,i] <- pti

}

return(X)

}
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# Função para obtenção do valores de q_j sob H_0

# (do teste baseado em FQ)

# Retorna os quantis para um vetor alpha de credibilidades nominais

# Retorna também os Deltaalphas do teste da AP sob H0

qalphas <- function(alpha = c(0.10, 0.05, 0.01),resh0,k,r,Nef) {

thetah0 <- t(t(apply(resh0[,1:k],2,mean)))

Sigmah0Inv <- diag(1/apply(resh0[,1:k],2,var),k)

q0j <- diag((resh0[,1:k] -

matrix(rep(t(thetah0),times = Nef),Nef,k,byrow=T)) %*%

Sigmah0Inv %*%

t(resh0[,1:k] -

matrix(rep(t(thetah0),times = Nef),Nef,k,byrow=T)))

Deltaj <- (apply(resh0[,1:k],1,max)- apply(resh0[,1:k],1,min)) /

(resh0[,k+1] / sqrt(k*r))

return(list(theta0 = thetah0,

qalphas = sort(q0j)[round(Nef*(1-alpha))],

Deltalph = sort(Deltaj)[round(Nef*(1-alpha))]))

}

# Função para obtenção do valor de q_c sob H_1 do teste TFQ

# Retorna o valor da função paramétrica

q_c <- function(resh1,theta0,k) {

thetaP <- t(t(apply(resh1[,1:k],2,mean)))

Sigmah1Inv <- diag(1/apply(resh1[,1:k],2,var),k)

q_c <- t(thetaP-theta0) %*% Sigmah1Inv %*% (thetaP-theta0)

return(list(q_c = q_c, thetap = thetaP, SigmapInv = Sigmah1Inv))

}

# Função para obter os valores em módulos das funções paramétricas

# de todos os pares de médias para o teste de FQ.

# Retornará os valores em uma matriz triangular superior e em outra

# completa para 2 valores de alpha

# sigp: usado no teste da amplitude padronizada

qij <- function(thetap,SigmapInv,qalpha,Deltalph,sigp,k) {
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sigmap <- diag(1/diag(SigmapInv)) # obtendo sigmap de sua inversa

qcij <- matrix(0,k,k)

# Parte triangular inferior: recebe 1 se significativo 1◦ alpha

# A matriz signij: parte superior 2◦ alpha e parte inferior 3◦ alpha

signij <- matrix(0,k,k)

sigDeltij <- matrix(0,k,k)

Deltaij <- matrix(0,k,k)

Deltalph <- Deltalph * sigp

for (i in 1:(k-1))

for (j in (i+1):k)

{

qcij[i,j]<-abs((thetap[i]-thetap[j])/(sigmap[i,i]+sigmap[j,j])^0.5)

Deltaij[i,j] <- abs(thetap[i]-thetap[j])

if (qcij[i,j] >= sqrt(qalpha[1])) qcij[j,i] <- 1

if (qcij[i,j] >= sqrt(qalpha[2])) signij[i,j] <- 1

if (qcij[i,j] >= sqrt(qalpha[3])) signij[j,i] <- 1

if (Deltaij[i,j] >= Deltalph[1]) Deltaij[j,i] <- 1

if (Deltaij[i,j] >= Deltalph[2]) sigDeltij[i,j] <- 1

if (Deltaij[i,j] >= Deltalph[3]) sigDeltij[j,i] <- 1

}

return(list(qcij=qcij,signij=signij, Deltaij=Deltaij,

sigDeltij=sigDeltij))

}

# Função para calcular as taxas de erro tipo I por experimento do

# teste de Tukey

# Recebe um vetor com os valores-p para cada par de k(k-1)/2 na

# sequência 1-2, 1-3, ..., (k-1)-k

TukeyContaErro <- function(pvalues,k,alpha) {

result <- matrix(0, 3,1)

if (any(pvalues <= alpha[1])) result[1] <- 1

if (any(pvalues <= alpha[2])) result[2] <- 1

if (any(pvalues <= alpha[3])) result[3] <- 1

return(result)

}
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# Função para realizar sim. Monte Carlo e aplicar o teste proposto

# nMC: n◦ de Monte Carlo para validar o teste;

# k: número de populações; r: número de repetições;

# nsMC: n◦ de MC das Cadeias de Markov para aplicação do teste

# jump: n◦ de saltos;

# burnin: tamanho da queima inicial das cadeias de Markov;

# lambda: parâmetro de assimetria da NA dos erros;

# Modelo Y_ij = mu + t_i + e_ij, em que mu = 100, sem perda de

# generalidade. Nesse caso t_i = 0, pois a simulação é sob H_0 e

# e_ij ~ NA(0,sigma^2,lambda);

# sigma^2 é o parâmetro de escala.

SMCH0 <-

function(nMC,k,r,nsMC,jump,burnin,lambda,sigma2=1,alpha=c(0.10,

0.05, 0.01)) {

X <- matrizXmodelo(r, k)

# Tratamentos para análise de variancia e teste Tukey

trat <- as.factor(rep(1:k,each=r))

Cred <- matrix(0,5,3)

rownames(Cred) = c("TG","TFQ","TAE","TF","TTu")

colnames(Cred) = c("alpha=0,10","alpha=0,05","alpha=0,01")

for (iMC in 1:nMC)

{

iii <-proc.time()[3]

# Modelo com mu = 100, ti = 0 for all i

y <- 100 + rna(k * r,sigma2^0.5,lambda)

# Tratamentos para análise de variancia, teste Tukey e F

valorpF <- anova(lm(y ~trat))$"Pr(>F)"[1]

if (valorpF <= alpha[1]) Cred[4,1] <- Cred[4,1] + 1 / nMC

if (valorpF <= alpha[2]) Cred[4,2] <- Cred[4,2] + 1 / nMC

if (valorpF <= alpha[3]) Cred[4,3] <- Cred[4,3] + 1 / nMC

Tukeydados <- TukeyHSD(aov(y ~trat))

errosTukey <- TukeyContaErro(Tukeydados$trat[,4],k,alpha)

if (errosTukey[1] == 1) Cred[5,1] <- Cred[5,1] + 1 / nMC

if (errosTukey[2] == 1) Cred[5,2] <- Cred[5,2] + 1 / nMC

if (errosTukey[3] == 1) Cred[5,3] <- Cred[5,3] + 1 / nMC

GSMCPH0(y,k,nsMC,sd(y),B=burnin,J=jump) # Aplicar teste sob H0

GSMCPH1(X,y,nsMC,sd(y),B=burnin,J=jump) # Aplicar teste sob H1
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# Lendo a matrix dos parâmetros a posteriori sob H0

resh0 <-scan("thetah0.txt",quiet=T)

# Lendo a matrix dos parâmetros a posteriori sob H1

resh1 <-scan("thetah1.txt",quiet=T)

Nef <-length(resh0)/(k+2) # N◦ de amostras efetivas

resh0 <-matrix(resh0,nrow=Nef,ncol=k+2,byrow=TRUE)

resh1 <-matrix(resh1,nrow=Nef,ncol=k+2,byrow=TRUE)

# Transformando parâmetros tal e eta em sig e lamb, novamente.

resh0[,k+2] <- t(t(resh0[,k+2]/resh0[,k+1]))

resh0[,k+1] <- t(t(resh0[,k+1]*(1+resh0[,k+2]^2)^0.5))

resh1[,k+2] <- t(t(resh1[,k+2]/resh1[,k+1]))

resh1[,k+1] <- t(t(resh1[,k+1]*(1+resh1[,k+2]^2)^0.5))

# Teste Baseado em formas quadráticas - H0 global e

# Comparações múltiplas - obtenção dos qalpha’s

aux <- qalphas(alpha,resh0,k,r,Nef)

qalpha <- aux$qalphas

theta0 <- aux$theta0

DeltAlph <- aux$Deltalph

# Obtenção da função paramétrica q_c sob H_1, do teste Global

aux <- q_c(resh1,theta0,k)

qc <- aux$q_c

# qalpha

if (qc >= qalpha[1]) Cred[1,1] = Cred[1,1] + 1 / nMC

if (qc >= qalpha[2]) Cred[1,2] = Cred[1,2] + 1 / nMC

if (qc >= qalpha[3]) Cred[1,3] = Cred[1,3] + 1 / nMC

# Obtenção das funções paramétricas para o TCM baseado em FQs

# Teste de comparações múltiplas baseado na amplitude padronizada

sigmap <- sqrt(mean(resh1[,(k+1)]^2)/r)

aux <- qij(aux$thetap,aux$SigmapInv,qalpha,DeltAlph,sigmap,k)

# contando os erros por experimento - TFQ

xx <- aux$qcij[lower.tri(aux$qcij)]

if (sum(xx) > 0) Cred[2,1] = Cred[2,1] + 1 / nMC

xx <- aux$signij[upper.tri(aux$signij)]

if (sum(xx) > 0) Cred[2,2] = Cred[2,2] + 1 / nMC

xx <- aux$signij[lower.tri(aux$signij)]

if (sum(xx) > 0) Cred[2,3] = Cred[2,3] + 1 / nMC

# contando os erros por experimento - TAE

xx <- aux$Deltaij[lower.tri(aux$Deltaij)]
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if (sum(xx) > 0) Cred[3,1] = Cred[3,1] + 1 / nMC

xx <- aux$sigDeltij[upper.tri(aux$sigDeltij)]

if (sum(xx) > 0) Cred[3,2] = Cred[3,2] + 1 / nMC

xx <- aux$sigDeltij[lower.tri(aux$sigDeltij)]

if (sum(xx) > 0) Cred[3,3] = Cred[3,3] + 1 / nMC

ttt<-proc.time()[3]-iii

write(c(iMC,ttt*(nMC-iMC)),"tempo-config01.txt",append=T)

}

return(Cred)

}

# Definição de configuração específica para simulação sob H0 Completa

nsMC <- 51000 # Tamanho da Cadeia de Monte Carlo

jump <- 50 # Valor do Salto

burnin <- 1000 # Valor da queima inicial

lambda <- 0 # Valor de Lambda

r <- 4 # N◦ de repetições de cada nível do fator

k <- 5 # N◦ de níveis do fator

nMC <- 1000 # N◦ de Monte Carlo puro

SM <- SMCH0(nMC,k,r,nsMC,jump,burnin,lambda) # Executa o programa

final <- proc.time()-inicio # Contabiliza o tempo total da simulação

save.image("resultH0config1.RData") # Salva a área de trabalho

Programa de simulação sob H0 parcial

# Programa que calcula o poder dos testes TG, F da ANOVA, TFQ, TAE e

# teste de Tukey sobre Hipótese Nula Parcial.

# CONFIGURAÇÃO 1 - (lambda = 0, r = 4, k = 5, delta = 2)

rm(list=ls(all=TRUE)) # Remove todos os objetos

library(MASS) # Obrigatoriamente carregar o pacote MASS
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# Função para gerar dados da normal truncada adaptada do pacote msm

rtn <- function (n, mean = 0, sd = 1, lower = -Inf, upper = Inf) {

if (length(n) > 1) n <- length(n)

if (length(mean) == 1) mean <- rep(mean, length = n)

sd <- rep(sd, length = n)

lower <- rep(lower, length = n)

upper <- rep(upper, length = n)

lower <- (lower - mean)/sd

upper <- (upper - mean)/sd

ind <- seq(length = n)

ret <- numeric(n)

alg <- ifelse(lower > upper, -1,

ifelse(((lower < 0 & upper == Inf) |

(lower == -Inf & upper > 0) |

(is.finite(lower) & is.finite(upper) & (lower < 0) &

(upper > 0) & (upper - lower > sqrt(2 * pi)))), 0,

ifelse((lower >= 0 & (upper > lower + 2 * sqrt(exp(1))/

(lower + sqrt(lower^2 + 4)) *

exp((lower * 2 - lower * sqrt(lower^2 + 4))/4))), 1,

ifelse(upper <= 0 & (-lower > -upper + 2 * sqrt(exp(1))/

(-upper + sqrt(upper^2 + 4)) *

exp((upper * 2 - -upper * sqrt(upper^2 + 4))/4)), 2, 3))))

ind.nan <- ind[alg == -1]

ind.no <- ind[alg == 0]

ind.expl <- ind[alg == 1]

ind.expu <- ind[alg == 2]

ind.u <- ind[alg == 3]

ret[ind.nan] <- NaN

while (length(ind.no) > 0)

{

y <- rnorm(length(ind.no))

done <- which(y >= lower[ind.no] & y <= upper[ind.no])

ret[ind.no[done]] <- y[done]

ind.no <- setdiff(ind.no, ind.no[done])

}

stopifnot(length(ind.no) == 0)

while (length(ind.expl) > 0)
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{

a <- (lower[ind.expl] + sqrt(lower[ind.expl]^2 + 4))/2

z <- rexp(length(ind.expl), a) + lower[ind.expl]

u <- runif(length(ind.expl))

done <- which((u <= exp(-(z - a)^2/2)) & (z <= upper[ind.expl]))

ret[ind.expl[done]] <- z[done]

ind.expl <- setdiff(ind.expl, ind.expl[done])

}

stopifnot(length(ind.expl) == 0)

while (length(ind.expu) > 0)

{

a <- (-upper[ind.expu] + sqrt(upper[ind.expu]^2 + 4))/2

z <- rexp(length(ind.expu), a) - upper[ind.expu]

u <- runif(length(ind.expu))

done <- which((u <= exp(-(z - a)^2/2)) & (z <= -lower[ind.expu]))

ret[ind.expu[done]] <- -z[done]

ind.expu <- setdiff(ind.expu, ind.expu[done])

}

stopifnot(length(ind.expu) == 0)

while (length(ind.u) > 0)

{

z <- runif(length(ind.u), lower[ind.u], upper[ind.u])

rho <- ifelse(lower[ind.u] > 0, exp((lower[ind.u]^2 - z^2)/2),

ifelse(upper[ind.u] < 0, exp((upper[ind.u]^2 - z^2)/2),

exp(-z^2/2)))

u <- runif(length(ind.u))

done <- which(u <= rho)

ret[ind.u[done]] <- z[done]

ind.u <- setdiff(ind.u, ind.u[done])

}

stopifnot(length(ind.u) == 0)

return(ret * sd + mean)

}

# Função para transformar parâmetros sig e lamb para tal e eta

# tal=sig/(1+lamb^2)^0.5 e eta= sig*lamb/(1+lamb^2)^0.5

fsiglamb_taleta <- function(sig,lamb) {
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tal <- sig/(1+lamb^2)^0.5

eta <- tal*lamb

return(list(tal=tal,eta=eta))

}

# Função para fazer o amostrador de Gibbs no modelo linear sob H0

# Recebe X (matriz do modelo), y (vetor de dados)

# Recebe valores iniciais de sig e lamb

# Recebe hiperparâmetros sigt (desv.pad) e kappa da t (GL da t)

# Valores default referem-se a priori induzida pela distribuição

# Uniforme

# kk é o n◦ de parâmetros (referente somente aos níveis de trat.)

GSMCPH0 <-

function(y,kk=2,nsMC=10000,sig=1,lamb=2,B=0,J=1,sigt=(1/2)^0.5,kappa=2)

{

n <- length(y) # Tamanho da amostra

X <- matrix(1,n,1)

k <- 1 # N◦ de parâmetros (modelo de médias de caselas)

aux <- fsiglamb_taleta(sig,lamb)

tal <- aux$tal

eta <- aux$eta

theta <- c(mean(y)) # Valor inicial - média dos y

# Valores de theta na primeira posição + tal e eta (k+1, k+2)

oldpar <- c(theta,tal,eta)

XXI <- solve(crossprod(X))

XXIXt <- XXI%*%t(X)

indica <- 0 # Flag para indicar se arquivo foi criado

for (ii in 2:nsMC)

{

# Passo da geração dos w’s: w ~ gama (a1,b1)

a1 <- (kappa+1)/2

b1 <- 0.5*((oldpar[k+2]/(oldpar[k+1]*sigt))^2+kappa)

w <- rgamma(1,a1,b1) # Atualizando w

# Passo da geração dos u’s: u ~ Nt(a1,b1^0.5)

aux <- oldpar[k+1]^2+oldpar[k+2]^2

a1 <- (y - X%*%oldpar[1])*oldpar[k+2]/aux

b1 <- oldpar[k+1]^2/aux
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u <- rtn(n,a1,b1^0.5,0) # Atualizando u

# Passo da geração dos tal’s: 1/t^2 ~ Gama (a1,b1)

a1 <- (n+1)/2

aux <- y - X%*%oldpar[1]-oldpar[k+2]*u

b1 <- 0.5*(crossprod(aux)+w*oldpar[k+2]^2/sigt^2)

oldpar[k+1] <- 1/rgamma(1,a1,b1)^0.5 # Atualizando tal

# Passo da geração dos eta’s: eta ~ N(a1,b1^0.5)

aux <- w/sigt^2+crossprod(u)

a1 <- t(y - X%*%oldpar[1])%*%u/aux

b1 <- oldpar[k+1]^2/aux

oldpar[k+2] <- rnorm(1,a1,b1^0.5) # Atualizando eta

# Passo da geração dos theta’s: theta ~ Nk(a1,b1)

a1 <- XXIXt%*%(y-oldpar[k+2]*u)

b1 <- oldpar[k+1]^2*XXI

oldpar[1] <- rnorm(1,a1,b1^0.5) # Atualizando theta

# Gravar matriz de parâmetros

if((ii %% J == 0) && (ii > B))

{

if (indica==0)

{

write(t(oldpar),"thetah0.txt",ncol=k+2,append=FALSE)

indica = 1

} else

write(t(oldpar),"thetah0.txt",ncol=k+2,append=TRUE)

}

}

# Lendo a matrix dos parâmetros a posteriori sob H0

resh0 <-scan("thetah0.txt",quiet=T)

Nef <-length(resh0)/(k + 2) # N◦ de amostras efetivas

resh0 <-matrix(resh0,nrow=Nef,ncol=k+2,byrow=TRUE)

res0 <-matrix(0,Nef,kk+2)

res0[,1] <- resh0[,1]

res0[,(kk+1):(kk+2)] <- resh0[,2:3]

for (ii in 2:kk)

res0[,ii] <- sample(resh0[,1],replace=F)

write(t(res0),"thetah0.txt",ncol=kk+2,append=FALSE)

}
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# Função para fazer o amostrador de Gibbs no modelo linear

# Recebe X (matriz do modelo), y (vetor de dados)

# Recebe valores iniciais de sig e lamb

# Recebe hiperparâmetros sigt (desv.pad) e kappa da t (GL da t)

# Valores default referem-se a priori induzida pela distribuição

# Uniforme

GSMCPH1 <- function(X,y,nsMC=10000,sig=1,lamb=2,B=0,J=1,

sigt=(1/2)^0.5,kappa=2) {

n <- length(y) # Tamanho da amostra

k <- ncol(X) # N◦ de parâmetros (modelo de médias de caselas)

aux <- fsiglamb_taleta(sig,lamb)

tal <- aux$tal

eta <- aux$eta

theta <- matrix(mean(y),k,1) # Valores iniciais - média dos y

# valores de theta nas k primeiras posições + tal e eta (k+1, k+2)

oldpar <- c(t(theta),tal,eta)

XXI <- solve(crossprod(X))

XXIXt <- XXI%*%t(X)

indica <- 0 # Flag para indicar se arquivo foi criado

for (ii in 2:nsMC)

{

# Passo da geração dos w’s: w ~ gama (a1,b1)

a1 <- (kappa+1)/2

b1 <- 0.5*((oldpar[k+2]/(oldpar[k+1]*sigt))^2+kappa)

w <- rgamma(1,a1,b1) # Atualizando w

# Passo da geração dos u’s: u ~ Nt(a1,b1^0.5)

aux <- oldpar[k+1]^2+oldpar[k+2]^2

a1 <- (y - X%*%oldpar[1:k])*oldpar[k+2]/aux

b1 <- oldpar[k+1]^2/aux

u <- rtn(n,a1,b1^0.5,0) # Atualizando u

# Passo da geração dos tal’s: 1/t^2 ~ Gama (a1,b1)

a1 <- (n+1)/2

aux <- y - X%*%(oldpar[1:k])-oldpar[k+2]*u

b1 <- 0.5*(crossprod(aux) + w*oldpar[k+2]^2/sigt^2)

oldpar[k+1] <- 1/rgamma(1,a1,b1)^0.5 # Atualizando tal

# Passo da geração dos eta’s: eta ~ N(a1,b1^0.5)

aux <- w/sigt^2+crossprod(u)
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a1 <- t(y - X%*%oldpar[1:k])%*%u/aux

b1 <- oldpar[k+1]^2/aux

oldpar[k+2] <- rnorm(1,a1,b1^0.5) # Atualizando eta

# Passo da geração dos theta’s: beta ~ Nk(a1,b1)

a1 <- XXIXt%*%(y-oldpar[k+2]*u)

b1 <- oldpar[k+1]^2*XXI

oldpar[1:k] <- mvrnorm(1,a1,b1) # Atualizando theta

# Gravar matriz de parâmetros

if((ii %% J == 0) && (ii > B))

{

if (indica==0)

{

write(t(oldpar),"thetah1.txt",ncol=k+2,append=FALSE)

indica = 1

} else

write(t(oldpar),"thetah1.txt",ncol=k+2,append=TRUE)

}

}

}

# Função para gerar dados da normal assimétrica com parâmetro de

# assimetria lambda

# Utiliza algoritmo E=sigma(delta^2*|Y1| + (1-delta^2)^0.5*Y2) em

# que Y1 e Y2 são N(0,1) e delta = lambda/(1+lambda^2)^0.5,

# sigma é o parâmetro de escala, sigma = sqrt(sigma^2).

rna <- function(n,sigma = 1,lambda = 0) {

if (lambda==0)

{

e <- rnorm(n)*sigma

} else

{

delta <- lambda/(1+lambda^2)^0.5

e <- (abs(rnorm(n)) * delta + rnorm(n) * (1 - delta^2)^0.5) * sigma

}

return(e=e)

}
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# Função para obter a matriz do modelo Y_ij = mu + t_i + e_ij

matrizXmodelo <- function(r, k) {

pti <- rep(1, r);

X <- matrix(0,r * k, k)

for (i in 1:k)

{

posini <- (i - 1) * r + 1

posfini <- i * r

X[posini:posfini,i] <- pti

}

return(X)

}

# Função para obtenção do valores de q_j sob H_0

# (do teste baseado em FQ)

# Retorna os quantis para um vetor alpha de credibilidades nominais

# Retorna também os Deltaalphas do teste da AP sob H0

qalphas <- function(alpha = c(0.10, 0.05, 0.01),resh0,k,r,Nef) {

thetah0 <- t(t(apply(resh0[,1:k],2,mean)))

Sigmah0Inv <- diag(1/apply(resh0[,1:k],2,var),k)

q0j <- diag((resh0[,1:k] -

matrix(rep(t(thetah0),times = Nef),Nef,k,byrow=T)) %*%

Sigmah0Inv %*%

t(resh0[,1:k] -

matrix(rep(t(thetah0),times = Nef),Nef,k,byrow=T)))

Deltaj <- (apply(resh0[,1:k],1,max)- apply(resh0[,1:k],1,min)) /

(resh0[,k+1] / sqrt(k*r))

return(list(theta0 = thetah0,

qalphas = sort(q0j)[round(Nef*(1-alpha))],

Deltalph = sort(Deltaj)[round(Nef*(1-alpha))]))

}

# Função para obtenção do valor de q_c sob H_1 do teste TFQ

# Retorna o valor da função paramétrica

q_c <- function(resh1,theta0,k) {

thetaP <- t(t(apply(resh1[,1:k],2,mean)))
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Sigmah1Inv <- diag(1/apply(resh1[,1:k],2,var),k)

q_c <- t(thetaP-theta0) %*% Sigmah1Inv %*% (thetaP-theta0)

return(list(q_c = q_c, thetap = thetaP, SigmapInv = Sigmah1Inv))

}

# Função para obter os valores em módulos das funções paramétricas

# de todos os pares de médias para o teste de FQ.

# Retornará os valores em uma matriz triangular superior e em outra

# completa para 2 valores de alpha

# sigp: usado no teste da amplitude padronizada

qij <- function(thetap,SigmapInv,qalpha,Deltalph,sigp,k) {

sigmap <- diag(1/diag(SigmapInv)) # obtendo sigmap de sua inversa

qcij <- matrix(0,k,k)

# Parte triangular inferior: recebe 1 se significativo 1◦ alpha

# A matriz signij: parte superior 2◦ alpha e parte inferior 3◦ alpha

signij <- matrix(0,k,k)

sigDeltij <- matrix(0,k,k)

Deltaij <- matrix(0,k,k)

Deltalph <- Deltalph * sigp

for (i in 1:(k-1))

for (j in (i+1):k)

{

qcij[i,j]<-abs((thetap[i]-thetap[j])/(sigmap[i,i]+sigmap[j,j])^0.5)

Deltaij[i,j] <- abs(thetap[i]-thetap[j])

if (qcij[i,j] >= sqrt(qalpha[1])) qcij[j,i] <- 1

if (qcij[i,j] >= sqrt(qalpha[2])) signij[i,j] <- 1

if (qcij[i,j] >= sqrt(qalpha[3])) signij[j,i] <- 1

if (Deltaij[i,j] >= Deltalph[1]) Deltaij[j,i] <- 1

if (Deltaij[i,j] >= Deltalph[2]) sigDeltij[i,j] <- 1

if (Deltaij[i,j] >= Deltalph[3]) sigDeltij[j,i] <- 1

}

return(list(qcij=qcij,signij=signij, Deltaij=Deltaij,

sigDeltij=sigDeltij))

}

# Função para calcular as taxas de erro tipo I por experimento

# e poder dos testes.
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# Recebe um vetor com os valores-p para cada par de k(k-1)/2

# na sequência 1-2, 1-3, ..., (k-1)-k

# Retorna um vetor indicativo de erro tipo I dentro dos grupos/exper.

# Retorna vetor com porcentagem de poder média do experimento, entre

# os grupos

ContaErros <-

function(pvalues,k,k1,k2,alpha,xx1,xx2,xx3,xx4,xx5,xx6) {

errTI <- matrix(0,3,1) # Indicadora do Tukey

poder <- matrix(0,3,1) # Porcent. de poder do tukey para k1*k2 compar.

TITFQ <- matrix(0,3,1) # Indicadora do TFQ

podTFQ <- matrix(0,3,1) # Poder TFQ

TITAE <- matrix(0,3,1) # Indicadora do TAE

podTAE <- matrix(0,3,1) # Poder TAE

for (i in 1:(k-1))

for (j in (i+1):k)

{

ind <- (i - 1) * k + j - ((1 + i) * i) %/% 2

if ((i <= k1) & (j <= k1)) # Dentro do grupo 1

{

if (pvalues[ind] <= alpha[1]) errTI[1] <- 1

if (pvalues[ind] <= alpha[2]) errTI[2] <- 1

if (pvalues[ind] <= alpha[3]) errTI[3] <- 1

if (xx1[ind] == 1) TITAE[1] <- 1

if (xx2[ind] == 1) TITAE[2] <- 1

if (xx3[ind] == 1) TITAE[3] <- 1

if (xx4[ind] == 1) TITFQ[1] <- 1

if (xx5[ind] == 1) TITFQ[2] <- 1

if (xx6[ind] == 1) TITFQ[3] <- 1

}

if ((i > k1) & (j > k1)) # Dentro do grupo 2

{

if (pvalues[ind] <= alpha[1]) errTI[1] <- 1

if (pvalues[ind] <= alpha[2]) errTI[2] <- 1

if (pvalues[ind] <= alpha[3]) errTI[3] <- 1

if (xx1[ind] == 1) TITAE[1] <- 1

if (xx2[ind] == 1) TITAE[2] <- 1

if (xx3[ind] == 1) TITAE[3] <- 1
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if (xx4[ind] == 1) TITFQ[1] <- 1

if (xx5[ind] == 1) TITFQ[2] <- 1

if (xx6[ind] == 1) TITFQ[3] <- 1

}

if ((i <= k1) & (j > k1)) # Entre grupos

{

if (pvalues[ind] <= alpha[1]) poder[1] <- poder[1] + 1/(k1*k2)

if (pvalues[ind] <= alpha[2]) poder[2] <- poder[2] + 1/(k1*k2)

if (pvalues[ind] <= alpha[3]) poder[3] <- poder[3] + 1/(k1*k2)

if (xx1[ind] == 1) podTAE[1] <- podTAE[1] + 1 / (k1 * k2)

if (xx2[ind] == 1) podTAE[2] <- podTAE[2] + 1 / (k1 * k2)

if (xx3[ind] == 1) podTAE[3] <- podTAE[3] + 1 / (k1 * k2)

if (xx4[ind] == 1) podTFQ[1] <- podTFQ[1] + 1 / (k1 * k2)

if (xx5[ind] == 1) podTFQ[2] <- podTFQ[2] + 1 / (k1 * k2)

if (xx6[ind] == 1) podTFQ[3] <- podTFQ[3] + 1 / (k1 * k2)

}

}

return(list(ETITu=errTI, podTu=poder,ETITAE=TITAE,podTAE=podTAE,

ETITFQ=TITFQ,podTFQ=podTFQ))

}

# Função para realizar sim. Monte Carlo e aplicar o teste proposto

# nMC: n◦ de Monte Carlo para validar o teste;

# k: número de populações; r: número de repetições;

# nsMC: n◦ de MC das Cadeias de Markov para aplicação do teste

# jump: n◦ de saltos;

# burnin: tamanho da queima inicial das cadeias de Markov;

# lambda: parâmetro de assimetria da NA dos erros;

# Modelo Y_ij = mu + t_i + e_ij, em que mu = 100, sem perda de

# generalidade. e_ij ~ NA(0,sigma^2,lambda);

# sigma^2 é o parâmetro de escala.

SMCH0 <-

function(nMC,k,r,nsMC,jump,burnin,lambda,delta,sigma2=1,alpha=c(0.10,

0.05, 0.01)) {

X <- matrizXmodelo(r, k)

# Tratamentos para análise de variancia e teste Tukey

trat <- as.factor(rep(1:k,each=r))
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Cred <- matrix(0,8,3)

rownames(Cred) = c("TGPod","TFQETI","TAEETI","TFPod","TTuETI",

"TFQPod","TAEPod","TTuPod")

colnames(Cred) = c("alpha=0,10","alpha=0,05","alpha=0,01")

for (iMC in 1:nMC)

{

ii <-proc.time()

k1 <- k %/% 2 # N◦ de médias no grupo 1

k2 <- k - k1 # N◦ de médias no grupo 2

ti <- matrix(0,k,1) # Efeitos de tratamentos ti[1:k1]=0

sige <- sigma2*(1-2/pi * lambda^2/(1+lambda^2)) # Erro da NA

Delta <- delta * (2*sige/r)^0.5

ti[(k1+1):k] <- Delta

y <- 100 + rep(ti, each=r) +

rna(k * r,sigma2^0.5,lambda) # Modelo com mu = 100

# Tratamentos para análise de variancia, teste Tukey e F

valorpF <- anova(lm(y ~trat))$"Pr(>F)"[1]

if (valorpF <= alpha[1]) Cred[4,1] <- Cred[4,1] + 1 / nMC

if (valorpF <= alpha[2]) Cred[4,2] <- Cred[4,2] + 1 / nMC

if (valorpF <= alpha[3]) Cred[4,3] <- Cred[4,3] + 1 / nMC

Tukeydados <- TukeyHSD(aov(y ~trat))

GSMCPH0(y,k,nsMC,sd(y),B=burnin,J=jump) # Aplicar teste sob H0

GSMCPH1(X,y,nsMC,sd(y),B=burnin,J=jump) # Aplicar teste sob H1

# Lendo a matrix dos parâmetros a posteriori sob H0

resh0 <-scan("thetah0.txt",quiet=T)

# Lendo a matrix dos parâmetros a posteriori sob H1

resh1 <-scan("thetah1.txt",quiet=T)

Nef <-length(resh0)/(k +2) # N◦ de amostras efetivas

resh0 <-matrix(resh0,nrow=Nef,ncol=k+2,byrow=TRUE)

resh1 <-matrix(resh1,nrow=Nef,ncol=k+2,byrow=TRUE)

# Transformando parâmetros tal e eta em sig e lamb, novamente.

resh0[,k+2] <- t(t(resh0[,k+2]/resh0[,k+1]))

resh0[,k+1] <- t(t(resh0[,k+1]*(1+resh0[,k+2]^2)^0.5))

resh1[,k+2] <- t(t(resh1[,k+2]/resh1[,k+1]))

resh1[,k+1] <- t(t(resh1[,k+1]*(1+resh1[,k+2]^2)^0.5))

# Obtenção dos qalpha’s

aux <- qalphas(alpha,resh0,k,r,Nef)

qalpha <- aux$qalphas
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theta0 <- aux$theta0

DeltAlph <- aux$Deltalph

# Obtenção da função paramétrica q_c sob H_1, do teste Global

aux <- q_c(resh1,theta0,k)

qc <- aux$q_c

# qalpha

if (qc >= qalpha[1]) Cred[1,1] = Cred[1,1] + 1 / nMC

if (qc >= qalpha[2]) Cred[1,2] = Cred[1,2] + 1 / nMC

if (qc >= qalpha[3]) Cred[1,3] = Cred[1,3] + 1 / nMC

# Obtenção das funções paramétricas para o TCM baseado em FQs

# Teste de comparações múltiplas baseado na amplitude padronizada

# Para o teste seguinte - ampl. pad.

sigmap <- sqrt(mean(resh1[,(k+1)]^2)/r)

aux <- qij(aux$thetap,aux$SigmapInv,qalpha,DeltAlph,sigmap,k)

# Contando os erros por experimento - TFQ

xx4 <- aux$qcij[lower.tri(aux$qcij)]

xx5 <- t(aux$signij)[lower.tri(t(aux$signij))]

xx6 <- aux$signij[lower.tri(aux$signij)]

# Contando os erros por experimento - TAE

xx1 <- aux$Deltaij[lower.tri(aux$Deltaij)]

xx2 <- t(aux$sigDeltij)[lower.tri(t(aux$sigDeltij))]

xx3 <- aux$sigDeltij[lower.tri(aux$sigDeltij)]

erros <- ContaErros(Tukeydados$trat[,4],k,k1,k2,alpha,

xx1,xx2,xx3,xx4,xx5,xx6)

# Erros tipo I/exper. dentro dos grupos do Tukey

if (erros$ETITu[1] == 1) Cred[5,1] <- Cred[5,1] + 1 / nMC

if (erros$ETITu[2] == 1) Cred[5,2] <- Cred[5,2] + 1 / nMC

if (erros$ETITu[3] == 1) Cred[5,3] <- Cred[5,3] + 1 / nMC

# Poder do Tukey entre grupos

Cred[8,1] <- Cred[8,1] + erros$podTu[1] / nMC

Cred[8,2] <- Cred[8,2] + erros$podTu[2] / nMC

Cred[8,3] <- Cred[8,3] + erros$podTu[3] / nMC
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# Erros tipo I/exper. dentro dos grupos do TAE

if (erros$ETITAE[1] == 1) Cred[3,1] <- Cred[3,1] + 1 / nMC

if (erros$ETITAE[2] == 1) Cred[3,2] <- Cred[3,2] + 1 / nMC

if (erros$ETITAE[3] == 1) Cred[3,3] <- Cred[3,3] + 1 / nMC

# Poder do TAE entre grupos

Cred[7,1] <- Cred[7,1] + erros$podTAE[1] / nMC

Cred[7,2] <- Cred[7,2] + erros$podTAE[2] / nMC

Cred[7,3] <- Cred[7,3] + erros$podTAE[3] / nMC

# Erros tipo I/exper. dentro dos grupos do TFQ

if (erros$ETITFQ[1] == 1) Cred[2,1] <- Cred[2,1] + 1 / nMC

if (erros$ETITFQ[2] == 1) Cred[2,2] <- Cred[2,2] + 1 / nMC

if (erros$ETITFQ[3] == 1) Cred[2,3] <- Cred[2,3] + 1 / nMC

# Poder do TFQ entre grupos

Cred[6,1] <- Cred[6,1] + erros$podTFQ[1] / nMC

Cred[6,2] <- Cred[6,2] + erros$podTFQ[2] / nMC

Cred[6,3] <- Cred[6,3] + erros$podTFQ[3] / nMC

tt <-proc.time()-ii

write(c(iMC,round(tt*(nMC-iMC)/60,0)),

"tempopoder-config01.txt",append=T)

}

return(Cred)

}

# Definição de configuração específica para simulação sob H0 Parcial

nsMC <- 51000 # Tamanho da Cadeia de Monte Carlo

jump <- 50 # Valor do Salto

burnin <- 1000 # Valor da queima inicial

lambda <- 0 # Parâmetro de assimetria

r <- 4 # N◦ de repetições de cada nível do fator

k <- 5 # N◦ de níveis do fator

delta <- 2 # N◦ de erros padrões da diferença entre duas médias

nMC <- 1000 # N◦ de Monte Carlo puro

SM <- SMCH0(nMC,k,r,nsMC,jump,burnin,lambda,delta) # Executa o programa

write.table(SM,"poder-resultconfig01.txt",append=F) # Grava os resultados

————————————————————————————————–
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