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“...Nem lembra se olhou pra tras

Ao primeiro passo, ago, ago....

Porque se chamava homem
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E sonhos nio envelhecem

Em meio a tantos gases lacrimogénios

Ficam calmos, calmos, calmos

E 14 se vai mais um dia... ”

Clube da Esquina Il (Fldvio Venturini)



RESUMO

Esse estudo teve como principal motivag@o descobrir a estrutura de depen-
déncia entre habilidades nas provas de um exame de selecdo, por meio do ajuste
de um Modelo Multivariado de Resposta ao Item. Foram comparadas diferentes
estruturas de covariancias em simulagcdes com o modelo proposto. O ajuste do
modelo multivariado foi também comparado ao de modelos univariados da TRI
em uma aplicagdo com dados do Vestibular 2006 — 2 da UFLA. A anélise bayesi-
ana foi implementada no programa R por meio de algoritmos do tipo Monte Carlo
via Cadeias de Markov (MCMC), usando-se o amostrador de Gibbs com dados
aumentados. As habilidades em cada prova foram bem estimadas, tanto para o
ajuste com o modelo proposto quanto para o ajuste do modelo univariado, porém,
no modelo multivariado foi melhor estimada a associacdo, resultando também em
estimativas de maior correlacio entre provas de mesma drea (a exemplo, Fisica e
Matematica). O programa implementado se mostrou consistente nas simulacdes e
permitiu identificar as vantagens da aplicacdo do modelo proposto na andlise dos
dados reais, em substituicdo aos modelos univariados. As vantagens do modelo
multivariado incluem a capacidade de discriminar grupos de habilidades altamente
associadas e gerar estimativas mais precisas.

Palavras-chave: Amostrador de Gibbs. Andlise bayesiana. Dados aumentados.
Habilidades multivariadas. TRI.



ABSTRACT

The aim of this thesis is to discover the dependence structure between the
abilities in an admittance test by fitting an Item Response Multivariate Model.
Different covariance structures in the proposed model were compared using
simulations. Multivariate IRT model was also compared to the univariate
models in an appli-cation using data from "Vestibular"2006/2 - UFLA. A fully
Bayesian analysis was implemented in the R program by means of Markov Chains
Monte Carlo (MCMC) type algorithms, using Gibbs Sampling via augmented
data. The abilities in each test were well estimated, by both univariate models and
proposed multivariate mo-del. However, the multivariate model was more
precise and unveil a strong asso-ciation between the exams with similar subjects,
(e.g. Phisics and Mathematics). The implemented program was consistent in
simulated exemples and allowed us to identify the advantages of the application
of the proposed model to real data, instead of using univariate models.
Advantages of Multivariate model include the capacity to discriminate groups of
abilities highly associated between each other and to yield more precise
estimates.

Keywords: Augmented data. Bayesian analysis. Gibbs Sampling. IRT. Multivari-
ate abilities.
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1 INTRODUCAO

A Teoria de Resposta ao Item (TRI) trata da aplicagdo e compreensio de
um conjunto de modelos denominados Modelos de Resposta ao Item (MRI). Tais
modelos associam caracteristicas ndo observaveis de individuos (tragos latentes),
caracteristicas dos instrumentos de medida (questiondrios, testes, provas) e as res-
postas dadas a esses instrumentos. Mais ainda, os MRI modelam a probabilidade
de um individuo atingir certo escore, dado os tracos latentes (habilidades) desse
individuo e as caracteristicas desse item.

A TRI vem sendo aplicada nas principais avaliacdes educacionais, como
SAEB, ENADE, ENEM no Brasil e TOEFL, GRE, PISA no mundo. Devido ao
aumento de sua aplicacdo em diferentes campos de pesquisa, tais como educacio,
marketing, psiquiatria, genética, e com o surgimento de planejamentos mais com-
plexos, € cada vez mais necessdrio o uso de modelos de resposta ao item mais
flexiveis que possam levar em conta as diversas caracteristicas em estudo. Por
isso, na escolha do melhor modelo, dentre os MRI em uma aplicacdo especifica,
€ necessdrio usar métodos de estimacdo adequados e medidas de diagndsticos que
permitam avaliar a qualidade de ajuste desses modelos.

Alguns MRI para respostas dicotomicas sdo usados na TRI, como o Mo-
delo de Ogiva Normal (modelo probito) e os Modelos Logisticos com 1, 2 ou 3
parametros. Esses podem ser caracterizados de acordo com o nimero de para-
metros de itens que pertengcam ao modelo. O modelo mais completo € o de trés
parametros de item. Usando restricdes nos parametros desses modelos, pode-se
obter os modelos de dois ou de um pardmetro. O modelo de trés pardmetros des-
creve a probabilidade de um individuo responder corretamente a um item, dada
sua habilidade em responder aquele item e a trés caracteristicas do préprio item: o
poder de discriminacdo, o grau de dificuldade e o acerto casual.

A qualidade de predicdo da distribuicdo das habilidades dos elementos de
uma populacio pode estar associada a possibilidade de se obter melhores estimati-
vas da variabilidade, usando informagdes dos individuos respondentes que possam
estar associadas a suas habilidades, como sua condi¢do socioecondmica e o grau

de escolaridade, dentre outras. Para isso existem os Modelos Multidimensionais
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de Resposta ao Item, os quais assumem que € necessdrio mais de um trago latente
para modelar apropriadamente as probabilidades de resposta. Os Modelos Mul-
tivariados de Resposta ao Item, caso particular dos Modelos Multidimensionais
consideram a possivel estrutura de covaridncia, ou grau de correlacdo, existente
entre as habilidades de um individuo associadas a varias disciplinas. Os dois sdo
modelos que se referem a dois ou mais tragos latentes. Existe uma diferenga, o
modelo multivariado refere-se a tragos latentes distintos, avaliados por diferentes
testes, sendo que cada item € associada uma tnica habilidade. J4 o modelo multi-
dimensional considera varios tragos latentes associados a um item.

Pode ser interessante também estudar individuos de diferentes grupos,
com diferentes caracteristicas, proprias de cada um desses grupos. Essas dife-
rentes caracteristicas podem induzir comportamentos distintos na distribui¢do dos
tracos latentes. As distribuicdes de probabilidades dos tragos latentes poderiam ser
especificas para cada grupo, fazendo-se necessdrio, entdo, considerar a heteroge-
neidade dos grupos envolvidos.

O presente trabalho diz respeito a um ajuste de um modelo multivariado de
resposta ao item usando dados aumentados. Foram feitas simulacdes para verificar
a consisténcia da rotina R para andlise bayesiana desse modelo. Foram compara-
das diferentes estruturas de covariancias sob o modelo multivariado da TRI e foi
comparado o modelo univariado com o modelo multivariado da TRI em uma apli-
cacdo com dados reais do Vestibular 2006 — 2 da UFLA. Esse estudo teve como
motivagdo melhorar as estimativas para as habilidades com o modelo proposto,
descobrir relacdes entre habilidades nas provas/disciplinas envolvidas, bem como
verificar se 0 modelo multivariado tem alguma vantagem sobre o univariado.

Uma andlise bayesiana plena foi implementada por meio de algoritmos
do tipo Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC), usando-se o amostrador
de Gibbs com dados aumentados. Toda andlise foi programada e executada no
software R (R CORE TEAM, 2014), com o uso do pacote CODA - Convergence
Diagnosis and Output Analysis (PLUMMER et al., 2006).
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 A Teoria de Resposta ao Item (TRI)

A Teoria de Resposta ao Item (TRI) engloba um conjunto de modelos com
a finalidade de representar a probabilidade de uma pessoa obter um certo escore a
um determinado item, em fun¢@o de sua habilidade e das caracteristicas do item.
A TRI surgiu com a necessidade de superar as limitagdes da Teoria Cldssica dos
Testes (TCT) que era uma forma de medir as habilidades de individuos submetidos
a algum teste.

A TCT s6 permitia a comparacao entre individuos ou grupos de individuos
que tivessem sido submetidos a provas equivalentes ou aquelas que produzissem
mesma média e desvio-padrdo (LORD, 1980). Outras limita¢cdes da TCT, segundo
Andrade, Tavares e Valle (2000) sdo:

a) seus resultados dependem das caracteristicas dos individuos que reali-

zam o teste;

b) a habilidade de um examinado € estimada por percentuais de acertos

ou escores dos testes;

¢) apresenta a dificuldade de comparar resultados de diferentes testes em

diferentes situagdes.

Essas limitacdes foram resolvidas pela TRI, a qual trata o examinado de

forma diferente:

a) o enfoque das andlises desvincula-se das provas e concentra-se nos

itens;

b) aresposta dada ao item depende do nivel de habilidade de cada indivi-

duo;

¢) oitem € um estimulo que leva a uma resposta, dependendo do nivel da
habilidade;

d) a habilidade de um individuo ndo depende da prova;
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e) as caracteristicas dos itens ndo dependem de quem realiza a prova;

f) a invariancia dos parametros permite a comparacdo entre individuos,

mesmo em provas com itens diferentes;

g) asrespostas aos itens de um teste sao medidas por uma relagdo probabi-
listica, cuja relagdo grafica dessa probabilidade € a curva caracteristica
do item (CCI).

Lord (1952) € considerado um dos grandes responsdveis por dar as ba-
ses da moderna TRI, seguido dos trabalhos de Birnbaum (1968) e Rasch (1960),
devido aos modelos por eles elaborados.

O crescimento e divulgacdo da TRI s6 comecou a partir da década de 80
com o aumento da capacidade de processamento computacional, jd que os algorit-
mos de estimag¢@o usados sdo muito complexos.

No Brasil, a primeira aplicacdo da TRI foi em 1995 na andlise do Sistema
Nacional de Avaliagdo da Educac@o Bdasica (SAEB). A partir dai, seu uso esta
sendo incentivado, principalmente, pelos 6rgaos de governo como o Ministério da

Educacio.
2.1.1 Modelos para a Teoria de Resposta ao Item

Uma apresentagdo genérica dos modelos para respostas dicotOmicas da
TRI considera uma varidvel aleatdria Y;; associada ao acerto ou erro na resposta
doindividuo ¢ aoitem j,72 = 1,...,ne j = 1,...,m. Essa varidvel pode assumir
valor 1 (acerto) ou 0 (erro).

Um modelo amostral para Y;; seria a fungdo de probabilidade (fp) de Ber-
noulli

Friy wigs pig) = vy (1 — i)' %9, (1)

em que p;; estd em func@o dos pardmetros e € a probabilidade condicional de que o
individuo ¢ responda correto ao item j. Dessa forma, uma classe geral de modelos

para respostas dicotdmicas é dado por:

pij = P(Yi; = 1|65,a5,b5,¢5) = ¢ + (1 — ¢;) F(myj), (2)
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em que:

0; é o parametro de habilidade do individuo i;

a; € o parametro de discriminagdo do item j;

b; € o pardmetro de dificuldade do item j (indice de locagdo);

c; € o pardmetro para a resposta de acerto casual do item j;

mi; = a;(0; — b;) é preditor linear;

F(-) é uma fungéo néo decrescente, dada pela fung@o de distribuigéo acu-
mulada (fda) de uma dada distribuicao.

Um dos primeiros modelos dessa classe de TRI foi introduzido por Lord
(1952), o qual considerou F(-) = ®(-), sendo ®(-) a fungdo de distribuicio
acumulada (fda) da distribuicdo normal padrdo. Ao ser determinada a densidade
relacionada a essa distribuigdo, f (- ), nota-se que o pardmetro b; estd relacionado a
média e o parametro a; a mudanga de concavidade. Quando b; € igual ao pardme-
tro 0;, pi; = Fy(my;) = F(0) = 0,5.

Birnbaum (1968) introduziu o modelo logistico de dois pardmetros, em
que considerou a funcdo de distribuicdo acumulada da distribuicdo logistica para
F(-),isto é, F'(-) = L(m;;), sendo

e"ij
1+ e™is
1
14 e ™ii’

L(m;j)

Se, nesse modelo, for assumido a; = 1, ele fica conhecido como Modelo
de Rasch (RASCH, 1960). Em qualquer um dos casos, percebe-se que o parametro
c; de acerto casual ndo estd presente no modelo, porém, ha a possibilidade disso
ocorrer. E o caso das questdes de multipla escolha, as quais permitem que sejam
acertadas mesmo por quem ndo domine o conhecimento. Para tanto, Birnbaum
(1968) propds a introdugdo do pardmetro c¢; no modelo, chamado de modelo lo-
gistico de trés parametros (ML3P). Considerando o ML3P, o calculo de p;; serd

dado por:

1

pij = P(Yij = 1]0i,a5,b,¢;) = ¢j + (1 - Cj)m

3)
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2.1.2 A Curva Caracteristica do Item

Um Modelo de 3 Parametros da TRI (M3P), seja ele logistico ou probito,
pode ser expresso graficamente através da Curva Caracteristica do Item (CCI).
Cada item tera sua propria CCI. Essa curva € obtida ao ser plotado p;; em fungio
de 6, para um determinado item j. Na pratica, é a propor¢do de respostas corretas
de todos os individuos com habilidade 6; que esta relacionada a esse item, como

se vé na Fig. 1, a seguir.

Curva Caracteristica do Item
P(X=118)

-]

e, 5 By B B B B B B ks
B ki s By O

=

Habilidade ()

Figura1 Curva Caracteristica do Item - CCI

Na Figura 1, a CCI parte do valor 0,20 a probabilidade de acerto casual
em um item com 5 alternativas, com o uso do M3P. Observa-se que, quanto maior
for a habilidade do individuo, maior serd a probabilidade de que ele responda
corretamente ao item, obedecendo uma rela¢io nao linear (BRAGION, 2007).

Conforme pode ser visto na Figura 2, uma CCI pode ser descrita da se-

guinte forma:

a) # possui uma escala arbitraria onde o importante sdo as relagdes de

ordem e ndo sua magnitude;
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b) a é proporcional a derivada da tangente da curva no ponto de inflexdo;

¢) b (medido na mesma escala de ) representa a habilidade necessaria

para uma probabilidade de acerto igual a (1 + ¢)/2;

d) c representa a probabilidade de um individuo, com baixa habilidade,

responder corretamente o item.

Curva caracteristica do item - CCl

i
o

o
o]
i

o
2]
rl

o
EeN
L

prob. de resposta correta
o
3]

o
o

40 -30 -20 -1.0 00 1.0 2.0 3.0 4.0
habilidade

Figura2 Relagdo dos parametros na Curva Caracteristica do Item - CCI.

A seguir, nas Figuras 3, 4 e 5, foram feitas comparac¢des entre CCI’s vari-
ando os valores dos parametros de itens:

a) Comparagdes entre as CCI’s com a mesma discriminagdo e diferentes
dificuldades:

b) Comparagdes entre as CCI’s com a mesma dificuldade e diferentes dis-

criminacdes:

¢) Comparagdes entre as CCI's com diferentes valores para o pardmetro
de acerto casual:
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Figura4 CCI’s com diferentes valores paraa e b = 0.

2.2 Modelos Multidimensionais da Teoria de Resposta ao Item

Alguns pontos acerca da TRI sdo levantados, como por exemplo, a qua-

lidade de estimacdo da distribui¢do das habilidades dos elementos de uma popu-
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Figura5 CCI’s com diferentes valores para c.

lacdo (MISLEVY, 1991). Esse autor discute a possibilidade de se obter melhores
estimativas da variabilidade usando informacdes dos individuos respondentes que
possam estar associadas as suas habilidades, como sua condi¢cdo socioecondmica
e o grau de escolaridade, dentre outras.

Alguns modelos, como os Multidimensionais,(HARTIG; HOHLER, 2009;
NOJOSA, 2001; RECKASE, 2009), assumem que € necessario mais de um trago
latente para modelar apropriadamente as probabilidades de resposta. Outros mo-
delos como o Multivariado (MATOS, 2001) e o Longitudinal (TAVARES, 2001),
modelam, respectivamente, a estrutura de dependéncia dos vdrios tracos latentes
medidos em diferentes testes e as dependéncias longitudinais dos tragos latentes.

Pode ser interessante também estudar individuos de diferentes grupos,
com diferentes caracteristicas proprias de cada um desses grupos. Essas diferentes
caracteristicas podem induzir comportamentos distintos na distribui¢do dos tra-
cos latentes. As distribui¢des de probabilidades dos tragos latentes poderiam ser
especificas para cada grupo, fazendo-se necessdrio, entdo, considerar a heteroge-
neidade dos grupos envolvidos. Propostas para modelar as diferencas entre grupos
foram apresentadas por Mislevy (1983) e a estimacgdo das densidades dos tracos

latentes de diversos grupos por Mislevy (1984). Estudos recentes abordaram o



27

tema, como Azevedo (2008) que considera uma estrutura bayesiana, por meio de
um esquema de dados aumentados, para analisar modelos longitudinais com gru-
pos multiplos, e também por Azevedo, Andrade e Fox (2012) que desenvolveram
um algoritmo que usa Gibbs sampling (GS) e Metrépolis-Hastings (M-H) com o
objetivo de explorar o potencial dos procedimentos de estimacdo via MCMC, no
ajuste de um modelo bayesiano para o modelo de grupos multiplos.

Os modelos multivariados de resposta ao item consideram a possivel es-
trutura de covaridncia existente entre as habilidades de um individuo associadas
a vdrias disciplinas. Alguns autores ja usaram esse tipo de modelo, como Tho-
mas e Gan (1997) que descrevem um modelo utilizado pelo National Assesment of
Educational Progress (NAEP). Ja o modelo de Tavares (2001) faz uma generaliza-
cdo do modelo de vdrias populagdes independentes de Bock e Zimowski (1997),
usando avaliagdes de uma mesma populacio ao longo do tempo.

Mais ainda, o modelo multivariado, bem como o modelo de mudltiplos
grupos, podem ser vistos como casos particulares do modelo longitudinal: o mul-
tivariado quando se assume as médias em cada tempo iguais a zero e uma matriz
de covariancias ndo estruturada (com elementos da diagonal iguais a 1 (MATOS,
2001); o de multiplos grupos quando se considera uma matriz de covariancias di-
agonal (TAVARES, 2001).

No Brasil, algumas avaliacdes em larga escala, como os exames seleti-
VoS para o ensino superior, ndo levam em conta a possivel estrutura de covarian-
cia/correlacdo existente entre os rendimentos nas disciplinas avaliadas. Mesmo
submetendo os candidatos a provas com varias disciplinas € feito uso de modelos
univariados de resposta ao item. Alguns exames seletivos para o ensino superior,
como o ENEM, submetem os candidatos a provas de vdrias disciplinas, mas re-
alizam as avaliacdes por meio de modelos univariados, nio levando em conta a
possivel estrutura de covariincia/correlagdo entre as disciplinas avaliadas.

Existe uma diferencga entre modelos multivariados e modelos multidimen-
sionais. Os dois sdo modelos que se referem a dois ou mais tracos latentes. En-
tretanto, o modelo multivariado refere-se a tracos latentes distintos, avaliados por
diferentes testes, sendo que cada item € associada uma tnica habilidade. Ja o

modelo multidimensional considera vérios tracos latentes associados a um item.
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Tanto no modelo univariado quanto no multivariado, hd um elevado ni-
mero de pardmetros a serem estimados, diferentes distribuicdes de tracos latentes
e diferentes estruturas de dependéncias, o que torna complicado o ajuste desses
modelos. O método de estimagdo por Maxima Verossimilhanca Marginal (MVM)
(BOCK; AITKIN, 1981), conforme Azevedo (2003), tem algumas limitagcdes em
relacdo aos procedimentos numéricos necessdrios para sua implementa¢do. Mis-
levy (1986) propds uma versdo bayesiana para o MVM, mas ainda restrito ao
mesmo problema de implementacao.

A andlise bayesiana plena € necessdria sendo implementada por meio de
algoritmos do tipo Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC), como Gibbs
sampling, (BEGUIN; GLAS, 2001; SHENG; HEADRICK, 2013), Gibbs sam-
pling via dados aumentados, Metropolis-Hastings, Random Walk no algoritmo
Metropolis-Hastings como pode ser visto em Patz e Junker (1999a, 1999b).

Os autores de la Torre e Patz (2005) propuseram um método eficiente para
estimar as habilidades levando em conta diferentes estruturas de correlagdo entre
essas habilidades, num modelo Multidimensional. Matos (2001) propds uma me-
todologia para modelos multivariados de resposta ao item, que teve como origem
os modelos longitudinais de Tavares (2001). Este tltimo havia proposto uma gene-
ralizacdo do modelo de Bock e Zimowski (1997) ao considerar a situagdo em que
os dados possuem uma estrutura longitudinal, que permite analisar o desempenho
educacional de individuos em certas avaliacdes ao longo do tempo. Sendo assim,
Matos construiu um modelo em que uma tnica populagao € avaliada em relagdo a [
habilidades ou tracos latentes, levando-se em considera¢do uma possivel estrutura

de correlacdo entre as habilidades nas [ disciplinas.
2.2.1 O Modelo Multivariado da TRI para uma tinica populacao

Nesta secdo iremos explicitar a construcdo de um modelo multivariado
para uma unica populacdo. Deve-se considerar [ dreas distintas do conhecimento
(I testes em uma prova) obtendo, dessa forma, um vetor com [ tracos latentes
(habilidades), 6; = (0;1,--- ,0;;)’. Neste modelo ndo hd itens comuns entre os

testes. Dessa maneira, cada teste tera m; itens, totalizando m = mq + --- + my
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itens.
Matos (2001) usou o modelo logistico de 3 pardmetros (ML3P) da TRI por
ser um modelo de grande aceitacdo entre os profissionais das dreas de avaliagdo,

como segue:

P(Yii = U0iu,aj1,bj1,¢0) = cji+ (1 —cji)l + exp[—aj(0y — bjl)]il “4)

em que 6;; € a habilidade do individuo 7 no teste [ € aj;, bj;, ¢;; sdo os pardmetros
associados ao item j no teste /.

Algumas suposicdes devem ser atendidas nesse modelo:

a) A probabilidade de acerto a qualquer item, em qualquer teste, pode ser

modelada pela mesma fungdo resposta (ML3P);
b) Suposi¢des de independéncia:

- independéncia local ou condicional, em que uma vez conhecida a
habilidade ¢;; do individuo, as respostas aos itens que compdem cada

teste sdo independentes;

- as respostas aos itens de um teste sao fornecidas de forma indepen-
dente dos outros testes, uma vez conhecidas e fixadas as [ habilida-
des do individuo, 8; = (0;1,- - ,0:1);

- respostas ao teste [ dependem apenas da habilidade 6;;, ou seja, in-

dependem da habilidade 6, uma vez conhecida 0;;, | # k;

- individuos diferentes respondem aos testes de forma independente.

¢) O tempo destinado ao teste é suficiente para que todos possam respon-

der a todos os itens;

d) A ordem em que os itens sdo apresentados aos individuos ndo interfere

no desempenho dos mesmos;

e) A probabilidade de acerto a cada item € fung¢do de um tnico trago la-

tente.
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No caso do presente estudo optou-se pelo Modelo de Ogiva Normal Mul-
tivariado de 3 Parametros, ou seja, um modelo probito, usando dados aumentados,

porque esse modelo facilita a implementacdo do algoritmo utilizado.
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3 MATERIAL E METODOS

3.1 Implementacio do Modelo Probito de 3 Parametros Multivariado (MP3PM)

usando dados aumentados

Seja um exame vestibular, composto por p provas (disciplinas) distintas
em que Y;j; € a resposta (0 para resposta incorreta e 1 para resposta correta) do
1-ésimo individuo ao j-ésimo item da [-€sima prova. Serd considerado um tnico
grupo de individuos respondendo a todos os itens de uma ou mais provas (discipli-
nas) de um exame/avaliacao.

Neste trabalho serd usado o Modelo Probito de 3 Pardmetros Multivariado
da TRI (MP3PM), no qual a probabilidade de um individuo acertar um item, dada

sua habilidade e parametros do item, é

mij = P(Yij = 1|0u,a5,05,¢5) = ¢+ (1 —c¢;)®(niji) &)

em que

® ¢ a funcdo de distribui¢do acumulada da normal padrao;

niji = aji(0i — bj1);

6;; é a habilidade do individuo ¢ na prova [;

aj; € o pardmetro de discriminagio do item j na prova [;

b;i € o parametro de dificuldade do item j na prova [;

c¢j € o parametro associado a probabilidade de que um individuo com habilidade
baixa responda corretamente ao item j;
i=1,---mj=1,---mel=1--p;

Yiji ~ Bernoulli(m;;;).

Sendo assim, a verossimilhanga para Y serd:
m
Llyigi; Owsaibiines) = [ [ TT T 7t (1= mijo) e (6)

Os dados Y, que sdo as respostas de n individuos para m itens nas [ provas,
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serdo aumentados com varidveis latentes W e Z definidas, conforme Béguin e Glas
(2001), com o objetivo de facilitar a implementagdo do algoritmo MCMC.

A varidvel W;;; € construida da seguinte forma:

W { 1: seoindividuo i sabe a resposta correta do item j da prova [
igl =

0 : se oindividuo ndo sabe a resposta.

Dati, a probabilidade condicional de W;;; = w;j; dado Yij; = ;5 sera:

P(Wij = 1Y = Lngjicj) o< @(nij) )
P(Wij = 0Yiji = Lniji,c;) o< ¢i(1—®(ni5))

P(Wij = 1Y = 0mijic;) = 0

P(Wij = 0]Yi1 = 0mijicy) = 1

As varidveis Z;;; sdo independentes e normalmente distribuidas com mé-
dia 7;5; € desvio padrao 1.
Essas varidveis se relacionam com w por: z;;; > 0se w;;; = 1 ou z;5; < 0

se w;j; = 0. Entéo,

p(zii|lwijimiz) o< @(ziji; mijir1) - ®)
(21 > 0) I (wijr = 1) + Iz < 0) [ (w;j; = 0)]

em que ¢(-;7;;,1) é a densidade normal com média 75 e desvio padrdo 1 e,
I(-) é uma fungéo indicadora que assume 1 se o argumento é verdadeiro e 0 caso
contrario.

Dessa forma, tem-se agora uma verossimilhanca para os dados aumenta-
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P(Ziji,wiji|Yiji; 0, 2 ,€ 1) =

+
+

p(ziji|wizi,nij) p(wiji|yijimigi,cir) o

P n m
TTIT T (zises mies DI (ziji > Owize = Lyize = DI@ (i) +

1=11=1j =1

(D205 i, 1)1 (zij1 < 0,wijp = 0,935 = 1)]cji(1 — @(nij)) +

[ (2zij15 miji. 1)1 (ziji > 0,wii = Ly = 0)] - 0 +

[z Mijis 1) (zij1 < 0,wip = 0,95 = 0)] - 1 )

Essa estrutura de dados aumentados permite obter distribui¢des condicio-

nais completas com forma funcional mais simples (ALBERT, 1992).

As distribuicdes a priori para os pardmetros sao:

a)

b)

)

d)

a; e b; sdo representados pelo vetor ¢ e terd como priori uma distri-

buicdo normal bivariada com média e variancia definidas da seguinte

a2 0
no =" e Zp=|"" (10)
Hb 0 o

forma:

emque pg = 1, pip = 0,02 = 0,5, 02 =9ep({) = 172, I(a; > 0),
assegurando que o parametro de discriminacio seja sempre positivo.

0; ~ Np(0,%9), em que 0 é um vetor de zeros e Xg ¢ uma matriz de

correlagdes de ordem p.

c; terd priori conjugada Beta(5,17), pelo fato de a média dessa distri-
bui¢do, com esses pardmetros, aproximar de 0,25, valor que € esperado

para questdes com 4 alternativas de resposta.

X terd priori proporcional a uma constante, ou seja, p(Xg) o 1.

O motivo de adotar esse procedimento é o de simular amostras de uma
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distribuicdo a posteriori conjuntade €, c, 0, X, z e w:

p(C’CﬂaZ,'w,EW) = p(z w|y;C,c0)-p(9|0,29)-p(29)- (11)
p(€) - ple) =
P n m
= HHHP Zz]‘wwamﬂ p(wlj|y2]7772]70])
I=1i=1;=1

p(0:]0,%9) - p(Xy) - p(¢) - p(c)

O procedimento no modelo multivariado envolve construir as distribuicdes
condicionais completas a posteriori de todas as componentes de acordo com o0s 5

passos a seguir:

1°) Obter Xg|0 de uma Distribuicdo Inversa Wishart:
36l0 ~ TW(r,571)

em que v = n sdo os graus de liberdade e S = Y"1 (0, —0,)(0;—0,)'
com 6; sendo a média das habilidades na prova [.

2°) Obter w,z|0,¢,c,y da seguinte forma:

a) Obter w;j;; da distribuicdo de W;j;i|y; ¢,c,0 como na Eq. 7:

Wiji ~ Bernoulli(m,,) em que

¢ (z[n)®(n) _ ®(n)
¢(zlm)@(n) + ¢(z[n)c;(1 = 2(n))  2(n) +¢;(1 = (1))

Tw —

b) Obter z;;; em Z;j;|w,0,¢,y, sendo:

N(mij;,1) :  truncada a esquerda do 0, se w;j; = 1

Zijl‘w’07Cay ~ {

N(nij1,1) :  truncada a direita do 0, se w;;; = 0.

3°) Obter 0|z,(,Xg de uma distribui¢do normal da seguinte forma:

Das Equacdes 7 e 8 segue que

Ziji + bji = ajba + €iji
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em que &;5; € um erro normalmente distribuido.

A distribuicdo condicional de 6 implica um modelo normal para a re-
gressdo de Z;;; + bj; em aj;, sendo 6; os coeficientes da regressdo, no
qual tem uma distribui¢io a priori normal com p = 0 e Xg. Assim, a

distribuicdo condicional completa de 8; é normal:
0; ~ N,(p*,X") (12)

emque 0; = (a’a)~'a’(z + b) e a é uma matriz de dimensdo m x p.

Sendo assim,

>* = ((a'a) '+ ;) 1 =da
e

po= (@)t B (ala) 0+ 3y ) =
= (a’a)(d/a)™16; =

= (a’a)7'd/(z +b)

Obter ¢|z,0
Combinam-se a distribuicdo a priori normal bivariada para ¢, com mé-
dia gy = (fta,i)’ € varidncia X¢) = diag(o2,07).

Condicionais a z e 0, as posterioris de {1, + ,{m serdo independen-

tes com densidade de ¢; dada por:

p(Cj|w70727y) &8 H H ¢(Zijl§ nijl71)¢(ail; ,uavga) :

=1 j=1
(b1 1,0p)

em que ¢(.) é uma funcdo densidade de probabilidade da distribui¢éo

normal.

Sabendo que z;; = a;;0; — 1bj;, define-se X uma matrizn x (p + 1)

com linhas (6;1, - - ,0;p, — 1). Condicional a 0, zj = (215, ,2n;)
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satisfaz um modelo linear
zj = XCj +€j

emque ej = (1, ,Eij, -+ ,eny) 1id N(0,1).
A verossimilhanga de ¢ é uma Normal com média {; = (X’'X)~1X"z;
e varidncia v = (X’'X) 1.
Combinando a verossimilhanga com as prioris normais:
610,25y ~ N (1¢;(Tg' + X' X))
-1 - -1
em que p¢; = (X~ + X'X) 1(ZJCO teo + X' z5).
5°) Obter c|w,y
Tome ¢t; = Y ;" ; I(w;; = 0) sendo o nimero de individuos que ndo
sabem a resposta e que dd a resposta correta. A probabilidade de que

esse individuo acerte a resposta, dado que ele n@o sabe a resposta cor-
retaé P(Y;; = 1|W;; =0) = ¢;.

- : . n .
O ntimero de respostas corretas obtidas por mero acaso, s; = Zi‘ wi;=0 Yij>
tem distribui¢do Binomial, B(t;,¢;).

Com uma priori Beta conjugada nao informativa, a distribui¢ao condi-

cional completa a posteriori de c; é:

cjlw,y ~ Beta(s; + 1,t; —s; + 1) (13)

3.2 Diferentes configuracoes na simulacao do modelo multivariado

Nessa secao serd avaliada a magnitude das correlagdes entre os valores
paramétricos simulados e estimados e o Erro Quadratico Médio (EQM) para os
valores estimados via MCMC (método de Monte Carlo via Cadeias de Markov).
As andlises serdo feitas com base em um tnico grupo de individuos respondendo

a um exame com 3 e com 5 provas distintas, cada uma com diferentes nimeros
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de itens, sendo 10, 30 e 50 itens e com 3 diferentes estruturas de covariancias nao
estruturadas (com elementos da diagonal iguais a 1) para os exames com 3 e com
5 provas. Ao todo foram 36 diferentes configuragdes, sendo 18 com um grupo
de 1000 individuos e 18 com um grupo de 2000 individuos, sendo 9 configuracdes
para a prova com 3 testes e 9 para a prova com 5 testes. As configurages simuladas

estdo descritas na Tabela 1.

Tabela 1 Configuracdes dos exames simulados usando diferentes nimeros de in-
dividuos, provas por exame, itens por prova e estruturas de covarian-
cias.

Configuragdes para os exames simulados
Individuos Provas por exame Itens por prova  Estruturas de Covariancias

10

3 30 I3y Rl R2 3,
50
10
50
10

3 30 I3y Rl R2 3
50
10

5 30 I5) Rl R2 5
50

1000

2000

Nessa Tabela 1 estdo as 36 configuragdes para a simulagdo do modelo
multivariado.

As matrizes de covariincias serdo assumidas como possiveis estruturas de
correlacdes entre as habilidades nas provas. Para o exame com 3 provas medindo

uma habilidade por prova sdo:

1 05 0,25 1 09 08
R1(3) = 1 0,5 R2(3) = 1 09
1 1
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Essas estruturas em um exame com trés provas foram pensadas da seguinte

forma:

I3

R1(5) = 1 0,5 0,0 R2(5) = 1 03 0,3

Estrutura Identidade evidenciando uma situacdo em que nao hd relag@o entre

as habilidades do individuo nas provas;

Estrutura com trés provas (Matematica, Portugués e Historia, por exemplo),
evidenciando que a habilidade de um individuo em Matemadtica razoavel-
mente relacionada com sua habilidade em Portugués e com sua habilidade
em Historia, e que a habilidade em Portugués se relaciona razoavelmente

com a habilidade em Histéria.

Estrutura com trés provas (Matemdtica, Portugués e Fisica, por exemplo),
evidenciando que a habilidade de um individuo em Matematica estd supos-
tamente relacionada tanto com sua habilidade em Portugués como com sua
habilidade em Fisica, e que a habilidade em Portugués se relaciona forte-

mente com a habilidade em Fisica.

Para a prova com 5 testes/habilidades sdo:

1 0,5 0,0 00 0,0 1 0,3 0,3 03 0,3
1 05 00 0,0 1 03 03 03

1 05 1 03
1 1

J4 essas estruturas em um exame com 5 provas foram pensadas da seguinte

forma:

15

Estrutura Identidade evidenciando uma situacdo em que nao hd relag@o entre

as habilidades do individuo nas provas;

Estrutura com 5 provas (Matemadtica, Portugués, Geografia, Histdria e Fi-
losofia, por exemplo) evidenciando que a habilidade de um individuo em
Matemadtica estd razoavelmente relacionada com sua habilidade em Portu-

gués e ndo se relaciona com as demais; a habilidade de um individuo em
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Portugués estd razoavelmente relacionada com sua habilidade em Geografia
e nio se relaciona com as demais; a habilidade de um individuo em Ge-
ografia se relaciona razoavelmente com sua habilidade em Histéria e nio
se relaciona com as demais; a habilidade de um individuo em Histodria esta

relacionada razoavelmente com sua habilidade em Filosofia.

R2(5) Estrutura com 5 provas (Matemadtica, Portugués, Fisica, Quimica e Biolo-
gia, por exemplo) evidenciando que a habilidade de um individuo em Ma-
tematica estd relacionada com sua habilidade em Portugués e um pouco das
demais provas/disciplinas; a habilidade de um individuo em Portugués estd
relacionada com sua habilidade em Fisica e nas demais provas/disciplinas;
a habilidade de um individuo em Fisica esta relacionada com sua habilidade
em Quimica e nas demais provas/disciplinas; a habilidade de um individuo

em Quimica estd relacionada com sua habilidade em Biologia.

A Estrutura Identidade de ordens 3 e 5 serviu de referéncia nas compara-
¢oes do modelo com ou sem correlacdes entre as habilidades das [ provas.

Os valores paramétricos para parametros de itens e habilidades foram os
seguintes: a = [0,5;2,4], b = [—3;3], ¢ = [0,15;0,30] e @ ~ NM(p,X) (n =
0 e X = Ry, com ! = {3,5}).

Foi usado o método de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) para
gerar cadeias para obter uma amostra da distribuicdo conjunta a posteriori a partir
das distribui¢des completas de cada pardmetro (Gibbs Sampling). Foram geradas
cadeias iniciais de tamanho 4000 valores para cada um dos pardmetros dos itens
e das habilidades, considerando um burn-in de 100 observagdes e um thinning de
5. Foi realizado o diagndstico de Raftery e Lewis e atualizado burn-in e thinning.
Para andlise da convergéncia foram adotados o critério de Gelman e Rubin, além
de uma andlise visual do traco das cadeias.

Apés a obtencdo das amostras, foram feitas estimativas pontuais e por
intervalo de credibilidade (IC) de mdxima densidade a posteriori, HPD (Highest
Probability Density Interval) para cada um dos parametros de interesse. Definiu-se

um nivel de credibilidade 5% para tal intervalo.
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3.3 Dados para aplicacao do modelo multivariado: Vestibular 2006-2 da
UFLA

Os dados utilizados nesse trabalho referem-se ao Exame Vestibular 2006 —
2 da Universidade Federal de Lavras (UFLA). As provas desse exame fazem parte
da primeira fase do vestibular daquele ano. Foram utilizados 58 itens, com quatro
(4) alternativas, divididos em nove (9) provas. Por razdes operacionais a prova
de Lingua Estrangeira ndo foi considerada na andlise. Isso permite simplificar a
comparacdo entre os modelos considerados restringindo-a as provas em que todos

os analisados submeteram-se a todos os itens, conforme a Tabela 2.

Tabela 2 Provas do Exame Vestibular 2006 — 2 da Universidade Federal de La-

vras (UFLA)
Provas Quantidade de itens Sequéncia
Portugués 10 1al0
Geografia 8 11a18
Historia 6 19a24
Filosofia 2 25a26
Biologia 8 27 a 34
Fisica 8 35a42
Matematica 8 43 a 50
Quimica 8 51 a58

Esse vestibular foi aplicado a 10 cursos, conforme Tabela 3, mas no pre-
sente estudo considera-se apenas 3 cursos (Medicina Veterindria, Quimica e Zo-
otecnia), totalizando 936 individuos respondentes, representando um tnico grupo
de individuos, respeitando a metodologia proposta. Esses trés cursos escolhidos
tém a caracteristica comum de se exigir dos candidatos um conhecimento prévio
homogéneo, além do fato de a soma desses candidatos se aproximar de 1000 indi-

viduos, quantidade também usada nos estudos de simulag@o.
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Tabela3 Cursos oferecidos e quantidade de candidatos por curso na Universi-
dade Federal de Lavras (UFLA), no segundo semestre de 2006

Sigla Curso N° de candidatos
AD Administracao 284
AL Engenharia de Alimentos 229
AG Agronomia 651
CB Ciéncias Bioldgicas 326
CC Ciéncia da Computagdo 235
EA Engenharia Agricola 154
EF Engenharia Florestal 238
MV Medicina Veterindria 604
QI Quimica 104
70 Zootecnia 228

Esse exame foi selecionado em decorréncia da realizagdo de uma analise
univariada com seus dados por Bragion (2007, 2010), o que permite comparar, no
presente estudo, o modelo univariado global ao modelo multivariado e aos modelos

univariados por provas.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Nesta secao sao apresentados os resultados referentes ao estudo de simula-
¢do do modelo multivariado, como proposto na metodologia desta tese, € também

referentes a aplicacdo desse modelo nos dados do Vestibular 2006 — 2 da UFLA.
4.1 Estudo de simulacao do modelo multivariado de resposta ao item

Calculou-se o coeficiente de correlago entre os valores paramétricos e es-
timados para os pardmetros de item, habilidade e matriz de variancias e covarian-
cias entre as habilidades, e também o Erro Quadratico Médio (EQM) dos valores
estimados via MCMC, com o objetivo de verificar o desempenho do programa
usando diferentes configura¢des na simulagdo.

A Tab. 4 informa as correlacdes entre os valores paramétricos e estimados
e a Tab. 5 informa os EQM’s via MCMC para um exame simulado, aplicado a
1000 individuos, com 3 e com 5 provas, com 10, 30 e 50 itens por prova e com 3
estruturas/matrizes de correlagdes para cada tipo de exame (I, R1 e R2 de ordem
3ebd).

Na Tab. 4, para os pardmetros de item, as correlacdes foram altas, menos
a correlacdio para o pardmetro c. O aumento do niimero de itens por prova e o
aumento do nimero de provas por exame provocou uma pequeno aumento, em
geral, das correlagdes entre os valores paramétricos e estimados para o poder de
discriminaco (a e a) e o grau de dificuldade (b e B), com excecao do acerto casual
(c e ¢) em que a correlacdo foi maior quando se tem um exame composto por 3
provas e 30 itens por prova e também no exame composto por 5 provas e 10 itens
por prova.

Em relacdo a estrutura de correlagdo usada, a Tab. 4 indica que as estrutu-
ras R1 e R2 provocaram um aumento maior do que a estrutura I nas correlacdes
para os parametros de item quando se trata de um exame com 3 provas do que um
exame com 5.

Para as habilidades, fica evidente na Tab. 4 que as correlagdes entre os va-

lores paramétricos e estimados (6 e ) sdo maiores quando usadas as estruturas R1
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e R2 em vez da estrutura /, independente do nimero de provas por exame. Mais
ainda, conforme o nimero de itens por prova aumenta, as correlacdes também

aumentam para qualquer EC.

Tabela4 Correlacdo entre valores paramétricos e valores estimados para todas as
configuracdes simuladas (n = 1000)

Configuragoes Correlacao entre valores paramétricos e estimados
Provas  Itens  Estrutura a b c 01 02 03 04 05 0 )
I 063 093 027 0,79 082 081 — — 081 0,99
10 R1 033 091 0,15 080 085 0,81 — — 082 096
R2 069 093 0,15 08 091 090 — — 089 075
I 0,63 093 038 093 093 0,92 — — 093 099
3 30 R1 069 093 027 09 093 092 — — 093 099
R2 058 094 049 094 096 094 — — 095 1,00
I 0,64 088 0,17 09 094 095 — — 095 0,99
50 R1 0,67 092 026 09 095 095 — — 095 096
R2 0,70 091 028 09 097 09 — — 096 0,99
I 048 094 042 080 08 08 0,74 084 081 0,99
10 R1 048 093 030 079 08 0.8 083 086 084 0,99
R2 040 092 027 081 084 08 077 086 082 098
I 0,71 091 0,05 094 093 087 092 095 092 0,99
5 30 R1 069 092 020 09 093 091 093 095 093 099
R2 067 093 030 093 093 09 092 094 092 0,99
I 0,72 092 027 09 094 095 095 09 095 0,99
50 R1 065 091 025 09 095 095 09 09 096 0,99

R2 065 092 023 09 095 095 09 095 095 0,99

Dessa forma, a Tab. 4 mostra que o uso das estruturas I, R1 e R2 nao
aumenta, de forma geral, as correlacdes para o parametros de item. O aumento,
mesmo que pequeno, se dé pelo efeito do aumento do nimero de provas e de itens
por prova. Ja para as habilidades, percebe-se que o aumento das correlagdes se
da pelo efeito do aumento do niimero de itens por prova e pelo efeito do uso das
diferentes estruturas de correlagio, com a vantagem de usar R1 e R2 em vez de I,
tanto para exames com 3 quanto com 5 provas.

Na Tab. 5, em relacdo aos pardmetros de item, os EQM’s foram menores
para ¢, a e b, nessa ordem, sendo quase nulo para c. Em geral, a medida que o
nidmero de itens por prova aumenta 0 EQM para a diminui em um exame com 3
provas; ja para o exame com 5 provas, 0 EQM para a diminui quando o nimero
de itens por prova aumenta de 10 para 30 e aumenta quando passa de 30 para 50
itens. Agora, para o pardmetro b, 0 EQM diminui quando aumenta de 10 para 30

o nimero de itens por prova e aumenta quando passa de 30 para 50.
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Em relagdo as habilidades, a Tab. 5 mostra EQM’s altos, comparados com
os EQM’s dos parametros de itens. Na maioria das vezes, quando o nimero de
itens por prova aumenta, 0 EQM das habilidades com estrutura I aumentam para
qualquer quantidade de prova por exame; quando se tem R1 e R2 os EQM’s ora
aumentam ora diminuem, sem um padrdo determinado, independente da quanti-
dade de provas e itens por provas.

Assim, as estruturas de correlacdes da forma R1 e R2 ndo tém efeito so-
bre os valores dos EQM’s das habilidades. Em rela¢do aos parametros de itens, a
estrutura R1 foi a que fez com que o EQM diminuisse a medida que o nimero de

itens por prova aumentasse.

Tabela 5  Erro Quadratico Médio (EQM) para os parametros estimados em todas
as configuracdes utilizadas (n = 1000)

Configuracdes Erro Quadratico Médio (EQM)
Provas Itens Estrutura a b c 01 0o 03 04 0 )
1 039 088 004 197 193 19 — — <0,004
10 R1 053 081 0,04 200 19 194 — — <0,004
R2 030 067 003 2,13 212 2,09 — — <0,002
I 031 058 003 1,81 194 197 — — <0,002
3 30 R1 028 066 003 204 197 19 — — <0,001
R2 035 060 003 194 196 195 — — <0,001
I 028 086 003 2,04 198 2,00 — — <0,002
50 R1 027 067 003 195 198 203 — — <0,002
R2 025 0,78 0,03 200 199 2,02 — — <0,001
I 056 069 004 2,02 209 214 19 198 <0,004
10 R1 044 0,69 004 190 193 209 200 192 <0004
R2 052 089 004 1,88 201 19 19 190 <0,004
I 028 069 003 19 195 193 203 203 <0003
5 30 R1 028 068 003 209 207 19 199 197 <0,002
R2 028 062 003 205 19 19 203 203 <0002
I 049 262 003 1,89 201 204 189 1,82 <0,003
50 R1 041 295 003 19 204 197 205 2,10 <0,002
R2 0,50 250 0,03 200 19 200 208 207 <0002

A seguir, serdo exibidos os graficos referentes a interacdo entre nimero de
provas e estruturas de correlacoes (Fig. 6, 8, 10 e 12) e os gréficos de interagdo
entre exames com 3 e 5 provas (Fig. 7,9, 11 e 13) para verificar a magnitude das
correlacdes entre os valores paramétricos e os estimados em func¢do do nimero de

itens por prova, com n = 1000 individuos.
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As Fig. 6 e 7 dizem respeito ao parametro Poder de Discriminacio (a).
Na Fig. 6 o exame com 5 provas e estrutura / (5 : I) provocou um maior aumento
da correlacdo entre a e a, dentre todas as interacdes entre provas e estruturas de
correlagdo, a medida que o ndimero de itens por prova aumenta. Para o exame
com 3 provas as estruturas R2 e R1 fizeram com que as correlacdes entre a e a
aumentassem a medida em que aumentava a quantidade de itens por prova. Na
Fig. 7 as correlagdes entre a e & aumentam quando o ndmero de itens por prova
aumenta para exames com 3 e 5 provas. Quando se tem 10 itens por prova as
correlacdes sao maiores no exame com 3 do que com 5 provas. Quando se tem 30

itens a situagdo inverte e quando passa para 50 a situagdo se equipara.

(A) Poder de Discriminagao — n=1000

1.0

0.8

0.4

Correlagéo (a,a)

0.2

0.0
I

10 30 50

Numero de itens por prova

Figura 6 Gréfico de interacdo entre Provas e Estruturas de Correlacdes para ve-
rificar as correlacdes entre valores paramétricos e estimados para o Po-
der de Discriminacdo em fun¢do do niimero de itens por prova, com
n = 1000 individuos

Sendo assim, em se tratando do Poder de Discriminacdo do item, se o
exame tiver 3 provas, as estruturas R1 e R2 produzem melhor efeito no aumento
das correlacdes entre a e a do que quando se usa I com qualquer quantidade de
itens por prova. Para o exame com 5 provas, ndo hd razdes para usar as estrutu-
ras R1 e R2, j4 que a estrutura I apresentou um aumento maior das correlacdes

independente do niimero de itens por prova.
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(B) Poder de Discriminagao — n=1000
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Correlagéo (
0.4
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10 30 50

Numero de itens por prova

Figura7 Gréfico de interacdo entre Provas para verificar as correlacdes entre va-
lores paramétricos e estimados para o Poder de Discrimina¢do em fun-
¢30 do numero de itens por prova, com n = 1000 individuos

As Fig. 8 e 9 dizem respeito ao parametro Grau de Dificuldade (b). A
Fig.8 mostra que as correlacdes entre b e b~ sdo altas para qualquer quantidade de
itens por prova e para qualquer estrutura de correlacdo associada ao nimero de
provas em um exame. Mesmo assim, quando se tem 50 itens por prova, a estrutura
I no exame com 3 provas apresentou as menores correlacoes e a estrutura 21
nesse mesmo exame apresentou as maiores correlagdes entre b e b . Para 0 exame
com 5 provas, a estrutura I se equipara com 3 : R1.

A Fig. 9 mostra que os exames com 3 e 5 provas t€ém desempenho parecido
em relacdo as correlagdes entre b e b. Para qualquer quantidade de itens por prova,
as correlagdes sdo muito altas (acima de 0.9). O exame com 5 provas leva uma
pequena vantagem em relacdo ao com 3 provas quando a quantidade de itens é
igual a 10 e 50.

Logo, para o Grau de Dificuldade, o efeito das interacdes entre provas e
estrutura de correlacdo na magnitude das correlagdes entre b e b em fun¢do do

ndmero de itens por prova sdo parecidos.
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(A) Grau de Dificuldade — n=1000
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Figura 8 Grifico de interagdo entre Provas e Estruturas de Correlagdes para veri-
ficar as correlacdes entre valores paramétricos e estimados para o Grau
de Dificuldade em fun¢do do ndmero de itens por prova, com n = 1000
individuos

(B) Grau de Dificuldade = n=1000

1.0

______ Prova

— 5
- 3

A
0.8

Correlagao(b,b)
0.6

0.4

0.2

0.0
I

10 30 50

Numero de itens por prova
Figura9 Grifico de interacdo entre Provas para verificar as correlacdes entre va-
lores paramétricos e estimados para o Grau de Dificuldade em fungdo
do ndmero de itens por prova, com 1 = 1000 individuos

As Fig. 10 e 11 dizem respeito ao parametro Acerto Casual (c). A Fig. 10
mostra que as correlagdes entre ¢ e ¢* sdo relativamente baixas, comparadas
comos outros parametros de itens. Com poucos itens por prova (10), o exame com

5 provas e estrutura [ retorna uma correlacio acima de 0.4, a mais alta dentre
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as interacdes entre provas e estrutura de correlagdo. Com 30 itens a interacdo da
estrutura R1 e o exame com 5 provas resulta em correlagdo proxima de 0.5. J&
para 50 itens, as correlagdes caem consideravelmente e, dentre as mais baixas,
a interagdo do exame com 3 provas e estrutura 22 foi a que apresentou maior
magnitude de correlagao.

Na Fig. 11 a interacdo entre provas por exame mostra que 30 itens por
prova retorna correlacdo maxima quando tal exame tem 3 provas. O exame com
5 provas resultou em maiores correlacdes apenas quando se tem 10 e 50 itens por
prova.

Baseado nisso, o exame com 5 provas tem um melhor efeito no aumento
da correlacdo entre c e ¢ para quantidades baixas ou altas de itens por prova. Para
quantidade mediana de itens, o efeito de se usar um exame com 3 provas fica
evidente. Ja para a interagdo entre nimero de provas e estrutura de correlagdo,
0 caso em que se tem 3 provas com estrutura R2 apresentou o melhor efeito no
aumento das correlagdes entre ¢ e ¢ a medida que o niimero de itens por prova

também aumenta, do que quando se usa /.

(A) Acerto Casual - n=1000
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Figura 10 Gréfico de interag@o entre Provas e Estruturas de Correlacdes para ve-
rificar as correlagdes entre valores paramétricos e estimados para o
Acerto Casual em funcio do nimero de itens por prova, com n = 1000
individuos
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(B) Acerto Casual - n=1000
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Figura 11 Gréfico de interacdo entre Provas para verificar as correlacdes entre
valores paramétricos e estimados para o Acerto Casual em funcio do
nimero de itens por prova, com n = 1000 individuos

As Fig. 12 e 13 dizem respeito a Habilidade (). A Fig. 12 mostra que as
correlacdes entre 6 e § sdo altas e aumentam ainda mais quando o nimero de itens
por prova também aumenta. Dentre as intera¢des entre quantidades de provas e
estruturas de correlacio, as que proporcionaram um aumento maior na magnitude
das correlagdes foram a estrutura R2 no exame com 3 provas e a estrutura R1 no
exame com b provas.

Na Fig. 13, tanto o exame com 3 quanto o com 5 provas retornaram corre-
lacdes altas entre 6 e 6. Mesmo assim, percebe-se que as correlagdes vao aumen-
tando para ambos os exames a medida que o nimero de itens por prova também
aumenta. Apesar de o desempenho dos exames serem bem parecidos quando cada
prova tem 10 ou 30 itens, o exame com 3 provas provocou uma corrrelacio maior
que o com 5 provas.

Apesar de as interacdes nos graficos anteriores serem muito parecidas, ha
uma pequena vantagem em se escolher a Estrutura R2 para exame com 3 provas
e a estrutura R1 no exame com 5 provas, pois os efeitos delas provocaram um
aumento nas correlacdes entre 6 e 6 maior que o efeito de I nos dois tipos de

exames.
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(A) Habilidade média - n=1000
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Figura 12 Gréfico de interacdo entre Provas e Estruturas de Correlagdes para
verificar as correlacdes entre valores paramétricos e estimados para
Habilidade média em funcdo do nimero de itens por prova, com
n = 1000 individuos

(B) Habilidade média - n=1000
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Figura 13 Gréfico de interacdo entre Provas para verificar as correlacdes entre
valores paramétricos e estimados para a Habilidade média em funcio
do ndmero de itens por prova, com 1 = 1000 individuos

Para a simulagdo com 2000 individuos fazendo os exames, a Tab. 6 in-

forma as correlacdes entre os valores paramétricos e estimados e a Tab. 7 informa
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os EQM’s via MCMC para exames com 3 e com 5 provas, com 10, 30 e 50 itens
por prova e com 3 estruturas/matrizes de correlagdes para cada tipo de exame (/,
R1 e R2 de ordem 3 e 5).

Na Tab. 6, para o pardmetro Poder de Discriminacdo (a) de itens, se fixar
a estrutura /, fica claro que as correlacdes entre a e ¢ aumentam a medida que o
nimero de itens aumenta e 2 medida que o ndmero de provas por exame também
aumenta; o mesmo acontece com a estrutura R1 fixada. Ja para a estrutura R2,
quando fixada, pode-se perceber que as correlacdes aumentam com o aumento do
nimero de itens por prova em um exame com 3 provas, 0 que ndo acontece no
exame com 5 provas. Para o Grau de Dificuldade (b), se for considerado I, as cor-
relacdes entre b e b aumentam com o aumento de itens por prova e de ndmero de
provas por exames. Porém, quando se consideram as estruturas R1 e R2, as cor-
relacdes aumentam a medida que o nimero de itens por prova aumenta no exame
com 3 provas e diminuem quando o nimero de itens por prova aumenta em um
exame com 5 provas. Para o Acerto Casual (c), considerando a estrutura /, as cor-
relacdes entre ¢ e ¢ s6 aumentam, quando o nimero de itens por prova aumenta, no
exame com 3 provas; com a estrutura R1, as correlacdes sdo altas, e maiores que
na estrutura I, quando se tem 30 itens por prova no exame com 3 provas; para a
estrurua R2, as correlagdes voltam a aumentar com o aumento do nimero de itens
por prova e para o aumento do nimero de provas por exame.

Para as habilidades (0), ainda na Tab. 6, se fixar a estrutura I, as corre-
lacdes entre 6 e 6 aumentam 2 medida que o ndmero de itens por prova aumenta,
tanto no exame com 3 provas quanto no exame com 5 provas, mas ndo com o
aumento do nimero de provas por exame; com o uso da estrutura R1 as correla-
¢des aumentam com o aumento do nimero de itens por prova e com o aumento de
nimero de provas por exame. Jd com R2 fixada, as correlacdes aumentam com
o aumento do ndmero de itens por prova em cada exame, mas entre nimero de

provas por exame, as correlacdes diminuem de 3 para 5 provas.

Na Tab. 7, no exame com 3 provas, com o uso das estruturas R1 e R2 os

EQM’s foram menores do que com o uso da estrutura [ para os parametros Poder
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Tabela 6 Correlacdo entre valores paramétricos e valores estimados para todas as
configuracdes simuladas (n = 2000)

Configuragoes Correlag@o entre valores paramétricos e estimados
Provas  Itens R a b c 01 02 03 04 05 4 >
I 044 09 0,16 0,79 084 0,81 — — 0,81 0,99
10 Rl 053 089 025 081 0,86 03 — — 0,83 0,99
R2 049 091 -006 0,88 0,9 0,38 — — 0,89 0,96
I 0,73 093 0,37 093 091 092 — — 0,92 0,99
3 30 Rl 067 089 034 093 093 093 — — 0,93 0,99
R2 0,65 092 0,17 095 09 094 — — 0,95 0,99
I 0,71 091 0,33 096 095 0,96 — — 0,96 0,99
50 Rl 066 0,93 032 096 095 095 — — 0,95 0,99
R2 0,74 0093 0,34 096 097 096 — — 096 0,99

I 062 092 033 0,78 084 081 077 084 081 099

10 RI 058 094 024 08 08 084 081 087 084 099

R2 046 094 016 079 085 084 077 086 082 099

I 0,73 092 023 093 093 087 093 095 092 099

5 30 Rl 0,73 092 022 09 093 091 093 094 093 099
R2 0,76 092 031 093 093 088 092 095 092 099

I 0,70 0,93 029 09 095 09 095 095 095 0,99

50 RI 0,66 092 0,25 096 09 096 09 095 09 0,99

R2 068 093 032 09 095 095 095 095 095 0,99

de Discriminag¢do quando se tem 10 itens por prova e para o Grau de Dificuldade
quando se tem 50 itens por prova. Em relacdo ao Acerto Casual, os EQM’s foram
baixos (préximos de zero) e com valores equiparados entre as 3 estruturas de cor-
relacdo usadas. Para o exame com 5 provas, o caso que se destaca € quando se tem
50 itens em cada prova, em que as estruturas R1 e R2 resultaram EQM’s menores
do que a estrutura [ para o a e para b, com essa quantidade de itens, os EQM’s
foram muito altos.

Agora, para o pardmetro Habilidade, os EQM’s sdo menores com o uso da
estrutura R1 e R2 do que com I quando se tem 50 itens por prova, tanto para o
exame com 3 quanto com 5 provas. Nos outros casos, apenas a estrutura R1 fez
com que os EQM’s fossem menores do que se usar as demais estruturas.

A seguir serdo exibidos os graficos referentes a interacao entre nimero de
provas e estruturas de correlagdes (Fig. 14, 16, 18 e 20) e os gréficos de interagdao
entre exames com 3 e 5 provas (Fig. 15, 17, 19 e 21) para verificar a magnitude
das correlacdes entre os valores paramétricos e os estimados em func¢do do nimero

de itens por prova, com n = 2000 individuos.
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Tabela 7 Erro Quadratico Médio (EQM) para os parametros estimados em todas
as configuracoes utilizadas (n = 2000)

Configuracdes Erro Quadratico Médio (EQM)
Provas Itens R a b ¢ 01 02 03 04 05 >
1 0,45 0,77 0,04 2,01 1,99 1,98 — — <0,002
10 R1 0,39 0,88 0,04 1,98 1,95 2,02 — — <0,002
R2 0,38 0,82 0,04 2,08 2,03 2,02 — — <0,001
1 0,24 0,60 0,02 2,02 1,95 1,98 — — <0,001
3 30 R1 0,26 0,74 0,03 1,94 1,95 1,88 — — <0,001
R2 0,26 0,67 0,03 2,09 2,09 2,08 — — <0,001
1 0,23 0,65 0,02 2,03 2,01 2,09 — — <0,001
50 R1 0,25 0,60 0,03 1,96 1,89 2,00 — — <0,001
R2 0,22 0,64 0,03 1,97 1,93 1,89 — — <0,001

I 0,36 0,59 0,03 1,99 2,06 1,97 2,02 2,09 <0,003

10 R1 0,39 0,67 0,04 2,00 2,02 2,03 2,08 2,05 <0,003

R2 0,42 0,53 0,04 2,06 2,05 2,04 2,02 2,03 <0,003

I 0,22 0,60 0,03 2,02 1,95 2,00 2,02 2,03 <0,002

5 30 R1 0,25 0,60 0,03 1,99 1,98 1,97 2,04 1,93 <0,001
R2 0,22 0,61 0,03 2,01 2,05 2,01 2,08 2,02 <0,001

I 0,47 2,87 0,03 2,03 2,00 1,98 1,98 2,02 <0,001

50 R1 0,43 2,59 0,03 1,95 2,03 1,92 1,91 1,98 <0,001

R2 0,43 2,83 0,03 1,92 1,96 1,95 1,94 2,08 <0,002

Fig. 14 e 15 dizem respeito ao parametro Poder de Discriminagio (a).

Na Fig. 14, as correlagdes entre a € ~a em fun¢do do nlimero de itens por
prova foram maiores no exame com 3 provas e estrutura R2 quando se tem 50
itens em cada prova, sendo que para essa interacdo entre nimero de provas e
estrutura, as correlacdes foram aumentando a medida que o nimero de itens por
prova também aumentou; com 30 itens a interacdo que provocou um maior
aumento nas correla-¢des foi entre o exame com 5 provas e estrutura R2; quando
se tem poucos itens (10), as correlagdes foram maiores na interacdo com a
estrutura / no exame com 5 provas € menores no exame com 3. Na Fig. 15, as
correlacdes aumentam a medida que o nimero de itens aumenta, para qualquer
quantidade de provas por exame, sendo que com 10 e 30 itens o exame com 5

provas resultou em correlagdes maiores do que o com 3 provas.

Isso mostrou o efeito positivo de se usar as estruturas R1 e R2 comparado
com o uso de /, no sentido de aumentar as correlacdes entre a € a, em provas com
quantidade maior de itens (30 e 50) e que o efeito de se ter 50 itens por prova

favoreceu exames com menos provas.
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Figura 14  Gréfico de interagdo entre Provas e Estruturas de Correlacdes para ve-
rificar as correlacdes entre valores paramétricos e estimados para o
Poder de Discriminagdo em fung¢do do nimero de itens por prova, com
n = 2000 individuos
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Figura 15 Gréfico de interagdo entre Provas para verificar as correlagdes entre
valores paramétricos e estimados para o Poder de Discriminagdo em
funcdo do ndmero de itens por prova, com n = 2000 individuos

As Fig. 16 e 17 dizem respeito ao parametro Grau de Dificuldade (b). Na

Fig. 16 percebe-se que as correlagdes entre b e b~ sdo altas para qualquer interagc@o



55

entre niimero de provas e estruturas de correlacdes. Mesmo altas, a medida que
o nimero de itens por prova aumenta, as interacdes que retornaram em maiores
correlacdes foram entre 3 provas por exame e R1 e R2, respectivamente. Para o
exame com 5 provas, a intera¢do com a estrutura / foi a que apresentou uma maior
correlacdo entre b e b.

J4d na Fig. 17 pode-se observar que tanto o exame com 3 quanto o com
5 provas fazem com que as correlagcdes entre b e b sejam altas a medida que o
ndmero de itens por prova aumenta. Para provas com 30 e 50 itens os exames se
equiparam; com 10 itens o exame com 5 provas resulta em uma correlacio maior
que no exame com 3.

Dessa forma, d4 para ver que o nimero de provas por exame tem prati-
camente o mesmo efeito na magnitude das correlacdes entre b e b. Mais ainda,
mesmo com efeitos parecidos, as interagdes entre 3 provas e estruturas R1 e R2
tém melhor desempenho no aumento das correlagdes do que com a estrutura 1.
Para o exame com 5 provas, apenas a interagdo com a estrutura R2 teve melhor

desempenho que com as demais, para poucos itens por prova.
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Figura 16 Gréfico de interagdo entre Provas e Estruturas de Correlacdes para ve-
rificar as correlagdes entre valores paramétricos e estimados para o
Grau de Dificuldade em funcido do nimero de itens por prova, com
n = 2000 individuos
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(B) Grau de Dificuldade - n=2000
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Figura 17 Gréfico de interacdo entre Provas para verificar as correlacdes entre
valores paramétricos e estimados para o Grau de Dificuldade em fun-
¢do do ndmero de itens por prova, com n = 2000 individuos

As Fig. 18 e 19 dizem respeito ao pardmetro Acerto Casual (c). A Fig. 18
ilustra que as correlagdes entre ¢ e ¢ sdo relativamente baixas comparadas a
outros parametros de item, para qualquer interacdo entre nimero de provas por
exame e estrutura de correlacdo e para qualquer quantidade de itens por prova.
Ainda assim d4 para perceber que dentre todas as interacdes, a que se dd entre 3
provas e estrutura R2 foi a que provocou um maior aumento nas correlacdes entre
c e ¢” na medida em que o nimero de itens foi aumentado. Para o exame com 5
provas, apenas a interagdo com a estrutura R2 provocou um aumento maior do que
com a estrutura I, mesmo assim, menores do que com 3 : R2. Na Fig. 19, tanto o
exame com 3 como com 5 provas provocou um aumento na magnitude das
correlacdes a medida que o nimero de itens por prova aumentou. O exame com
mais provas s6 provocou um aumento maior na correlagdo entre ¢ e ¢~ quando o
ndmero de itens por prova foi pequeno (10). Para quantidades maiores de itens por
prova (30,50) o exame com 3 provas aumentou a magnitude das correlacdes entre
cec’.

Com isso, exames com menos provas tém efeito superior ao de mais pro-

vas, no aumento das correlacdes entre c e ¢”, apenas para 30 e 50 itens por provas
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e que, por mais que essas correlagdes tenham sido baixas, a interagdo entre o
exame com 3 provas e estrutura R2 teve o melhor efeito dentro todas as outras
interagdesno aumento das correlagdes.
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Figura 18 Gréfico de interacdo entre Provas e Estruturas de Correlacdes para ve-
rificar as correlacdes entre valores paramétricos e estimados para o
Acerto Casual em funcio do nimero de itens por prova, com n = 2000
individuos
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Figura 19 Gréfico de intera¢do entre Provas para verificar as correlagdes entre
valores paramétricos e estimados para o Acerto Casual em fungdo do
nimero de itens por prova, com n = 2000 individuos
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As Fig. 20 e 21 dizem respeito ao parametro Habilidade (f). A Fig. 20
mostra que as correlacdes entre 6 e 6 ja sdo altas e aumentam a medida que o ni-
mero de itens por prova aumenta, para todas as intera¢des entre nimero de provas
por exame e estruturas de correlacdes. Mesmo com desempenho parecido, as in-
teracdes entre 3 provas e estrutura R2 e 5 provas e estrutura R1 acarretaram uma
correlagdo entre 6 e 0, para 10 e 30 itens por prova, maior que com as demais
interagdes.

Ja a Fig. 21 também indica que os exames com 3 e 5 provas aumentam a
correlacdo entre 0 e 6 2 medida que o nimero de itens por prova aumenta. Mesmo
parecidos 0 exame com 3 provas provoca um aumento um pouco maior que o de 5
provas nas correlagdes.

Com isso, da para ver que, em relagdo as correlagdes entre 6 e 6, exames
com 3 provas conseguem obter correlacdes maiores e que as interagdes entre 3
provas e R2 e 5 e R1 s6 ndo conseguem um efeito melhor do que com I quando

se tem provas com muitos itens (50, no caso).
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Figura 20 Gréfico de interacdo entre Provas e Estruturas de Correlagdes para
verificar as correlacdes entre valores paramétricos e estimados para
Habilidade média em fun¢do do nimero de itens por prova, com
n = 2000 individuos

Dados os resultados e as discussdes preliminares sobre os efeitos das in-

teracdes entre nimero de provas por exame e estrutura de correlagio (Prova:EC),
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(B) Habilidade média - n=2000
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Figura 21 Gréfico de interacdo entre Provas para verificar as correlacdes entre
valores paramétricos e estimados para a Habilidade média em funcio
do ndmero de itens por prova, com n = 2000 individuos

nas magnitudes das correlagdes entre os valores paramétricos e os estimados em
funcdo do aumento de nimero de itens por prova, deve-se comparar esses resulta-
dos em relag@o ao numero de individuos que respondem aos itens dos exames nas
simulagdes realizadas (1000 e 2000 individuos). Comparagdes parecidas foram
feitas por de la Torre e Patz (2005) para verificar a consisténcia dos estimadores.

Em relag@o ao parametro Poder de Discriminag@o, com 10 itens por prova,
0 aumento do nimero de individuos de 1000 para 2000 favorece o uso da matriz
identidade I como estrutura de correlacdo na interagdo com o exame que possui
5 provas (5 : I). Com 30 itens, o aumento no nimero de individuos favoreceu
a interacdo 5 : R2 e com 50 itens favoreceu a interacdo 3 : R2. Em relag@o ao
nimero de provas em um exame, sem se preocupar com a estrutura de correlagdo
usada e direcionando a atengdo aos efeitos do nimero de itens por prova, quando
se tem 1000 individuos, e a correlagc@o entre a e a é maior com o exame com 3,
5 e b provas quando se tem 10, 30 e 50 itens, respectivamente. J4 quando se tem
2000 individuos a correlacdo entre a € a € maior para o exame com 5, 5 e 3 provas
quando se tem 10, 30 e 50 itens, respectivamente.

Em relagdo ao pardmetro Grau de Dificuldade, as correlagdes entre b e b
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se mostraram altas independente da quantidade de individuos respondentes. Com
o aumento de 1000 para 2000 individuos o efeito das intera¢des entre ntimero de
provas e estruturas de correlagdes foram em geral os mesmos, ndo mostrando mu-
dangas significativas. Sem se preocupar com as estruturas de correlagdes usadas
na simulacio, os efeitos do nimero de provas por exame também nao foram dife-
rentes com esse aumento no nimero de individuos.

Para o pardmetro Acerto Casual, o aumento no nimero de individuos nao
alterou o padrido das magnitudes das correlacdes entre c e ¢, que foram relativa-
mente baixas, comparadas com os outros parametros de item, em geral variando
entre 0.2 e 0.4. O efeito das intera¢des entre nimero de provas por exame € es-
trutura de correlacido nas magnitudes das correlagdes entre ¢ e ¢ ndo mudaram,
permanecendo a intera¢do 3 : R2 como a que provocou maior aumento nessas
correlacdes a medida em que o nimero de itens por prova aumenta. No que diz
respeito ao nimero de provas em um exame, destacam-se as situacdes em que se
tem 50 itens por prova, sendo que, quando se tem 1000 individuos, o exame com
mais provas provoca um aumento maior nas correlacdes do que quando se tem
menos provas e, quando se tem 2000 individuos acontece o contrdrio, favorecendo
0 exame com menos provas.

Com o pardmetro associado a habilidade, as correlagdes entre 6 e 6 foram
altas para as duas quantidades de individuos simuladas. Tanto para 1000 quanto
para 2000 individuos, as diferentes interagdes entre niimero de provas e estrutura
de correlacdo tiveram comportamentos semelhantes, provocando um aumento das
correlacdes entre 6 e 6 a medida que o numero de itens por prova aumenta. A
diferenca em relacdo a quantidade de individuos respondentes, pequena que seja,
se deu quando a quantidade de itens por prova foi igual a 50, em que a interacdo
3 : R2 retornou a maior correlagdo com 1000 individuos e, com 2000 individuos
foi favorecida a interacdo 3 : I. Sem se preocupar com as estruturas de correlagdes,
o efeito que o nimero de provas em um exame teve no aumento das correlagdes
entre com 6 e  foi 0 mesmo, para qualquer quantidade de itens por prova e para

qualquer quantidade de individuos simulada.
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4.2 Aplicacao do modelo multivariado nos dados do vestibular 2006 — 2 da
UFLA

Recorrendo-se ao método apresentado na sec¢do 3.1, a metodologia pro-
posta foi ilustrada com uma aplicacdo em dados reais. Os dados utilizados neste
trabalho se referem ao Vestibular 2006 — 2 da UFLA. Esse vestibular foi com-
posto por provas de Portugués, Geografia, Historia, Filosofia, Lingua Estrangeira
(Inglés ou Espanhol), Biologia, Fisica, Matemdtica e Quimica. Para a andlise, por
questdes operacionais, uma amostra de 936 individuos (total de candidatos dos
cursos de Medicina Veterindria, Zootecnia e Quimica) foi tomada da populagdo de
3053 individuos candidatos a 10 diferentes cursos, por acreditar que essa mostra é
homogénea em relacio aos individuos, e ndo foi considerada a prova de Lingua Es-
trangeira. Dessa forma, os dados usados na andlise se referem aos 936 individuos
respondendo a 8 provas em um exame Vestibular.

O dignéstico de Gelman & Rubin indicou que para a maioria das cadeias
houve convergéncia. Os graficos associados a alguns exemplos com os parametros
referentes ao poder de discriminacdo (a), grau de dificuldade (b) e acerto casual
(c), respectivamente, pode ser visto nas Fig. 22,23,24. Os tracos aqui plotados
referem-se aos itens 27 e 28.

Verificou-se convergéncia das cadeias para os parametros referentes as ha-
bilidades. Na Fig. 25, estdo os tragos das respectivas cadeias para os individuos
29, 30, 31 e 32, na prova de Portugués. O mesmo pode ser dito para a convergén-
cia da estrutura de correlacao R estimada entre as habilidades nas 8 provas desse
exame, como pode ser visto na Fig. 26. Isto foi ilustrado para as correlacdes entre
Portugués e Geografia (V2) e entre Portugués e Historia (V3).

O conjunto dos graficos dos tracos e densidades a posteriori dos pardme-
tros associados a itens, habilidades e correlagdes ndo foram mostrados aqui por
questdo de espago. Apenas os itens precisaram de maiores tamanhos amostrais
para a convergéncia. A seguir sdo apresentados os resultados obtidos para os pa-

rametros em questao.
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Figura 22 Tragos das cadeias para o pardmetro a associadas ao diagndstico de
Gelman & Rubin, obtidas via MCMC, para os itens 27 e 28
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Figura 23 Tracos das cadeias para o parametro b associadas ao diagndstico de
Gelman & Rubin, obtidas via MCMC, para os itens 27 e 28

Percebeu-se que os individuos desse exame possuem habilidades forte-
mente associadas, positivamente, umas as outras nas dreas, consideradas aqui, de
humanas ou sociais (nesse caso, Portugués, Geografia, Histdria, Filosofia) e tam-
bém nas dreas de exatas e bioldgicas (Biologia, Fisica, Matemadtica, Quimica).
Observou-se uma associa¢do mais forte entre as habilidades das dreas de exatas e

biol6gicas do que entre as habilidades em humanas e sociais. Entre as éreas, as
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Figura 24 Tracos das cadeias para o parametro ¢ associadas ao diagndstico de
Gelman & Rubin, obtidas via MCMC, para os itens 27 e 28

habilidades tiveram associa¢des proximas de zero, o que significa que se o indivi-
duo tem habilidade alta para Geografia, poderd acontecer que ele ndo tenha bom
desempenho nos contetdos de exatas ou bioldgicas.

A Tab. 8 mostra as correlagdes entre as habilidades das 8 provas. As
habilidades 6;, (I = 1, - - - ,8) se referem as provas de Portugués, Geografia,

Histdria, Filosofia, Biologia, Fisica, Matematica e Quimica, respectivamente.

Tabela 8 Correlacdes entre as habilidades nas provas estimadas pelo modelo
multivariado, sendo 6;: Portugués, 65: Geografia, f3: Histdria, 64: Fi-
losofia, 05: Biologia, 04: Fisica, 67: Matematica e fs: Quimica

0, 01 B2 03 04 05 6 07 Os

01 1 0,68 0,62 0,61 0,02 -0,01 0,01 -0,02
09 1 0,68 0,61 -0,07 -0,10 -0,09 -0,12
03 1 0,63 -0,10 -0,14 -0,13 -0,16
04 1 -0,07 -0,11 -0,10 -0,13
0 1 091 090 0,88
Os 1 0,93 0,91
0~ 1 0,93

0s 1
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Figura 25 Tracos das cadeias e densidade a posteriori para as correlagdes entre as
habilidades em Portugués e Geografia (V2) e entre Portugués e Hist6-
ria (V3). Valores da matriz de correlagd@o entre as habilidades. Cadeias
associadas ao diagndstico de Gelman & Rubin, obtidas via MCMC

As correlagdes foram destacadas na Tab. 8 para ressaltar que esse resul-
tado evidencia que o MP3PM discrimina grupos de habilidades por meio da rela-
cdo de dependéncia entre as habilidades nas provas de um exame. Os dados desse
exame vestibular permitem trabalhar com a ideia de que, se 2 grupos de habili-
dades estimadas fossem independentes, a partir dai poderiam ser discriminadas 2

grandes dreas do conhecimento.
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Figura 26 Tracos das cadeias e densidade a posteriori para as estimativas das cor-
relacdes entre as habilidades em Portugués e Geografia (V2) e entre
Portugués e Historia (V3), dada pela estimativa da matriz de correla-
cdo entre as habilidades, no diagndstico de Gelman & Rubin, obtidas
via MCMC

As correlagdes entre as notas obtidas pelos individuos e as habilidades
estimadas nas provas estdo descritas na Tab. 9. As notas foram centralizadas e
se referem ao numero de acertos obtidos por cada individuo em cada prova, e a
habilidade em cada prova € a habilidade média do individuo.

A Tab. 9 indica que a habilidade estimada tem relac¢do direta com a nota
obtida numa mesma prova. Vale ressaltar que a nota em Matemadtica tem pouca
associacdo com a habilidade do individuo nessa mesma prova, se comparada com
as correlacdes entre nota e habilidade das demais provas. As correlagdes com (*)
sdo significativas ao nivel de 5% de probabilidade para o teste de ¢, dizendo que
sdo diferentes de zero. Isso poderd significar, por exemplo, o seguinte: a nota
do individuo na prova de Historia pode ser prejudicada se ele tiver habilidade nas
provas de Fisica, Matemadtica e Quimica.

A seguir, na Tab. 10, encontram-se descritas as estimativas a posteriori
por ponto (média) e por intervalos de credibilidade (IC-HPD) para alguns
parametros de itens estimados. No Apéndice 1 encontra-se a Tab. 16 com

essas estimativas



66

Tabela 9 Correlacdes entre as notas obtidas no teste e as habilidades estimadas
nas provas pelo modelo multivariado, sendo 6;: Portugués, f5: Geogra-
fia, f3: Historia, 04: Filosofia, 05: Biologia, fg: Fisica, 67: Matematica
e fg: Quimica

nota x 6 01 0 03 04 05 O 07 s
nota.Por 0,79 0,54 0,51 0,51 0,02 0,00 0,01 -0,01
nota.Geo 0,81 058 051 -0,06 -0,09* -0,07% -0,10*
nota.His 0,59 038 -0,05 -0,07* -0,07% -0,09*
nota.Fil 0,89 -0,05 -0,08* -0,07% -0,09*
nota.Bio 0,87 0,83 0,83 0,80
nota.Fis 0,38 0,35 0,34
nota.Mat 0,15 0,12
nota.Qui 0,72

para todos os itens do exame.

Para efeito de discussdo, consideramos que: um item discrimina bem o
candidato quando o @ > 1, um item tem grau de dificuldade média quando b=
0 e um item tem probabilidade baixa de ser respondido corretamente por mero
acaso (acerto casual) quando ¢ < 0,25. E também serd considerado que um bom
item ¢ aquele que apresenta bom poder de discriminacio, grau baixo ou médio de
dificuldade e acerto casual menor ou igual a 0,25.

Sendo assim, na Tab. 10 cabe ressaltar alguns casos: ela mostra que os
itens da prova de Portugués t€m discriminacdo baixa, ja que o item que apresentou
o maior poder de discriminagdo foi o item 1 (& = 0,66) e, dentre os outros, s6 foi
considerado bom item porque o grau de dificuldade foi baixo e o acerto casual foi
praticamente nulo. Outro caso que vale destacar diz respeito as provas de Fisica,
Matematica e Quimica, as quais tiveram itens com bom poder de discrimina¢ao
em questdes dificeis, mas com alta probabilidade de acerto casual.

Na Tab. 11 estdo ilustradas as habilidades estimadas para os individuos
nd-meros 29; 30; 31; 32 que responderam aos itens da prova de Portugués.
Percebe-se que tanto para individuos com habilidade alta (acima de zero)
quanto para indi-viduos com habilidade baixa (abaixo do zero) as estimativas

apresnetaram uma variabilidade baixa. Em geral isso aconteceu, inclusive para as
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habilidades estimadas nas outras provas.

Tabela 10  Estimativas a posteriori por ponto (média) e por intervalo (IC-HPD
com 95%) para os pardmetros alguns itens de todas as provas do Ves-
tibular 2006 — 2 da UFLA, considerados bons (itens destacados em
negrito) e ruins (itens sem destaques)

a b c
Provas Itens Lo IC-HPD s IC-HPD e IC-HPD
média ————— média ———F———— média —————
inf sup inf sup inf sup
Portugués 1 0,66 0,44 0,88 -0,64 -0,87 -0,36 0,19 0,05 0,36
9 0,32 0,13 0,50 -0,48 -0,81 -0,11 0,25 0,04 0,48
Geografia 11 0,81 0,43 1,42 0,37 -0,09 1,01 0,25 0,08 0,40

12 0,53 0,19 1,09 0,38 -0,19 1,37 0,30 0,09 0,53
18 1,09 0,69 1,57 -0,69 -0,93 -0,46 0,20 0,06 0,35
Historia 19 1,61 0,99 2,30 -0,66 -1,04 -0,34 0,21 0,08 0,33
20 1,34 0,13 2,27 4,13 2,60 5,80 0,52 0,48 0,55
24 0,80 0,32 1,59 0,77 0,17 1,63 0,23 0,09 0,36

Filosofia 25 2,03 1,16 2,64 -1,10 -1,77 -0,58 0,23 0,06 041
26 1,41 0,75 2,36 -0,45 -0,76 -0,12 0,22 0,06 0,37
Biologia 28 1,14 0,93 1,36 0,93 0,72 1,14 0,04 0,01 0,07

29 0,03 0,00 0,08 0,07 -0,24 0,46 0,23 0,06 041
30 1,30 1,03 1,62 1,17 0,89 1,48 0,04 0,01 0,07
34 1,74 1,39 2,11 0,28 0,10 0,47 0,07 0,02 0,11
Fisica 35 0,78 0,31 1,20 1,87 1,18 2,53 0,18 0,14 0,23
38 1,44 0,89 1,93 2,82 2,16 3,57 0,34 0,30 0,38
40 1,17 0,69 1,60 1,35 0,80 1,96 0,26 020 0,32

Matemadtica 43 1,78 0,87 2,65 3,09 1,75 4,44 0,18 0,14 0,21
50 0,41 0,00 1,07 3,29 1,15 4,68 0,29 024 0,34
Quimica 51 1,31 1,05 1,62 1,13 0,92 1,37 0,03 0,01 0,05

53 0,02 0,00 0,04 0,09 -0,28 0,64 0,26 0,06 048
56 2,33 0,77 3,51 2,87 0,84 4,32 0,26 0,17 0,31
57 1,25 0,84 1,75 1,03 0,61 1,58 0,10 0,04 0,16

Nessa Tab. 11, pontualmente, mesmo existindo médias abaixo, mas pro-
ximas, de zero; e outras acima de zero (na maioria dos casos), indica que o in-
dividuo possui habilidade alta no contetido de Portugués. Porém, o intervalo de
credibilidade (IC-HPD), em geral, contém o zero, indicando que as habilidades
dos individuos tém valor médio.

As habilidades nas demais provas também foram bem estimadas, como
pode ser visto em alguns tragos das cadeias que estao no Apéndice 2. Foram esco-
lhidos apenas 4 individuos por questdo operacional, com a inten¢do de representar
todos os outros, mas vale ressaltar que as habilidades de todos os 936 individuos
que fizeram as provas desse exame vestibular tiveram suas habilidades bem esti-

madas.
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Tabela 11  Estimativas a posteriori por ponto (média) e por intervalo (IC-HPD
com 95%) para os pardmetros Habilidades dos individuos 29,30,31,32
calculadas com o modelo multivariado na prova de Portugués do Ves-
tibular 2006 — 2 da UFLA

01 :Portugués - modelo multivariado
Individuos IC-HPD

média — - desvio padrao
inferior superior
29 -0,20 -1,61 1,07 0,68
30 1,39 -0,07 2,72 0,72
31 0,88 -0,42 2,33 0,70
32 -0,30 -1,60 1,01 0,68

No Apéndice C encontram-se os tracos das cadeias para as demais provas
para os mesmos individuos (Fig. 28, 29, 30, 31, 32, 33 e 34). Esses grificos
foram inseridos com o objetivo de mostrar que as habilidades foram bem estimadas
pelo método proposto. Foram escolhidos os mesmos individuos citados na Tab.
11, para que os tragos ilustrem a qualidade das estimativas das habilidades desses

individuos.

4.3 Comparacao do modelo multivariado proposto com a aplicacao do mo-
delo univariado nos dados do vestibular 2006 — 2 da UFLA

A seguir, sdo apresentados os resultados da aplicacdo de um modelo para
andlise univariada de habilidades em cada uma das 8 provas do vestibular, descri-
tas anteriormente. Para cada resultado univariado € feita uma comparagdo com o
multivariado.

A Tab. 12 se refere as correlagdes entre as habilidades em cada uma das 8
provas e mostra que as habilidades estimadas para cada prova, pelo modelo univa-
riado, foram em geral baixas. Foram identificados os mesmos grupos de habilida-
des discriminadas com a andlise do modelo multivariado (correlacdes em negrito),
porém, evidenciando pouca associacdo entre as habilidades nas provas pertencen-
tes ao grupo de ciéncias humanas e sociais e também ao grupo de ciéncias exatas e,

ou, bioldgicas. A correlacdo entre as habilidades nas provas do grupo de humanas
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com as habilidades no grupo de exatas e bioldgicas foi praticamente nula. Entre-
tanto, para ter uma confiangca maior em se afirmar que sio nulas, foi feito um teste
t para as correlacdes entre as habilidades desse grupo (correlacdes sem destaque
em negrito), com 5% de significancia (BEST; ROBERTS, 1975).

Tabela 12 Correlagdes entre as habilidades nas provas, estimadas pelo modelo
univariado, sendo 6;: Portugués, #2: Geografia, 05: Historia, 64: Filo-
sofia, 05: Biologia, 04: Fisica, 7: Matematica e fg: Quimica

0 01 02 03 04 05 s t7 Og
01 1,00 0,29 0,25 0,31 0,01 0,11%* 0,08%* 0,01
05 1.00 0,29 0,28 -0,03 0,09* 0,04 -0,05
03 1.00 0,25 -0,04 0,10* -0,02 -0,07*
04 1.00 -0,02 0,06 0,05 -0,05
05 1.00 0,17 0,20 0,63
O 1.00 0,15 0,22
0 1.00 0,22
O 1.00

Podemos observar que as correlacdes, marcadas com asterisco (*), foram
significativas ao nivel de 5%, concluindo que essas correlagdes sdo diferentes de
zero. Logo, além dos grupos discriminados aqui, a habilidade na prova de Portu-
gués também estd associada de forma positiva as habilidades nas provas de Fisica
e Matematica, a habilidade em Geografia estd associada de forma positiva com a
habilidade em Fisica e a habilidade em Historia estd associada de forma negativa
a habilidade em Quimica.

Isso mostra que quando um exame com vdrias provas € analisado de forma
univariada, ndo se consegue um alto grau de associacdo entre as habilidades nas
provas dos grupos, discriminados como no caso multivariado e, mais ainda, existe
associacdo entre habilidades do grupo de humanas com o de exatas e bioldgicas,
mesmo que baixa.

A Tab. 13 indica se as notas obtidas e as habilidades estimadas nas provas
desse exame podem ser interpretadas com o mesmo sentido e também se a nota
obtida teve relagdo com mais de uma habilidade. Na diagonal estdo os valores das

correlacdes entre a nota obtida e a habilidade estimada na mesma prova, indicando
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que existe forte relacdo. Os valores fora da diagonal indicam que a nota em uma
determinada prova estd associada a mais de uma habilidade, inclusive entre provas
do grupo de humanas e de exatas. Isso pode ser visto nas correla¢cdes com a nota
de Portugués e Histdria, as quais ficaram relacionadas as habilidades nas provas
de humanas e também a habilidade em Fisica, pois as correlacdes entre a nota de
Portugués e Histéria com a habilidade em Fisica foram significativas ao nivel de

5% de probabilidade para o teste de ¢ (valores com *).

Tabela 13 CorrelacOes entre as notas obtidas e as habilidades estimadas nas pro-
vas pelo modelo univariado, sendo #;: Portugués, #>: Geografia, 63:
Histdria, 64: Filosofia, #5: Biologia, 6g: Fisica, f7: Matematica e 0g:

Quimica
nota x 6 01 02 03 04 05 Og 0 Os
nota.Por 090 0,28 0,23 0,31 0,02 0,12* 0,05 0,02
nota.Geo 092 027 027 -0,04 0,05 0,05 -0,06
nota.His 0,78 0,20 -0,04 0,12* -0,04 -0,05
nota.Fil 1,00 -0,03 0,06 0,05 -0,06
nota.Bio 0,92 0,17 0,20 0,57
nota.Fis 0,85 0,12 0,27
nota.Mat 0,80 0,09
nota.Qui 0,89

Na Tab. 14, encontram-se descritas as estimativas a posteriori por ponto
(média) e por intervalo de credibilidade (IC-HPD) de 95% para alguns parimetros
de itens estimados na andlise univariada. No Apéndice 2 encontra-se a Tab. 17
com essas estimativas para todos os itens do exame.

Para efeito de discussdo, assim como foi dito nos resultados da analise
multivariada, serd considerado que: um item discrimina bem o candidato quando
0 a > 1, um item tem grau de dificuldade médio quando b = 0 e um item tem
probabilidade baixa de ser respondido corretamente por mero acaso (acerto casual)
quando ¢ < 0,25. E também serd considerado que um bom item € aquele que
apresenta bom poder de discriminacio, grau de dificuldade baixo ou médio e acerto
casual menor ou igual a 0,25.

Os resultados da Tab. 14, comparados com os resultados da Tab. 10, obti-
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dos com a andlise multivariada, mostram que os itens 1 e 9 da prova de Portugués
ndo foram considerados bons itens no caso univariado, diferindo assim do resul-
tado na andlise multivariada. Mesmo sendo itens com maior poder de discrimina-
¢do do que no caso multivariado, esses itens apresentaram uma alta probabilidade
de serem respondidos corretamente por mero acaso (¢ > 0,25). Outra diferenca
para os resultados da andlise multivariada foi em relag@o aos itens da prova de Fi-
sica. No contexto multivariado, o item 38 tinha sido identificado como ruim. Ja
no contexto univariado, o item considerado ruim foi o 40 por ter ¢ > 0,25, mesmo

com bom poder discriminacao.

Tabela 14  Estimativas a posteriori por ponto (média) e por intervalo (IC-HPD
com 95%), na andlise univariada, para os parAmetros de alguns itens
de todas as provas do Vestibular 2006 — 2 da UFLA

a b c
Provas Itens Ly IC-HPD L IC-HPD L IC-HPD
média ————— média ——————— média ——/— — —

inf sup inf sup inf sup
Portugués 1 0,74 0,48 1,05 -0,66 -1,45 0,34 0,31 0,00 0,58
9 0,79 0,42 1,22 1,00 -0,66 2,96 0,65 0,39 0,78
Geografia 11 0,87 0,50 1,31 0,84 0,13 1,48 0,36 0,19 0,49
12 0,91 0,51 1,38 1,49 0,71 2,41 0,50 0,41 0,59
18 1,07 0,67 1,51 -0,69 -1,10 -0,19 0,18 0,00 0,40
Histéria 19 0,97 0,57 1,49 -0,36 -1,03 0,55 0,26 0,00 0,55
20 1,04 0,57 1,58 2,56 1,92 3,00 0,50 0,45 0,55
24 0,94 0,52 1,41 0,74 0,11 1,35 0,21 0,02 0,36
Filosofia 25 1,15 0,73 1,64 -0,79 -1,18 -0,40 0,16 0,00 0,37
26 1,13 0,70 1,64 -0,56 -0,87 -0,21 0,12 0,00 0,29
Biologia 28 1,25 0,96 1,57 0,74 0,60 0,89 0,03 0,00 0,06
29 1,16 0,68 1,71 2,63 2,13 3,00 0,58 0,55 0,62
30 1,28 0,96 1,63 0,83 0,70 0,98 0,02 0,00 0,05
34 1,86 1,44 2,39 0,13 0,00 0,27 0,04 0,00 0,10
Fisica 35 0,94 0,54 1,40 1,85 1,05 2,80 0,14 0,01 0,23
38 0,96 0,52 1,43 1,34 0,47 2,39 0,21 0,03 0,36
40 1,04 0,56 1,57 2,25 1,24 3,00 0,36 0,25 0,44
Matematica 43 1,00 0,55 1,52 1,97 1,18 2,92 0,15 0,03 0,23
50 1,19 0,64 1,76 2,78 2,40 3,00 0,29 0,25 0,32
Quimica 51 1,08 0,78 1,40 0,91 0,72 1,09 0,03 0,00 0,08

53 1,25 0,75 1,81 2,65 2,18 3,00 0,61 0,58 0,64
56 0,91 0,54 1,32 1,08 0,69 1,44 0,17 0,05 0,27
57 1,03 0,74 1,39 0,71 0,50 0,95 0,06 0,00 0,13

Na Tab. 15 e na Fig. 27 estdo ilustradas as habilidades estimadas por meio
de uma andlise univariada de habilidades para os individuos nimeros 29,30,31,32

que responderam aos itens da prova de Portugués. Essa prova foi escolhida como
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exemplo para mostrar como ficaram as habilidades estimadas e se elas foram bem
estimadas.

As habilidades nas demais provas também foram bem estimadas, mas por
questdo de organizacdo do texto ndo foram mostradas aqui. Foram escolhidos
apenas 4 individuos por questao operacional, com a inten¢do de representar todos
os outros, mas vale ressaltar que todos os 936 individuos que fizeram as provas
desse exame vestibular foram, assim como na analise multivariada, bem estimados.

A Tab. 15 teve a intencdo de mostrar que as habilidades estimadas para
os individuos tiveram valores médios no contetddo de Portugués (# = 0). Pontual-
mente, existem médias abaixo e acima de zero, mas nao tdo altas como a analise
multivariada estimou, indicando que o individuo possui habilidade em torno do va-
lor zero no conteddo de Portugués. Porém, o intervalo de credibilidade (IC-HPD),
em geral, contém o zero, indicando que as habilidades dos individuos t€ém valor

médio.

Tabela 15 Estimativas a posteriori por ponto (média) e por intervalo (IC-HPD
com 95%) para os pardmetros Habilidades dos individuos 29,30,31,32
calculadas com o modelo univariado na prova de Portugués do Vesti-
bular 2006 — 2 da UFLA

01 :Portugués - modelo univariado

Individuos 1 IC-HPD . -
média —— . desvio padrao
inferior superior
29 -0,09 -1,85 1,62 0,91
30 0,38 -1,61 2,38 1,03
31 0,24 -1,68 2,06 0,97
32 -0,17 -2,00 1,60 0,95

A Fig. 27 ilustra os tracos das cadeias e densidades a posteriori, para o
caso univariado, de alguns individuos na prova de Portugués. Os gréficos de tracos
das habilidades univaridas estimadas nas outras provas, para esses mesmos indivi-
duos, também mostram que foram bem estimadas, porém nao foram apresentadas
aqui. Esses graficos foram inseridos com o objetivo de indicar que as habilidades
foram bem estimadas pelo método univariado, assim como no multivariado.

Foram escolhidos os mesmos individuos citados na Tab. 15, para que os
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grificos da Fig. 27 ilustrem a qualidade das estimativas das habilidades desses

individuos.

Figura 27
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Tragos das cadeias e densidades a posteriori obtidas via MCMC para
as habilidades dos individuos 29,30,31,32 estimadas com o modelo
univariado na prova de Portugués

Visto isso, pode-se afirmar que as habilidades estimadas por meio da ané-

lise multivariada resultaram em valores mais distantes do zero e também em inter-

valos de credibilidade com amplitudes menores do que os estimados pela andlise

univariada. Assim, pode-se dizer que as estimativas para as habilidades no caso

multivariado foram mais consistentes do que no univariado.

Em ambas as andlises, as habilidades foram bem estimadas, porém com

maior precis@o no modelo multivariado.

Comparar andlises univariadas e multivariadas de habilidades significa co-

tejar andlises mais simples e faceis de estimar com andlises mais complexas que,
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por serem mais flexiveis, permitem gerar hipdteses que revelam melhor as intera-
coes entre as habilidades em estudo.

A flexibilidade da andlise multivariada ndo foca apenas uma habilidade
individual e especifica, desvinculada, por si s6. Ela revela o potencial do avaliado
(vestibulando) por permitir conhecer este potencial de maneira ampliada: é dai que
tal andlise revela a associacio que existe entre as diversas habilidades. Assim, o
vestibulando € conhecido nao apenas por ser detentor de uma dada habilidade em
uma dada disciplina, mas em diferentes disciplinas que dialogam entre si.

Pode-se dizer que os resultados de uma andlise multivariada de habilidades
ampliam a informag@o sobre o conhecimento do examinado. Seu potencial de
discriminacdo é maior porque a associacdo que se faz por esse tipo de andlise
revela muito mais em termos de conhecimentos de cada individuo. Correlacionam-

se objetos de estudo diferentes, mas que exigem habilidades cognitivas afins.

4.4 Consideracoes gerais sobre os resultados

As estimativas dos pardmetros de itens e habilidades, as matrizes de vari-
ancias e covariancias e estruturas de correlacdes estimadas no estudo de simulacio,
foram consistentes.

Na aplicagdo do modelo proposto ao Vestibular 2006 — 2 da UFLA, com-

posto por 8 provas de diferentes contetidos percebeu-se que:

a) houve uma discriminag¢ao forte de de habilidades em duas areas. Uma
primeira € o grupo de habilidades em ci€ncias humanas e sociais € uma
segunda é o grupo de habilidades em ciéncias exatas e bioldgicas. Esta
separacdo se deu com alta associacdo positiva entre as habilidades nas

provas dentro de cada drea;

b) A nota obtida em uma prova de uma determinada 4rea foi influenciada
positivamente pelas habilidades na mesma drea e ligeiramente influen-

ciada de forma negativa pelas habilidades da outra drea.

Nao houve grande mudanca qualitativa em relacdo ao ajuste dos modelos

univariados, mas houve mudanca em termos de precisdo e inerpretabilidade.
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Os resultados permitem concluir que o0 modelo multivariado é mais pode-
roso em identificar associa¢des e estreitar os intervalos de credibilidade das esti-
mativas.

A implementacdo com dados aumentados do modelo multivariado é con-
sistente na estimacao dos pardmetros envolvidos em provas do tipo vestibular.

No Vestibular 2006 — 2, formaram-se 4reas de habilidades entre as provas,
que correspondem vagamente a agrupamentos de interesse dos ingressantes.

O modelo multivariado é mais preciso que o univariado na interpretacio
deste tipo de prova e deve ser preferido.

Pretende-se expandir o modelo proposto aqui para um modelo multiva-
riado com multiplos grupos e, também, comparar o modelo multivariado com o

multidimensional.
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5 CONCLUSAO

A implementa¢do com dados aumentados do modelo multivariado é con-
sistente na estimagdo dos parametros envolvidos em provas do tipo vestibular.

Nao houve mudanca qualitativa em relacdo ao ajuste dos modelos univa-
riados, mas houve mudanca em termos de precisao e interpretabilidade.

O modelo multivariado é mais poderoso em identificar associagdes e es-
treitar os intervalos de credibilidade das estimativas de itens e habilidades.

No Vestibular 2006 — 2, formaram-se areas de habilidades entre as provas,
que correspondem vagamente a agrupamentos de interesse dos ingressantes.

O modelo multivariado é mais preciso que o univariado na interpretacao

de vestibulares com varias provas e deve ser preferido.
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APENDICES

APENDICE A - Estimativas a posteriori por ponto e por intervalo dos
parametros de itens na analise multivariada do vestibular 2006-2

Tabela 16 Estimativas a posteriori por ponto (média) e por intervalo (IC-HPD)
para os parametros de itens do Vestibular 2006 — 2 da UFLA

a b c
Provas Itens 41 IC-HPD 23 IC-HPD ™ IC-HPD
média _— média _— média _—

inf sup inf sup inf sup
1 0,66 0,44 0,88 -0,64 -0,87 -0,36 0,19 0,05 0,36
2 0,54 0,35 0,74 0,03 -0,23 0,33 0,2 0,06 0,34
3 0,32 0,00 0,69 1,68 0,43 3.71 0,31 0,16 0,43
4 0,45 0,25 0,65 0,08 -0,22 0,45 0,21 0,07 0,38
Portugués 5 0,50 0,29 0,73 0,08 -0,26 0,45 0,18 0,04 0,37
6 0,17 0,00 0,48 3,11 0,99 4,69 0,25 0,14 0,31
7 0,59 0,34 0,88 0,54 0,20 0,90 0,16 0,05 0,26
8 0,17 0,00 0,45 2,63 1,35 4,03 0,13 0,08 0,17
9 0,32 0,13 0,50 -0,48 -0,81 -0,11 0,25 0,04 0,48
10 0,53 0,31 0,80 0,47 0,14 0,90 0,17 0,05 0,30
11 0.81 043 1,42 0,37 -0,09 1,01 0,25 0,08 0,40
12 0,53 0,19 1,09 0,38 -0,19 1,37 0,3 0,09 0,53
13 0,40 0,21 0,59 0,28 -0,04 0,65 0,21 0,06 0,34
Geografia 14 0,43 0,20 0,68 0,62 0,18 1,08 0,25 0,11 0,38
15 0,44 0,25 0,64 -0,26 -0,56 0,18 0,24 0,06 0,47
16 0,38 0,03 0,83 1,33 0,53 2,23 0,23 0,10 0,33
17 0,67 0,44 1,00 0,20 -0,08 0,57 0,22 0,09 0,35
18 1,09 0,69 1,57 -0,69 -0,93 -0,46 0,2 0,06 0,35
19 1,61 0,99 2,30 -0,66 -1,04 -0,34 0,21 0,08 0,33
20 1,34 0,13 2,27 4,13 2,60 5,80 0,52 0,48 0,55
Histéria 21 0,48 0,00 0,97 1,87 1,01 2,74 0,22 0,13 0,28
22 0,39 0,00 1,03 3,38 1,67 541 0,22 0,18 0,25
23 0,40 0,08 0,96 1,07 0,40 2,02 0,24 0,10 0,35
24 0,80 0,32 1,59 0,77 0,17 1,63 0,23 0,09 0,36
Filosofia 25 2,03 1,16 2,64 -1,10 -1,77 -0,58 0,23 0,06 041
26 1,41 0,75 2,36 -0,45 -0,76 -0,12 0,22 0,06 0,37
27 0,86 0,67 1,06 0,25 0,03 0,48 0,12 0,04 0,20
28 1,14 0,93 1,36 0,93 0,72 1,14 0,04 0,01 0,07
29 0,03 0,00 0,08 0,07 -0,24 0,46 0,23 0,06 0,41
Biologia 30 1,30 1,03 1,62 1,17 0,89 1,48 0,04 0,01 0,07
31 0,72 0,44 1,01 0,97 0,53 1,38 0,18 0,09 0,27
32 0,97 0,76 1,20 0,64 0,40 0,91 0,1 0,03 0,16
33 0,20 0,00 0,56 2,17 0,40 3,51 0,35 0,15 0,43
34 1,74 1,39 2,11 0,28 0,10 0,47 0,07 0,02 0,11
35 0,78 0,31 1,20 1,87 1,18 2,53 0,18 0,14 0,23
36 0,43 0,00 1,03 2,89 1,24 3,95 0,14 0,08 0,17
37 1,18 0,65 1,67 29 2,19 3,85 0,23 0,19 0,26
Fisi 38 1,44 0,89 1,93 2,82 2,16 3,57 0,34 0,30 0,38
piea 39 0,40 0,00 0,84 23 143 3,44 021 0,17 0,26
40 1,17 0,69 1,60 1,35 0,80 1,96 0,26 0,20 0,32
41 0,70 0,51 0,91 1,11 0,87 1,40 0,07 0,03 0,12
42 0,27 0,00 0,76 2,66 0,91 3,78 0,25 0,12 0,31
43 1,78 0.87 2,65 3,09 1,75 4,44 0,18 0,14 0,21
44 0,35 0,00 0,84 2,38 1,41 3,50 0,15 0,10 0,19
45 0,53 0,00 1.47 3,49 1,42 5,67 0,17 0,12 0,21
Matemdtica 46 0,91 0,31 1,70 1,94 0,76 3,20 0,2 0,09 0,27
47 0,92 0,00 1,86 3,29 0,54 5,10 0,3 0,15 0,37
48 0,90 043 1,78 2,02 1,36 3,44 0,08 0,04 0,12
49 0,02 0,00 0,05 0.4 0,00 0,94 0,26 0,08 0,44
50 0,41 0,00 1,07 3,29 1,15 4,68 0,29 0,24 0,34
51 1,31 1,05 1,62 1,13 0,92 1,37 0,03 0,01 0,05
52 1,83 1,17 2,65 1,67 1,00 2,60 0,16 0,11 0,21
53 0,02 0,00 0,04 0,09 -0,28 0,64 0,26 0,06 0,48
Quimica 54 0,81 0,31 1,35 2,37 1,54 3,38 0,17 0,13 0,21
55 0,25 0,00 0,76 2,81 1,38 3,78 0,25 0,20 0,29
56 2,33 0,77 3,51 2,87 0,84 4,32 0,26 0,17 0,31
57 1,25 0,84 1,75 1,03 0,61 1,58 0,1 0,04 0,16

58 0,86 0,62 1,16 1,44 1,13 1,76 0,05 0,01 0,08
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APENDICE B - Estimativas a posteriori por ponto e por intervalo dos
parametros de itens na analise univariada do vestibular 2006-2 da UFLA

Tabela 17 Estimativas a posteriori por ponto (média) e por intervalo (IC-HPD)
para os parametros de todos os itens de todas as provas do Vestibular
2006 — 2 da UFLA

a b c
Provas Itens L IC-HPD i IC-HPD L IC-HPD
média _—_ média _ média _—_
lower upper lower upper lower upper
1 0,74 0,48 1,05 -0,66 -1,45 0,34 0,31 0,00 0,58
2 0,71 0,44 1,04 0,44 -0,46 1,28 0,31 0,06 0,52
3 0,98 0,55 1,46 2,24 1,64 2,95 0,35 0,30 0,41
4 0,83 0,46 1,26 0,81 -0,08 1,56 0,40 0,20 0,54
Portugués 5 0,76 0,51 1,07 0,03 -0,46 0,63 0,17 0,00 0,36
6 1,45 0,94 2,04 2,87 2,64 3,00 0,26 0,23 0,29
7 0,84 0,44 1,25 1,29 0,62 1,90 0,28 0,14 0,39
8 1.35 0,83 1,90 2,83 2,54 3,00 0,14 0,11 0,16
9 0,79 0,42 1,22 1,00 -0,66 2,96 0,65 0,39 0,78
10 0,87 0,48 1,28 0,89 0,31 1,40 0,25 0,08 0,38
11 0,87 0,50 1,31 0,84 0,13 1,48 0,36 0,19 0,49
12 091 0,51 1,38 1,49 0,71 2,41 0,50 0,41 0,59
13 0,75 0,46 1,10 0,68 -0,03 1,35 0,27 0,07 0,44
Geografia 14 0,85 0,50 1,29 1,47 0,82 2,26 0,35 0,24 0,46
15 0,78 0,44 1,22 0,12 -0,94 1,08 0,42 0,13 0,64
16 0,88 0,48 1,36 2,52 1,95 3,00 0,29 0,22 0,35
17 0,83 0,48 1,27 0,64 -0,10 1,27 0,33 0,13 0,49
18 1,07 0,67 1,51 -0,69 -1,10 -0,19 0,18 0,00 0,40
19 0,97 0,57 1.49 -0,36 -1,03 0,55 0,26 0,00 0,55
20 1,04 0,57 1,58 2,56 1,92 3,00 0,50 0,45 0,55
Histéria 21 1,12 0,65 1,66 2,70 2,26 3,00 0,24 0,21 0,28
22 1,25 0,71 1,79 2,80 2,48 3,00 0,21 0,18 0,24
23 0,92 0,50 1,39 2,15 1,49 3,00 0,31 0,23 0,38
24 0,94 0,52 1.41 0,74 0,11 1,35 0,21 0,02 0,36
Filosofia 25 1,15 0,73 1,64 -0,79 -1,18 -0,40 0,16 0,00 0,37
26 1,13 0,70 1,64 -0,56 -0,87 -0,21 0,12 0,00 0,29
27 0,95 0,68 1,27 0,25 -0,03 0,54 0,11 0,00 0,22
28 1,25 0,96 1,57 0,74 0,60 0,89 0,03 0,00 0,06
29 1,16 0,68 1,71 2,63 2,13 3,00 0,58 0,55 0,62
Biologia 30 1,28 0,96 1,63 0,83 0,70 0,98 0,02 0,00 0,05
31 0,81 0,45 1,13 1,28 0,92 1,66 0,19 0,09 0,28
32 0,89 0,64 1,15 0,58 0,36 0,82 0,07 0,00 0,14
33 1,23 0,73 1,76 2,78 2,44 3,00 0,38 0,35 0,42
34 1,86 1,44 2,39 0,13 0,00 0,27 0,04 0,00 0,10
35 0,94 0,54 1,40 1,85 1,05 2,80 0,14 0,01 0,23
36 1,15 0,65 1,67 2,76 2,38 3,00 0,13 0,09 0,16
37 1,10 0,62 1,64 2,61 2,12 3,00 0,22 0,18 0,26
Fisica 38 0,96 0,52 1,43 1,34 0,47 2,39 0,21 0,03 0,36
39 1,13 0,64 1,69 2,72 2,30 3,00 0,21 0,17 0,25
40 1,04 0,56 1,57 225 1,24 3,00 0,36 0,25 0,44
41 1,18 0,64 1,75 2,66 2,09 3,00 0,22 0,16 0,26
42 0,97 0,53 1,50 2,39 1,67 3,00 0,22 0,13 0,29
43 1,00 0,55 1,52 1,97 1,18 2,92 0,15 0,03 0,23
44 1,06 0,61 1,62 2,73 2,28 3,00 0,14 0,10 0,19
45 1,14 0,66 1,70 2,71 2,28 3,00 0,16 0,12 0,19
Matemitica 46 1,07 0,58 1,58 2,55 1,97 3,00 0,25 0,19 0,29
47 0,12 0,12 0,12 2,86 2,61 3,00 0,01 0,00 0,03
48 1,02 0,57 1,55 2,44 1,82 3,00 0,10 0,03 0,15
49 1,12 0,59 1,68 2,60 1,94 3,00 0,51 0,46 0,55
50 1,19 0,64 1,76 2,78 2,40 3,00 0,29 0,25 0,32
51 1,08 0,78 1,40 091 0,72 1,09 0,03 0,00 0,08
52 1,05 0,69 1,48 0,80 0,53 1,06 0,10 0,00 0,18
53 1,25 0,75 1,81 2,65 2,18 3,00 0,61 0,58 0,64
Quimica 54 1,03 0,59 1,51 2,75 2,39 3,00 0,17 0,13 0,21
55 0,12 0,12 0,12 2,95 2,85 3,00 0,00 0,00 0,01
56 0,91 0,54 1,32 1,08 0,69 1,44 0,17 0,05 0,27
57 1,03 0,74 1,39 0,71 0,50 0,95 0,06 0,00 0,13
58 0,86 0,62 1,14 1,57 1,29 1,88 0,03 0,00 0,06
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APENDICE C - Grificos de tracos para as habilidades estimadas pelo
modelo multivariado

Trace of V965 Density of V965

-2 0
I
00 04
INENENN|

0 1000 2000 3000 4000 -2 -1 ] 1 2
Iterations N = 4000 Bandwidth = 0.1235
Trace of V966 Density of V966

0 2 4
1111
0.0 03 06
111111

0 1000 2000 3000 4000 -1 0 1 2 3 4
Iterations N = 4000 Bandwidth = 0.1379
Trace of V967 Density of V967

-2 0 2
1111l
0.0 03 08
111111

0 1000 2000 3000 4000 =2 =1 0 1 2 3
Iterations N =4000 Bandwidth = 0.135
Trace of V968 Density of V968

-2 0 2
11111
0.0 03
11111

T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 =42 ) 0 1 2 3

Iterations N = 4000 Bandwidth = 0.1411

Figura 28 Tracgos das cadeias e densidades a posteriori obtidas via MCMC para
as habilidades dos individuos 29,30,31,32 na prova 2.
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Figura 29 Tragos das cadeias e densidades a posteriori obtidas via MCMC para
as habilidades dos individuos 29,30,31,32 na prova 3.
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Trace of V2837 Density of V2837
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Figura 30 Tracos das cadeias e densidades a posteriori obtidas via MCMC para
as habilidades dos individuos 29,30,31,32 na prova 4.
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Figura 31 Tracos das cadeias e densidades a posteriori obtidas via MCMC para
as habilidades dos individuos 29,30,31,32 na prova 5.
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Density of V4709
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Figura 32 Tracos das cadeias e densidades a posteriori obtidas via MCMC para
as habilidades dos individuos 29,30,31,32 na prova 6.
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Figura 33 Tracos das cadeias e densidades a posteriori obtidas via MCMC para
as habilidades dos individuos 29,30,31,32 na prova 7.
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Figura 34 Tracos das cadeias e densidades a posteriori obtidas via MCMC para
as habilidades dos individuos 29,30,31,32 na prova 8.



