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RESUMO

A amostragem € uma etapa importante no processo de estimagao de um parametro, que deve
ter seu custo e tempo reduzido. Assim, o uso da amostragem sequencial, que possui o tamanho de
amostra varidvel, avalia cada elemento por vez, permite que a decisdo de parar a amostragem e
estimar um parametro seja tomada antecipadamente, sem que todos os elementos sejam avaliados
como previsto no processo de inferéncia classico. Além disso, pode-se incorporar a teoria da deci-
sdo bayesiana a amostragem sequencial para realizar a estimacdo de parametros, pois essa permite
incluir informacdes a priori sobre o parametro de interesse, o que auxilia na tomada de decisdo e
otimiza o procedimento. O grande desafio para realizar a estimagdo sequencial bayesiana reside na
dificuldade em estabelecer critérios de parada. Devido a dificuldade inerente ao procedimento, a
maioria dos trabalhos desenvolvidos nessa drea sdo para a distribuicao binomial, e existem poucos
trabalhos para a distribuicdo multinomial. Desse modo, o objetivo deste trabalho € definir critérios
de parada para o processo de estimagdo sequencial bayesiana dos parametros da distribui¢do mul-
tinomial. Para validar a metodologia proposta utilizou-se um conjunto de dados reais de contagem,
do teste de raios X para controle de qualidade de lotes de sementes de milho. Assim, avaliou-se
a influéncia de duas prioris no critério de parada, uma uniforme e outra conjugada, com hiperpa-
rametros baseados em informacdes de referéncia da literatura, além do custo por observacdo. Os
resultados obtidos pela metodologia proposta foram comparados com a abordagem frequentista e
bayesiana de estimag¢do de paradmetros, concluindo que as estimativas sequencias bayesianas tive-
ram um bom desempenho, e com a vantagem da reducao do tamanho amostral na maioria dos lotes
avaliados. Apesar da amostra ser menor, a estimagdo sequencial bayesiana produziu estimadores
equivalentes ou tao bons quanto os frequentistas e bayesianos.

Palavras-chave: Estimacdo. Distribui¢do de Dirichlet. Critério de parada. Equacdes de programacao
dindmica. Teste de raios X. Sementes de milho.



ABSTRACT

Sampling is an important step in the process of estimating a parameter, which should have
reduced cost and time. Thus, the use of sequential sampling, which has a variable sample size, eva-
luates each element at a time and permits the decision about when to stop sampling and estimate
a parameter to be taken in advance, without having all elements evaluated as expected in the clas-
sic inference approach. In addition, bayesian decision theory can be incorporated into sequential
sampling to perform parameter estimation, as this permits the inclusion of information about the
parameter of interest beforehand, which helps take decisions and optimize the procedure. The gre-
atest challenge of carrying out sequential bayesian estimation lies in the difficulty in establishing
stopping criteria. Due to the inherent difficulty of the procedure, most of the works developed in
this area are on the binomial distribution, and there are few works on the multinomial distribution.
Therefore, the objective of this work is to define stopping criteria for the sequential bayesian esti-
mation process of the multinomial distribution parameters. To validate the proposed methodology,
a set of real count data was used, from the X-rays test for quality control of corn seed lots. Thus,
the influence of two prioris on the stopping criterion was evaluated, a uniform one and another
conjugate, with hyperparameters based on reference information from the literature, besides the
cost per observation. The results obtained by the proposed methodology were compared with the
frequentist and bayesian approach of parameter estimation, concluding that the sequential bayesian
estimation had a good performance, and with the advantage of sample size reduction in most of the
evaluated lots. Despite the smaller sample, the sequential bayesian estimation produced estimators
that were equivalent or as good as the frequentists and bayesians.

Keywords: Estimation. Dirichlet distribution. Stop criterion. Dynamic programming equations.
X-rays test. Corn seeds.
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14
1 INTRODUCAO

Amostragem é um procedimento estatistico base para qualquer andlise de dados, ja que
consiste no processo de escolha da amostra representativa da populacdo adequada para anélise do
todo. Ao reunir uma andlise exploratdria dos dados, modelos probabilisticos e amostragem, pode-
se desenvolver a inferéncia estatistica, uma area de grande relevancia dentro da Estatistica, que se
resume em como tirar conclusdes sobre pardmetros da populagdo, com base no estudo de somente
uma parte da mesma, ou seja, com base em uma amostra (MOOD; GRAYBILL; BOES, 1974).

Desta forma, as observagdes obtidas nas amostras podem fornecer estimativas para para-
metros populacionais, sendo a estimacdo de parametros um dos problemas bésicos da inferéncia
estatistica. Dentre as estimativas, tem-se a do parametro p sobre proporc¢des, que € util na iden-
tificacdo e mensuracdo de elementos portadores de uma certa caracteristica. Como por exemplo,
na mensuragdo de propor¢des de pecas defeituosas e nao defeituosa, de individuos pertencerem a
uma determinada classe social, na propor¢ao de sementes danificadas, entre outros. Desse modo,
pode-se ainda observar que a estimacdo de proporcdes ambienta-se em questdes de dois tipos:
dicotdmicas e politdmicas (SILVA, 2012).

Problemas de carater dicotdmico, sdo aqueles que possuem duas opc¢des de resposta, geral-
mente representadas pelo bindmio sim/ndo, como por exemplo, a0 mensurar a quantidade de pecas
defeituosas tem-se como resposta sim que corresponde a peca defeituosa, ou nao, correspondente
a ndo defeituosa. Para esse tipo de problema € suficiente utilizar a distribui¢cdo binomial para a
andlise dos dados, e esta possui teoria bem desenvolvida na literatura.

Ja as questdes politdmicas sdo compostas de mais de duas categorias ou classes de resposta,
como por exemplo, a0 mensurar a raca de alunos, tem-se brancos, pardos, negros, etc. Assim, deve-
se considerar a distribui¢cdo multinomial para a anélise. No entanto, esta ndo conta com literatura
tao acessivel para melhor compreensado, pois é menos utilizada. Pode-se observar isto ao realizar
uma simples pesquisa no Google Académico, onde hd um resultado de 1.340.000 artigos para a
binomial e 430.000 para a multinomial.

A obtengdo de amostras representativas da populacdo, com possivel reducdo dos custos,

sempre foi o objetivo do processo de amostragem. Uma das formas de reduzir custos nesse pro-
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cesso e consequentemente na inferéncia, € substituir amostras com tamanho fixo de elementos por
um processo que possibilite 0 emprego de amostras com tamanho varidvel em fun¢do das obser-
vagOes realizadas. Isso acontece quando em cada unidade de tempo, o pesquisador realiza uma
observacdo, e em seguida, decide parar ou continuar realizando uma nova observacdo. Este pro-
cesso € conhecido como amostragem sequencial (WALD, 1947).

A amostragem sequencial foi desenvolvida por Wald em 1943, e na maioria dos casos pro-
porciona um tamanho amostral menor do que seria adotado considerando uma amostra de tamanho
fixo. Assim, obtendo conclusdes vélidas e reduzindo custos do processo (WALD, 1947).

A inferéncia bayesiana é uma alternativa importante em relagdo aos procedimentos cldssicos
de estimacdo, e esta abordagem vem sendo utilizada com sucesso em vdrias areas da ciéncia. Ela
permite a incorporag¢do de uma informacao a priori sobre o pardmetro que se quer estimar e toda
sua teoria estd baseada no teorema de Bayes (PAULINO; TURKMAN A. A.; SILVA, 2018).

A teoria de decisdo bayesiana é uma forte aliada a amostragem sequencial para realizar
a estimagdo de parametros, pois pode-se incluir informacdes relevantes ao plano de amostragem
usando prioris, o que auxilia na tomada de decisdo e otimiza o processo de estimagdo de parime-
tros, reduzindo o tamanho amostral (BERGER, 1985).

No entanto, o grande problema para utilizar a estimagdo sequencial bayesiana reside na
dificuldade em estabelecer critérios de parada. Pois necessita-se de uma matemdtica complexa
pela natureza dindmica do processo e a recursividade presente nos cdlculos, ja que as observa-
coes passadas irdo influenciar nas decisoes futuras. Além da caracterizacdo de uma funcio custo
por observacdo que ndo poderd dominar a regra de parada. Assim, precisa-se utilizar softwares
estatisticos/matemdticos para auxilar durante o processo de tomada de decisdao (FENOY, 2017).

Devido a esta dificuldade inerente ao procedimento, pode-se observar que a maioria dos
trabalhos desenvolvidos nessa drea sdo para varidveis que seguem distribuicoes discretas de pro-
babilidade e no contexto univariado, mais precisamente, para a distribuicdo binomial, como pode
ser visto em Armitage (1958), Plant e Wilson (1985), Karunamuni e Prasad (2003), entre outros.
Existem poucos trabalhos realizados para distribui¢des multivariadas, como exemplo tem-se Jones
(1976), que estabeleceu critérios de parada para a distribui¢do multinomial, mas considerando para

isso apenas prioris uniformes.
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O milho e a soja sdo as culturas de maior expressdao econdmica no Brasil, que apresentam
desempenho crescente em produtividade, correspondendo, em conjunto, a mais de 88% da produ-
cdo de graos na safra 2020/2021 (CONAB, 2021). O aumento da produtividade agricola estd ligado
nao s6 ao desenvolvimento tecnolégico nesse setor, mas também com a selecdo de sementes de boa
qualidade para o plantio.

Diante deste cendrio, surge a necessidade de se analisar as sementes, e para isto, o teste de
raios X € utilizado para avaliar a qualidade de sementes. Este teste verifica as imagens radiogréficas
geradas no processo, e torna-se possivel a diferenciacdo entre sementes com boa formacao e as que
apresentem algum dano, seja fisico, por insetos ou com varia¢des de densidade (BRASIL, 2009).

O processo de verificacdo dessas imagens geralmente € realizado de forma visual, uma
de cada vez, por um analista de sementes, o que é desgastante. Desta forma, o procedimento
de estimacgdo sequencial bayesiana pode ser aplicado neste contexto para estimar a proporcao de
sementes com diferentes tipos de danos. Portanto, estimar essas propor¢des utilizando um nimero
menor de sementes requeridas por esse teste, de acordo com Brasil (2009), € vantajoso. Pois resulta
em economia de recursos temporais e financeiros.

Neste sentido, este trabalho estd dividido em seis capitulos. No primeiro capitulo hd uma in-
troducdo ao tema estudado por meio de sua contextualiza¢do, motivagdo e justificativa. No capitulo
dois € apresentado o objetivo geral e os especificos.

O capitulo trés traz uma revisao acerca das dreas de estudo que culminam nesse trabalho.
Neste capitulo € apresentado um detalhamento sobre amostragem sequencial, inferéncia bayesi-
ana, distribuicdes multinomial e binomial, que é um caso particular da multinomial, estimagdo de
parametros pelas abordagens frequentista, bayesiana e sequencial bayesiana.

No capitulo quatro € apresentada a metodologia do trabalho, descrevendo todos os passos
necessdrios para a defini¢ao do critério de parada, e também sobre os dados advindos do teste de
raios X para sementes de milho. No capitulo cinco sdo apresentados os resultados obtidos pela
metodologia proposta, e estes foram comparados com a abordagem frequentista e bayesiana de
estimagdo de parametros para discussao.

Por fim, no capitulo seis s@o apresentadas as conclusdes sobre o trabalho, além de sugeridas

possibilidades de trabalhos futuros, para a obten¢ao de resultados ainda melhores.
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2 OBJETIVOS

2.1 Objetivo Geral

O presente trabalho tem como objetivo principal definir um critério de parada para o pro-

cesso de estimacdo sequencial bayesiana dos parametros da distribuicdo multinomial para priori

conjugada de Dirichlet.

2.2

Objetivos Especificos

Detalhar a teoria de amostragem sequencial.

Detalhar a teoria de estimag¢do cldssica para os pardmetros da distribuicdo multinomial e
binomial.

Detalhar a teoria de estimacdo bayesiana, considerando priori conjugada de Dirichlet, para
os parametros da distribui¢cdo multinomial.

Detalhar a teoria de estimag@o bayesiana, considerando priori conjugada Beta, para os pa-
rametros da distribui¢do binomial.

Aplicar a teoria de estimac¢do sequencial bayesiana a dados reais de contagem, como o do
teste de raios X para controle de qualidade de lotes de sementes de milho, utilizando a
distribui¢cdo multinomial, para verificar e validar a técnica.

Avaliar a influéncia de duas prioris no critério de parada, uma uniforme e outra conjugada
com hiperparametros baseados em informacgdes de referéncia da literatura.

Testar diferentes valores para o custo por observagao.

Comparar os resultados da metologia proposta com a abordagem frequentista e bayesiana

de estimacao de parametros.
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3 REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo € apresentada a base tedrica para a realizacdo deste trabalho. Exibe os prin-
cipais conceitos de amostragem sequencial, distribuicdo binomial, distribuicao multinomial, infe-
réncia bayesiana, estimacio de parametros pelas abordagens frequentista, bayesiana e sequencial

bayesiana.

3.1 Amostragem e Estimacao

Segundo Bussab e Morettin (2017), o modo de se obter uma amostra, € tdo importante, e
exitem muitos modos de se fazé-lo, que esses procedimentos constituem uma especialidade dentro
da Estatistica, conhecida como Amostragem. O processo de amostragem consiste na retirada de
quantidades, mais conhecida como amostra, de um todo, populagdo, que se deseja amostrar, de tal
forma que esta amostra represente toda a populacao (MOOD; GRAYBILL; BOES, 1974).

Desse modo, a Amostragem estd relacionada com a Inferéncia Estatistica, no sentido em
que para se realizar uma inferéncia depende dos processos de amostragem, uma vez que o obje-
tivo da inferéncia € tirar conclusdes sobre uma populagdo, a partir do conhecimento de amostras
(BUSSAB; MORETTIN, 2017).

Sendo assim, a estimag¢do de parametros ou teste de hipéteses, que sdo os problemas basicos
da inferéncia estatistica, ¢ subsidiado pelos processos de amostragem, pois estima-se parametros
populacionais e testa hipdteses, a partir de amostras (CASELLA; BERGER, 2002).

Portanto, obter uma reducio no tempo e custo no processo de amostragem e consequente-
mente na inferéncia, € de grande interesse, € ¢ um dos objetivos de planos de amostragens sequen-
ciais. Assim, sua ado¢do € uma alternativa vidvel a amostragem convencional para alcangar esses

objetivos e otimizar esfor¢os no procedimento (WALD, 1947).

3.2 Amostragem Sequencial

Segundo Schilling e Neubauer (2017), a técnica estatistica sequencial foi criada na Segunda

Guerra Mundial em processos de controle de qualidade, e os trabalhos de Dodge e Romig (1929)
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e Thompson (1933) contribuiram para esta teoria estatistica. Entretanto, cabe a Wald (1947) a
mais importante contribuicdo aos estudos sequencias para reduzir a inspe¢do amostral necessaria
na industria, e também a formalizacdo desta técnica, em 1943, que ficou conhecida como Anélise
Sequencial.

A amostragem sequencial caracteriza-se por utilizar amostras de tamanho varidvel, dadas
em funcdo das observacdes realizadas, ao contrdrio de procedimentos convencionais, em que o
tamanho amostral € fixado antes do experimento (WALD, 1947). Ela permite analisar os dados a
medida que sdo obtidos, até que sejam suficientes para estimar os parametros, proporcionando, na
maioria dos casos, reducdes considerdveis do nimero total de observagdes que devem ser realizadas
para possibilitar conclusdes estatisticamente vélidas (ZHUANG; BHATTACHARIJEE, 2021).

Uma caracteristica essencial de um procedimento sequencial é que o nimero de observagdes
necessdrias para encerrar o experimento ¢ uma varidvel aleatdria, pois depende do resultado das
observacdes. Assim, pode-se calcular a esperanga matematica desse nimero que indica o tamanho
da amostra necessdrio, em média, para tomar uma decisdo executando o teste diversas vezes em
uma mesma populacido quando p € o parametro verdadeiro (GOVINDARAJULU, 2004).

Lopes e Vieira (2014), apontaram a amostragem sequencial como uma possivel alternativa
para andlises que requerem rapidez, precisdo e redugdo de custos, ao utilizarem para atestar a pureza
genética de lotes de sementes de milho. Assim, as principais vantagens deste método, € a reducao
do tempo e dos custos de um experimento, ja que na maioria dos casos requer um tamanho amostral
menor do que seria usado com a amostragem convencional.

Na literatura, pode-se observar que a amostragem sequencial quando aplicada obteve bons
resultados, como por exemplo, Brack e Marshall (1990), compararam a amostragem sequencial a
amostragem com tamanho fixo de amostras, e concluiram que, na primeira, ocorre uma reducao no
tamanho desta, entre 40 ¢ 60%. Penteado, Oliveira e Iede (2008) testaram a técnica da amostra-
gem sequencial para avaliacdo da eficiéncia do parasitismo de nematdide em adultos da vespa-da-
madeira. Essa se mostrou como uma alternativa vidvel, pois resultou em redu¢do do tamanho da
amostra, dos custos da atividade e obteve precisdo nas estimativas.

Ballaris et al. (2014), verificaram a efici€éncia de um plano de amostragem sequencial para

sementes de feijao e soja, na deteccdo do patégeno Sclerotinia sclerotiorum.. Utilizaram a distri-
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bui¢cdo binomial para testar a presenga ou auséncia do patégeno, e concluiram que a amostragem
sequencial foi eficiente para diminuir o tamanho amostral.

Zamba e Tsiamyrtzis (2021), utilizaram a abordagem sequencial para desenvolver uma es-
trutura de deteccdo, a ideia usou a soma das razdes de verossimilhanca para chegar em um critério
de parada ideal. Os métodos foram aplicados com sucesso aos dados de incidéncia global COVID-
19. Zhuang e Bhattacharjee (2021), desenvolveram um esquema de amostragem puramente se-
quencial que exigiu menos operagdes de amostragem sem perder a precisao da estimativa.

No entanto, também hd algumas desvantagens em relacdo a amostragem sequencial, uma
delas € que para utilizd-la deve existir a capacidade de amostrar em sequéncia. Além disso, a
matematica necessdria para analisar os dados para a amostragem sequencial é muito complexa.
Pois existe uma relacdo de recorréncia entre as observacdes e sdo estas que irdo determinar o
tamanho de amostra final. Assim, o procedimento pode requerer um auxilio computacional para
simplificar o método (SCHILLING; NEUBAUER, 2017).

Um exemplo onde a amostragem sequencial apresentaria limitacOes a ser aplicada seria
em pesquisas eleitorais, pois o processo precisa ser calculado e acompanhado a cada observacao.
Assim, nesse contexto seria invidvel, porque o avaliador, ou ainda, entrevistador teria que ser tinico
e deveria ter um equipamento em maos. Ou ainda, o sistema teria que estar em nuvem, para que
todos entrevistadores simultaneamente, ao realizar uma entrevista, o sistema registrasse e retornasse
uma resposta imediata se seria necessdrio entrevistar mais um individuo. Desse modo, um tnico
sistema € que acompanharia todo o procedimento, o que € praticamente impossivel, pois iria ficar
muito longo, j4 que seria necessdrio processar a0 mesmo tempo.

Assim, o método sequencial é um pouco mais exigente ao ser conduzido, no sentido em
que seria necessario o entrevistador possuir recursos computacionais no momento da pesquisa. Ou
ainda, o entrevistador precisaria ter o conhecimento para avaliar quando parar o processo. Logo,
a grande limitacdo do método sequencial, é a necessidade de ser processado imediatamente, im-
pedindo por exemplo, que faca duas entrevistas simultaneas, pois requer do resultado de uma para
posteriormente realizar outra.

O desenvolvimento de planos de amostragem sequencial sdo baseados no Teste Sequencial

da Razdo de Probabilidades de Wald (1947). Sao formuladas hipdteses e a decisdao de aceitar,
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rejeitar ou continuar amostrando sdo realizadas gradativamente, pois sdo baseadas no resultados
acumulados de cada amostragem (BANYAI; BARABAS, 2002).

Desse modo, ao utilizar o processo de amostragem sequencial é possivel realizar inferéncia
estatistica com base em testes de hipéteses e estimagdo de parametros. Dentre os diferentes temas,
aquele que tem recebido a maior atengdo € o teste de hip6teses sequencial. No entanto, em algumas
aplicacdes, a formulacdo de um problema como um teste de hipdteses nao € adequado, assim, em
algum desses casos, a estimagdo sequencial € mais apropriada (GOVINDARAJULU, 2004).

Portanto, o foco deste trabalho é na estimacao de parametros utilizando uma amostragem

sequencial, mas para isso € importante entender também a teoria dos testes de hipdteses.

3.2.1 Teste da Raziao de Probabilidade Sequencial

O Teste da Razdo de Probabilidade Sequencial (TRPS), desenvolvido por Wald em 1943,
¢ uma generalizacdo do teste da razdo de maxima verossimilhanga para andlises sequenciais. Sao
formuladas as hipéteses de interesses sobre os parametros, € o TRPS se baseia na razdo de pro-
babilidades para realizar a decisdo de aceitar ou rejeitar a hipétese nula, ou ainda, de continuar a
amostragem, apds cada observacdo das amostras que sdo retiradas em sequéncia (BALLARIS et
al., 2014).

Nos testes de hipdteses, ao tomar uma decisdo de rejeitar ou ndo a hipétese nula, pode-se
cometer dois tipos de erros, conhecidos como Erro Tipo I e Erro Tipo II. O Erro Tipo I € aquele
cometido ao se rejeitar a hipdtese nula, quando de fato ela era verdadeira, sendo este, controlado
através do nivel de significancia do teste (¢). O Erro Tipo II é representado pela letra grega 3 e cor-
responde ao erro cometido ao ndo rejeitar a hipdtese nula, quando de fato ela era falsa (ANDRADE;
OGLIARI, 2017).

As principais diferengas entre os testes de hipdteses convencionais e os sequenciais, € que
nos convencionais fixam-se o tamanho amostral n antes do experimento e o valor minimo de sig-
nificincia o, que é frequentemente adotado como 0,05 ou 0,01. Ja o valor de 8 ndo € especificado

antecipadamente. No entanto, tem-se que ao fixar um tamanho de amostra, geralmente é impossi-
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vel tornar ambos os tipos de probabilidades de erros arbitrariamente pequenos (BALLARIS et al.,
2014).

Ja no teste da razdo de probabilidade sequencial os valores de erro tipo I (&) e tipo II
(B) sdo fixados antecipadamente, e o valor do tamanho amostral n néo é fixo, pois é uma fungéo
das proprias observagdes. Wald e Wolfowitz (1948), utilizando o Teorema de Neyman e Pearson
demonstraram que os testes sequenciais de hipotese, além de permitirem o controle satisfatorio das
probabilidades de erro tipo I e tipo II, possuem a vantagem da reducdo do tempo de amostragem e
de custos.

O teste sequencial da razdo de probabilidades parte do pressuposto que se X representa uma
varidvel aleatdria, entdo fx (x; p) refere-se a distribui¢ao dessa varidvel. Ao descrever o teste da ra-
730 de probabilidade sequencial, para testar hipéteses sobre os pardmetros referentes a proporgdes,
por exemplo, considerando o caso mais simples, isto é, aquele em que a propor¢ao estudada pode

assumir apenas um de dois valores possiveis pg € p1, as hipoteses sao (WALD, 1947):

Ho: p=po
Hi: p=pi '
Assim, quando tem-se a hipétese Hy : p = po como verdadeira, a distribuicdo de X € dada
por fx(x;po), e para H; : p = p; a distribuicdo de X é dada por fx(x;p;). Desse modo, a coleta
de dados representa uma sequéncia de varidveis aleatdrias X1, Xy, ..., X, com probabilidade de obter

uma amostra dada por (WALD, 1947):
P, = fx(x1;p1) - fx(x2;p1) - .- - fx (xn; p1),quando H; for verdadeira

Pon = fx(x15p0) - fx (x2:po) - .- - fx (Xn3 Po),quando Hy for verdadeira

A razdo de probabilidades € definida como:

Pin _ 1y Jx(xisp1)

= . 3.1
Pon i1 fx(xis po) G-D
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Para tomar uma decisdo em cada etapa do experimento, este teste examina a razao das
probabilidades dada por (3.1) e a compara com valores de limites representados por A e B, estes
sdo calculados de acordo com os valores preestabelecidos de erro tipo I () e erro tipo I (f3), pelas

expressoes (WALD, 1947):

_1-B _ b
A=—F  B= T (3.2)

Desse modo, no teste da razao de probabilidade sequencial, A e B sdo encontrados, tal que
A >1e B <1, eem cada etapa do experimento, compara-se com a razao dada em (3.1) e chega-se
a uma das trés conclusdes:

P ) ) e . e
e Se P—" > A, o experimento termina com a rejei¢do de Hy ao nivel o de significancia.
On

* Se Pin < B, 0 experimento termina com a ndo rejeicdo de Hy, com uma probabilidade f de
incor(')rner erro.
* B< % < A, continua-se o experimento e realiza-se uma nova observagao.

Para fins computacionais, € interessante calcular o logaritmo das desigualdades acima, o
que ajuda no cdlculo da razdo Py, /Py,, e alternativamente pode-se obter o plano de decisdo sequen-
cial por um procedimento grafico, para a realiza¢do do teste sequencial da razdo de probabilidade
(BALLARIS et al., 2014).

O procedimento grafico facilita a execucdo do teste sequencial da razdo de probabilidade
e consequentemente na tomada de decisdo. Ele € definido em trés regides: a regido de aceitacio
da hipotese nula, de rejeicdo da hipdtese nula e de continuagdo do teste. Estas regides sdo deli-
mitadas por retas paralelas que sdo construidas de acordo com a distribui¢cdo da varidvel que estda
sendo levantada pela amostragem, pelos valores dos pardmetros que estdo sendo testados e pelas
probabilidades « e 8 de erro (ESTEFANEL; BARBIN, 1979).

Assim, para o caso univariado, o procedimento gréifico para o plano de amostragem sequen-
cial é organizado tragando as retas, onde o eixo das abscissas representa o nimero n de observagdes
realizadas, e o eixo das ordenadas representa a resposta da varidvel em questao, como por exemplo,

no caso da distribui¢do binomial, pode-se ter o nimero de sucessos ou fracassos acumulados. Um

exemplo do plano sequencial gréfico € dado pela Figura 3.1.
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Figura 3.1 — Plano de amostragem sequencial
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Fonte: Adaptado de Schilling e Neubauer (2017)
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No plano de amostragem representado pela Figura 3.1, a regido que indica a continuacio da
amostragem encontra-se entras as duas retas, a regido de aceitacao abaixo da reta A, e a regido de
rejeicdo acima da reta R,,.

Ao executar a amostragem os pontos (n;k,) sdo representados no grafico para cada unidade
amostral examinada. Se esse ponto estiver em A, ou abaixo a amostragem € terminada concluindo
pela ndo rejeicdo de Hy. Se estiver em R, ou acima a amostragem ¢é terminada concluindo pela
rejeicdo de Hy. Enquanto (n;k,) estiver entre A, e R, novas unidades amostrais sdo examinadas.

Como o tamanho amostral no procedimento sequencial é uma varidvel aleatdria, pode-se
calcular a esperanca matematica deste nimero. Desse modo, a expressao geral da esperanca de N,

que fornece o tamanho médio de amostra, segundo Wald (1947), € dada por:

(1—v)logB+7ylogA
E(Z) ’

E[N] ~ (3.3)

onde Y € a probabilidade que o teste da razdo de probabilidade sequencial leve a aceitacdo de H;.

Assim, se H = Hyp entdo Y = , e se H = Hy, entdo Y =1 — 3. E Z é uma variavel aleatdria cuja
Ji(xi)
Jo(x:)

Ao considerar, por exemplo, uma distribui¢do binomial, tem-se que a expressdo da espe-

distribui¢do € igual a distribuicdo comum das varidveis z;, sendo z; =

ranga de N, de acordo com Wald (1947), € dada por:
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1—
L, log1 P +(1—-Lp) log P
Ep(N) ~ —Z — (3.4)
b P1 1—pi
plog—+(1—p)log
Po 1

— Do

onde L, € a probabilidade de aceitacdo e p € a propor¢do de itens defeituosos em um lote, que sdo

_pn\h

L,= 1([3%) _ﬁl W (3.5)

(=) - ()
- (1)’

(&) (=)

A curva L, € chamada de curva caracteristica de operagdo, em que L, serd uma funcdo de

dados por:

p= (3.6)

em que & € o nimero de itens avaliados.

p e pode ser plotada como mostrado na Figura 3.2:
Figura 3.2 — Curva caracteristica da operacdo
Ly

|

Fonte: Wald (1947)
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As curvas Caracteristicas da Operag@o ndo sdo essenciais ao plano de amostragem sequen-
cial, mas seu estudo permite avaliar o desempenho do mesmo. A curva Caracteristica da Operagao
€ a representacdo grafica da Funcdo Operatoria Caracteristica que fornece a probabilidade de ter-
minar a amostragem ndo rejeitando Hy, ou seja, a probabilidade L, de ndo rejeitar Hy para qualquer
valor p possivel da propor¢ao de uma certa caracteristica (WALD, 1947).

Em alguns casos, a amostragem pode ser continuada indefinidamente, e assim gerar um
tamanho de amostra muito grande. Para ndo acontecer este problema, Wald (1947) sugeriu um
método de truncar o processo sequencial, colocando um limite superior ao tamanho da amostra,
este limite geralmente € o tamanho de amostra dada pela amostragem convencional. Desse modo,
esses esquemas sao conhecidos como truncados ou ainda fechados.

Pode-se observar que Bottine (2015) desenvolveu o pacote SPRT no software R para reali-
zar o Teste de Razdo de Probabilidade Sequencial de Wald, entretanto apenas para varidveis com
distribuicdo Normal, Bernoulli, exponencial ou Poisson. Através dele é possivel construir o gra-
fico de aceitacdo sequencial, assim como estabelecer regides com truncamento. Este pacote estd
disponivel no CRAN, o endereco de pacotes para R, e pode ser facilmente instalado.

Além disso, pode-se construir planos de amostragem adequados para cada demanda e que
atenda os critérios definidos pelo pesquisador, através de um programa de planilhas, assim como
Schilling e Neubauer (2017), que desenvolveram um conjunto de modelos de planos de amostragem
no Microsoft Excel®. Esses modelos permitem que os usudrios programem e executem com mais

eficiéncia e rapidez os planos de amostragem.

3.2.2 Estimacao Sequencial

Segundo Berger (1985), mesmo sendo muito dificil, a maneira mais vidvel para realizar a
estimagdo de parametros a partir de uma amostragem sequencial, é através da abordagem bayesi-
ana, utilizando a teoria da decisdo, pois ela permite a quantificacdo da incerteza como um auxilio
na tomada de decisdo, a partir de prioris.

Sendo assim, no procedimento de estimagdo a partir de uma amostragem sequencial, utili-

zando a abordagem bayesiana, uma funcao de perda estd envolvida ao tomar uma decisdo terminal.
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Além disso, extrair uma observacdo de uma populacdo envolve custos, assim, deve-se adicionar a
fun¢do de perda o custo da experimentagdo, ou seja, a funcéo de custo C(n), que indica o custo de
tomar n observagdes, em que n é uma variavel aleatéria (GOVINDARAJULU, 2004).

O grande desafio da estimacdo sequencial bayesiana € estabelecer o critério de parada e, por
consequéncia, uma regra de decisdo terminal que dard a estimativa para o parametro de interesse,
minimizando a perda esperada e o custo, e sabe-se, que uma amostra menor custa menos, mas
acarreta em uma perda esperada maior (GHOSH; MUKHOPADHYAY; SEN, 1997).

Assim, uma forma de definir critérios de parada ideais € utilizar equacdes de programacio
dindmica, que possui o intuito de minimizar o tamanho de amostra esperado e encontrar o ponto
6timo de parada da amostragem. Basicamente, as equagdes de programacao dindmica funcionam
por uma relagdo de recorréncia (ALVO, 1977).

A programacgdo dinamica, conhecida também como otimizagdo recursiva, € um procedi-
mento de otimizacao para resolver problemas de decisdo sequencial ou de multiplos estigios rela-
cionados. A ligagdo entre esta técnica e a teoria da decisdo foi dada principalmente em Lindley e
Barnett (1965), Freeman (1972) e Jones (1976).

Esta técnica computacional tem sido utilizada na literatura para encontrar os procedimentos
sequenciais 6timos para diferentes problemas de decisdo estatistica. Ela € particularmente impor-
tante em processos de varios estdgios, onde as decisdes sdo tomadas sequencialmente e ndo sao
independentes, em que as decisdes tomadas mais cedo afetardo nas decisdes tomadas mais tarde

(LINDLEY; BARNETT, 1965).

3.3 Distribuicao Binomial

Classificar elementos amostrais segundo alguma caracteristica estd presente na maioria das
areas de conhecimento. Uma situacdo mais simples € aquela em que os elementos amostrais sao
classificados em apenas duas categorias, ou seja, a varidvel de interesse € dicotdmica, possuindo
apenas duas opg¢oes de resposta, como sim ou ndo, doente ou nao doente, ou genericamente, Sucesso
ou fracasso. Desse modo, a distribuicdo binomial € utilizada para estimar a probabilidade de um

elemento pertencer a uma das categorias (PIRES; NUNES, 2014).
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A distribuicao binomial € uma distribui¢do discreta de probabilidade e é definida sendo
X o namero de sucessos obtidos na realizagdo de n ensaios de Bernoulli independentes. Apenas
dois resultados sdo possiveis em cada repeticao: sucesso ou fracasso. Assim, X tem distribuicao
binomial com parametros n € p, em que p é a probabilidade de sucesso em cada ensaio, se sua

funcao de probabilidade for dada por (CASELLA; BERGER, 2002):

PO =sinp) = ()= pr a7

emquex=0,1,...,n,logo quando a varidvel aleatdria X tiver distribui¢do binomial com parametros
ne p, escreve-se X ~ b(n, p).
A média e a variancia de uma varidvel aleatéria binomial, com parametros n e p sdo dadas,

respectivamente, por:
E(X)=np, Var(X)=np(l-p). (3.8)
3.4 Distribuicao Multinomial

Em situa¢des mais complexas, a classificacao de elementos amostrais pode ser realizada em
mais de duas categorias, como por exemplo, Rossetto e Gongalves (2015) fizeram uma classifica-
cdo de acordo com a raca (branca, negra, parda, amarela), renda e escolaridade dos pais, que sdo
varidveis categoéricas, para analisar equidade nas politicas publicas de acesso na educagdo supe-
rior. Além disso, Georges (2019) fez uma pesquisa de opinido em que as perguntas possuiam trés
alternativas de resposta.

Em ambos os casos, a varidvel de interesse é politobmica e a distribuicdo multinomial € uti-
lizada para estimar a probabilidade de um elemento pertencer a mais de duas categorias, sendo
esta uma distribui¢do discreta de probabilidade e uma generalizacao da distribui¢do binomial (MC-
CULLAGH; NELDER, 1989).

Desse modo, de acordo com Casella e Berger (2002), a distribuicio multinomial € defi-
nida supondo um experimento cujo resultado seja um dos eventos E, E», ..., E;, com probabilidade

P|E;] = pi, sendo k o nimero de classes da distribui¢do multinomial. Parai=1,2,....k,0 < p; < 1
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e Zle pi = 1, e seja X; uma varidvel aleatéria que conta o nimero de ocorréncias de E; em m re-
peti¢des independentes desse experimento. Entdo, o vetor aleatério (X, X, ..., X)) tem distribuicdo

chamada multinomial, com parimetros p, ps, ..., px—1 € m, dada por:

le,Xz,...,Xk(xlu-xZa ...,Xk) = P[Xl :x17X2 = X2, "'7Xk :)Ck] =

kX

m! X Pi

— 1,22 Xk 0 i

o p=m [ (3.9)
bl x PPz P X!

em que cada X; € um inteiro positivo, pp,pa,..., px sS40 propor¢oes populacionais e fozlxi = m.
Existem pq, p2,..., pr—1 parametros, porque tem-se que Zi'{:l pi = 1, portanto pp = 1 — Zi.:ll Di
Assim, escreve-se que:

(X|m, p) ~ Multinomial(m, p).

Um resultado importante € que a distribuicao marginal de qualquer componente X; da dis-
tribuicdo multinomial corresponde a uma binomial (m, p;), em que m é o nimero de tentativas e p;
¢ a probabilidade de obten¢do de X; em cada tentativa. Para demonstrar tal fato, faz-se necessario
apresentar o teorema multinomial (CASELLA; BERGER, 2002):

Teorema multinomial: Seja m e n inteiros positivos. Seja A o conjunto de vetores de
x = (x1,...,x¢) de tal modo que cada x; é um inteiro nao negativo e Zle x; = m. Entdo para quaisquer

ndmeros reais py,..., P, tem-se que

m! X

+odp)t=Y)Y ———pi' -k 3.10
(p1 Pr) %xl!---ka!pl P (3.10)
!
Sabe-se que ) 4 # Pl pf‘ = 1, pela propriedade de varidvel aleatéria discreta,
X1 oo " Xt

que diz que ) p(x;) = 1. O conjunto A é o conjunto dos pontos com probabilidade positiva, entéo a
soma sobre todos esses pontos é (p; + ... + px)™ = 1" = 1. Logo, este teorema diz que a soma de
probabilidades de uma multinomial € 1.

Para calcular a distribui¢do marginal de X; de uma distribuicio multinomial, considera-se
a funcdo massa de probabilidade de Xj, para um valor fixo de x; € {0, 1,...,k}, com o objetivo de

calcular a fun¢do massa de probabilidade marginal f(x;), deve-se somar todos os possiveis valores
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de (xi,...,xx_1), ou seja, soma-se sobre todos os (xy,...,x;_1) de modo que os x;’s sejam todos

k—1

inteiros ndo negativos e ) .~ x; = m — xi, conjunto o qual serd denotado por B. Entéo,

!
fo)= ) it
(x17-~->-xk—])€Bx1! X, !
! (m—30)1(1 — py)"
f xk — —px1 .. pxk
. (m,-..gl)eBx‘!'“"xk! : © (m—x) 1(1 = prym =
m!
£ = i (1= P
-1
<) (m — xi)! ( P )XI. .(Pk—l )(x" )
(x1seeet1)€B P AT = pr 1 —pr
1
m! B
00 = i =P

Usou-se o fato de que x1 +...+x;,_1 =m—x; e p1 +...+ pr—1 = 1 — pg, e ainda o teorema
multinomial, para concluir que o somatdrio anterior € igual a 1. Assim, fica demonstrado que a
distribui¢ao marginal de Xj € uma binomial (m, p;). Logo, pode-se generalizar que a distribui¢ao
marginal para qualquer componente X; da distribuicdo multinomial corresponde a uma binomial
(m7pi)'

Desse modo, em funcio da equivaléncia demonstrada anteriormente, tem-se que 0s equaci-
onamentos dos parametros de amostragem (esperanca e variancia) utilizados para amostragem de
varidveis dicotomicas sdo validos para a amostragem de varidveis politdmicas. Ou seja, a esperanca
de X; é mp; e a sua variancia é mp;(1 — p;), que sdo equivalentes ao caso binomial (SILVA, 2012).

Ainda, tem-se que dadas duas varidveis aleatdrias multinomiais X; e X;, com i # j, a cova-

ridncia entre elas é dada por (OLIVEIRA; SILVA, 2018):

Cov(X;,X;) = —mpip;j. (3.11)
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3.5 Estimacao Frequentista

A Inferéncia Estatistica cldssica, segundo Paulino, Turkman A. A. e Silva (2018), foi im-
pulsionada pelos pensamentos de Karl Pearson, Ronald A. Fisher e Jerzy Neyman. Seu principal
objetivo é fazer generalizacdes sobre uma populacdo, com base em dados de uma amostra, em
que populacdo € o conjunto de todos os elementos ou observacdes possiveis de serem feitas sob
condicdes semelhantes, e amostra € qualquer subconjunto da populacao.

Um dos problemas bdasicos da Inferéncia Estatistica é a estimacdo de parametros, ja que
consiste em produzir afirmagdes sobre caracteristicas especificas de interesse da populagdo, a partir
de informagdes colhidas de uma parte dessa populacdo, ou seja, de uma amostra. Desse modo,
um parametro nada mais é que uma medida usada para descrever uma caracteristica da populagcao
(BUSSAB; MORETTIN, 2017).

Ainda segundo Bussab e Morettin (2017), os dados sdo observagdes de uma varidvel ale-
atéria X ou de n varidveis aleatérias X = (X1,Xa,...,X;,), com fungdo de distribui¢do Fx(X). As
distribui¢des de probabilidade sdo descritas pelos seus parametros populacionais e na pratica, fre-
quentemente o pesquisador tem alguma ideia sobre a forma da distribuicao, mas ndo dos valores
exatos dos parametros que a especificam. Assim, precisa-se conhecer os parametros da distribuicao
para que ela fique completamente especificada. Entao, o propédsito do pesquisador € descobrir, ou
seja, estimar os parametros da distribuic@o para sua posterior utilizagao.

No processo de estimagdo de parametros de uma populacdo, como os dados sdo observagdes
de uma varidvel aleatdria, qualquer funcdo desses dados é também uma varidvel aleatdria, e essa
fungdo é chamada de estatistica, sendo portanto uma caracteristica da amostra. A estatistica pos-
sui uma distribuicao de probabilidade, chamada de distribui¢cdo amostral. A nocao de distribui¢do
amostral é muito importante na inferéncia estatistica, pois permite tirar conclusdes sobre o para-
metro de populacdo correspondente com base em uma amostra aleatéria (CASELLA; BERGER,
2002).

As estimativas de parametros podem ser obtidas pela estima¢@o pontual ou pela estimacio
intervalar, na estimacao por ponto, procede-se a estima¢do do parametro através de um tnico valor.

Ja na estimacao por intervalo, encontra-se um limite inferior e um limite superior, os quais formam
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um intervalo de valores, dentro do qual espera-se, com certo grau de confianca, que o verdadeiro
valor do parametro esteja incluido.

Os procedimentos cldssicos sdo realizados a partir da amostragem repetida e todos efetua-
dos nas mesmas condi¢des. Uma das caracteristicas deste principio reside precisamente na inter-
pretacdo frequentista de probabilidade, em que, as medidas de incertezas sao frequéncias geradas
(NEIVA, 2019).

O estimador do parametro p, também denominado propor¢do amostral, de acordo com Bus-

sab e Morettin (2017) é definido como:

X
p==. (3.12)

n
sendo que, X denota o nimero de elementos na amostra que apresentam a caracteristica e n € o
tamanho da amostra coletada.

Ao observar o valor x da varidvel aleatéria X, obtém-se p = x/n, que é denominado como
estimativa para p. Desse modo, p dado pela equagdo (3.12), € uma varidvel aleatdria, ao passo que

x/n é um niimero, ou seja, um valor da varidvel aleatéria.
3.5.1 Estimacao Frequentista do parametro p da distribuicao Binomial

De acordo com Bussab e Morettin (2017), o estimador de maxima verossimilhan¢a do pa-

rametro p de uma distribui¢do binomial é:

. X
Pmy = —- (3.13)

Para demonstrar tal fato, pode-se observar que a func¢io de verossimilhanga nesse caso é:

X

L(p) = (”)px(l —p)" (3.14)

que € a probabilidade de se obter x sucessos e n — x fracassos. O maximo dessa fun¢ao ocorre no

mesmo ponto que [(p) = log.L(p). Assim, denotando o logaritmo natural apenas por log, tem-se
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que a funcdo de log-verossimilhancga é:

I(p) =log (Z) +xlog p+(n—x)log (1—p). (3.15)
Derivando:
I'(py=2_-""% (3.16)
(p) ST 1,

Igualando a zero, p vira uma estimativa, entao tem-se:

I(p)=>-"""=0= (3.17)
p 1-p
X n—Xx
= < = ~ =
p 1-p
= pn—x)=x(1—-p)=

= pn—px=x—px=

:>ﬁn—}%+}%:x:>
. X
=p=".
n

X
Logo, obtém-se que pyy = —.
n

Assim, o procedimento de se obter o estimador do pardmetro p da distribui¢do binomial
pelo método da médxima verossimilhanca, se resume em obter a funcdo de verossimilhanga, que
depende dos parametros desconhecidos e dos valores amostrais, e depois maximizar essa fungao,

ou ainda, o logaritmo dela, o que pode ser mais conveniente em determinadas situagdes.
3.5.2 Estimacao Frequentista do parametro p da distribuicio Multinomial

A funcdo de verossimilhanga da distribuicao multinomial € dada por (MURPHY, 2006):

L(p) =[]ri" (3.18)
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O maximo dessa fungdo ocorre no mesmo ponto em que /(p) = log.L(p). Logo, a fungio

de log-verossimilhanga é€:

k
I(p) =Y xilogpi. (3.19)
i=1

Na distribui¢do multinomial, tem-se a restri¢ao Zi'(:l pi = 1, logo, para encontrar 0 maximo
da funcao (3.19), para essa restricdo, utiliza-se um multiplicador de Lagrange. Desse modo, a

fungdo de custo restrito torna-se:

k k
p=Y xilog pi+A <I—Zp,'>. (3.20)
i=1 i=1
Derivando e igualando a zero, tem-se:
ol :
Z_Y_j-o (3.21)
api Pi

Derivando em relagdo a A:

ol ;
= (1 -y p,.> —o0. (322)

Assim, de (3.21), tem-se:
X = lpi. (3.23)

Tomando o somatério de ambos os lados, tem-se:

k k
Y xi=1) pi (3.24)
i=1 i=1

Da distribuicdo multinomial, sabe-se que Z;‘:l Xi=me ):i;l pi = 1, substituindo por isso
em (3.24), tem-se:
m=A-1=m=A. (3.25)
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Logo, voltando em (3.23), e usando o fato encontrado em (3.25), tem-se que o estimador de
méxima verossimilhanga para o pardmetro p; da distribui¢cdo multinomial, é:

X;
Bivgy = —. 3.26
Pimy " ( )

3.6 Estimacao Bayesiana

A metodologia bayesiana surgiu em consequéncia da publicacio “An essay towards solving
a problem in the doctrine of changes”, atribuida ao Reverendo Thomas Bayes e comunicado a
Royal Statistical Society apds sua morte por Richard Price, em 1763 (TIMPANI; NASCIMENTO,
2015).

A estatistica bayesiana ganhou forca ao longo do tempo com a evolucdo dos computadores
em termos de capacidade de processamento, pois auxilia nos cédlculos, e despertou grande interesse
principalmente em dreas aplicadas, como uma metodologia alternativa em relacdo aos procedimen-
tos cléssicos de estimacdo (REIS et al., 2009).

Depois da andlise dos dados, o propdsito de qualquer estatistico € fazer inferéncias ou predi-
coes, com certo grau de confianga, sobre o fendmeno que se estd estudando, a partir dos dados que
representam a variabilidade ou a incerteza na observagdo da caracteristica ou fenomeno (GELMAN
et al., 2013).

Na estatistica cldssica, ou ainda, frequentista, as inferéncias sobre um fendmeno ou carac-
teristica que ocorre na populacio estudada sao baseadas na avalia¢do dos parametros estimados de
amostras retiradas dessa populagcdo. Assim, toda a inferéncia € feita a partir dos dados disponiveis,
e as conclusdes ocorrem a partir dos dados amostrais. Ela se baseia no principio da repetibilidade,
que consiste em considerar-se a variabilidade que seria observada caso um mesmo experimento
fosse repetido, sob as mesmas condi¢des, um grande nimero de vezes (PAULINO; TURKMAN
A. A.; SILVA, 2018).

Diferentemente da estatistica frequentista, em que somente se admite probabilidade através
de medidas de frequéncias relativas, na andlise bayesiana entende-se que a probabilidade € uma

medida racional e condicional de incerteza. Nesta abordagem, o valor do parametro de interesse
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0 ¢é desconhecido, o qual € considerado uma varidvel aleatéria, e o intuito € tentar reduzir esse
desconhecimento sobre 8 (KINAS; ANDRADE, 2020).

A intensidade da incerteza a respeito de 8 pode assumir diferentes graus. Estes diferentes
graus de incerteza sdo representados por meio de modelos probabilisticos para 6, que € a principal
caracteristica da inferé€ncia bayesiana, utilizar probabilidade para quantificar essas incertezas, e esta
¢ uma medida subjetiva, que pode variar de acordo com o pesquisador, pois a experiéncia e a fonte
dessa informacdo que cada um possui sao diferenciadas (EHLERS, 2011).

Assim, assume-se uma distribui¢ao de probabilidade associada, conhecida como distribui-
cdo a priori, a qual € especificada antes da observacao dos dados e descreve o conhecimento, ou
ainda, o grau da creng¢a do pesquisador sobre o parametro desconhecido, e esse conhecimento pode
ser formalmente incorporado na andlise (GELMAN et al., 2013).

A informacao a priori € a hipotese que o pesquisador fixa como sendo o valor verdadeiro
do parametro estudado. Essa priori pode ser extraida de fundamentos subjetivos, da experi€ncia
do pesquisador na drea em questdo por andlises realizadas anteriormente, por consideracdes par-
ticulares ou ainda por informacdes disponiveis na literatura sobre o assunto estudado (TIMPANI;
NASCIMENTO, 2015).

Especificar distribui¢des a priori quando a sua obtencdo e quantificacdo sdo de natureza
essencialmente subjetiva, e o intuito € transformé-la em uma informagio que possa ser utilizada,
muitas vezes € uma tarefa dificil. Essas dificuldades costumam ser contornadas através da adocao
de uma forma distribucional conveniente denominada familia das distribui¢cdes conjugadas (PAU-
LINO; TURKMAN A. A.; SILVA, 2018).

Segundo Ehlers (2011), uma priori € dita conjugada se as distribuicdes a priori e a pos-
teriori pertencem a mesma classe de distribuicdes. Tem-se que prioris conjugadas sao 0s casos
mais importantes ao utilizar uma abordagem com hiperparametros, que em geral, facilita a analise
e consiste em definir uma familia paramétrica de densidades.

Nesta abordagem, a distribui¢do a priori é representada por uma forma funcional, cujos
parametros sao especificados de acordo com o conhecimento que se tem sobre 6. Desse modo, os

parametros indexadores da familia de distribui¢des a priori recebem o nome de hiperparametros
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para distingui-los dos parametros de interesse 0, e a ideia € que a atualiza¢do do conhecimento que
se tem de O envolva apenas uma mudancga nos hiperparametros (EHLERS, 2011).

A teoria da inferéncia Bayesiana estd fundamentada no teorema de Bayes, o qual € basi-
camente um resultado de uma probabilidade condicional. Para o caso em que o parametro 6 as-
sume valores continuos num dado intervalo, o teorema é dado por (PAULINO; TURKMAN A. A.;
SILVA, 2018):

L(X|6)7(6)

n(6]X) = TLXI6)7(8)d6" (3.27)

e, no caso em que O assume valores discretos, tem-se:

7(0]X) = %. (3.28)

onde:
» m(6]X) é distribui¢io a posteriori do parimetro 6;
» 7(0) € a distribuigdo a priori de 0;
» L(X]0) é a fungdo de verossimilhanga de 6, que é uma distribui¢ao conjunta para os dados
amostrais, a qual representa a informacao sobre 0 que foi obtida dos dados, ela é represen-

tada por:
L(x|6) =[] f(xl6). (3.29)
i=1

em que x,x2,...,X, € uma amostra aleatéria de tamanho n da varidvel aleatéria X com funcdo
densidade (ou de probabilidade) f(x|0), em que 6 € ®, sendo ® o espago paramétrico.
Uma forma equivalente das expressoes (3.27) e (3.28), que € a forma usual do teorema de

Bayes, visto que o denominador niao depende do parametro, é dada por:
m(0]|X) < L(X|0)7(6). (3.30)

Ao omitir o denominador, a igualdade nas expressoes (3.27) e (3.28) foram substituidas por
uma proporcionalidade. Esta forma simplificada do teorema de Bayes € ttil em problemas que

envolvem estimagdo de paradmetros ja que o denominador € apenas uma constante normalizadora.
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Em outras situacdes, como sele¢do e comparacdo de modelos, este termo tem um papel crucial
(EHLERS, 2011).

Assim, a partir do Teorema de Bayes, a distribui¢do a priori é combinada com a infor-
macao contida nos dados amostrais, ou seja, com a funcdo de verossimilhanga, obtendo assim a
distribui¢do a posteriori. Portanto, toda a inferéncia relativa a um determinado parametro ¢ reali-
zada utilizando-se a distribuicao a posteriori, pois esta contém toda a informacdo probabilistica a
respeito do parametro (FILHO et al., 2008).

Entretanto, para obter conclusdes de modo mais pratico € necessdrio identificar medidas
que resumem a distribui¢do a posteriori, assim, segundo Paulino, Turkman A. A. e Silva (2018)
ela pode ser resumida por meio da média, da moda, da mediana e do intervalo de credibilidade
e/ou dos intervalos de médxima densidade a posteriori. Além disso, um caso simples € a estimacao
pontual de 0, ja que esta resume a distribuicdo marginal a posteriori por meio de um tnico valor,

A

0.
3.6.1 Estimacao Bayesiana dos parametros da distribuicio Binomial

Em estatistica bayesiana, a distribuicdo a priori conjugada da distribui¢do binomial é a
distribuicdo Beta, que € caracterizada por dois parametros a e b. Ela é frequentemente utilizada
na modelagem de varidveis aleatdrias continuas com dominio entre O e 1, tal como as proporcdes
(PAULINO; TURKMAN A. A.; SILVA, 2018).

A funcdo densidade de probabilidade da distribui¢do a priori Beta, para quaisquer hiperpa-

rametros a > 0 e b > 0, € dada por:
7 (pla,b) = (a—pa—lu - (3:31)

emque 0< p<lel(t)= [y u' e “du é afungio gama.

A média e a varidncia da distribui¢ao Beta sdo dadas por:

a ab
Elp) = Var(p) = (a+b)2(a+rbr1)

= 3.32
a+b’ (3.32)
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A distribui¢@o a posteriori também é uma Beta, com parametros (a +x,b+n — x), a média

e a variancia sao dadas por:

a—+x
(pIX) PEEE —" ar(p|X)

(a+x)(b+n—x)

(a+b+n)?(a+b+n+1) (3.33)

Através da média e a varidncia para a distribuicdo a priori Beta (a,b) apresentadas em

(3.32), tem-se que:

ab=(a+b)*(a+b+1)c?, (3.34)
e que
b=2_4 (3.35)
e .

Desse modo, as estimativas de a e b podem ser calculadas da seguinte maneira:

Substituindo (3.35) em (3.34), encontra-se a:

SN
()= ()
a=pu <% - 1) . (3.36)

Substituindo (3.36) em (3.35), encontra-se b:
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(52 ()

b=(1-p) (%—1). (3.37)

Logo, o procedimento para construir as prioris, inicia-se com o fornecimento de valores

para a média e a variancia.
3.6.2 Estimacao Bayesiana dos parametros da distribuicio Multinomial

A distribuicao de Dirichlet é a generalizacdo multivariada da distribui¢do beta, com um
parametro vetorial ndo-negativo e real a. E uma distribuicdo discreta multivariada amplamente
utilizada no contexto bayesiano como a distribui¢@o a priori conjugada da distribui¢do multinomial
(PAULINO; TURKMAN A. A_; SILVA, 2018).

Seja X = (X1,...,Xx)T um vetor com k componentes, entio ele segue uma distribui¢ido de

Dirichlet de ordem k > 2 com um vetor de parimetros a = (ay, ...,ak)T, isto é (EHLERS, 2011):
(X|a) ~ Dirichlet(a).

E sua funcdo densidade de probabilidade é dada por:

fx(xr,x) = H Hp Lo<pi<l, (3.38)
sendo ag =YX, a;, T(t) = [ x'~'e~*dx a fungio gama e YX_, p; = 1. A distribui¢io marginal ¢
uma beta com pardmetros a; e (ag — ;), para cada i, de onde tem-se:

ai

ai(ao — ai)
EX)=—", Var(X)) = 5——~,
( l) ap ar( ) a%(ao—l—l)

—aiaj

Cov(X;,X;) = —"—.
(%, X)) a(z)(ao—i—l)

(3.39)
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Em (3.38) tem-se um vetor k-dimensional, em que os elementos sdo interpretados como as
probabilidades de ter as propor¢des (pi, ..., Pk)-

O modelo Multinomial-Dirichlet € dado pela combinacdo do modelo probabilistico multi-
nomial com uma distribui¢do a priori de Dirichlet, generalizando assim os resultados obtidos com
o modelo binomial e a distribuicdo a priori beta (LINDLEY, 1964).

Ele possui a seguinte estrutura hierdrquica:

(X1, ..., Xg|m, p) ~ Multinomial(m, p1, ..., pg).

(pl, ...,pk|a) ~ Dirichlet(al, ...,ak).

com func¢do de probabilidade e densidade conjunta definidas em (3.9) e (3.38), respectivamente.
Ou seja, os vetores de probabilidade p, pardmetros da distribui¢do Multinomial, seguem uma dis-
tribuicao de Dirichlet com parametros a.

Sendo assim, se a distribui¢do a priori € uma Dirichlet e a varidvel observada segue uma
distribuicao Multinomial, entdo a distribui¢do a posteriori serd uma distribui¢cao de Dirichlet, com
outro parametro. A distribuicdo a posteriori € encontrada utilizando o teorema de Bayes (3.27),

segundo Avetisyan e Fox (2012), como segue:

m! T (X ai -
H?:lp?l ( = l) Hf:l ?' :
X! x! [, T(a)
n(plx) = , C (e a)
m kX i=1%) —k  ai—1
ki ~piid
m! k ~F(Zf—1al) i ai—1
(PIX) xpleoox! ,IJ l flr(ai)lljl l

Portanto, a posteriori segue uma distribui¢do de Dirichlet com parametros:

p|X ~ Dirichlet(a} = x1 +az,...,a; = x; + ax).
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_ T
sendo X = (X1, ..., Xk, a1, ..., ag)" -
Assim, a média, a variancia e a covariancia da distribuicdo a posteriori de Dirichlet sdo

dadas respectivamente por:

Xi+a;
) Nita 3.40
(o) = (3.40)
(i +a){ [T (i +a)] — (xi+a) }
) — , 3.41
Vet = 1o et a [ (a4 1) R
Cov(pli X)) = ———— it )byt a) (342

[Ei ) (i +a)P{ [T (i +a)] + 1}

3.6.2.1 Visualizaciao da distribuicao de Dirichlet

A distribui¢do de Dirichlet € uma distribui¢do multivariada, sendo assim, ela pode ter mais
de duas dimensdes. Ela é muito utilizada para representar varidveis continuas situadas em um
intervalo limitado que representam composicao, mais conhecidas como varidveis composicionais,
cujas componentes sao as propor¢des. Como por exemplo, a composi¢do do solo, dado pelos teores
de argila, silte e areia, a composi¢cao de um alimento, dado pela propor¢ao de carboidrato, proteina,
gordura e outros (SHIMIZU; ACHCAR; TARUMMOTO, 2014).

A distribui¢do de Dirichlet tem suporte sobre vetores de nimeros reais positivos entre 0 e 1,
que juntos somam 1, que é uma caracteristica desta distribuicdo. Ela € definida no k—1-Simplex,
que é uma generalizagdo de um tridngulo, em que k é o nimero de componentes do parametro
vetorial a. Por exemplo, para k = 3, o suporte é um tridngulo equildtero com vértices em (1,0,0),
(0,1,0) e (0,0,1) (BARNDORFF-NIELSEN; JORGENSEN, 1991). A Figura 3.3 mostra exemplos

do simplex e alguns pontos plotados:
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Figura 3.3 — Exemplo simplex
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Fonte: https://stats.stackexchange.com/questions/81136/the-meaning-of-representing-the-simplex-as-a-
triangle-surface-in-dirichlet-distr

O parametro da distribui¢do de Dirichlet pode caracterizar a variabilidade aleatéria de uma
distribuicdo multinomial, ou seja, pode modelar a aleatoriedade de uma fun¢do de massa de pro-
babilidade (BLEI; NG; JORDAN, 2003). Para entender melhor o que a distribui¢do de Dirichlet
descreve, considerou-se o exemplo dado em Boggs (2019): suponha-se que sdo fabricados dados
de 6 lados. Mas, para este exemplo, estes dados admitem como resultado de uma jogada apenas os
nameros 1, 2 ou 3.

Assim, ao produzir um dado, o nimero 1 serd colocado em duas das faces e serd feito da
mesma forma para os nimeros 2 e 3. Se o dado produzido for um dado “justo”, entdo as probabi-

lidades dos trés resultados serdo semelhantes e iguais a 1/3. Pode-se representar as probabilidades
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para os resultados possiveis como um vetor:

111
"—<§’§’§)

O vetor 0 possui duas propriedades importantes:

1) A soma das probabilidades para cada resultado deve ser igual a 1:

20291+02+93:1

2) Nenhuma das probabilidades pode ser negativa.

Desse modo, quando essas condicdes se mantém, as probabilidades associadas aos resulta-
dos do langamento do dado sdo descritas por uma distribuicao multinomial.

Independentemente de produzir dados justos ou ndo, havera alguma variabilidade nas carac-
teristicas dos dados, pois os processos de fabricagdo sd@o bons, mas ndo perfeitos. Assim, ao lancar
1000 dados, as chances tedricas de qualquer ndimero seria 1/3, mas ndo se obtém essa distribui¢io
exata em um experimento real devido a defeitos de fabricacgao.

Se os dados fossem esculpidos de um bloco de madeira e a mdo, haveria uma variabili-
dade significativa nos dados, devido as limitagdes da habilidade ao construi-los, variabilidade na
densidade da madeira, caracteristicas das ferramentas, entre outros.

Se fosse utilizada uma impressora 3D sofisticada para fabricar os dados, espera-se que eles
seriam muito mais precisos, tendo uma variabilidade significativamente menor do que os dados
esculpidos a mao. Entretanto, poderd haver um pouco de oscilagdo no peso. Logo, cada dado tera
sua prépria fungcdo de massa de probabilidade.

Para caracterizar matematicamente essa variabilidade, precisa-se conhecer a densidade de
probabilidade de cada valor possivel de 8 para um determinado processo de fabricagdo. Para
fazer isso, considera-se cada elemento de 8 sendo uma variavel independente. Ou seja, para 8 =
{61,0,,03}, pode-se tratar 81, 0, e B3 cada um como uma varidvel independente e 8 como um
vetor em um espaco tridimensional (GOMES; CRIBARI-NETO; VASCONCELLOQS, 2008).

Uma vez que a distribuicado multinomial requer que essas trés varidveis somem 1, sabe-se

que os valores permitidos de 0 estdo confinados a um plano. Além disso, como cada valor de @
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deve ser maior ou igual a zero, o conjunto de todos os valores permitidos de 0 estd confinado a um

tridngulo equildtero (um 2-simplex) como mostrado na Figura 3.4:

Figura 3.4 — 2—simplex R?
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Fonte: Boggs (2019)

O interesse € encontrar a densidade de probabilidade em cada ponto deste tridangulo. Assim,
a distribui¢c@o Dirichlet auxilia neste processo, pois pode-se utiliza-la como distribui¢do a priori
para a distribuicdo multinomial. A distribuicdo de Dirichlet define uma densidade de probabilidade
para uma entrada de valor vetorial com as mesmas caracteristicas que o pardmetro multinomial (6)
(BLEI; NG; JORDAN, 2003).

Para o caso, n = 3, pode-se interpretar p(0|a) respondendo a pergunta “qual é a densidade
de probabilidade associada a distribui¢ao multinomial 6, dado que a distribui¢cdo de Dirichlet tem
parametro a?".

Para responder a essa pergunta, o objetivo € visualizar como Dir(a) varia em relacdo ao
simplex de valores permitidos de 8 para um determinado valor de a. Para isso, pode-se utilizar o
pacote Compositional, do software R (R Core Team, 2020).

Assim, considerando n = 3, gerou-se 200 amostras de uma distribui¢cdo de Dirichlet e
construiu-se um 2-simplex, que corresponde a um tridngulo equilétero, para diferentes valores de
a, com a funcdo biv.contour do pacote Compositional. Onde estdo representados na Figura 3.5 a

seguir:
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Figura 3.5 — Distribuicdo de Dirichlet em um 2-simplex (tridngulo equildtero) para diferentes valores de a.
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Fonte: Elaboragdo prépria, 2021

Pode-se observar, pela Figura 3.5, que o parametro a que governa as formas da distribuicao,
em particular, a soma ag = Y a;. Para valores de a; < 1, a distribui¢do se concentra nos cantos e ao
longo dos limites do simplex. Para o caso de a = (1,1, 1) produz uma distribui¢do uniforme, onde
todos os pontos no simplex sdo igualmente provaveis. Para valores de a; > 1, a distribui¢do tende
em dire¢do ao centro do simplex.

E a medida que a aumenta, a distribui¢c@o torna-se mais concentrada em torno do centro do
simplex. E importante salientar, que os pontos plotados sdo uma proporcio entre as probabilidades
resultantes, pois um ponto é a soma das trés probabilidades que resultam em 1.

No contexto do exemplo de fabricacdo de dados, produziria-se dados consistentemente jus-

tos no limite de @ — c. Ou ainda, para uma Dirichlet simétrica com a > 1. Se o objetivo fosse
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produzir dados carregados, por exemplo, com uma maior probabilidade de aparecer um 3, a distri-
buicao de Dirichlet seria assimétrica, nao central, com um valor mais alto para as.
Desse modo, este exemplo mostra a aparéncia da distribui¢do de Dirichlet e as implicagdes

de uséd-la como distribui¢do a priori para uma funcdo de verossimilhanga multinomial.
3.7 Estimacao Sequencial Bayesiana

Como foi visto na se¢do Estimacdo Sequencial, para realizar a estimacdo de parametros a
partir de uma amostragem sequencial o mais adequado € utilizar a teoria da decisdo bayesiana,
jé que ela permite a incorporacdo de informacdes a priori sobre o parametro de interesse, assim
auxiliando na tomada de decisdo.

Portanto, no procedimento de estimagdo sequencial bayesiana alguns conceitos estdo envol-
vidos, como fun¢ao de perda, risco de bayes, risco imediato, risco esperado, fun¢do custo, os quais
serdo apresentados a seguir.

Um procedimento sequencial d € uma regra de decisdo, que nada mais é que uma fungio
definida no espago dos resultados possiveis de um experimento que assume valores no espaco de
possiveis agoes.

A cada decisdo d e a cada possivel valor do parametro p pode-se associar uma perda, que
assume valores positivos, além da fung@o custo C(n), que indica o custo de tomar n observagdes.
A funcdo de perda € definida como :

L(p,d). (3.43)

Segundo Ehlers (2011), a funcdo de perda mais utilizada em problemas de estimacgdo € a

funcao de perda quadratica, definida como:

L(p,p) = (p—p)*. (3.44)
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De acordo com Berger (1985), o risco de uma regra de decisdo, denotado por R(p,d), é a

perda esperada a posteriori, isto €:
R(p,d) = Eposteriori[L(p,d)]. (3.45)
O risco de Bayes de um procedimento sequencial d é definido por:
r(m,d) = E*[R(p,d)]. (3.46)

isto &, o risco esperado associado ao procedimento de estimagdo do parametro p dado a priori T,
depois de n observacoes.

Logo, o estimador de Bayes de p com respeito a fung¢do perda é aquele com menor risco
de Bayes. No caso da funcao de perda quadratica, o estimador de Bayes para o parametro p serd a
média de sua distribui¢do atualizada, ou seja, a média da sua distribui¢do a posteriori (BERGER,
1985).

Segundo Berger (1985), a principal ideia envolvida no procedimento de estimagdo sequen-
cial bayesiana, é que apds cada observacao realizada deve-se comparar o risco de Bayes a posteriori
de tomar uma decisio imediata com o risco de Bayes a posteriori esperado, este serd obtido se mais
observacdes forem tomadas.

Entre os métodos para desenvolver critérios de parada para o procedimento de estimagao
sequencial bayesiana propostos na literatura, o método “one-step look ahead”, pode ser considerado
um dos mais udteis. A partir desse método, tem-se que o risco de Bayes de tomar uma decisdo
imediata é ro(n",n) = in{: ro(m",a,n), onde A é o conjunto de ac¢des disponiveis e ro(n",a,n) =

a
E™[L(6,a,n)] éa perdaea posteriori esperada da acdo a em n (BERGER, 1985).
Pratt, Raiffa e Schlaifer (1964) demonstraram que o menor risco de Bayes a posteriori é a

variancia da distribuigao a posteriori, denotada por var o (n), isto é:

ro(7",n) = varpes (n). (3.47)
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Desse modo, o risco de Bayes a posteriori esperado, quando uma outra observacao ¢ feita,

¢ a esperanca desta variancia, ou seja (PHAM-GIA, 1998):
rH(7",n) = E[varpos (n)). (3.48)

Nesse sentido, para determinar o critério de parada, € necessario calcular o risco imediato,
ro(m",n) acrescido do custo de n observagdes, e o risco esperado, ! (7",n) com o acréscimo no
custo de mais uma observacdo (BERGER, 1985).

O valor atribuido ao custo deve possuir uma ordem de grandeza semelhante a ordem de
grandeza da funcdo de perda, o que ird garantir que a funcdo de risco nio seja exclusivamente
dominada pelo custo. Ao considerar a funco de perda quadratica, L = (p — p)?, como a perda é
o quadrado da diferenca entre os valores das proporcdes que estdo entre O e 1, os resultados sdo
sempre proximos de zero e o custo também deverd ser proximo de zero (BACH, 2015).

Assim, o procedimento consiste em comparar ro(7",n) com r! (7", n), depois de avaliar a
n-ésima observagdo. Se ro(n",n) > r!(n",n), a amostragem continua; se ro(7",n) < r'(x" n),
a amostragem para. A Regra Sequencial de Bayes também pode ser conhecida como aprendiza-
gem bayesiana, porque a distribui¢do a posteriori calculada no atual n serd usada para atualizar a

distribui¢@o a priori ainda a ser usada na (n + 1)-ésima inspe¢ao (BERGER, 1985).
3.7.1 Estimacao Sequencial Bayesiana dos parametros da distribuicao Binomial

Para estimar o parametro p da distribuicdo binomial, referente a proporcao, considerando
o tamanho da amostra como uma varidvel aleatdria na estima¢do sequencial bayesiana, extrai-se
elementos de uma amostra um por vez, e depois que cada um desses € observado, a partir do critério
de parada toma-se a decisdo de interromper a amostragem e estimar o parametro de interesse.

Assim, com base no método “one-step look ahead”, sabe-se que o critério de parada se
resume em comparar os valores de risco imediato e esperado a cada elemento amostral, até que o

risco imediato seja menor que o risco esperado de tomar uma decisdo.
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Desse modo, € necessdrio calcular para a distribuicao binomial o risco imediato, que € dado
pela variancia a posteriori acrescida do custo de n observagdes, e o risco esperado, dado pela
esperancga da variancia a posteriori € acréscimo no custo de mais uma observagado, cujas expressoes

sdo, respectivamente:

(a+x)(b+n—x)

arbin2atbinsD W (3.49)

ro(m",n) = varpes (n) = (
r'(",n) = E[varposteriori] +C(n+1). (3.50)

No entanto, os riscos sdo dados por uma relagcdo de recorréncia e resolver uma recorréncia é
encontrar uma férmula fechada, e a fungdo E[var .y (n)] geralmente nao estd disponivel na forma
fechada, o que torna todo o célculo altamente complexo. Pham-Gia (1998) apresentou a solugdo
completa para o caso Bernoulli, € como a Binomial compreende-se em n ensaios de Bernoulli,
pode-se generalizar essa solu¢do, assim como Brighenti, Resende e Brighenti (2011) apresentou:

Portanto, de acordo com Pham-Gia (1998) e Brighenti, Resende e Brighenti (2011), para

encontrar a E[varyogeriori), fazendo W (n) = var pogieriori> tem-se que:

(a+x)(b+n—x)
(a+b+n)2(a+b+n+1)

W(n) =
ex =) X entdo a esperancga da varidncia de tomar uma observagao x, sera:

E[W(n)] =W (n+ 1)P[sucesso| + W (n+ 1)P[fracasso.

(a+x+1)(b+n+1—-x—1) (a+x+0)(b+n+1—-x—-0)

E[W(n)] = (a+b+n+1)2(a+b+”+2)p (a+b+n+1)2(a+b+n+2)

(1—p). (3.51)

Como Beta € a priori do parametro p da Bernoulli, entdo, a probabilidade de sucesso p = E(p) =

média da Beta a posteriori com n observagdes, ou seja, @’ = (a+x) e b’ = (b+n—x).

(a+x) a (a+x)

(@a+x)+(b+n—x) d+b (a+b+n)

a+x ) _at+b+tn—a—-x btn—x

Entiol —p=1-— = .
mao e (a-l—b-i—n a+b+n a+b+n
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Substituindo pe 1 — p em (3.51), tem-se:

(a+x+1)(b+n—x) (a+x)
(a+b+n+1)2(a+b+n+2)(a+b+n)

EW(n)] =

(a+x)(b+n—x+1) (b+n—x)
(a+b+n+1)2(a+b+n+2)(a+b+n)

E[W(n)] = (a+x)(b+n—x) (@a+x+ 1)+ (b+n—x+1) ] (a+b—+n)
~ (a+b+n)(a+b+n+1) [(a+b+n+1)(a+b+n+2)] (a+b+n)
E[W(n)] = (a+x)(b+n—x) (@+x+1+b+n—x+1) (a+b+n)

(a+b+n)(a+b+n+1)(a+b+n+1)(a+b+n+2)(a+b+n)

Substituindo o valor correspondente por W (n), tem-se:

(a+b+n+2) (a+b+n)

EW ) =W o sna 1) axbrnt2)
EW (1) :W@)%.
(a+b+n)

E[Varposteriori] = VarPOSteriorim.

Entdo, o risco esperado, serd dado por:

rl(ﬂ",n) =E[W(n)]+C(n+1).

Al )_< a+b+n ) (a+x)(b+n—x) L Cnt1). (3.52)

\a+b+n+1) (a+b+n)(a+b+n+1)
Ap6s interromper a amostragem utiliza-se como estimador bayesiano da propor¢ao, consi-
derando uma funcdo perda quadratica, a média da distribui¢do beta a posteriori com parametros

(a+x,b+n—x), dada por:

a—+x
at+x+b+n—x)

pAbayesiano = E(p|X) = ( (353)

Portanto, foi possivel calcular os riscos para a distribuicdo binomial. Pode-se observar que

Jones (1974), calculou os riscos para essa mesma distribui¢ao utilizando uma adaptacdo do método
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“one-step look ahead” a partir de equagdes de programacao dindmica, e mostrou a proximidade
entre os métodos.

Ele considerou a funcdo de perda quadrética e custo de observacdo constante, no entanto,
encontrou o estimador de bayes, o risco imediato e o risco esperado apenas para priori uniforme,
assim considerando os parametros da distribuicdo betacomoa=1e b =1.

Logo, para verificar se as expressoes encontradas por Pham-Gia (1998) e Brighenti, Re-
sende e Brighenti (2011) sdo as mesmas das encontradas por Jones (1974), substituiu-se por 1 os
parametros das expressdes do estimador de bayes e do risco imediato, como pode ser visto a seguir:

O estimador de Bayes, € a média da distribui¢ao a posteriori Beta, entdo para priori uni-

forme, tem-se:
atx x+1
atb+n n+2

E(p/X)= (3.54)

O risco imediato considerando priori uniforme, é:

(a+x)(b+n—x)
(a+b+n)*(a+b+n+1)

(x+1)(n—x+1)
(n+2)*(n+3)

I’()(?'Cn,n) = Varpost(”) = C(”l) = +C(l’l) (3.55)

Desse modo, concluiu-se que as expressoes (3.54) e (3.55) sdo idénticas as apresentadas por
Jones (1974), apenas com a diferenca que consideramos o custo constante aditivo e Jones (1974)
considerou um custo constante multiplicativo, concluindo assim na conformidade entre os métodos,
€ que portanto, possuem 0 mesmo objetivo.

Jones (1974) comparou os métodos e concluiu que o obtido por equagdes de programacio
dindmica resultou em pouco aumento no risco, no entanto, com a vantagem de ser mais simples de
realizar os cdlculos. Assim, para calcular os riscos para outras distribuicdoes pode ser mais vidvel
realizar essa adaptacdo ao método “one-step look ahead” utilizando equagdes de programagao dina-
mica, do que calcular E[var .y (n)], pois para outras distribuicdes pode ser ainda mais complicado,

assim tem-se uma alternativa para facilitar os célculos.
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3.7.2 Estimacao Sequencial Bayesiana dos parametros da distribuicao Multinomial

Para a distribui¢do multinomial com (k 4 1) classes, de acordo com Jones (1976), a proba-

bilidade de uma observagdo na i-ésima classe é p;, com i = 1,2,....k, e na (k+ 1)-ésima classe é

k1
io1 pi= L

(1=X5, pi), pois pr1y = (1= Xiy pi), ja que ¥
Sabe-se que a informagao a priori sobre o parametro p, que representa propor¢ao, que neste
caso é um vetor de parAmetros, dado por: p = (p1,p2,...,px)", pode ser adequadamente repre-

sentada por um membro do conjugado natural Dirichlet, familia de distribuicdes com parametros

inteiros aop, a;, i = 1,2,...,k, com densidade proporcional a:

k k ap—Y a;i—1
i—1
[T (1-Lp
i=1 i=1
comp; >0e¥s  p <1

O parametro a; da distribui¢do de Dirichlet € um parametro vetorial e o outro pardmetro
k+1

1 ai- Logo, ag 1) =aop— Zlea,-, conforme a

dessa distribui¢do pode ser escrito como ag = ).,

defini¢cdo anterior para k + 1 classes.

De acordo com o teorema de Bayes, apds m observacdes resultando em x; nas i-ésimas
classes, a densidade posteriori de p serda dada por uma Dirichlet, com parametros ag + m, a; +
x;i, onde m € numero total de observacdes, ou ainda, o tamanho amostral, e x; € o nimero de
observacdes em cada umas das i-ésimas classes (JONES; MADHI, 1988).

O resultado da amostragem pode ser representado como um caminho de amostra, que co-
mega no ponto (a,ay), a = (ay,ay,...,ax), no espago inteiro dimensional (k+ 1) e é interrompido
quando o limite de parada, que tem que ser determinado, € atingido. Se ap =k+1 e a; = 1, en-
tdo tem-se uma priori uniforme para p, assim se uma priori uniforme é tomada como a origem,
entdo qualquer outra priori apropriada com parametros inteiros fornecerd caminhos de amostra
comecando no ponto (a —1,a9 —k — 1), sendo 1 o vetor de linha unitaria (JONES, 1976).

A distribui¢c@o uniforme € um caso especial da distribui¢io de Dirichlet, correspondendo ao
caso em que a; = ap = ... = a; = 1. A priori uniforme € nao informativa, pois todos os possiveis

valores do pardmetro de interesse sdo igualmente provéveis. O fato de a classe Dirichlet incluir
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esses antecedentes naturais “ndo informativos” € uma razao para usa-la como distribuicdo a priori
da distribuicao multinomial (ASSIS, 2017).

Para obter os limites de parada, considerou-se a perda quadritica na estimativa de p por
d = (di,d>,...,dy)7, e esta possui a forma quadrética geral (p — d)" K(p — d), onde K é uma
matriz I x I simétrica positiva definida de perda constante (CHEN, 1988; JONES, 1976; OWEN,
1970). Entdo, segundo Ehlers (2011) utilizando uma perda quadrética, o estimador de Bayes d*
¢ a média da distribui¢do posteriori de (x,m), ou seja, é a média da distribui¢do de Dirichlet a

posteriori, dada por:

ai+xi  ait+Xxi  aitx;
Z(a,--l—x,-) ao+ Y. xi ag+m’

df = E(plX;) = (3.56)

“t!a; = ap, da Dirichlet e x; vem da veros-

As igualdades acimas vem do fato de que )

similhanga, neste caso, multinomial, que representa o nimero de observacdes em cada classe, e
k+1,.
portanto, sabe-se que } ;| x; = m.
No caso da utiliza¢do de uma priori uniforme, entdo os parametros sao considerados como
ai =1eay=k+ 1, assim substituindo-os na expressao (3.56) encontrada, tem-se que o estimador

de Bayes usando uma priori uniforme € dado por (JONES, 1976):

xi+1
di = (nEJlr—JIZ%—)l) (3.57)
A expressdo dada por d; também € a probabilidade marginal posteriori da préxima obser-
vacdo cair dentro da i-ésima classe.
O risco de Bayes ou risco imediato, ou ainda, o risco de parada de tomar uma decisdo, ¢

dado por (JONES, 1976):

S((x1y...,xx),m) = S(x,m) = trago KX. (3.58)

onde K € uma matriz I x I simétrica positiva definida de perda constante, e X € a matriz de dis-
persdo da distribui¢do posteriori de Dirichlet. Esta possui como diagonal principal as variancias a

posteriori, € nos outros componentes as covariancias a posteriori da distribui¢ao de Dirichlet.
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Inicialmente, com base em Jones (1976), utilizou-se a priori uniforme para obter os limites
de parada, como modo de facilitar os calculos e encontrar os riscos imediato e esperado, ja que esta

€ um caso particular da distribuicao de Dirichlet. Sendo assim, considerando uma priori uniforme,

a matriz de dispersdo da distribuic@o posteriori possuird os elementos:

dr(1—dy) d; dj
var(p;) = m e cov(pi,pj)= Toikia (3.59)
Kii Kij - Kij
, Kij Ki - Kij| | o » .
Dado que a matriz K = | _ € uma matriz simétrica positiva definida de
Kij Kij - Ki
perda constante, entdo sabe-se que K € uma matriz quadrada e K;; = Kjj;.
G0-a)  did i
m+k+2 m+k+2 m+k+2
—didj  di(1-d) —di dj
E seja a matriz de dispersdo ¥ = mtk+2 m+k+2  mtk+2
did;  —dd g0 -4
| m+k+2 m+k+2 m+k+2 |
Logo,
S(x,m) = traco KX =
1 k k k
=— Kid' — Y Kyd'd' — K;d'd; | . 3.60
m+k+2 “~ utt E{ utty Y lj]z_tl Lj“ J ( )

Para 0 caso em que i = j, tem-se que Y'X_, Kijdid; = YX | Kud;d:. Logo, a Equagdo (3.60),

se reduz a:
S <Z§:1 Kiid; — Zﬁj:l Kijd?“’;) 361
(x,m) = k12 ) (3.61)
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As demonstragdes para se chegar nessas expressoes serdo apresentadas no capitulo dos Re-
sultados. O resultado geral para a funcdo perda quadratica € dado em Owen (1970) e o vetor de
médias e a matriz dispersdo da distribuicdo de Dirichlet é dado por Wilks (1962).

Com o propdésito de estimar as probabilidades desconhecidas p;, em que i = 1,2,...,k, a
partir de uma amostragem sequencial, onde cada observacdo € feita uma apds a outra até tomar
uma decis@o de interromper a amostragem e estimar os parametros, utilizou-se as equacdes de
programacdo dinamica, pois elas fornecem uma decisdo 6tima em cada ponto. A partir dessas
equagdes obtém-se o critério de parada para a distribuicdo multinomial, como pode ser visto a
seguir.

Para isso, considerou-se um ponto (x,m) = (xy,xp,--- ,X¢,m), € seja ¢ o custo de amostra-
gem de uma observagdo e B(x,m) o risco de fazer uma observagdo adicional a um custo ¢ pros-
seguindo de forma otimizada posteriormente (risco de continuacdo ou também risco esperado), e
seja D(x,m) o risco minimo ou também conhecido como risco ideal, entdo as equagdes de progra-
macdo dindmica dando a parti¢do em pontos de parada e continuagdo sdo (JONES, 1976; JONES;

MADHI, 1988):

D(x,m) = min[S(x,m),B(x,m)], (3.62)
k k

B(x,m)=c+ Y [D(x+e;,m+1)d}]+D(x,m+1) (1 - Zd,-*) : (3.63)
i=1 i=1

para cada ponto no espaco inteiro (k+ 1), existem (k+ 1) transi¢des possiveis, (x+e;,m+ 1), com
probabilidade d;, em que e; € o vetor linha com 1 na i-ésima posi¢do e zeros nas outras posigdes:
e; = (0,---,1,0,0). Estas equagdes sdo semelhantes aquelas em Freeman (1972), Jones (1974) e
Lindley (1964).

Logo, tem-se que S(x,m) é o risco imediato, B(x,m) é o risco esperado e D(x,m) é o
risco ideal, que € dado pelo minimo entre o imediato e o esperado. O risco ideal serd igual ao
esperado quando a decis@o for continuar a amostragem, caso contrério, quando a decisio for parar
a amostragem ele serd igual ao imediato.

Uma vez que S(x,m) — 0 e B(x,m) — ¢ como m — oo, haverd um grande valor de m = N*,

de modo que todos os pontos (x,N*) sejam pontos de parada para Zlex,' < N*. As equacdes de
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programacdo dinamica (3.62) e (3.63) podem agora ser usadas sucessivamente para m < N*, para

encontrar o menor inteiro m que satisfaz (JONES, 1976):

B(x,m) > S(x,m), D(x,m+1)=S(x,m+ 1) para todo x, (3.64)

e este m serd o tamanho maximo da amostra. Assim, caracterizando o procedimento de inspe¢ao
sequencial conhecido como “one-step look ahead”, em que a inspe¢do termina no menor inteiro m
que satisfaz as duas condi¢des em (3.64).

Portanto, para encontrar a expressdo do risco esperado B(x,m) que estabelece o critério de
parada, para prioris uniformes, tem-se que:

d*

1

-

~
—_

k
B(x,m) :c—l—Z[D(x+ei,m+l)d;"] +D(x,m+1) | 1—
i=1

B(x,m) = c+ S(x,m) ( (3.65)

m+k+1
m+k+ 2) '
Logo, a Equacao (3.65) € o risco esperado ao utilizar prioris uniformes.
Portanto, o critério de parada se resume em comparar os valores dos riscos imediatos e
esperados para cada observacdo. Quando o risco imediato for menor que o esperado, ou seja
S(x,m) < B(x,m), a amostragem para e estima-se os pardmetros de interesse. Caso contrdrio, se

S(x,m) > B(x,m) a amostragem continua, realizando mais uma observacdo até que possa tomar

uma decisao.
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3.8 Resumo das expressoes

Como uma forma de resumir e apresentar as principais expressoes para as fungdes de dis-
tribuicao de probabilidades, média e variancia/covariancia, respectivamente, construiu-se 0s esque-

mas abaixo:

Para a distribuicao binomial:

Distribuicao
Binomial Priori Beta Posteriori Beta
~ I['(a+Db) I'la+b+n)
F n 1—p)—x a—1 1— b—1 a+x—1 1— b+n—x—1
ungio  (})p*(1—-p) T ()" (1-p) Na 0T 1) (1-p)
a a—+x
Médi —_—
edlanp atb (a+b+n)
A ab (a+x)(b+n—x)
Variancia np(1—
p(1=p) (a+b)2(a+b+1) (at+b+n)(atbtntl)
Para a distribuicio multinomial:
Distribuicao
Multinomial Priori de Dirichlet Posteriori de Dirichlet
-
- ;' I'(ao — LY (xi+a; ta—
Fungdio m! T k( Lo, gt #Hmﬁ‘ ot
Xi: [T D) [To Tl +ai)
Média mp; 4 T, Xitdi
ao Yot (xit+ai)
. . . . k . R ,
Variincia mp;(1— p;) 76112(610 %) (XIk—i_ ) [(lel;ﬁ +kal) L)
ag(ao+1) (i (xi +ai) |P[(Xi xi +ai) +1]
ianci aia; —(xi+a)(xj+aj)
Covariancia —mp;p; —_—
Y ag(ao+1) (X (i +a) P{ (X (i +ai)] + 1}

Os riscos envolvidos no processo de estimagdo sequencial bayesiana e o respectivo estima-

dor da propor¢do encontrado para as distribui¢cdes binomial e multinomial:
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Binomial

Risco Imediato

(a+x)(b+n—x)

C(n)

(a+b+n)2(a+b+n+1)
(a+x)(b+n—x)

a+b+n
Risco Esperado C 1
s (a+b+n+l)(a+b+n)2(a+b+n—l—l)+ (1)
Estimador proporcao %
a n
Multinomial

Priori uniforme

Qualquer priori

{Z{-;] Kidi —=¥F ;1 Ki jd;dj}
Risco Imediato

Zf:l Kii(xi +aj) (Zi‘(:l (x; +ai)) - Zﬁj:I Kij(xi+a;)(xj+aj)

m+k+2 (X5 o+ an) PZE (i +an)] + 1)
. m+k—+1 ap+m
Risco Esperad miktllg S Cag+m
Isco Ksperado c+ [m—l—k—{—Z] (x,m) c+ S(x,m) <a0+m—|-1>
Estimador propor¢io di+ i ai+x;
ag+m ag+m




3.9 Fluxograma do procedimento
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Construiu-se um fluxograma para resumir as etapas do procedimento de estimacao sequen-

cial bayesiana, como poder ser visto na Figura 3.6:

Figura 3.6 — Fluxograma do procedimento de estimagdo sequencial bayesiana

Definir os parametros iniciais
da distribui¢do a priori

'

Definir custo por
observagao

l

Inicio do
procedimento

:

Primeira
observagdo

:

Calcular o estimador de Bayes
" (Média da distribuigéo a posteriori)

:

Calcular o risco
imediato

l

Calcular o risco
esperado

l

Risco imediato < Risco

SIM.

w

Continua a
amostragem

i

Realiza mais uma
observac¢ao

Fonte: As autoras (2021)

Paraa
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3.10 Aplicacao a dados de contagem: Uso em teste de raios X

O teste de raios X € uma técnica importante para a avaliagdao da qualidade de sementes.
Segundo Brasil (2009), o objetivo desse teste é determinar a proporcao de sementes cheias, vazias,
danificadas por insetos e danificadas mecanicamente, pelas caracteristicas morfoldgicas evidencia-
das na radiografia.

Esse teste cria um arquivo fotografico das estruturas internas das sementes analisadas e se
destaca por ser considerado um método rapido e preciso de controle de qualidade de sementes.
O procedimento consiste na absor¢do de raios X em diferentes niveis pelos distintos tecidos das
sementes, que € determinado pela espessura, densidade, composi¢do e comprimento de onda da
radiacdo ionizante (BRASIL, 2009).

As sementes sao colocadas entre uma fonte de raios X de baixa energia e um filme ou papel
fotossensivel. Ao atravessar as sementes, um feixe de raios X cria uma imagem permanente sobre
o filme ou o papel. Apds o processamento desse filme ou papel, forma-se uma imagem visivel,
de sombras claras e escuras (BRASIL, 2009). A imagem pode apresentar dreas mais claras que
representam as partes mais densas da semente, e dreas mais escuras que correspondem aquelas
partes em que os raios X sdo absorvidos mais facilmente (ISTA, 1985).

A andlise das sementes pela técnica de raios X permite verificar a ocorréncia de alteragcdes
morfoldgicas internas por meio de raios X, € com isso permite a selecao de sementes sem danos
para formacdo de lotes de melhor qualidade. Danos internos, independentemente da causa, afetam
a viabilidade das sementes, com excecdo daqueles danos de menores dimensdes, distantes do eixo
embriondrio (CARVALHO; CARVALHO; DAVIDE, 2009).

Quando o embrido ndo apresenta nenhuma anormalidade, a semente germinada também
ndo apresenta problemas de vigor. No entanto, injdrias nas estruturas internas da semente limitam
sua viabilidade e podem reduzir seu vigor, produzindo plantulas fracas e susceptiveis as condi¢des
adversas. Dessa forma, a captura e o processamento de imagem radiografada permite o estabe-
lecimento de relagdes entre integridade, morfologia e determinagdo da germinacdo das sementes

(FERNANDES et al., 2016).
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Os testes de raios X apresentam a vantagem de nao alterar a viabilidade das sementes anali-
sadas, permitindo que sejam semeadas para comparagdo com o teste de germinacao, possibilitando
o estudo da germinacdo em relacdo a imagem radiografica. Esta metodologia de andlise de se-
mentes tem sido aprimorada para avaliacao de outras espécies, visando identificar problemas nao
visiveis a 6tica humana e sua relacdo com a germinacdo (AMARAL et al., 2011).

Neste sentido, o teste de raios X tem sido utilizado principalmente na analise da morfologia
interna de sementes, possibilitando o estudo da relag@o entre a ocorréncia de danos e o prejuizo
causado a germinacgdo, analisando a qualidade das sementes. Isso pode ser verificado em pesquisas
realizadas na agricultura com sementes de soja (FORTI; CICERO; PINTO, 2010), milho (CICERO;
JUNIOR, 2003), feijao (MONDO et al., 2009), tomate (BORGES et al., 2019), braquiaria (JERO-
MINI et al., 2019), abébora (CARVALHO et al., 2009), dentre outras espécies.

As informagdes gerais para a realizac@o do teste de raios X para vérias espécies estao pres-
critas nas Regras para Andlise de Sementes (BRASIL, 2009; ISTA, 1985) e tém sido aprimoradas

nos ultimos anos.

3.10.1 Teste de raios X para sementes de milho

As empresas produtoras de sementes necessitam de um elevado e rigido controle interno
de qualidade para atenderem as exigéncias dos produtores. Essas exigéncias se refletem principal-
mente nas culturas de maior expressdo econdmica no Brasil, como € o caso do milho, que apresenta
desempenho crescente em producao e produtividade (CONAB, 2021).

Para Carvalho e Camargo (2003), o termo qualidade de sementes diz respeito a todos os
aspectos fisicos, fisioldgicos, genéticos e sanitarios, que, se avaliados de forma correta e integrada,
permitem o conhecimento do valor real e do potencial de utilizacdo de um lote de sementes.

A utilizagao das técnicas de andlise de imagens, a partir do teste de raios X, para o controle
de qualidade de sementes é muito eficaz, ja que as sementes podem ser examinadas individualmente
em imagens ampliadas e capazes de indicar, com detalhes, a 4drea danificada, a localizacdo e a

extensdo do dano (CICERO; JUNIOR, 2003).
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Alguns exemplos em que o teste de raios X contribuiram para os resultados precisos, em
especial para sementes de milho, cujo nome cientifico € Zea mays L., podem ser vistos em Cicero e
Junior (2003), que utilizaram a referida técnica para estudar os efeitos dos danos mecénicos sobre
o vigor de sementes de milho. Mondo e Cicero (2005), utilizaram para estudar os efeitos das
diferentes posicdes da semente de milho na espiga, sobre a qualidade.

Junior e Cicero (2012) avaliaram a eficiéncia do teste de raios X na identificacdo de danos
mecanicos em sementes de milho doce e determinaram sua relacdo com germinagao e vigor. Girar-
din, Chavagnat e Bockstaller (1993) e Carvalho et al. (1999), ao trabalhar com sementes de milho
com danos de estresse em pré-colheita, reforcaram a afirmacdo de que a andlise de imagens € o
melhor método para avaliar as caracteristicas morfoldgicas internas da semente.

Assim, tem sido presenciada uma evolugdo favordvel ao aperfeicoamento de técnicas com-
putadorizadas, mais sensiveis para a captacdo e mais precisas para o processamento e extracao de
informacdes uteis para a industria de sementes, definindo-se uma amplificacdo de sensibilidade por
vias digitais (TEIXEIRA; CICERO; NETO, 2003).

Dentre os principais tipos de danos encontrados nas sementes de milho que influenciam na
sua qualidade fisica, pode-se destacar: danos fisicos, danos causados por inseto e variagao de den-
sidade. Os danos fisicos, ou ainda, conhecidos como mecanicos, é considerado um dos principais
fatores que afetam a qualidade de sementes. Podem ocorrer como: quebraduras, trincas, abrasoes,
cortes ou pressoes (BRANDAO—J UNIOR et al., 1999). Durante a debulha, processamento e seme-
adura, as sementes sofrem impactos, abrasdes e cortes, que além de provocarem danos imediatos e
latentes, podem reduzir, sensivelmente, as qualidades fisica e fisiologica dos lotes (BORBA et al.,
1996).

Os insetos que ocasionam danos nas sementes podem ser de campo ou de armazenamento.
No caso das sementes de milho, os insetos-pragas que atacam as sementes no campo sao as lagartas
Helicoverpa zea e Spodoptera frugiperda, onde estas irdo provocar danos nas sementes por conta
do seu tipo de aparato bucal. J4 as pragas de armazenamento podem ser classificadas em primdrias,
onde perfuram as sementes e alimentam-se do seu interior, podendo se desenvolverem no interior

da semente e possibilitando a instalacdo de outros agentes de deterioracdo. Exemplo dessas pragas
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sdo: Sitophilus oryza, Sitophilus zeamais e Sitotroga cerearella (MATRANGOLO; CRUZ; LUCIA,
1997).

Os danos que causam variagdes de densidade nas sementes sdo aqueles que alteram a sua
estrutura interna, ocasionando em sementes menos densas. Esses danos podem ser por deterioragao
de tecidos através de microorganismos, por ma formacao, entre outros. Isto € decorrente de con-
di¢des adversas de ambiente encontradas no campo apds a semente atingir o ponto de maturidade
fisiolégica, ou ainda por descontroles ocorridos no armazenamento. O milho € a graminea mais
sensivel a variacao na densidade de plantas (CRUZ et al., 2010).

Na Figura 3.7 tem-se exemplos das sementes de milhos com os principais tipos de danos.

Figura 3.7 — Tipos de danos em sementes de milho (Zea mays L.)

TIPOS DE DANOS
1) FISICOS: 2) POR INSETO:
TRINCAS LONGITUDINAIS: TRINCAS TRANSVERSAIS: _GD_RGULHD DO MILHO
3)VARIACAO DE DENSIDADE: 4)SEMENTES NORMAIS:
MA FORMACAO APARENCIA E RAIO X NORMAIS

MICROORGANISMOS

?'3

Fonte: Laboratdrio Central de Sementes do Departamento de Agricultura da UFLA
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4 METODOLOGIA

No presente capitulo, toda estrutura metodoldgica utilizada para o desenvolvimento deste

trabalho, em concordancia com os objetivos propostos, € descrita nas se¢des a seguir:

4.1 Critério de parada para estimacao sequencial bayesiana dos parametros da distribuicio

Multinomial

Como o grande desafio do trabalho parte do estabelecimento de um critério de parada
para a estimacao sequencial bayesiana dos parametros da distribui¢do multinomial, primeiramente
estudou-se como realizar tal feito. Desse modo, baseou-se no artigo de Jones (1976), onde sdo
apresentadas as expressdes envolvidas no procedimento, como para o risco imediato e esperado,
com base em programacdo dinadmica, mas que foram desenvolvidas apenas considerando prioris
uniformes.

Assim, a primeira etapa do trabalho se resumiu em entender como Jones (1976) encontrou
essas expressoes, e generaliza-las para a utilizagdo de qualquer outra priori conjugada de Dirichlet,
a partir dos caminhos dados pelo autor.

Portanto, realizou-se a demonstragcao das expressoes contidas em Jones (1976) para prioris
uniformes, e a partir delas, conseguiu-se estabelecer expressoes gerais, para qualquer outra priori

conjugada de Dirichlet a ser utilizada, apresentando também suas respectivas demonstragdes.

4.2 Aplicacao da teoria a dados de controle de qualidade de sementes de milho

Depois da teoria para a estimagdo sequencial bayesiana consolidada, aplicou-se aos dados
de sementes de milho submetidas ao teste de raios X para controle de qualidade, com o objetivo de
verificar e discutir os resultados da técnica.

O teste de raios X para andlise de sementes de milho foi conduzido no Laboratério de
Anadlise de Sementes da Universidade Federal de Lavras, na cidade de Lavras- MG. As imagens
radiogréficas foram geradas por um aparelho Faxitron MX-20 (Faxitron X-ray Corp. Wheeling,

IL, EUA) conectado a um computador e monitor. O equipamento foi configurado a 26 kV, e as
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sementes foram expostas a radiacio por 20 segundos. O contraste da imagem foi calibrado para
16.383 (largura) x 4849 (centro). Foram analisados 100 lotes de sementes de milho.

Foram utilizadas quatro repeticdes de 50 sementes para cada lote, totalizando em 200 se-
mentes por lote, fixadas de forma ordenada em placas de acrilico (21x15 cm) com fita transparente
dupla face devidamente identificadas com o nimero do lote, da repeti¢do e a posi¢ao de cada se-
mente para permitir a identificacdo individual em andlises posteriores. Cada semente foi analisada
individualmente.

O teste de raios X gerou radiografias digitais que foram analisadas visualmente para classi-
ficag@o quanto a presenga ou nao de danos, sendo considerada semente intacta aquelas sem nenhum
tipo de dano, danos por insetos, danos fisicos e com danos por variagdes de densidade.

Na Figura 4.1, tem-se um exemplo da imagem radiografica gerada da repeti¢do 1, contendo

50 sementes, do lote 100.

Figura 4.1 — Imagem radiogréfica das sementes de milho, da repeticdo 1, do lote 100

D 00 »  not

e2e 9 0 &>"H

RN Py e Doy

QOTIOTT S e ?

Fonte: Laboratério Central de Sementes do Departamento de Agricultura da UFLA
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Na Figura 4.2, tem-se um exemplo das classificagdes da sementes de acordo com a anatomia
interna revelada pela radiografia, sendo: 1 - dano por inseto, 2 - dano por variacao de densidade, 3

- dano fisico e 4 - semente normal, sem nenhum tipo de dano.

Figura 4.2 — Imagem radiogréfica das classificacido das sementes de milho

1) Dano por inseto 2) Variacio de densidade

3) Dano fisico 4) Sem dano

Fonte: Laboratério Central de Sementes do Departamento de Agricultura da UFLA

No entanto, como o interesse € estimar as proporcdes, que sao parametros das distribuicdes
binomial e multinomial, organizou-se os mesmos dados de formas diferentes, do seguinte modo:

» Etapa 1: propor¢do de sementes sem danos e danificadas (2 classes). Portanto, utilizando
para andlise a distribui¢cdo binomial, considerando como sucesso a semente nao possuir
danos.

» Etapa 2: proporc¢io de sementes com trés classes de danos, utilizando portanto a distribui-
¢do multinomial para realizar as anélises.

— Situacdo a: Apenas com os trés tipos de danos: por inseto, com variagdes de den-
sidade e com danos fisicos. Nesse caso, € importante salientar que os tamanhos
amostrais dos lotes se diferiram entre si, pois considerou-se apenas as sementes da-
nificadas.

— Situacao b: Sementes sem danos, com variagdes de densidade e com outros tipos

de danos (danos por inseto + danos fisicos).
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Para a distribui¢do multinomial foi realizada duas organizacdes para testar qual teve um
melhor desempenho no procedimento de estimacgdo sequencial bayesiana.

Desse modo, estimou-se as propor¢des de interesse conforme as configuracdes realizadas
com os dados, utilizando as distribui¢cdes binomial e multinomial, sob as abordagens frequentista,

bayesiana e sequencial bayesiana.
4.3 Estimacao Frequentista

Realizou-se a estimagdo das proporcdes de interesse, considerando a distribuicao binomial e
multinomial, a partir da abordagem frequentista utilizando o estimador de maxima verossimilhanca,
que € dado para a distribuicdo binomial e multinomial, respectivamente: p = %( e pi= %

Além disso, obteve-se a média e o desvio padrdo das proporc¢des dos 100 lotes. Os resulta-

dos foram apresentados em tabelas.
4.4 Estimacdo Bayesiana

Para estimar a propor¢ao de sementes que pertencem as classes definidas para as distribui-
coes binomial e multinomial sob a abordagem bayesiana, primeiramente precisou-se estabelecer os
parametros das distribui¢des a priori, chamados de hiperparametros. Para a distribui¢do binomial,
sabe-se que a priori conjugada € uma distribuicdo Beta com parametros a e b. E para a distri-
bui¢do multinomial a priori conjugada é uma Dirichlet, sendo uma generalizacdo multivariada da
distribui¢do Beta, com parametro a.

Assim, considerou-se duas prioris para realizar o procedimento de estimacdo bayesiana
para posterior discussdao e comparagao dos resultados. A primeira foi uma priori uniforme, onde
tem-se que os valores dos hiperparametros sdo igualmente provaveis, logo serdo iguais a 1. A outra
priori foi advinda da literatura, construida com base nos resultados do artigo Javorski e Cicero
(2017), que avaliaram os danos nas sementes de sorgo, graminea como o milho, utilizando testes

de raios X.
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Os hiperparametros da priori baseada na literatura foram obtidos a partir dos valores de
média e variancia extraidos do artigo, e utilizando as expressdes para a distribuicao binomial:

a:,u(M—l>, b:(l—u)<M—1). 4.1)

o2 o2
E para a distribui¢ao multinomial:

EX) =2 4.2)
ao
Desse modo, apds observar as amostras, obteve-se as distribuicdes a posteriori Beta (a +
x,b+n— x) para os dados que foram organizados sob duas classes, e de Dirichlet (a; + x;), para as
organizacodes sob trés classes, com o auxilio do software R (R Core Team, 2020).
A partir das distribuicdes a posteriori obteve-se as estimativas para as propor¢des de inte-

resse, pois elas sdo dadas pela média da distribuicdo a posteriori obtida, calculadas conforme a

expressao para a distribui¢do Beta:

a-+x

E(p|X)=——. 4.3
(plx) = 2 @3
E para a distribuicdo de Dirichlet:
X+ a;
E(plX)= (4.4)
Y5 (xi +a;)

Por fim, foram plotados os graficos das densidades das prioris e posterioris Beta, utilizando
o software R (R Core Team, 2020). E também foram plotados os simplex das prioris e posterioris
de Dirichlet, utilizando o pacote Compositional, do software R (R Core Team, 2020), para melhor

compreensao.
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4.5 Estimacao Sequencial Bayesiana

Para realizar a estimag¢do do pardmetro proporc¢ao através do processo sequencial bayesiano,
onde o tamanho de amostra é considerado como variavel aleatoria, as sementes de milho foram
avaliadas uma a uma, até que toma-se a decisdo de parar a amostragem € estimar o parametro, a
partir de uma regra de parada definida.

Para isso, foram calculados o risco imediato e o risco esperado, assim como as médias das
distribui¢cdes a posteriori obtidas, que sao as estimativas das propor¢des. Além disso, foram testa-
dos diferentes valores de custo por observagio: 107#, 107> e 107, para entender o comportamento
do processo de estimacao sequencial bayesiana em relagcdo aos dados analisados. Os custos foram
considerados como constantes e aditivos na funcdo de perda. Selecionou-se o melhor de acordo
com os dados, de modo que este possua a mesma ordem de magnitude ou menor do que a da
func¢do de perda, e portanto, que ndo domine a funcio de risco.

Para a distribuicdo binomial, o procedimento foi realizado através do aplicativo em Delphi,
desenvolvido por Resende et al. (2012). Esse aplicativo permite que seja definido a proporcao
média inicial, ou seja, a média da distribuicdo a priori, a variagdo e o custo. Como pode ser visto

na Figura 4.3 a seguir:
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Figura 4.3 — Interface do aplicativo em Delphi

Estimacio Sequencial Bayesiana - x

Estimacao Sequencial Bayesiana

Dados da Analise ] Dados Registrados]

Titulo Data Objeto em Estudo
| 2 |0612/2021  ~| | ?

Tipo de Analise
Local de Coleta #* Analise de Dados de Proporgéo (Binomial)

" Analise de Dados de Contagem {Poisson)

Parametros Iniciais

2 [ Proporgéo 4 [Variag8o 2 [ Custo
" 10% i 60% " Pequena * Pequeno
i 20% - 70z
" 30% " B0z * Média " Médio
" 40% " 90%
v 50% {" Outro {" Grande {" Grande
LCancelar ‘ ‘ i Sair

Milho - Observagdo N°: 1

p= Continuar...

" Ausente

Fonte: As autoras (2021)

Assim, com o intuito de utilizar duas prioris, a priori uniforme, sendo uma distribui¢io
nao informativa, e outra da literatura, sendo mais informativa, como foi realizado para a estimagao
bayesiana. Definiu-se a propor¢do inicial, a variagdo e o custo, com base nos valores calculados
para a estimacao bayesiana. No entanto, € importante salientar, que o aplicativo ndo permite utilizar
por exemplo um valor exato para a variancia e o custo, pois sao definidos como baixo, médio e alto.
Assim, terd uma distribuicdo a priori diferente da uniforme e da literatura.

Logo, para cada semente avaliada foi marcado como “Ausente” referente a semente que
nao possui dano, e ‘“Presente” como a que possui dano, até que o risco imediato seja menor que
o esperado e o programa pare, exibindo um relatério com os resultados e a estimava final para
a proporcao de sementes sem danos. Portanto, realizou-se esse processo para os 100 lotes, cuja

estimativa final da propor¢cdo com o respectivo tamanho amostral foram apresentados em tabelas.
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Para a distribuicdo multinomial, realizou-se todos os cdlculos necessdrios para o procedi-
mento de estimagdo sequencial bayesiana, como os riscos, médias a posteriori, para cada um dos
100 lotes, através de uma planilha dindmica construida no Microsoft Excel ®.

Utilizou-se duas prioris, uma uniforme, onde os hiperparametros sao iguais a um, logo sdo
todos igualmente provaveis e assim a densidade de Dirichlet se reduz a uniforme, sendo uma priori
nao informativa. E outra priori cujos hiperpardmetros foram encontrados baseados na literatura,
nas informagdes e resultados do artigo Javorski e Cicero (2017), sendo assim uma priori mais

informativa. A expressdo para encontrar os valores dos hiperpardmetros utilizada foi:

E(X;) = Z—O (4.5)

A cada nova observagao os cdlculos das estimativas a posteriori sdo atualizados utilizando
0s anteriores, ou seja, as estimativas da priori, logo, apenas para a primeira semente, tem-se uma
priori uniforme, e portanto foram utilizadas as seguintes expressdes para o cdlculos dos riscos

imediato e esperado, respectivamente, na primeira avaliacdo, baseadas em Jones (1976):

m+k+1
B(x,l’}’l) = c+S(x,m) (m> . (47)

A partir da segunda semente avaliada, as estimativas anteriores nao sao mais iguais a um,
e portanto a priori para atualizar as informacdes ndo se resume em uma uniforme, e sim em uma
Dirichlet, e assim utilizou-se as expressoes gerais para os cdlculos dos riscos imediato e esperado,

respectivamente:

Yooy Kiilvi +ai) (T (i +ai) — X oy Ko+ ai) (x + ay)

S(x,m) = I Cor+ ) P [T (i) + 1)

(4.8)

B(x,m) = c+ S(x,m) (ﬁ%) . (4.9)
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Ja para o caso em que a priori foi baseada na literatura, utilizou-se diretamente as expressoes
(4.8) e (4.9) para os célculos dos riscos.

Portanto, realizou-se a estimac¢@o sequencial bayesiana utilizando as duas prioris obtidas,
para as duas organizacdes de dados, uma considerando apenas os trés tipos de danos, e a outra con-
siderando as sementes sem danos, variacdes de densidade e outros tipos de danos, compreendendo

portanto em uma distribuicao multinomial com trés classes para a andlise em ambos 0s casos.
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5 RESULTADOS E DISCUSSAO

O presente capitulo apresenta todos os resultados obtidos deste trabalho, separados por se-
coes, onde tem-se as demonstragdes das expressdes para o critério de parada da estimacdo sequen-
cial bayesiana dos parametros da distribuicdo multinomial, e a aplicacdo aos dados de controle
de qualidade de sementes de milho, obtendo a estimacdo dos parametros pelas trés abordagens:

frequentista, bayesiana e sequencial bayesiana.

5.1 Critério de parada para estimacao sequencial bayesiana dos parametros da distribuicio

Multinomial

No artigo de Jones (1976), é apresentado as expressoes envolvidas no procedimento de
estimacao sequencial bayesiana para os parametros da distribui¢do multinomial, como para o risco
imediato e esperado, com base em programag¢do dindmica, mas que foram desenvolvidas apenas
considerando prioris uniformes.

A demonstracao das expressoes contidas em Jones (1976) para prioris uniformes, para me-
lhor entendé-las e generaliza-las para a utilizacdo de qualquer outra priori conjugada de Dirichlet,
estdo a seguir:

Jones (1976), utilizou a priori uniforme para obter os limites de parada, como modo de
facilitar os cdlculos e encontrar os riscos imediato e esperado, ja que esta € um caso particular da
distribui¢do de Dirichlet, quando os parametros assumem o valor 1. Sendo assim, considerando

uma priori uniforme, a matriz de dispersao da distribui¢do posteriori possuird os elementos:

40 -dy) 4id;
)=ttt i pi)=—— 5.1
var(p,) m+k-+2 © cov(p,,p]) m—+k—+2 .1
K Kij Kl]
. Kl] Kii I<l] L . .. .. .
Dado que a matriz K = . _ | € uma matriz simétrica positiva definida de
Kij Kij - Ki|

perda constante, entdo sabe-se que K € uma matriz quadrada e K;; = Kj;.
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[d;(1—d;)  —did] —did;
m—+k—+2 m—+k—+2 m+k—+2
A d(—d) | dd
E sejaamatrizde dispersioX = | ;1 k12 m4k+2 m4k+2
—did; —did; dif(1-df)
| m+k+2 m+k+2 m—+k—+2 |
Logo,
_ a0y dd i
Ki Kij - K m+k+2 m+k+2 m+k+2
* J% * J%
Kij Ki; --- Kij _didj dz*(l_d;k) _didj
S(x,m)=trago KE=traco | ~ = || pik+2 mtk+2 m+k+2 | =
Kij Kij - Ki| | —did; —did;  di(1-df)
| m+k+2 m—+k+2 m+k+2 |
= trago
Kidf (1—-d})  Kijdidj Kijdi dj Kididj | Kiyjdi(1-df) Kijdi dj Kidid; — Kijdid; Kijd; (1-df)
Mk mki2 T T w2 w2 T omrkz T T w7 Tmre mme Ut Tarer
Kyd:(1-d?)  Kadd; Kijdd; Kijdidi | Kydt(1-d}) Kijd;d} Kijdid;  Kidid; Kijd; (1-dj)
e il v e i s, S T, ) Sl Sl s
Kyjd; (1—d?) K,»jdl;‘dj*- Kid: d; Kijdid; K ,d;‘(1;di*) Kiid} dj . Kijdid;  Kijdy d}f. Kid} (1=df)
k2 mikdr T T w2 w2 T omkz U Tz T mdkar om0 T
Kdi(—dp)  Kydid  Kydidy  Kydidy | Kidf(1-dy)  Kiydid]
 omtk+2 m+k+2 m+k+2 m+k+2 m+k+2 m+k+2
Kijdidj — Kijdid; Kid; (1 —dj) _
m+k+2 m+k+2 m+k+2

B Kiid! — K;d:d; — Kijd;kd;f + = K,‘jd;(d;f — K,‘jdi*d;f +Kiid! — Kd;d +--- — K,‘jdi*d;
- m+k+2
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—Kl’jd;kd;f — K,‘jd;kd;f + - +Kl’id;k — Kil’d;kdf B
m—+k+2 B

1 k k k
=— | Y Kud; - Y Kud'd — Y Kydid: . (5.2)
s (B - L - ¥ ki)

Para o caso em que i = j, tem-se que Z§:1 Kijd;d; = Zle Kiid}d;. Logo, a Equagdo (5.2),

se reduz a:

(ﬁﬂ&ﬂ_zﬁﬁ@ﬂ#)

53
m+k+2 (5-3)

S(x,m) =

Com o propdsito de estimar as probabilidades desconhecidas p;, em que i = 1,2,...,k, a
partir de uma amostragem sequencial, utilizou-se as equacdes de programac¢ao dindmica, pois elas
fornecem uma decis@o 6tima em cada ponto. A partir dessas equacdes obtém-se o critério de parada
para a distribui¢do multinomial, como pode ser visto a seguir.

Para isso, considerou-se um ponto (x,m) = (x,x2,--- ,Xg,m), € seja ¢ o custo de amostra-
gem de uma observacdo e B(x,m) o risco de fazer uma observacdo adicional a um custo ¢ pros-
seguindo de forma otimizada posteriormente (risco de continuagdo ou também risco esperado), e
seja D(x,m) o risco minimo ou também conhecido como risco ideal, entdo as equagdes de progra-
macdo dindmica dando a particdo em pontos de parada e continuacdo sao (JONES, 1976; JONES;

MADHI, 1988):

D(x,m) = min[S(x,m),B(x,m)], (5.4)
k k

B(x,m)=c+ ) [D(x+e;,m+1)d;]+D(x,m+1) (1 — de) , (5.5)
i=1 i=1

para cada ponto no espaco inteiro (k+ 1), existem (k+ 1) transi¢des possiveis, (x+e;,m+ 1), com
probabilidade d;, em que e; € o vetor linha com 1 na i-ésima posi¢do e zeros nas outras posi¢oes:
ei=(0,---,1,0,0).

Logo, tem-se que S(x,m) é o risco imediato, B(x,m) é o risco esperado e D(x,m) é o

risco ideal, que é dado pelo minimo entre o imediato e o esperado. O risco ideal serd igual ao
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esperado quando a decis@o for continuar a amostragem, caso contrario, quando a decisdo for parar
a amostragem ele serd igual ao imediato.

Uma vez que S(x,m) — 0 e B(x,m) — ¢ como m — oo, haverd um grande valor de m = N*,
de modo que todos os pontos (x,N*) sejam pontos de parada para Z;‘: 1Xi < N*. As equagdes de
programacdo dindmica (5.4) e (5.5) podem agora ser usadas sucessivamente para m < N*, para

encontrar o menor inteiro m que satisfaz (JONES, 1976):
B(x,m) > S(x,m), D(x,m+1)=S(x,m+1) para todo x, (5.6)

e este m serd o tamanho méaximo da amostra. Assim, caracterizando o procedimento de inspecao
sequencial conhecido como “one-step look ahead”, em que a inspecdo termina no menor inteiro m
que satisfaz as duas condi¢des em (5.6).

Portanto, para encontrar a expressdo do risco esperado B(x,m) que estabelece o critério de

parada, para prioris uniformes, tem-se que:

B(x,m) =c+ i[D(x+e,~,m+ 1d|+D(x,m+1) (1 - id;‘)
i=1 i=1

B(x,m):c+i§k‘i {D(x-l—ei,m—l—l)(mxii)] +D(x’m+1><1_i&>

B = et 3 [poctenmi 1 (L] 4 pgem 1y (HEHI - EE G+ D)
R ; m+k+1 7 m+k+1

Utilizando o fato de que quando S(x,m) < B(x,m) tem-se a decisdo de parar a andlise e
assim D(x,m+ 1) = S(x,m+ 1), jd que o interesse é encontrar B(x,m) para o qual tem-se a regra

de parada. Entdo, pode-se substituir D(x,m+ 1) por S(x,m+1) :

X k

xi+1 m+k+1-Y7 (xi+1)
B = j D\ ——— 1 =
(x,m) c+i§:1, [S(x+enm+ )(erchrlﬂjLS(x’MjL )< mtk+1

B k xi+1 m—l—k—l—l—Z?: (x;+1)
B(x,m) _C+i—Zl {S(x,m) ((m+1)+k—|—l)} + S(x,m) ( (m+1)—|—k1+1 >
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k xi+1 mtk+1-Yi (G+1)
B(xm)—c+Sxm{[;(m+l+k+l> +< (m—i—l)—i—kl—l—l )}
Z xi+k m—f—k—l—l—z xi—k
B(x,M)=c+S(x7m){<(m+1l)+k+1)+( (m+1)+kjr1 )}

Blrm) = e+ S(x.m) {(M+lé+m+k+1 %)}

(m+1)+k+1

(5.7)

B(x,m) = c+S(x,m) (L"“> |

m+k+2

Logo, a Equagao (5.7) € o risco esperado ao utilizar prioris uniformes.

Portanto, o critério de parada se resume em comparar os valores dos riscos imediatos e
esperados para cada observacdo. E quando S(x,m) < B(x,m), a amostragem para e estima-se 0s
pardmetros de interesse. Caso contrdrio, se S(x,m) > B(x,m) a amostragem continua, realizando
mais uma observacao até que possa tomar uma decisao.

A partir das demonstra¢des anteriores e dos caminhos dados por Jones (1976), conseguiu-se
estabelecer expressdes gerais, para qualquer outra priori a ser utilizada, cujas demonstragdes estao
apresentadas a seguir:

Utilizando a expressao geral para qualquer priori conjugada de Dirichlet, ndo restringindo
apenas a priori uniforme para encontrar o risco imediato, tem-se que a matriz de dispersdao da

distribuic@o posteriori possuira os elementos:

(xi+a){ [T (xi+a)] — (it a)}
(A (it a) P (i +ai)] + 1}

Var(p|X;) = (5.8)

—(xi +a;)(x; +aj) '
[T (i +an) P [T (i +ai)] + 1}

[ (xi+a){ [T (it ai)] — (xita)} —(xi +a;)(x; +a;)

Cov(p|X;,X;) =

(5.9)

[Zz l(xl+al)]2{[zl l(xl+al +1} [Zl 1(Xz+az)]2{[2, 1()6,—}—61, +1}
Logo, X= : :

—(xi+ai)(xj+aj) (xﬁ—cr){[Zl 1(x,+a,)]—(xi+a,~)}

_[Zif:](xi—i—a,)] {[Zl 1 (xi +ai)] +1} D:l 1(Xz+az)]2{[):, | (xi+a;)] —i—l}_
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Assim, tem-se que: S(x,m) = traco KX =

(ita){[Xh (i+a)] - (i+a)} —(xi+ai)(xj+ )

Kii oo Kl 2 O+ a) P (0 +an)] + 1 [ (o an) P (i ai)] + 1}
=trago | : : : ' : =
Kj - Ki —(xitai)(xj+a)) it a){[XE (it a)] - (it a) }

L[ (v a) 2L [ (i +an)] + 1} [Ci (v a)P{ [T (i +an)] + 1}
_ Kl +a){[E (it a)] = (ita)} Kij(xi+ai)(xj+aj)

T mta T a1 @t e a1

Kij(xi+ai)(xj +a;) Ly Kabitat [T (i tai)] — (it a)}
(T (o) {2 (i) + 1} (Ei (it a) P (@] + 1

_ Kii [(i+a){ [ (i +a)] — (it an) }] + - — Kij [+ an) (o +a) ]+ —
(5 (i an)P{ [T (i +an)] + 1}

—Kij [(xi+a) (xj+aj)] + -+ K [+ a) { [T (i + )] = (i +ai) }]
(T (i a) P [ (i a)] + 1}

Y Ki [(xi+a){ [T (i +ai)] — (it ai) }] = XF o Kij [(xi 4 ai) (xj +a))] _
(X (i +a)P{ [T (i +a)] +1}

_ Y Ki(xi4ai) (X (i +ai)) — Xy Kii(xi+ai) (x4 ai) = X 1oy Kij(xi+ai) (xj +a;)
[y (e a) P [T (v +a)] 41}

(5.10)
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Para o caso em que i = j, tem-se que ¥.¥ Kij(xi+ai)(xj+a;) = Zi'(:l Kii(xi +a;) (x;i + a;).

i,j=1
Logo, a Equacdo (5.10), se reduz a:

Zz  Kii (xi + aj) (Zz l(xl—l—a,)) _Zé{jzl Kij(xi+ai)(xj+aj)

Stw,m) = T (et a) P ()] £ 1

(5.11)

Portanto, tem-se que a expressdo (5.11) é a expressdao geral para o risco imediato para
qualquer priori conjugada de Dirichlet, e ndo apenas uniformes.

Para encontrar a expressdo do risco esperado B(x,m) que estabelece o critério de parada,
para qualuer priori Dirichlet, tem-se que:

B(x,m) =c+ i[D(x+e,~,m+ Hd]+D(x,m+1) (1 - id;“)
i=1 j

B(x,m) :C+g {D(x+ei,m+ 1) (ai+xi)} +D(x,m+1) (1 —zk“ “"”I’)

apg+m - ao+m

k . . - k L k )
B(x,m) =c+ Y, {D(x+e,-,m+ 1) (a’+x’)} +D(x,m+1) <a0+m Yio1 @i Zi_1xz>
i=1

apg+m apg+m

Utilizando o fato de que quando S(x,m) < B(x,m) tem-se a decisdo de parar a andlise e
assim D(x,m+ 1) = S(x,m+ 1), ja que o interesse € encontrar B(x,m) para o qual tem-se a regra

de parada. Entdo, pode-se substituir D(x,m+ 1) por S(x,m+1) :

+Z [S(x—i—ei,m—kl)(aleXI)} +S(x,m+1)<a0+m i ai— Zi=1xl>
i=1

apg+m apg+m

k a; + x; apg+m— Z 18 — Zflxi
B(x,m) = c+ Zl[ xm)(m>]+s( )< ap+(m+1)

B(x,m)=C+a0+ m+1 (,% }%+ao+m/z,/ ;/)

B(x,m) =c+ (ap+m).

ao—l—(m+1)
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Logo, a expressdo geral do risco esperado para qualquer priori conjugada Dirichlet, e ndo

somente uniforme, é dada por (5.12):

B(x,m) = c+S(x,m) (aoai%) . (5.12)

Como uma forma de melhor compreender o procedimento, foi realizado um exemplo, logo:
* 1° passo: Determinar priori e custo:
— Priori uniforme = a;=1,ap=1ea3z = 1.
— Custo = 0,00001 = 107,
* 2° passo: Realiza-se a primeira observacdo. (Vamos considerar lote 1, apenas sementes
danificadas) = x : por inseto, x; : variacdo de densidade e x3 : fisico.
— Tem-se uma semente com dano por variagdo de densidade = x; = 0,x = 1,x3 =0.

* 3° passo: Calcular a estimativa da propor¢ao (média da distribui¢ao a posteriori):

JF — (xi+1)
Yo (m+k+1)

. (0+1) 1
= = = — = 2 .
= di=ds (1+2+1) 4 0,25

1+1 2

=—"—=-=0,5.
2T (14241 47
* 4° passo: Calcular risco imediato:
1 k k Zk:
S(x,m) = Kiid;ﬁ — I(”dl*d* — I(l'jdfkdﬂ-< =
m+k+2 \ /5 i=1 l ij=1 H
10
=—=0,125.

80 ’

* 5° passo: Calcular risco esperado:
k+1
B(x,m) = c+ S(x,m) (%) =0,10001.
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* Agora sem a férmula, para compreender melhor a programacao dindmica:

B(x,m) =c+ i[D(x—{—e,-,m%— )d]+D(x,m+1) (1 - id;‘) .
i=1 i=1

— Para a primeira observagdo ocorreu: (0,1,0,1).
— Para a segunda observagdo poderd ocorrer: (1,1,0,2), (0,2,0,2), (0,1,1,2). Entdo:
B(x,m) = 0,00001 + [D(1,1,0,2)d} +D(0,2,0,2)d3] + D(0,1,1,2) [1 — (d} +d3)].

* Como o interesse € em B para o qual o procedimento para, entdo D=S:
B(x,m) =0,00001+[S(1,1,0,2)d] + 5(0,2,0,2)d5] +S(0,1,1,2)[1 — (d} +d3)].

e Portanto, calcula-se os S:

16 14 16
1.1.0.2) = = §(0.2.0.2) = — 1.1.2) = —.
S( b 707 ) 150’ S(07 707 ) 150 e S(07 b ) ) 150
* Logo,
16 14 16
B —0.00001 4+ —0.25+ —0.5+ —20.25 = 0. 10001.
(x,m) =0, T 1500 T 15007 T 250 ’

* 6° passo: Comparar risco imediato com esperado:
— Como, 0,125 > 0,10001 =
* Realiza-se uma nova observagao:
— Priori sera a estimativa anterior = a; = 0,25, a» =0,5e a3 =0,25.
— Semente com dano por variagdo novamente = x; = 0,x; =2,x3 =0.
— Calcula-se novamente a estimativa da proporcao, risco imediato e esperado, até que
o risco imediato seja menor que o esperado.

* Estimativa da propor¢ao:

g a; + x;
F =
apg+m

¢ Risco imediato:

S(x,m) = i Kl +ai) (Zi (i + i) — X7 oy Kiji + ai) (v +a;)
| T G+ (Bt )] +1}
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* Risco esperado:

apg-+m
B(x,m) = C—f—S(X,Wl) (m)

5.2 Estimacio Frequentista

5.2.1 Estimacao frequentista da proporcao de sementes com danos e sem danos utilizando a

distribuicao Binomial

Na abordagem frequentista, a estimag¢do da propor¢do de sementes com danos e sem danos é
feita utilizando-se a distribui¢ao binomial, j& que existem duas classes. Desse modo, primeiramente
estimou-se a proporcdo das sementes sem danos e das sementes danificadas de cada um dos 100

. : . . « X
lotes, utilizando o estimador de méxima verossimilhanga para o parametro p, dado por p = —,
n

como pode ser visto na Tabela 5.1:

Tabela 5.1 — Estimativas frequentistas das proporcdes de sementes sem danos e danificadas considerando a
distribui¢cdo binomial

Lote Sementes sem danos (%) Sementes danificadas (%)
1 86,50 13,50
2 87,50 12,50
3 78,50 21,50
4 86,00 14,00
98 86,00 14,00
99 77,00 23,00
100 82,50 17,50
Média (%) 83,82 16,18
Desvio padrao (%) 5,18 5,18

Fonte: As autoras (2021)

Cada lote possui 200 sementes, e de acordo com a Tabela 5.1, pode-se afirmar que a média
de sementes sem danos nos lotes avaliados foi de 83,82%, e de sementes danificadas foi de 16, 18%,
com desvio-padrio de 5,18%. Este € o modo pelo qual € realizado a estimac¢do das proporcoes de
interesse ao realizar um teste de raios X, utilizando um total de 200 sementes para o resultado de

cada lote.
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5.2.2 Estimacao frequentista da proporcao de sementes sob trés classes utilizando a distri-

buicao Multinomial

No teste de raios X realizado verificou-se que as sementes de milho apresentaram trés tipos
de danos, sendo eles por inseto, variacao de densidade e danos fisicos. Como hd mais de duas clas-
sificacOes para os danos, a estimacao da proporcao de sementes de cada categoria € feita utilizando
a distribuicao multinomial. Sendo assim, para cada um dos 100 lotes, inicialmente, estimou-se a
proporcdo de sementes que pertencem a cada uma das classes: com danos por inseto, com varia-
cdo de densidade e com danos fisicos, utilizando o estimador de mdxima verossimilhanca para p,
dado por: p; = %, sendo o total de danos considerado 100%. Deve-se ressaltar que nestes casos,
os tamanhos amostrais diferem entre os lotes, pois eles sdo apenas contabilizados nas sementes

danificadas. Os resultados estdo apresentados na Tabela 5.2:

Tabela 5.2 — Estimativas frequentistas das propor¢des de acordo com as trés classificacdes: p; : danos por
inseto, p, : variacdes de densidade, p5 : danos fisicos

Lote m P Py ps:
Danos por inseto (%) Variacoes de densidade (%) Danos fisicos (%)

1 27 33,33 66,67 0,00

2 25 16,00 80,00 4,00

3 43 6,98 88,37 4,65

4 28 7,14 92,86 0,00
98 28 35,71 39,29 25,00
99 46 19,57 65,22 15,22
100 35 8,57 68,57 22,86
Média (%) 32,36 17,76 69,61 12,63
Desvio padrao (%) 10,36 11,42 20,46 13,23

Fonte: As autoras (2021)

Resultou-se em um total de 3236 sementes danificadas nos 100 lotes, dessas, como pode ser
observado pela Tabela 5.2, em média de 17,76% apresentaram dano por inseto, com desvio padrao
de 11,42%, enquanto que 69,61% tiveram variacdes de densidade, com desvio padrdo de 20,46%
e 12,63% foram danificadas fisicamente, com desvio padrao de 13,23.

Posteriormente realizou-se a estimacao frequentista da propor¢do considerando outras trés

classes: as sementes sem danos, as sementes que possuem variagdes de densidade e as que possuem
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outros tipos de danos (somando os danos por inseto e fisicos). Cada um dos 100 lotes possui 200

sementes. Os resultados estdo apresentados na Tabela 5.3:

Tabela 5.3 — Estimativas frequentistas das propor¢des de acordo com as trés classificacdes: p, : sementes
sem danos, p, : variagdes de densidade, p5 : outros tipos de danos

Lote Pi: 2% Ps:
Sem danos (%) Variacoes de densidade (%) Outros tipos de danos (%)

1 86,50 9,00 4,50

2 87,50 10,00 2,50

3 78,50 19,00 2,50

4 86,00 13,00 1,00

98 86,00 5,50 8,50

99 77,00 15,00 8,00

100 82,50 12,00 5,50

Média (%) 83,82 11,38 4,80

Desvio padrao (%) 5,18 5,07 3,49

Fonte: As autoras (2021)

Desse modo, pode-se observar na Tabela 5.3, que a média de sementes sem danos de
83,82% € a que sobressai, com desvio padrdo de 5,18%, enquanto que as que possuem varia-
coes de densidade possuem média de 11,38%, com desvio padrdo de 5,07%, e as que possuem
outros tipos de danos tém média de 4,80%, com desvio padrao de 3,49%.

Os resultados obtidos estdo de acordo com os dados encontrados na literatura, como pode
ser visto em Bragachini et al. (1992), Borba et al. (1996), Sparks et al. (1966) e Javorski e Cicero
(2017).

Segundo Bragachini et al. (1992), danos fisicos acima de 20% sa@o considerados excessivos,
e pode-se observar pela Tabela 5.2 que em média, os lotes apresentaram 12,63% danos fisicos ao
considerar apenas os danos, e 4,80% ao estarem na classe de outros tipos de danos, evidenciando
conformidade com a literatura, ja que ndo possui excesso desse tipo de dano.

No trabalho realizado por Borba et al. (1996), concluiram que a germinagdo das sementes
de milho ndo foi afetada logo apds a debulha mecénica, mas apds seis meses de armazenamento,
tanto a germinacdo quanto o vigor foram significativamente reduzidos, quando ocorreram danos
fisicos na faixa de 5,6 a 23,9%. Por outro lado, a germinag@o das sementes de milho de outra

cultivar, ndo foi afetada quando ocorreram danos fisicos, na faixa de 0,5 a 10,3%, mas o vigor foi
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significativamente reduzido. Desse modo, pode-se inferir que das sementes analisadas o vigor pode
ser reduzido devido as taxas de danos encontradas.

O impacto dos danos por inseto nos lotes analisados ndo foi alto, pois para a situacdo a,
a propor¢ao média foi de 17,76% e 4,80% para a situagdo b. Na literatura, Sparks et al. (1966)
observaram que a praga P. rileyi produziu danos em cerca de 2% dos graos de milho, em cinco
estados dos EUA em 1962, ndo sendo também um ndmero consideravel.

Os danos que geraram maior impacto nos 100 lotes analisados, foram os que proporcio-
naram variacdes de densidade nas sementes, apresentando em média 69,61% para a situagdo a, e
11,38% para a situacao b, assim como em Javorski e Cicero (2017). Esses danos podem ocorrer por
ma formacao, por deterioracio de tecidos através de microorganismos, entre outros. Em Javorski e
Cicero (2017), o dano por deterioragcao de tecidos foi o maior responsédvel pela perda de germina-
cdo das sementes. Portanto, pode-se concluir que, dentre as sementes danificadas, grande parte das
sementes analisadas possuirdo a germinacdo afetada, ja que os danos de variacdes de densidades

foi o0 que apareceu com maior recorréncia.

5.3 Estimacao Bayesiana

5.3.1 Estimacao bayesiana da proporcao de sementes com danos e sem danos utilizando a

distribuicao Binomial

Para estimar a proporcao de sementes sob duas categorias: sem danos e com danos, dos 100
lotes, através da abordagem bayesiana, utilizou-se uma priori conjugada Beta (a,b), onde tem-se
que apds observar a amostra a distribuicdo a posteriori é uma Beta com parimetros (a +x,b+n—
x), onde x € o total de sementes sem danos e n o tamanho amostal. Tem-se uma conjugada Beta
J4 que compreende-se em uma binomial, considerando a probabilidade de sucesso a semente nao
apresentar danos.

Inicialmente utilizou-se uma priori uniforme, com a = 1 e b = 1, onde os valores dos para-
metros, chamados de hiperparametros, sdo igualmente provéveis. Na Tabela 5.4 estdo apresentados

os hiperpardmetros da distribui¢io a priori e a respectiva média e variancia.
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Tabela 5.4 — Hiperparametros e valores da média, variancia da distribui¢do a priori uniforme

Hiperparametros Meédia (%) Variancia (%)
a=1 b=1 50,00 8,33
Fonte: As autoras (2021)

Na Tabela 5.5 sdo apresentados os resultados das estimativas das propor¢des de sementes
sem danos e com danos, que sdo dadas pela média da distribuicdo a posteriori, e suas respectivas

variancias para cada lote.

Tabela 5.5 — Estimativas bayesianas das propor¢des de sementes sem danos e danificadas considerando a
distribuicdo binomial e priori uniforme

Sementes sem danos Sementes danificadas
Lote

Meédia (%) Média(%) Variancia

1 86,14 13,86 0,0588

2 87,13 12,87 0,0552

3 78,22 21,78 0,0839

4 85,64 14,36 0,0606

98 85,64 14,36 0,0606

99 76,73 23,27 0,0879

100 82,18 17,82 0,0721
Média (%) 83,49 16,51
Desvio Padrao (%) 5,13 5,13

Fonte: As autoras (2021)

E possivel observar que as estimativas estdo muito préximas das obtidas pela abordagem
frequentista, observando a Tabela 5.1. A partir dos hiperparametros da priori e da posteriori, foi

plotado o grafico das duas densidades na Figura 5.1 para melhor compreensao.
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Figura 5.1 — Densidades das distribui¢des a priori e a posteriori beta das sementes sem danos
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Fonte: As autoras (2021)

A partir do gréfico apresentado na Figura 5.1, pode-se observar que as curvas evidenciam
maior dispersdo da priori, isso pode ser devido a priori ser uma priori ndo informativa, mas que
ndo influenciou na posteriori, obtendo estimativas precisas.

Posteriormente, utilizou-se uma priori mais informativa, que foi construida com base nos
resultados apresentados por Javorski e Cicero (2017), ao avaliarem a morfologia interna das se-
mentes de sorgo, por meio de raios X e identificarem danos. No trabalho, eles registraram média
de 90% de sementes sem danos e 10% de sementes danificadas, com um variancia de 0,2283%.

A partir dos valores de média e variancia de sementes sem danos da referéncia citada,

encontrou-se os hiperparametros da distribui¢do a priori beta, de acordo com as expressdes (3.36)
e (3.37), que estao apresentados na Tabela 5.6:

Tabela 5.6 — Hiperparametros e valores da média, variancia da distribui¢do a priori beta da literatura

Hiperparametros Média (%) Variancia (%)
a=34,5745 b=3,8416 90,00 0,22833

Fonte: As autoras (2021)
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Na Tabela 5.7 sdo apresentados os resultados das estimativas das propor¢des de sementes
sem danos e com danos, que sdo dadas pela média da distribuicdo a posteriori, e suas respectivas

variancias para cada lote, utilizando a priori construida com base no artigo.

Tabela 5.7 — Estimativas bayesianas das propor¢des de sementes sem danos e danificadas considerando a
distribuicdo binomial e priori da literatura

Sementes sem danos Sementes danificadas

Lote

Meédia (%) Média(%) Variancia

1 87,06 12,94 0,0470

2 87,90 12,10 0,0444

3 80,35 19,65 0,0659

4 86,64 13,36 0,0483

98 86,64 13,36 0,0483

99 79,09 20,91 0,0691

100 83,71 16,29 0,0570
Média (%) 84,82 15,18
Desvio Padrao (%) 4,35 4,35

Fonte: As autoras (2021)

E possivel observar que as estimativas ainda estdo préximas das obtidas pela abordagem
frequentista, observando a Tabela 5.1. Entretanto, mais distantes das obtidas utilizando priori
uniforme, ja que sdo mais altas. Isso se deve ao fato de que a priori da literatura teve média
de 90,00%, influenciando consideravelmente na posteriori a ter resultados maiores em relagdo a
priori uniforme, que a média foi de 50%.

A partir dos hiperparametros da priori e da posteriori, foram plotados os graficos das duas

densidades na Figura 5.2:
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Figura 5.2 — Densidades das distribui¢des a priori e a posteriori beta das sementes sem danos
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Fonte: As autoras (2021)

Tem-se que as densidades da priori e da posteriori sao muito préoximas. Portanto, pode-
se concluir que o uso de prioris diferentes, uma uniforme, onde os valores dos pardmetros sio
igualmente provaveis, e outra mais informativa, extraida da literatura, se obtém resultados muito
préximos na posteriori, indicando uma consisténcia nas andlises.

Percebe-se que os valores estimados com a priori uniforme sdo sempre inferiores, mas mais
proximos dos valores obtidos pela abordagem frequentista apresentados na Tabela 5.1, entretanto,

a variancia foi sempre maior do que da Tabela 5.7 das estimativas da priori da literatura.

5.3.2 Estimacao bayesiana da proporc¢ao de sementes sob trés classes utilizando a distribui-

¢ao Multinomial

Para a estimagdo bayesiana da propor¢ao de sementes com os trés tipos de danos, por in-
seto, com variacdo de densidade e fisicos, compreendendo a distribui¢do multinomial, utilizou-se
a priori conjugada de Dirichlet (a;,ay,a3). ApGs observar a amostra sabe-se que a distribui¢do a
posteriori é uma Dirichlet (a; +x1,as + x2,a3 +x3), onde x; é a frequéncia de cada classe, sendo

i =1,2,3 o nimero de classes, que nesse caso sdo 3, ja que sdo 3 tipos de danos.
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Inicialmente, considerou-se uma priori uniforme para a estimacao das proporcdes, ja que
esta € uma caso particular da Dirichlet, logo, tem-se que os parametros da priori, denotados por
hiperparametros, sdo: a; = 1,a; = 1,a3 = 1, sendo todos os possiveis valores do parametro igual-
mente provaveis. Portanto, na Tabela 5.8 tem-se os valores dos hiperparametros de cada classe com

suas respectivas médias, variancias e covariancias a priori, calculadas a partir das expressdes dadas

em (3.39):

Tabela 5.8 — Hiperparametros e valores da média, variancia e covariancia a priori com trés classes de danos

Tipos de danos a; Meédia (%) Variancia (%) Covariancia (%)
Por inseto 1 33,33 5,56 -2,78
Variaciao de densidade 1 33,33 5,56 -2.78
Fisicos 1 33,33 5,56 -2,78

Fonte: As autoras (2021)

Nos 100 lotes analisados utilizou-se a frequéncia dos danos por inseto, variagdes de densi-
dade e fisicos para atualizar a informacao a priori e obter cada uma das distribui¢cdes a posteriori
dos lotes, conforme apresentado em (3.40). Desse modo, os resultados da estimagdo bayesiana
para a propor¢do dos trés tipos de danos para cada lote, que sdo dadas pela média da distribuicao a

posteriori, considerando a priori uniforme, podem ser observados na Tabela (5.9):

Tabela 5.9 — Estimativas bayesianas das propor¢des de acordo com as trés classificacdes: p; : danos por
inseto, p, : variacdes de densidade, p5 : danos fisicos, utilizando priori uniforme

Tipo de dano P, Por inseto P,: Variacoes de densidade P5: Fisicos
Lote Média (%) Variancia (%) Meédia (%) Variancia (%) Média (%) Variancia (%)

1 33,33 0,72 63,33 0,75 3,33 0,10

2 17,86 0,51 75,00 0,65 7,14 0,23

3 8,70 0,17 84,78 0,27 6,52 0,13

4 9,68 0,27 87,10 0,35 3,22 0,10

98 35,48 0,72 38,71 0,74 25,81 0,60

99 20,41 0,32 63,26 0,46 16,33 0,27

100 10,53 0,24 65,79 0,58 23,68 0,46
Média (%) 19,14 66,32 14,54
Desvio padrao (%) 10,35 18,67 11,97

Fonte: As autoras (2021)
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Pode-se observar que as estimativas ficaram bem préximas das frequentistas, como pode ser
visto na Tabela 5.2, mas para se ter melhor compreensdao do impacto do parametro da priori e da

posteriori € apresentado o simplex de dimensao 3, que pode ser observado na Figura 5.3:

Figura 5.3 — Simplex da priori (a esquerda) e simplex da posteriori (a direita)

Fis.

Ins. Dens.

Fonte: As autoras (2021)

O parametro da distribuicdo uniforme € (a; = 1, ap = 1, a3 = 1), e o parametro da posteriori
€ (a] =563, a5 = 2277, a5 = 399), pois foi construida considerando os danos totais de cada classe,
assim, nos 100 lotes analisados a frequéncia dos danos por inseto foi de 562 sementes, a de variacao
de densidade de 2276 sementes e de dano fisico de 398.

Assim, pode-se observar que para a priori uniforme (simplex a esquerda) todos os pontos
no simplex sdo igualmente provaveis, pois estdo espalhados por todo o simplex. J4 no simplex
a direita, que representa o da posteriori, é possivel perceber claramente que para os 100 lotes
avaliados, em média, tem-se maior ocorréncia de variacdes de densidade. Portanto, ndo houve
influéncia na posteriori quando a priori é uniforme, pois € uma priori ndo informativa, e neste

caso, a posteriori € a propria funcao de verossimilhanca.
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Para estimar a propor¢do de sementes utilizando a abordagem bayesiana considerando as
outras trés classes, assim como também foi realizado na abordagem frequentista: sementes sem
danos, sementes com variagdes de densidade e sementes com outros tipos de danos, inicialmente
utilizou-se uma priori uniforme como no caso anterior, onde os hiperparametros sdo: a; = 1,a; =
1,(13 =1.

Portanto, os valores dos hiperparametros e suas respectivas médias, varidncias e covarian-
cias a priori, que foram calculadas a partir das expressoes dadas em (3.39), serdo iguais aos que
estdo apresentados na Tabela 5.8.

Ao registrar a frequéncia de cada tipo de dano em cada um dos 100 lotes, atualizou-se a
informacao a priori e foram obtidas as distribuicdes a posteriori de cada lote. Logo, as estima-
tivas através da abordagem bayesiana das propor¢des de cada lote, que sdo dadas pela média da

distribui¢do a posteriori, sdo apresentadas na Tabela 5.10 a seguir:

Tabela 5.10 — Estimativas bayesianas das propor¢des de acordo com as trés classificagdes: p; : sementes
sem danos, p, : variagdes de densidade, p; : outros tipos de danos, utilizando priori uniforme

Classes Di: Sem danos D,: Variacoes de densidade  p;: Outros tipos de danos
Lote Meédia (%) Variancia (%) Média (%) Variancia (%) Meédia (%) Variancia (%)

1 85,71 0,06 9,36 0,04 4,93 2,29

2 86,70 0,06 10,34 0,05 2,96 1,41

3 77,83 0,08 19,21 0,08 2,96 1,41

4 85,22 0,06 13,30 0,06 1,48 7,14

98 85,22 0,06 5,91 0,03 8,87 3,96

99 76,35 0,09 15,27 0,06 8,37 3,76

100 81,77 0,07 12,32 0,05 591 2,73
Média (%) 83,07 11,70 5,22
Desvio padrao (%) 5,10 4,99 3,44

Fonte: As autoras (2021)

Pode-se observar que as estimativas ficaram bem proximas das frequentistas da Tabela 5.3.
Além disso, para essa organizacdo dos dados as estimativas ficaram melhores, pois considerando
apenas os tipos de danos tem-se menos dados e portanto aconteceu uma superestimagao, mas ainda

sim ndo ficando ruim ao comparar com as estimativas frequentistas.
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Para se ter melhor compreensao do impacto do parametro da priori e da posteriori é apre-

sentado o simplex de dimensdo 3, que pode ser observado na Figura 5.4:

Figura 5.4 — Simplex da priori (a esquerda) e simplex da posteriori (a direita)

Outros Outros

Sem Dens Sem Dens

Fonte: As autoras (2021)

O parametro da distribuicao uniforme € (a; = 1, a» = 1, a3 = 1), e o parametro da poste-
riori é (a] = 16765, a5 = 2277, a3 = 961), pois foi construida considerando a frequéncia total de
sementes sem danos, de sementes com variagdes de densidade e com outros tipos de danos, assim,
nos 100 lotes analisados a frequéncia foi respectivamente: 16764, 2276 e 960.

Portanto, pode-se observar que para a priori uniforme (simplex a esquerda) todos os pontos
no simplex sdo igualmente provaveis, pois estdo espalhados por todo o simplex. J4 no simplex
a direita, que representa o da posteriori, é possivel perceber claramente que para os 100 lotes
avaliados, em média, tem-se maior ocorréncia de sementes sem danos, concluindo novamente que
a priori uniforme nao influenciou na posteriori.

Em seguida, realizou-se toda a estimacdo novamente para as duas organizacdes de dados
considerando uma distribui¢cdo multinomial, mas para uma priori mais informativa, extraida da

literatura.
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A priori foi construida com base no artigo de Javorski e Cicero (2017), onde foi identificado
através do teste de raios X, danos por deterioracao de tecidos, danos mecanicos, danos por ma
formacdo e danos por insetos, nas sementes de sorgo, que € uma outra espécie, mas ainda € uma
graminea semelhante ao milho. Assim, através desse artigo, obteve-se como média 0,55% de
sementes com danos por insetos, 8,45% com variacoes de densidade e 1,00% com danos fisicos,

Logo, para encontrar os valores dos parametros da distribui¢do a priori de Dirichlet que
resultardo nas médias anteriores, primeiramente realizou-se uma propor¢do em 100%, do seguinte

modo:

10% 100% 10% 100% 10% 100%
0,55% x 8,45% X 1,00% x

O que resultou nas respectivas médias: 5,5%, 84,5% e 10,0%. Desta forma, os parametros
foram encontrados utilizando a expressdao da média em (3.39). Na Tabela 5.11 esté apresentado os
valores dos parametros (hiperparametros) encontrados para a priori de Dirichlet, com suas respec-

tivas médias, variancias e covariancias a priori:

Tabela 5.11 — Hiperparametros e valores da média, variancia e covariancia a priori com trés classes de danos

Tipos de danos a; Média (%) Variancia (%) Covariancia (%)
Por inseto 0,0275 5,5 3,47 -3,10
Variacao de densidade 0,4225 84,5 8,73 -0,37
Fisicos 0,05 10,0 6,00 -5,63

Fonte: As autoras (2021)

Os resultados da estimagdo bayesiana para a proporcdo dos trés tipos de danos para cada
lote, que sdo dadas pela média da distribui¢c@o a posteriori, considerando a priori construida através

do artigo, podem ser observados na Tabela (5.12)
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Tabela 5.12 — Estimativas bayesianas das propor¢des de acordo com as trés classificagdes: p; : danos por
inseto, p, : varia¢des de densidade, p; : danos fisicos, utilizando priori da literatura

Tipo de dano P,: Por inseto D,: Variacgoes de densidade D5: Fisicos
Lote Meédia (%) Variancia (%) Média (%) Variancia (%) Meédia (%) Variancia (%)

1 32,83 0,77 66,99 0,78 0,18 0,01

2 15,79 0,50 80,09 0,60 4,12 0,15

3 6,96 0,15 88,33 0,23 4,71 0,10

4 7,11 0,22 92,71 0,23 0,18 0,01

98 35,18 0,77 40,08 0,81 24,74 0,63

929 19,41 0,33 65,42 0,48 15,16 0,27

100 8,53 0,21 68,80 0,59 22,68 0,48
Média (%) 17,54 69,88 12,58
Desvio padrao (%) 11,19 20,09 12,99

Fonte: As autoras (2021)

Pode-se observar que as estimativas ficaram bem proximas das estimativas frequentistas da
Tabela 5.2, ainda mais proximas de quando utilizou-se uma priori uniforme, como pode ser visto
em 5.9, assim, concluindo que ao utilizar uma priori informativa acarretou em estimativas mais
precisas, diferentemente do que aconteceu no caso binomial. Para se ter melhor compreensao do
impacto do parametro da priori e da posteriori € apresentado o simplex de dimensao 3, na Figura

5.5:

Figura 5.5 — Simplex da priori (a esquerda) e simplex da posteriori (a direita)

Ins. Dens

Fonte: As autoras (2021)
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O parametro da distribuicdo a priori foi (a; = 0,0275, a; = 0,4225, a3 = 0,05), e o pa-
rametro da posteriori foi (a} = 562,0275; a5 = 2276,4225 e a; = 398,05), pois foi construida
considerando a frequéncia total de sementes sem danos, de sementes com variagdes de densidade
e com outros tipos de danos.

No simplex a esquerda os pontos estdo mais préximos da categoria variagdes de densidade.
No simplex a direita, que representa o da posteriori, € possivel perceber claramente que para os
100 lotes avaliados, em média, tem-se maior ocorréncia de sementes com variagdes de densidade
também.

Agora, considerando outras trés classes: sementes sem danos, com variacdes de densidade
e com outros tipos de danos, construiu-se uma priori ainda com base no artigo de Javorski e Cicero
(2017), onde obteve-se como média 90,00% de sementes sem danos, 8,45% com variacdes de
densidade e 1,55% com outros tipos de danos. Como ao somar resulta em 100% nao foi necessario
fazer a propor¢do das médias.

Do mesmo modo, os parametros foram encontrados utilizando a expressdo da média em
(3.39). Na Tabela 5.13 est@o apresentados os valores dos parametros (hiperparametros) encontrados

para a priori de Dirichlet, com suas respectivas médias, variancias e covariancias a priori:

Tabela 5.13 — Hiperparametros e valores da média, variancia e covariancia a priori com trés classes de danos

Tipos de danos a; Média (%) Variancia (%) Covariancia (%)
Por inseto 0,45 90,0 6,00 -5,07
Variacao de densidade 0,04225 8,45 5,16 -0,93
Fisicos 0,00775 1,55 1,02 -0,09

Fonte: As autoras (2021)

Os resultados da estimagdo bayesiana para a propor¢do das trés categorias, que sdo dadas
pela média da distribui¢do a posteriori, considerando a priori construida através do artigo, podem

ser observados na Tabela (5.14)
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Tabela 5.14 — Estimativas bayesianas das propor¢des de acordo com as trés classificacdes: p; : sementes sem
danos, p, : variacdes de densidade, p5 : outros tipos de danos, utilizando priori da literatura

Classes P,: Sem danos D,: Variacoes de densidade  p;: Outros tipos de danos
Lote Meédia (%) Variancia (%) Média (%) Variancia (%) Meédia (%) Variancia (%)

1 86,51 0,06 9,00 0,04 4,49 0,02

2 87,51 0,05 10,00 0,04 2,50 0,01

3 78,53 0,08 18,97 0,08 2,50 0,01

4 86,01 0,06 12,99 0,06 1,00 0,05

98 86,01 0,06 5,51 0,03 8,48 0,04

929 77,03 0,09 14,98 0,06 7,98 0,04

100 82,52 0,07 11,99 0,05 5,49 0,03
Média (%) 83,84 11,37 4,79
Desvio padrao (%) 5,17 5,05 3,48

Fonte: As autoras (2021)

Pode-se observar que as estimativas ficaram bem proximas das estimativas frequentistas da
Tabela 5.3, ainda mais proximas de quando utilizou-se uma priori uniforme, como pode ser visto
na Tabela 5.10, assim, concluindo novamente que a priori informativa acarretou em estimativas
mais precisas. Para se ter melhor compreensdo do impacto do parametro da priori e da posteriori é

apresentado o simplex de dimensdo 3, na Figura 5.5:
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Figura 5.6 — Simplex da priori (a esquerda) e simplex da posteriori (a direita)

Qutros Qutros

Sem Dens Sem Dens

Fonte: As autoras (2021)

O parametro da distribui¢do a priori foi (a; = 0,45, a; = 0,04225, a3 = 0,00775), e o
parametro da posteriori foi (a] = 16764,45; a5 = 2276,04225 e a; = 960,00775). No simplex a
esquerda os pontos estdo mais proximos da categoria sementes sem danos. No simplex a direita,
que representa o da posteriori, € possivel perceber claramente que para os 100 lotes avaliados, em
média, tem-se maior ocorréncia de sementes sem danos.

Portanto, todos os resultados obtidos com a estimagdo bayesiana estdo em conformidade

com a abordagem frequentista e portanto, também com os dados encontrados na literatura.

5.4 Estimacao Sequencial Bayesiana

5.4.1 Estimacao sequencial bayesiana da proporcao de sementes com danos e sem danos

utilizando a distribuicao Binomial

A estimagdo sequencial bayesiana para a distribui¢do binomial da propor¢do de sementes

sem danos e danificadas dos 100 lotes, foi realizada através de um aplicativo em Delphi desenvol-
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vido por Resende et al. (2012). O aplicativo emite um relatério com os resultados e os parametros
utilizados para o processo de estimacao.

Portanto, para realizar a estimacdo sequencial bayesiana utilizou-se duas prioris, uma em
que a média foi de 50% e variancia 10%, a outra com média de 90% e variancia de 5%, definidas
antes da andlise no programa em Delphi. Além disso, apds testar os trés valores para o custo:
1074, 1073 ¢ 107°, foi adotado o valor de 1073, pois foi o mais adequado. Para 10% o custo foi
muito baixo e a anlise nio se interrompeu, e para 10~ o custo foi muito alto, fazendo com que o
procedimento parasse apés a andlise de algumas poucas sementes.

Na Tabela 5.15 tem-se os valores de médias e variancias das prioris, assim como seus

respectivos hiperparametros da distribui¢cdo beta a priori.

Tabela 5.15 — Valores dos hiperpardmetros, médias e variancias das prioris

H;perpa"a“l;et“’s Média (%) Variancia (%)
075 075 50.00 10.00
072 008 90.00 5.00

Fonte: As autoras (2021)

Os hiperparametros utilizados ndo refletem exatamente uma priori uniforme e a que foi
obtida através do artigo como na estimagao bayesiana, pois o programa em Delphi nao admite que
entre com valores especificos de pardmetros. E possivel definir a média da priori, mas a variancia
e o custo sdo definidos apenas como pequenos, médios ou grandes. Assim, para a média 50%,
a variancia escolhida foi “média”, e para a média de 90% a variancia escolhida foi “pequena”, e
ambos 0s custos como “pequenos”. O aplicativo entdo para variancia pequena adota o valor de 5%
e para média, o valor de 10%. Para o custo pequeno o valor é de 1077.

Os resultados dos relatérios da estimacdo sequencial bayesiana para a priori cuja média
€ 50% estao na Tabela 5.16, e da outra priori com média 90% estdo na Tabela 5.17, com seus

respectivos tamanhos amostrais.
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Tabela 5.16 — Estimativas sequenciais bayesianas das propor¢des de sementes sem danos e danificadas con-
siderando a distribui¢do binomial

Sementes sem danos Sementes danificadas

Lote

Nyeq Média (%) Média (%)
1 19 91,46 8,54
2 23 84,69 15,31
3 19 91,46 8,54
4 21 87,78 12,22
98 21 87,78 12,22
99 26 75,45 24,55
100 24 81,37 18,63
Média (%) 80,82 19,18
Desvio Padrao (%) 7,84 7,84

Fonte: As autoras (2021)

Tabela 5.17 — Estimativas sequenciais bayesianas considerando sementes sem danos e danificadas

Sementes sem danos Sementes danificadas

Lote e, Média (%) Média (%)
I 19 9131 8.69
2 23 84,37 15,63
3 19 91,31 8,69
4 21 87.52 12,48
08 21 87.52 12,48
99 26 74,93 25,07
100 24 80.97 19,03
Média (%) 80.47 19,53
Desvio Padrao (%) 7,93 7,93

Fonte: As autoras (2021)

Portanto, pode-se observar que as estimativas também ndo ficaram distantes das obtidas
pela abordagem frequentista. No entanto, alguns lotes, como o lote 1 e lote 3, houve uma su-
perestimacdo, isso aconteceu devido ao fato de haver uma classe discrepante em relacdo a outra.
Entado, quando avaliou-se as sementes observou-se muitas sementes sem danos em sequéncia, as-
sim acumulando os resultados para essa classe, fazendo com que interrompa a amostragem mais

rapidamente e realize uma estima¢do nao muito precisa.
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Logo, para propor¢cdes mais extremas obtiveram estimativas mais distantes, mas para os

lotes em que as propor¢des sdo intermedidrias, mais distribuidas entre as classes, as estimativas

sequencias bayesianas foram melhores, obtendo sucesso em todos os casos avaliados, para as duas

prioris utilizadas. Além disso, resultou em um tamanho amostral menor em todos os lotes analisa-

dos, os quais foram iguais para as duas prioris.

Na Figura 5.7 tem-se um exemplo do relatorio final para o lote 98 emitido pelo aplicativo

em Delphi.

Figura 5.7 — Relatério do programa em Delphi com os resultados

Titulo:
Data:
Objeto de Estudo:

Estimacdo Sequencial Bayesiana

Lote 98
30/11/2021 14:52:58
Milho

Proporgao:
Variagéo:

Custo :

Alfa :

Beta :

Alfa Linha :

Beta Linha :

Média a Posteriori:
Objetos Observados:
Soma das Presencgas:
Risco Imediato (RO):

Risco Esperado (R1):

Local:
Proporgao Estimada: 12,22 %
Tamanho Final da Amostra: 21

50,00 %
10,00 %
0,0000100000
0,7500000000
0,7500000000
2,7500000000
19,7500000000
0,1222222222
21

2
0,0047752745

0,0047920713

Fonte: As autoras (2021)

Portanto, conclui-se que as estimativas estdo um pouco mais distantes das obtidas pela abor-

dagem frequentista e pela abordagem bayesiana, principalmente para propor¢des mais extremas,

mas ainda assim ndo tdo ruins, pois acarretou-se em um tamanho de amostra menor.

Além disso, o caso apresentado aqui, em que as estimativas ficaram mais distantes, pode ser

devido a priori ndo refletir os lotes analisados, ou seja, ndo ser condizente com os lotes, havendo as-
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sim forte influéncia da distribui¢do a priori que nao era compativel com os resultados frequentistas.

Mas que para propor¢des intermedidrias ainda sim teve um bom desempenho.

5.4.2 Estimacao sequencial bayesiana da proporcao de sementes sob trés classes utilizando

a distribuicao Multinomial

Para a estimacdo sequencial bayesiana, foi visto na Figura 3.6, que deve-se calcular o risco
imediato e o risco esperado e compara-los até que o risco imediato seja menor ou igual ao esperado,
interrompendo assim a amostragem e realizando a estimacao. No entanto, para calcular os riscos,
antes € necessdrio encontrar as estimativas a posteriori, ou seja, a média da distribuicdo a posteriori,
e incluir também um custo por observac¢ao no procedimento.

Testou-se os valores 10™%, 107> e 1079 para o custo por observacio, entretanto o que apre-
sentou o melhor desempenho foi o 107>, pois para o 10~ o custo foi muito alto e a amostragem
interrompeu rapidamente para a maioria dos lotes analisados, apenas com algumas sementes ava-
liadas, fazendo com que o valor obtido para a estimativa da propor¢ao nao fizesse sentido com o
verdadeiro valor do pardmetro. J4 para o custo de 10~° foi um custo muito baixo, e para a maioria
dos lotes ndo houve a interrup¢do da amostragem, requerendo um nimero de sementes maior do
que o disponivel, e portanto obteve-se as mesmas estimativas das obtidas pela abordagem frequen-
tista.

A selecio do custo de 107 estd de acordo também com Bach (2015), ja que este possui
uma ordem de magnitude semelhante & ordem de magnitude de (p — d)TK (p — d) da fungdo de
perda, pois assim assegura que a funcdo de risco ndo seja dominada exclusivamente pelo custo.
Como a perda é o quadrado de uma diferenca entre os valores de propor¢do real e estimada, que
estdo compreendidos no intervalo [0,1], os resultados sdo sempre préximos de zero, e portanto, o
custo deve ser proximo de zero também.

Desse modo, adotou-se como custo por observacio o valor de 107>, e realizou-se todos
os célculos necessdrios para cada um dos 100 lotes através de uma tabela dindmica construida
no Microsoft Excel ®. Utilizou-se uma priori uniforme para o inicio do processo de estimacao

sequencial bayesiana, onde todos os possiveis valores do pardmetro sdo igualmente provaveis, logo



104

os riscos foram calculados com base nas expressdes dadas em (4.6) e (4.7), de acordo com Jones
(1976). A partir da segunda semente avaliada, utilizou-se as estimativas anteriores como priori para
atualizar as informacdes. Desta forma, tem-se prioris que seguem uma distribui¢ao de Dirichlet, e
os riscos foram calculados a partir das expressoes (4.8) e (4.9) desenvolvidas.

Inicialmente, realizou-se a estimac¢ao considerando apenas as sementes danificadas, e por-
tanto tem-se as seguintes classes: sementes com danos por inseto, com variagdes de densidade e

com danos fisicos, utilizando priori uniforme, cujos resultados se encontram na Tabela 5.18.

Tabela 5.18 — Estimativas sequenciais bayesianas das propor¢des de acordo com as trés classificagdes: p; :
danos por inseto, p, : variacdes de densidade, p; : danos fisicos, utilizando priori uniforme

Tipos de danos
Lotes my, p;:Porinseto p,: Variacoes de densidade D5 Fisicos

m ﬁlseq (%) my ﬁZseq (%) m3 ﬁ}seq (%)
1 6 0 0,00 6 100,00 0 0,00
2" 25 4 16,00 20 80,00 1 4,00
3 43 3 6,98 38 88,37 2 4,65
4 6 0 0,00 6 100,00 0 0,00
98" 28 10 35,71 11 39,29 7 25,00
99" 46 9 19,57 30 65,22 7 15,22
100 35 3 8,58 24 68,57 8 22,86
Meédia (%) 16,01 71,75 12,24
Desvio Padrao (%) 12,94 22,65 13,50

Fonte: As autoras (2021)
*: A amostragem ndo foi interrompida

Nota-se que os lotes que apresentam asteriscos *, sa0 aqueles em que a amostragem nao foi
interrompida, entdo utilizou-se todas as sementes disponiveis para realizar a estimacao, e portanto,
as estimativas nesses casos foram idénticas as estimativas frequentistas.

Assim, pode-se concluir que para essa organizag¢do de dados, considerando apenas os tipos
de danos, o procedimento de estimacao sequencial bayesiana foi prejudicado, pois diminuiu-se os
tamanhos dos lotes ficando com poucas sementes, € entdo para a maioria dos lotes ndo houve a
interrup¢do da amostragem, obtendo as mesmas estimativas pela abordagem frequentista e com o

mesmo ndamero de sementes avaliadas.
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Ja para os lotes em que houve a interrup¢do da amostragem esta aconteceu precocemente,
fazendo com que as estimativas nao ficassem precisas. Isso ocorreu porque havia uma classe muito
discrepante em relagdo as outras, a de variagdes de densidade, pois a maioria das sementes possuiu
dano relacionado a variacdo de densidade, e portanto, os resultados foram acumulados e a tendéncia
¢ que andlise acabe rapidamente, que foi o ocorrido, resultando em um tamanho amostral de 6
sementes analisadas.

Apesar disso, o custo de 107> ainda foi o melhor, pois para essa organizagio de dados,
ao adotar o custo de 10~% nenhum lote interrompeu a amostragem, e para 10~* interrompeu mais
rapidamente do que para 107>, apenas com 5 sementes avaliadas. Desse modo, os resultados com-
provam que o custo nao € o principal fator na tomada de decisdo, mas sim a variac@o entre as classes
e a quantidade de dados disponiveis para andlise, que foi 0 que mais prejudicou o procedimento.

Posteriormente realizou-se a estimagao sequencial bayesiana considerando outras trés clas-
ses: sementes sem danos, sementes que possuem variacoes de densidade, e as que possuem outros
tipos de danos. Os resultados estdo na Tabela 5.19.

Tabela 5.19 — Estimativas sequenciais bayesianas das propor¢des de acordo com as trés classificagdes: p; :

sementes sem danos, P, : variagdes de densidade, p; : outros tipos de danos, utilizando priori
uniforme

Tipos de danos
Lotes my, p;:Semdanos p,: Variacoes de densidade p;: Outros tipos de danos

m i’lseq (%) my ﬁ2seq (%) ms3 i)’j‘seq (%)
1 155 134 86,45 13 8,39 8 5,16
2 6 6 99,98 0 0,01 0 0,01
3 6 6 99,98 0 0,01 0 0,01
4 141 125 88,65 15 10,64 1 0,71
98 6 6 99,98 0 0,01 0 0,01
99 193 149 77,20 29 15,03 15 7,77
100 170 141 82,94 21 12,35 8 4,71
Média (%) 87,34 8,70 3,97
Desvio Padrao (%) 8,70 6,79 3,86

Fonte: As autoras (2021)

Assim, pode-se observar que para essa organizacdo de dados, as estimativas pelo método

sequencial bayesiano foram melhores do que para a organizacdo considerando apenas os tipos
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de danos. As estimativas estdo préximas das obtidas pela abordagem frequentista e bayesiana,
confirmando a adequagao do método proposto. No entanto, com a vantagem de requerer um nimero
menor de sementes em alguns lotes, diminuindo assim o tamanho amostral.

Para alguns lotes como o 2, 3 e 98, de acordo com a Tabela (5.19), a amostragem foi
interrompida muito rapidamente e as estimativas ndo foram muito precisas, isso aconteceu também
porque hd uma classe muito discrepante em relagdo as outras, neste caso, a classe de sementes
sem danos. No entanto, ao comparar esses resultados com os obtidos pela outra organizacdo de
dados, conclui-se que esses foram melhores, validando o procedimento de estimagdo sequencial
bayesiana.

Os lotes 52, 82, 85 e 92 ndo interromperam a amostragem € portanto necessitou-se das
200 sementes para a estimagdo, possuindo assim a mesma estimativa da frequentista. O nimero
maximo de sementes nos lotes em que a amostragem foi interrompida foi de 197, nos lotes 16 e 84.

Nos demais lotes houve uma redugdo considerdvel de sementes avaliadas para a estimacao
da proporcdo, isso indica de como o método sequencial bayesiano para a distribuicdo multinomial
considerando as trés classes reduziu o tempo de amostragem necessdrio para sentenciar um lote,
em comparagao ao método tradicional de 200 sementes.

De modo andlogo ao anterior, realizou-se a estimacao sequencial bayesiana primeiramente
apenas para as sementes danificadas, no entanto, utilizando agora uma priori construida com base
no artigo Javorski e Cicero (2017), com os seguintes pardmetros: Dirichlet(0,0275;0,4225;0,05),

como na Tabela 5.11. Os resultados estdo apresentados na Tabela 5.20.
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Tabela 5.20 — Estimativas sequenciais bayesianas das propor¢des de acordo com as trés classificagdes: p; :
danos por inseto, p, : variagcdes de densidade, p5 : danos fisicos, utilizando priori da literatura

Tipos de danos
Lotes my, p,:Porinseto p,: Variacoes de densidade P5: Fisicos

m i’lseq (%) my i’Zseq (%) ms3 i)3seq (%)
1 5 0 0,00 5 100,00 0 0,00
2" 25 4 16,00 20 80,00 1 4,00
3" 43 3 6,98 38 88,37 2 4,65
4 5 0 0,00 5 100,00 0 0,00
98" 28 10 35,71 11 39,29 7 25,00
99* 46 9 19,57 30 65,22 7 15,22
100* 35 3 8,58 24 68,57 8 22,86
Média (%) 15,82 71,94 12,24
Desvio Padrao (%) 13,09 22,84 13,50

Fonte: As autoras (2021)
*: A amostragem nao foi interrompida

Pode-se concluir que aconteceu a mesma coisa para quando utilizou-se priori uniforme, para
a maioria dos lotes ndo houve a interrup¢ao da amostragem e para os que houve, estas foram muito
precoces, fazendo com que a estimativa ndo seja muito precisa. E o motivo pelo qual ocorreu isso
foi semelhante ao anterior, a organiza¢cdo dos dados, possuindo uma classe discrepante e também a
pouca quantidade de sementes disponiveis para a andlise.

Realizou-se também a estimagdo sequencial bayesiana considerando outras trés classes:
sementes sem danos, sementes que possuem variacoes de densidade, e as que possuem outros
tipos de danos, utilizando a priori também obtida através do artigo Javorski e Cicero (2017):
Dirichlet(0,45;0,04225;0,00775), assim como estd apresentada na Tabela 5.13. Os resultados

estdo na Tabela 5.21:
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Tabela 5.21 — Estimativas sequenciais bayesianas das propor¢des de acordo com as trés classificagdes: p; :
sementes sem danos, p, : variacdes de densidade, ps : outros tipos de danos, para priori da
literatura

Tipos de danos
Lotes my, p;:Semdanos p,: Variacoes de densidade p;: Outros tipos de danos

m i’l seq (%) my i’Zseq (%) ms3 i’3seq (%)

1 5 5 99,99 0 0,005 0 0,005
2 5 5 99,99 0 0,005 0 0,005
3 5 5 99,99 0 0,005 0 0,005

4 141 125 88,65 15 10,64 1 0,71
98 5 5 99,99 0 0,005 0 0,005
99 5 5 99,99 0 0,005 0 0,005
100 170 141 82,94 21 12,35 8 4,71
Média (%) 89,33 7,43 3,24
Desvio Padrao (%) 9,27 7,09 3,84

Fonte: As autoras (2021)

Pode-se notar que assim como aconteceu para priori uniforme, as estimativas também foram
melhores para essa organizacdo de dados, mas ainda, ao compard-las com as estimativas obtidas
utilizando a priori uniforme, pode-se concluir que essas foram melhores, pois a priori da literatura
influenciou na posteriori de forma a acarretar em uma superestimacao. Assim, os valores das
estimavas ficaram bem altos, e ainda aumentou o nimero de lotes para os quais a amostragem

parou rapidamente, com um tamanho amostral de 5 sementes.
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6 CONCLUSOES

Diante do exposto, conclui-se que foi possivel determinar um critério de parada para o
procedimento de estimagao sequencial bayesiana dos parametros da distribui¢do multinomial, para
prioris conjugadas de Dirichlet, utilizando equagdes de programacdo dinamica.

Além disso, pode-se observar que a aplicacdo para estimar a propor¢do de danos em se-
mentes de milho considerando as trés abordagens: frequentista, bayesiana e sequencial bayesiana,
foi adequada. No entanto, no caso da abordagem bayesiana, tanto de amostragem fixa quanto se-
quencial, vale destacar a importancia da escolha da distribui¢do a priori, pois esta influenciard nas
estimativas. O uso de artigos da drea de sementes de milho para encontrar os hiperpardmetros das
distribui¢des a priori foram eficientes, ocasionando na maioria dos casos, estimativas mais precisas.

No procedimento de estimacao sequencial bayesiana, observou-se que o modo de organizar
os dados é importante, pois no qual considerou-se apenas sementes danificadas, a maioria dos lotes
ndo interromperam a amostragem, pois as sementes foram insuficientes. Mas para o outro tipo de
organizagdo, as estimativas foram mais precisas e obteve-se a vantagem da redugdo do tamanho
amostral na maioria dos lotes avaliados.

Ainda na estimacao sequencial bayesiana, observou-se também que nos lotes em que houve
interrupcdo da amostragem precocemente, € porque existia uma classe muito discrepante em re-
lac@o as outras, e portanto, os resultados foram acumulados e a tendéncia € que a andlise acabe
rapidamente, prejudicando assim o procedimento. Além do mais, quando hé classes muito discre-
pantes, os resultados mostraram que o custo ndo € o principal fator na tomada de decisdo, mas sim
a variacdo entre as classes e a quantidade de dados disponiveis para andlise.

Portanto, concluiu-se que para propor¢cdes mais extremas, onde por exemplo eram muito
altas (99%) ou muito baixas (1%), obteve estimativas mais distantes, mas para os lotes em que as
proporg¢des sdo intermedidrias, mais distribuidas entre as classes, as estimativas sequencias bayesi-
anas foram melhores, obtendo sucesso em todos os casos avaliados, para as duas prioris utilizadas,

reduzindo o tamanho amostral.
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6.1 Trabalhos futuros

A estimagdo sequencial bayesiana para a distribuicdo multinomial foi realizada através de
planilhas no Microsoft Excel®, o que foi eficaz para o objetivo do trabalho. No entanto, como uma
possibilidade para futuros trabalhos, propde-se criar uma ferramenta de facil manuseio, como um
aplicativo interativo, em algum software como R ou Python. Permitindo aos usudrios aplicarem a
teoria de estimacgdo sequencial bayesiana com facilidade, e que esta possa ser utilizada em outras
areas, resultando assim em avangos relacionados a aspectos computacionais da tomada de decisdo
sob incerteza.

Além disso, propde-se também como trabalhos futuros, verificar a compatibilidade entre as
abordagens através de um método de comparagdo, como pelo erro percentual, anélise de tendéncias,

entre outros.
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