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RESUMO

Na aplicacdo da andlise multivariada € necessdrio seguir alguns procedimentos para ndo obter
uma relacdo equivocada do fendmeno de interesse com as demais varidveis, ou seja, o modelo
precisa ser bem ajustado as caracteristicas do fendmeno sob estudo. A deteccdo de outliers é
um importante método a ser aplicado nas andlises estatisticas, pois um unico outlier pode cau-
sar mudancgas nas estimativas dos parametros, interferir também nos testes de normalidade e de
correlagc@o entre as varidveis, além de alterar os resultados de qualquer outro procedimento de
inferéncia. Portanto, o objetivo desse trabalho € apresentar e comparar alguns métodos de de-
teccdo de outliers em dados multivariados. Foram comparados os métodos elipséide de volume
minimo (MVE), Covariancia de volume minimo (MCD), Ortogonalizado de Gnanadesikan e
Kettenring (OGK), componentes principais para deteccao de outliers (PCOut) e o Comedian.
Para realizar as comparagdes foi utilizado uma série de simulagdes prevendo diversas situacdes
utilizando a distribui¢do normal contaminada. As comparagdes foram avaliadas atrdves da taxa
de sucesso (TS), que aponta a porcentagem de outliers que os métodos identificaram correta-
mente e da taxa de falsa deteccao (TFD), que aponta a porcentagem de observacdes que nao sao
outliers, mas foram identificadas como outliers. Conclui-se que o ideal € utlizar a0 menos dois
métodos de detecc@o de outliers, visto que apontar o tinico método como melhor € uma tarefa
dificil. No entanto, os métodos PCOut e Comedian obtiveram as TS melhores na maioria dos
cendrios simulados. O método comedian obteve as melhores TFD.

Palavras-chave: comedian, PCOut, OGK.



ABSTRACT

In the application of the multivariate analysis, it is necessary to follow some procedures in order
not to obtain an erroneous relationship between the phenomenon of interest and the other varia-
bles, that is, the model needs to be well adjusted to the characteristics of the phenomenon under
study. The detection of outliers is an important method to be applied in statistical analyses,
because a single outlier can cause changes in parameter estimates, also interfere with norma-
lity and correlation tests between variables, in addition to alter the results of any other inference
procedure. Therefore, the objective of this work is to present and compare some methods for de-
tecting outliers in multivariate data. The minimum volume ellipsoid (MVE), minimum volume
covariance (MCD), orthogonalized Gnanadesikan and Kettenring (OGK) methods, principal
components for detection of outliers (PCOut) and Comedian were compared. To perform the
comparisons, a series of simulations was used, predicting different situations using the conta-
minated normal distribution. Comparisons were evaluated through the success rate (TS), which
indicates the percentage of outliers that the methods correctly identified, and the false detec-
tion rate (TFD), which indicates the percentage of observations that are not outliers, but were
identified as outliers. It is concluded that the ideal is to use at least two methods to detect ou-
tliers, since pointing out the only method as the best is a difficult task. However, the PCOut
and Comedian methods obtained the best TS in most of the simulated scenarios. The comedian
method obtained the best TFD.

Keywords: comedian, PCOut, OGK.
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1 INTRODUCAO

Modelos estatisticos tém sido utilizados nas mais diversas areas do conhecimento, desde
as ciéncias exatas, bioldgicas até as sociais. A aplicacdo de modelos estatisticos para explica-
cdo de um fendmeno € muito comum em pesquisas dentro e fora do meio académico. Dentre
os métodos estatisticos, um dos mais usados € a anélise multivariada, que consiste em estudar
um fendmeno de interesse por meio de varias varidveis mensuradas na investigacao cientifica
em questdo. Entre estes estudos encontram-se aqueles casos em que se deseja avaliar a relagcdo
de mais de uma varidvel aleatéria dependente com uma ou vdrias varidveis aleatdrias inde-
pendentes, como na regressao linear multivariada simples e multipla e na analise de variincia
multivariada, além de muitos outros casos.

Existem muitas técnicas usuais de andlise multivariada, por exemplo, componentes prin-
cipais, andlise de agrupamento, andlise discriminantes e regressdo multivariada, que utilizam a
média, as matrizes de covariancia e de correlagio (HUBERT; ROUSSEEUW; AELST, 2008).
Na verdade, a média e matriz de covariincia s@o estatisticas bdsicas na maioria dos proce-
dimentos em andlise multivariada (MARONNA; YOHAI, 2017). Por isso, na aplicacao da
andlise multivariada € necessario seguir alguns procedimentos para ndo obter uma relagdo equi-
vocada da varidvel de interesse com as demais varidveis. Dentre os procedimentos, envolve
aplicar alguns testes estatisticos para verificar se os pressupostos para aplicacdo destas técnicas
foram atendidos, como por exemplo, teste de normalidade multivariada e de homogeneidade
de covariancias. Um dos testes que sdo primordiais de serem aplicados tanto em uma andlise
multivariada quanto univariada é o da detecc¢do de outliers, embora sejam muitas vezes negli-
genciado. Vale salientar que em alguns casos como andlise de valores extremos as observagoes
de interesse podem ser outliers.

Outliers podem ser definidos como valores atipicos de um conjunto de dados, ou seja,
sdo valores que se distanciam muito das demais observacdes de um conjunto de dados ao ponto
de parecerem inconsistentes (HAWKINS, 1980). Para Palma e Gallo (2016) outliers sao obser-
vagdes que desviam rigorosamente da maior parte dos dados assumidos em um modelo. Um
unico outlier pode causar mudangas nas estimativas dos parametros e interferir também nos
testes de normalidade, de homocedasticidade e de correlacdo entre as varidveis, além de alterar
os resultados de qualquer outro procedimento de inferéncia (SAJESH; SRINIVASAN, 2012).
Os métodos classicos existentes sdo bons para identificar outliers em dados com apenas uma

varidvel (HADI, 1992). Na literatura existem varios métodos para deteccao de outliers em da-
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dos multivariados, dentre eles podemos citar o método Elipséide de Volume Minimo (Minimum
Volume Ellipsoide - MVE), Ortogonalizado de Gnanadesikan e Kettenring (OGK), Covariancia
de Determinante Minimo (Minimum Covariance Determinant - MCD), componentes principais
para deteccdo de outliers (PCOut) e uso do estimador Comedian (SAJESH; SRINIVASAN,
2012). Os métodos citados sao menos sensiveis as observagdes discrepantes, por isso sdo con-
siderados métodos robustos. Alguns métodos tentam minimizar as distancias por meio da matriz
de covariancia como por exemplo o MVE e MCD. Outros métodos sao baseados em projegoes
da matriz de covariancia, como por exemplo, o Kurtosis e OGK. Todos esses métodos sdo bons
quando o conjunto de dados possuem poucas varidveis. Mas a medida que o nimero de va-
ridveis fica maior, esses métodos ficam mais dispendiosos computacionalmente (MARONNA;
YOHALI 2017). Além disso, a deteccdo de outliers em dados com muitas varidveis envolvidas
¢ mais complexa por que envolve problemas com mascaramento de outliers, ou seja, um outlier
pode mascarar outras observagdes que também sdo outliers e inundagdo, isto €, uma observagao
que nao é outlier ser identificada como outlier.

Embora os métodos MVE e MCD sejam muito utilizados para comparacdo de procedi-
mentos de deteccao de outliers, eles apresentam problemas na formagao das amostras iniciais,
pois elas ndo podem conter outliers. Além disso, os métodos MVE e MCD nio possibilitam
deteccao de outliers em dados com alta dimensao. Na literatura os métodos mais utilizados para
comparacao de deteccao de outliers, que sao o MVE, MCD e OGK. Além desses métodos, foi
reportado o uso dos métodos Comedian e PCOut para detec¢ao de outliers em dados com obser-
vagdes (n) maiores que o nimero de dimensdes (p) e para banco de dados com alta dimensdes
(p > n). As diversas comparacdes encontradas na literatura foram realizadas considerando: da-
dos sem outliers, dados com outliers de mesma média que as observagdes normais porém com
variancia diferente (outliers de dispersdo), dados com outliers de médias e variancias diferentes
das observacdes normais (outliers de locagdo e dispersao) e por fim dados com alta dimensao,
como exemplo pode ser citado por Filzmoser, Maronna e Werner (2008), Sajesh e Srinivasan
(2012), Barbosa (2021) e Cabana, Lillo e Laniado (2021). A principal critica € grande influén-
cia da alta dimensionalidade na eficiéncia da detec¢do de outlier nos métodos existentes, visto
que quando o nimero de varidveis € muito maior que o nimero de observagdes é mais difi-
cil detectar o comportamento “padrao” dos dados (CHUNG; AHN, 2021). Para Chung e Ahn
(2021) esse problema de detec¢do em dados com alta dimensdo fica mais intensificado quando

o tamanho amostral € pequeno.
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O objetivo desse trabalho € apresentar e comparar os seguintes métodos de deteccdo de
outliers: MVE, MCD, OGK, PCOut e comedian. Para realizar as comparagdes foi utilizado uma
série de simulacdes prevendo diversas situacOes utilizando a distribui¢do normal contaminada.
As comparagdes foram avaliadas por meio da taxa de sucesso (TS), que aponta a porcenta-
gem de outliers que os métodos identificaram corretamente e da taxa de falsa detec¢do (TFD),
que aponta a porcentagem de observagdes que ndo sdo outliers, mas foram identificadas como
outliers.

Por fim, essa pesquisa estd dividida em quatro sec¢des, sendo a primeira o referencial
tedrico contendo explicacdo de outliers, exemplos dos problemas de mascaramento e inundagao,
a descri¢do para obter os estimadores robustos (estimador pode ser considerado robusto quando
a estatistica que serd usada como estimador ser menos sensivel a valores discrepantes) para
deteccao dos outliers e trabalhos relacionados. A segunda secdo € a metodologia utilizada que
contém explicacdes de como gerar a dados com distribui¢do normal contaminada, como usar
as estimativas robustas para detectar os outliers e como foram feitas as simulagdes. A terceira
secdo contém os resultados das aplicagdes dos métodos de deteccdo nos dados simulados. Por

fim, a dltima sec¢do € composta pela conclusdo dos resultados.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Exemplo de outlier

Para introduzir o conceito de deteccao de outliers € interessante observar o caso uni-
variado, em que se utilizou de uma demonstragdo parecida com a proposta apresentada por

Rousseeuw e Hubert (2011). Considere o seguinte conjunto de dados com 5 observagdes:
X =5,15; 5,23; 5,13; 5,18; 5,17 2.1

A média pode ser calculada por meio da estatistica X = %Z?:l x;. Nesse caso x = 5,172.

Agora supondo que um desses dados estd com erro de digitacdo, ou seja,

X =5,15; 5,23; 5,13; 51,8; 5,17 (2.2)

Para o conjunto (2.2) (com erro de digitacdo), a média obtida foi de 14,496. No entanto,
para ambos conjuntos a mediana serd 5,17. Isso demonstra facilmente o quanto a média é
sensivel a potenciais valores discrepantes na amostra. A mediana, por outro lado, por ser uma
medida de posicdo, é considerada robusta (menos sensivel aos valores discrepantes). O ponto
de ruptura € uma medida dos estimadores robustos que funciona como um alerta contra outliers.
Em outras palavras, o ponto de ruptura indica a menor fracdo (sempre entre 0 e 1, ou expresso
em porcentagem) de outliers em um conjunto de dados que quebre o estimador, ou seja, faca
com que o estimador apresente eventualmente estimativas pobres ou ruins. A interpretacdo de
estimativas pobres ou ruins, depende de todo um contexto e fica sempre a critério do pesquisador
(HUBERT; DEBRUYNE, 2009). Para a média o ponto de ruptura é 1/n, pois como visto
qualquer observacdo pode alterar o valor da média. No caso da mediana o ponto de ruptura

seria de % [%} (HUBERT; DEBRUYNE, 2009). O ponto de ruptura do desvio padrdo usando

a seguinte equagdo s = /YL, (x;—X)2/(n—1) serd o mesmo da rnédia(%). Para saber mais
sobre ponto de ruptura o artigo de Hubert e Debruyne (2009) pode ser consultado.

No conjunto de dados (2.1), s = 0,0376, enquanto no conjunto de dados (2.2) s =
20,8536. Logo, a média e o desvio padrdo ndo sdo estatisticas robustas. Como sugestdo para

esse exemplo, pode-se citar o desvio absoluto da mediana (median absolute deviation - MAD),
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como outra estatistica robusta, a qual € dada por

MAD(X) = 1,483 med(|x; — med(x;)|), (2.3)

em que med significa mediana e 1,483 € uma constante que representa o fator de correcao que
torna MAD imparcial para distribui¢do normal. Nesse caso para ambos os conjuntos de dados
0 MAD(x) = 0,0296. Supondo que os dados possui distribui¢do normal, espera-se que o centro
seja U e o parametro de escala seja ¢. Dessa maneira, como modelo cldssico para deteccdo de
outliers univariados pode ser usada a distribuicdo normal padrao (ROUSSEEUW; HUBERT,
2011), cuja estatistica €

zi=(x;j—X)/s (2.4)

em que s € o desvio padrdo. A observacdo serd considerada um outlier, usando um critério
conservador, se |z;| > 2,5 (ROUSSEEUW; HUBERT, 2011). No caso do conjunto de dados
(2.2) (com erro de digitacdo), usando a média, o desvio padrdo e este critério, para nenhum dos

5 dados foi encontrado um outlier. O conjunto dos valores de z é:

zi = (0,4481;0,4443;0,4491; 1,788;0,4472)

Isso porque o valor da média e do desvio padrao foram atraidos pelo outlier. No entanto
se for utilizado a mediana e 0 MAD como parametros robustos por meio da seguinte modificacao
no estimador z.

(|xi —med(x)|)/MAD, (2.5)

¢ possivel encontrar facilmente o outlier do conjunto de dados. Observe os resultados da equa-
¢do (2.5) sao:
0,6756; 2,027; 1,35; 1.575,33; 0.0

Esse exemplo apresentado demonstra duas caracteristicas importantes. Primeira, na de-
teccdo de outliers é necessdrio uma medida de centro e uma de escala. Segundo, o uso de
estimadores robustos na detec¢do de outliers aumenta as chances de sucesso de acerto. Embora
no caso univariado a detec¢@o de outliers possa ser feita graficamente sem muitas dificuldades,
para dados multivariados a detec¢do fica mais complexa (ROCKE; WOODRUFF, 1996). Isso
acontece porque a presenca de outliers pode mascarar outros outliers e pode fazer também que

uma observacdo que nao € outlier seja classificada como outlier. Além disso, uma amostra
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pode ndo conter outliers quando observada varidvel por varidvel isoladamente, mas o que muda
na andlise multivariada em que as varidveis conjuntamente sdo consideradas e os potenciais
outliers sdo mais facilmente detectados.

Na literatura existem diversos métodos para deteccdo de outliers. Na maioria dos mé-
todos propostos pelos pesquisadores, os testes realizados utilizam a distribui¢do multivariada
contaminada para realizar simulacdo e alguns casos hd alguma comparagdo com outros mé-
todos. Dentre essas comparagdes do novo método os modelos robustos mais utilizados sdo:
MVE, MCD e OGK. Adiante nessa pesquisa apresenta-se o conceito de distancia de Mahalano-
bis e seus principais problemas. Em seguida serd demonstrado como obter estimadores robustos

usando os métodos, MVE, MCD, Comedian, OGK e PCOut.

2.2 Distancia de Mahalanobis (DM)

Dentre muitos métodos propostos na literatura para deteccdo de outliers, a distancia
generalizada de Mahalanobis tem sido muito utilizada (SAJESH; SRINIVASAN, 2012), cujo
interesse recai na distancia entre as obervagdes X e a média. A distancia de Mahalanobis entre

uma observacgao aleatéria X e o centro M é
DM(X,M)=(X-M)'V (X -M), (2.6)

em que, X € observacdo multivariada com p varidveis, M o centro, geralmente representado
pela média de X com dimensdo p e V a matriz de covariancia p x p. Hadi (1992) também cita
essa equacdo como sendo amplamente usada na detec¢do de outliers, porém obtendo sua raiz
quadrada. Por se tratar da distancia da observacdo em relacdo ao vetor de médias e levando em
considerac@o a matriz de covariancia, ela indica que um valor alto de DM pode ser um outlier.
Porém, nem sempre uma observacao com DM alto € um outlier € nem sempre uma observacao
com DM baixo ndo € um outlier. Esses dois problemas geralmente ocorrem em dados com
muitos outliers, em que a presenca de um outlier muito maior que um grupo de outliers, pode
mascarar alguns outliers, visto que o DM tende a ser mais baixo. O contrario também pode
ocorrer, ou seja, imagine uma quantidade de outliers muito proxima e longe das observagdes de
maior densidade, de modo que isso fosse capaz de alterar a matriz de covariancia. Dessa forma,
a DM ficaria alta para as observagdes que nao sao outliers. Esses problemas sdo conhecidos

como mascaramento (masking) e inundagao (swamping), respectivamente. Eles acontecem por-
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que o vetor de média M e V . ,, matriz de covariincia amostrais, ndo sdo robustas e, portanto,
sd0 mais sensiveis as alteragdes nas observacdes (HADI, 1992).

A funcdo densidade de probabilidade da normal multivariada é:
_r _1 1 Te—1
fr(x) = Q2m) 2 [E[2expy —o(x—p) I (x—p) . 2.7)

Observe que ela depende da distincia de Mahalanobis (x — p) 27! (x — ). Fazendo
uma anélise mais profunda, pode-se verificar que essa expressao sdo hiperelipséides no espagco
p-dimensional (FERREIRA, 2008). Abaixo segue o teorema 3.8 da referida citagdo, sobre

Elipséides de concentragdo:

"Teorema 3.8 (Elipsdides de concentragdo). Se o vetor aleatério X €
R? segue uma distribui¢do normal multivariada com fun¢do de densidade de
probabilidade fx (x), dada em 2.7, com média § e matriz de covariancia X,
entdo

X-—p)'2'(X—p)

tem distribui¢do qui-quadrado com p graus de liberdade ( )([%) e aregido

X—pu)'Z'X-p)<xs,

define a concentracdo 100(1- a)% das realizacdes das varidveis aleatdrias, em
que xé_’p ¢ o quantil superior a 1000% da distribui¢do de qui-quadrado com
v = p graus de liberdade, obtido de acordo com a afirmativa probabilistica
P(x; > x4.,) = o (FERREIRA, 2008)."

Esse teorema € importante para compreensdo do método de elipséide de volume minimo
(MVE), que seré apresentado mais adiante e também para determinar o valor de corte. O valor
de corte € o quantil de distribui¢do Y, ,. Quando a DM da observac¢ao multivariada € maior que

0 Yo, p trata-se de um outliers (em geral utiliza-se o = 0,975).

2.3 Mascaramento e inundacao

Como ja mencionado, ao utilizar o vetor de médias e matriz de covariancia tradicionais
o uso da distancia de Mahanalobis pode levar a problemas com mascaramento e inundacdo. A
seguir segue um exemplo de cada caso para demonstrar os efeitos citados. Vale ressaltar que os

exemplos foram criados apenas para demonstracdo e ndo sao dados reais.
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2.3.1 Exemplo 01 - Mascaramento

O problema de mascaramento ocorre quando se tem dois ou mais outliers, sendo que
um outliers estd muito mais distante dos demais outliers. Isso faz com que a distancia de
Mahalanobis fique baixa para os outliers menos distantes. Observe a Tabela (2.1), claramente
as observacdes 12, 13, 14,e 15 sdo outliers. Porém pode-se notar que a observacdo 15 estd mais

distante dos outros outliers.

Tabela 2.1 — Observagdes por individuos - Exemplo 01

Individuo (i) | X | DM

1 2 0,591
2 9 0,040
3 3 0473
4 6 0,197
5 4 0,367
6 5 0,275
7 g8 0,079
8 5 0275
9 6 0,197
10 7 0,131
11 7 0,131
12 20 0,480
13 20 0,480
14 20 0,480
15 50 9,797

Fonte: Do autor (2022).

Observe que a observagdo 15 atraiu os valores da média e variancia. Isso fez com que
o valor da DM das observagdes 12, 13 e 14 ficassem mascaradas pelo outlier de maior valor.
O valor de corte foi Y 975.1 = 5,02. Vale ressaltar que, os dados utilizados nesse exemplo sdo
apenas para ilustrar o efeito de mascaramento e ndo tem nenhuma intencdo de verificar se ha

relacdo entre eles.

2.3.2 Exemplo 02 - Inundacao

Os casos de inundacdo ocorrem quando um grupo de outliers altera a média e covari-
ancia de modo que algumas obervagcdes que ndo sao outliers sejam tratadas como outliers. A
Tabela 2.2 apresenta 50 observacdes com duas varidveis. Os dados apresentados possuem 15

outliers, sendo eles as observagdes 12, 13, 14, 15, 27, 28, 29, 30, 39, 40, 41, 42, 48 ,49, e 50.



Tabela 2.2 — Observagdes por individuos - Exemplo 02

Individuo (i) [ X1 [ X2 | DM |

Individuo (i) | X1 | X2 | DM

1 10
2 8
3 8
4 5
5 6
6 10
7 8
8 4
9 9
10 6
11 3
12 20
13 25
14 25
15 50
16 10
17 3
18 9
19 6
20 7
21 9
22 6
23 1,00
24 1
25 9

3

— N k= ON= = O O

A DD D=
0N — O

— N\ = = W WO\~

2,23
0,69
0,69
0,86
1,20
0,47
2,37
0,69
2,30
1,20
2,18
0,35
1,15
0,92
8,29
4,17
2,18
0,24
0,46
0,67
3,19
2,70
7,76
1,36
3,19

26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

1
20
20

EE
~] =

N B W Lo

NN DN O == WU NN
S W O o o S L O O

1

1,05
0,29
0,35
0,67
7,13
0,75
0,24
0,75
3,98
2,00
0,64
1,46
0,56
0,35
0,37
0,92
8,47
0,32
4,17
0,47
0,14
1,00
0,29
0,92
8,81

Observando a Tabela 2.2 pode-se verificar que as observagdes 15, 23, 42 e 50 possuem
as DM’s mais altas e poderiam ser classificadas como outliers. Porém a observacao 23 em
negrito ndo € um outlier. O gréfico de dispersao apresentado na Figura 2.1 mostra as posigoes
dos dados. Com relagdo a DM pode-se concluir que as observagdes 12, 13, 14, 27, 28, 29,30, 39,
40, 41, 48 e 49 ficaram mascaradas e a observa¢ao 23 foi inundada pela presenca dos outliers.
Vale ressaltar que nesse exemplo o valor de corte foi ¥ 9752 = 7,37.

Importante dizer: mesmo que ndo haja outliers nas marginais dos conjuntos de dados X1
e X2, ainda assim pode haver outliers quando esses dados estiveram combinados. Observando

a Figura 2.2, a observagao 29 no ponto (1;10), estd um pouco distante das demais e a DM ficou

Fonte: Do autor (2022).

muito proxima de ser classificada como outlier, chegando em 6,57.
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Figura 2.1 — Gréfico de dispersdo de X1 e X2 com a presenca de outliers.
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Fonte: Do autor (2022).

Figura 2.2 — Gréfico de dispersdo de X1 e X2 sem a presenca de outliers.
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Fonte: Do autor (2022).

A Tabela 2.3 apresenta todas as DM’s obtidas no conjunto de dados sem a presenca de
outliers nas variaveis independentes. Como ja mencionado a observagdo 29 obteve o maior
valor da DM. Embora nesse exemplo o valor de corte seria X 9752 = 7,37. Mas ja € possi-
vel perceber que pode ocorrer a presencga de outliers em dados que nao possuem outliers nas

marginais.
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Tabela 2.3 — Observagdes por individuos - Exemplo 02

Individuo (i) [ X1 | X2 [ DM | Individuo (i) | X1 [ X2 | DM |

1 10 3 1,94 26 1 1 5.47
2 &8 9 1,94 27 5 5 030
3 8 9 1,94 28 6 7 046
4 5 1 2,09 29 1 10 6,57
5 6 1 1,85 30 8 7 041
6 10 6 1,52 31 7 g8 097
7 8 1 2,10 32 7 5 0,02
8 4 4 091 33 7 8§ 097
9 9 2 1,79 34 2 7 298
10 6 1 1,85 35 5 8 1,27
11 3 6 1,65 36 32 252
12 10 9 3,09 37 4 6 090
13 6 1 1,85 38 5 2 1,31
14 5 4 041 39 10 3 1,94
15 37 1,98 40 10 7 1,82
16 10 1 3,32 41 9 9 240
17 3 6 1,65 42 10 8 235
18 9 6 081 43 6 4 016
19 6 3 050 44 10 1 3,32
20 7 3 050 45 10 6 1,52
21 9 1 2,59 46 9 8 1,65
22 6 10 2,75 47 4 5 079
23 1 9 557 48 7 4 0,15
24 1 2 471 49 10 6 1,52
25 9 1 2,59 50 10 10 4,06

Fonte: Do autor (2022).

No apéndice A, foi apresentado a utilizacdo dos métodos robustos para detec¢do de ou-
tliers usando dados da Tabela 2.1. Os métodos robustos usados foram MVE, MCD, Comedian,

OGK e PCOut. A seguir segue os procedimentos de cada método.

2.4 Estimador robusto: Elipséide de volume minimo (MVE)

O método MVE tem o objetivo de encontrar estimadores robustos, ou seja, menos sen-
siveis aos valores das observagOes discrepantes, e portanto, € possivel evitar os problemas na
detecgdo de outliers encontrados na distancia de Mahalanobis usando a matriz de covariincia
e média. Os estimadores robustos utilizados no MVE s@o, a matriz de covariancia C(X j) €0

centro T'(X j), definidos adiante.
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Rousseeuw e Zomeren (1990) apresentaram um algoritmo para calcular o MVE por
meio de re-amostragens. A ideia do algoritmo de re-amostragens € criar subamostras j com
tamanho p + 1, onde p € o nimero de varidveis do conjunto de dados (a subamostra j pode
assumir tamanho entre p+ 1 < j < n, em que n € o nimero de obervacdes do conjunto de
dados, por padrio o algoritmo fica definido em p + 1) e obter a matriz de covariancia (C;) e as
médias de xj como 7'(X ;).

O MVE pode ser definido como um par de (T,C), em que 7(X) é um vetor de di-
mensio p e C(X) é uma matriz positiva semi-definida de tamanho p x p. Serdo escolhidos os

subconjuntos que atenda a seguinte equacdo (ROUSSEEUW; ZOMEREN, 1990):
#i;(x;—T) C ' (x;—T)<a®*}>h (2.8)

em que # é o ndmero de observacgdes presente no conjunto, i = [(n+ p+ 1)/2], sendo que h

2 ¢ um valor fixo obtido por meio da distribui¢io XI%, nor-

assume somente valores inteiros, a
malmente usado com X,% 0.5- desde que X tenha distribui¢do normal multivariada. Essa equagao
também garante que dado a?, o par de (T, C) tenha pelo menos / pontos dentro da elipse.

A distancia robusta do MVE € definida na equacgdo (2.9).

RDi = \/(xi~T(X)) CX)~'(xi ~T(X)),  i=1,.n. 2.9)

Como estimadores robustos do MVE pode usar as médias ponderadas (com os pesos) e

a matriz de covariancia ponderada (ROUSSEEUW; ZOMEREN, 1990) por:

i=1

n -1 n
T\(X) = (Z w,~> Y xiwi (2.10)
i=1

(x—T(X))" (xi—T(X)) (2.11)

-

n -1
C1(X) = (Zwi—1>
i=1

em que os pesos w; = w(RD;) dependem das distdncias robustas. A ideia é encontrar a subamos-

1

1

tra com volume da elipse minimo. Os passos principais do algoritmo segue descritos a seguir.

O primeiro passo consiste em obter subamostras com p + 1 observagdes diferentes, indexadas
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em j = (i1,...,ip+1). Depois encontrar as médias e covaridncias usando as seguintes equagdes:

1
i iejxi (2.12)
c
1
Cj= ;Z(xi— T(X))(xi—T(X))" (2.13)
i€j

Observe que as médias e covariancias sdo as tradicionais, porém ao invés de serem
calculadas com a matriz de dados X completa, foi realizado o procedimento com apenas p + 1
observacoes.

O préximo passo € encontrar e separar os subconjuntos que atende a equagao (2.8). Note
que implicitamente nessa equacdo encontra-se as distincia de Mahalanobis. Nos subconjuntos
selecionados deve-se aplicar a equagdo

m; = med(x; —T;) ' C; ' (xi,—Tj), (2.14)
com o objetivo de encontrar o fator de ampliacio (WOODRUFF; ROCKE, 1994), em que m?
¢ este fator de ampliacdo e med é a mediana das distancias encontradas. Nesse caso interessa
o menor valor de m?p det(C}) (que representa o volume do elipséide). O melhor subconjunto
serd aquele que apresentar o menor volume. Depois para encontrar o melhor subconjunto o

algoritmo ajusta a matriz de covariincia e vetor de médias usando a equacdo
T(X)=T; e C(X)=(x3s,) 'mCy. (2.15)

Com o vetor de médias e matriz de covariancia ajustados, pode-se aplicar as equacdes
(2.10) e (2.11) para fazer a ponderacdo. Para desenvolver a ponderacdo w; segue a seguinte

equacdo:

1 xi—TX)'cX) ' x—T(X)) <
1 T - T < ve 016
0 caso contrario

em que ve = X0,975;p definido como valor de corte.
O vetor e a matriz de covariancia encontrada na equagdo (2.10) e equacdo (2.11) sdo
estimativas robustas para ao vetor de média e matriz de covariancia que deverao ser usadas no

calculo da distancia de Mahanalobis.



24

2.5 Estimador robusto: Covariancia de Determinante Minimo (MCD)

O método MCD procura pelo determinante minimo para a matriz de covariancia de sub-
conjuntos da matriz X (HADI, 1992). Embora parecido conceitualmente com o MVE, segundo
Rousseeuw e Driessen (1999) existem algumas vantagens ao utilizar o MCD, como, por exem-
plo, a eficiéncia da estatistica que € assintoticamente normal, sendo que as distancias robustas
sdo precisas e, portanto, mais adequadas para detectar outliers. Por outro lado, o MCD era di-
ficil de ser calculado, até o surgimento do algoritmo Fast-MCD (ROUSSEEUW; DRIESSEN,
1999).

Por meio de qualquer aproximacdo MCD ¢€ possivel computar outra aproximacao que

leva ao determinante minimo (ROUSSEEUW; DRIESSEN, 1999). Considere um conjunto de

dados X, = {xy,...,x,}, com p varidveis observadas. Seja H; C {1,...,n}, sendo |H;| com h
observagoes, T = % Y x;jeS = % Y (x;—T;)(x;—T;)". Casoodet(S;) # 0, calcula-se a
i€eH; i€eH;

distancia por meio da equagao:

di(i) = \/ (= T) TS, (x;— T7), parai=1,....n. 2.17)

Depois, considera-se um subconjunto H, de modo que {d;(i);i € H, = {(d1)1m, - >
(d)pn} em que {(dy)1:0 < (d1)2:n < ... <(d))p:n} s@o as distncias ordenadas, ou seja, Hy serd
preenchido com as observacdes de 1 até i, em ordem. Entdo calcule T, e S, baseados em Hj,
dessa forma det(Sy) < det(S), a prova disso pode ser encontrada nos apéndices de Rousseeuw
e Driessen (1999).

As equagdes apresentadas para esse algoritmo requerem que o det(S)) # 0, ou seja,
det(S1) = 0 é uma restricdo. Nesse caso, Rousseeuw e Driessen (1999) recomendaram acres-
centar observagdes no sub-conjunto inicial até que o der(S1) # 0. Quando det(S;) > 0 basta
repetir o processo anteriormente descrito até que o determinante nao seja mais reduzido, desse
modo pode-se dizer que houve convergéncia e, portanto, o processo € finalizado (ROUSSE-
EUW; DRIESSEN, 1999).

Para definir a quantidade de observacdes &, pode ser usando como padrdo h = [(n+ p+
1)/2], ou ainda, qualquer inteiro em que & esteja entre [(n+p+1)/2 < h < n]. Caso a conta-
minagdo seja menor que 25%, recomenda-se adotar 27 = 0,75n. Se h = n, entdo a quantidade T

¢ a prépria média dos dados e S € a prépria covaridncia, portanto ndo faz sentido a busca por
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um determinante minimo e quando p = 1, tem-se o caso de dados univariados (ROUSSEEUW;
DRIESSEN, 1999).

O algoritmo Fast-MCD ¢€ inicializado com um subconjunto Hy com p + 1 observagdes,
entdo calcula-se a média e a matriz de variancia do subconjunto Hy. As regras seguem as mes-
mas do procedimento ja mencionado. Se det(Sp) = 0 adiciona-se mais observagdes até que o
det(Sp) > 0. Entdo calcula-se as distancias d(i) = (x; — To) 'S, ' (x; — To) e as colocar em
ordem. Em seguida € construido o conjunto H; com a primeira até a h-ésima observacao (tama-
nho de & foi definido acima). Depois, repetir os processos trés vezes, até encontrar o det(S3).
Rousseeuw e Driessen (1999) recomendaram fazer o procedimento com varios subconjuntos
Hj e separar os 10 determinantes menores dentre todos det(S3). Basta continuar o processo até
a convergéncia com apenas esses determinantes. Serdo selecionadas o subconjunto que obtiver
o menor determinante. A matriz de covariancia e o vetor de médias desse subconjunto serdo as

estimativas robustas para serem usada no calculo da distancia de Mahanalobis.

2.6 Estimador robusto: Comedian

O método Comedian foi criado por Falk (1997) como uma alternativa de dependéncia
entre duas variaveis aleatérias conhecidas. O estimador da covaridncia Comedian entre duas

varidveis se trata de uma estatistica robusta e pode ser definido como:
COM(X,Y) = med((X —med(X))(Y —med(Y))), (2.18)

em que med representa a mediana. O Comedian € uma generalizagdo do MAD, quando X =Y,
COM(X,Y) = MAD? (ver equacdo (2.3) do MAD, lembrando que o valor da constante, 1,483,
de corre¢do também fica elevado ao quadrado). A COM(X,Y) faz um paralelo com a covari-
ancia COV (X,Y), mas a COM(X,Y) vai sempre existir dado que ele é calculado por meio de
uma medida de locago (a mediana), enquanto a COV (X,Y) ndo necessariamente existe (CA-
BANA; LILLO; LANIADO, 2021). Além disso, Comedian é simétrico, invariante em relacao a
translacoes e a escala, isto é: COM (X,aY +b) = aCOM(X,Y) = aCOM(Y,X) (SAJESH; SRI-

NIVASAN, 2012). O coeficiente de correlagdo Comedian estabelecido € definido pela equacao:

COM(X,Y)
[MAD(X)MAD(Y)]’

S(X.Y) = (2.19)

com 6 € [—1,1] para dados bivariados.
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Sendo 0 Comedian um método de estatistica robusto e como ele € uma técnica multiva-
riada, pode-se utilizd-lo para detecc¢ao de outliers. Considere X uma matriz n X p, com linhas

X!I'(i=1,2,...,n) e colunas X ;(j = 1,2,..., p). Entdo a matriz COM(X) é dada por:
COM(X) = (COM(X;,X})),i,j=1,2,...,p. (2.20)
Da mesma forma pode ser obtido a matriz de coeficiente de correlagdo:
§(X)=DCOM(X)D", (2.21)

sendo D a matriz diagonal dos elementos 1/MAD(X;)(i = 1,2,...,p) (SAJESH; SRINIVA-
SAN, 2012). Uma desvantagens que caso os dados das varidveis X e Y sejam simétricos, entao
med(X) = med(Y) = 0,med(X?) = med(Y?) = 1, portanto MAD(X) = MAD(Y) = 1,isso im-
plica que COM(X,Y) > 1. Isso porque, a matriz de covarincia Comedian nem sempre é posi-
tiva definida, sendo em geral semi-definida. Essa questdo ja foi tratada por Maronna e Zamar
(2002). Eles apresentaram um método geral para encontrar matrizes robustas de covariancia po-
sitiva definida e aproximadamente invariante em relacao as transformagdes lineares. Para obter
essa transformacao de matrizes semidefinidas em matrizes positivas definidas, o autor utilizou

0S passos a seguir.

1 calcular os autovalores A;, autovetores e; de §(X)(j = 1,2,...,p), e chame E de matriz

cujas colunas séo os e]Ts, de modo que §(X) = EAE ", onde A = diag(Aq,...,A1).

2 Seja @ =D(X)"'E, onde D é definido como a matriz diagonal dos elementos 1 /MAD(X;)(i =
1,2, ...,p) €Zi = Q*IX,-.

3 As estimativas robustas resultantes para loca¢do (m(X)) e dispersdo (S(X)) sdo entdo

definidas como:

S(X)=Q0ro’ e m(X) = 0l (2.22)
em que I = diag(MAD(Z,)?,...,MAD(Z,,)?) e 1 = (med(Z,),...,med(Z,))".

Segundo Maronna e Zamar (2002) as estimativas podem ser aperfeicoadas por meio de

um processo iterativo, substituindo 8 por S e repetir os passos citados acima.
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2.7 Estimador robusto: Ortogonalizado de Gnanadesikan e Kettenring (OGK)

O estimador de Gnanadesikan e Kettenring (1972) tem como base a covariancia definida
da seguinte forma:

cov(X,Y) = %(G(X—kY)z (X —Y)), (2.23)

em que o é o desvio padrdo, X e Y é um par de varidveis aleatdrias e cov(X,Y) a matriz de
covariancia definida por Gnanadesikan e Kettenring. Segundo Maronna e Zamar (2002) o uso
de o como escalar, foi para se obter uma matriz de covariancia robusta. O resultado encontrado
foi uma matriz simétrica, embora nio positiva-definida e também nao equivariante.

Sejam V uma matriz de covariancia p-dimensional, X um vetor aleatério e ¢ o desvio
padrdo, entdao

o(@a'X)?>=a'Va, (2.24)

para todo a € RP. O estimador robusto de ¢ funciona como um escalar para algumas direcdes
determinadas por a, porém com o prejuizo que essa matriz deixa de ser positiva definida. O
método proposto por Maronna e Zamar (2002) é uma modificacdo na equacdo (2.24) para obter
uma matriz préxima de ser positiva definida. Para obter essa matriz de covariancia os autores
usaram a mesma técnica demonstrada na estimativa robusta Comedian. Embora o método para
obtencdo da matriz robusta de covariancia seja o0 mesmo usado no Comedian as matrizes sao
muito diferentes. Enquanto no método OGK utiliza-se de um estimador robusto de locacdo e
dispersdo para criar a matriz de covariancia robusta, no Comedian, utiliza-se a matriz de cova-
ridncia obtida com 0 COM (X). Vale ressaltar que, existem mais de um estimador robusto que
podem ser usados no método OGK, como por exemplo, MAD e IQR (por padrdo o algoritmo
usa o "7 escala", segundo Maronna e Zamar (2002) possue maior eficiéncia em dados com
distribui¢do normal).

Seja X uma matriz n x p com X' (i = 1,...,n) linhas e X ;(j = 1,..., p) colunas. Sendo
o (.) um estimador robusto univariado de dispersdo, u(.) um estimador robusto univariado de
locagdo e v(.,.) a estimativa robusta da covariancia de duas varidveis aleatdrias. A defini¢do da

matriz de escala V(X) e o vetor centro #(X) segue os seguintes passos:
1. Sejam D = diag(c(X1),...,0(Xp)) ey, =D 'x; i=1,..,n.

2. Calcular a matriz de correlagdo U = [Uj], usando v como estimador robusto de Y,

definido como:
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Uij] e Ujk:V(Yj,Yk), ‘]7£k

3. calcular os autovalores A ;, autovetores ej de U(j = 1,2,...,p), e chame E de matriz

cujas colunas sio os ejT, de modo que U = EAE ", onde A = diag(Ay, ..., A,).
4. SejaA = D(X)E e z; = A~ 'x;. De modo que x; = Az;.

5. As estimativas robustas resultantes para locagio (¢(X)) e dispersao(V (X)) sdo entdo

definidas como:
V(X)=ATA" ¢ 1(X)=Av

Em que I = diag(c(Z,)?,...,06(Z,)*) ev=(u(Z)),...,u(Z,))".

Como estimativa robusta da covariincia de duas varidveis aleatérias v(.,.) eles usaram

o estimador de Gnanadesikan-Kettenring definido na equagao (2.23). Segue:

1
Ujk:Z[G(Yj—i-Yk)z—G(Yj_Yk)z]a J#k. (2.25)

em que U j; € a estimativa "orthogonalized Gnana- desikan-Kettenring"(OGK). O procedimento
pode ter vérias intera¢des, mas, por padrdo, o algoritimo usa apenas duas. Em seguida, a dis-

tancia de Mahalanobis usando V e t sdo obtidas por:
di=d(x;)=(x;i—1)"V1(xi—1) (2.26)

em que t =T (X) e V =V(X). Por meio do célculo destas distancias foram atribuidos pesos
W, ao centro t e a matriz de correlagdo V. Para cada obervagao x; obtém-se um w; = W (d;), as

equagdes do centro e da covariancia ponderadas com os pesos sao:

Y iwix; Vo — Yiwi(xi—t)(xi— )"
w — .

t, = —— e
YYw Yiwi

(2.27)

O valor de corte ou ponto de rejei¢do para o0 modelo OGK pode ser definido como:

B xépmed(dl,...,dn)

dn = 2.28
0 22(0,5) (2:28)
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em que X, € 0 quantil da distribuicdo qui-quadrado com p graus de liberdade e med € a
mediana. A equacgao (2.26) apresenta as distancias de cada observagdo para o centro e, portanto,

qualquer valor de d; > dj pode ser considerado um outlier.

2.8 Estimador robusto: Componentes principais para deteccao de outliers (PCOut)

O uso da técnica de componentes principais tem como objetivo reduzir o nimero de
varidveis. Por isso ele € indicado para dados com alta dimensao (p > n). O algoritmo proposto
por Filzmoser, Maronna e Werner (2008) consistem em duas fases. A primeira fase detecta
outliers de locacdo (possuem média diferentes dos dados normais) e a segunda fase detecta
outliers de dispersao (outliers que possuem variancia diferente dos dados normais). O primeiro
passo da primeira fase € realizar a padronizacdo ou redimensionamento de cada observagao

multivariada usando a mediana e o MAD por meio da equagdo

xij —med(X1j,....Xn;)
MAD(XU, ...,xnj) ’

* —_—
XU—

j=1,..,p, (2.29)

*

ij sdo os dados padronizados. Na sequéncia deve-se calcular a matriz de covariancia

em que x
dos dados padronizados e sem seguida obter os autovalores e autovetores. Apenas autovalores
que mais contribuem com a variancia total serdo mantidos até obter 99% da variancia total
acumulada. Com a retirada dos componentes que pouco contribuiram com a variancia total,

obtém-se uma nova matriz com dimensdo p*. Com essa nova matriz, V - ,+ de autovetores

obtém-se a matriz dos componentes principais (Z) por meio da equagao abaixo:

Z=X"V,

7z

em que X* € a matriz com os elementos x:‘j. Os componentes principais sdao usados para repon-

derar novamente a mediana e o MAD com a equagdo:

_— zij—med(zlj,...,znj)

i = 5 = 1,...7 *. (2'30)
Y MAD(z1j,..-,2nj) / P

Depois de realizado a ponderacdo da matriz de componentes principais, inicia-se a de-
teccdo dos outliers usando o valor absoluto de uma medida robusta de Kurtosis por meio da

equagdo
4

*

1¢ (z); —med(z};,....2,;))

i_zi MAD(sz,...,z;:j)4

wi= 3, j=1,..p 2.31)

n
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em que W € vetor de peso das componentes. Se fizer w;/ Y w; obtém-se uma medida relativa
entre 0 < w; < 1, que € a probabilidade de revelar outliers, ou seja, quanto mais proximo
de 1 maior a probabilidade da componente possuir algum outliers e quanto mais proximo de
zero indica que os dados estdo todos normalmente distribuidos, portanto ndo hd outliers. Essa
probabilidade € usada para reponderar o conjunto de dados Z e obter as distancias por meio da
seguinte equagao

Zri=Z diag | w;j/Y wi |, (2.32)
i

em que Zr sdo os dados reponderados com o coeficiente de Kurtosis dado por

2
Zrij— uw(Zrj)
RD; = (; . i=1,..,n, (2.33)
Z Zrj)
em que RD; € a distincia dos dados reponderados para o centro, zr;; sdo os dados reponderados
usando w;/Y.;w;, Zr; sdo os p componentes principais, ;1 ¢ um estimador robusto de locagao
e o ¢ um estimador robusto de dispersdo. Porém, quando aplica-se o coeficiente de curtose
para ponderar os componentes principais, perde-se qualquer semelhanca com a distribuicio x2.

Entdo € necessdrio fazer um ajuste na distancia usando a equacao

2
X075;p

d; = RD,
! ‘med(RDy,...,RD,)

para i=1,....n, (2.34)

em que d; é a distincia aproximada com distribui¢io 2.

A segunda fase do algoritmo é semelhante a primeira, porém nao faz uso do coeficiente
de curtose para reponderar os componentes principais. Nesse caso, com os dados obtidos na
equacao (2.30) aplica-se a funcdo da distancia de Mahanalobis. Como nao foi aplicado a pon-
deragio usando o coeficiente de curtose o resultado obtido j possui distribui¢io y2. Usando os
dois passos encontra-se duas distancias, sendo a primeira encontrada por meio da locagdo e a

segunda por meio da dispersao dos dados.

2.9 Artigos e trabalhos relacionados

Rocke e Woodruff (1996) apresentaram um método para detec¢do de outliers. Eles abor-
daram a fundo questdes sobre os outliers em dados multivariados e nas razdes porque eles nem

sempre sao detectados de maneira simples. Por meio do estudo apresentado, os autores cria-
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ram o método hibrido, baseado no determinante minimo da matriz de covariancia (Minimum
Covariance Determinant - MCD) de Rousseeuw e Zomeren (1990), para deteccdo de outliers,
mas nado fizeram nenhuma comparacdo com outros métodos. Rocke e Woodruff (1996) apenas
simularam diversas situacdes para deteccdo de outliers, envolvendo diferentes dimensdes e nu-
mero de observagdes. Por outro lado, tiveram o cuidado de apresentar o tempo de execucao do
algoritmo (até entdo, o tempo de execu¢do era um problema para deteccdo de outliers em ana-
lises multivariadas), além de apresentarem também as taxas de sucesso (TS). Nas simulacdes
apresentadas ficou claro que o aumento da taxa de contaminacao e das dimensdes (p) o método
proposto perde eficiéncia.

Filzmoser, Maronna e Werner (2008) introduziram um método para deteccao de outliers
fazendo uso de analises de componentes principais. O método foi indicado principalmente para
dados com alta dimensdo. Por meio da aplicagdo da andlise de componentes principais foi
possivel reduzir o nimero de varidveis reduzindo a dimensao da matriz de covariancia, o que
demandaria menos recursos computacionais. O algoritmo proposto pelos autores faz uso de
duas fases e seis passos. A primeira fase tem como objetivo encontrar o ponto de localizacdo
dos outliers e a segunda fase detecta a dispersao dos outliers. Por tltimo, ele combina as duas
fases gerando um valor para cada observacdo, o qual seria uma distancia em relacdo a um valor
de referéncia para determinar se a observacdo € um outlier ou nao. Vale ressaltar que o autor
fez uso da mediana e do desvio absoluto da mediana, para ponderar as varidveis em seguida ele
usou o coeficiente de Kurtosis para identificar se hd outliers ou ndo em cada varidvel. O método
proposto foi comparado com o OGK, MCD e kurtosis. Para as simulagdes com dimensodes
(p) menor que o nimero de observacdes (n), o MCD obteve os melhores resultados. Para
simulacdes em alta dimensao, o autor ndo apresentou comparagdes com os modelos anteriores.
Esse método ficou conhecido como Principais componentes para outliers (PCOut).

Sajesh e Srinivasan (2012) abordaram a detec¢do de outliers para dados multivariados
com distribuicdo normal de média e variancias conhecidas, usando o método comedian (método
criado por Falk,1997). Nesse artigo, os autores realizaram diversas simulacdes, considerando
dados com 5, 10 e 20 variaveis e alterando também os valores da covaridncia e média. Por
outro lado, o autores ndo alteraram o tamanho da amostra n, mantendo-a sempre igual a 100. O
método comedian, conforme demonstrado por Sajesh e Srinivasan (2012), obteve os melhores
resultados para detecc¢do de outliers quando comparado aos métodos kurtosis, MCD e OGK.

Para verificar os acertos, os autores realizaram as contagens das taxas de sucesso e das taxas
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de falsa detec¢ao (TFD). Ao final, os autores fizeram uma comparagdo alterando o tamanho
das amostras e incluindo um método hibrido, mas nao alteraram os valores das médias e cova-
riancias. Segundo Sajesh e Srinivasan (2012), quanto maiores as dimensdes dos conjuntos de
dados, mais eficiente é o método. Embora o autor tenha citado que o método pode ser usado
para dados em alta dimensao, ndo foi apresentado nenhum resultado com esse cenério.

Ro et al. (2015) publicaram uma proposta de detec¢ao de outliers para dados em altas
dimensdes, ou seja, p > n. O método proposto € baseado no MCD, porém em vez de procurar
por um determinante minimo, o método utiliza o produto minimo da diagonal da matriz de
covariancia estimada (MDP - minimum diagonal product). Para os autores o novo método
proposto, obteve resultados satisfatorios. Mas nas simulacdes apresentadas, em poucos casos
simulados o método proposto foi superior aos métodos comparados. Quando o método era
superior na taxa de falsa deteccdo ele era inferior nas taxas de falso negativo (outliers nao
identificados). Por meio das simulagdes apresentadas foi possivel notar que o MDP consegue
obter resultados melhores nas taxas de falso negativo em dados com alta dimensdes, mas as
taxas de falsa detec¢do ficaram muito acima dos demais métodos comparados.

Veloso e Cirillo (2016) apresentaram um método utilizando componentes principais. Na
verdade os autores propuseram um método baseado no que foi proposto por Filzmoser, Ma-
ronna e Werner (2008). Enquanto o método mais antigo ponderava os dados usando MAD e a
mediana, Veloso e Cirillo (2016), apresentaram uma nova forma de padroniza¢do da amostra
usando o teste de qui-quadrado de Pearson e o teste de correcdo de Yates. Por meio das simu-
lagdes Monte Carlo os autores realizaram testes de significancia para encontrar a correcao de
padronizacdo mais significativa na detec¢do de outliers. Os autores fizeram a comparagdo entre
os métodos com amostras sem ponderacdo e com ponderacdo usando a correcdo de Pearson e
corre¢ao de Yates. Nos casos simulados a corre¢ao de Pearson obteve resultados melhores de
desempenho. Porém, a medida que p aumentava o método perdia efici€ncia.

Palma e Gallo (2016) apresentaram uma versao do Comedian diferenciada para deteccao
de outliers em dados de composicao (CoDa). Dados de composicdo possuem caracteristicas
restritas e precisam de um tratamento diferenciado. Dentre essas caracteristicas os autores
mencionam que a soma dos dados s@o sempre iguais a uma constante e por isso ndo permite
trabalho no espaco euclidiano, portanto, deve ser utilizado um sub-espaco chamado simplex.

Outro detalhe, os outliers ndo sdo visiveis como observagdes extremas no espago amostral.
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Para solucionar esse problema os autores aplicaram uma transformacdo nos dados para que
fosse possivel aplicar os métodos da distancia euclidiana.

Barbosa, Pereira e Oliveira (2018) propuseram um método para detec¢do de outliers fa-
zendo uma anélise de agrupamento k-médias com o objetivos de agrupar observacdes andlogas,
em seguida compara as distancias do centréide de cada grupo com a mediana das observa-
coes. O método ficou conhecido como Método de Andlise de Cluster (CAM - Cluster Analysis
Method). Nessa ocasido o novo método foi comparado apenas com a distancia de Mahalano-
bis. Em 2020 os autores publicaram um novo artigo comparado-o com os métodos cldssicos
MVE e MCD. Neste tultimo teste, 0 método proposto obteve a melhor taxa de deteccdo falsa e
maior acurécia (taxa total de acertos do modelo), enquanto o MVE obteve maior taxa de sucesso
(BARBOSA; DUARTE; MARTINS, 2020). Nessa questao € importante que os métodos aplica-
dos nao identifiquem observacdes que nao sao outliers como outliers, mas o principal objetivo

€ que outliers sejam identificados.
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3 METODOLOGIA

Para realizacdes dos procedimentos de deteccao de outliers, foram realizadas simula-
coes. Os outliers foram gerados por meio de populagcdes normais multivariadas contaminadas.
Em seguida, foram realizados os testes de detecc@o de outliers usando N = 2000 repeti¢des para

estimar as taxas de sucesso e de falsa deteccao.

3.1 Geracao da Normal Multivariada Contaminada

Uma populagdo normal contaminada é uma mistura de distribuicdes normais multiva-
riadas (BARBOSA; PEREIRA; OLIVEIRA, 2018). Para constru¢cdo da simula¢do da normal
multivariada contaminada, primeiro deve-se gerar um vetor X com funcdo densidade de proba-

bilidade:

o) =1 - 8)em) [zl Fenp{ S ) e [+

1
#80m) Smal Fexp{ -5 x- ) B - )|

em que X = [X1,X>,...,X,] € RP (vetor com distribuigdo normal multivariada contaminada),
(1 —0) € a probabilidade dos dados gerados terem distribuicdo N(i;, £;), sendo que J estd
contido entre [0,1] e 6 € a probabilidade dos dados terem distribui¢do N(i,, X5), sendo ainda
que X; e X, sdo as matrizes de covariancias positivas definidas e pt; e i, sdo os vetores de
médias.

Amostras aleatérias da distribuicdo normal contaminada foram facilmente obtidas com
ajuda do software (R Core Team, 2021), fazendo uso do pacote MASS usando a fungdo mvr-
norm, para geracdo dos vetores da normal multivariada. O algoritmo gera dados usando a
funcao runif para obter um valor aleatério uniforme entre O e 1. A seguir deve ser verificado se
os valores simulados sdo maiores ou menores que 0. Caso seja maior, a fun¢do mvrnorm gera
valores com distribui¢do N(ft{, X1) e caso seja menor os dados terdo distribui¢ao N(i,,X).

Com relagdo a contaminagdo dos dados, considerou-se diversas situagdes, sendo que o
nivel de contaminac@o é definido por §, uma vez que 100(1 — 6)% € o percentual de dados sem
contaminagdo e 1000% o percentual contaminado. Além disso, pretendeu-se avaliar também
quanto houve de influéncia da contamina¢ao da média e da covaridncia na deteccdo de outliers.

Para os dados sem contaminagdo considerou-se distribui¢do N(0,1), e para os dados contamina-
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dos distribuigio N(Eu, A1), sendou = (1,...,1) ", com tamanho p x 1 e I uma matriz identidade

com dimensdo p X p. Essas simula¢des sdo proximas do que tem sido abordados em trabalhos

de detec¢do de outliers com por exemplo (ROCKE; WOODRUFF, 1996), Filzmoser, Maronna
e Werner (2008), Sajesh e Srinivasan (2012) e (VELOSO; CIRILLO, 2016).

Um exemplo de matriz de covariancia e vetor de médias para o caso sem contaminacao

(€N

Uy :”pxl =

0

(&

0

0

1

0
0
0

Estes valores para a populacdo contaminada pode ser escrita da seguinte forma:

£
U, = &#pxl = é

§

€

A

0

0
A
0
0

-
0
|
A/_

Considerou-se também situa¢des com correlacdes em que a estrutura de simetria com-

posta foi utilizada, cuja correlacdo comum foi representada por p. A matriz de covariancia para

dados correlacionados considerada é dada por

1
p

P

-

p
P

- D T

Para se obter a matriz de covariincia contaminada (X,) basta multiplicar a matriz X; por A, da

mesma forma que foi feito com a matriz identidade.

3.2 Identificando outlier’s usando Comedian

Inicialmente, a partir da amostra sendo analisada é aplicado o método Comedian de

onde se obtém-se uma matriz definida positiva S(X) como uma estimativa robusta. Assim, em

seguida, € obtida a distancia de Mahalanobis de cada observagdo para o centro amostral robusto,
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cuja finalidade € a deteccdo de outliers, que nesse caso é computada por:
RD(x;,m) = rd; = (x,-—m)TS_](x,-—m), i=1,2,...n, (3.1)

em que m € o valor médio robusto.
O valor de corte para verificar até que ponto uma observagao deve ser considerada como

um outliers ou ndo foi obtido por

1,4826(5 o5.,med(rdy .., rdy)]

cv =
2
%0,5;17

, (3.2)

em que 1,4826 ¢é o fator de correcao que torna MAD imparcial na distribui¢cdo normal (HUBERT;
VEEKEN, 2008).

Quando qualquer RD(x;,m) > cv, a observagio correspondente, x;, foi considerada um
outlier. As estimativas comedian foram computadas no pacote robustbase, do programa R
Core Team (2021), além de ter sido computada a distancia de Mahalanobis da equacdo (3.1),
também foi possivel obter a matriz de covarincia com todas as transformacdes necessdarias. De
posse dos rd;’s foi feita a comparagdo com o valor de corte (cv) apresentado na equagdo (3.2)

para cada observacao.

3.3 Identificando outlier’s usando MVE, MCD e OGK

Para identificar os outliers usando os métodos MVE, CMD e OGK foram utilizadas as
fungdes cov.mve, cov.mcd ou cov.mcd e CovOGK, sendo que as duas primeiras fungdes estao
no pacote MASS e as duas dltimas no pacote robustbase.

Com as funcdes cov.mve e cov.mcd foi possivel obter a matriz de covariancia com
determinantes minimos e os pontos de centro para calcular a distincia de Mahanalobis. O
ponto de corte usado nesses dois casos foi 4/ x§’975; .

A funcdo CovOGK, além dos pontos de centros e a matriz de covariancia, retorna tam-
bém as distancias de Mahalanobis computadas. O ponto de corte para esse método utilizou a

equacdo (2.28) apresentada, com o = 0,975.
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3.4 Identificando outlier’s PCOut

Usando o método PCOut, foram obtidas duas distancias para os dados, sendo uma para
locacdo e uma para dispersao. No PCOut ambas as distancias foram usadas para identificacao

dos outliers. Atribuiu-se “0” para outliers sempre que d; > ¢, em que c € definido por

¢ =med(dy,...,dy) +2,5«MAD(ds, ...,dy). (3.3)

Foram computados os pesos

0, di 2 C,
o\ 2
Wi = <1— (i’j{) ) M < d; <c, (3.4)
1 di<M
emquei=1,...n,Méo % quantil da distancia dy,...,d,, ou seja € o ponto minimo em que

a observacao nao foi classificada como outlier. Sempre que d; < M atribui-se “1”. Ambas
as distancias encontradas foram aplicadas na equacdo de (3.4), a qual pode ser chamada de
equacdo de pesos. Por fim foi utilizado uma ultima equacao que reuniu os pesos da primeira

distancia com os da segunda (FILZMOSER; MARONNA; WERNER, 2008), dada por

_ (wiits)(wait+s)

wi = (1+S>2 ) (35)

em que o valor de s € uma constante igual a 0,25. Essa constante foi introduzida porque algumas
observagdes ndo outliers podem ter recebido peso zero em um dos passos. Com s # 0, somente
sdo considerados outliers as observagdes com 0 em ambas as fases. Por fim, as observacdes
classificadas como outliers foram aquelas cuja w; < 0,25 (FILZMOSER; MARONNA; WER-
NER, 2008). O algoritmo utilizado foi PCout, que pode ser encontrado no pacote mvoutlier

do programa R Core Team (2021).

3.5 Taxas de sucesso (TS) e de taxa de falsa detecciao (TFD)

Ao gerar uma populagdo normal contaminada foi criado um vetor /4 (classificagao real)

que contém 1 nas posi¢cdes onde ndo ha outliers e 0 onde hé outliers. Além disso, todos os



38

algoritmos dos métodos propostos tem um vetor de bindrio de pesos w, onde 0 indica outliers e
1 indica que a observagdo € ndo outlier.

Para obter a taxa de sucesso confrontou-se todas posi¢cdes do vetor &, com as posi¢oes
correspondentes do vetor w. Dessa forma, bastou realizar uma contagem para a condi¢do “h; =0
e w; =07, sendo que o resultado dessa contagem foi armazenado em uma varidvel denotada Ta.
A taxa de sucesso, TS, foi obtida usando a equagdo TS = % em que n,,; € o nimero total de
outliers gerados e Ta € o total de outliers identificados corretamente.

A taxa de falsa detecc@o ou taxa de falsos positivos, foi obtida comparando novamente
os vetores h e w. Mas, dessa vez foram contadas a seguinte condi¢dao “h; =1 e w; =07, em

que o resultado dessa contagem também foi armazenado em uma variavel Ta4. A equagdo para

taxa de falsa detec¢do, TFD, usada foi TFD = nffljm, em que n € o nimero de observagdes
geradas e n,,; € o total de observacdes que sao outliers, Ta4 é o total de observagdes que foram
identificadas como outliers, mas que de fato ndo eram.

Além disso, vale ressaltar que cada configuracdo de simulagdo foi repetida duas mil

vezes, portanto as taxas obtidas corresponderam as médias de todas as simulagdes.

3.6 Simulacoes

Antes de descrever as simulacoes, € necessario informar que os dados simulados € uma
tentativa de aproximacao da realidade. Além disso, dados reais podem ter caracteristicas que
ndo foram ou ndo possam ser representadas nas simulacdes realizadas.

As simulacoes foram divididas em cinco cendrios. Sendo o primeiro cendrio realizado
simulagdes sem a presenca de outliers, ou seja, 6 = 0. O objetivo desse cendrio foi verificar
como os métodos comparados reagiram a medida que foram incluidas mais varidveis. Os dados
simulados possui distribui¢do N(0,7) e foram usados p = 2, 5, 10, 20 e 50. O nimero de obser-
vagOes para esse cendrio foi de n = 100. Nesse primeiro cendrio a 7'S € nula, o melhor método
detre os comparados serd aquele que obter a menor 7F D, com ja mencionado anteriormente o
processo serd repetido N = 2000 vezes para cada teste.

O segundo cendrio tem o objetivo de verificar se os métodos sdo eficazes para detectar
outliers de dispersdo, ou seja, mantém-se a média igual tanto para os dados normais quanto
para os contaminados (it = l,). As altera¢Oes na distribui¢do contaminada ocorre somente na
covariincia. Foram utilizados as seguintes taxas de contamina¢ao 10%, 30% e 40% e A igual a

5. Os valores de p (dimensdes) foram considerados neste caso em 5, 10, 20 e 50, o niimero de
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observagoes igual a 100. Dado que @, = M, e os dados normais t€ém matriz de covariancia igual
al, o valorde A deve ser maior que 1. Caso A < 1 ndo havera outliers, porque os dados normais
Jé estdo entre “0” e “1” . Portanto, nao faz sentido colocar a covariancia na parte contaminada
com A menor ou igual a 1.

No terceiro cendrio o objetivo foi verificar qual método consegue maior 7'S € a menor
TFD. Foram utilizadas contaminag¢des iguais a 10%, 20%, 30% e 40%, { = 5¢ 10, A = 0,1,
0,5,1e3ep=35,10, 20,50, 100 e 500. Dessa forma foi possivel observar se h4 alteragdes nos
resultados dos métodos a medida que foram feitas as mudancas na parte contaminada, alterando:
taxa de contaminagdo, média, varidncia e nimero de varidveis. Para as dimensdes iguais a 5,
10, 20, 50 e 100 foram usados n = 100 observacdes. Para p = 500 foi utilizado n = 1000.

O quarto cendrio foram simulados dados contaminados com p > n. A taxas de contami-
nacdo foram iguais ao realizado na segunda etapa. O mesmo vale para os valores de & (5 e 10)
e A (0,1,0,5,1 e 5). Porém como p deve ser maior que n, foram adotados p = 50, 100 e 500,
com n = 40 nos dois primeiros casos € 200 para o ultimo caso. Esse tltimo cendrio tem como
objetivo verificar se hd uma melhora no desempenho dos métodos ao aproximar o nimero de
observacdes com o nimero de varidveis.

No ultimo cendrio foram realizadas simulacdes com dados contendo correlacdes, p.
Foram realizadas simulacdes somente com casos extremos, ou seja, d iguais a (0, 40%), A
iguais a (0,1, 5) e £ = 5. Foram simulados dados com p = (0,1, 0,5, 0,9). Sendo 0,1 para
baixa correlacdo, 0,5 para média e 0,9 para alta correlacdo. Para os casos de alta dimensao foi
utilizado n =40 e p = 50, por ultimo, n = 40 e p = 100. Todas as configuragdes consideradas

estdo apresentadas na Tabela (3.1).

Tabela 3.1 — Tabela das configuragdes consideradas nas simula¢des realizadas nas 5 cendrios.

Cendrio | Taxade N° de Varidveis | & A N° de observacdes
contaminagdo 8 | p n

01 0 2,5,10e50 0 0 100

02 0,1,0,2,0,3e04 5,10,20e 50 0,0 5,00 100

03 0,1,0,2,0,3e04 5,10,20e 50 5,10 0,1,0,5,1,5 100
0,1,0,2,0,3e 0,4 100 e 500 5 0,1,0,5,1,5 1000

04 0,1,0,2,0,3e 0,4 50, 100 e 200 5 0,1,0,5,1e5 40
0,1,0,2,0,3e 0,4 200 5 0,1,0,5,1e5 100

05 0,1e04 50 e 100 0e5 0,1e5 40

Fonte: Do autor (2022).
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Nas proximas subsecdes sdo apresentados os resultados das taxas de sucesso e taxas
de falsa detec¢do, para os métodos MVE, MCD, OGK, PCout e comedian, nos 5 cendrios de
simulacdes. Importante lembrar que na geracdo dos dados foi utilizado a distribuicdo da normal
multivariada contaminada. Portanto, espera-se que quanto maior for o valor de & e A melhores

devem ser os resultados de cada método.

4.1 Aplicacao dos métodos em dados sem outliers

Na Tabela 4.1 sao apresentadas as taxas de falsa deteccao (TFD) nas simulag¢des realiza-
das. Pode-se observar que o melhor método foi o Comedian, que apresentou as TFD’s menores
em todas simula¢des realizadas, com apenas 2%, para p =2, 1% para p =5, 10 e 0% para
p=50. Outro detalhe, interessante para ser observado, sdo as mudangas nos resultados do MVE
e MCD, percebe-se que o aumento de p provocou um aumento nas TFD’s. Enquanto no Come-
dian esta relacdo entre p e a TFD foi inversamente proporcional. Os métodos OGK e PCOUT
foram os piores para p =2, 5 e 10. Para p = 50 os piores foram os métodos MCD e MVE. As

taxas de falsa detec¢do foram bastante elevadas nesta dltima situagao.

Tabela 4.1 — TFD’s médios dos métodos de deteccdo de outliers em N = 2000 simula¢des na auséncia
de outliers considerando tamanho de amostra n = 100

METODO | TFD p=2 | TFD p=5 | TFD p=10 | TED p=50

MVE 0,03 0,05 0,09 0,23
MCD 0,03 0,04 0,08 0,24
OGK 0,10 0,11 0,11 0,13
PCOut 0,12 0,13 0,13 0,10
COMEDIAN 0,02 0,01 0,01 0,00

Fonte: Do autor (2022).

Os resultados apresentados por Barbosa, Duarte e Martins (2020) para dados sem con-
taminacao ficaram bem préximos dos resultados obtidos aqui, embora os autores tenham usado
correlagdo nos dados. Por exemplo, para p = 5, os autores conseguiram uma TFD de 7% para
MVE e 3% para MCD, enquanto aqui foi obtido 5% para MVE e 4% para MCD. Os autores

usaram o método MVE e MCD para comparar com o método por eles desenvolvido.
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4.2 Deteccao de outliers em dados alterando apenas a variancia

Na Tabela 4.2 sdo apresentados os resultados das simulacdes. A principio, foram consi-
derados os resultados sobre as TS’s. Observando 6 ficou evidente que ele possui uma relacéo
inversa com a TS para todos métodos. O aumento da dimensdo p também afetou as TS’s, para
os métodos Comedian, PCOut e OGK de maneira positiva e os métodos MVE e MCD de ma-
neira negativa. Por outro lado, ao observar a TFD, ficou claro que o aumento em p implica em
um aumento das TFD’s nos métodos MVE e MCD, enquanto que no OGK houve um pequeno
aumento. No método PCOut houve uma queda na TFD de 1% a medida que p aumentava e
no Comedian, praticamente todas as TFD’s foram zero exceto a primeira simulagdo com p =5
e 6 = 0,1. Vale salientar que, as melhores TS’s foram obtidas com o método OGK e PCOut,
enquanto as melhores TFD foram obtidas com o Comedian. Para p =5 ¢ 6 = 0,4 OGK atingiu
68% de acerto sendo o melhor método seguindo pelo PCOUut com 62%, enquanto o Comedian
obteve apenas 38%. Aumentando p para 20 e mantendo a mesma porcentagem de contamina-
¢do (8 = 0,40), o Comedian atingiu 86%, PCOut 96% e o OGK 98%, ou seja, quanto maior
a dimensao melhores serdo os resultados dos métodos. Isso ficou mais evidente quando p foi

elevado para 50.

Tabela 4.2 — TS’s e TFD’s dos métodos de detecgao de outliers nas simulacdes com outliers de dispersao
comn=100e A =5.

5 | MVE MCD OGK PCOut | COMEDIAN
P TS [TFD |[TS [TFD |TS |[TFD |TS |[TFD [TS | TFD
5 01 072 003 071 003 084 008 081 009 061 001
03 060 001 059 001 075 003 071 003 048 0,00
04 050 000 051 000 068 002 062 002 038 0,00

10 0,1 093 0,06 093 0,05 09 0,08 095 0,08 0,83 0,00
03 085 0,02 088 002 093 0,03 08 0,03 072 0,00
04 076 0,01 085 001 087 0,01 081 0,01 05 0,00

20 0,1 098 0,17 1,00 0,19 1,00 0,09 099 0,08 097 0,00
0,3 093 0,05 099 0,08 099 0,04 09 0,02 093 0,00
04 085 0,02 094 0,02 098 001 09 0,01 086 0,00

50 04 056 005 056 004 1,00 0,02 1,00 0,00 1,00 0,00

Fonte: Do autor (2022).

A principio os métodos MVE e MCD também tiveram ganho com o aumento da di-

mensdo p, mas quando p foi elevado a 50 os resultados foram ruins chegando a 56% de TS
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(TABELA 4.2). Sobre a TFD o Comedian mostrou-se melhor em todas as simulacdes apresen-
tadas na Tabela 4.2, enquanto o PCOut foi o pior para p = 5, ao lado do OGK. Para p = 10
eles continuaram sendo os piores apresentando TFD’s de 8%, 3% e 1%, para contaminagdes de
10%, 30% e 40%, respectivamente. Para p = 20 e 50, o MVE e o MCD apresentaram as piores
TFD’s e TS’s nos dados simulados.

Por fim € interessante observar que a taxa de contamina¢ao menor, (nesse caso de 10%),
apresenta indices mais elevados de TFD. Isso porque em torno de 90% dos dados tem distribui-
¢do normal N(0,1). Assim como foi observado na Tabela 4.1 para os métodos MVE e MCD,
observou-se também na Tabela 4.2 que ops métodos tendem a ter um aumento na TFD a medida
que o a dimensdo p aumenta. Em contra partida, 6 = 0, 1, foi o indice que todos os métodos
obtiveram as melhores TS’s. No entanto, quanto maior o p, menor serd essa diferenca na TS em
relagdo as mudangas nos valores de 6. Em resumo, pode-se concluir que a influéncia da taxa
real de outliers 6 nas TS’s estd ligada diretamente a dimensdo p dos dados. Quanto maior p,
menor serd a influéncia de 0 nas TS’s dos métodos PCOut, OGK e Comedian.

Em comparacio com a pesquisa apresentada por Filzmoser, Maronna e Werner (2008),
quando £ = 0 e p = 10, além de se adotar A = 5, verificou-se que os métodos OGK e MCD
superam o PCOut, tanto em TS como em TFD. Nos resultados obtidos aqui, o PCOut obteve
TS superior a do método MCD, porém inferior a do método OGK. Na verdade os resultados
das duas pesquisa ficaram préximos. No trabalho dos autores, as taxas de TS do PCOut, OGK e
MCD foram 91,16%, 93,31% e 92,35%, enquanto aqui os resultados foram 95%, 96% e 93%,
respectivamente. Estes autores ndo utilizaram o Comedian e o MVE nas comparagdes entre os

métodos.

4.3 Deteccao de outliers de locacao e dispersao

Neste cendrio, as simulacdes foram mais extensas que as anteriores, pois envolveram
alteragdes em I, ou seja, & # 0. Para esse novo cendrio & assumiu valores de 5 e 10, enquanto
A assumiu valores de 0,10, 0,50, 1 e 5. As dimensdes (valores de p) tiveram a seguinte sequéncia
5, 10, 20, 50, 100, 200 e 500 e & foi sendo alterado com 10%, 20%, 30% e 40%. Para casos
da dimensdo p até 50 foi utilizado n= 100 e para casos de p > 100, n foi alterado para 1000.
O objetivo dessa nova etapa foi verificar qual método foi o melhor, além de verificar também

como as alteracdes na distribuicao normal contaminada influenciam as TS’s e as TFD’s.
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A primeira simulag¢@o dessa nova etapa foi com & =5, p =5 e n = 100, alterando A e
0 com os valores descritos acima. Mais uma vez cada simulacdo foi repetida 2000 vezes. Na
Tabela 4.3, sdo apresentados os primeiros resultados obtidos. Em comparacdo com as taxas
anteriores quando era mantido £ = 0, as TFD’s mais altas eram com & = 0, 10. Para o caso de
& = 5, mantendo a taxa de contaminagdo igual a 10%, as maiores TFD’s foram obtidas com
os maiores A’s. Na primeira linha da Tabela 4.3, todos os métodos conseguiram 100% de TS.
Mas, observando as TFD “s o melhor método foi o comedian com apenas 1% de TFD, enquanto
os métodos PCOut e OGK foram os piores com TFD de 7% e 8% respectivamente. Porém ao
aumentar a taxa de contaminag¢do mantendo A = 0,10, a TS cai, principalmente nos métodos
MVE, OGK e MCD chegando a 1%, 1% e 0%, respectivamente, com 6 = 0,40. Com esse 9,
0 PCOut se mostrou o melhor método com 52% de TS. Embora o PCOut tenha sido o melhor
método com contaminagdo de 40% dados considerando A = 0,10, a TFD chegou a 11%. Para

as TFD’s o Comedian obteve os melhores resultados.

Tabela 4.3 — TS’s e TFD’s dos métodos de detec¢do de outliers nas simulagdes com outliers para n =
100, =5ep=>5.

* | s MVE MCD OGK PCOut | COMEDIAN
TS [TFD [ TS [TFD |[TS |[TFD |TS |[TFD | TS | TFD

0,10 0,10 1,00 0,03 1,00 002 1,00 008 100 007 1,00 0,01
020 091 003 080 005 090 007 100 003 097 000
030 028 018 0,10 028 020 015 097 001 081 000
040 001 039 000 057 001 041 052 011 017 002

0,50 0,10 1,00 0,03 1,00 0,02 1,00 0,08 1,00 0,07 1,00 0,01
0,20 1,00 0,02 1,00 0,01 09 0,06 1,00 0,03 1,00 0,00
0,30 090 0,02 097 040 0,06 1,00 1,00 0,01 095 0,00
0,40 0,33 0,08 0,58 0,05 0,04 0,14 0,85 0,01 0,40 0,00

1 0,10 1,00 0,03 1,00 0,02 1,00 0,08 1,00 0,07 1,00 0,01
0,20 1,00 0,02 1,00 0,01 099 006 1,00 0,03 1,00 0,00
0,30 1,00 0,01 1,00 0,01 0,63 004 1,00 0,01 1,00 0,01
0,40 0,79 0,01 096 0,01 0,15 0,06 0,89 0,00 0,56 0,00

5 0,40 097 0,00 1,00 0,00 0,83 0,01 093 0,00 095 0,00

Fonte: Do autor (2022).

Pode-se verificar que o aumento de A tem impacto positivo nas TS’s e TFD’s para todos
os métodos. O método OGK foi o0 que mais obteve quedana TS com A < 1 ¢ é > 0,30, enquanto

o PCOut obteve as melhores TS’s. Por fim, com A =5 ¢ 6 = 0,40, todos os métodos ficaram
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com TS acima de 90%, exceto OGK que atingiu 83%, o MCD foi o melhor método com 100%
de acerto e zero de TFD, seguido pelo MVE com 97% de TS e zero de TFD (TABELA 4.3).
Na préxima configuracéo alterou-se & para 10 e manteve-se p = 5. As demais quanti-
dades foram mantidas como no caso anterior. Como a média da parte contaminada estd maior,é
esperado que os resultados dos métodos sejam melhores. Na Tabela 4.4 mostrou que todos os
métodos tiveram excelentes resultados para TS. Analisando as TFD’s o método Comedian foi
o melhor método para qualquer 6 < 0,30 com TFD iguais a zero e 1%. Nessa mesma faixa
de 6, as maiores TFD’s, ocorreram para os métodos OGK e PCOut. Para contaminacgdes de
40%, o melhor método foi o PCOut quando A < 1. Com A = 5, todos os métodos atingiram
100% de TS e zero de TFD, com exce¢dao do MVE que atingiu 96% de TS e OGK que atingiu
91%. Assim como aconteceu nas simula¢des com & = 5, a medida que A aumentava os métodos

apresentaram melhores resultados para TS e TFD, independentemente da taxa de contaminagao.

Tabela 4.4 — TS’s e TFD’s dos métodos de detec¢do de outliers nas simulagdes com outliers com n =
100, =10e p=>5.

1| s MVE MCD OGK PCOut | COMEDIAN
TS [TFD TS [TFD | TS |[TFD |TS |[TFD |TS | TFD

0,10 0,10 1,00 0,03 1,00 003 100 008 100 007 100 0,01
020 1,00 002 099 002 1,00 007 100 003 1,00 001
030 080 007 053 019 077 007 100 001 100 000
040 0,15 035 003 056 013 028 097 000 078 0,00

05 0,10 1,00 0,03 1,00 0,03 1,00 0,08 1,00 0,07 1,00 0,01
0,20 1,00 0,02 1,00 0,01 1,00 0,06 1,00 0,03 1,00 0,00
0,30 1,00 0,01 1,00 0,01 09 0,05 1,00 0,01 1,00 0,00
0,40 0,82 0,03 093 0,01 029 0,07 1,00 0,00 092 0,00

1 0,10 1,00 0,03 1,00 0,02 1,00 0,08 1,00 0,07 1,00 0,01
0,20 1,00 0,02 1,00 0,01 1,00 0,06 1,00 0,03 1,00 0,00
0,30 1,00 0,01 1,00 0,01 09 0,04 1,00 0,01 1,00 0,00
0,40 0,82 0,03 094 0,01 027 0,07 1,00 0,00 092 0,00

5 0,40 096 0,00 1,00 0,00 091 001 1,00 0,00 1,00 0,00

Fonte: Do autor (2022).

Serdo ressaltados a seguir alguns pontos que podem ser esperado para as proximas con-
figuragdes. Nas simulagdes sem outliers ficou claro que com o aumento de p, os métodos
Comedian e PCOut tendem a ter resultados melhores e os métodos MVE e MCD tiveram um

aumento nas TFD. Nas simulagdes em que se manteve & = 0, percebeu-se que a medida que
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p aumentava, independentemente das taxas de contaminagdo (&), os métodos tenderam a ter
resultados melhores. Por fim, nas simulagdes em que a parte contaminada difere da parte nao
contaminada tanto em média quanto em covariancia ficou claro que quanto maior A, maiores as
TS’s e menores as TFD’s, independentemente dos valores de & (isso também € vélido para &).
Com base nesses resultados mencionados, nas préximas configuracdes das simulacdes espera-se
TS’s e TFD’s melhores.

Considerando p =10 e & =5, com as demais quantidades mantidas como anteriormente,
verificou-se na Tabela 4.5 que para 6 < 0,20, as melhores TS’s foram obtidas com o Comedian
e com o PCOut. Com & > 0,30 o PCOut passa a ser o melhor método para qualquer A. Obser-
vando A = 0, 1, percebe-se que para 6 > 0,10, o MVE, o MCD e o OGK perderam eficiéncia
e a TS ficou mais baixa em cada aumento de 8. O Comedian passou a ser influenciado quando
0 = 0,30, em que apresentou TS de 88%. Ja o PCOut atingiu 99% de TS e para 6 = 0,40, o
Comedian ficou com apenas 22% de TS, enquanto o PCOut apresentou desempenho de 76%.
Por outro lado, as melhores TFD’s foram novamente obtidas com o Comedian. Com o aumento
de A, os métodos foram melhorando seus resultados. O MVE, por exemplo, de 3% de TS com
A = 0,1 passou a atingir, com A = 0,5, 37%, embora ainda muito aquém do desejado. Para
reafirmar o quanto a covaridncia influéncia nos métodos de detecc¢do, foi realizado um teste com
A =10e 6 =0,4. Todos os métodos tiveram TS’s maiores ou iguais a 99%.

Considerando p = 10 e £ = 10, espera-se mais uma vez, com a média maior, resultados
melhores, pois a distancia entre os outliers € os nao outliers ¢ muito maior. Na Tabela 4.6 as
TS’s e TFD’s sdo apresentados para esse caso. O Comedian superou os demais métodos, com
A < 0,40, independentemente dos valores de 0, atingindo 100% de TS e zero para as taxas de
TFD. O pior método foi do MCD, que com 6 > 0,10, a TS reduziu e a TFD aumentou. Consi-
derando 6 = 0,40 e A = 0, 10, o melhor método foi o PCOut com 100% de TS e zero de TFD, o
segundo melhor método foi o Comedian que atingiu 85% de TS. Assim como observado ante-
riormente, 2 medida que A aumenta todos os métodos apresentaram melhorias no desempenho.
Para reafirmar essa condig¢do foi realizado mais 2 simula¢ées mantendo 6 = 0,40, porém com
A =5 e 10. Para o primeiro caso, os dois piores métodos foram o MVE e OGK que atingiram
96% e 98% de TS respectivamente, embora este desempenho seja muito satisfatério. Com A =
10, o pior método foi o MVE que atingiu 99% de TS. Interessante observar mais uma vez que
para contaminacdes iguais ou menores a 20%, as TFD’s dos métodos MVE e MCD subiram a

medida que A decresceu.
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Tabela 4.5 — TS’s e TFD’s dos métodos de deteccio de outliers para simulacdes com outliers com n =
100, & =5e p=10.

L |5 | MVE MCD OGK PCOut | COMEDIAN
TS [TFD TS [TFD |[TS |[TFD |TS |[TFD | TS | TFD

0,1 01 1L00 007 095 007 100 009 100 007 100 0,00
02 055 016 016 034 092 007 1,00 003 1,00 0,00

03 003 039 000 059 019 020 099 001 088 0,00
04 000 057 000 075 000 046 076 007 022 0,02

0,5 01 1,00 0,06 1,00 0,05 1,00 0,09 1,00 0,06 1,00 0,00
0,2 094 0,05 097 0,04 099 0,07 1,00 0,03 1,00 0,00
03 037 0,12 048 0,10 050 0,07 1,00 0,01 0,97 0,00
04 0,03 022 0,04 020 004 0,19 096 0,00 047 0,00

1 0,1 1,00 0,06 1,00 0,05 1,00 0,09 1,00 0,07 1,00 0,00
0,2 1,00 0,04 1,00 0,03 1,00 0,06 1,00 0,03 1,00 0,00
03 092 0,03 097 002 0,71 004 1,00 0,01 0,99 0,00
04 044 0,05 064 004 020 006 098 0,02 0,61 0,03
5 04 095 001 1,00 0,01 09 0,01 099 0,00 095 0,00

10 04 099 001 1,00 0,01 1,00 0,01 1,00 0,00 099 0,00

Fonte: Do autor (2022).

Como demonstrado, os métodos tenderam a apresentar resultados melhores conside-
rando & = 10, portanto, foram evitadas simula¢gdes com & = 10, com a finalidade de exigir
mais dos métodos de detec¢do. Dessa maneira, para as proximas simulacdes foram considerado
apenas £ = 5 e, além disso, aumentou-se a dimensdo p. A préxima simulagéo apresentada na
Tabela 4.7 contém p = 20 e as demais quantidades permaneceram as mesmas usadas nas si-
mulagdes anteriores. Os efeitos ja mencionados continuam com o mesmo padrao, sendo que o
MVE e o MCD, quando 6 < 0,30, apresentaram TFD alta. O Comedian é o melhor método
quando & < 0,30 para qualquer A e PCOut o melhor para 6 > 0,30. Quanto maior A melhores
sdo os desempenhos dos métodos para todos os métodos tanto da TS quanto da TFD.

Foram apresentadas simulacdes com p =35, 10 e 20 e ficou identificado que quanto mais
as médias e as covariancias da parte contaminada se distanciam dos dados normais melhores
sdo os resultados de deteccdo (o que é realmente era esperado em teoria). Na Tabela 4.8 sdo
apresentados os resultados considerando alteragdes em p mantendo A = 0,1. O objetivo dessa
andlise foi identificar os efeitos do aumento da dimensdo p nos métodos de deteccao. O primeiro

ponto importante observado foi que para até p =5 com 8 = 0,10, 0o MVE e MCD conseguiram
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Tabela 4.6 — TS’s e TFD’s dos métodos de deteccdo de outliers para simulacdes com outliers com n =
100, & =10e p = 10.

1| s MVE MCD OGK PCOut | COMEDIAN
TS [TFD [ TS [TFD | TS |[TFD |TS |[TFD | TS | TFD

0,10 0,10 1,00 0,06 1,00 005 1,00 009 100 007 100 0,00
020 092 007 048 025 100 007 1,00 003 1,00 0,00
030 023 033 001 059 076 008 100 001 1,00 000
040 0,00 057 000 074 008 039 100 000 085 000

0,50 0,10 1,00 0,06 1,00 0,05 1,00 0,09 1,00 0,07 1,00 0,00
0,20 1,00 0,04 1,00 0,03 1,00 0,07 1,00 0,03 1,00 0,00
0,30 0,82 0,06 088 0,05 092 005 1,00 0,01 1,00 0,00
0,40 0,21 0,19 027 0,17 029 0,11 1,00 0,02 096 0,03

1 0,10 1,00 0,06 1,00 0,05 1,00 0,09 1,00 0,07 1,00 0,00
0,20 1,00 0,04 1,00 0,04 1,00 0,07 1,00 0,03 1,00 0,00
0,30 098 0,02 098 0,02 097 004 1,00 001 1,00 0,00
0,40 0,65 0,04 0,69 0,03 053 0,04 1,00 0,00 098 0,00
5 0,40 096 0,01 1,00 0,01 098 002 1,00 0,00 1,00 0,00

10 040 099 0,01 1,00 0,01 1,00 0,00 1,00 0,00 1,00 0,00

Fonte: Do autor (2022).

Tabela 4.7 — TS’s e TFD’s dos métodos de deteccdo de outliers para simulacdes com outliers com n =
100, ¢ =5¢e p=20.

L | s |__MVE MCD OGK PCOut | COMEDIAN
TS [TFD | TS |[TFD | TS |[TFD | TS [TED | TS | TFD

01 01 077 023 040 031 1,00 0,10 100 006 1,00 0,00
02 004 041 000 047 092 008 1,00 002 100 0,00

03 000 052 000 056 022 022 1,00 001 092 0,00
04 000 066 000 066 000 046 092 006 031 0,02

05 01 09 0,18 097 0,19 1,00 0,09 1,00 0,06 1,00 0,00
0,2 033 027 033 029 099 0,07 1,00 0,02 1,00 0,00
0,3 0,05 037 005 041 058 008 1,00 001 1,00 0,00
04 005 043 005 049 0,04 025 1,00 0,00 0,60 0,00

1 0,1 1,00 0,18 1,00 0,18 1,00 0,09 1,00 0,06 1,00 0,00
0,2 083 0,14 091 0,13 1,00 0,07 1,00 0,03 1,00 0,00
0,3 038 020 044 0,19 084 0,04 1,00 0,01 1,00 0,00
04 026 023 026 023 027 0,07 097 0,02 095 0,02

Fonte: Do autor (2022).
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100% de TS com TFD abaixo de 4%. Mas com p =10 considerando o mesmo &, o MCD atingiu
95% de TS, enquanto o MVE manteve os 100%, mas as TFD subiram para 7%. Para p = 20,
o MCD atingiu apenas 40% de TS e o MVE atingiu 77%, e as TFD subiram para 31% e 23%,
respectivamente. Observando 6 > 0,20 nos métodos MCD e MVE, com o aumento de p o
resultados ficaram com TS’s mais baixas e TFD’s mais altas. Fazendo a mesma andlise para o
método OGK, notou-se que as TS’s e TFD’s ficaram semelhantes, independente da dimensao
p. Com o aumento da contaminacio, o método apresentou TS mais baixas e TFD mais altas,
lembrando que A = 0,10 estd fixo. O método PCOut obteve excelentes resultados para todas as
faixas de contaminacdo, além disso a TS tende a melhorar a medida que p aumenta e a TFD
manteve-se igual, para 6 < 0,30 e caiu 1 ponto percentual para p = 20. As melhores TS s
foram obtidas com o PCOut e com o comedian, mas vale ressaltar que para contaminacdes
iguais a 40% o comedian passa a obter TS’s baixa enquanto o PCOut ainda consegue obter taxas
maiores. As TFD’s do Comedian foram as melhores em todos as simulagdes e a medida que
p aumentava elas se mantiveram iguais € nenhuma delas acima de 2%. Em resumo, enquanto
o aumento de p diminuiu a eficicia do MVE e MCD, melhorou os resultados do PCOut e

Comedian. O método OGK, aparentemente, ndo sofreu nenhum efeito expressivo.

Tabela 4.8 — TS’s e TFD’s dos métodos de deteccdo de outliers para simulacdes com outliers com n =
100, & =5,A =0,1.

5 | MVE MCD OGK PCOut | COMEDIAN
P TS [TFD |[TS [TFD | TS |[TFD |TS |[TFD |TS | TFD
5 01 100 003 100 002 100 008 100 007 100 0,01
10 01 1,00 007 095 007 1,00 009 100 007 100 000
20 0,1 0,77 023 040 031 100 0,10 100 006 100 0,00

5 02 091 003 080 0,05 09 0,07 1,00 003 097 0,00
10 0,2 055 0,16 0,16 034 092 0,07 1,00 0,03 1,00 0,00
20 0,2 0,04 041 000 047 092 0,08 1,00 0,02 1,00 0,00

5 03 028 0,18 0,10 028 020 0,15 097 0,01 0,81 0,00
10 0,3 0,03 039 0,00 05 0,19 020 099 0,01 0,88 0,00
20 0,3 0,00 052 0,00 056 022 0,22 1,00 001 0,92 0,00

5 04 001 039 000 057 001 041 052 0,11 0,17 0,02
10 04 0,00 057 0,00 0,75 0,00 046 0,76 0,07 0,22 0,02
20 04 0,00 066 0,00 0,66 0,00 046 092 0,06 031 0,02

Fonte: Do autor (2022).
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Os padrdes de respostas observados no pardgrafo anterior também foram observados nos
resultados apresentados por Sajesh e Srinivasan (2012) e por Cabana, Lillo e Laniado (2021).
Embora os resultados do presente trabalho nio seja exatamente os mesmos, para ambos os tra-
balhos, eles se aproximaram e os padrdes também se confirmaram. Os métodos usados pelos
autores foram o Comedian, o OGK e o MCD. Kunjunni e Abraham (2020) utilizaram os mes-
mos resultados apresentados por Sajesh e Srinivasan (2012) para verificar a efici€ncia relativa
do novo método proposto por eles de detec¢do de outliers.

De acordo com os resultados das simulacdes, a medida que p aumentava, os métodos
MVE e MCD pioravam, entdo para p > 50 eles foram descartados neste novo cendrio de simu-
lagdo. Além disso, com as simulacdes apresentadas nas a tabelas anteriores ja € possivel ter uma
ideia do que esperar com o aumento de p. Na Tabela 4.9 sdo apresentados os resultados das si-
mulagdes feita com p =50, n =100 e & =5, os valores adotados de A e & foram mantidos. Mais
uma vez o Comedian mostrou-se melhor para contamina¢io menor que 30%. Com a 6 maior
ou igual a 30% o melhor método foi o PCOut. O aumento de A resultou em melhores taxas para

todos os métodos. Dentre Comedian, PCOut e OGK, o OGK obteve pior desempenho.

Tabela 4.9 — TS’s e TFD’s dos métodos de detecc@o de outliers para simulacdes com outliers com n =
100, & =5¢€ p = 50.

. | s [_OGK PCOut | COMEDIAN
TS [TFD | TS [ TFD | TS | TFD

0.1 01 1,00 01 100 004 1,00 0,00
02 095 009 100 002 1,00 0,00

03 029 023 1,00 000 099 0,00
04 000 050 097 005 038 001

05 01 1,00 0,11 1,00 0,04 1,00 0,00
0,3 0,72 0,08 1,00 0,00 1,00 0,00
04 0,09 033 097 003 0,85 0,04

1 0,1 1,00 0,11 1,00 0,05 1,00 0,00
0,3 094 0,05 1,00 0,00 1,00 0,00
04 042 0,07 098 0,02 095 0,01

5 04 099 0,02 099 0,00 1,00 0,00

Fonte: Do autor (2022).

Para as simulacdes com p = 100, foi descartado o método de detec¢io OGK. Além disso,
o numero de observacdes n foi elevado para 1000, sendo que as demais quantidades foram man-

tidas semelhantes as simulacOes anteriores. Nota-se através da Tabela 4.10 que com o aumento
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de n houve uma queda na TS do Comedian para contaminagdo de 40%, considerando A = 0, 10.
O método identificou apenas 2% dos outliers enquanto o PCOut identificou 100% dos outliers.
Por outro lado, as TFD’s ficaram em zero no Comedian, de qualquer maneira os resultados do
Comedian com contaminagio de 40% dos dados quando A = 0,1 sempre ficaram baixos, em-
bora quando n estava mantido em 100 observacdes ele apresentava melhoras com o aumento de
p. Para as demais simulagdes os resultados seguiram os mesmos padrdes anteriores, ou seja, A
maior, melhores as TS’s e TFD’s. Com 6 < 0,20, o PCOut apresentou TFD’s entre 2% a 6%,
enquanto o Comedian obteve zero. Portanto, a mesma andlise se aplicou nessa simulacdo, para
0 < 0,20, o Comedian foi melhor porque atingiu 100% de TS e zero de TFD. Para simulagdes
com 6 = 30% os resultados de ambos os métodos ficaram muito préximos e para 0 = 40% o

PCOut foi o melhor método.

Tabela 4.10 — TS’s e TFD’s dos métodos de deteccdo de outliers para simulacdes com outliers com n =
1000, & =5¢ p=100

o | 5 |__PCOut | COMEDIAN
TS [TFD | TS | TFD

0,1 01 100 004 100 0,00
02 1,00 002 1,00 000

03 1,00 000 099 0,0
04 1,00 001 002 000

0,5 0,1 1,00 0,06 1,00 0,00
0,2 1,00 0,02 1,00 0,00
0,3 1,00 0,01 1,00 0,00
04 1,00 0,00 0,96 0,00

1 0,1 1,00 0,06 1,00 0,00
0,2 1,00 0,02 1,00 0,00
0,3 1,00 0,01 1,00 0,00
04 1,00 0,00 1,00 0,00

5 04 1,00 0,00 1,00 0,00

Fonte: Do autor (2022).

O préximo cendrio considerou p = 500, & =5, n = 1000, A = 0,1 e 5. Para esse caso,
o ndmero de interacdes foi apenas 100 e considerou-se 6 de 40% com A = 0,1 e também & de
10, 30 € 40% com A = 5. Na Tabela 4.11 sdo apresentadas as taxas para essas simulagdes. O
Comedian mais uma vez apresentou TS baixa para A =0,10 com § = 0,4. O PCOut conseguiu

100% de TS nessa condigdo. Para a simulagdo considerando A = 5, o Comedian foi o melhor
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método porque obteve TFD’s iguais a zero. Vale ressaltar que para 6 = 0,40 e A = 5, os dois
métodos atingiram 100% de TS e zero de TFD.

Tabela 4.11 — TS’s e TFD’s dos métodos de deteccao de outliers para simulacdes com outliers com n =
1000, & =5 e p = 500.

s | , |__PCOut [ COMEDIAN

TS [TFD | TS | TFD
04 01 100 000 004 0,00
03 5 1,00 001 1,00 000
0,1 5 100 004 100 0,00
04 5 100 000 100 0,00

Fonte: Do autor (2022).

Nas pesquisas apresentadas por Sajesh e Srinivasan (2012) e por Cabana, Lillo e Lani-
ado (2021) taxas de contaminacdo até 30% foram utilizadas. Os resultados obtidos pelos autores
sdo semelhantes aos resultados obtidos nessa pesquisa. Embora, para esse cendrio de outliers de
localizagdo e dispersao os resultados demonstrados aqui foram levemente superiores, principal-
mente no MCD e Comedian. Considerando, por exemplo, A = 0,1, p =5 e com taxa de conta-
minac¢do de 30%, os resultados dos autores Cabana, Lillo e Laniado (2021) conseguiram atingir
uma TS de 57%, enquanto nesse trabalho foi obtido 81%. Os métodos em comum foram o
Comedian, MCD e OGK. Os métodos PCOut e OGK usados por (FILZMOSER; MARONNA;
WERNER, 2008) também apresentaram resultados inferiores aos demonstrados aqui, mas os
autores usaram dados correlacionados iguais, p, a 0,5. De qualquer forma para essas mesmas
quantidades fixadas no cendrio, os autores conseguiram apenas 32,73% de TS, enquanto aqui

obteve-se 100%. Vale a pena ressaltar que os autores usaram n = 1000 e 500 repeti¢des.

4.4 Deteccao de ouliters com dimensao p maior que observacoes n

O préximo passo e ultimo das simulagdes foi considerar casos em que n > p. Essa
situacdo s6 € possivel de ser avaliada utilizando os métodos Comedian e PCOut. A primeira
simulacdo com essa nova condicao foi realizada com p = 50 e n = 40. As demais quantidades
foram mantidas com fixacdo de £ =5, 1 =0,1,0,5e 1 e 6 =0,1, 0,3 e 0,4. Na Tabela 4.12
sdo apresentados os resultados das TS’s e TFD’s. A principio toda a dindmica encontrada nas
simulacdes anteriores se repetem para esse caso. O ponto que mais chamou atencdo foi o

aumento da TFD para as simula¢ées considerando 6 = 0,4.
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Tabela 4.12 — TS’s e TFD’s dos métodos de deteccao de outliers para simulacdes com outliers com n =
40, =5e p=50.

. | 5 |__PCOut | COMEDIAN
TS [TFD | TS | TFD

0,1 0,1 099 005 099 0,00
03 099 002 096 002
04 081 016 061 024
05 01 099 005 099 0,00
03 1,00 001 098 0,00
04 087 0,10 076 0,14
101 099 005 099 0,00
03 099 001 099 0,00
04 089 008 088 007

Fonte: Do autor (2022).

A préxima simulagdo foi realizada com p = 100, sendo que as demais quantidades foram
mantidas como no caso anterior. Os resultados ficaram bem proximos aos apresentados na
Tabela 4.12. Houve apenas uma queda de 1% nas TFD’s dos dois métodos € um aumento de
1% nas TS’s para algumas configuracdes tanto do Comedian quanto do PCOut. O Comedian
continuou sendo o melhor para os casos de 6 < 0,20 para qualquer A e o PCOut o melhor
método para os casos de em que d > 0,30, para A < 0,5. Outro detalhe interessante que pode
ser observado, o Comedian tende a ter resultados melhores que o PCOut quando A é maior.
Nessa simulagdo por exemplo, (isso também pode ser conferido nas Tabelas 4.3 e 4.9) para A
igual a 5 e & = 0,40, o Comedian conseguiu 98% de TS e zero de TFD, enquanto o PCOut
atingiu 91% de TS e 2% de TFD, sendo que nas demais tabelas mencionadas isso também ficou
evidente.

Na Tabela 4.14 sao apresentados os dados das simulagdes realizadas com p = 200 e as
demais quantidades foram mantidos iguais aos usados nas simulacdes anteriores. Os mesmos
efeito encontrados nas outras simulagdes se repetiram. O Comedian é o melhor método para
0 = 0,20 independentemente de A. Para 6 > 0,30, o melhor método foi o PCOut, porém até
A = 1. Para o teste de 6 = 0,4 ¢ A =5, ambos os métodos atingiram 100% de TS e zero de
TFD.

Por fim, o dltimo cendrio de simulacdo considerou n = 100, p = 200, sendo que as
demais quantidades foram mantidas iguais aos valores ja utilizados anteriormente. O objetivo
foi verificar se com houve influéncia nas TS’s e TFD’s com o aumento de observacdes n. Com

n maior, a TFD diminuiu em todos os métodos. O comedian se destaca mais uma vez por obter
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Tabela 4.13 — TS’s e TFD’s dos métodos de deteccao de outliers para simulacdes com outliers com n =
40, & =5e p=100.

. | 5 |__PCOut | COMEDIAN
TS [TFD | TS | TFD
0,1 0,1 099 004 099 0,00
02 1,00 002 1,00 0,00
03 099 002 095 003
04 084 015 061 023
05 01 099 004 099 0,00
03 099 001 099 001
04 088 009 078 0,12
1 01 099 004 099 0,00
02 1,00 002 1,00 000
03 099 001 099 0,00
04 087 009 086 008
5 04 091 002 098 0,00

Fonte: Do autor (2022).

Tabela 4.14 — TS’s e TFD’s dos métodos de deteccdo de outliers para simula¢des com outliers com n =
40, & =5¢€ p=200.

. | 5 |__PCOut | COMEDIAN
TS [TFD | TS | TFD

0. 0,1 097 004 097 0,00
03 1,00 001 095 001
04 087 0,12 064 0,15

0,5 0,1 099 0,05 099 0,00
0,3 099 0,01 099 0,01
04 087 0,09 0,79 0,13

1 0,1 099 0,04 0,99 0,00
0,3 1,00 0,01 1,00 0,00
04 1,00 0,00 0,94 0,00

5 04 1,00 0,00 1,00 0,00

Fonte: Do autor (2022).

as menores TFD’s e o PCOut se destaca por obter melhores TS’s quando 6 > 0,30e 0 A <0,5.
Além disso, se os resultados da Tabela 4.15 forem comparados com os da Tabela (4.14), pode-se

verificar uma melhora expressiva na TS de ambos os métodos.
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Tabela 4.15 — TS’s e TFD’s dos métodos de deteccao de outliers para simulacdes com outliers com n =
100, & =5 e p =200.

. | 5 |__PCOut | COMEDIAN
TS [TFD | TS | TFD

0,1 0, 100 003 100 0,00
02 1,00 001 1,00 0,00

03 1,00 000 098 0,00

0,5 0,1 1,00 0,03 1,00 0,00
0,3 1,00 0,00 1,00 0,00
04 097 0,03 0,88 0,03

1 0,1 1,00 0,03 1,00 0,00
0,3 1,00 0,00 1,00 0,00
04 097 0,02 097 0,01

5 04 098 001 099 0,00

Fonte: Do autor (2022).
4.5 Deteccao de outliers com dados correlacionados

Para verificar a detec¢do de outliers em dados correlacionados foram abortados trés
situacdes, sendo elas, dados sem outliers, dados com outliers e dados com alta dimensao com
a presenca de outliers. As simulagdes realizadas abordaram somente os casos extremos. Para
dados com contaminag¢do foi usado somente taxa de 40%, a matriz de covariancia foi alterada
com A = 0,1 e 5. Para correlacgdes foi utilizado o pardmetro p, assumindo valores de 0,1, para
baixa correlacdo, 0,5 para média e 0,9 para alta correlacao.

No primeiro caso foram simulado dados sem outliers. Portanto, o melhor método foi
escolhido por meio da TFD. Os nimeros de varidveis usados foram somente 5 e 50. Por meio
da Tabela 4.16 foi possivel observar que os métodos MVE e MCD nao sofreram nenhuma in-
fluéncia dos dados correlacionados. Os métodos PCOut e OGK, sofreram influéncia nas TFD’s
somente quando p foi aumentado para 50. O Comedian foi o método mais sensivel as correla-
coes dos dados. Por outro lado, foi o método com melhor desempenho, apresentando novamente
as melhores TFD’s entre os métodos comparados.

No segundo caso simulado foram considerados dados com a presenca de outliers, por-
tanto, buscou-se avaliar as TS’s e as TFD’s. Foi considerado somente taxa de contaminagdo de
40% e alteragdes na covaridncia de 0,1 e 5 (1), n =100 e p = 5 e 50. Considerando p =5, o

MCD foi 0 método que obteve as melhores TS’s enquanto A = 5 para qualquer p. Para covari-
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Tabela 4.16 — TFD’s dos métodos de deteccdo de outliers nas simulagdes de dados correlacionado sem
outliers, com n = 100

p | p | MVE | MCD | OGK | PCOut | COMEDIAN
5 01 005 004 010 012 001

0,5 005 004 011 012 003

09 005 004 011 012 006

50 01 025 024 0,14 0,10 0,00
05 025 024 0,15 0,10 0,03
09 025 024 0,14 0,11 0,11

Fonte: Do autor (2022).

ancia de 0,1, as melhores TS’s foram obtidas com o PCOut. O Comedian obteve as melhores
TDF’s. Para p = 50 os métodos MVE e MCD sao os piores considerando qualquer cendrio. As
melhores TFD’s foram obtidas com o Comedian para qualquer simulacio, conforme resultados
apresentados na Tabela 4.17. Considerando A = 0,1, o PCOut obteve as maiores TS’s, mas
nenhum método foi satisfatorio com esse cendrio. Para A = 5 com 50 dimensdes, os métodos

PCOut, OGK e Comedian tiveram excelentes resultados.

Tabela 4.17 — TS’s e TFD’s dos métodos de deteccdo de outliers nas simulagdes com dados correlacio-
nados contendo a presenga de outliers; comn =100, & =5¢e & = 0,40.

L |__MVE MCD OGK PCOut | COMEDIAN
PP TS [TFD | TS [TFD | TS [TFD | TS [TFD | TS | TED
5 01 01 000 039 000 057 000 042 035 0,17 0,15 003
5 096 000 1,00 000 081 001 088 000 075 000
05 01 000 039 000 057 000 045 006 031 008 0,05
5 087 000 093 000 078 001 077 001 065 000
09 01 000 039 000 058 000 042 031 000 009 0,05
5 078 000 084 000 076 001 067 001 060 000

50 01 01 0,00 042 0,00 042 000 049 053 022 0,08 0,02
5 05 0,04 056 003 1,00 0,02 1,00 0,00 1,00 0,00

0,5 0,1 0,00 042 0,00 042 0,00 050 0,01 030 0,01 0,05

5 056 005 057 003 1,00 0,02 1,00 0,00 0,99 0,00

09 01 000 042 0,00 042 000 050 0,12 0,08 0,02 0,08

5 05 005 056 003 1,00 0,02 1,00 0,00 094 0,01

Fonte: Do autor (2022).

No ultimo caso (Tabela 4.18), foram considerados dados simulados com alta dimensao.
Foi fixado n = 40 e alterado p = 50 e 100, as demais quantidades foram mantidas com as

mesmas alteracdes. Com relacdo as TFD’s o comedian foi o melhor método exceto quanto p
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=0,9 e A =5, messa condi¢do o PCOut obteve melhores TFD. As TS’s ficaram bem divididas
entre os dois métodos. O mais interessante foi que com p = 0,5 e 0,9 o comedian passou a ter

TS’s melhores que o PCOut quando A =0,1.

Tabela 4.18 — TS’s e TFD’s dos métodos de detec¢ao de outliers para simulacdes com outliers em dados
correlacionados com alta dimensdo com n =40, { =5¢ 8 = 0,40.

. |__PCOut | COMEDIAN
PP TS [ TFD | TS | TFD
50 0,1 0,1 050 0,19 042 0,03
5099 000 1,00 0,00
05 0,1 006 033 026 005
5099 001 097 001
09 01 024 008 025 009
5 1,00 001 091 0,03

100 0,1 0,1 043 0,18 042 0,00
5 095 001 1,00 0,00

0,5 0,1 0,03 029 0,27 0,03

5 098 0,01 099 0,02

09 01 0,19 0,10 023 0,09

5 1,00 0,01 094 0,04

Fonte: Do autor (2022).

Para esse ultimo cendrio de dados correlacionados com alta dimensdo usando taxa de
contaminacao de 40% ficou claro que o Comedian reage de maneira mais positiva que o PCOut
na detec¢do de outliers, atingindo resultados melhores.

Por fim, para verificar se os métodos tém resultados melhores em dados correlacionados
ou em dados sem correlacdo, algumas comparagdes foram realizadas. Nas andlises apresentadas
a seguir, foram considerados apenas os casos de A =0,1, com taxa de contaminagao igual a 40%.
Neste cendrio foram obtidos os piores resultados em todos métodos.

O primeiro caso, foi dados sem a presenca de outliers. Na Tabela 4.19 apresentam-
se os resultados das TFD’s, em que pode-se verificar que os métodos MVE, MCD, OGK e
PCOut praticamente ndo sofreram alteragdes nos resultados, embora o método Comedian tenha
oscilado um pouco mais, mas por outro lado, foi o melhor método, independente do nimero de
varidveis.

O segundo caso, foram usados dados com outliers de localizagao e dispersdo. Pela ana-
lise dos resultados apresentados na Tabela 4.20, verificou-se que os métodos MVE, MCD e

OGK continuaram sem sofrer alteragdes (sdo independentes dos dados estarem correlacionado
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Tabela 4.19 — Comparacdo das TFD’s para dados correlacionados e dados independentes; A = 0,1; Sem

outliers

, p DADOS SEM
METODO | P 757705 [ 09 | CORRELACAO
MVE 5 005 005 005 0,05
MCD 0,04 004 0,04 0,04
OGK 0,10 0,11 0,11 0,11
PCOUT 0,12 0,12 0,12 0,13
COMEDIAN 0,01 0,03 0,06 0,01
MVE 50 025 025 0725 0,25
MCD 024 024 0,24 0,24
OGK 0,14 0,15 0,14 0,13
PCOUT 0,10 0,10 0,11 0,10
COMEDIAN 0,00 003 0,11 0,00

Fonte: Do autor (2022).

ou ndo). Os métodos PCOut e Comedian tiveram variagdes nos resultados (mas foram nova-
mente os melhores). Interessante observar que ambos os métodos perderam eficiéncia nos teste

com dados correlacionados, principalmente o método PCOut com correlagdo de 0,5.

Tabela 4.20 — Comparagdo das TS’s e TFD’s para dados correlacionados e dados independentes; A =0,1;
Taxa de contaminagdo 40%; dados com outliers

p DADOS SEM

METODO p 0,1 0,5 0,9 CORRELACAO
TS [TFD | TS [TFD [TS |[TFD |TS [TFD
MVE 5 000 039 000 039 000 039 0,01 0,39
MCD 0,00 0,57 0,00 0,57 000 058 000 057
OGK 0,00 0,42 000 045 000 042 001 041
PCOUT 0,35 0,17 006 031 031 000 052 0,11
COMEDIAN 0,15 003 008 0,05 0,09 005 0,17 0,02
OGK 50 0,00 049 000 050 0,00 050 0,00 0,50
PCOUT 0,53 0,22 001 030 012 008 095 0,08
COMEDIAN 0,08 0,01 001 005 002 005 038 0,0l

Fonte: Do autor (2022).

Para os dados com alta dimensao, a comparacao foi feita apenas com o PCOut e Come-
dian. As TS’s foram inferiores nos dados correlacionados, mas as TFD’s usando o Comedian
foram melhores. Como pode ser observado na Tabela 4.21 e j4 comentado anteriormente o
PCOut, perde mais eficiéncia quando p = 0,5 e 0,9, ou seja, com correlacdes mais altas (medi-

ana e alta).



Tabela 4.21 — Comparagdo das TS’s e TFD’s para dados correlacionados e dados independentes; A =0,1;

Taxa de contaminagdo 40%; dados com alta dimensdo correlacionados

P DADOS SEM

METODO p 0,1 0,5 0.9 CORRELACAO
TS [TFD |TS |[TFD | TS | TED | TS | TFD
PCOUT 50 050 0,19 006 033 024 008 081 0,16
COMEDIAN 042 003 026 005 025 0,09 061 024
PCOUT 100 043 0,18 0,04 029 0,19 0,10 084 0,15
COMEDIAN 042 001 028 003 024 009 061 023

Fonte: Do autor (2022).
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5 CONSIDERACOES GERAIS

Nessa dissertagdo foram observados os métodos que t€m sido mais utilizados para com-
paracdo de detec¢do de outliers, que sdo o MVE, o MCD e o OGK. Além desses métodos foram
utilizados o método Comedian e PCOut, para deteccdo de outliers em dados com n > p e para
dados com alta dimensao p > n.

Os resultados das simula¢des de dados sem a presenca de outliers apontam para o Come-
dian como melhor método, pois foi o0 método que menos detecta falsos outliers. Vale ressaltar
que, o uso da distribui¢cao normal pode produzir outliers independente de contaminagao ou nao.
Os métodos identificam essas observagdes, mas fica a critério do pesquisador verificar se o ou-
tlier trouxe prejuizo ou ndo para o modelo de interesse e cabe portanto ao pesquisador remover
ou ndo a observacao.

Para os casos de outliers com relagdo a dispersdao, o método com maiores taxa de acerto
foi 0 OGK, mas também foi o método com maiores taxas de falsa detec¢do. O Comedian foi o
método que obteve as menores taxa de falsa deteccdo. O mais interessante nessas simulacdes
foi que a medida que p aumentava, os métodos OGK, PCOut e Comedian apresentavam TS’s
melhores.

Para simulacdo com outliers de locacdo e dispersdo, ha fortes indicios que apontam o
Comedian como melhor método quando considerado uma taxa de contaminagdo menor que
30%. Mas, a medida que a dispersdo dos dados (matriz de covariancia) fica maior, o Comedian
fica melhor, mesmo com 40% de taxa de contaminagdo. Todavia, o PCOut também apresentou
excelentes resultados nas simulagdes com d = 0,40. Como esperado quanto maior for a média
e variancia da distribuicao normal contaminada melhores os resultados para todos os métodos.
Portanto, eleger o melhor método € uma tarefa dificil, mas € possivel apontar alguns caminhos
para os pesquisadores, como por exemplo, aplicar pelo menos dois testes de detec¢do de outli-
ers. Também € fundamental o pesquisador ter conhecimento dos dados que esté trabalhando,
assim quando um método apontar alguma observagao como outliers, cabe a ele verificar se
houve influéncia ou ndo dos outliers e de manter ou eliminar essa observacdo. Pelos resultados
apresentados nessa dissertacdo fica sugerido utilizar o Comedian e PCOut.

Em simulagdes com alta-dimensdo hd mais uma vez indicios que o método Comedian
apresenta resultados melhores. Porém mais uma vez, enquanto a taxa de contaminag¢do foi de
40%, o melhor método foi o PCOut. Os resultados de ambos os métodos melhoraram com

o aumento da varidncia. Também vale ressaltar que o aumento da variancia tem um reflexo
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mais positivo no Comedian, pois em alguns casos ele chegou a superar os resultado do PCOut
com contaminagdo de 40%. Também ¢ valido observar: existem indicios que para dados de
alta-dimensao quanto mais n se aproxima de p melhores serdo os resultados.

No ultimo cendrio foi observado que o comedian € bem sensivel aos dados correla-
cionados, da mesma forma que houve redugcdo de desempenho dos demais métodos. Porém
essa interferéncia ndo prejudicou os resultados relativos do Comedian, pois continuou sendo
o melhor método para estes casos também de dados correlacionados sem outliers. Nos dados
correlacionados com a presenca de outliers, o PCOut se destaca em alguns casos como melhor
método, embora o comedian obteve resultados satisfatorios (quando A =5).

As simulacdes, no geral, apontaram para alguns pontos interessantes que podem ajudar
na deteccdo de outliers. O primeiro ponto é que os métodos PCOut e Comedian tendem a ter
resultados melhores quando existem muitas varidveis, independente da quantidade de outliers,
considerando p < n. Segundo ponto, para p > n, os resultados melhoram quando n se aproxima
de p. Por fim, quando p = 5, os melhores métodos foram o MVE e MCD. Portanto, esses dois

métodos tendem a ser melhores quando o nimero de varidveis é menor.
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6 CONCLUSOES

Dentre os métodos comparados pode-se concluir que para p < 5, os melhores métodos
sdo MCD e MVE. Nos demais cenarios os melhores métodos foram o comedian e PCOut,
mas ndo € possivel dizer qual o melhor métodos dentre os dois, pois em algumas situacdes o
comedian € superior em outras o PCOut € superior. Pode-se concluir portanto que o ideal é
aplicar ambos os testes e analisar os outliers apontados de forma individual.

Para finalizar, essa dissertacdo deixa-se claro que ainda hd muito para percorrer no as-
sunto de deteccao de outliers. Existem outras simulacdes a serem testadas e a possibilidade
de aperfeicoar o método Comedian usando boostrap e/ou simulagdo de Monte Carlo. Também
existe a possibilidade de realizar comparacdes com outros métodos de deteccdo. Por fim, esses

apontamentos s30 apenas 0 COmMe¢o para uma nova pesquisa.
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APENDICE A - EXEMPLOS DE APLICACAO DOS METODOS
Para exemplo de aplicagdo passo a passo dos métodos foi utilizado o mesmo conjunto
de dados j4 apresentado no referencial tedrico através da Tabela 2.1 para a distancia de Maha-
lanobis. Foi incluido a varidvelX2 para obter um caso bi-variado. Esse conjunto de dados esté

apresentado novamente na Tabela 1.

Exemplo para MVE

Tabela 1 — Observacdes por individuos - Exemplo 01

Individuo (i) X1 X2 DMMVE DM MVE
1* interagdo  2° interacdo

1 2 25 977 1,33
2 9 29 244 2,48
3 3 23 581 0,68
4 6 21 2,77 1,33
5 4 24 3,06 0,18
6 5 24 1,33 0,09
7 8§ 25 1,33 1,42
8 5 206 1,27 0,02
9 6 26 0,19 0,14
10 7 30 1,33 1,33
11 7 28 0,27 0,74
12 20 21 100,33 38,22
13 20 25 89,08 34,54
14 20 23 94,27 36,17
15 50 15 918,77 309,49

Fonte: Do autor (2022).

1° Passo, retirar uma amostra aleatdria de tamanho p + 1 (no R Core Team (2021), pode

ser usado a funcdo sample). O tamanho da amostra pode ser configurado na fun¢do do MVE.

8 25
J=15 24
7 20
2° Passo, encontrar as médias e matriz de covariincia. ( no R Core Team (2021), pode

ser usado a funcdo apply(x,2 mean) e var(x)).
2,33 0

0 7

T;= (6,67, 23) e C;=
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3° Calcular a distiancia de Mahalanobis usando o vetor de média e matriz de variincia
encontrado no passo 2. (vetor de média serd o centro e a matriz serd a matriz de dispersdo;(no
R Core Team (2021), pode ser usado a fun¢do mahalanobis ) O resultado estéd na tabela (1).

4° Passo, verificar se foi atendida a condicao da equacdo 2.8:
#{i;(x;—T)' C ', —T) <a®} > h (1)

emqueh=(n+p+1)/2ed® = X0.5,p- Nesse exemploh=9e xo5, = 1,386294. O tamanho de
h e a podem ser configurados na funcdo do MVE; Observe também que (x; —T)"C ™ (x; — T')

¢ a distancia de Mahalanobis
i;DM; <1,386294>9, i=1,2,...20 )

Para esse exemplo, foi necessdrio ter pelo menos 9 pontos dentro da elipsoide. Na
primeira amostragem a condi¢do nado foi atendida. O processo exige varias re-amostragens.

Abaixo segue uma re-amostragem que obteve €xito.

2 25
J=1 6 21
7 30
7,00 3,00
T;= (5,00, 25,33) ¢ Cj=
3,00 20,33

5° Passo: calcular o determinante da matriz C; que atendeu a condi¢do e a mediana das
distancia de Mahalanobis.

Det(C;) xmed(DM2) = vomule da elpsoide

6° Encontrar outras amostras que atendem a equacgao (1). Selecionar a equacdo com
menor volume. Na amostragem selecionada aplicar a equacao (3). Supondo que a amostra vista

anteriormente seja a melhor.

T(X)=T, e C(x)=(x55,) 'm/Cs (3)
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5,05 2,16
2,16 14,66

T(X) = (5,00, 25,33) ¢ C(X)=

Agora aplica-se a distancia de Mahalanobis. A proposta do MVE ¢€ obter a raiz qua-
drada da Distancia de Mahalanobis, conforme visto no referencial tedrico. Pode-se também
aplicar a funcdo de ponderacao, atribuindo “0” para as observacdes que sdo outliers e “1” para
observacao que ndo sdo outliers (esse procedimento ndo foi realizado nesse exemplo).

Até aqui foram encontradas as estimativas robustas para ser utilizadas na funcio de
Mahalanobis. As distincias obtidas estdo demonstradas abaixo.

DM = (1,36, 1,86, 0,97, 1,36, 0,51, 0,36, 1,40, 0,18, 0,45, 1,36, 1,01, 7,27, 6,92, 7,08,
20,71).

O valor de corte € definido por /%0975, = 2,716 Segue o grifico 1 da elipséide, para

esse conjunto de dados.

Figura 1 — Gréfico de dispersdo dos dados mostrando a elipsoide - MVE

Exemplo MVE
o |
(o]
@4 o
o4 oo
(;J: (']
o] e =]
P I =T
O O
m -
O
T | T T T
10 20 30 40 50
x1
Fonte: Do autor (2022).
Exemplo para MCD

1° Passo: Retirar uma amostra Hy de tamanho (p + 1) e encontrar o determinante. Para

facilitar esse exemplo, optou-se em usar a mesma amostra utilizada no MVE.
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2 25

Hy=1 6 21

7 30
7,00 3,00

T; = (5,00, 25,33) ¢ S;=
3,00 20,33

2° Passo: Obter as distancias de Mahalanobis e colocar em ordem. (novamente utilizou-
se a raiz quadrada das distancias de Mahalanobis). Abaixo estd relacionado a ordem conforme
a posicao das observacdes na matriz de X.

di=(8,6,9,53,11,4,1,10,17,2,13, 14, 12, 15)

3° Construir o conjunto Hj contendo 4 observacdes, em ordem. Sendo que 4 pode ser

[n+ p+1]/2. Na fungdo do MCD é possivel determinar o tamanho de A. Nesse caso h = 9.

Tabela 2 — Observagdes por individuos - Exemplo 01

Individuo (1) X1 X2
2 25
23
21
24
24
26
26
30
28

— = \O 00 O\ L B~ W =

— O
N 9NN RN W

Fonte: Do autor (2022).

4° Passo: Calcular o determinante da matriz de covariancia de H;, Caso o determinante
seja zero, deve-se incluir mais observagdes até que o determinante seja diferente de zero. Em

seguida, calcular a distancia de Mahalanobis e colocar novamente em ordem.

3,00 2,25
2,25 7,19

T = (5,00, 25,22) e Sp =

det(h1) = 16,52

di=(8,6,9,5,3,11,10,1,7,14, 2,13, 14, 12, 15)
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Observe que dessa vez, a observacao 4 ficou fora das 9 menores distancias e a observacao
7 entrou dentro das 9 menores. Novamente, calcular a média, variancia e distancia.

A ideia do algoritimo € fazer isso até que o determinante ndo seja mais reduzido. Isso
deve ser feito com vdrias amostras. Serd selecionado a matriz de covaridncia com o menor
determinante. Depois de obtido, calcular a distancia de Mahalanobis. Supondo que a amostra

escolhida seja aquela que produziu o menor determinante.

3,94 2,58
2,58 4,75

Th1 = (5,22, 25,66) e Shl =

det(h1) = 12,0625

5,27 3,22
3,22 3,77

Thl = (5,44, 25,55) e Shl =

det(h1) =9,55

Até aqui foram encontradas as estimativas robustas para ser utilizadas na funcio de
Mahalanobis. As distancias obtidas estao demonstradas abaixo.

di=(1,88 1,81 1,32 3,64 0,80 0,97 1,92 0,56 0,25 2,68 1,30 11,82 9,45 10,60 28,31)

O valor de corte € definido por /X0.975,, = 2,716. Qualquer distancia acima de 2,716

sera considerada outliers.

Figura 2 — Gréfico com as distancias encontradas e a linha de corte - MCD

Grafico da Distancia de Mahalanobis, com valor de corte

Distancia de Mahalanobis

Observacdes

Fonte: Do autor (2022).
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Exemplo para Comedian

1° Passo: Obter a matriz COM (X ) em seguida construir a matriz 6 (X). Abaixo segue a

definigdo utilizada e os resultados encontrados. Para encontrar 8 (X) é necessario criar a matriz

diagonal D.
COM(X,‘,Xj) = med((X,- — med(X,-))(Xj — med(Xj))), (4)
4 0
COM(X) =
0 1

em que D a matriz diagonal dos elementos 1/MAD(X;) sendo i = 1, 2,....p (no R Core Team
(2021) pode ser usado a fun¢do diag para criar a diagonal principal. Para encontrar o MAD de
cada varidvel pode ser usado a fun¢do mad. Uma forma bem ficil de obter todas os MAD’s das

variaveis € usar a funcdo “apply(x, 2, mad)”).

(0330
0 0,67

§(X)=DCOM(X)D", 5)
0,45 0

6(X) =
0 0,45

2° Passo: Transformar a matriz §(X) em uma matriz semi-positiva definida. Para isso,
obtém-se os autovetores de 6(X) e chamar de E (no R Core Team (2021), pode ser usado o a
funcdo eigen). Em seguida obter Q = D(X )_IE ez = Q*IX ;. Os dados encontrados para z

estdo na Tabela (3).

0  —2,9
1,48 0



70

Tabela 3 — z; Obtida com z; = QilX i

Individuo (i) zl 72

1 16,86 -0,67
2 19,56 -3,03
3 15,51 -1,01
4 14,16 -2,02
5 16,18 -1,34
6 16,18 -1,68
7 16,86 -2,69
8 17,53 -1,68
9 17,53 -2,02
10 20,23 -2,36
11 18,88 -2,36
12 14,16 -6,74
13 18,86 -6,74
14 15,51 -6,74
15 16,86 -16,86

Fonte: Do autor (2022).

3° Passo: Obter as estimativas robustos S(X) e m(X).
S(X)=QroQ’ e m(X) = QI (6)

em que I = diag(MAD(Z,)?,..., MAD(Z,)?) e | = (med(Z;),...,med(Z;))".

1=(16,86, —2,36)

As estimativas robustas sao:

8,79 0
S(X) =

0 2,19

m(X) = (7, 25)

Até aqui foram encontradas as estimativas robustas para ser utilizadas na funcdo de Mahalano-

bis.
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4° Passo: Calcular as distancias de cada observacdo usando a equacio (7). E em seguida,

encontrar o valor de corte.

RD(x;,m) = rd; = (x; —m)TS_l(x,- —m), i=1.2,..,n, (7)

RD = (2,84, 7,73, 3,63 ,7,39, 1,47, 0,90, 0,11, 0,90, 0,56, 11,37, 4,09, 26,50, 19,22,
21,04, 210,294)

O valor de corte é obtido por meio da equacdo 8.

1,4826[x3(0.95)median(rd\, ..., rd,)]
N %5(0.5)

®)

cy

cv=21,79
Observe que nesse caso, as observacdes 13 e 14 ndo foram detectados como outliers.

Mas pelo grafico € possivel verificar que elas ficaram bem préxima da linha de deteccdo.

Figura 3 — Gréfico com as distincias encontradas e a linha de corte - Comedian

150 200

ncia de Mahalanobis
100

Distar

50

Fonte: Do autor (2022).

Exemplo para OGK

1° Passo: definicdo do escalar robusto que serd usado. Por padrao, o método OGK usa

“t scale”. Definido da seguinte forma.
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We(X) = (1 — (§>2>21(|x| < 0)epe(x) = min(x*,c?)

Seja X = x1,...,Xx, uma amostra univariada entdo:

00 = MAD(X) e W; = W1 (%)

G0

A estatistica de locacdo e de dispersdo (ou escala), sdo definidas por

. Y Xiwi
© 2
i~ (X
o = 2 pe (1HE)

em que c; foi definido igual 4,5 e ¢, igual a 3, dessa forma o algoritmo obtém uma eficiéncia
maior, com aproximadamente 80% (MARONNA; ZAMAR, 2002)(no R Core Team (2021),
pode ser utilizado a fungdo scaleTau2). Para o exemplo os valores obtidos foram: wu(X) =
(5,94, 24,80) e op = (3,69, 2,00)

2° Passo: construir ¥ usando D = diag(c(X),...,6(X,)). ¥; = D"'x;. A tabela 4,

apresenta todos os dados de Y.

Tabela 4 — y; Obtida com y, = D™ lx;

Individuo (1) yl y2

1 0,54 1246
2 243 14,45
3 0,81 11,46
4 1,62 10,46
5 1,08 11,96
6 1,35 11,96
7 2,16 12,46
8 1,35 12,96
9 1,62 12,96
10 1,89 14,95
11 1,89 13,95
12 5,41 10,46
13 541 12,46
14 541 11,46
15 13,52 12,46

Fonte: Do autor (2022).
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3° Passo: Calcular a matriz de correlagdo U = [U jx]. Sendo Ujx = v(Y;,¥). Usando
o estimador de Gnanadesikan-Kettering como v. A equagdo do estimador de Gnanadesikan-

Kettering estd definida abaixo:

1
Ujr = 3lo(¥; +Y)? —o(Y;-Y)%, j#k ©)

em que o € um escalar. Nesse caso, como ja mencionado foi utilizado o “7 scale” (no R Core

Team (2021) pode ser usada a funcao covGK).

1 —0,14
—0,14 1

U=

4° Passo: : Transformar a matriz U em uma matriz semi-positiva definida (mesmos

passos aplicado no caso do Comedian). Os resultados obtidos segue abaixo:

36,93 —1,09
~1,09 10,87

T(X) = (7,13, 25,73) e V(X)=

5° Passo: atribuir pesos e verificar o valor de corte. De acordo com a fung¢do de peso, seré
atribuido 1, para observacdes com distancia menor que o valor de corte e O para observagdes

com distancia maior que o valor de corte. O valor de corte estd definido na equacgao (10).

B X5(B)med(d,,...,dy)
%5(0.5)

144

(10)

ve =5,91627

distancias = (0,78 1,11 1,21 2,13 0,57 0,42 0,06 0,12 0,03 1,67 0,47 6,23 4,49 4,99
49,78)

Observe que, assim como o Comedian, as observagoes 13 e 14 ficaram abaixo do valor
de corte, mas o método OGK possui mais um procedimento. Ponderar o valor de centro e
a matriz de dispersdo. Esse procedimento pode ser aplicado no Comedian para melhorar os

resultados.

~ Yiwix; Vo — Yiwi(Xi—ty)(xi—ty) "
_ Y=

AT L v
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T(X) = (5,63, 25,54)

4,04 2,74
2,74 6,42

V(X) =

Até aqui foram obtidas as estimativas robustas para serem aplicadas na equagdo de
Mabhalanobis. O resultado das distancia e novo valor de corte segue abaixo:

distancias = (4,07 3,09 1,84 5,05 0,70 0,37 2,38 0,27 0,04 3,18 0,97 95,54 74,05 83,92

690,92)
ve = 16,47
Figura 4 — Gréfico com as distancias encontradas e a linha de corte - OGK
2 4 6 8 1‘0 12 14
Observacdes
Fonte: Do autor (2022).
Exemplo para PCOut

1° Passo: Reponderar a Matriz X conforme equacdo (12). A nova matriz reponderada
estd demonstrada na Tabela 5.

. Xij—med(xyj, ..., Xnj)

f = =1,...,p. 12
Xz] MAD(le,...,xnj) ) J yeer P ( )




Tabela 5 — Dados ponderados de X

Individuo (i) x1 x2

1 -1,68 0,00
2 0,67 2,69
3 -1,34  -1,34
4 -0,33  -2,69
5 -1,01  -0,67
6 -0,67 -0,67
7 0,33 0,00
8 -0,67 0,67
9 -0,33 0,67
10 0,00 3,37
11 0,00 2,02
12 4,38 -2,69
13 4,38 0,00
14 438 -1,34
15 14,50 0,00

Fonte: Do autor (2022).
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2° Passo: Verificar os autovalores que mais contribuem para a matriz de variancia. Nesse

caso temos apenas duas varidveis entdo, nao vai haver redugdo de varidveis. Ainda assim, deve

ser separado a matriz de autovetores e obter Z = X*V,. Em seguida, reponderar Z da mesma

maneira que foi feito com X. Os resultados para Z estdo na Tabela 6.

Tabela 6 — Dados ponderados de Z

Individuo (i) zl z2

1 -1,53 0,09
2 0,67 -2,02
3 -1,11 1,08
4 0,00 2,04
5 -0,81 0,56
6 -0,47 0,55
7 0,50 0,00
8 -0,55 -0,45
9 -0,21  -0,47
10 -0,05 -2,49
11 0,03 -1,49
12 477 1,81
13 4,60 -0,19
14 4,68 0,81
15 14,83 -0,67

Fonte: Do autor (2022).



76

3° Passo: Encontrar W; ,e em seguida fazer Zw—iv que € a probabilidade de ter outlier em

cada varidvel. Quanto mais perto de 1 maior a chance de conter algum outlier. Depois, obter a

d1 para os dados ponderados.

W :’ li (Z?j_med(ZTjw”aZ:;j))‘l
T n& MAD(zj,.z)t

=3, j=1,..,p" (13)

W
Tiw = (0,99, 0,00).

Note que a probabilidade de ter um outlier na marginal z; é quase 100% e na marginal
7o € zero. Para obter a distancia € necessdrio utilizar as duas equagdes abaixo. Os resultados

seguem apresentados na sequéncia.

Zrii—n(Zrj)\*
RD; =Y (M> Ci=1,..n (14)
=1 o(Zrj)
X}%*O.S .
d; =RD para i=1,....n. (15)

"med(RDy, ...,RD,)

dl; =(2,68 1,17 1,93 0,00 1,41 0,82 0,88 0,97 0,38 0,08 0,06 8,33 8,03 8,18 25,89)

4° Passo: Obter as distancias 02 e verificar os pesos. A segunda fase do algoritmo €
semelhante a primeira, porém ndo faz uso do coeficiente de curtose para reponderar os com-
ponentes principais. Nesse caso, com os dados obtidos na equagdo (14) aplica-se a funcdo da
distancia de Mahalanobis.

d2;= (1,16 1,61 1,17 1,54 0,75 0,54 0,38 0,54 0,39 1,89 1,13 3,87 3,49 3,60 11,25)

5° Passo: Por fim, atribuir construir w, seguindo as equacdes abaixo e juntar ambos 0s

pesos. Observacdes com w; < 0,25 serdo consideradas outliers.

Oa di 2 c,
2 2
wii = (1_ (4=21) ) M<di<c, (16)
1 di <M

Wi = (0,67 0,98 0,88 1,00 0,96 1,00 0,99 0,99 1,00 1,00 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00)
W, =1(0,93 0,73 0,93 0,77 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,56 0,94 0,00 0,00 0,00 0,00)
(wii+)(wai +5)

Wi (1+s)2 (17

w; =(0,70 0,78 0,85 0,81 0,97 1,00 0,99 0,99 1,00 0,65 0,95 0,04 0,04 0,04 0,04)




Nesse caso as observagdes identificadas como outliers foram 12, 13, 14 e 15.

Figura 5 — Gréfico com W-final e linha de corte

2 s © o ¢ © o
=]
2o e "
zZ 3 - °
LLI |
=
S
[en]
Lo e -
I I [ I I I I
2 4 6 8 10 12 14

Observacoes

Fonte: Do autor (2022).

Nesse caso os outliers ficam abaixo do valor de corte.
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APENDICE B - COMANDOS USADOS NO R

Listing 1 — Algoritmo em R

#### pacotes utlizados ############FH#HF#H

library (robustbase)

library (MASS)

library(rrcov)

library (mvoutlier)

FH FHR FH FH

Funcao para contar a quantidade de
outliers identificados corretamente
Conta tambem a quantidade de outliers

identificados erroneamente.

verificador <= function (h,W,n)

{

tal <= 0
ta2 <=0
ta3 <= 0
tad <= 0
for (i in 1 : n)

#TAXA DE SUCESSO - OBSERVACOES QUE
#SAO OUTLIERS IDENTIFICADAS

#COMO OUTLIERS

if (h[i] == 0 && W[i] == 0)

tal <— tal+l

#TAXA DE ACERTO — OBSERVACOES QUE
#SA0O NORMAIS - IDENTIFICADAS
#COMO NORMAIS

if (h[i] == 1 && W[i] == 1)

ta2 <= ta2 + 1
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#TAXA DE FRACASSO - OBSERVACOES QUE
#SAO OUTLIERS - IDENTIFICADAS

# COMO NORMATIS

if (h[i] == 0 && W[i] == 1)

ta3 <= ta3 + 1

#TAXA DE FALSA DETECCAO - OBSERVACOES QUE
#NAO SAO OUTLIERS IDENTIFICADAS

#COMO OUTLIERS

if (h[i] == 1 && W[i] == 0)

tad <—= tad + 1

return (list (tal = tal, ta2 =ta2,tal3=ta3, tad=tad))

# Funcao que gera dados com distribuicao

#normal multivariada contaminada

rNCMWL <- function(n, delta, mu, mu2, Sigma, Sigma2)
{

u <= runif (n)

p <— nrow(Sigma)

nl <- length(uf[u<= deltal])

n2 <= n - nl

# vetor criado para identificar os outliers (0 <— outlier;
#1 <— observacao normal)
pos <- c{()
for (i in 1 :n)
{
if (u[i]<= delta){



pos[il<— 0

lelse

pos[i] <- 1

X <-— matrix (0, n, p)

if(nl > 0) X[u <= delta, ] <= mvrnorm(nl, mu2, Sigma2)
if(n2 > 0) X[u > delta, ] <= mvrnorm (n2, mu, Sigma)
return (list ("X" = X, "outliers" = nl, "normais"=n2,

"oosicao" =pos))

AFHFHAFAFHAHAF AR FAF A IMVet ###AFHHHAHAFHAHAFAAHAHAS

# Funcao para os testes do metodo MVE

sim_mve <- function (dados, nout, h)
{
rej <— matrix (0, 3, 2)
rownames (rej) <— c("MVE","Outliers (%)",
"Observacoes normais (%)")
colnames (rej) <— c("Outliers detectados (%)",

"Outliers nao detectados (%)")

ts _out <= 0
ts_nor <= 0
ts_fra <= 0

tfd <= 0

mve <— CovMve (dados)
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W <— mve$wt

taxas <-—

verificador (h,W,n)

tal <- taxas$tal

ta2 <—- taxas$ta?2

ta3 <— taxas$tas

ta4d <— taxas$tad

if (nout

ts_out
ts_nor
ts_fra

tfd <-

ts_out
ts_nor
ts_fra

tfd <-

rejl(2,1]
rej[3,2]
rejl[2,2]

rej[3,1]

return(re

<— tal/nout
<-— ta2/(n - nout)
<-— ta3/nout

ta4/(n - nout)

== 0 || nout == 0)
<=0
<— ta2/(n - nout)
<- (l-ts_out)

<— ts_out
<- ts_nor
<—- ts_fra

<- tfd

3)
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# Funcao para os testes do metodo MCD

sim_mcd <- function (dados, nout, h)
{
rej <— matrix (0, 3, 2)
rownames (rej) <— c("MCD", "Outliers (%)",
"Observacoes normais (%)")
colnames (rej) <— c("Outliers detectados (%)",

"Outliers nao detectados (%)")

ts_out <= 0
ts nor <= 0
ts_fra <= 0

tfd <= 0

#if (p > n)
#1{
# mcd <— rmdp (dados, alpha = 0.05)
# W <- mcd$Swei
# W <— as.numeric (W)
#lelse{
mcd <= CovMcd (dados)
W <— mcd$wt

#}

taxas <— verificador (h,W,n)

tal <- taxas$tal
ta2 <- taxas$ta?2
ta3 <—- taxas$ta3

tad <— taxas$tad
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if (nout > 0)

ts_out <- tal/nout
ts _nor <- ta2/(n - nout)
ts_fra <- ta3/nout

tfd <= tad4/(n - nout)

ts_out <= 0
ts _nor <- ta2/(n - nout)
ts_fra <= (l-ts_out)

tfd <- ta4/(n - nout)

rej[2,1] <= ts_out
rej[3,2] <= ts_nor
rejl[2,2] <= ts_fra

rej[3,1] <— tfd

return(rej)

########A##### COMEDIAN #########A####AFAFHA#AFE

# Funcaoo para os testes do metodo COMEDIAN

sim_comed <— function (dados, nout, h)
{
rej <— matrix (0, 3, 2)
rownames (rej) <— c("COMEDIAN", "Outliers (%)",
"Observacoes normais (%)")
colnames (rej) <— c("Outliers detectados (%)",

"Outliers nao detectados (%)")



ts_out <= 0
ts_nor <= 0

ts fra <= 0

tfd <= 0

n <— nrow(dados)

p <— ncol (dados)

comed0l <-— covComed (dados, n.iter = 5)

W <— comed0l$weights

taxas <— verificador (h,W,n)

tal <- taxas$tal
ta2 <- taxas$ta?2
ta3 <— taxas$ta3

tad <— taxas$tad

if (nout > 0)

ts_out <- tal/nout
ts_nor <- ta2/(n - nout)
ts_fra <- ta3/nout

tfd <- ta4/(n - nout)

ts_out <= 0
ts _nor <- ta2/(n - nout)
ts _fra <- (l-ts_out)

tfd <= tad4/(n - nout)



rej[2,1] <= ts_out
rej[3,2] <-= ts_nor
rej[2,2] <— ts_fra

rej[3,1] <- tfd

return(rej)

r##F#AFAFES OGK ########AFHAHA#AAS

# Funcao para os testes do metodo OGK

sim_ogk <— function(dados, nout, h)

{

rej <— matrix(0, 3, 2)

rownames (rej) <— ¢ ("OGK", "Outliers (%)",
"Observacoes normais (%)")

colnames (rej) <— c("Outliers detectados (%)",

"Outliers nao detectados (%)")

ts_out <= 0

ts_nor <= 0

ts fra <= 0

tfd <= 0

ogk<—= CovOgk (dados)

W <= ogk$raw.wt

taxas <— verificador (h,W,n)

tal <- taxas$tal

ta2 <- taxas$ta?

ta3 <- taxas$ta3
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tad <— taxasStai

if (nout > 0)

ts_out <- tal/nout
ts_nor <- ta2/(n - nout)
ts_fra <—- ta3/nout

tfd <- ta4/(n - nout)

ts_out <= 0
ts_nor <- ta2/(n - nout)
ts fra <-= (l-ts_out)

tfd <- ta4/(n - nout)

rej(2,1] <= ts_out
rej[3,2] <= ts_nor
rejl[2,2] <= ts_fra

rej[3,1] <—- tfd

return(rej)

AFHFHAFHAHAA————— PCOUT ——————————————— AFHAHAFHAHAFAFHAFAFHAFAFS

# Funcao para os testes do metodo PCOUT

sim_pcout <- function(dados, nout, h)
{
rej <— matrix (0, 3, 2)

rownames (rej) <— c("PCOUT", "Outliers (%)",



"Observacoes normais (%)")
colnames (rej) <— c("Outliers detectados (%)",

"Outliers nao detectados (%)")

ts_out <= 0
ts_nor <= 0
ts fra <= 0

tfd <= 0

pcout <- pcout (dados, makeplot = FALSE)

W <— pcout$wfinalll

taxas <— verificador (h,W,n)

tal <- taxasS$tal
ta2 <— taxas$ta2
ta3 <—- taxas$ta3l

ta4 <— taxas$Stad

if (nout > 0)

ts_out <- tal/nout
ts_nor <- ta2/(n - nout)
ts_fra <- ta3/nout

tfd <= ta4/(n - nout)

ts_out <= 0
ts _nor <- ta2/(n - nout)
ts_fra <= (l-ts_out)

tfd <- ta4/(n - nout)



rej[2,1] <= ts_out
rej[3,2] <-= ts_nor
rej[2,2] <— ts_fra

rej[3,1] <= tfd

return(rej)

Funcao que realizar todas as simulacoes

com o0s parametros determinados

apresentados os resultados para todos

FH FHF FHF HH

os metodos

todos <— function(B,n, delta,mu,mu2,Sigma, Sigma2)
{

REJ_MVE1l <-= 0

REJ_MCD1 <-= 0

REJ_COMED1 <- 0

REJ_OGK1l <- 0

REJ_PCOUT1 <- 0

cont <= 0

for (j in 1: B)
{
X <= rNCMWL (n, delta, mu, mu2, Sigma, Sigmaz2)
h <— X$posicao
nout <—-X$outliers
dados <— X$X
p <— ncol (dados)

n <— nrow(dados)

if( nout >= (n- nout))

{



cont <= cont + 1

}else({

if (n > p)

#aplicacao MVE
REJ_MVE <= sim_mve (dados, nout, h)
REJ_MVEl <= REJ_MVE1+REJ_MVE

}

# aplicacao MCD
REJ_MCD <= sim_mcd (dados, nout, h)

REJ_MCD1 <-— REJ_MCD1+REJ_MCD

# aplicacao OGK
REJ_OGK <- sim_ogk (dados, nout, h)

REJ_OGKl <— REJ_OGK1+REJ_OGK

# aplicacao PCOUT
REJ_PCOUT <- sim_pcout (dados, nout, h)

REJ_PCOUT1 <— REJ_PCOUTI1+REJ_PCOUT

# aplicacao COMEDIAN
REJ_COMED <- sim_comed (dados, nout, h)

REJ_COMED1 <— REJ_COMED1+REJ_COMED

}

# Evitar que o MVE receba n > p.
if (n > p)

{

REJ_MVEl <— REJ_MVE1/ (B- cont)
lelse(

REJ_MVEl <= 0
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}

# Resultado

REJ_MCD1 <— REJ_MCD1/(B- cont)
REJ_OGKl <— REJ_OGK1/(B- cont)
REJ_PCOUT1 <= REJ_PCOUT1/(B- cont)

REJ_COMED1 <- REJ_COMED1/(B- cont)

return (list (REJ_MVEl, REJ_MCD1,REJ_OGK1, REJ_PCOUT1, REJ_COMED1))

#EXEMPLO

n <= 1000
delta <- 0.40
p <= 50
lambda <-=0.1

m <— 5

# dados normais
mu <— c(rep(0,p))

Sigma <-diag(l,p)
# dados contaminados
mu2 <— c(rep(m,p))

Sigmaz <-— Sigma*lambda

#Interacoes

B <= 1000

todos (B,n, delta,mu,mu2,Sigma, Sigma2)
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