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REPRESENTACAO GRAFICA DE SISTEMAS DA MECANICA QUANTICA
RESUMO

A mecanica quantica trata-se de uma teoria ndo muito intuitiva. Seus conceitos ddo novas
interpretacbes sobre a matéria e seu comportamento, tornando mais dificil sua
compreensdo do que a mecanica cléassica. Este trabalho foi feito procurando ajudar na
compreensdo da mecanica quantica, buscando os recursos da computacdo grafica para
representar o &tomo de hidrogénio, buscando melhorar a sua concepcao.

Palavras-chave: Mecanica Quantica, Atomo de Hidrogénio, Computacio Gréfica

GRAPHIC REPRESENTATION OF SYSTEMS OF THE QUANTUM
MECHANICS
ABSTRACT

The gquantum mechanics is treated of a theory not very intuitive. Their concepts give new
interpretations about the matter and his behavior, turning more difficult his understanding
of what the classic mechanics. This work was made trying to help in the understanding of
the quantum mechanics, looking for the resources of the graphic computation to represent
the atom of hydrogen, looking for to improve his conception.

Keywords: Quantum Mechanics, Hydrogen Atom, Graphic Computation
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1. INTRODUCAO

Este projeto tem por objetivo contribuir na compreensao dos conceitos da mecanica
quantica utilizando-se da computacdo grafica para elaborar as representacdes graficas de
sistemas quanticos como o oscilador harmoénico simples e o atomo de hidrogénio.
Explorando uma area que vem crescendo e que promete revolugfes nas mais diversas
areas.

No campo da computacdo, a Mecanica Quantica surge com estudos para a
aplicacdo em seguranga de transmissdo de dados, solucBGes para compressdo de dados,
paralelizacdo da computagéo entre outros.

O contetido do projeto comeca com a descricdo de funcdo [LIMA, 1970], no
capitulo de Funcdes, para definir o que sera denominado funcdo.

No capitulo de Séries Infinitas [LEITHOLD], dedica-se a estudar formas de se
calcular valores de diversas fungdes por meio de um numero finito de operacdes de adi¢des
e multiplicacBes. Tal método é empregado como técnica computacional.

As Séries de Fourier [KREYSZIG, 1974] apresentam uma forma mais ampla de se
representar funcbes periddicas e também se apresenta como importante ferramenta na
solucdo de equaces diferenciais ordinarias e parciais e em problema de valor de contorno.
Sua apresentacdo é necessaria para aplicacdo nas EquacGes Diferenciais Parciais.

Logo apds apresenta-se uma introducdo em Equacdes Diferenciais Ordinarias
[KREYSZIG, 1974], para preparar caminho para a apresentacdo das Equacdes Diferenciais
Parciais. Neste capitulo se encontrara a solugcdo para Equacfes Diferenciais Ordinarias de
Primeira e de Segunda ordens.

O capitulo de Resolucdo das EquacBes Diferenciais em Séries de Poténcias
[KREYSZIG, 1974] é apresentado, pois no decorrer das resolugdes das equagdes dos
sistemas quanticos, deparar-se-a com fungdes ndo elementares, como por exemplo o
polindmio de Legendre.

No capitulo de Equagdes Diferenciais Parciais [KREYSZIG, 1974] é apresentado a
modelagem do problema da corda vibrante, aplicando-se logo ap6s 0 método de separacao
de variaveis (que auxiliara na solucdo das equacgdes que descrevem 0s sistemas quéanticos).
Apresenta-se a solugdo de mais dois problemas fisicos: difusdo unidimensional do calor e a

difusdo do calor em uma barra infinita.



O capitulo de Operadores [WEISSTEIN] apresenta o que ira se denominar operador
neste projeto. Apesar de operador ser um dos sindbnimos de fungdo, a funcéo terd a
definicdo apresentada inicialmente, e o operador se restringira a definicdo dada por este
capitulo.

O capitulo de Comutadores [WEISSTEIN] e o de Algebra Linear [McMAHON] é
para apresentar a notacdo de Dirac (bras e kets) e apresentar material que servira de apoio
para as interpretacdes na area da Mecanica Quantica, como por exemplo o Principio da
Incerteza.

Finalmente é apresentada a Mecanica Quantica, com suas interpretacdes, sua
exotica teorizacdo e resultados sem analogos na Fisica Classica.

O capitulo de Mecanica Quantica apresenta os postulados [NORBURY], a equacéo
de Schrodinger independente do tempo [GRIFFITHS, 1994], a normalizacdo [GRIFFITHS,
1994] da fungéo de onda, uma discussédo sobre a representacdo de quantidades fisicas como
operadores [NORBURY], o significado do valor esperado [GRIFFITHS, 1994] das
medidas, a interpretacdo estatistica [GRIFFITHS, 1994], o sistema do oscilador harmdnico
[GRIFFITHS, 1994] e sua solucdo e finalmente o sistema do atomo de hidrogénio
[GRIFFITHS, 1994] com sua solucgéo.

Por dltimo, no capitulo Computacdo Grafica [COHEN, 2006], sera apresentado
comandos utilizados no desenho dos graficos.

Na discussdo dos resultados, mostrar-se-a4 graficos relacionados aos sistemas
abordados. Para os graficos relacionados ao atomo de hidrogénio, se mostrara uma
comparacdo entre os obtidos através da programacao em OpenGL e os de um software de

renome, 0 Maple. Tal comparacao tem a finalidade de verificar os dados obtidos.



2. FUNCOES

Uma funcdo f : A— B trata-se de um conceito matematico que por meio de uma

regra, relaciona elementos de um conjunto A (denominado dominio da funcdo) a
elementos de um outro conjunto B (denominado contradominio).

Tal regra deve relacionar para todo elemento x € A um unico elemento f (x) €B,
onde f (x) trata-se do valor obtido através da regra f (ou funcdo) para o determinado

valor x pertencente ao conjunto A.
Duas funcbes f:A— B e ¢g:C — D sdo iguais se, e somente se, A=C, B=D

e f(x)=g(x) paratodo x € A.



3. SERIES INFINITAS

3.1. Série Geométrica

A soma dos termos de uma progressdo geométrica constitui a série geomeétrica.

Tomando como termo inicial a=1 e razdo da série r=x, tem-se a série geométrica

Z:; x", da qual podemos obter a seguinte férmula

(T X+ X+ oA XN (L= X) =T X+ X = (X X X 4 X

=1—x"" (1)
X2t = X
1-x
Para |x| <1, tem-se
limx™ =0, |¥<1 (2)

m—oo

assim a série geométrica converge para

+00 1
Zx” =14 XX+ X"+ =

n=0 1—x

X <1 3)

3.2. Série de Poténcias da Funcao Logaritmica

Utilizando-se da série geométrica (3) e substituindo x por (—t), pode-se chegar a

série de poténcias para a funcéo logaritmica, através da integracdo, como esta apresentado
a sequir

x dt

014t

Pode-se integrar a série, da seguinte forma

xizo[z ]dt—Zf )" t"dt
o ©)

_[In (L+0)] " =In(1+x)~In1=In(1+X) (4)




Igualando (4) e (5), tem-se

+00 an+1
In(1 = -1 , 1 6
=Y 2 < ©)

A série acima possui dois problemas, o primeiro que s6 é valida para valores

(—1) <x<1, e o segundo é o fato de convergir muito lentamente, por isso, utilizando-se

da propriedade de logaritmos
Ina—lnb:In[%] 7)

obtém-se a seguinte série, simplesmente criando outra serie a partir da que ja foi

desenvolvida, substituindo x por (—x)

14X
In|——|=In(1 —In(1=
nl—x] n(1+x)—In(1—x)
+00 an+1 +00 Xn+l
= -1 — _
n:0< >n—|—1 nz:;( )n+1
8)
PR . TR N
_[X 2+3 4+ ] (X) > + 3 1
X3 X5 X7 X2n+1
=2 Pl Bl 1
[x+3+5+7+ ot ] X<
Chega-se a
1+X +00 X2n+l 1—|—X y_
Iny=In|—=|=2- Cy= x= , 1 - o
i n[l—x] ‘= 2n+1 y 1—x X y+1 x| <1, yeR,| (9)

onde y pode assumir qualquer valor.
3.3. Série de Poténcias da Funcao Arco Tangente

Utilizando-se da série geométrica (3), substituindo x por (—tz) , tem-se

1 N 2n
v =1ttt (1), P <let <1 (10)

e integrando (10), tem-se

foxljtﬁ =[arctgt] " =arctgx—arctg0=arctgx, [f|<l< |x<1 (11)



+00

if@&fﬁ+n=§:ﬁY—QH”m

x d x
fo 1+tt2 :»/;

n=0 n=0
too g =X o2t (12)
_ _ — -1 tl<1 1
S i o gy Metehi<

Igualando (11) e (12), tem-se

2n+1

+00 2n+1 3 5 7
arctgx =Y (-1 —=x—— 4 X 4 (-2

— 2n+1 ~ 3 5 7 o [X[<1/(13)

2n+1

Para contornar o fato de que em (13) somente sdo validos valores de x entre (—1) e

1, pode-se utilizar a seguinte relacéo

arctgx = lw —arctg [1] (14)
2 X

3.4. Série de Taylor

Resultados de fungdes polinomiais podem ser obtidos através de uma quantidade
finita de operagdes de adicdo e multiplicacdo, contudo, funcdes como a logaritmica, a
exponencial e a trigonomeétrica, cujos valores ndo sdo obtidos com tal facilidade. Para
contornar essa dificuldade, pode-se utilizar-se de polindmios cujo comportamento dos
valores se aproximam relativamente com relacdo a funcdo em questdo, apresentando
diferenca suficientemente pequena entre o valor calculado pelo polinémio e o valor dado
pela funcao.

Um dos métodos para se encontrar o polindmio que se aproxima do comportamento

da funcdo é a série de Taylor', assim chamado em homenagem a Brook Taylor.

Seja f (x) é uma funcdo infinitamente diferenciavel (ou seja, que possui todas as
derivadas definidas) no intervalo aberto (—R,R). Escrevendo a fungdo sob a forma de um

polinémio, tem-se

f(X)=D ¢ X" =c+CX+CxE+C X ... 46, X" +... (15)

n=0

! Brook Taylor (1685-1731), matematico inglés, um proponente da Mecinica Newtoniana e notavel por suas
contribuicdes no desenvolvimento do célculo.



Diferenciando-a sucessivamente, tem-se
df

&:0+1-c1+2-c2x+3-c3x2+4-c4x3+5-c5x“+... (16)
d*f 2 3 17
e =0+0+1-2-c, +2:3-C;x+3-4-¢,X" +4-5-C;X" +... (17)
d*f 2 18
v =0+4+0+40+1-2-3-¢c;+2:3-4.¢,x+3-4-5-¢,x" ... (18)

4
I —0+0+0+0+41-2.3-4.c,+2-3-4-5.C.X+... (19)

Agora, fazendo x =0 tem-se para (15)

f(0)=c, (20)
para (16)
df (0)
=1 21
i C, (21)
para (17)
d’f (0 1d*f(0)
dxg >=1-2-c2 & CZ:Z e (22)
para (18)
d*f 1 d*f (0)
dxg >:1-2-3-03 & c?,:a dxg (23)
para (19)
d*f (0 1 d*f(0
dx‘(‘ ):1-2-3-4-04 & C“ZET‘E) (24)
E assim tem-se
cn:id f(o),neN (25)
n! dx"
E a série de Taylor toma a forma
51 .d"f(0) 1 df (0) 1.d"f(0)
f(x)=) ————=x"= -t X 4. ——2X 26
() ‘='n! dx" X (>+1! dx X Jrn! dx" ' (26)




3.4.1. Série de Taylor da Funcdo Exponencial

Como para a fungdo exponencial a derivada é a propria funcéo, ou seja

d" (ex>
—-—¢",VneN (27)
dx
e como para x =0 tem-se
e’ =1 (28)
entdo chega-se a seguinte séria para a funcdo exponencial
400 Xn X2 3 X4 Xn
et = =1+ X+—=+—=+—+.. + +... 29
; n! 21 31 41 (29)

3.4.2. Série de Taylor da Funcdo Seno

Derivando sucessivamente a funcéo seno, tem-se
d(senx)

= COS X 30
™ (30)
d?(senx)
— . =—senx 31
v (31)
d®(senx)
————=—C0SX 32
o (32)
4
Lerx) =sen X (33)
dx

Verifica-se uma periodicidade nas derivadas, de tal forma que volta a funcdo de origem, o

que torna mais facil a determinagéo da série de Taylor. Substituindo x =0, tem-se

sen(0)=0
(34)
cos(0)=1
assim chega-se a seguinte série para a funcéo seno
+00 n X2n+1 X3 X5 X7 n X2n+l
- -1 =X—— 4= 1 35
>enx ;( ) (2n+1)! 3'+5' 7'Jr +(=) (2n+1)!Jr (35)




3.4.3. Série de Taylor da Funcéao Co-Seno

Derivando-se sucessivamente a fungdo co-seno tem-se

d(cosx) d?*(cosx)
—~—J—_senx, ——2——c0SX,
dx dx? (36)
d®(cosx) d*(cosx)
————Z2=senX, — > =C0SX
dx dx

e, substituindo x =0, chega-se a seguinte série

+00 . X2n XZ X4 X5 n in
VAU S T SR S S 37
cosx = | )(Zn)! TRPTRETRE )(Zn)!+ 0

3.4.4. Série de Taylor da Funcdo Seno Hiperbdlico

A funcéo seno hiperbdlico é dada por

et —e™*
senh X =

(38)

e sua série pode ser obtida a partir da substituicdo da série das fungdes exponenciais do

numerador, fornecendo

2n+1 3 5 7 2n+1
% X X X X

hx=> = x4t .. 39
s Z(2n+1)! ST TR P TR (39

n=0

3.4.5. Série de Taylor da Funcdo Co-Seno Hiperbdlico

A funcéo co-seno hiperbdlico é dada por

et 4e*
cosh x =

(40)

e procedendo da mesma forma feita para a obtencéo da série para seno hiperbélico, tem-se

+00 X2n X2 X4 X6 X2n
hx= —=1+—+—+—+4+...+——+... 41
COsX = o e T 4D




3.5. Série Binomial

Pode-se expressar a poténcia (a-+b)" sob a forma

(a+b)m=i[m a" P b

p=0 p
_am m—1 m(m_l) m—2 2 m(m—l)(m—Z) m—3}.3
=a +ma b+Ta b + 3 a" b’ +... (42)
+m(m—1)(m—2)...,-(m—p+1)am7p.bp+m+bm1

p!
meN

Substituindo na equacéo (42) a=1 e b= x para expressar (1+ x)m ,onde me R, tem-se a

chamada série binomial, dada por

(H_X)m:1+mx+m(m—1)xz+m(m—l)(m—z) 3

o al X" +...
m(m—-1)(m—2)-....(m—n-+1)
+ o X'+ (43)
:1++°° m(m—l)-...-(m—n+l)xn’
=i n!
meR

Calculando o raio de convergéncia para esta série, através do teste da razéo, tem-se

lim |Soit] <1 (44)
N—-+00 un
m(m—1)-...-(m—=n-+1)[m—(n+1)+1] i
|
lim 222 — i (n+1)!
n—ool U N—-+o00 m(m—l)-...-(m—n+1) N
n! X
- . _ n+1
i M (m=n+1)-(m n). n! X 45)
n—-+oo <n+1)' m(m—n+l) X"
m-—n o1
— lim X|= lim [—/|x|=|x| <1
[ ——— n+1 n—-+o00 1 1
n

10



Desta forma, a série converge para valores de —1< x <1, para qualquer valor de meR.
A partir do método seguinte, mostra-se que a série binomial converge para (1+ x)m , para o
intervalo aberto (—1,1)

oo m(m—l)-...-(m—n-i—l)X
-y n!

n

. <1 meR (46)

df (x) &m(m-1)-....(m—-n+1)

= ‘n-Xx
dx —r n!
S ‘m(m—l)-...-(m—n+1).xn_l 47)
- (n—1)!
:m++°°m(m—l)-...-(m—n+1)‘xnfl’ X <1
s (n—1)!
Substituindo em (47) n por n+1
df (x) s i m(m—1)-....[m—(n+1)][m—(n+1)+1] e
dx Rt (n+1)! (48)
sm(m—1)-...-(m—n+1) )
=m+ (m—n)-x", |x/<1
; (n+1)! ( ) 2

Multiplicando (47) por x, tem-se

m(m—l)-...-(m—nirl).xn

+00
XX :; (n—1)!

= X (49)

Somando (48) e (49)

df (x) _df(x) o2 m(m—1)-....(m—n+1)
o X —m+;(m—n) - ]
+§n-m(m_l> ..r;-'(m—n+1) n}

(50)

11



df (x)
_dx _ M
f(x) 1+x’

x| <1

O primeiro membro de (51) é igual a seguinte equacgao

i 0]~ 50

O segundo membro de (51) € igual a seguinte equacgao

%{In(lJr x)" = %[m In(1+x)|= m~%[ln (14 x)]
B 1
T 14x

entao

dx

f%[m f (x)]dx:f%[ln(lJr X)"
In f (x)=In(1+x)" +C, |x<1

Como em (46), para X =0 tem-se

f(0)=1
entao
In f (0)=In1=0,
In(1+0)" +C=In1+C=0+C
In f (0)=In1+C
C=0
logo

Assim conclui-se que

1+x)" :1+§m-(m—1)~(m—nZ!)~...~(m—n+1)X

n

meR, [X<1

12
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(52)

(53)

(54)

(55)

(56)

(57)

(58)
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3.5.1. Série de Poténcias da Funcao Arco Seno

Utilizando-se da série binomial, substituindo em (59) a variavel x por (—xz) e

calculando para m=(—1), tem-se

+
n!
gy, 53(E8) 0 (FR)(R) (58
=1-Ix"+ T X"+ 3 X ...
) (=3). (=2 2n-1
NS T BE SN )
., 1, 13 , 135 , 1357 ,
B R e TR O T VTR
n1:3:5-...(2n-1) ,,
Y e X
x| <1
Trocando x por t e integrado, tem-se
fx at :[arcsenx](x):arcsenx—arcsenO:arcsen X, [x<1 (61)
° \1-t? 0

&, o135 (2n-1
1+ (-1 2”n(!n )tz"]dt

x d x
[

n=1
xR ex, w1:35-(2n-1)
R A e T

- (62)

+o00 nl35(2n_l) t2n+1
-1
Z( ) 2"n! 2n+1

+00 n135<2n_1) X2n+1
= _1 )
X+ (-1) o L

n=1

t=0

Igualando o segundo membro de (61) com o segundo membro de (62), tem-se a série de

poténcias para a funcéo arco seno

+00 n 1-3.5..,,.(2n_1) 2nH
= _1 . ) 1
arcsen x x+;( ) ol L X < (63)

13



3.5.2. Série de Poténcias da Funcao Arco Co-Seno

Utilizando-se da seguinte equacao

s
arccos X = E —arcsen x

Tem-se a série de poténcias da funcdo arco co-seno

T +00
arccosx:E—x—Z(—l)-

n=1

1.3.5.....(2n—1) x*

2"n!

on+1

x| <1

14
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(65)



4. SERIES E INTEGRAIS DE FOURIER

4.1. Séries de Fourier

4.1.1. Fobrmulas de Euler

Seja f(x) uma funcdo periddica, que por definicdo, pode ser representada da
seguinte forma
f(x+T)=f(x) (66)

onde T representa o periodo da funcdo. A partir de (66) pode-se chegar a seguinte equagdo

f(x4+2-T)=f((x+T)+T)=f(x+T) 67
= (x)
f(x+n-T)=1f(x), VnheZ (68)

Supondo que o periodo de f (x) seja T =2, e supondo a possibilidade de representa-la

através da série trigonométrica

+00
f(x)=a,+ > (a,cosnx+b, sennx) (69)
n=1

Comecando por determinar o coeficiente a,, tem-se

fj f(x)dx = fj Iag +§(an cosnx + b, sen nx)|dx
’ ’ " (70)
—a, [ dx+ [an " cosnx dx + b, " sennx dx]
Okli’l_l ; j:’/_« 1-/:77
%Lde:ao[x]fﬂ:ao[w—(—w)]:ao~27r (71)
fﬂ cosnx dx = lfr cos(nx) (n dx) = 1[sen nx|" = 1 sennm — sen(—nr)
- nJd-n n N — (72)

=0



s
-7

f sen nx dx:%f_ﬂ sen(nx) (n dx):i[—cosnx]

n

(73)
1 1

= —lcosmr —|—cos(—nm) ] = =(—cosnr +cosnr) =0
n =cosnm n
Substituindo em (70) os resultados encontrados em (71), (72) e (73), tem-se
1 T
= f (x)dx 74
a=o-) f(¥ (74)

Para se determinar o coeficiente a,, tem-se

f_: f (x)cosmx dx=f_i

:aofﬂcosmxder
L\,—/

=0

+00 P p
+ § [an f cosnxcosmx dx + b, f sen nxcos mx dx],
n=1 T o

cosmx dx

.
a, + Zoo(an cosnx + b, sennx)
n=1

(75)

m e N*

Partindo para o célculo de f cosnxcosmx dx tem-se
—T

dx

fj COS NX COS MX dx:fj COS[(nJFm)X]JZFCOS[(n—m)x]
L 1 s (76)
:Eﬁﬂcos( +m)X dX+E£ﬂCOS[(n—m)x]dx

n )
]
eN

=0

Para n=m tem-se

nzm:>fﬂcos(n—m)xdx:0 (77)
- -—
A

pois (n—m) se torna um nimero inteiro ndo nulo, e como em (72), o resultado da integral

é nula. Para o caso em que n=m, tem-se

n:m:>fﬁcos (n—m)x
—T T

ax= [ Z@}de:[xr — 27 (78)

Substituindo na equacdo (76) os valores encontrados em (77) e (78), tem-se

™ ™ 1
n:m:>f cosnxcosmxdx:f cosnxcosnxdx:§27r:7r (79)

16



Agora, calculando a integral f sennxcosmx dx, tem-se

™

0 T
sennxcosmx dx = f sennxcos mx dx + f Sen nxcos mx dx
—T -7 0

- ™ (80)
= —f sennxcosmx dx + f sen nxcosmx dx
0 0
Realizando uma variacdo de parametros
[sen nx = sen[n(~u)] = sen (—nu) = —sennu
COSMX = cos[m(—u)] = cos(—mu) = cosmu
X=—-U={x=0<u=0 (81)
X=—T<SU=T
dx=—du

L

assim, tem-se

X=—T u=m ™
f sennxcosmx dx = f (—sennu)cosmu(—du) = f sennucosmu du (82)
x=0 u=0 0

permitindo, entdo, que se escreva que

—T

sennxcosmx dx = f sen nx.cos mx dx (83)
0

Substituindo (83) em (80), tem-se que
f " sennxcosmx dx = 0 (84)

Substituindo na equacdo (75) os valores encontrados em (79) e em (84), fica

determinado o coeficiente a,

an:E ﬂf(x)cosnxdx, neN* (85)
T -7

Partindo para a determinagdo do coeficiente b,, utilizando-se dos resultados ja

obtidos em (73) e em (84), tem-se

J:f(x)senmxdx:j:

=a, | senmxdx-+

a0 (86)

o0

a, + > (a, cosnx+b, sennx)

n=1

sen mx dx

S8 ™ T
+> |a, f cos nxsen mx dx + bnf sen nxsen mx dx |,

n=1

-0

m e N*

17



Partindo para o célculo de f sennxsenmx dx, pode-se reescrever da seguinte

forma

™

dx

sen nxsen mx dx:fj COS[(n_m>X];COS[(n+m)X]

:% Tcos[(n—m)x]dx—%fﬂ cos|(n+m)x]|dx

—T

—T

(87)

=0
utilizando-se dos resultados ja obtidos anteriormente em (77) e em (79), e procedendo da

mesma forma, tem-se
n:m:>f sen nx.sen mx dx:f sennxsennx dx =7 (88)

e assim fica determinado o coeficiente b,

N f (x)sennxdx, neN’ (89)

n
7T —T
Substituindo na série trigonométrica (69) os valores dos coeficientes calculados nas

equacdes (74), (85) e (89)

f(x):%f;f(x)dwr

+00 ™ ™
+1§ :[cosnx f (x)cosnx dx +sen nxf f (x)sennx dx], (90)
T =1 o o

f(x+2m)=f(x)

A série (90) é chamada série de Fourier? e as formulas dos coeficientes (74), (85) e (89), sd0

chamadas formulas de Euler®.
4.1.2. Fungcdes com Periodo Arbitrario
A transicdo de funcdes de periodo 27 para fungdes de periodo T qualquer é dada

por uma simples mudanca de escala. Introduzindo-se uma nova variavel de tal maneira que

a funcéo f (t) possua periodo 27 sendo funcéo de x. Fazendo

2 Jean Baptiste Fourier (1768 — 1830), matemético francés que contribuiu para a Fisica Matematica por meio
de sua Teoria Analitica do Calor. Seu trabalho também contribuiu grandemente para a teoria de funces de
uma variavel real.

® Leonhard Euler (1707 — 1783), matematico e fisico suico, que contribuiu na geometria, no célculo, na teoria
dos nimeros, desenvolveu métodos usados na astronomia e foi um dos fundadores da matematica pura.

18



t=d xex=2¢ (91)
2m T

assim x ==z corresponde a t=+T/2, e a série toma a forma

f(t)=f [lx]:ao+§:(an cosnx+ b, sennx)

2 -
" : F (92)
—a0+Z[a cos—+b nwt]
e com coeficientes
1 72
%:?imfwm
T/2
a:gf f(t)co Molt (93)
T/2
:_f 2n7rt dt
T/2

O intervalo de integracdo pode ser substituido por qualquer outro com comprimento

4.2. Integral de Fourier

As séries de Fourier mostram ser uma ferramenta eficiente para as funcGes
periddicas, mas muitas das funcdes que aparecem em problemas praticos ndo sdo
periddicas, é desejavel ampliar este método para inclui-las. Ampliando seu periodo para
um comprimento infinito tem-se uma funcéo que ndo é periodica.

Considerando uma fungéo periddica f; (x) com periodo T, tem-se

- 2nm
fr (X)=a,+> (a,cosw,x-+b, senw,x), w, = = (94)
n=1

Substituindo os coeficientes (93) e verificando que
AW:Wn+1—Wn:2—7T<:>£:M (95)
T T T

pode-se escrever a série de Fourier sob a forma

19



(=2 [ f(€)de+
+%i[cos(wnx)AwaT/; f. (&)cosw,&dE+ (96)

+sen(wnx)Aw§/ﬂTT//22 f. (&)senw,& dg]

Fazendo T se aproximar do infinito, Aw se aproximara de zero, de acordo com a
equacéo (95), ou seja
. .27 . .
limAw=Ilim—=0 < limAw= lim Aw (97)
T—o0 T—oo T T—o0 Aw—0
assim, de (96) tem-se

f(x) = lim £, (x) = lim %f_:/; f (§)d§]+

T—oo T—oo

+ lim {iilcos(wnx)ijj; f. (¢)cosw,& dé +

Toeo |3
Jrsen(wnx)AwaT//z2 f. (£)senw,& dg” (98)
— 0+ 1im i[cos(wnx)AwaT//z2 fr (¢)cosw,& d& +

T Aw—0

e (w,x) Aw [ TT/; £ (€)senw, df]

O somatdrio em (98) se transforma numa integral em relacdo a w

1“(x)zif()m[coswxfioo f (g)coswg‘ngrsenwxfjo f (g)senwgdg}dw (99)

™

que constitui a integral de Fourier. Se f(x) for continua em qualquer intervalo finito e

possui, para cada ponto, derivadas a esquerda e a direita, e a integral f ‘ f (x)‘ dx existir,

entdo se pode representar a funcdo por uma integral de Fourier
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5. EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

5.1. Equacdes Diferenciais Ordinarias de Primeira
Ordem

Muitas leis fisicas aparecem sob a forma de equacbes diferenciais, por isso sua
grande importancia na Matematica aplicada a problemas fisicos. As equac@es diferenciais
ordinérias sdo equacdes que apresentam uma ou mais derivadas em relacdo a x de uma
funcdo y de x ndo especificada, podendo também apresentar a propria funcdo y, outras
fungdes de x especificadas e constantes.

Uma equacdo ¢ dita de ordem n se, na equacédo, a derivada de ordem n de y em
relacdo a x for a derivada de maior ordem encontrada. Uma funcéo y;(x) € solucdo de uma
equacdo diferencial num intervalo a < x < b (podendo ser infinito) se for definida e
diferenciavel em todo o intervalo e se na substituicdo dela e de suas derivadas na equacao
diferencial resultar numa identidade.

O principal objetivo da teoria das equacdes diferenciais é determinar todas as
solucdes e estuda-las. As equacBes diferenciais podem ter mais de uma solucéo,
independente de sua ordem, ou até mesmo um numero infinito, podem ser representas
unicamente por uma formula que envolva uma constante arbitraria c, sendo chamada tal
solucdo como solucdo geral. Atribuindo valores a constante obtém-se a chamada solugéo

particular.

5.2. EquacOes Diferenciais Lineares de Primeira
Ordem

Quando uma equacéo diferencial de primeira ordem pode ser escrita sob a forma

d);_(xx)+ f(x)-y(x)=r(x) (100)

ela é dita linear. As funces f(x) e r(x) podem ser quaisquer funcdes.



No caso em que r(x) =0, a equacdo é dita homogénea, e nos outros casos € dita

ndo homogénea.
A solucéo da equacéo diferencial linear homogénea e ndo homogénea de primeira
ordem é dada pela seguinte formula

X) _ e—ff(x)dx

y( feff(x)dX r(x)dx+c (101)

5.3. Equacdes Diferenciais Lineares Ordinarias

Existem duas classes em que se podem classificar as equacdes diferenciais: a das
equacdes lineares e a das ndo lineares. As lineares sdo de grande simplicidade havendo
para elas métodos ja padronizados que abrangem uma grande quantidade de equagdes, mas
as ndo lineares (de segunda ordem e de ordem superior) sdo bem mais dificeis. Equacdes
diferenciais de segunda ordem estdo presentes em vibracdes mecanicas e nos circuitos
elétricos.

Uma equacdo diferencial de segunda ordem € dita linear se puder ser escrita na
forma

d*y(x) dy (x)
dx’ dx

onde f(x), g(x) e r(x) podem ser quaisquer funcdes. A equacdo anterior € uma equacao

+g(x)-y(x)=r(x) (102)

+ f(x)-

diferencial linear em y e em suas derivadas. Quando r(x) = 0, diz-Se que a equacao

diferencial € homogénea. Se r(x) ¥ 0, entdo é dita ndo homogénea.

5.4. EquacOes Diferenciais Lineares Homogéneas

de Segunda Ordem com Coeficientes Constantes

As equacdes diferenciais lineares de segunda ordem com coeficientes constantes
tém aplicacdo em vibracGes mecanicas e também as elétricas, por elas podemos modelar
equacdes que descrevam estas vibragdes.

A equacdo homogénea com coeficientes constantes possui a seguinte forma
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d°y(x) , . ()

v ™ +b-y(x)=0 (103)

onde a e b s&o constantes.
Lembrando que a solucdo para a equacgéo diferencial linear homogénea de primeira

ordem é
y(X>:e—ff(x)dx lfeff(X)dX-r<X)dX+C ’ r(X)EO y(x):C_efff(X)dx (104)

parece natural supor que

y(x)=e” (105)
possa ser uma solugdo para um A adequado. Substituindo y e suas derivadas
W) g, IV g (106)
dx dx
na equacéo diferencial de segunda ordem chega-se a
(M +ar+b)e™ =0 « N +ar+b=0 (107)

que nada mais é que uma equacao do segundo grau que possui as raizes
%:%(—aju a2—4b), Azz%(—a—«/a2—4b) (108)

Da Algebra elementar, podem-se ter trés casos:

CASO 1 — duas raizes reais distintas 4, e 4,
Neste caso a solucdo geral é dada por

y(X)=ce™ +c.e™ (109)

CASO 2 — duas raizes complexas conjugadas a if

Neste caso a solucdo geral € obtida transformando a exponencial complexa na série

de Taylor, ficando da seguinte forma
(110)

onde se pode observar expandindo a séria da exponencial da parte imaginaria ifx do

numero complexo, que € igual a série de Taylor de
Cos BX+1isen Bx (111)
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e portanto chega-se a seguinte equacao
el """ = e (cos Bx +isen Gx) (112)
obtendo assim a solucao
y(x)=e" (Acos 5x + Bsen 5x) (113)

onde A e B sdo constantes arbitrarias.

CASO 3 —uma raiz dupla real 4

Neste caso chega-se, de inicio, a uma Unica solucdo
yi(X)=e*, A=-= (114)

Para determinar outra solugédo yz(x) pode-se aplicar 0 método de variacdo dos
parametros, partindo de
Vo () =u(x)- i (x), ya(x)=e ™ (115)

chega-se a outra solucéo

Y, (x)=xe™, A=—= (116)

5.5. Método Geral para Resolver Equacdes Nao

Homogéneas

Considerando a equagéo

d’y dy _
thf(x)&jtg(x)y—r(x) (117)

supondo que f, g e r sejam continuas sobre o intervalo I.
Seja a equacdo homogénea

d?y

dx?

+f(x)%+g(x)y:0 (118)

com solucdo geral sobre |
Yo (%)= Y1 (%) +C,¥, (%) (119)

O método substitui as constantes ¢, e ¢, por fungées u(x) e v(x) dando
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Yo (X)=u(x)¥: (X)+v(x)¥, (x)
que derivando tem-se
dy, du dy, dv dy,
e T
Fazendo
d_U +ﬁ =0
X Y1 X Y =
e assim tem-se
d d2 2 2
AZU%—FV%, yzp:d_u% ud gl_f_ﬂ% Vd {2
dx dx dx dx dx dx dx dx dx dx
que substituindo em (117) e levando em consideracéo (118), chega-se a
dudy,  dvdy, _
dx dx dx dx
d_U _|_ﬂ =0
dx Y1 ax Y, =
Resolvendo o sistema chega-se a
d_U [ y2r % _ ylr
dc o dy, dy T odx | dy, dy
%’dx dx Y, %'dx Y,
Integrando obtém-se
Yol Vil
u=-— dx, v= dx
J dy, _dy, J dy, _dy,
Ydx o odx ? ' dx
e assim chega-se a solucéo geral
_ . Yol Yir
V()= 0 (X)+ 0¥, (}) = [ — Ay, [ — P —

yl?iz__IB{yZ

Vi oY

dx
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6. RESOLUCAO DAS EQUACOES
DIFERENCIAIS EM SERIES DE POTENCIAS

A solucdo de equacBes diferenciais homogéneas lineares com coeficientes
constantes pode ser obtida através de métodos algébricos, a qual apresenta como solugéo,
funcdes elementares ja conhecidas do calculo. Mas em equacOes diferenciais cujos
coeficientes sdo variaveis, pode-se chegar a fungbes ndo elementares, e € 0 que ocorre com
equacOes importantes das areas da Fisica.

Para a obtencdo da solucdo, emprega-se 0 método da série de poténcias, o qual
apresenta a solugdo em forma de série de poténcias.

6.1. Método da Série de Poténcias

Teorema 1: Escrevendo-se uma equacao diferencial sob a forma

EY 4109 B g )y ()= () (129

e se as fungBes f(x), g(x) e r(x) forem analiticas em x=a, ou seja, se elas podem ser
representadas atraves de uma série de poténcias de (x—a) e raio de convergéncia R>0,
entdo toda a solucao y(x) da equacéo diferencial também é analitica em x=a, e dessa

forma, pode ser representada por uma série de poténcias de (x—a) e de raio de

convergéncia R>0.
6.1.1. Equacao de Legendre. Polinbmios de Legendre

A equacdo diferencial de Legendre® é dada por

(1—x)- d;yx(zx> —2x- d{jix) +n-(n+1)-y(x)=0, neR (129)

podendo ser escrita também da seguinte forma

* Adrien Marie Legendre (1752 — 1833), matematico francés cujo distinto trabalho em integrais elipticas
proveu ferramentas analiticas basicas para a Fisica Matematica.



d
dx

1) 2

— +n-(n+1)-y(x)=0, neR (130)

Escrevendo a equagdo (129) sob a forma da equagao (128)

d’y(x)  2x .dy(x)+n-(n+1).
dx*  1—x*> dx 1—x?

y(x)=0 (131)

verifica-se que os coeficientes sdo analiticos em x =0, podendo-se aplicar entdo 0 método

da série de poténcias, a comecar por substituir

+00 +00 2 00
y(x)=> c,x", dy—(X):Zm-cmxml, dLgX):izm-(m—l)-cmx’“2 (132)
m=0 dX 1 dX m—2
na equacéo diferencial, obtendo-se
(1- xz)i m(m—1)c,x"? — 2x+zoc mc,X™* +n(n +1)+zxcmxm =0  (133)
m=2 m=1 m=0
+00 +00 +00 +00
> m(m=1)c, x"?=> "m(m-1)c,x" —2> "mc, x" +n(n+1)> c x" =0 (134)
m=2 m=2 m=1 m=0

Substituindo  (m—2) por m e reescrevendo » .~ m(m—1)c,x"* para

> (m+2)(m-+1)c,,,x" e substituindo em (134), tem-se

+ +00 +00
0=> (m+2)(m+1)c, x"—> m(m—1)c x"—2> mc, x" +
m=0 m=2 m=1
+00
+n(n+1)> ¢, x"
m=0

(135)

+00
0= =y m(m—1)c x" +

m=2

+00
2-1c, +3-2c,x+ Y _(m+2)(m+1)c,. X"

m=2

+(—2).[1c1x++f:mcmxm]+ n(n +1)[c0 +clx++zoccmxm]

m=2 m=2

0=[2c,+n(n +1)c0]+{6c3 +[—2+n(n +1)]c1}x+
o (136)
+Z{(m+2)(m +1)c,,,, +[-m(m—1)—2m-+n(n —|-]_)]Cm}xm

m=2
Para que esta série seja nula, todos os seus coeficientes devem ser nulos, ou seja

2c,+n(n+1)c, =0 (137)
6¢, +[—2+n(n+1)]c,=0 (138)

(m-+2)(m+1)c,,, +[-m(m-1)—2m+n(n+1)c, =0, meN, m>2 (139)
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De (137) tem-se

nin+1
C,=— (n+ )co (140)
2
De (138) tem-se
—2+n(n+1
C, = _¥ (141)

Verifica-se que (139) também representa (140) (com m=0) e (141) (com m=1).
De (139), pode-se reescrever o coeficiente que multiplica a constante ¢, da seguinte
forma
—m(m—1)—2m-+n(n+1)=-m*+m—2m+n’+n

=—m’—m+n®+n

=-—m’>—m-mn4+mn+n®+n (142)
SULLERILL
=-m(n+m+1)+n(n+m+1)

=(n—m)-(n+m+1)

Substituindo (142) em (139) tem-se

(m+2)(m+1)c,., —(n—m)(n+m+1)c, =0, meN, m>2 (143)
__(n—m)(n+m+1)
Ciz = (m+2)(m+1) C,, meN, m>2 (144)

A formula de recorréncia (144) possibilita determinar qualquer coeficiente em

termos de ¢, ou ¢, (sendo eles arbitrarios)

. _ (n=2)(n+3) :_(n—Z)(n+3)._n(n+1)Cl
* 4.3 ? 4.3 21 (146)
:(n—z)(n+3)n(n+1)c
41 °
] :_(n—s)(n+4) :_(n—s)(n+4)_ _(n—1)(n+2)cl
° 5.4 : 5.4 3! b (147)
:(n—S)(n+4)(n—1)(n+2)C
51 '

A solucdo da equacdo diferencial de Legendre pode ser dada através de uma série

de poténcias com coeficientes baseados em c,e em ¢,
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nin+1) , (n—-1(n+2)

y(x):co+clx—Tc0x T
+(n_2)n(rll_|"1)<n+3)cox4+(n_3><n_1)5(:’]+2)(n+4>c1x5+... (148)

=Co Yo (X)+C -y, (X)
Tanto Y, (x) como Y, (x), possuem raio de convergéncia —1< x <1. Em casos no
qual n é um niimero inteiro ndo negativo (n € N), salienta-se dois casos:

a) Quando n é par, a série y,(x) (série com os termos baseados no coeficiente c,),
a partir de valores de m igual ou maiores que n, seus coeficientes tornam-se nulos,
devido ao fator (n—m), se tornando assim um polindmio de grau n.

b) Quando n é impar, a série y, (x) (série com os termos baseados no coeficiente c,),
a partir de valores de m igual ou maiores que n, seus coeficientes tornam-se
nulos, devido ao fator (n—m), se tornando assim um polindmio de grau n.

Considerando os casos acima, em que ne N, e considerando somente o polindmio que se

reduz ao grau n (fazendo com que o coeficiente sobre o qual o outro polinbmio é

formulado, seja igual a zero), pode-se entéo escrever os coeficientes em termos de ¢,

(m+2)(m+1) (149)
" (n—m)(n+m+1) ™
Substituindo em (149) m por (n—2), tem-se
:_MC (150)

C
"2 2(2n-1)"
sendo agora o coeficiente ¢, o coeficiente arbitrario. Geralmente é feita a sequinte escolha
para c,, visando a tornar todos os polinbmios com valor 1 quando x =1
B (2n)! B 1.2-3:4-5-...-(2n—2)(2n—1)(2n)
n_Z“(n!)z_ 2"ntn!
~1.2.3:4.5....-(2n—2)(2n—1)-(2n)
a 2"1.2-3-...-(n—1)-n-n!

~1.2.3:4.5...-(2n—2)(2n—-1)(2n) 1.3-5-...(2n-1)
~(2-1)(2-2)(2-3)-...-2(n—1)-2n-n! n!

(151)

, heN
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N=0=¢C,=——>= =1 (152)

Substituindo a escolha de ¢, em (151) na equacgao (149), determina-se os coeficientes
n(n—1) n(n—1) (2n)!

Cn72 = _—Cn = 2
2(2n 1) 2(2n—1) 2" (n1)

[ n(2n—1)(2n— 2)!] (159
2(2n— 1 )2"[n(n—1)(n—2)Y[n(n-1)Y
(2n—2)!
o (n 2)( 1)'

(2n—2)!

(154)

; :_(n—4)(n—5)c __(n—4)(n—5) (2n—4)!
e i 6(2n—5)

(n—4)(n—5)[(2n—4)(2n—-5
)

:_G(Zn—s)zz[(n 4)(n—5 (155

(2n—6). B (2n—6)!
3.2.2"(n—6)(n—3)!  312"(n—6)!(n—3)!

n__ (e;n—2m)
Coom = (—1) 2"'m!(n—2m)i(n—m)!’

meN, mgg, neN  (156)

Dai, tem-se a seguinte solucdo para a equacao diferencial de Legendre

()= iﬁ(_l)m 2“m!(§12—n ;rj)r?()r: — < el

(157)
n ) ..n . .
—l= & <—< 1 S/
HZII J 1_2 ]+ J
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a equacdo (157) é chamada polinémio de Legendre de grau n.

O polindmio de Legendre também pode ser escrito da seguinte forma

d" n

denominada de formula de Rodrigues. Tal formula pode ser demonstrada aplicando-se o
desenvolvimento binomial de (xz—l) e diferenciando termo a termo para finalmente

comparar com (157).
H& também a férmula de recorréncia dada por

7 ()= 2B (X))

(159)

6.1.2. Polindmio de Legendre Associado

O polinémio de Legendre associado surge como solucdo da equacéo diferencial
d? d 2

(1-x) ALY P LI )
—X

L — -

X)=0, neN,meN 160
dx dx y() (160)

sendo entdo (129) um caso especial de (160), quando m=0.

A equacdo (160) possui como solucéo

(1—X2)m/2 gmn
2"n!  dx™"

Pr(x)=(1—x2)"" :T P,(x)= (x*~1)", neN,meN| (161)

denominada polindbmio de Legendre associado, que pode ser representado pelas formulas

de recorréncia

_ (2n—1)xR", (x)—(n+m—-1)R", (x)

P" (x) = — (162)
P (x):%qﬂ1<x)_(n_m+z)(n+m_1) P2 (x) (163)
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6.1.3. Polindmio de Laguerre Associado

A equacao diferencial de Laguerre é dada por

d?y(x) dy ()
X 1-x)——=+2Ay(x)=0 164
e trata-se de um caso especial da equacéo diferencial de Laguerre associada, dada por

2

y(x) W) _
T+(v+1 X) ™ +Ay(x)=0 (165)

Utilizando a expansdo em séries de poténcias, tem-se

+00 +00 +00
x> n(n—1ax"?+(v+1-x)> nax"t+A> ax"=0 (166)
n=2 n=1 n=0
~+00 +00 +00 +00
don(n—=1ax"t+(v+1)> na x"t=> "nax"+A> ax"=0 (167)
n=2 n=1 n=1 n=0

Z(n+1)nan+lx“+(v+1)z (n+1)a,,,x Znax +/\Zax =0 (168)

(v+1)a, +Aay] ++f{[(n +n+(v+1)(n+1)a,,, +(A-n)a,}x"=0 (169)

n=1

Calculando os coeficientes, tem-se

A
-~ 170
4 v+1ao (170)
n—A\
a .= a, n>1 171
" (n+D(n+v+1) " (17)

Observe que a férmula (171) para n =0 resulta em (170), ou seja, é valida para todo

n inteiro ndo-negativo (isto €, inteiros positivos e nulos também). Escrevendo o0s

coeficientes em funcéo de a,, tem-se

A—1 A-1 A
- = 172
% 2(v+2)a1 2(v+2)v+1a° (72)
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A—=2 A—=2 =1 A

a3:_3(v+3)a2__3(v+3)2(v+2)v+1a° (173)
A—3 A—=3 A—=2 -1 A
a4:_4(v+4)a3:4(v+4)3(v+3)2(v+2)v+1a0 (174)
o A-(A=2)-...-(A=n+1)
=Y D v D v 2] (75)
Substituindo os coeficiente, chega-se a
L& e A=) (A-nty
y<x)_§( Y n![(v+1)-(v+2)~..‘~(v+n)]aox (176)

Para um A inteiro e positivo, a série se reduz a um polinbmio, conhecido como
polindmio de Laguerre associado, e no caso de v ser nulo, tem-se o polindbmio de
Laguerre.

A formula de Rodrigues para o polindmio de Laguerre é

L,(x)= % :Xnn (x”e*X) (177)

e para o polinbmio de Laguerre associado é
e*x* d"

(0= X5 ey — (g

n! dx"

&
dx”

Ly (X) (178)
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7. EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

As equacdes diferenciais parciais séo equacdes que possuem as funcbes em questéo
dependendo de duas ou mais variaveis independentes. As equacdes das ondas, as do calor,
a de Laplace sdo exemplos de equacOes diferenciais parciais. A ordem da derivada mais

elevada é chamada a ordem da equacao.

7.1. Corda Vibrante. Equacdo de Onda

Unidimensional

As equacdes que regem pequenas Vvibracdes transversais de uma corda eléstica, que
é esticada e tem suas extremidades presas, sdo exemplos de equacdes diferenciais parciais.
O problema consiste em achar a equacdo de movimento de uma corda, que inicialmente se
encontra esticada de uma dada maneira, e quando liberada entra em vibragéo.
Primeiramente deve-se levar em algumas consideracdes para simplificar o problema:
1. A densidade da corda € constante durante todo o tempo e ela é perfeitamente
elastica, ndo oferecendo nenhuma resisténcia a flexao.
2. A tracdo causada é tdo grande que a forca gravitacional pode ser desprezada
3. O movimento da corda se restringe a um movimento transversal, em um plano
vertical, e a deflexdo e o coeficiente angular em qualquer ponto da corda séo

pequenos em valor absoluto.

Para se obter a equacgdo diferencial considera-se inicialmente uma pequena porcao
da corda, analisando as forcas que atuam sobre ela. As tracGes sdo tangentes a curva da
corda em cada ponto devido a falta de resisténcia a flexdo. Considerando o trecho de P a
Q, verifica-se duas tragdes em seus extremos. Suas componentes horizontais devem ser
iguais pois ndo ha movimento na horizontal, assim a resultante na horizontal € nula, assim,

tem-se

T,cosa =T, cos =T =constante



v
Q__—i_ﬁ__*jr_g
P Fi;
@
T,
0 X X+ Ax i X

Figura 1 Corda vibrante

Devido ao fato de ndo haver movimento na horizontal, a resultante das forcas sera
na vertical, ou seja, s6 havera aceleracdo na vertical. Considerando a massa do trecho, que

é igual ao produto da densidade p da corda pelo comprimento Ax do trecho e as

componentes verticais das tragdes, tem-se

0’y
2
p-AX 0 ¥:Tzsen6_Tlsena:tgﬂ_tga (180)
T ox° T,cos3 T,cosa
1 AX,t
tga:M, tgﬁzm_.
’ x (181)
Cp 9%y 1 |y(x+Axt) dy(xt)
T oxE AX OX OX

Fazendo Ax — 0, obtém-se a equagéo diferencial parcial homogénea linear

2 2
0 y(zx1t>:C26 y(g,t), e T (182)
ot OX 0

7.2. Separacao das Variaveis (Método do Produto)

O método do produto fornece como solugédo de (182) a seguinte funcéo
y(x,t)=F(x)G(t) (183)
onde F e G sdo funcBes de uma s6 das duas variaveis. Substituindo suas derivadas

parciais chega-se a seguinte equacao
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1 9°G_19°F
c’G dt> F ox®

Como se tem um membro com fungbes que dependem somente de uma variavel e

=k = constante (184)

outro membro que depende somente da outra variavel, tem-se que o0s dois membros nao
possam ser iguais a uma fungdo de qualquer das duas varidveis, pois se assim fosse, uma
das varidveis dependeria da outra, por isso devem ser iguais a uma constante. Dessa

equacdo retira-se estas duas equagdes seguintes

2 2
8E—kF:0, 8(23
OX ot

—ckG =0 (185)

sendo k arbitrario.

7.3. Solucdo para a Equacdao de Onda

Unidimensional

Tem-se como equacgéo que rege a vibracdo de uma corda elastica a equacao de onda
unidimensional
9%y _ . 0%
Iy
ot OX

Observando que as extremidades da corda estdo fixa, tem-se duas condicGes de

(186)

contorno
u(0,t)=0, u(l,t)=0 (187)
Observando tambem que a corda pode ser deflexionada de varias maneiras e partir
com qualquer velocidade inicial, tem-se duas condicGes iniciais

y(%,0)= f (), w: g(x) (188)

A partir dessas equacoes e do método do produto determina-se F e G de modo que

a solucdo satisfaca as condic6es, assim
y(O,t)EOE F(O)G(t), y(l,t)EOE F(I)G(t) (189)
e assim chega-se a solucédo geral

F(x)= Acos px+Bsen px, k=-—p? (190)
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onde k, que veio do método do produto, é negativo, evidenciado pela equacio k =—p?, de
outra maneira chegar-se-ia a solucgdes desinteressantes. A partir das condi¢Ges de contorno
tem-se
F(0)=A=0 = F(x)=Bsenpx
F(I)=Bsenpl=0 = pl=nm, neZ (191)

p="0 kz—pZZ_[nl]z

e assim obtém-se um namero infinito de solucGes, devido a periodicidade da funcéo seno.
Substituindo o valor de k encontrado em G —c?kG =0 para determinar G, tem-se a solugéo
geral

cnmt cnrt
G ( ) B COSI—+B nl— (192)

encontrando

y, (x,t)=|B, cos%7rt+8r’:sen%7rt Bsen# (193)

que séo fungdes caracteristicas ou préprias, ou ainda autofuncdes, e os valores cnz/l séo
valores caracteristicos ou proprios, ou ainda autovalores. O conjunto dos autovalores
constitui o espectro.

Verifica-se que cada Yy, constitui um movimento harmonico de freqtiéncia cn/2l .

Este movimento constitui 0 modo normal ou tom normal de ordem n. Obviamente qualquer
dessas solucGes simples ndo conseguira atender as condicées iniciais, mas como a soma de
um numero de solucdo constitui também uma solucdo, pode-se obter a solucdo que

satisfaca as condicdes iniciais somando todas as solugdes, obtendo assim

y(xt)= i Yo (X,t)= i B, cos%ﬂJr B: sen Cnlﬂ Bsen n7|rx (194)
n=1 n=1
e a partir primeira condicdo inicial, tem-se a série de Fourier
Z B, -Bsen —- X _ ¢ (x) (195)
de coeficiente
f f sen @ dx (196)

derivando y com relagdo a t, encontra-se a segunda condi¢do inicial, que é a série de

Fourier
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ay(x,0 >
v(x.0) - 'Z —B, N7 sen Cnlﬂt 4B P cos Cnﬂt] Bsen X

=0 (197)

com coeficiente

—:— g sen—dx<:>BB_i g()senmdx (198)
cnm I

E assim defini-se a solugdo para a equacdo diferencial parcial que descreve o

movimento de uma corda, com movimento puramente transversal num plano vertical

y(xt)= i[B cosCTﬂtJrB encl—ﬂ]Bs n7|rx

n=1

(199)

1= 2 g isen T
(B,-B)= ff seanx (B;- B>_cn7r Og(x)sen I dx

7.4. Difusao Unidimensional do Calor

A difusdo do calor em um material homogéneo é regida pela seguinte equacao

N _ gy, =K (200)
ot op

que em coordenadas cartesianas retangulares é
ou_ . o%u N d’u N d%u
ot ox*  oy* 0z’

(201)

onde K é a condutividade térmica, o o calor especifico e p a massa especifica do corpo.
Considerando uma barra de somente uma dimensdo, de comprimento |, onde seus extremos

estdo em x=0 e x=1 e sua temperatura inicial seja dada por f(x) e que seja isolada

lateralmente, tem-se a equacéo do calor unidimensional

ou 0%
—=Cc"— 202
ot ox? (202)
com condi¢des de contorno
u(0,t)=0, u(l,t)=0 (203)

e condigdo inicial
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u(x,0)= f(x) (204)

A partir do método do produto, inicia-se pela equagéo

u(x,t)="F(x)-G(t) (205)
que substituindo na equacao do calor, obtém-se
2
zia—G _19 E = —p® = constante (206)
c’G ot F ox

onde a escolha da constante segue 0s mesmos motivos da escolha da constante na
determinacdo da equacdo de onda unidimensional. Prosseguindo, chega-se as seguintes
equacoes
O°F oG 5,
+pF=0, —~+c°p’G=0 207
Ox? P ot P (207)

que possuem as seguintes solugdes gerais

F,(x)= Bsen# G,()=Be " neN (208)
Assim a solucédo da equacdo de calor sera
u, (x,t)=F, (x)G, (t)=B,Bsen @ e ™ neN (209)

mas esta solucdo ndo satisfaz a condicéo inicial, dessa forma, soma-se todas as solucdes

para encontrar a solucdo que a satisfaz, que é

o0

u(xt)=> u,(x, ZB Bsen X g-(enmitft (210)
n—1
onde surge a série de Fourier para a condicao inicial
ZB Bsen X _ ¢ (x) (211)
com coeficiente
:—f f senmdx neN’ (212)

obtendo entdo a solugéo

Z B,Bsen —— X g(enmn)t

f f senmdx

(213)
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7.5. Difusao do Calor em uma Barra Infinita

Considerando a solugéo para a equagéo do calor

ou o%u
a - C2 W (214)

para uma barra unidimensional de comprimento que se estende infinitamente em ambos 0s

sentidos, e que assim somente possuird a condicao inicial

u(x,0)=f(x), vxeR (215)

sendo f (x) atemperatura inicial.

Pelo método do produto, onde u(x,t)=F(x)G(t) obtém-se

82F 2 aG 2 .2
F=0, —+c°p’G=0 216
ox? P ot ep (219)
com solugdes
F (x)=Acos px+Bsen px, G(t)=e " (217)

sendo A e B arbitrarios pode-se considera-los fungdes de p. Desta forma obtém-se

u(xt;p)=F-G= [A(p)cos px+B(p)sen px]e‘czpzt (218)

Empregando a integral de Fourier, por supostamente f (x) ndo ser periodica, tem-

Se

u(x,t):fomu(x,t; p)dpzﬁm[A(p)cos px+B(p)sen px|e“*'dp  (219)

que sera uma solucédo se existir a integral e for possivel derivar uma vez em relacdo a t e

duas em relacdo a x. Entdo a condi¢éo inicial sera dada por

u(x,O):me[A(p)cos px-+B(p)sen px|dp = f (x) (220)

e a partir da integral de Fourier, tem-se que o0s coeficientes sao

A(p) == [ 1 (¢)cos pe de, B(p):%

™

f Z f (¢)sen p¢ d¢ (221)

Escrevendo a integral de Fourier resultante da seguinte forma
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u(x,O):%j:Cfo; f (¢)cos(px— pg)de dp (222)

e assim obtém-se
u(x,t)zlfo:o f (S)U()ooe“:z"Zt cos(px — p&)dp|d¢ (223)

™

Resolvendo a integral interior e substituindo sua solucdo chega-se a equagéo

(x—¢)?

L f : f(¢)e “ d¢ (224)

2c/nt

u(xt)=

Se f(x) for limitada para todo valor de x e integravel em todo intervalo finito, a

equacdo acima satisfara a condicéo inicial e sera solugdo da equacao do calor.
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8. OPERADORES

Um operador A: f™ (1) f (1) associa para toda fungdo f € f" (1) uma fungio

A(f)e (1), ou seja, é 0 mapeamento entre dois espacos de funcdes.

8.1. Espaco de Funcgoes

Sendo f (1) um conjunto de todas funcdes continuas definidas sobre um mesmo

intervalo 1. Sendo f<")(l) o conjunto de todas as func@es pertencentes a f (1) com

derivadas de ordem n continuas sobre o intervalo | . Defini-se como espago de funcdes

como um espaco vetorial (definido mais adiante) onde os elementos sdo fungdes
8.2. Operadores Lineares

Um operador O é dito ser linear se para todo par de funcdes f e g e uma
constante «, vale as seguintes relacfes

O(f +g)=0f +0g (225)

A

O(a-f)=a-Of (226)



9. COMUTADORES

Sendo A e B operadores. Entdo o comutador de A e B é definido por

[A, é] — AB—BA (227)

Segue-se algumas propriedades do comutador

[é,A]:BA—AB:—(AB—BA):—[AB] (228)

Sendo x uma variavel e f (x) uma fungéo dessa variavel, tem-se

[F(x),x]= f(x)-x=x-f(x)=xf (x)=x-f(x)=0 (229)

Sendo A um operador, tem-se

[A, A]:AA-AA:O (230)

Sendo A, B e C operadores, tem-se

4,86 - ABC — BCA— (AB)C - B(CA)

_ (AB)C — BAC + BAC - B(CA)

(48] - (BA)C + B(AC) - B(cA) o
_[A8Jc +8[Ac]
48,¢| = ABC - GAB = A(BC) - (CA)8
_ A(BE) - ACB + ACB[CA)
(232)

— A(BC)- A(CB)+(AC)B-(cAJ8
— A[B.¢|+[Ac]B

Sendo A e B operadores e a e b constantes, tem-se



a+Ab+ B}:(a+A)(b+ é)—(b+ B)(a+A)
—ab+aB+ Ab+ AB—ba—bA—Ba—BA

NP (233)
= AB—BA
~[A8
Sendo A, B,C e D operadores, tem-se
A+B,C+D|=(A+B)(C+D)-(C+D)(A+8)
— AC + AD+BC +BD—CA—CB—DA—DB (23

—AC-CA+AD-DA+BC-CB+BD-DB
:[A, B]+[A, 6]+[|§,é]+[é, 6]
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10. ALGEBRA LINEAR

10.1. Espaco Vetorial

Um espaco vetorial consiste de um conjunto de vetores (|«), |8), 7). ..) — ou

também chamados ket — e de um conjunto de escalares (a, b, c, ...) 0s quais sao sujeitos

a duas operac6es (adicdo vetorial e multiplicacdo escalar).

Um vetor é representado por uma n-tupla ordenada de escalares pertencentes ao

conjunto dos nimeros complexos

a

o) = af, {a,a,,...,a,}CC (235)

A adicdo vetorial de dois vetores resulta em outro vetor

@) +[8) =17) (236)
ou seja
a, by a) (b) (a-+h
T e T P S T T Lt O
an bn an bn an + bn

Lei comutativa da adicao vetorial

@) +[8) =16) +|e) (238)

ou seja

a)| (b} (a+b) (b+a) (b) (&

_ a, b, a, +hb,

o) +|5) + =

a n an + bn bn + an bn an

n

Lei associativa da adicéo vetorial



o) +(18) +[7)) = (| ) +18)) +[) (240)

Existéncia de identidade aditiva (|0)) onde

|a)+]0) =[a), V]a), [0)=. (241)

para qualquer vetor |a).

Existéncia de negativo onde para qualquer vetor |a) tem-se um vetor |—a) onde

@) +|-2)=[0) (242)
ou seja
& & —8
ja)=| % |+ -a) = ~2fa) = -1 ¥ |=| 7 243)
a, a, —a,

e, portanto, substituindo na equacdo imediatamente anterior, tem-se

a —q a —a 0
) +|—a)= ||| 2| =|%= T % |=|7]=|0) (244)

a —a

n

A multiplicacéo escalar entre um escalar e um vetor resulta em outro vetor

al6) =) (245)
ou seja
b (ab
b, a-b,
a.|ﬁ>:a. J|= : (246)
b a-b

Lei distributiva da multiplicacéo escalar, em relagdo a adicdo de vetores
a-(ja)+]8)) = ala) +a|8) (247)
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Lei distributiva da multiplicacdo escalar, em relagdo a adicdo de escalares

(a+b)-|a>:a|a>+b|a> (248)

Lei associativa da multiplicacéo escalar

a-(b-|a>):(a~b)-|a> (249)

Existéncia de identidade para a multiplicacdo escalar

1-|a> = |a> (250)

Multiplicacdo de um vetor qualquer pelo escalar 0

0-]a)=|0) (251)

Uma combinag&o linear de vetores |o), |3), |7), ..., € uma expressdo da seguinte

forma

ala)+b|B)+clvy)+... (252)

Um vetor |X) é dito ser linearmente independente em relagéo ao conjunto |a), |3)

, |7> ...se ndo puder ser escrito como uma combinacéo linear deles, ou seja

[X) = ¢ a) +, o B) + 5o [)+.s V(6,000 ) (253)

ou de outra forma

C-|ay+c, B +¢ |y +...+¢, [Ny =[0)=c, =c,=c,=...=c, =0 (254)

Um conjunto de vetores € chamado de gerador do espaco se todo vetor puder ser
escrito como uma combinacdo linear deles. O conjunto de vetores linearmente
independentes que geram um espaco sao chamados bases. O nimero de bases usadas para
se gerar um espaco é chamado a dimensdo do espaco. Assim, qualquer vetor pode ser

escrito da seguinte forma

o) =a,-|e)+a,-|e,)+...+a,-|e) (255)

onde |e,), |e,), ..., |6,) sdo as bases do espago e n ¢ a dimensdo do espaco.
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10.2. Espaco Dual

Complexo conjugado de um vetor | o) é dado por

a a
oy =7 | =|* (256)
a, a,

POSTULADO: Para todo ket |a> existe um correspondente vetor no espago dual,

chamado bra, denotado por <a| .que também é uma n-tupla ordenada de escalares que

também pertencem ao conjunto dos nameros complexos. A correspondéncia € dada por

a a - a) (257)

ou seja, € a matriz transposta com seus valores sendo 0s complexos conjugados da matriz

+

coluna |a). O simbolo + (dagger) significa que, o vetor dual (a|=|a)" é o hermitiano

adjunto, ou simplesmente adjunto do vetor |a>, que é simplesmente a aplicacdo da

operacdo de conjugacdo e a transposta na matriz.
Da mesma forma que o espaco vetorial, o espaco dual possui as mesmas
propriedades.

A soma de dois vetores do espaco dual é dada por

(o] +(8|=(ay a - a)+(b b - by

(258)
=(a +b a; +b; - a;+b;)
ou, de outra forma
T * *T
a) (b)) (a+b) (& +b;
+ a b a, +b a, +b
(o)1) = 2|+ 2| =[] = T
: : : : (259)
an bn an+bn a;+b:

=(a +b aj+b; - a +b)=(a|+(5|
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A multiplicacéo escalar entre um escalar e um vetor do espaco dual é dado por

¢ {al=0(]
=c-(a) a - a
=(ca ca c-a;), ¢ eC
ou, de outra forma
a) (ca) [caf
(o)) = o %[ = || |
a, c-a, c'-a,
=(c"-a ¢ -a c-a)=c"(a|, ceC

10.3. Produto Interno

Considerando-se dois vetores |a) e |3), definidos por

by Ch
9) =], (b b} €€ Ja)=| %] (@2, e
b a,

tem-se que o produto interno deles é dado por

(al)=Io}'|8)
by
(e a)|
b

=a -b+a -b,+...+a -b,

(260)

(261)

(262)

(263)

que nada mais é do que o produto matricial de uma matriz linha com uma matriz coluna.

O produto interno possui as seguintes propriedades
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o) =(a a - a)|?|=(a a - a)>
Qn b:
by |[
=l(a a, a,): bz =(a,by +a,-b; +...+a, b))
5
a
(b a by a4 a) = (b by e b)]
.
=(18)'|e)) =(8lay 60

Verifica-se assim que o produto interno («|3) é diferente de (3|a), exceto no caso em

que (cr|3) seja um nimero real.

O produto vetorial de qualquer vetor com ele mesmo € um nimero ndo negativo, ou

seja
8
oloy=(a; & - a)|%
a,
—a -a +a-a,+..+a -a (265)
—laf +[a[ +...+a]
assim, tem-se

al*>0,vi = (a|a)>0 (266)

A norma de um vetor é dada por

o] = y(ala) (267)

e ela representa uma generalizagdo da nogdo de “comprimento do vetor”.

A desigualdade de Schwarz declara que
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(|8 <(ala)(8]5) (268)

A demonstragdo € dada a seguir:
Considere o seguinte vetor

|8) (269)

Lembrando que

{(v|7y=0 (270)

tem-se

ORISR
) ={joy= G119 - Ll

(271)

{Bla)
AR

(B]a)
8)

oy $Bl0) o fel8) )
= (ala)~ 55 a0) — G Ol + G
ooy L1003} _{ol3){plo) , fol)

(515) (516) (8

BN 10 1L A
IO R IR B

(1o
(510)

entédo

<{a|a) (272)
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10.4. Conjunto Ortonormal e o Procedimento
Gram-Schmidt

Na Mecénica Quantica é desejavel se ter um conjunto de bases ortonormais, ou seja

(ale)=4, @9
onde

5= =] 274

“"_Jlo, i+ e

E possivel a partir de um conjunto de vetores |u;) se extrair um conjunto de bases

ortonormais |ei). Levando em consideragdo a idéia de que o produto interno € uma

generalizacdo do produto de vetores em trés dimensdes, onde o produto retorna a projecao

de um vetor em um segundo vetor, comecando por definir

Vi) =]u;) (275)

O segundo passo € definir |v,) em cima de |u, ), tomando o cuidado de se retirar a proje¢éo

sobre o vetor |v;) ja definido

;) = u) — Rl @70

vy =lu _<v1|u3>v _<V2|u3>v

| 3>_| 3> <V1|Vl>| 1> <V2|V2>| 2>

SR CITA IR AT R ATA

S Ty R YT L A 0

Normalizando tem-se
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11. MECANICA QUANTICA

11.1. Postulados da Mecanica Quantica

A equacdo fundamental da mecanica quantica é a equagéo de Schrodinger®

2 2 2 2
I gy ue—in?Y, v 82+ 82+ 82
2m ot ox: oy 0z

(279)

sendo esta equacao para a uma particula de massa m se movendo por um potencial U em
trés dimensdes. A funcdo ¥ é chamada funcdo de onda, é em funcdo do espago e do
tempo. Esta funcdo nédo foi obtida por raciocinio dedutivo, ela é um postulado, assim como
a equacdo da forca dada por Newton e as equacdo de Maxwell. Diferentes potencias dao
diferentes funcdes de onda. Observando a equacdo, vé-se que a funcdo de onda é uma
funcdo complexa. Uma vez encontrada a funcao de onda, pode-se calcular qualquer outra

quantidade fisica.

POSTULADO 1. Para cada estado de um sistema fisico ha uma correspondente funcéo de

onda W(x,t).

Na mecanica classica, cada estado de um sistema fisico é especificado por duas
variaveis, chamadas posi¢do x(t) e momento p(t) que ambos séo funces da variavel
tempo t. Na mecanica quantica, cada estado fisico é especificado por apenas uma variavel,

chamada funcéo de onda ¥ (x,t) que é fungéo de duas variaveis, posicdo x e tempo t.

5 Erwin Schrodinger (1887 — 1961), fisico tedrico austriaco que contribuiu para a teoria ondulatéria da
matéria e outros fundamentos da mecénica quantica. Em 1933 ganhou junto com o fisico britanico Paul
Adrien Maurice Dirac o prémio Nobel de Fisica.



POSTULADO 2. O desenvolvimento temporal da funcdo de onda é determinado pela
equacéo de Schrodinger.

i
U (x,t)=in o T (x,t) (280)

Em contraste com a mecanica classica que o desenvolvimento temporal do

momento é dado por F = p e o desenvolvimento da posi¢do é dado por F =mX, ou no

formulagdo lagrangiana que o desenvolvimento temporal das coordenadas generalizadas

que é dada por equacgdes diferenciais de segunda ordem, ou na formulacdo hamiltoniana

que o desenvolvimento temporal das coordenadas generalizadas g, (t) e momento
generalizado p; (t) sdo dados pelas equagdes diferenciais de primeira ordem de Hamilton

p,=—0H/0q, e ¢, =0H/0dp; .
POSTULADO 3. (Hipotese de Born): A densidade de probabilidade é dado por |\If|2 :

Este postulado mostra uma relagdo entre a funcdo de onda e a densidade de
probabilidade. A probabilidade de se achar a particula em questdo entre a e b no tempo t

é
P=[[uf dx (281)

Geralmente ¥ € normalizado assim a probabilidade total de se achar a particula em

qualquer lugar do universo € 1, ou seja, unidimensionalmente

[ e dx=1 (282)
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Como saber se os valores esperados serdo valores reais sendo que os operadores sao
complexos e que a fungdo de onda também é? Se ficar provado que o valor esperado de um
operador for igual ao valor esperado de seu complexo conjugado, verifica-se que a parte

imaginéria é nula, restando somente a parte real. Por exemplo

< >:—|hf v —dx

<>:—|hf xp—dx——ihﬁZ\pd\p* (283)
|h[ - \Ifd\If]——lhf qf*a—q’dX—@)

ficando provado que o valor esperado € um nimero real.

A

POSTULADO 4. Para todo observavel fisico b existe um operador hermitiano B

correspondente, tal que I§q§i =beo .

Assim 0s observaveis sdo representados por operadores. Estes sdo operadores
hermitianos especiais para assegurar que 0s observaveis sejam nameros reais. Note que se

pode inventar um operador que ndo significa necessariamente um observavel fisico.

POSTULADO 5. Qualquer funcéo de onda pode ser expandido em termos de ¢,, ou seja,

Y= Zici¢i :

Assim tem-se que a base da funcdo de onda séo as autofuncgdes.

POSTULADO 6. Se o estado de um sistema é 1, entdo a probabilidade que uma medida

. , 2
encontre o sistema no estado ¢, é |c|".
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Se for feito uma medicdo ent&o a probabilidade de se encontrar o sistema no estado

¢n (X) é |Ci

|2

POSTULADO 7. Uma coerente superposicdo de ) colapsa para uma autofungédo ¢, sob

medida.

O ato de medir forga o estado geral ¢/ colapsar para um estado particular v, . Este

colapso tem que ocorrer porque de outra maneira uma segunda medicdo imediata poderia

nao fornecer o mesmo E, .

11.2. A Equacéao de Schrddinger Independente do

Tempo

Primeiramente utiliza-se do método de separacdo de variaveis, para encontrar a
solucdo da equacdo de Schrodinger, que se trata de uma equacdo diferencial parcial. Esse
método consiste em substituir a funcdo em questao pelo produto de duas ou mais funcdes,
cada uma das funcdes sera dependente de uma variavel, sendo as variaveis independentes

entre si. Aplicando na funcéo de onda tem-se
U(x Yy, zt)=v¢(xy,2) f(t) (284)
Substituindo (284) em (279), tem-se

iny (X, Y, z)%&t) = —% f(t)- V(X y,2)+Ve(x,y,z) f(t) (285)

Considerando o potencial V como funcdo somente da posicdo, e isolando em cada

membro as func¢des dependentes do tempo com as dependentes da posigéo
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2
ihii:—h—lvﬁb +V (286)
f dt 2m )

Como o primeiro membro de (286) esta em funcdo de t e o segundo estd em funcdo de
(x, Y, z) , tem-se que a igualdade s6 pode ser satisfeita se ambos os membros forem iguais a

uma constante, pois as variaveis sdo independentes, ndo se pode ter em nenhum dos
membros nenhuma varidvel, sendo ou deixariam de serem independentes (caso em que se
tem uma funcéo dependente do tempo no 1° membro e uma dependente da posi¢do no 2°
membro) ou ndo seriam variaveis (caso em que se tem em um membro com uma fungéo
dependente de uma das coordenadas e 0 outro membro igual uma constante). Assim, de
(286) tem-se

|h£d—f =E (287)
f dt
R*1_, h? _,
——=—VY+V=E & ——VY+Vy=Ey (288)
2m 2m
A solucdo de (287) ¢é
f(t)=e™" (289)

A equacdo (288) ¢ a equacdo de Schrddinger independente do tempo. Note que ela
assemelhasse com a equacdo dependente do tempo, mas isso s6 € possivel porque V €

independente do tempo.
11.3. Normalizacao

A probabilidade de se encontrar a particula em qualquer lugar sera

[ [Ty 2t deaydz =1 (290)

Entretanto, nem sempre se chega a uma funcdo de onda que obedeca a relacédo

descrita por (290), mas esse problema é contornado multiplicando a funcdo de onda por

uma constante complexa A, resultando em A- \If(x, Y, z,t), que também sera uma solucéao

de (279) e satisfard (290). Esse processo ¢ chamado de normalizagdo da funcdo de onda.
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Em alguns casos chega-se a uma solucdo da equagédo de Schrodinger, em que a integral do
primeiro membro de (290) € infinita, ndo havendo fator multiplicativo que o normalize, e
em outros casos chega-se a solucgdo trivial ¥ =0. Tais solu¢cdes ndo normalizaveis, nao
podem representar nenhuma particula, portanto sao rejeitadas. Dessa forma, pode-se dizer
que as solucgdes fisicamente aceitaveis sdo as que possuem o quadrado-integravel, para isso
tem-se que

lim &= lim U= lim ¥ =0 (291)

X—=00 y—=o0 z—=+o00

do contrério, a substituicdo dos limites no infinito, apds a solugdo da integral, faria 0s
valores crescerem indefinidamente. Esta condi¢do também garante que a funcdo de onda

U permaneca normalizavel para qualquer instante t.

11.4. Operadores

Na mecénica quantica, quantidades fisicas sdo geralmente representadas por
operadores, diferentemente do que na mecanica classica, onde as quantidades fisicas sdo

representadas por fungdes ordinarias.

Relembrando a definicdo de energia total
T4+U=E (292)

onde U é aenergia potencial e T a energia cinética
T= %mv2 =P (293)

onde p é 0 momento e m é a massa. Multiplicando a equag&o da energia total pela funcéo

de onda tem-se
(T +U )\P =E¥Y (294)

entdo se for feito algumas substituicdes para se conseguir a equacao de Schrodinger tem-se
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2 2
T:—Emgp E—ins
2m OX ot

da energia cinética pode-se tirar o momento fazendo algumas substituicdes tem-se

.0
=—lh—
P OX

Seré utilizado ” para especificar operadores, assim tem-se

E=ind, p=—in
ot OX

A energia potencial e a posi¢do ndo sdo operadores, desta forma

11.5. Valores Esperados

Para uma particula no estado W, o valor esperado de x é dado por

(x) :Ji:cx|\lf(x,t)|2 dx

(considerando o problema unidimensional, para simplificacéo)

Isto significa que para particulas preparadas no mesmo estado W, terdo a média dos
valores observados da quantidade fisica através da medicdo descritos por (299), mas uma
vez realizado o processo de medicdo, medicdes subsequentes confirmardo o mesmo valor.
Pode-se também interpretar como o valor médio das medicdes feitas sobre a mesma

particula preparada sistematicamente no mesmo estado W apds 0 processo.

Partindo para o calculo do valor esperado do momento [, tem-se inicialmente a

seguinte relacdo
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Substituindo o valor (x) , determinado por (299)

d d p+e 2 +oo Q2
E<X>‘af-m Xofdx= [ x| ox
ey 8\1!* (301)
—f [ \If]dx
8t

Isolando a derivada parcial em relacdo a t da equacdo de Schrodinger unidimensional

IV
oY _ho% lyy (302)
ot 2mox" h

cujo complexo conjugado é

or” ih 0T i
e ® vy 303
ot 2m ox* h (303)

entao

ot a

H 2 24T *
S = S-S
2m OoX oX

ih 8 ov” 8111 6‘11* 8\1’ 8 s
ox Ox X 0x OX?

=0

_i_h[qj*az\If gaxp] [a\y*axp 0*v ]

v

(304)

+ +—
ox*  Ox Ox ox ox  ox?
_ I Q[@*a_‘lf]_ﬁ M =
2m| Ox ox ) ox| ox
Substituindo (304) em (301)
£<x>:£f+ooxg \If*a—‘lj—all’ W | dx (305)
dt 2mJ -~ Ox X  OX
e usando integracdo por partes no primeiro termo, tem-se
+oo 0 ov ov* LoV 8\1!*
Bl /Al =— v (d
f,oo X@x[ ox  OX ] f [ ] X+

\I;*a_‘ll_a‘llg;
ox ox )

9
15)4

i (g 00 0V
2m oX  OX

(306)

_|_
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Utilizando (291) em (306), tem-se

meQ g 0¥ _ oY \I/dx:—fm AL Y (307)
-0 OX ox  Ox —00 ox  OXx

Usando da integracdo por partes

fm 8;)’( Wax _[\11 v f \1/* (308)

Substituindo (308) em (307)

f*wxﬁq,é’_@_aiq, de=— [ AL P
- OX ox  OX 15)4 15)4

- A d+f a‘y*\pdx (309)

:—2f \IJ*—dx

Substituindo o resultado encontrado em (309) na equacao (305), chega-se a

(p)= gt( )=[ f@*[-ih%)xpdx (310)

=p

O célculo do valor esperado de qualquer outra quantidade fisica Q pode ser feita

através dessas duas quantidades (posicdo x e momento f). Assim pode-se escrever para

qualquer quantidade Q

(Qxp)= [ wdwd (311)

Estando Q (operador que representa a quantidade fisica Q) inserido entre os W .

11.6. Interpretacao Estatistica

As quantidades dinamicas podem ser expressas em funcdo das quantidades x e f:
Q(x, p,t). Para cada quantidade associa-se um operador Q. O valor esperado para esta

quantidade é dado por
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<Q>:f‘lf*(X,t)-@[x,?%,t]-\ﬂ(x,t)dx (312)

0 qual pode-se reescrever da seguinte forma
(Q) =(w|Qw) (313)

Como o valor esperado deve ser um valor obtido na prética, isto implica que deve ser um

namero real, assim
(v]0w) = {wjor) ~ (oxv) (10

No geral, idénticas medicOes feitas sobre idénticos estados preparados podem néo
produzir os mesmos resultados, a ndo ser em estados determinados para um observavel que

se deseja medir. Nos estados determinados para um observavel Q, o desvio padrdo do
observavel € zero, sendo assim bem determinado.

2
O—O'Q

~((@-@)) (315)

*

como o operador Q é Hermitiano (Q =Q'") e a média (Q) é um valor real ((Q)=(Q)"),

entédo

(Q-(Q)¥)-((Q¥|(Q-(Q)¥) (316)

Mas para que a norma de um vetor (H|04>H2 =(a|a)) seja igual a zero, é necessério que o

vetor seja o vetor nulo (|0)), assim

A

(6-(Q))=lo (a1)
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ou

Q) =(Q)[¥) (318)

Assim conclui-se que para uma medicdo de um observavel Q sobre uma particula que esta
num estado |¥) o resultado serd o valor X se, e somente se, |¥) for um autovetor de Q,

com autovalor \.

A medicdo de um observavel Q de uma particula no estado |\If) certamente dara

um dos autovalores de Q, e a probabilidade de se encontrar um particular autovalor \ é
igual ao quadrado absoluto do componente A de |\1/) quando esta expresso em bases

ortonormais de autovetores.
11.6.1. O Principio da Incerteza

Para qualquer observavel A, tem-se seu desvio padrdo dado por

o2 :<\1:‘(A—(A))2\11>

(319)
~((A-(A)w|(A-(m)w)
e, semelhantemente, para um observavel B, tem-se
oz =((B-(B))¥|(B~(B))¥) (320)
Substituindo na desigualdade de Schwarz
or-of =((A-(A))w|(A-(A)w){(B-(B))¥|(B~(B))¥)
2‘<(A—<A>>\I/ (é—(B))\IJ>2 .
Para qualquer nimero complexo w=u +i-v, tem-se que
wi” = [Re(w)]" +[1m(w)]" = u* +v* 22)

2[Im(w)]2 =V

e que

64



%(w_v\ﬁ):%[(uﬂv)—(u—iv)]:%(Ziv):v (323)

assim, substituindo na equacéo anterior

2
W' =u?+v2 >V = [%(W—W*)] (324)

substituindo w por ((A—(A))¥|(8—(B))w) tem-se
(el s- o)A cmes- @)} |-
= (A (a8 () ) (8 (&) (A () )

(325)

ou seja

2 (326)

Tem-se que

<

= (0| ABW)—(|A(B) W)~ (U |(A)BU)+(W|(A)(B) W)= (327)
(
(

<

= (0| ABW)—(|A(B) W)~ (U |(A)BU)+(W|(A)(B) W)= (328)
( B
(

e, semelhantemente
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como (A) e (B) sdo nimeros reais, entdo (A)(B)=(B)(A).

Substituindo

—%1(<AB><A><B>)(<I§A><A><B>)]— -
= >-((AB)—(m)(B)—(BA)+(A)(B)) =
=i ((A8)~(84))
Finalmente chega-se que
oot =X ((a8)-(8A)] ~[2[A8] (331)

onde [A, B] é o comutador dos operadores AeB.

11.7. O Oscilador Harmonico

O oscilador harménico consiste em uma particula de massa m executando um

movimento unidimensional, estando sujeita a uma forca elastica descrita pela lei de Hooke

2
F:mdd)igt):—k-x(t), k>0, m>0 (332)
cuja solucéo é
X(t)= A-sen(wt)+B-cos(ut) (333)

onde a freqiiéncia angular w é
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w= S (334)
m
A energia potencial é dada por
V(x)= % o (335)

Na literatura encontra-se duas abordagens para se resolver o oscilador harmdnico.
Uma utiliza-se das séries de poténcias para resolver a equacdo diferencial. A outra
abordagem utiliza-se de uma engenhosa técnica algébrica, usando os operadores de criacao
e aniquilagéo.

11.7.1. Método Algébrico

Escrevendo a equacgdo de Schrodinger para o oscilador

r? dp(x) 1 2,2
s dxg >+§mw X4 (x) = Edb(x) (336)

ou, de outra forma

1

2m

v=Ey (337)

[?%]2 +(mwx)’

A idéia concentra-se em reescrever o termo dentro dos colchetes partindo da idéia da

seguinte equacdo para nimeros complexos

(u+iv)-(u—iv)=u®—iu-v+iv-u—i*v?

_ (338)
=u? 4V +i(v-u—u-v)
mas como u e v sao numeros, tem-se que
u-v=v-u (339)
assim chega-se a
(u+iv)-(u—iv)=u?+v? (340)
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Porém deve-se lembrar que dentro dos colchetes had o operador d/dx, e operadores

geralmente ndo comutam, como é este caso. Entretanto esse fato ndo é um impedimento

para se poder utilizar a idéia, comecando por definir os seguintes operadores

a —L[Ei—imwx] a —L(ﬁiﬂmwx] (341)
~ J2mli dx o mli dx
Aplicando o produto a_-a, sobre uma funcao, tem-se
1 (hd 1 (hd .
a-a ) f(x)=—= IMwX |- ——|——+IimwXx |- f (X)=
(212,10 = | g mimax| 2| 2 im0
_ L Ei—lm x] [Ei-l—lmwx] (x)=
~2mli dx I dx
df
_1 Ei_m x] i (X>+imwx~f(x) =
2m{ i dx i dx
1|hd(hdf) hd df (342)
=—|=—|—— |+~ —(imwxf ) — imwx- = =— — imwx- imwxf | =
2m| i dxli dx) i dx i dx
1 |h? d?f d(x) df af ., L,
=—1—5——+Im - f — hmwX - mwxf =
Zm{iz ax ™ TNk x "
h? d?f df df 2 2,2
i TdZX f
1 (A d . 1 h d
a-a ) f(Xx)=—=—|-———Imwx|- —|——+imwx|- f (x)=
_ 1 Ei—lmwx Ei+|mwx] (x)=
~2mli dx I dx
1 (hd ndf(x)
o —imw x] Ty T imwX (x)
1|k d(hdf h . hdf . i (343)
—— |22 — (imwxf ) — imwX - —=— — imwx - imwxf | =
2m| i dx i dx i dx
1 |h2d%f d(x) df df 5, 5.
= —. f — AmwX - m-wxft=
2m{ i° d*x dx i dx dxjL “
1 R? d*f df df 2
2m| i® d*x " dx " dx
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2 2
(a_-a,) f (x):i ?_2(;2; + himw f +m2w2x2f]

1 (n® d? 2 2,2
= o |y M - f(x) (344)
[ﬁi
2m|{ i dx

-f(x)

2
] + (mwx)2 + Amw

descartando a funcéo de teste, usada para achar o produto a_-a_, tem-se

2

aa=—|0d +(mwx)” + hmw
Too2m|li dx
1(nd) 2| 1
=—||——| +(MwX) |+—"m 345
2mil i dx (w) 2m v (345)
1(hdY )l 1
= —||l==]| +(mwx)’|+=n
2m|l i dx ( w) 2 “

Comparando a equacao de Schrddinger para o oscilador

1

[Ei = Ey (346)
2m

i olx]2 +(mex)

com a equagéo do produto a_-a,

1
a-a =—

1
+ S hw 347
-7 2m 2 (347)

[?%]2 + (mwx)’

verifica-se que s6 diferem por um fator 27w . Reescrevendo a equagdo para o oscilador

harménico

[a -a, —%hw]zﬁ =Ey (348)

Alterando a ordem dos fatores a, e a_, e aplicando numa funcéo f (x), tem-se
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(a,-a ) f(x)= ! [Ei+imwa~—(———|mwx]f(x):
" m i dx 2m i dx
1 ][h f ]
= —|——+ImwX||—— —imwxf | =
2m{ i dx i dx
1 |hd(hdf}) A d, 6 . . hdf . :
= —|——|—— |+ ——(—Imwxf ) + IMmwX—— + ImwXx (—imwxf )| = (349
2midx[idx]+idx< xf ) imax e imex (—imexf ) = - (349)
1 (h*d*f df df
= | — —hmwf — AmwXx— + AmwX — 4+ m’wW’x* f | =
2m| i dx® “ “r X “r i “
1{(hdY 2
=—||—— m —hmw| f
om [i dx] o (mex)” — hma
descartando a fungdo de teste, usada para achar o produto a, -a_, tem-se
1|(nd) 2
a -a =—I||l—— mwX) — Am
+ o 2m[idx]+(w) “
, (350)
~2m|li dx 2

e assim, também pode-se escrever da seguinte forma a equacdo e Schrddinger para o

oscilador harmdnico

[a+ a4+ %hw]w —Ey (351)

Aplicando o comutador sobre os operadores a_ e a, , tem-se

la,a ]=a -a, —a,-a =

1{(hdY )l 1 1(hdY ol 1
=1i—||——| +(MwXx) |+=-hw{—1—||—— mwX) |—=hw=
{Zm[idx] (max) 2”} {Zm[idx] o+ (me) 2“}
352
_i [Ei]2+(mwx)z +lhw_i [Ei]z+(mwx)2 +lhw— .
~2mili dx 2 2m|li dx 2
:%hw—kéﬁw:hw

Agora, mostra-se que se 1 satisfaz a equacdo de Schrddinger com energia E,

entdo pode-se afirmar que a, v também a satisfaz, mas com energia (E + hw) , OU seja
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1 1 1
a.a +§hw][a+z/)(x)] =aaaytoheay = [a+aa+ +§hwa+]w
1 1
=a,(aa +ohw|p=a aa gty
= 17’1 27”1
= a+ a_a+¢—§ w¢+§ u)’lﬂ (353)

=a, [a_a+ —%hw]erhww =a, (E¢ + hwi))

=a_[E¢(x)|+a, [hw(x)| = Ea, ¢ + hwa ¢
- <E + hw)[a+¢(x)]

Da mesma forma, se @ satisfaz a equacdo de Schrédinger com energia E, entdo

pode-se afirmar que a v também a satisfaz, mas com energia (E — ﬁw) , OU seja

[aa+ —%hw

[ay(x)]=a |a,a —%hw]w

=a a+a_¢+%hw1/1—hww

(354)

=a_ [a+a +%hw]¢—hw¢

—a (E¢—hwy) = Ea ¢ — hwa o)
= (E—hw)|a_y(x)]

Aplicando novamente o método, pode-se afirma que a,a, i) também satisfaz a

equacdo de Schrodinger, mas com energia (E + 27%;) , OU seja
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[a+a + %hw][&+a+1/}(X)] = [a+aa+ + %hwa+](a+¢) -

(a+¢> -

aa, +[1—%Jhw

laa, +%hw](a+¢) =a,

=a, laa, —%hw + hw}(a+¢) =a,

[a_a+ - %hw] a ¢ +hwa, v

=a, [a+a +%hw]a+1/;+hwa+w =a,

1 1
=a, a+[aa++5hw]w+hwa+w [aa++zhw]¢+hww

=a, {a+

[anr —%hw+hw]¢+hw¢

=a,a,

:a+a+{

=a,a, [(Ey+hw)+ hw| = a,a_[Ey + 2hw)] =
=a.a Ey+a.a, 2w)=(E+2mw)a,a v(x)

+ ﬁw@b]» =

aa, —%hw]¢+hw¢

[a+aa+ +%hwa+]zp+hwa+zp

}:

(355)

Da mesma forma, pode-se afirma que a_a v também a satisfaz, mas com energia

(E —2hw), ou seja
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[a_a+ —~ %hw][a_a_¢(x)] = [a_a+a_ — %hwa_](a_w) =

—a laa —%hw](a_zp):a_ (a—w):

a,a +[—1+%]hw

=a |a,a +%hw—hw](a_¢) =a

[a+a_ + %hw]a_w —hwa

=a [a_a+ —%hw]a_w—hwa_w

=a (aa+a —%hwa]w—hwaw

~a fa

a,a +%hw—hw]¢—hw¢

W — fiwa

[a+a —%hw]@b — hwp

}:

_ ;m/,} —aa [(E¢ — hwi)) — hmp] —

=a_|a [a+a —lhw
2

= aﬁa =

~aa |

=a a [Ey—2hwy]=a a Ey—a a 2hwy) = (E - 2hw)[a a ¢ (X)]

[a+a + lhw]qp — hwp
2 (356)

O operador a, chama-se operador de criagdo, pois ele cria um quantum de energia
a cada vez que ¢ aplicado. E o operador a_ chama-se operador de aniquilagéo, pois ele

aniquila um quantum de energia a cada vez que ¢ aplicado.
Aplicando o operador de aniquilacdo, recursivamente, chega-se a situagdo em que a

energia comeca a se tornar negativa a partir de um ponto, o que ndo pode existir, e neste

momento o mecanismo falha. Assim tem-se um nivel que € o mais baixo chamado por v,

onde
ay,=0 (357)

isto significa que
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B A (%)
i dx
%_ mwx dQ/)O mw

—imwxy, ()| =0

- = = ———xdx
dx h Yo Uy hi (358)
d, mw mw ,
—=—| —xdx<InyYy,=——-x"+C
f% f h Vo= T

U (x) = Ay e ™
Determinando o valor da energia para esse estado tem-se
1
[a+a +Ehw]'¢o (X> =Ey - (X)

a, a1 (X) +%hw¢o ()= E, -4 (X)

=0 (359)
%hw% (X) = E, - (X)
E, = lhw
2

Agora simplesmente aplica-se o operador de criacdo para se encontrar os estados

excitados
G (X)=A-(a,) e™ ™, E = [n -1-%]7%;
A [:;‘;]M (_l)n (360)

ou de outra forma

(361)

onde H,(&) é o polindmio de Hermite.
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11.8. O Atomo De Hidrogénio

A equacdo de Schrodinger é dada por

in?Y _nw (362)
ot

onde H é o operador hamiltoniano, que pode ser obtido por meio da energia classica

1 2 o 1 2 2 2
>mv +V—§(px+py+pz>+v (363)
estendendo para y e z o0 operador momento, tem-se
. ho L hO L hO
h==—> Py=77- B=77 (364)
I OX I oy I 0z
p= ?V (365)
assim a equacéo de Schrédinger toma a forma
ih—=——V U +VVU 366
ot 2m (366)
cuja solucdo, quando V ndo ¢é dependente do tempo, €
U=> "¢ (F)e ™" (367)

Geralmente o potencial depende somente da distancia da origem, desse modo é
natural adotar as coordenadas esféricas, assim o laplaciano em coordenadas esféricas é

0 1 0 0 1 0°
Ve L2 —(sent — |+ 5———
r 8r[ 8r]+rzsen080[ 8€]+ [ ]

r’sen’ 0| 0¢?
(368)
_i Q[rz 2]+L£[Sen9£]+ 1 82
r’lor\" or) send od 00) sen?0|0¢°

Separando as variaveis pelo método do produto, tem-se
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»(r.0,6)=R(r)-Y (0,¢) (369)

substituindo na equacdo de Schrddinger, e ja colocando o laplaciano em coordenadas

esféricas, tem-se

]‘,—LZ
2m

2
izi[rzd—R] 2R Q[senea—Y]Jr%a—i VRY = ERY (370)
redrl dr) r°send 00 00) r°sen 0 0¢

que multiplicando por —2mr?/(R?RY ) tem-se

1d{,drR) 2mr? A 1
il Il I V(r)—Ell+=
{Rdr[r dr] h? [ Q }}+Y

1d(,drR) 2mr? - 11 1 0 oY 1 0%
——|r—|-=5 [V(r)—E]:—— ———|senf— - >
Rdr| dr h Y |send 00 00) sen“60¢°| (372)

=1(1+1)

1 8[ 8Y] 1 9%
send

—_— — =0(371
send 90 90) sen*d 8@52] (371)

onde a segunda equacdo possui 0 primeiro membro dependente de uma s6 variavel e o
segundo dependente da duas variaveis restantes. Como as varidveis sdo independentes

entre si, a igualdade entre o primeiro e o segundo membro sé pode resultar em uma

constante, do contrario ndo seriam independentes, assim escolheu-se a constante I(I +1)

por questdes praticas. Tratando da equacdo com as variaveis de angulo, tem-se

0 oY o%Y
senfd—|send— |+—=—I(1 +1)Y sen?d 373
80[ 80] 8¢2 ( ) (373)
separando as variaveis
Y (0.0)=0(0)-2(¢) (374)
tem-se
send d de 1 d’®
= —|send—|+I1(I+1)sen’H|+ = =0 375
o de[ d9] (1+3) ® do? (379)
send d de 1 d’®
= —|senf—|+I1(l1 +1)sen?fd=—= =m? 376
o de[ d0] (I+1 o do? (376)
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onde o primeiro e o0 segundo membro da equacdo sdo dependentes de uma sé varidvel,
sendo assim s6 podem ser iguais a uma constante. Resolvendo a equagdo dependente
somente de ¢

d*®
e +m’d=0 (377)
encontra-se a solugéo
B(0)=e"
®(p+2m)=(9) (378)

m=0,+1+2,... = e™=1

e para a equacgéo dependente somente de 6

d doe
senf—|send—|+|(I(1 +1)sen’d —m?|© =0 379
de[ d9J+[(+> (379)
encontra-se a solucio
O(#)= A-R"(cosh) (380)

onde P™ é a funcdo associada de Legendre

o m
A w)=(1-w) [ R w (381)
e P o polinbmio de Legendre
R(w)= ﬁ[;—w] (w* ~1) (382)

O grau do polinémio de Legendre é dado por I, assim, se |m| >, tem-se B" =0

pois a ordem de derivacao superara o grau do polinémio, zerando todos os termos.

Da condicao de normalizacdo tem-se
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f|@/;|2rzsen0drd9d¢:f|R|2 rzdrf|Y|zsen0d0d¢:1

foo|R|2 r’dr=1e fhfﬂ|Y|2sen0d0d¢:1 %)
0 0 0

A normalizagdo da funcéo de onda angular é chamada harménicos esféricos

Y," (9,¢) = 5\/(2::1) E: 4_—||nr:1||;: e . pm (COS@), €= i_r:]');’om =0 (384)

O &tomo de hidrogénio consiste eu um elétron, particula de carga negativa, girando
em torno de um proton, particula de carga igual a do elétron, s6 que positiva, e de massa
1840 vezes maior que a do elétron. O potencial é dado a partir da lei de Coulomb, e em
unidades do Sistema Internacional é

e’ 1

V(r>:—4ﬂ_€ F (385)

que substituindo na equacdo radial (dependente somente da variavel r), e fazendo a

substituicdo u(r)=r-R(r), tem-se

2 g2 2 211 +1 .
_h_d_‘: _ &1 A~ ( er ) u=Eu (386)
2m dr Ame, ¥ 2m v
simplificando
2 I(I+1 2 J=
u_ly o ML =M YR oy,
dp P P 2w,k h
introduzindo a funcao
u(p)=p'"e"v(p) (388)
tem-se
d?v dv
—+2(l+1—p)—+|p, —2(1 +1)jv=0 389

com solucdo expressa em série de poténcias
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C2(jH1+1)—p, .
My (jra+2)

Py =2n

v(p)=> ay’,
j=0

e entdo temos as energias permitidas
2
e2
4re,

O polinémio v(p) é uma funcgdo conhecida, que pode ser escrita como

m
2K’

n —

%:E;, n=123,...
n n

v(p) =L, (20)
onde

d

)= (0[] Ly w

é o0 polinbmio associado de Laguerre, e

L, (w)=e" [i]q (e7w?)

dw

é o polinémio de Laguerre.

A funcéo de onda espacial para o atomo de hidrogénio é dada por
Yrim (I’,@,(b) =R, (r)'Ylm (6'¢)

onde
_1 I+1,—p
Ra(r) =" ()

A funcéo de onda espacial, ja normalizada toma a forma

o = \/[3]3“"—1)'3 gtlna .[ﬂ]l LTS [E].ylm (0.6),

na Zn[(n +|>!] na na

Ame h’
a—

me?
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A partir da funcdo de onda, pode-se ter os valores esperados das quantidades
fisicas, a densidade de probabilidade de se encontrar o elétron numa dada regido. Uma
representacdo bem intuitiva, € a que representa o elétron como uma nuvem, onde as regides

de maior concentracao indicam onde se pode encontrar com maior probabilidade o elétron.
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12. COMPUTACAO GRAFICA

A computacdo grafica trata-se de um ramo da computacdo dedicada ao
desenvolvimento de técnicas e de algoritmos para geracdo, tratamento, apresentacdo e
armazenamento de imagens em computadores. AplicacBes graficas exigem um ndmero
extenso de célculos, portanto a evolucdo dos computadores propiciou 0 avango da
computacéo grafica.

Atualmente, os calculos relacionados ao processamento grafico ficam concentrados
em sua maioria nas placas aceleradoras de grafico, que sao destinadas especificamente para
este fim, possuindo poderosos processadores graficos e grande quantidade de memoria
dedicada.

A computacdo grafica encontra-se em varios ramos da ciéncia, como por exemplo
na engenharia, nas simulacdes astronémicas, nas analises de aerodindmica, entre tantos
outros ramos.

Com o intuito de exemplificar alguns dos comandos utilizados da é&rea da
computacdo gréfica, serd apresentado alguns comandos (os referentes ao desenho e a
transformacdes nestes) e explicacdes sobre eles, sem aprofundar muito, pois ndo é o foco

deste projeto, apesar de se utilizar desta area.
12.1. OpenGL (Open Graphics Library)

A OpenGL trata-se de uma biblioteca de rotinas graficas, cuja especificacdo é
gerenciado pelo consércio independente ARB (Architecture Review Board), fundado em
1992 e constituido por empresas do ramo, das quais se encontram a 3Dlabs, Apple,
nVIDIA e SUN.

A OpenGl inclui 250 fungdes, das quais 200 sdo da propria OpenGL e as 50
restantes sédo da biblioteca GLU (OpenGL Utility Library), pertencente a OpenGL. A
OpenGL disponibiliza rotinas referentes a construcdo de objetos graficos como linhas,
pontos e poligonos, ficando a cargo da GLU a disponibilizacdo de superficies, curvas,
matrizes para operacdes de projecéo e orientacdo de visualizagao, entre outras fungoes.

A GLUT (OpenGL Utility Toolkit) foi criada por Mark Kilgard com o intuito de

incluir elementos de interface grafica com o usuario (GUI) que sejam independentes do



sistema operacional, como por exemplo o tratamento de eventos de teclado, de mouse,

criacdo de menus pop-up, gerenciamento de janelas, entre outras fungdes.
12.1.1. Padrédo na Nomenclatura

As funcgdes das bibliotecas da OpenGL possuem nomes padronizados, de forma a
facilitar o entendimento das mesmas, sendo assim divide-se seus nomes em quatro partes: a
12 referente a biblioteca a qual pertence, a 22 referente ao comando que representa, 32
referente a quantidade de parametros passados e a 42 referente ao tipo dos parametros. Essa
padronizacdo sera vista a medida que for dados os exemplos.

12.1.2. Desenho de um Poligono

Para se desenhar um triangulo tem-se os seguintes elementos: a cor, a chamada do
tipo de poligono (triangulo neste caso) e os vértices do poligono em questao (trés vértices

neste caso), o codigo € o seguinte:

glBegin (GL_TRIANGLES) ;
glColor3f (vermelho, verde, azul);
glvVertex3f ( x1, vyl1, zl);
glVertex3f ( x2, vy2, z2);
glVertex3f ( x3, vy3, z3);

glEnd ();

onde glBegin determina que tipo de objeto a ser desenhado, GL_TRIANGLES especifica
que o objeto tridngulo sera o desenhado. O comando glColor3f define a cor, que neste caso
é dado pelo valor das variaveis vermelho, verde e azul, que estdo dispostas exatamente nas
posicOes referentes a estas cores, ou seja: 1° parametro referente a intensidade de vermelho,
2° parametro referente a intensidade do verde e o 3° parametro referente a intensidade de
azul, todos com valores entre 0 e 1. Logo apds a definicdo da cor vém as definicdes de
cada um dos trés vértices, dados pelo comando glVertex3f, cujos parametros sdo dados
pelo valor de cada uma das variaveis. Analizando o primeiro vértice definido, tem-se:
como 1° parametro o valor da coordenada x (no sistema de referéncia do universo do
desenho), dado por x1, como 2° parametro o valor da coordenada y (no sistema de

referéncia do universo do desenho), dado por y1 e por ultimo, como 3° parametro o valor
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da coordenada z (no sistema de referéncia do universo do desenho), dado por z1. E
finalizando o desenho vem o comando glEnd(), fechando este conjunto de comandos.

Com relacdo a padronizacdo dos nomes, comecgando por analisar o comando
glColor3f, tem-se: gl referente a bilioteca a qual pertence, Color o comando a que se
refere, ou seja, atribuicdo de cor, 3f refere-se aos parametros usados, ou seja, 3 parametros
do tipo float. Do mesmo modo para o comando glVertex3f: gl refere-se a biblioteca, Vertex
refere-se ao comando para definir os vértices, 3f refere-se aos 3 parametros do tipo float.

Além de GL_TRIANGLES que refere-se ao desenho de triangulos, pode-se usar:
GL_POINTS para pontos, GL_LINES para linhas, GL_POLYGON para poligonos, entre

outros, seguindo o0 mesmo raciocinio que o considerado no exemplo anterior.
12.1.3. Transformacdes Geométricas

As transformacgdes geométricas séo transformacgdes operadas em cima dos valores
de coordenadas dos objetos, resultando numa translacdo, rotacdo ou mudancas na escala.
Algumas dessas operac¢des, quando combinadas, levam a resultados diferentes, dependendo
da ordem em que séo aplicadas.

As transformacdes geométricas utilizam-se de matrizes, para realizar as operacdes
sobre os objetos. Deste modo, inicialmente especifica-se com o comando glMatrixMode

que serdo realizados comandos de transformacdes geométricas, assim:

glMatrixMode ( GL MODELVIEW ) ;

onde o parametro GL_MODELVIEW especifica que sera trabalhado transformacées
geométricas (também serve para visualizacdo da cena, pois transladar a cAmera, equivale a
transladar os objetos do cenario, do mesmo modo vale para a rotacdo e a escala). Logo

apos, deve-se inicializar a matriz com o seguinte comando:

glLoadIdentity ( );

tal comando inicializa a matriz com a matriz identidade. A partir disto pode-se iniciar 0s
comandos das transformagdes seguidos dos comandos que desenharéo os objetos em que

serdo operadas as mesmas. A combinacdo de varios comandos de transformacao
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geométrica é resultado da multiplicacdo de todas as matrizes dessas transformacdes,
resultando numa Unica matriz que ser4 multiplicada pelas coordenadas que constituem os
objetos em que serdo operados as transformagdes.

Analisando primeiramente a transformagdo de translagdo, tem-se o seguinte

comando:

glTranslatef ( transx, transy, transz );

O comando glTranslatef refere-se a translacdo do objeto (aquele que vem apds ele,
podendo ser um ou mais objetos) com o0s seguintes parametros: o valor do 1° parametro
(referente a coordenada x) dado pelo valor da variavel transx, o valor do 2° parametro
(referente a coordenada y) dado pelo valor da variavel transy e o valor do 3° parametro
(referente a coordenada z) dado pelo valor da variavel transz. Com relacdo ao padrdo de
nomenclatura, gl refere-se a biblioteca, Translate refere-se ao comando de translagéo e f
refere-se ao tipo do parametro ser do tipo float. Utilizar este comando resultaria huma
mudanca de lugar do objeto, levar de um ponto a outro.

Alisando a transformacao de escala, tem-se 0 seguinte comando:

glScalef ( scalx, scaly, scalz );

O comando glScalef refere-se as mudancas das escalas referentes as trés dimensdes do
objeto, com os seguintes parametros: o valor do 1° parametro (referente a coordenada X)
dado pelo valor da variavel scalx, o valor do 2° parametro (referente a coordenada y) dado
pelo valor da variavel scaly e o valor do 3° parametro (referente a coordenada z) dado pelo
valor da variavel scalz. Com relacdo ao padrdo de nomenclatura, gl refere-se a biblioteca,
Scale refere-se ao comando de mudanca de escala e f refere-se ao tipo do parametro ser do
tipo float. Utilizar este comando resultaria numa mudanca de altura, largura e comprimento
do objeto.

Finalmente, analisando a transformacéao de rotacdo, tem-se 0s seguintes comandos:

glRotatef ( angx, 1.0, 0.0, 0.0 );
glRotatef ( angy, 0.0, 1.0, 0.0 );
glRotatef ( angz, 0.0, 0.0, 1.0 );
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cada um dos trés comandos refere-se a rotacdo com relacdo ao eixo X, y e z,
respectivamente. Analisando o primeiro comando, tem-se 0s seguintes parametros: o valor
do 1° parametro (referente ao valor do angulo em graus) dado pelo valor da variavel angx,
o valor do 2° parametro (referente a rotacdo em relacdo ao eixo x) dado pelo valor 1.0, 0
valor do 3° pardmetro (referente a rotacdo em relacdo ao eixo y) dado pelo valor 0.0 e 0
valor do 4° parametro (referente a rotacdo em relacdo ao eixo z) dado pelo valor 0.0. Com
relacdo ao padrdo de nomenclatura, gl refere-se a biblioteca, Rotate refere-se ao comando
de mudanca de escala e f refere-se ao tipo do parametro ser do tipo float. Utilizar este
comando resultaria numa rotacdo do objeto em relacdo ao eixo Xx. Analogamente, o
segundo refere-se a rotacdo do objeto em relagdo ao eixo y e o terceiro comando é uma
rotacdo em relacéo ao eixo z.

As vezes ¢ desejavel aplicar as transformacdes sobre objetos que compdem um
objeto maior, e manter os vinculos entre o0s objetos, para que ndo haja um
desmembramento do mesmo. Tomando como exemplo um trator, quando as rodas giram,
todo o trator se move, as rodas mantém seus centros ligados ao trator, e quando a “pa” do
trator move-se para cima ou para baixo, os centros dos bragos mecénicos mantém suas
posicOes relativas ao trator. Para se ter um efeito analogo, usa-se de estruturas hierarquicas.

Utilizando-se do comando glPushMatrix

glPushMatrix () ;

empilha-se a matriz de transformacéo corrente (matriz que guarda todas as transformacdes

ja utilizadas) e para desempilhar utiliza-se o comando glPopMatrix
glPopMatrix () ;

dessa forma pode-se acumular ou desacumular transformacdes.
12.1.4. Visualizagé&o

Inicialmente, tem-se dois sistemas de referéncia a serem considerados: o do
universo (usado na geracdo dos objetos) e o da tela (usado para especificar a area do

monitor a ser usada).
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A seguir delimita-se a regido do monitor em que serd visualizado o ambiente
criado, que é a janela, usando do sistema de referéncia do monitor. A janela de é definida
pelos comandos

glutInitWindowSize ( largural, altural );
glutInitWindowPosition ( x1, yl );
glutCreateWindow ("Nome da janela");

onde o comando glutlnitWindowsPosition posiciona a janela com relagdo ao monitor, 0
parametro x1 (do tipo inteiro) refere-se a distancia do canto esquerdo da janela ao canto
esquerdo do monitor e o parametro y1 (do tipo inteiro) refere-se a distancia do canto
superior da janela ao canto superior do monitor. O comando glutlnitWindowsSize define as
dimensdes da janela, o parametro largural (do tipo inteiro) define a largura da janela e o
parametro altural (do tipo inteiro) define a sua altura. O comando responsavel pela criagdo
da janela de exibicédo € o glutCreateWindow que recebe como parametro o nome da janela.

Dentro da janela, pode-se delimitar a regido que serd usada, chamada de janela de

exibicdo. A regido (retangular) é delimitada usando o comando glViewport

glViewport (x2, y2, (GLsizei) largura2, (GLsizei) alturaZ2?);

onde o parametro x2 (do tipo inteiro) refere-se a distancia do canto esquerdo da janela de
exibicdo ao canto esquerdo da janela, o parametro y2 (do tipo inteiro) refere-se a distancia
do canto superior da janela de exibicdo ao canto superior da janela, o parametro largura2
(do tipo inteiro) refere-se a largura da janela de exibicdo e o parametro altura2 (do tipo
inteiro) refere-se a altura da janela de exibicéo.

A delimitacdo da regido do ambiente que serd observada € denominada de janela
de selecdo. A janela de selecdo faz uso do sistema de referéncia do universo. Para o caso

de ambientes bidimensionais, usam-se os comandos

glMatrixMode ( GL PROJECTION ) ;
glLoadIdentity ( );
gluOrtho2D ( esquerda, direita, inferior, superior );

onde o comando glMatrixMode define qual matriz a se trabalhar, GL_PROJECTION

seleciona a matriz de projecdo, glLoadldentity inicializa a matriz com a matriz identidade,
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o comando gluOrtho2D define a regido (retdngular) do ambiente grafico que serd
visualizado (usando de parametros do tipo precisdo dupla - double), o parametro esquerda
define a posicdo do canto esquerdo da janela de selecdo (valor minimo de x), o pardmetro
direita define a posicdo do canto direito da janela de selecdo (valor maximo de x), o
parametro inferior define a posi¢do do canto inferior da janela de selecdo (valor minimo de
y) e o parametro superior define a posi¢cdo do canto superior da janela de selecéo (valor
maximo de y).

No caso de se usar um ambiente tridimensional, a regido a ser visualizada trata-se
de um volume que é determinado dependendo do tipo de projecdo escolhida. A projecao
trata-se do mapeamento do ambiente tridimensional para um plano bidimensional, que
representa a imagem formada no monitor. Existem dois tipos de projecdes: a projecdo
paralela ortografica (onde sdo mantidas as escalas, independente da posi¢cdo em que se
encontra o objeto em relagcdo ao volume de visualizagdo) e a projecao perspectiva (onde ha
variacdo da escala dependendo da distancia em que se encontra o objeto no volume de

visualizacao, criando a sensacao de profundidade).
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Figura 2 Projecdo paralela ortogréfica

Os comandos para a visualizagcdo em projecéo paralela ortografica sdo:
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glMatrixMode ( GL_PROJECTION );
glLoadIdentity ( )
glOrtho ( xmin, xmax, ymin, ymax, znear, zfar );

o comando gIMatrixMode define a matriz que serd trabalhada, o parametro
GL_PROJECTION seleciona a matriz de projecdo, o comando glLoadldentity inicializa a
matriz com a matriz identidade e o comando glOrtho refere-se a projecdo paralela
ortogréfica, seus parametros séo do tipo de precisdo dupla (double) e estdo demonstrados
na fig. 2. Todos os objetos (ou as partes deles) contidos no espaco definido entre os planos

frontal e traseiro seréo os visualizados, os demais ndo aparecem na visualizagao.
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Figura 3 Projecéo perspectiva

Os comandos para a visualizacdo em projecdo perspectiva sao:

glMatrixMode ( GL PROJECTION );
glLoadIdentity ( );
gluPerspective ( ang, razao, znear, zfar );

o comando glMatrixMode define a matriz que sera trabalhada, o parametro
GL_PROJECTION seleciona a matriz de projecéo, o comando glLoadldentity inicializa a

matriz com a matriz identidade e o comando gluPerspective refere-se a projecdo
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prespectiva, seus parametros sdo do tipo de precisédo dupla (double) e estdo demonstrados
na fig. 3, com excecdo do parametro razdo, que é a razdo de quantas vezes a largura é
maior que a altura. Da mesma forma que na projecao paralela ortogréfica, todos os objetos
(ou as partes deles) contidos no espago definido entre os planos frontal e traseiro serdo os
visualizados, os demais ndo aparecem na visualizagéo.

Para a projecdo perspectiva pode-se usar também estes comandos:

glMatrixMode ( GL_PROJECTION ) ;
glLoadIdentity ( );
glFrustum ( xmin, xmax, ymin, ymax, znear, zfar );

onde o comando glFrustum também representa a projecdo perspectiva, mas com
parametros diferentes (todos estdo demonstrados na fig. 3).
Definido o volume de visualizacdo, basta definir agora os atributos da camera,

dados pelos comandos:

glMatrixMode (GL_MODELVIEW) ;
glLoadIdentity () ;
gluLookAt ( xeye, yeye, zeye, xaim, yaim, zaim, xup, yup, zup );

o comando glMatrixMode define a matriz que sera trabalhada, o parametro
GL_MODELVIEW seleciona a matriz do modelo, o comando glLoadldentity inicializa a
matriz com a matriz identidade e o comando gluLookAt refere-se a camera, seus
parametros sao do tipo de precisdo dupla (double) e estdo demonstrados na fig. 2 e na fig.
3, sdo eles: xeye, yeye e zeye definem a posicdo da camera no sistema de referéncia do
universo, xup, yup e zup definem a orientacdo da camera (se esta na horizontal, na vertical,
para cima, para direita, etc.) e os trés dltimos, xaim, yaim e zaim definem onde a camera

esta mirando.
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13. METODOLOGIA

13.1. Materiais

O computador em que o programa foi implementado constitui de um processador
Intel Pentium D 945 de 3,4GHz, com 2x2MB de memoéria cache L2, placa mde Asus
P5VDC-X, 1,5GB de memdéria RAM Kingston 533MHz DDR2, placa de video nVIDIA
GeForce 6200 TurboCache (MSI NX6200TC-E) com velocidade de GPU de 350MHz e
velocidade da memdria dedicada de 300MHz, com 64MB de memoria dedicada e 495MB
de memoria compartilhada.

O programa foi implementado usando a linguagem de programacdo C++
utilizando-se do compilador do Microsoft Visual Studio 2008 e biblioteca grafica GLUT
(OpenGL Utility Toolkit) no ambiente Microsoft Windows XP.

13.2. Desenvolvimento

O projeto exposto teve sua implementacdo iniciada em novembro de 2007,
comecando-se pela implementacdo das funcdes elementares por meio da expansdo em
séries de poténcias (funcdes seno, tangente, exponencial, etc.). Essas fun¢des auxiliam na
construcdo das equacBes que o projeto visa como resultado e na sua representacdo grafica.

As funcgdes usadas sdo aproximacdes de funcbes elementares por polindmios. Como
visto anteriormente, tais funcbes sdo representadas por séries de poténcias contendo
infinitos termos. Por motivos de praticidade (pois é impossivel um célculo com infinitos
termos), considera-se somente uma parte inicial da série, somente 0s primeiros termos,
causando um erro de truncamento, devido a essa aproximacao. O erro de truncamentos é o
erro causado quando a partir de um certo termo, comeca-se a desprezar 0s demais,
tornando a série que antes continha um namero infinito de termos em uma série contendo
um namero finito de termos. Quanto maior o nimero de termos considerados no célculo,
maior serd sua precisdo, em contrapartida, mais tempo se levara para o calculo. Quanto
menor for o nimero de termos considerados, menor € a precisdo e menos tempo se gasta.

Nem sempre € uma tarefa facil delimitar o erro, mas em séries alternadas (que

possui termos positivos e negativos intercalados) pode-se considerar o erro através do



termo descartado que é posterior ao Gltimo termo considerado. Por isso, no caso das séries

de poténcias foi considerado para definir até que termo seria considerado, 0 seguinte

critério: encontrando o termo (n +1) com valor absoluto menor que o erro, considera-se 0s

n termos anteriores a ele. Procurou-se superestimar o erro para evitar que discrepancias
aparecessem.

No decorrer da implementacdo das funcGes elementares, observou-se que para
valores negativos grandes, a fungdo exponencial passava a ser negativa, 0 que nao deveria
ocorrer, devido ao fato de que expansdo em série de Taylor garantiria sempre um valor
positivo desta funcdo, ao menos teoricamente, mas devido a representacdo dos nimeros no
computador ser em binario, algumas fracdes que em decimal ndo sdo dizimas periddicas,
em binario acabam se tornando. Além disso, hd um tamanho de memoria limitado para se
representar 0s numeros, ultrapassando esse tamanho ocorre o truncamento. Esses erros
podem ser acumulados a cada parcela da qual constitui o céalculo da funcéo exponencial, e
em um dado momento torna-o negativo. Para contornar tal problema, quando o expoente

era negativo, de acordo com a propriedade de potenciacao, fazia-se a seguinte substituicdo

= (398)

Outro problema encontrado foi que a deducdo da formula do polinbmio de
Legendre inicia-se com o termo de maior poténcia e a partir dele vai decaindo para o termo
de menor poténcia. Para reduzir o namero de célculos, utilizando-se do primeiro termo (o
de maior poténcia), poderia calcular os demais termos, e para decair a poténcia, basta

dividir (utilizando-se das propriedades de divisao de poténcias de mesma base)

R (2n—2m)! o

P”(X)_mzo(_l) 2"m!(n—2m)!(n —m)! (359)
_Xnﬂn/z}](_l)m (2n—2m)! 1
T 2"m!(n—2m)i(n—m)! x*"

Mas ocorre 0 problema que quando a o valor da variavel x for nulo, a divisdo ndo é
possivel. Assim para contornar esse problema, recorreu-se a formula de recorréncia para
este polindbmio, e também para outros, mantendo assim o reaproveitamento dos célculos,
aumentando a velocidade do algoritmo.

Algumas férmulas possuiam fragdes com numerador e denominador compostos de

fatoriais, que cresciam muito répido, a principio, uma solucéo pensada era a de transformar
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as fracbes em multiplicagdes de fragdes contendo cada uma um fator do fatorial, por
exemplo
n_nn-1n-2" (400)
ml mm-1m-2
mas foi descartada essa hipétese, pois poderia inserir muitos erros de truncamento das
operagdes de divis&o.

As férmulas escritas em séries de poténcias possuem como critério para parar o
somatorio quando o termo sendo calculado for menor que o erro especificado. No geral as
formulas convergem rapido, tornando seu processo de célculo eficaz.

A implementacdo gréfica decorreu de forma tranquila, tendo como dificuldade
somente as escolhas dos valores que as variaveis assumiriam. No uso da computagédo
gréfica, as valores passados para as rotinas de desenho estdo representados em coordenadas
cartesianas, assim fez-se necessario algumas vezes de conversdes do sistema polar para o

cartesiano.
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14. RESULTADOS

Neste projeto apresentou-se que uma particula é totalmente definida a partir de sua
funcdo de onda, e que qualquer quantidade fisica relacionada a particula, pode ser obtida a
partir de sua funcdo de onda. Viu-se que as quantidades fisicas sdo geralmente
representadas por operadores hermitianos.

Também apresentou-se que o quadrado do mddulo da funcdo de onda de uma
particula, significa a distribuicdo de probabilidade da mesma. A seguir mostra-se alguns

graficos relacionados a fungdo de onda para o oscilador harmdnico simples.

Figura 4 Func¢do de onda dos primeiros quatro estados estacionarios do oscilado harménico simples

O quadrado das funcGes de onda retorna a densidade de probabilidade do oscilador

harménico simples

Figura 5 Distribui¢do de probabilidade dos primeiros quatro estados estacionarios do oscilador harménico
simples

A seguir apresenta-se graficos referentes a densidade de probabilidade para o

elétron do atomo de hidrogénio. O nicleo do atomo possui uma massa de cerca de 2000



vezes a massa do elétron, assim pode-se considera-lo imovel. E feita uma comparagéo com

graficos disponibilizados pelo site do Maple (www.maplesoft.com), hd somente uma

pequena diferenca, referente ao fato dos grafico conseguido a partir do algoritmo estar

rotacionado em 90° com relacéo ao outro grafico.
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Figura 6 Densidade de probabilidade para o elétron do atomo de hidrogénio. Distribuicdo ao longo do plano
xy (grafico da esquerda obtido pelo algoritmo, grafico da direita obtido através do software Maple). NUmeros

quéanticos:n=1,1=0,m=0
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Figura 7 Densidade de probabilidade para o elétron do &omo de hidrogénio. Distribui¢do ao longo do plano
xy (gréfico da esquerda obtido pelo algoritmo, grafico da direita obtido através do software Maple). NUmeros

quanticos:n=2,1=0,m=0
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Figura 8 Densidade de probabilidade para o elétron do atomo de hidrogénio. Distribui¢do ao longo do plano
xy (grafico da esquerda obtido pelo algoritmo, grafico da direita obtido através do software Maple). NUmeros
quanticos:n=2,1=1,m=0
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Figura 9 Densidade de probabilidade para o elétron do atomo de hidrogénio. Distribui¢do ao longo do plano
Xy (gréfico da esquerda obtido pelo algoritmo, gréfico da direita obtido através do software Maple). NUmeros
qguanticos:n=2,1=1,m=1
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Figura 10 Densidade de probabilidade para o elétron do 4&tomo de hidrogénio. Distribui¢do ao longo do
plano xy (grafico da esquerda obtido pelo algoritmo, gréfico da direita obtido através do software Maple).
Ndmeros quénticos: n=3,1=0,m=0
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Figura 11 Densidade de probabilidade para o elétron do 4&tomo de hidrogénio. Distribuicdo ao longo do
plano xy (grafico da esquerda obtido pelo algoritmo, grafico da direita obtido através do software Maple).
Nameros quanticos: n=3,1=1, m=0
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Figura 12 Densidade de probabilidade para o elétron do 4&tomo de hidrogénio. Distribui¢do ao longo do
plano xy (gréafico da esquerda obtido pelo algoritmo, grafico da direita obtido através do software Maple).
Numeros quénticos: n=3,1=1,m=1
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Figura 13 Densidade de probabilidade para o elétron do 4tomo de hidrogénio. Distribuicdo ao longo do
plano xy (grafico da esquerda obtido pelo algoritmo, grafico da direita obtido através do software Maple).
Nameros quanticos: n=3,1=2, m=0
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Figura 14 Densidade de probabilidade para o elétron do &tomo de hidrogénio. Distribui¢do ao longo do
plano xy (gréafico da esquerda obtido pelo algoritmo, grafico da direita obtido através do software Maple).
Numeros quénticos: n=3,1=2,m=1
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Figura 15 Densidade de probabilidade para o elétron do 4&tomo de hidrogénio. Distribuigdo ao longo do
plano xy (grafico da esquerda obtido pelo algoritmo, grafico da direita obtido através do software Maple).
Ndmeros quénticos: n=3,1=2, m=2
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Figura 16 Densidade de probabilidade para o elétron do 4&tomo de hidrogénio. Distribuicdo ao longo do
plano xy (grafico da esquerda obtido pelo algoritmo, grafico da direita obtido através do software Maple).
NUmeros quanticos: n=4,1=0,m=0
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Figura 17 Densidade de probabilidade para o elétron do 4&tomo de hidrogénio. Distribui¢do ao longo do
plano xy (gréafico da esquerda obtido pelo algoritmo, grafico da direita obtido através do software Maple).
Numeros quanticos: n=4,1=1, m=0
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Figura 18 Densidade de probabilidade para o elétron do 4&tomo de hidrogénio. Distribuicdo ao longo do
plano xy (gréafico da esquerda obtido pelo algoritmo, grafico da direita obtido através do software Maple).
Nameros quanticos: n=4,1=1, m=1
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Figura 19 Densidade de probabilidade para o elétron do 4&tomo de hidrogénio. Distribui¢do ao longo do
plano xy (gréafico da esquerda obtido pelo algoritmo, grafico da direita obtido através do software Maple).
Numeros quénticos: n=4,1=2,m=0

nlm=421

=}
=1
|

-30

20

I Y T I A A B B A A

70

LIS, O

-80 -30 20 70

Figura 20 Densidade de probabilidade para o elétron do 4&tomo de hidrogénio. Distribui¢do ao longo do
plano xy (grafico da esquerda obtido pelo algoritmo, gréfico da direita obtido através do software Maple).
Ndmeros quénticos: n=4,1=2, m=1
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Figura 21 Densidade de probabilidade para o elétron do 4&tomo de hidrogénio. Distribuicdo ao longo do
plano xy (grafico da esquerda obtido pelo algoritmo, grafico da direita obtido através do software Maple).
Nameros quanticos: n=4,1=2, m=2
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Figura 22 Densidade de probabilidade para o elétron do 4&tomo de hidrogénio. Distribui¢do ao longo do
plano xy (gréafico da esquerda obtido pelo algoritmo, grafico da direita obtido através do software Maple).
Numeros quénticos: n=4,1=3, m=0
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Figura 23 Densidade de probabilidade para o elétron do 4&tomo de hidrogénio. Distribui¢do ao longo do
plano xy (grafico da esquerda obtido pelo algoritmo, grafico da direita obtido através do software Maple).
Ndmeros quanticos: n=4,1=3, m=1
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Figura 24 Densidade de probabilidade para o elétron do atomo de hidrogénio. Distribuicdo ao longo do
plano xy (grafico da esquerda obtido pelo algoritmo, grafico da direita obtido através do software Maple).
Nameros quanticos: n=4,1=3, m=2
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Figura 25 Densidade de probabilidade para o elétron do 4&tomo de hidrogénio. Distribui¢do ao longo do
plano xy (gréafico da esquerda obtido pelo algoritmo, grafico da direita obtido através do software Maple).
Numeros quanticos: n=4,1=3, m=3

Esses graficos representam a chance de se encontrar o elétron no atomo de
hidrogénio. E possivel notar que é nula a probabilidade de se encontrar o elétron no centro
do atomo, ou seja, no nucleo. Nota-se que os graficos que possuem 0s nimeros guanticos
=0 e m=0 possuem semelhancas, tratam-se de circulos concéntricos. Percebe-se

também que todos os graficos possuem simetrias.
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15. CONCLUSAO

Durante o trabalho viu-se que para se caracterizar uma particula, basta saber a sua
funcdo de onda. A partir da funcdo de onda pode-se retirar toda a informacéo referente a
particula. Viu-se que as quantidades fisicas sdo representadas por operadores. Viu-se que
certos pares de quantidades fisicas ndo podem ser mensurados com igual precisdo,
querendo obter precisdo em uma, perde-se na outra. Também se viu a discretizacdo da
energia, mostrando que a particula ndo pode ter qualquer quantidade de energia, a ndo ser
aquelas permitidas. Percebeu-se que os sistemas quanticos em que a particula esta presa,
tem a caracteristica de discretizar a energia.

Estudou-se a natureza ondulatéria da matéria, que € descrita através de uma
equacdo diferencial parcial, a equacdo de Schrodinger. Aprendeu-se a extrair um
significado dessa equacéo, através do quadrado do seu modulo, que fornece a distribuicao
de probabilidade da particula. A partir dos graficos, observaram-se simetrias, e um

comportamento diferenciado do acostumado da mecanica classica.
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