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Resumo

A simulag¢é@o computacional em conjunto com a modelagem néditesre uma ferramenta
muito eficaz na andlise do comportamento de sistemas dindmidravés de modifica-
¢Oes realizadas nas variaveis e parametros que descresessetemas, € possivel reali-
zar um estudo mais rapido e eficiente do comportamento danosgsara determinadas
regides de interesse. O primeiro sistema dindmico estydaailihna de areia, foi simulado
com a finalidade de verificar o comportamento das distrilesigas avalanches quando
se altera a forma de distribuic&o inicial dos gréos. O ttabakguinte foi a simulagdo
estocastica, através de um autdmato celular, de um modealn@mica populacional,
com estrutura espacial, onde se investigou a variavel gaesuf maior influéncia no
comportamento do sistema. As distribuicbes espaciaisndidgduos encontradas estao

fortemente relacionadas com alguns dos parametros do model

Abstract

Computational simulations allied to mathematical modgllare very powerfull tolls in
the analisys of the behavior of the system when variablespanameters are changed.
The first system, the sandpile model, is simulated with theablve of investigating the
behavior of the topplings distribution as a function of themmer that sand is distributed
among the neighboring sites. The next work consists in thehsistical simulation of a
model for populational dynamics, where it has been invatgidthe most critical variable
of the model using celular automata. The spacial distidmstiof the individuals are

directly related to the parameters of the model.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

No estudo do mundo real, os modelos sado utilizados como fdamapresentar os fendbmenos e as
interacBes entre diferentes individuos e sistemas, plitssiio o tratamento matematico e computa-

cional dessas situacdes reais.

Modelar é representar um sistema fisico real, ou parte deleyma linguagem simbdlica, con-
venientemente preparada paradizerou descreveio seu comportamento. Modelagem é a atividade
de construir um modelo para representar o sistema fisitoAgaodelagem matematica consiste na
descricdo de fendbmenos fisicos, através de formulas, Kimbaelacdes matematicas entre parame-
tros internos e variaveis de entrada e saida. A partir destgdes matematicas, é possivel obter

informagdes que indiguem como o sistema evolui com o temjpo [1

Os sistema fisicos reais, em sua grande maioria, recebamdrinf de varidveis do ambiente e
de caracteristicas que estao ligadas a sua propria cagdtittEssas influéncias sdo inUmeras e cabe
ao pesquisador investigar e selecionar as caracterisfiGa$ém maior impacto no comportamento
do sistema. Essa filtragem é fundamental, pois, se um modativer todas as caracteristicas que
o sistema fisico real apresenta, provavelmente serd téil dé tratar quanto o fenbmemo que se

propde a modelar. Essas caracteristicas sdo denominadasaleisdo sistema [1].

Os modelos matematicos podem ser classificados de acordaiofioéncia da variavel temporal.
O modelo seréa considerado estatico, caso seu comportasgjatoonstante para qualquer intervalo
de tempo, como por exemplo o modelo de um circuito elétrimplEs. Entretanto, para modelos
onde o tempo é relevante, como por exemplo, o crescimentagmpnal em uma cidade, estes sédo

denominados de modelos dinamicos, ou ainda, sistemas idvgim

A modelagem matematica possui varias vantagens, das gsaatam-se:



e Minimizacdo de RiscosA modelagem matematica pode ser utilizada para descregeme
portamento de reagdes fisico-quimicas, por exemplo. By@smber quais as proporcdes dos
elementos quimicos que poderdo ser usadas e as respostaexpeimento produzirda a mis-

tura realizada sem que haja maiores riscos de acidentes;

e Minimizac&o de Custoonsiste em usar a modelagem matematica como meio razemfa
de recursos em ocasides onde uma tentativa pode demanddegr@cursos financeiros, por
exemplo, a escavacdo de pocos de petréleo. Através dosaapdgbossivel obter uma idéia
das regibes onde existe uma maior probabilidade de encqucas de petrdleo, ao invés de

realizar tentativas aleatoriamente;

e Minimizacdo de Tempdesta ocorre frequentemente nos estudos de sistemasibado@Quando
se deseja modelar uma resposta de uma cultura a certo tiparideel, experimentalmente, é
necessario aguardar todo o ciclo de vida do sistema que&elesdrvando. Entretanto, com o
auxilio de recursos computacionais, € possivel obter esgdsta utilizando um tempo relati-

vamente menor através do uso de um modelo matematico.

Acompanhando o desenvolvimento dos modelos matematisidso eesenvolvimento de técnicas
e equipamentos computacionais que tem como objetivo azatgid dos calculos demandados pela
modelagem em tempo habil.

A finalidade principal no desenvolvimento de um modelo ndmbtancao exata do resultado de
um experimento, mas uma aproximacao satisfatéria que feangiompreensao do sistema, com uma
dada precisao, dentro de alguns limites aceitaveis, prnevrite estabelecidos.

Em qualquer area das ciéncias, os modelos tém por finalideleaba representacao dos conhe-
cimentos cientificos obtidos. Essa é a maneira logica etestda que possibilita a compreensao das
descobertas cientificas em qualquer parte do mundo. Atdbg@modelos, 0os experimentos podem
ser reproduzidos, verificados e comprovados por qualgegusador.

A modelagem matematica pode ser aplicada a varios tipos\@mfenos. O objetivo deste trabalho
€ estudar modelagem matematica e realizar simulacfes tacignais de alguns Sistemas Dinami-
cos.

A principal caracteristica da modelagem mateméatica erarsas dinamicos é a interdisciplina-
ridade. Neste trabalho abordam-se esses aspectos da fesarétala seguir. No capitulo 2, é apre-
sentado o referencial teérico de matematica, onde é rdaliaen estudo de equacdes diferenciais,

ferramenta matemética utilizada para a modelagem de sistdindmicos. No capitulo 3, é apre-

2



sentada uma pequena introducao a ecologia de populacdésndo estudos iniciais sobre o0 modelo
presa-predador. No capitulo 4, sdo apresentadas alguomsai: computacionais utilizadas nas si-
mulacdes dos sistemas dindmicos. Nos capitulos 5 e 6, séseapados o0 estudo e os resultados da
simulagdo computacional para alguns sistemas dinamicpdh&de areia é apresentada no capitulo
5 e o capitulo 6 dicute alguns modelos de dinamica de popsaddo capitulo 7, sdo apresentadas as

conclusdes do trabalho.



Capitulo 2

EQUACOES DIFERENCIAIS

2.1 Introducao

As equac0es diferenciais sdo uma ferramenta fundamemtahpaodelagem matemética de diversos
fenbmenos em varias areas. Por exemplo, muitos fendmesiass{itais como movimento de particu-
las, movimento ondulatério, fenbmenos de difusdo e de lémbia, podem ser descritos utilizando-se
equacdes diferenciais. Em ecologia, a modelagem da din&teipopulacdes usa, fundamentalmente,
equacodes diferenciais. Alguns desses modelos podem settaepor equacdes diferenciais triviais,
gue possuem solugBes analiticas. No entanto, o mundo neglocta varios sistemas que, quando
modelados, podem resultar em equacdes diferenciais altaro@mplexas que, na maioria das vezes,
ndo possuem solucdes analiticas. Nesses casos, 0s métoslolsighio numéricos sado utilizados e,
muitas vezes, processos de simulagdo computacional sdasysara a obtecdo de informacdes sobre
0 comportamento desses sistemas.

"Uma equacao diferencial é, basicamente, uma equacéao goleeas derivadas de uma ou mais
variaveis dependentes com relacdo a uma ou mais varidwdgpendentes'[2]. Sao exemplos de

equacdes diferenciais:

ov  Ov
95 ot
dBx d?x
a3 Ve

= wv(s,t) (2.1)

= In(z) (2.2)

Baseado nessa definicao, pode-se perceber que existenras(possibilidades para a construcao



de uma equacéo diferencial. As egs. (2.1) e (2.2) mostram diessas possibilidades. A eq. (2.1)
representa uma equacdao diferencial parcial - uma varié@gertiente e duas variaveis independentes.
A eq. (2.2) representa uma equacao diferencial ordinariardeira ordem - uma variavel dependente
e uma variavel independente, contendo derivadas de ordemr roe igual a trés.

Uma abordagem util no estudo de equacdes diferenciais € @assificagdo quanto a algumas

caracteristicas importantes.

2.1.1 Tipo de derivadas

As equacdes diferenciais que apresentam somente deriwedladrias sdo chamadas de Equactes
Diferenciais Ordinarias. Um exemplo conhecido em Fisicaguacado que descreve o comportamento

da cargal(t) em um circuito RLC [2].

RO L QW L 1o — B, (2:3)

L
dt? dt C

sendo C a capacitancia, R a resisténcia e L a indutancia.

As equac0es diferenciais que apresentam derivadas gagaiaielacdo a um nimero qualquer de
variaveis independentes sao classificadas como Equac@esrigiais Parciais. Exemplos de modelos
conhecidos que usam equacdes diferenciais parciais sdmgdende calor (2.4) e a equacao de onda
(2.5):

o2 Pu(z,t)  Ou(z,t)

ox2 Ot (2:4)
0*v(z,t)  O*v(w,t)
2 ’ _ )
v R YORIE (2.5)

sendoa e a coeficientes fisicos do sistemauér, t) a equagéo de concentracéo de calor em um

ponto em um dado instantevér, ¢) a funcéo de onda [3].

2.1.2 Ordem das derivadas

A ordem de uma equacéo diferencial € dada pela derivada ae ordem da equacao [3], ndo im-
portando o tipo de derivada incluida. As equacdes de difds&alor, de onda e do circuito RLC s&o
classificadas como equacdes de segunda ordem.

O modelo de crescimento exponencial descrito pela eq.(2.6)

5



dy _

=k 2.6
o Y, (2.6)

€ classificado como uma equacao diferencial de primeiraroeda eq.(2.7):

Py Pz
@ + y@ =z, (27)

é classificada como uma equacao de terceira ordem.

2.1.3 Linearidade

A classificacdo das equacdes diferenciais quanto a lirseherié muito importante, pois varios métodos
de solucdo dependem dessa caracteristica. Uma equagé@ndiélinear € uma equacao que tem a
forma geral para uma equacdao diferencial linear ordind&iardenmn,
ao(w)% + al(x)% + ...+ an_l(w)—w + an(x)y = b(x) (2.8)
ondeay(z) ndo é identicamente nulo,é a variavel independenteyér) é a variavel dependente.
Veja que uma equacéo diferencial linear ndo pode contedésitanscendentais tais costm (),
cos(z) eln(z) e também n&o pode conter produtos entre variaveis depesdemtre variaveis de-

pendentes e suas derivadas ou entre derivadas de variépeisdgntes, por exemplo [2]:

dt

z 21’ T
@) (G @) 2 D T2

@’E%"r(y’z)@a_y (2.9)

E muito frequente encontrar métodos de solucdo de equaiféesndiais lineares que falham ao
serem aplicados a equag0es diferenciais nao lineares. diso, varios métodos analiticos usados
para tratar equac@es diferenciais ndo lineares tém seadogiouco satisfatérios, embora sejam bem
mais complexos que os métodos de solucdo de equacbes difgsdmeares, mais simples e mais
NUMErosos.

Uma abordagem utilizada no tratamento de equacgfes difaiemdo lineares € o processo de

lineariza¢do, que pode ser ilustrado utilizando-se o noak@tematico que descreve o comportamento

de um péndulo sujeito apenas a acdo da gravidade [3].

0 g
p7o) + Esen(@) = 0. (2.10)



Este modelo contém a func&en(6) que faz com que a equacgédo seja ndo-linear. Entretanto, para
valores pequenos dk pode-se expandir a func&en(f) em torno de zero em uma série de Taylor e

considerar apenas o termo linear [4].

sen (0) = sen(0)+ cos(0)0 — 367;(0)92 — co;fO) 03+ ...
sen (0) ~0 (2.11)
Usando essa aproximag¢do na eq.(2.10), tem-se qué par@,
d’0 g
a2 + ZH =0, (2.12)

A partir dessa aproximacado, é possivel aplicar métodos lde&so para equacdes diferenciais
lineares, lembrando quedeve ter valores bem pequenos, pois a medida que seu vadoecessa

aproximacao torna-se ruim.



2.2 EquacgoOes Diferenciais Lineares

2.2.1 Equag0es Diferenciais Lineares de Primeira Ordem

“A solucéo geral de uma equacao diferencial linear de ordéia solucédo que contémconstantes
arbitrarias” [3]. Um modelo para o crescimento populadioisto €, que seja capaz de descrever a
variacdo no numero de individuos em uma determinada regid@lacéo ao tempo, é composto por
um fator correspondente aos nascimentos, proporcionaimeno de individuos presentes num dado
instante, e por outro fator correspondente as mortes, tanpbéporcional ao nimero de individuos

presentes em um dado instante, representado esquematiearad-igura (2.1)

Variacaoda | — ;

Figura 2.1: Representacdo esquematica para um modelosiinoeato populacional.

A equacdo diferencial que descreve esse modelo é dada por:

% = aN — bN (2.13)

sendoa a taxa de natalidadelea taxa de mortalidade, ambas consideradas constantesxdbaze

a = a — btem-se que

dN

A solucéo dessa equacao pode ser obtida através do métodpatacgio de variaveis [3], como

segue.
=t (2.15)

Integrando-se ambos 0os membros da eg. (2.15) , tem-se
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eoct-i—C — N(t)
N(t) = e‘e™
N(t) = Ce™, (2.16)

mostrando quéV (¢) tem um comportamento exponencial. O método de separacaarideeis

consiste em transformar equacdes do tipo

F(z)G(y)dz + f(x)g(y)dy =0 (2.17)
em equacgbes da forma
F(z) 9@) . _
@) dz + G dy =0 (2.18)

Basicamente, esse método é aplicado em equacbes que &presen membro que pode ser
escrito somente em fungéo de uma variavel e o outro membrergeram funcéo da outra variavel.
A partir dessa separacdo, é possivel integrar cada memlegp ¢2.18) em relacdo a uma dessas

variaveis:

F(x) 9)
/f(w)da:+/G(y)dy—C. (2.19)

Observe que a integracdo de ambos 0s termos estd acompalohactéscimo de uma constante
de integracaa'.

A solucéo geral do modelo de crescimento exponencial sigrifile a constanté pode assumir
quaisquer valores arbitrarios, fazendo com que a equafdential tenha infinitas solucdes. Para
problemas especificos, utiliza-secamdicdes iniciaisgue representam o valor da fungéo pasa0,
N(0) = k. Quando tem-se o valor das condic¢des iniciais ou o valor dedfu em qualquer outro
ponto, consegue-se obter a curva de uma solucéo especHipasga pelo ponto dado dentre a familia
de solugbes. Para equacdes diferenciais lineares de miordem, denomina-se este tipo de solugéo

comoSolucao Particular do Problema de Caudb}, dado por:

9



dx
y(zo) = wo

400

200+

—200

—400

Figura 2.2: Familia de solugdes para a equag@ = Ce“’. A solugdo particular do problema para

N(0) = 3ea = 0.8 esthd em destaque.

Por exemplo, se para o problema de crescimento exponeradal gkla eq.(2.14)N (0) = 3,

tem-se

(2.20)

Utilizando-se esse valor na eq. (2.16), tem-se que a sopepdicular do problema serd(t) =
3™, Paraa = 0,8, a solugéo constitui-se eni(t) = 3¢5, A Figura (2.2) mostra o conjunto de
solugdes incluindo a solucéo particular em destaque.

"Quando séo conhecidos os valorestde e/ou de suas derivadas em diferentes instantes, tem-se

um problema de condicdo de contorndPor exemplo, tem-se um problema de condicdo de con-
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torno quando se deseja solucionar uma equacéo difereimgat Ide segunda ordem, conhecendo-se
x(tp) ex(t1), ou seja, a partir dos valores déf) nos instantes, et;, oux(tp) € dx(t)/dt|¢=¢,; Ou
da(t)/dt|i—, € dx(t)/dt]—, " [6]-

2.2.2 EquacOes Diferenciais de Segunda Ordem

Uma equacdao diferencial linear de segunda ordem se apaies®Beguinte forma:

d*y dy
az f(xﬁ%%)
y(zo) = o (2.21)
y'(z0) = o
ou na forma geral
L (2.22)
dr2 pxd$ q(x)y = g(x). .

A eq.(2.22) sera classificada como homogénea;(s¢ = 0. Caso contrério, sera classificada
como uma equacdo ndo-homogénea. Para analisar a solucgoadd® aborda-se primeiramente o

caso para uma equacao homogénea. Considere o seguintda&xemp

&’y
dx?

Pode-se perceber que existe uma relacéo de igualdade eleiigaala segunda de uma funcéo e a

—y=0. (2.23)

propria funcdo. De acordo com as primeiras licdes de cal@lil@ possivel concluir-se que somente
a funcéo exponencial poderia ter essa propriedade. Loga,seiucdo particular da eq. (2.23) seria

uma funcéo exponencial. Considerando gue) = Ae™ € uma solucéo da eq. (2.23), entdo

y'(x) = Are’™
y”(fL') — ATQem

Substituindo-se as derivadasgle’) em (2.23), temos

Ar?e™ — Ae™ = 0
Ae™(rP —1) = 0 (2.24)
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Existem duas possibilidades para a solucéo da eq. (2.24):

r=ler=-1;

Para construir a solucéo geral, deve-se considerar as dssibifidades.
Das propriedades das transformacdes lineares sabe-seogs&lerando-se a derivada como um

operador lineal. [8],

Lig®)] = k()
LIn(t)] = Fa(t)
Lig(t) + h(t)] = Llg(®)] + LIp@®)] = Fi(t) + Fa(t) (2.25)

Utilizando-se essa propriedade, a solugdo geral da e8) @dada pela combinacao linear de duas

funcdes exponenciais [8]

y = c1e"" + cae™?, (2.26)

comr; =1 ery = —1. As constantes; e c; S80 encontradas através das condigdes iniciais.

Para encontrar a solugéo geral da equagédo cujos parangrosrstantes, € necessario encontrar-
se as raizes da chamada equac&o caracteristica, que ncacegg2i23) é dada pof — 1. “Seu
significado reside no fato de que,’sé uma raiz da equacéo polinomial, entée " é a solucédo da
equacao diferencial. A equacao resultante € uma equac&gudedd grau com coeficientes reais que
podem ter raizes reais e distintas, reais e iguais ou coamplmnjugadas.” [3]. Por exemplo, dada a

equacao:

d?y dy
4—=2 8-~ =
T de +3=0
y(0) =2
y'(0) =1/2 (2.27)

Sey = "%, tem-se entdo que a equacao caracteristica é

4r* —8r +3 =0,
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com raizes; = 3/2 ery = 1/2. Logo, a solucdo geral é

y = 1632 4 96”2, (2.28)

Aplicando-se as condi¢des iniciais tem-se 0 seguintensestie equacodes:

c1+c = 2
3 1
§C1 + 502 = 1/2

Portanto, a eq. (2.27) tem como solucao particular a e@)2o gréfico é representado na fig.

2.3.

1 )
y e —§egt/2 _|_ §et/2’ (229)

0702 04 06 08 1 12 14 1§ 18 2

-1

2

Figura 2.3: Solucao da equacéo diferendigl — 8y’ + 3 = 0, comy(0) =2 ey'(0) = 1/2.

2.2.3 Teorema da Existéncia e Unicidade das Solucdes

Um teorema relevante no processo de solugéo de uma equém@ncial linear trata dexisténcia e

Unicidade de SolugBe&sse teorema afirma que “dadas duas fung@gscontinuas em um intervalo
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aberto contendo um ponto= t, tal que,

dy B
o +p(t)y = g(t), (2.30)

€ possivel encontrar uma soluggo= ¢(t), sendo que essa solugéo é Unica [3]. Esse teorema
diz que, ao encontrar uma solucéo para a equacao diferdineiat, ndo é necessario buscar outras
solugBes que atendam as condi¢cbes da equacao. Essa vaataevante quando tenta-se solucionar
a equacao diferencial manualmente ou mesmo quando se hudliasacomputacionais para fazé-lo.
Entretanto, para as equacdes diferenciais néo-lineafiesseverifica essa propriedade. E possivel
provar que existem solugdes de uma equacao diferencidimgo- Entretanto, ndo é possivel afirmar

gue essa solugédo seja Unica [3].

2.3 Sistemas de Equacdes Diferenciais

Considere um sistema composto por duas equacdes difesencia

dwl

o = o + bxo (2.31)

d

% = cx1+ dxo (2.32)

- x1 _ a b _
Definindo um vetor = € uma matriz4 = , pode-se reescrever o sistema
To c d
da seguinte forma:

9T _ 4z (2.33)

dt
que representa a forma vetorial para o sistema dado. E pbssinsformar um sistema de equa-
¢Oes diferenciais lineares de primeira ordemmdeuacdes em uma equacao diferencial de ordem
Para o exemplo anterior, derivando a primeira equacdo emaelt , tem-se
d21’1 dl’l d$2

Utilizando-se o valor dézs/dt
dzl’l dl’l

o =9 + b(cx1 + dag). (2.35)
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Na eq. (2.35), ainda sobra um termo dependente.dgue pode ser substituido se o valor de
x4 for isolado na eq. (2.31). Substituindo esse valor na &pj2obtém-se a eq. (2.36), que € uma

equacéo de segunda ordem paja

d2SL'1

d
s+ (d- a)% + (be — da)z; = 0. (2.36)

A solucao geral da eq. (2.36), conforme visto na se¢édo 2.2.2 €

1 = cret + cge™t. (2.37)

Adotando uma notacéo vetorial, a solucéo sera dada por:

T = clgleo‘lt + czée“ﬂ, (2.38)

sendoa um autovalor € um autovetor associado a matviz
O produto de unautovalor, representado por uma constantepor umautovetorf constitui um

multiplo de uma transformacéo linedraplicada a esse mesmo autovetor, ou seja [8],

A€ = of. (2.39)

A partir da eq.(2.39), tem-se [8],

det(A — al) =0, (2.40)

onde | é a matriz identidadex 2. Para o caso especifico em questao, inicialmente calcula-se

autovaloresy da matrizA.

det -« =0

o® —a(d+a)+ad—cb=0 (2.41)
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Como o determinante acima é de segunda ordem, dois autewgloderdo ser encontradas,e
a9, solugdes da eq. (2.41). Conhecidos os autovalores, &pbsstontrare os autovetores da matriz,

resolvendo a seguinte equacéo para cada valar de

A = ;& (2.42)

Com os autovalores e autovetores da matriz calculados, sivpbgscrever a solucdo geral da
equacao diferencial, dada pela eq. (2.38).

O ponto relevante acerca da solucao dessa equacgéo € qua sie tmana funcao vetorial paramé-
trica, que podera desenhar um caminho ou uma trajetérianiele por uma particula com velocidade
dz/dt em um espago cujos eixos representam cada componente etosiste z,. Este espago é
chamado de espago de fase do sistema, e quando existe wti@iaafacada através da solugéo do

sistema nesse espaco, ele passa a ser chamado de retra® [@ fa

A estabilidade do sistema sera definida em fun¢éo de seusbnrtss. A Tabela 2.1 mostra todos

os tipos de solucgdes de equilibrio ou ponto critico para tipdale autovalor.

Tabela 2.1: Classificacéo dos diferentes pontos criticasypa sistema linear.

Estabilidade de Sistemas Lineares
Autovalores Tipo de Ponto Critico Estabilidade
a1 > ag >0 N6 Instavel
o < ag <0 N6 Assintoticamente estavel
ar <0< oy Ponto de Sela Instavel
o =ag >0 N6 Proprio ou Impréprio Instavel
a1 =ag <0 NO Proprio ou Improprio| Assintoticamente estavel
ap, a0 = At Ponto Espiral
A>0 Instavel
A<0 Assintoticamente estavel
a1 = U, a0 = —iu Centro estavel

Alguns exemplos de pontos criticos que estdo expostos mdalall séo representados abaixo:
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2.4 Estabilidade

De acordo com a Tabela 2.1 o tipo de comportamento do sistereawnestado estacionario depende
dos seus autovalores e dos seus autovetores. O ponto dididzlabde um sistema pode ser clas-
sificado como instavel, estavel ou assintoticamente dst®a&ra melhor elucidar esses conceitos,
considere uma particula situada inicialmente no ponto Afarme Figura 2.4.

Considere que o ponto A seja um ponto de equilibrio do sistamda a variacdo da posi¢cdo em
relagdo ao tempo é nula. No instante inicial do sistema,sema Figura 2.4 que(0) = z(b) = A,
b — oo. O ponto onder(b) = A é classificado como instavel, pois dada uma pequena pegéirba

= A+4,| § |« 0, esta sera suficiente para retirar o sistema desse pontaiibrén fazendo
com que a particula se afaste do poato

O sistema por sua vez pode migrar para um ponto estavel aucEsimente estavel ou tender ao
infinito.

Considere agora um sistema dissipativo levando em coasi@leiuma forca de atrito ndo despre-
zivel. Dada uma pequena perturbacgao no sistema da Figuraraées da aplicacdo de uma forga no

sentido de B, a particula oscilarara em torno do ponto B endpia— oo, estara centrada no ponto
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B

Figura 2.4: Representacdo esquematica do instante idieiam sistema. A particula encontra-se

inicialmente no ponto A, de equilibrio instavel.

—»‘
A

B

Figura 2.5: Dada uma pequena perturbacao no sistema é glasgirar-se a particula do seu estado

de equilibrio.

Esse tipo de solucéo de equilibrio é denominado assimogicte estavel. Um sistema localizado

em seu ponto assintoticamente estavel sempre retorna aconpesito caso haja uma perturbacao.

Entretanto, se o sistema for conservativo, uma perturbdg&istema no ponto B, fara com que
a particula figue oscilando em torno de B atingindo os pontémos C e D quandb — oc. Este
tipo de solucao de equilibrio é classificado como estavede Epo de estabilidade esta associado ao
aparecimento de trajetérias fechadas no retrato de fask tgetoria € denominada 6rbita. Logo, se
0 sistema se apresenta em uma o6rbita que contém o ponjid e recebe uma perturbacée*, y*),
ele passara a oscilar em torno da Orbita que possui o ponrtar™, y + y*).

A essas soluges estaveis do sistema da-se o noatetta do sistema. Um sistema pode possuir

mais de um atrator, cada um apresentando um tipo de essalailid
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B

Figura 2.6: O ponto B representa um ponto de equilibrio est@dw sistema, também chamado de

atrator do sistema.

B

Figura 2.7: Ao receber uma perturbacéo a partir do ponto Bytécpla podera retornar ao ponto de
origem, ou podera oscilar em torno de uma trajetéria proximponto B, dependendo das caracteris-

ticas do sistema.
2.5 Equac6es Diferenciais Parciais

As equac0es diferenciais tratadas nas se¢des anteritaemmavam apenas fun¢des de uma Unica
variavel. Entretanto, os sistemas fisicos, em sua maide@endem de duas ou mais variaveis, sendo
espaco e tempo as mais comuns.

As equacbes diferenciais parciais exigem métodos de solugéto mais complexos do que as
equacoes diferenciais ordinarias, sendo que muitos degtesos ndo sao exatos, o que faz com que
as equacobes diferenciais parciais sejam alvo de muitasipasqa atualidade.

Junto com o estudo das equacfes diferenciais parciai® sorghovo tipo de problema, muito

comum em sistemas fisicos. Dada uma equacéo diferencial

2
T o0+ 4(1)y = ol0) (243)

19



tem-se que as condicdes iniciais do problema sdo dadas por:

y(to) = o
Yy (to) =y

Observe que as condic¢des iniciais apresentam o valor dadung valor da derivada da funcédo
em um mesmo pontt. Entretanto, muito problemas trazem informacgfes sobragifuem pontos
diferentes. Essas informagdes séo classificadas coma;éesdie contorno. Para a eq. (2.43) tem-se

gue as condi¢fes de contorno séo dadas por:

y(a) = yo
y(ﬁ) =

Em sistemas fisicos, as condi¢des de contorno se referemngmoctamento que o sistema tem
em suas fronteiras ou extremidades, para todo valer de

Para modelar um sistema utilizando equactes diferencaisjs, € necessario ter a equacao que
descreve o sistema, juntamente com as condi¢des de coetounas condi¢des iniciais.

Um exemplo classico tratado no estudo de equacdes difarempeirciais € o problema da difusédo
de calor. Nesse problema, considere uma barra de metal Bo@@ge comprimenty com espessura
e largura despreziveis. A fungddz,t) determina a temperatura da barra em um pangmn um
instantet. Considere para este problema que a barra esté isolada&derenite em suas laterais e
que s6 é possivel troca de calor nas extremidades, no seiatidomprimento da barra. O modelo é

descrito pela seguinte equacao:

ou 99
E—&VU, (2.44)

ondeV? é chamadmperador laplaciano Esse operador tem a forma [4]

0? 0? 0?
2 [ — —_ —_—
Ve = 92 + By + Eh (2.45)
Quando aplicado sobkgx, y, z), 0 operador laplaciano produz a funcéo:
2 2 2
Vi = o¢ 09 - o¢ (2.46)

C0x? 0 Oy 022
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Como existe troca de calor somente no sentido do comprimargquacdo pode ser reescrita na

forma unidimensional

ou 0%u

ondec é a constante conhecida coufitusividade térmicacaracteristica do material que compde
a barra.
As condicOes de contorno descrevem a temperatura da barextnemidades. No problema dado

pela eq. (2.47), a temperatura das extremidades da bar@eifiwal a zero, logo:

u(0,t) =0

u(1,t) =0

A distribui¢&o inicial de calor € dada por um fungd),

u(z,0) = ¢(x) (2.48)

O método de solugdo mais comum de uma equagédo diferenct@hlpéio método de separacao
de variaveis [9]. Este método consiste em supor que a fungéa) é formada pelo produto de duas

funcBes de uma variavel, uma dependendo somente do espatra dependendo somente do tempo.

u(z,t) = X(x)T(t). (2.49)

Realizando a substituicdo da eq. (2.49) na eq. (2.47), &easgguinte relacao:

2X dT
o ——T=X— (2.50)

Separando as fun¢des dependentes de cada variavel emdada kequacao, obtém-se

d*X/dz* 1 dT/dt

= 251
X a2 T ( )

Note que agora um termo da equacéo depende exclusivameaspalpo, enquanto o outro termo
depende exclusivamente do tempo. Como ambos os termosdégepete variaveis diferentes, mas

obedecem a uma igualdade, é possivel adicionar a relacdoplergionalidade uma constarite
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EX/dv 1 dT/dt
X o2 T

k. (2.52)

A partir dessa relagéo, pode-se construir 0 seguinte sastem

dX?

— —kX =0
da?

T

T 2T =0
dt

Com isso, uma equacao diferencial parcial é transformadduas equacdes diferenciais ordina-
rias.

Para que a fun¢d®(¢) ndo va a zero quando— oo, a seguinte transformagéo é feita:

k= —)\2
obtendo-se,
X2
CZ? + Xz =0 (2.53)
T
Cﬁl—t + X T =0 (2.54)

A eq. (2.54) pode ser resolvida pelo método de separagéori@deia, obtendo-se a seguinte
solucéo:
T(t) = Ce (0N (2.55)

A eq. (2.53) pode ser resolvida fazendo-se:

X =e", (2.56)

e obtendo-se a equacéo caracteristica

2+ X2 =0, (2.57)
gue possui as seguintes solucdes:
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ry =+

Tro = —/\i

Dessa forma, a solucao geral da eq.(2.53) € dada por:

X (z) = AeM 4 Be M (2.58)

que pode ser reescrita na forma de senos e cossenos:

X(z) = A'sen(\x) + B'cos(\x). (2.59)

Logo, a solugéo geral da equacéo diferencial parcial dadé@pt¥) pode ser escrita na forma:

u(z,t) = e_(o‘)‘)%[Dsen()\x) + Ecos(Az)] (2.60)

Para encontrar a solugéo particular do problema é necesgditar as condigbes de contorno e

as condi¢des iniciais a solucéo geral. Usando, inicialmyentondi¢da.(0,¢) = 0 em (2.60) tem-se:

0 = e @’ Dsen(0) + Ecos(0)] (2.61)
0 = Ee (@M%
0 = F

Em seguida, utiliza-se o valor encontrado de E para encantt@or de D, aplicando-se a segunda

condicdo de contornay(1,¢) = 0.

0 = e_(a)‘)%[Dsen(/\) + 0cos(N)]
0 = e_(a)‘)Qt[Dsen(/\)]
0 = De_(o‘)‘)Qtsen(A) (2.62)
Na eq. (2.62), o termo exponencial nunca assume o valor kzegm, a raiz dessa equacao € dada

pela raiz desen(\) = 0, 0 que resulta em

A=+nm,n=1,23.. (2.63)
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A raiz dessa funcdo € dada por infinitas possibilidades. Lagolugdo geral da eq. (2.47) deve
ser escrita na forma de uma combinacao linear de cada umesdesssiblidades. A equacao passa a
ser escrita na forma de um somatério onde cada indice repaesma possiblidade da eq. (2.63), e

cadaD,, representa um coeficiente da combinacao linear.

u(z,t) = Z Dne_("m)%sen(nﬂx). (2.64)

n=1

Em seguida, é necessério aplicar as condi¢fes iniciaid)) = ¢(z).

u(z,0) = ZDne_("m)2osen(n7rm) = ¢(x).

n=1
o(x) = i Dy sen(nmx).
n=1

Essa solucéo € simplesmente uma série de Fourier [10], endeceeficientes sdo dados por:

— n(nmx)dr = — nsen(nm n(mnzx)d 2.6

L/o o(z)sen(nmx)dx L/o [nz::lD sen(nmx)|sen(mnmx)dx (2.65)
/1 o(z)sen(nmx)dr = iDn /1 sen(nmz)sen(mmz)dz (2.66)
0 — 0

Para essa Ultima equacao, os Unicos valores de. onde a integral ndo é nula € quande- m,

sendo que nessa situagao a integral vale

1
0

/01 o(x)sen(nmx)dr = ni::le/ sen? (mrz)da

1
/ ¢(x)sen(nmx)dx = Dum
0 2
1
D,, = 2/ o(x)sen(mmzx)dx (2.67)
0

A eg. (2.64) juntamente com a eq. (2.67) resultam na solugéplar da eq. (2.47).

2.6 Equacoes Diferenciais Nao-Lineares

Na modelagem de sistemas fisicos reais, percebe-se quesmsistemas ndo apresentam um com-

portamento linear. Por exemplo, o consumo de combustivahdautomével de passeio ndo é uma
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funcao linear da velocidade, mas apresenta um ponto miramaoyona velocidade constante em torno
de80km/h [6].

Muitos modelos ndo-lineares ndo apresentam solucaoieaatievido ao fato de ndo se conhe-
cerem métodos para solucionar equacdes nao-linearestdintr, algumagécnicas de analisedo
utilizadas para prever o comportamento de um sistema néarlem regides muito proximas de seus
pontos de equilibrio. Esse processo € chamadmédarizagcaoe consiste em aproximacgdes lineares
utilizando-se a série de Taylor.

Considere a eq.(2.68):

dN
= = FV), (2.68)

onde f(N) é uma equacdo nao-linear. Seus pontos de equilibrio sémteaxdos fazendo-se
dN/dt = 0. Consequentementg,(N) = 0 tem como solu¢do o ponty*. ApoOs encontradas as
solucdes de equilibrio, define-se uma nova fung&9 que relaciona a distancia da trajetéria com

relacdo ao pontdv*.

S
—~

~
~—

Il

N(t)—N*|n(t) |« 1

N(t) = N*+n(t), (2.69)
sendo/N* uma constante. Entao:
dn dN
> _ 2.70
dt dt ( )
Substituindo (2.70) em (2.68),
dn
— = FN@) (2.7)
d
d—? = F(N* +n(t) (2.72)

Realizando a expansdo em série de Taylor péaré* + n(t)) em torno deu(t)

(N — N*)2
2!

n 2 n 3
FON) PN lt) + V) vy 2O

o *\3

=
2
2

FINT) + f((NT)(N = N¥) + f(N7)

=
2
2
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Para essa série, somente € interessante a aproximagcdiodoispn (t) |< 1. Visto quen(t) — 0,
desconsidera-se os termos superiores ao termo linear.

No ponto critico, tem-s¢(N*) = 0 e substituindo na série, tem-se

fF(N) = f{(N")n(t) (2.73)

Substituindo (2.73) em (2.71), obtém-se a seguinte equdifgrencial:

dn NG
i FI(N")n(t), (2.74)

que, de acordo com a secéo 2.2.1, tem como solucéo

n(t) oc ef VL, (2.75)

Logo, a funcao da distancia é escrita em termos de uma exgiahéa valor da derivada da funcao
no ponto de equilibrio. S¢’'(N*) < 0, a distancian(t) — 0. Com isso, o ponto de equilibrio é
classificado como assintoticamente estavel, pois o sigetmmara a ele apos a perturbacadt) —
N*.

Se f/(N*) > 0 a funcé@o de distancia tende4acc ou —oo, fazendo com queV(t) — +oo
ou N(t) — —oo. Consequentemente, o pondd* € um ponto instavel, pois dada uma pequena
perturbacdo, o sistema tenderd ao infinito ou buscara uro pomito de equilibrio estavel. Caso
f/(N*) = 0, & necessario considerar-se termos de ordem superior ans&pda fungdo na série de
Taylor.

A Figura 2.8 considera uma fungéo hipotética onde se pod@rweaestabilidade dos pontos
criticos de acordo com os sinais de sua derivada.

Suponha que a fungéo esteja definida apenas gara 0. As setas indicam a estabilidade do
ponto. Se as setas divergem, o ponto é classificado comweehse o sistema estiver no pomg
e receber uma perturbagaptal que,N; < § < N3, 0 sistema ira buscar o ponto estadel. Caso
0 > N3, 0 sistema ird buscar o ponfg,, pois este também é um ponto estavel do sistema. Se o
sistema se encontrar eNy e receber uma perturbacao tal gig, < 6 < N3, 0 sitema ira retornar ao
ponto N,.

Este método pode ser estendido a casos de mais de uma diméons&amlere um sistema de duas

equacdes nado-lineares:
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f(N*)

L[

N1 N2 N3 \ N4

Instavel Estavel |[Instavel

Figura 2.8: Classificacdo dos pontos de equilibrio de acoodo o sinal da derivada. Se a derivada
da funcao no ponto € positiva, simbolicamente ela recebesatagpara a direita. Caso contrario, ela
recebe uma seta para a esquerda. Se as setas convergemoa@gtent classificado com o estavel.

Caso contrério, ele é classificado como instavel. As setdisam a tendéncia de aproximacao e
afastamento do ponto.

dx
dy
= g(z,y)

Igualando as duas derivadas a zero e resolvendo o sistamagtgque um ponto de equilibrio do

sistema & = (z*,y*). Expandindo cada equagéo e considerando apenas a apraaifiregar em
séries de poténcia, tem-se que:

Ccll_j =9(@,y) = 9(="y") + ga (@) (x — 27) + 9y (") (y — ¥7)

Definindo-se as equacdes de distancia,



e repetindo o processo anterior, obtém-se:

dX_dx
@@
dy dy
dt dt

Como consequéncia da translagéo, tem-se:

f@*y") = 0

gz*,y*) = 0. (2.76)

Desconsiderando os termos superiores e aplicando os vaades pela eq.(2.76):

= L)X+ [ (P)Y
% = 9:(P)X + gy(P)Y

Esse sistema pode ser escrito na forma matricial,

X . X
% ] = Jo o i (2.77)
Y 9z Gy Y

P

onde a matriz de coeficientes é denominada matriz jacobEssa matriz deve ser aplicada nos
pontos de equilibrio a fim de se encontrar a expressao guenitedea estabilidade do sistema, através
do método de resolucdo de sistemas de equagdes apreserdasgsio 2.3.

Uma consideracao relevante a ser feita em relacao a téomiaadise de modelos ndo-lineares
€ sobre oTeorema de Hartman and GrobmarSegundo esse teorema, um sistema ndo-linear de
dimenséon apresenta um comportamento equivalente ao sistema lioe@spondente, desde que
todos os autovalores calculados a partir da versao lirselridas equagdes originais tenham a parte

real ndo-nula [6].

2.7 Teécnicas de Analise de Equacdes Diferenciais

Como citado anteriormente, no trabalho de modelagem métam@ode surgir uma grande variedade

de equacgdes diferenciais. Entretanto, existem variasa®d®a analisar o comportamento das equacdes
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diferenciais sem que, necessariamente, se encontre alsgacsanalitica da equacgédo diferencial.
Segundo Monteiro [6], existem 3 tipos de técnicas que podemtdizadas para analisar um modelo

matematico:

e Técnica analitica Integram-se as equagdes, determinando a solucdo em tdenféamulas

gerais;

Vantagem: obtém-se férmulas que valem para quaisquer condi¢éesigiei quaisquer
valores dos parametros. Assim, de posse dessas formullesspascrever qualquer solugéo
possivel para esse sistema: basta substituir os valorgradiimietros e das condi¢des iniciais

escolhidas. Novas escolhas n&o obrigam a uma nova integilas&quacdes originais;

Desvantagemnem sempre € possivel se determinar tais formulas (ou mejilase nunca

a integracdo analitica é factivel);

e Técnica Numérica Integram-se numericamente as equagdes, calculandderes/para as
variaveis dependente¥t) = (z1(t), z2(t), ..., 2, (t)) em pontos pré-selecionados da variavel
independente. Assim, constréi-se uma tabela com+ 1 colunas, senda colunas para as
variaveis dependentes(j = 1, ...,n) e uma coluna para a variavel independent€ada linha

dessa tabela é formada pelo valores-a@eim determinado instante
Vantagem:grande parte do trabalho é feito pelo computador;

Desvantagema solucgdo calculada € aproximada e so € vélida para a sitcalddada,
ou seja, vale apenas para aqueles valores de condicdessimicie parametros usados na inte-
gracdo. Quando se altera algum desses valores, é necést&yiar novamente as equacdes do

sistema;

e Técnica Qualitativa: através de calculos analiticos relativamente simplagnoise pistas de
como o sistema evolui. Essa técnica usa a descricdo daseraride estado e seus resultados

sdo representados no espago de estados, também chamapagedesfase;

Vantagem:os calculos analiticos realizados sé&o, em geral, mais sgngn que aqueles
necessarios para uma integracdo analitica. Através de&kesos, tem-se uma idéia sobre
a evolugdo qualitativa do sistema. Basicamente, determg®as solugdes assintdticas (0s

possiveis comportamentos do sistema quangoco) e a estabilidade dessas solugdes;

Desvantagemparte da informacao quantitativa € perdida. De fato, pseda-informacéo
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sobre o comportamento transiente do sistema, isto é, soboeportamento que o sistema

apresenta antes de atingir um regime estacionario;
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Capitulo 3

INTRODUCAO A ECOLOGIA DE
POPULACOES

3.1 Introducao

A interagdo de seres vivos que habitam espacos comuns e glagenam entre si € hoje objeto de
varios estudos. Em ecologia, essas relacées podem séfichalss como harmbnicas ou desarmoni-

cas.

Em comunidades biéticas, encontram-se varias formas degites entre os seres que as com-
pdem. Essas interacBes podem ser classificadas de acordo tmonde dependéncia que eles tém
entre si. As rela¢Bes harmonicas sdo as relagdes em que asibds/iduos se beneficiam, ou apenas
um deles se beneficia sem causar prejuizo ao outro. Por exenasl sociedades de abelhas, existe
um beneficio matuo, enquanto o tubardo nao se beneficia e a@mejsidica em sua relacdo com a
rémora, onde o segundo ingere os restos de comida do prieminama relacéo classificada como
comensalismo. Nas relacdes desarmdnicas, um dos indévigiubeneficia com o prejuizo de outro,

como é o caso do lince que caca a lebre para se alimentar olbedamue parasita o cdo [11].
Torna-se Util ressaltar que a classificacao dessas inerag® deve tomar 0 aspecto pejorativo da
palavra, pois uma relacdo desarménica ndo implica em umipogpara o0 meio ambiente.
Essas relag6es harménicas/desarménicas podem ocorreseceside mesma espécie ou de es-
pécies distintas. Um exemplo de relacéo intra-especificie(éndividuos de mesma espécie) é a
relacdo de competicdo. Neste caso, dois individuos compeidre si em busca de alimento e um

individuo obtém sucesso em prejuizo do outro. Logo, estgdielé considerada como desarménica e



intra-especifica. Por outro lado, é possivel ter situagcée®a@ dos liquens, onde existe a associagdo
necessaria a sobrevivéncia de duas espécies distinasi@ehter-especifica), fungos e algas, em que

ambas se beneficiam. A esta relacéo se da o nome de mutualisfno [

3.2 0O Modelo Presa-Predador

A relagdo de predacéo ocorre quando individuos de uma espksgiisam cacar individuos de outra
espécie para obter energia. Essa relacdo tem um grandeténmmacomportamento do nimero de
individuos que compde essas duas populacdes. Trabalmmsrp®foram realizados por Alfred James
Lotka (1925) e Vito Volterra (1926) com o objetivo de analisacomportamento de duas espécies
interagentes que coabitam a mesma regido [11].

Neste modelo, o nimero de individuos da populacao de prepasde diretamente da quantidade
de individuos predadores na regido e vice-versa. A varidgauimero de individuos é representada

esquematicamente na Figura 3.1.

Variacao das| _ | Nascimento Morte Morte por
presas — | depresas | Natural ~ | predacao
Variacao dos| __ | Nascimento Morte

predadores | — |de predadores | Natural

Figura 3.1: Esquema representativo da relacdo de predagélvendo duas espécies.

A partir dessa idéia inicial, varias equacdes sédo propadiasde tornar o modelo mais realistico.
Supondo-se que a alimentacdo da presa é abundante, ndmeristricdes para sua reproducéo.
Nesse caso, o Modelo de Lotka-Volterra apresenta um crestinexponencial para a populagéo de
presas na auséncia de predadores. De acordo com esse naodatacao do numero de presas €
proporcional ao tamanho da populacdo e a um termo de intesgélvendo as duas populacoes.
Este termo, que representa morte por predacao, sera megataya populacdo de presas, pois ha uma
"retirada de energia“da populacdo de presas, e é deperteqgteantidade de predadores que ha no
sistema. Logo, se muitos predadores habitam a regido, umdgguantidade de energia sera retirada
da populacdo de presas, ou seja, ocorrerdo muitas predaESés termo de interacdo também é
dependente do nimero de presas disponiveis na regido e dexame predagdo que esta relacionada

com a habilidade do predador cacar determinada presa.
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Para a populacdo de predadores, a equacgédo diferenciali posgarmo de interacdo positivo,
pois existe um acréscimo de energia na populacdo devidodagéife. Este termo é acompanhado
de uma constante que representa a porcentagem de enesjadadlue € "transformada”em novos
individuos. Logo, este primeiro termo representa a reg@alaos predadores. Nesta abordagem, os
predadores ndo possuem outra forma de morte além da martaln& termo de morte da populagéo
€ proporcional a uma constarit@ ao nimero de individuos. Neste caso, se a populacéo ds foesa

nula, a populacéo de predadores tende a decrescer ex@inmente, indo a extingdo.

Se N(t) é a populacdo de presasi¥t) a populagdo de predadores em um instante t, entdo o

modelo é dado pelas seguintes equacgdes diferenciais daspla

dN

— = alN — (NP
dt o = f
dP

onde« € a taxa instrinseca de crescimentaa probablidade de sucesso de cag#, a taxa de

transformacédo de energia em novos predadotes & taxa de mortalidade dos predadores.

Conforme tratado na sec¢éo 2, este modelo é ndo-linear. Ipaga,este sistema, ndo é possivel
a obtecdo de uma solucdo analitica geral. Entretanto, adénrmétodos nimeéricos, € possivel uma
abordagem qualitativa sobre o comportamento das solugiegpode substituir a informag&o quan-
titativa pormenorizada. Uma maneira de se obter infornmgdbre o comportamento é realizando

uma analise em torno dos pontos de equilibrio do sistema.

No entanto, o processo de manipulagdo e de andlise das equaagle ser muito complicado de-
vido a grande quantidade de parametros. Uma medida utilizach minimizar este fato é transformar
0 sistema em um sistenaa@imensional Este processo consiste em manipular as equacdes de forma a

reduzir o numero de constantes parametros sem a modificaggoapriedades do sistema.

Adotando,
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|=

€T =
«
y = p
«
T = ot
= B
c =2
o
(3.2)
pode-se reescrever a eq.(3.1) como:
d_x = r—
dr Y
&y = Kzxy—Cy (3.3)
dr

Aplicando-se o processo de linearizagdo demonstrado da 26, obtém-se o seguinte sistema

vetorial:
F 1-— — F
L Y ) (3.4)
dt \ & Ky Ke—C ) \G
A eq.(3.3) pode ser reescrita na forma vetorial,
dzx .

F 1—y -
ondex=| |eA= .
G Ky Kzx-C

Para encontrar os estados de equilibrio desse sistemaselégaalar as equacdes a zero, pois

nesse estado a variagdo do sistema com o tempo é nula.

d d
w_O dy _

ar ¢ ar 0 (3-6)

A partir da eq. (3.6) obtém-se
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r (1—-y)=0
y (Ke—C)=0

Esse sistema possui dois pontos criticos distintos conug&es:

P, = (0,0)
ho (Ca)

O primeiro estado € obtido quando ambas as populacbes s ritibste estado pode ser con-
siderado como uma solucéo trivial do sistema. O segunddeesta equilibrio ocorre quando duas
populagfes coabitam a regido apresentando um comportaosmitatorio.

A fim de conhecer o tipo de estabilidade de cada estado, azraasgra aplicada em cada ponto
de equilibrio para se analisar os autovalores de cada sofiecéquilibrio.

ParaP;, tem-se

o[ F 1 0 F
a\ G 0o —c ]\ éG

Conforme tratado na sec¢éo 2.6, é necessario calcular osbres da matri:

M=1LX=-C

De acordo com a tabela 2.1, esse ponto é um ponto de selaeinststovalores reais de sinais
contrarios.

ParaP,, tem-se

aF_O—C/K F

217 ) = (3.7)
a \ G K 0

Q)

P
Nesse caso, os autovalores da mattigdo:
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-\ —C/K
K -\

A = —iVC, Ay =iV C

Os autovalores par®, sdo complexos e puramente imaginarios. Portanto, de acord@ tabela
2.1, esse ponto é estavel e é do tipo centro. Para esse patjoililerio, as popula¢bes séo oscilatérias

e possuem uma diferenca de fase entre si.

0.8

0.6

0.4+

0.2

Figura 3.2: Plano de fase do Modelo Lotka-Volterra, compqxir trajetéria fechadas, onde cada

trajetéria depende das populacdes iniciais no sistema

Para o Modelo de Lotka-Volterra, o sistema podera seguirttajetéria fechada ou 6rbita de valo-
res em torno do ponto critico, que dependem das populag@essncomo se pode ver na Figura 3.2.
Isso significa que as solucdes do sistema séo periddicasgo dw tempo. Cada uma das trajetorias
na Figura 3.2 representa uma amplitude diferente assurelda péries temporais das populacdes.
Cada trajetoria foi construida utilizando-se 0 mesmo atnjale parametros, porém com condi¢cbes
iniciais distintas. Com auxilio destes graficos, é pos$azdr algumas consideracfes sobre 0 sistema.

A série temporal da populagéo predadora € atrasada emaelasgrie da populacao de presas,
conforme pode-se observar na Figura 3.3. Comecando em adoasb qual ambas populacdes, de
presas e de predadores, sao relativamente pequenas, le@r@iim aumento no nimero de presas,

pois ha poucos predadores. Entéo, a populacao de predacimresomida abundante, também cresce.
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Figura 3.3: Séries temporais do Modelo Lotka-Volterra s@néando um comportamento oscilatério
e periédico. A curva mais clara representa a populacdo daqrenquanto que a curva mais escura

representa a populacéo de predadores.

Isso aumenta a caca e a populacdo de presas tende a diminaiménte, com uma disponibilidade
menor de comida, a populagéo de predadores também diminzic@ontinua [3].

Entretanto, essa abordagem do Modelo Lotka-Volterra ndaiitomealista. Este modelo prevé
gue as presas apresentam um crescimento exponencial naiauw® predadores. Logo, a populagédo
tende ao infinito quandb— oc. Entretanto, Pierre Verhulst(1850) supds que uma popojapzendo
em um determinado meio, devera crescer atélimite maximo sustentavgb], isto é, ela tende a
estabilizar devido a disponibilidade limitada de recurgosquacéo incorpora a queda de crescimento
da populacéo, que deve estar sujeita a um fator inibidor elcicnento. De acordo com o modelo
proposto por Verhulst a taxa de morte natural consideradapbgrional ao quadrado do nimero de

individuos presentes em um dado instante. O modelo popukaile Verhulst € dado pela equagéo,

AN )
—r =aN —uN (3.8)

denominada func¢éo logistica. Uma populacao padrao poseerieepresentada por este modelo,

sendo que esta populacdo poderia crescer até um limite, ghanéado de capacidade suporte do
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ambiente, alcangando a estabilidade.
Combinando a eq. (3.8) com a eq. (3.1), o modelo Lotka-\Matebedecera ao seguinte sistema

de equac0es diferenciais,

% = oN — uN? - GNP
Cil—]; = NP — 6P (3.9)

ondey € a taxa de mortalidade. E importante realizar a analise emo wo ponto de equili-
brio nesse novo modelo para observar se a mudanca realitetdasignificativamente os resultados
anteriores.

Com as mudancgas de variaveis a seguir,

z = EN
a
yzéP
a
T = o
Kk = 2
1
o
c = —
a

obtém-se o sistema de equacdes adimensionais definido por:

% = z[(1-=) -y = fz,y)
% = yKz—C)=g(z,y)

Aplicando-se o processo de linearizacdo demonstrado éa 2e8, obtém-se o seguinte sistema:

b5} F 1—-2z—y —T F
at \ & ky Kx—-C G
P
Fazendo,
v [(1-=2)—yl=

y [Kz—C]=0
(3.10)
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Tem-se que este sistema apresenta trés estados de emdistintos,

P = (0,0)

P = (170)
C C
A= (1-%)

O primeiro estado é obtido quando ambas as populacfes s@& rMdisegundo estado é obtido
guando a populacéo de predadores se extingue e a populagéesds € diferente de zero. O terceiro
estado de equilibrio ocorre qguando as duas populacbedamahiregido, apresentando um compor-
tamento oscilatorio.

A fim de conhecer o tipo de estabilidade de cada estado, a natv&z M sera aplicada em cada
ponto para se analisar os autovalores de cada solucéo dibegui

ParaP;, tem-se que

o F 1 0 F
a\ G 0 —C G

Conforme tratado no capitulo 1, é necessario calcular avalotes da matriz A.

M=1, \=-C

De acordo com a tabela 2.1, € classificado como ponto de sela instavel.

ParaP;, tem-se que

o[ F -1 -1 F
at \ & 0 K-C G
Realizando os calculos dos autovalores tem-se que,
—-1-A -1
=0



M=-1, =K-C

A classificacao desses pontos é dependente dos valores goeséantes podem assumir. Caso
K < C, o autovalor sera negativo. Logo, o estado de equilibrié ser n6 assintoticamente estavel.
Caso contrério, a solucdo de equilibrio sera um ponto deisstavel. Para o terceiro estado de

equilibrio, tem-se:

¢ =C
5 Ia K K a
dt a a
K—-C 0
Neste caso, 0s autovalores sao:
—C -C
T A &
=0 (3.11)
K—-C =\
-C .
¢ + /A 1 4
A, Ay = d onde, A= Cz(ﬁ + E) —4C

Com o acréscimo do termo n&o-lindafv?) ao modelo de Lotka-Volterra, o ponto critico tem seu
valor alterado e se torna um ponto assintoticamente esthe€ um n6 ou um ponto espiral, depen-
dendo das constantes das equacdes diferenciais. Em qudtiguieasos, as trajetdrias nao sdo mais
fechadas, como no modelo de Lotka-Volterra (Figura 3.2% sesaproximam do ponto critico quando
t — oo [3]. Desse modo, as condic¢es iniciais deixam de ser detant@s para o comportamento do
sistema no estado de equilibrio, pois grande parte dasteduera seu estado de equilibrio proximo

ao ponto critico, conforme as figuras a seguir:

0.8

0.8
0.74

0.74

0.6
0.6

0.57
0.5

0.4+ 0.4

0.3

0.2
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Na série temporal, as populagdes apresentam comportawsailatorio inicial. Entretanto, essas

oscilagdes convergem para o ponto critico quange oo, conforme pode ser visto na Figura 3.4.

Figura 3.4: Séries temporais do modelo Lotka-Volterrazatiido o fator logistico. A curva mais clara

representa a populacéo de presas e a mais escura repregeptdagdo de predadores.

Observando a equacgéo de autovalores, verifica-se que rte émiquek — oo a parte real dos
autovalores na eq. (3.11) tende@o. Altos valores pard<, correspondem a valores gemuito
préximas a zero, o que corresponde a desprezar o fatoritmgibteste caso, as trajetorias do modelo

se aproximam as de Lotka-Volterra, no limite em guende azero.
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Capitulo 4

TECNICAS COMPUTACIONAIS

4.1 Métodos Numéricos

Conforme visto em sec¢8es anteriores, uma das técnicazadb para analisar uma equacéo dife-
rencial € o método numérico. Estes métodos tém como objgik@sentar uma solu¢do aproximada
para a solucao exata do problema. Em geral, esta ferramemiséitilizada na analise de equacbes
diferenciais que ndo possuem solu¢des analiticas e, é o@selemanda recursos computacionais.

Em modelagem matematica, o sistema pode ser classificado comtinuo ou discreto, depen-
dendo da sua variavel independente. “Um sistema é de tenmiimgo se o tempo é um nimero
real positivo, ou seja, sec R.. A evolucdo de um sistema continuo é governada por uma ou mais
equacdes diferenciais. [6].”

Todos os modelos apresentados até agora sdo sistemas dectartipuo.

Um sistema é considerado de tempo discretoésem numero inteiro positivo, ou seja,ise Z..
A evolugdo de um sistema de tempo discreto € governada pooumais equacdes de diferencas
finitas, que é um tipo de equacao que relaciona o valor de uridvebr € R no instante a valores
de x em outros instantes, tais coma- 1,t + 2,t — 2 [6]. S0 exemplos de equagdes de diferencas

finitas:

T4+l — 21} =0
Tt42 — tQ.Z't —t=0
Tiy3 — 3T42 =0

Estas equacdes contém relagbes de recorréncia e sdodasgier métodos de itera¢des a partir



das condicdes iniciais. Ambas as abordagens dependem @lmden que se dejesa modelar. Por
exemplo, para a modelagem da difusdo de calor em uma barca@eadado que se use equagdes
diferenciais. Entretanto, se o objeto de estudo for umalpg@a de insetos que permanece constante
a maior parte do ano e que somente sofre alteracées sigu#gab nimero de individuos na época
de reproducdo, a ferramenta mais apropriada para a modekageequacao de diferencas finitas. A
época de reproducdo poderia ser encarada como um marcalp@ois uma simples interferéncia no
sistema, durante essa época, poderia ser significante paraigbacéo ou a extingdo da populacgéo.

E importante ressaltar que ambas ferramentas podem modeta@smos fendmenos. No entanto,
guando uma equacao diferencial é discretizada, ela poqdifstar o tratamento computacional nos

casos em que existe necessidade de fazer alguma simulagfatecional.

4.1.1 Aproximacdes das derivadas por diferencas finitas

“A esséncia dos métodos numéricos esta na discretizacdontiowo. E esta discretizacéo que torna

finito o problema e, portanto, viabiliza sua solug&o por catagores.” [12]

“Sejaxg um nimero real qualquerleum nimero positivo. Define-se malha de passssociada

axy Como o conjuto de pontos

zi=x0+ih, i=1,2 ., N

Nos pontos dessa malha, serdo calculadas as aproximac@esmdancaay(x). De fato, a idéia
geral do método de diferencas finitas é a discretizacdo ddnitom a aproximacdo das derivadas de
y(z) que aparecem na equacdo diferencial. Interessa, portantdculo aproximado das derivadas

nos pontos da malha” [12].

O processo de discretizagdo de uma equacao diferencialo®m gonto inicial a série de Taylor.
Esta série consiste em obter uma aproximacéo de uma fyhgaotorno de uma vizinhanca limitada

de um pontar [4]. A série € inicialmente definida por

Py(z) = f(x)+ f(z)(x — x0) + #(m —x0)? + #(m — o) 4 ...+ f”n_('x)(x —x0)" (4.1)

que pode ser reescrita nas formas
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h2 n
y(@—h) =y(z) = hy'(z) + 55" (x) — . + 5

h? h"
y(@+h) =y@) +hy'(z) + 59" @) + o+ —

y" (4.2)
y" (4.3)

ondeh é a medida de vizinhanga em relacdo ao ponto. Consideraedasp aproximagao linear
da série, os termos de ordem superior podem sem agrupadasa&fncao de Erro.

As egs. (4.2) e (4.3) descrevem a mesma aproximacéo. Entetaeq.(4.2) considets € um

ponto anterior a, xo — h, conforme fig. 4.1 Essa aproximagao € denominada regressiva

y(X)

x0—h x0

Figura 4.1: Representacao grafica da diferenca regressiva

/(@) = Fo— = 1 2y(©) (4.4)

Por outro lado, a série da eq(4.3) considera um pogte um ponto posteriot;y + h, conforme

a fig. 4.2. Tal aproximacéo da origem a férmula de diferengaressiva.

y(X)

h
—— X

x0 X0+ h

Figura 4.2: Representacao gréafica da diferenca progressiva

y/(x) _ y(x+h)—ylx) h //(5) (4.5)




4.1.2 Alguns Métodos Numéricos

Baseado na aproximacao por diferenca progressiva, Ealkor@u em 1768, um método numérico
para aproximacao de equacdes diferenciais chamado Métodaldr [12].

Considere a seguinte equacdao diferencial,

dy
Pela definicdo de derivada, tem-se que
dy . Ay
% — llmAm—»OA—x — f(l'v y) (46)

f(x,y) pode ser reescrita na forma de um limite de diferencas Bsiges:

y(z + Az) —y(x)
Az

A aproximacao feita pelo método de Euler consite em coreidgre, para valores muito pequenos

limA:c—»O

= f(z,y). 4.7)

de Az, isto é, nas vizinhancas do pontpa eq.(4.7) pode ser aproximada por:

y(@ + Az) — y(z)
Ax

Essa idéia esta relacionada ao conceito de derivada e dailiigtantanea. Logo, ger assume

~ f(z,y). (4.8)

valores grandes a aproximacdo apresenta valores distirgeslores exatos.

A eq. (4.8) representa uma aproximacao para uma funcdo danidooontinuo. Para estender
essa aproximacéo ao eixo de valores discretos considerarsetervalo parar tal quea < = <
b, ondeb é uma constante positiva maior que O intervalo[a, b] € dividido emN partes iguais,
cada uma com o comprimentg formando um conjuto discreto comy = a ex, = b, R,11 =

x;=a-+ih;i=0,1,2,..N. Aquih = (b—a)/N.

M ~ f(riyi), i=0,1,2,. N —1, (4.9)

Sejay; = y(z;). Entdo,yo = a e, em cada um dos pontes, x1, ...z,—1, @ aproximacao discreti-

zada da equacao diferencial € dada por:

Yi+1 :y2+hf($lvy2)7 220717277]\[_ 1. (410)
Para exemplificar o processo, € apresentada a discretipag@a seguinte equacao diferencial:
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dy
_ —1 4.11
T y+az, y(0) (4.11)

Essa equacao de primeira ordem e linear possui a seguint@ieaxata:

ylx) =z —1+2e" (4.12)

Para aplicar o método de Euler, considere que

flzy)=—y+=x (4.13)

Aplicando a eq. (4.9) na eq. (4.13), tem-se a forma disedtizia eq.(4.11)

Yir1 = Yi + (—yi +x)h, yo =1, (4.14)

Para encontrag; 1 temos que fazer; .1 = x; + h. Os céalculos serdo feitos pata= 0.2 e
h=0.1.
Os dados produzidos pelo método estdo expostos na Tab@leththente com os valores exatos

da funcao.

Tabela 4.1: Valores obtidos pelo método de Euler adotandegsintes valores pafa 0.2 e0.1. A

dltima coluna apresenta os valores exatos da solugao.

Iteracdo| h=0.2 | h=0.1 Exato
£(0) 1 1 1

£(0.1) - 0.9 0.909675
£(0.2) 0.8 0.82 | 0.837462
£(0.3) - 0.758 | 0.781636
f(0.4) | 0.68 0.7122 | 0.74064
£(0.5) — 0.68098 | 0.713061
£(0.6) 0.624 | 0.662882 | 0.697623
f£(0.7) — 0.656594 | 0.693171
£(0.8) | 0.6192 | 0.660934 | 0.698658
£(0.9) — 0.674841 | 0.713139
f(1.0) | 0.65536 | 0.697357 | 0.735759
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Através da analise dos resultados numéricos, pode-sevabsgre quanto menor for o valor as-
sumido porh, mais os resultados se aproximam dos resultados exatospdde ser justificado lem-
brando que o erro para a aproximacao linear progressiva éldmaleh.

Para obter a férmula geral da discretizacdo de uma equaigierdiial de segunda ordem, basta
realizar a soma das egs.(4.2) e (4.3), obtendo:

) = LE =) = 2@ + (et b

O método de Euler € o método mais simples de aproximacado @de@sgidiferenciais existente

(4.15)

na literatura. Entretanto, para alguns modelos, este méiad apresenta resultados proximos da
solugdo exata, sendo necessario o desenvolvimento deadguodificacdes com o objetivo de obter
resultados mais préximos do exato.

Para se obter uma aproximacao mais precisa, é realizada édia dos valores das extremidades
do intervaloy,, e y,+1. Esta modificagdo tem o nome W&todo do Trapéziodada pela eq.(4.16), e

fornece valores mais préximos dos valores exatos do que mslo®anteriores [12].

hlf (i yi) + f(it1, yiv1)]
2

Outro método utilizado é o método &Runge-Kutta Este método consiste em uma média ponde-

(4.16)

Yn+l = Yn +

rada de valores dé(x, y) em pontos diferentes no intevalp < t < t,+1 dada por [3]:

knl + 2k7n2 + 2k7n3 + kn4
6 )

Ynt1 = Yn + (4.17)

onde,

1
—hk,,
5 thn1)

1
—hk,,
5 thin2)

kna = f(mn + h,yn + hkn3)

Um discusséo relevante em torno da utilizagao dos métodnénos diz respeito ao erro. Quanto
maior a ordem da funcéo de erro, menor sera a diferenca eaprmaimacédo e o valor exato, visto
que um nuamero decimal menor gqlieelevado a poténcias cada vez maiores tem seu valor cada vez

mais reduzido.
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O método de Euler baseado em diferenga progressiva amaseatfuncao de erro da ordem de
h, conforme visto no inicio da se¢édo. Entretanto, o0 métodoud®@® Kutta apresenta um fungéo de
erro da ordem dé°, possuindo uma precisdo maior. Para o método de Runge-Kattaes nio
muito pequenos dé apresentam boas aproximagfes e ndo possuem grandesgdifepamcentuais
dos valores obtidos para solugbes onde& bem pequeno, conforme grafieona Figura 4.3 . Nesse
grafico, a estimativa da diferenca percentual entre as aagdges ndo ultrapassa a margenRte
guando se adotam valores deeom uma ordem de grandeza de difererfga=(0.02 e h = 0.002).
Quando o mesmo procedimento é adotado no método de Euléimatds da diferenca se aproxima
de 300%, em alguns pontos utilizando-se os mesmos valores adéotados no método de Runge-

Kutta, conforme pode ser visto no graficda Figura 4.3.

Diferencga Percentual - Runge Kutta

|
800

=
o
o
o

LI L L
P BT T = IR A

Diferenca Percentual - Euler

'
W

o

200 400 600 800 1000
Tempo

Figura 4.3: Estimativa da diferenga percentual entre Selsicalculadas adontando#e= 0.02 e

h = 0.002 paraa) Método de Runge-Kutta® Método de Euler.

Essa propriedade tem um impacto direto na parte computdoitmproblema, pois os valores
de h estado diretamente relacionados ao numero de iteracdessaegas para a convergéncia da solu-
¢do. Quanto menor for o valor de maior sera o nimero de iteragbes necessarias para salueion

equacao.
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E possivel estender o método de Euler para obter solucdesudedes Diferenciais Parciais. Para

iss0, € necessario estender a série de Taylor para fungesas de uma variavel.
h2
y(@ +ht) = y(z,1) + ya(z, ) + Yoo (2, y) 57 + -
2

h
y(m - hvt) = y(x,t) - ym(mvt)h +y:m($ay)§ +

k2
]{72
y(l’,t - k) = y($,t) - yt(x>t)k7 + ytt('xay)a +
Observe que as séries de Taylor foram expandidas ao redonttogonsiderando os deslocamen-
tos dex e y de forma separada. Isso € justificado pelo uso de derivadeiaipapois, quando existe o
deslocamento em relacdo a uma variavel, a outra variavelgresce constante. Repetindo o processo

realizado nos exemplos anteriores, tem-se:

y(z + h,t) —y(x,t)

yo(z,t) =~ -
Yau(2,1) =~ serht) - 2y(hgz, t) +y(x — h,t)
ye(x,t) =~ y(z,t + k}i —y(z,t)
pale,t) ~ YETEDZ ng’ t) +y(z,t — k)

4.2 Solucdo Numérica do Modelo Presa-Predador

Aplicando-se o método de Euler ao modelo presa-predadar migd eq. (3.9), tem-se

Nieyi = N+ hf(Ng, Pr)

Pt+1 = Pt+hg(Nt,Pt)

obtendo:

Niy1 = Ni+ h(aN; — uN? — BN, P;)

Piy1 = B +h(YBN P —61) (4.18)
Aplicando Runge-Kutta, tem-se
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h
Ny = N+ g(’le + 2kon + 2k3n + kan)

h
Py = B+ E(klP + 2kop + 2k3p + kap) (4.19)

com

kiv = f(Ng, P)
kip = g(Ng, Py)

h h

kon = f(INV: + EKlNa P + EklP)
h h

kop = g(N;+ §K1N7 P+ EklP)
h h

ksy = f(Ve+ §K2N, P+ Ekizp)

h h
ksp = g(N;+ §K2N, P+ §k2p)
kan = f(N¢+ hKsn, P, + hksp)

ksp = g(N¢+ hKsy, P, + hksp)

Conhecendo-se as condic¢des iniciais do sistefae Py, e usando-se as egs. (4.18) e (4.19),
pode-se implementar a solugdo numérica em um cédigo conipuid, utilizando-se diferentes valo-
res para o tamanho do pagsoAs Figuras 4.4 e 4.5 apresentam solucdes para0.02 e h = 0.002,
respectivamente, para os dois métodos.

Pode-se observar que existem diferencas significativae eatresultados obtidos com os dois
métodos. A fig. 4.6 mostra a diferencga percentual entre ag&esd para cada valor decomparando-
se o0s dois métodos.

De acordo com a Figura 4.4 e o gréfieada Figura 4.6, os resultados alcancados pelos dois
métodos sdo distintos e possuem uma estimativa de difegeiegaode chegar4)0%. Essa diferenca
caiu consideravelmente quando as simulagfes foram reéafizesando-sk = 0.002, como mostrado
na parte dé da Figura. 4.6. Entretanto, mesmo nesse caso, a diferetrgaasnduas aproximacoes
cresce cont, chega a ultrapassar a margem10é; e, logo depois, se estabiliza em torno e
guando as solucdes se aproximam de seu estado estaci@@mo.a funcdo de erro de Runge-Kutta
tem ordem superior a fungao de erro de Euler, é possiveldonde o método de Runge-Kutta possui

uma melhor precisao e é o método mais recomendado quandecigagier um rigor maior sobre os
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Figura 4.4: Solugdo numérica calm= 0.02 adotando-sexx = 0.8, u = 0.01, 5 = 0.55, v =
0.25, 6 =0.1, N(0)=0.5, P(0)=0.5

resultados da equacdo diferencial. Entretanto, 0 métodeutls ainda pode ser usado quando se

deseja fazer uma analise qualitativa das solu¢des da exddegencial.

Baseado na Figura 4.3, observa-se que a diferenc¢a perioeniiigaas solugdes obtidas por Runge-
Kutta quandd: = 0.02 e h = 0.002 € muito pequena. Logo, é possivel a utilizagdo de valores mai
altos deh. Consequentemente, o nimero de iteracfes necessarias pasano intervalo de tempo

serd menor, reduzindo o custo computacional da simulacao.

Os resultados obtidos pela solugdo numerica utilizando ésdos de Runge-Kutta e Euler se-
guem as caracteristicas expostas pela andlise de auesvalormodelo na sec¢édo 3.2. As solucdes
apresentam comportamento oscilatério com a curva da pguide presas adiantada em relagéo a

curva da populagéo de predadores, conforme Figura 4.5.
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Figura 4.5: Solu¢éo numeérica do modelo presa-predadoricen.002 adotando-sex = 0.8, =

0.01, 3=055 ~v=025 6=0.1, N()=0.5 P(0)=0.5
4.3 Autdomatos Celulares

Inicialmente propostos por Stanislaw Ulam e John Von Neummarfim da década de 40, os autbmatos
celulares séo sistemas dindmicos de dimenséo espacigbertdmiscreta. Eles sdo compostos por um
reticulado ou grade-dimensionglonde sao dispostas células com comportamento idéntitioedeo
por um conjunto de regras de transi¢cao universais [13].

As regras de evolugdo sao locais, isto €, cada unidade sérnftudiretamente algumas poucas
vizinhancas [14]. A definicdo formal de um autdmato celukabaseia em uma 4-tupla(L,S,N,F),

onde:

L é um reticulado regular, cada unidade é denominada célula;

S é um conjunto finito de estados;

N é um conjuto finito de indices vizinhos, tal que para todan N e todoc em L:r + ¢ esta

emL;

e F é um conjunto de funcdes de transicdo que pode ser aplicde as células, de forma a
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Figura 4.6: Diferenca percentual entre o0 método de solugdBuder e Runge-Kutta, adotando o

mesmo valor dé

definir seu préximo estado a partir do seu estado atual ehaaiza.

Atualmente, existem muitas pesquisas sobre o comportandestautdmatos celulares, pois, as-
sim como os sistemas dindmicos, os autdmatos celularasgmossteracoes locais simples que podem
apresentar comportamentos globais imprevisiveis.

Autbématos celulares podem ser construidos utilizanda@aamnte estruturas de dados simples e
tipos de dados primitivos.

Como estrutura de dados, 0 espago pode ser representadandtl vetores unidimensionais e
matrizes bidimensionais e tridimensionais. A escolha deedsdo do autdmato celular depende do
sistema fisico real que se deseja representar. O estadmfarraacao de cada célula pode ser repre-
sentado por um tipo de dado primitivo, como um bit (O ou 1).aEspresentacdo é muito utilizada
em estados binarios do tipdvo ou morto, spin upou spin down etc. Outros tipos de dados também
podem ser utilizados como inteiros ou reais.

Acompanhando o tipo de estruturas de dados abstraido emastomputacionais, os autbmatos
celulares podem ser unidimensionais (Figura 4.7), bidgiomais (Figura 4.8) e tridimensionais. O

tipo mais utilizado € o bidimensional.
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[1[170]1/1[ 0 1ol 4 t=0

[1]o[1[1]1]ofol0l1] 1] t=1
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Figura 4.7: Representacdo esquematica de um autdmataraghidimensional

10 0|0 |1 1 0/0|1|0|01
1 /1 /10 0/0[0|0 |1 1
1 /11 1|0 0/1/]0]1|0]1
1 /10011 0Oj1|{0|1|10
0 |1 |1 |0 |1 |1 0O/1|{0|1 |1 1
0|1 /1 |1 0 |1 1/0/0]0/0]|O
t=0 t=1
1/0/0]0|0 |1
1100|001
0/1/]0 001
1/0/0]0|0 |1
0j0j0|1|0)0
o0/,0j]0/011]0
t=2

Figura 4.8: Representacao esquematica de um automatardgitdimensional

Para definir as funcdes de transicao, € necessario esebgled o conjunto de células que sera
denominada de vizinhanga da céldg, .. As células formadas por esse conjunto recebem influéncia
direta sobre o que acontece éify, ) de acordo com as regras de transicéo estabelecidas no &utoma

celular.

Para o caso bidimensional, os dois tipos de vizinhanca maisecidos sdo as déon Neumann
e deMoore [13]. Von Neumann determina que a célig, ,) possua quatro primeiros vizinhos,
enguanto Moore estabelece que o nimero de vizinhos sejaaddiaambos dispostos conforme a

Figura 4.9 . Alguns exemplos e tipos de autbmatos séo eaclmstiem Barone [13] e Moysés [14].
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Von Neumann Moore

Figura 4.9: Representacdo esquematica de vizinhangagaddan Neumann e de Moore

4.4 Geracao de Numeros Aleatorios

Os geradores de numeros aleatérios sdo uma ferrament&iaksem varios processos de simulagao
em computacgdo cientifica. Possuem aplicacdes diretas @3 ¢befronicos e em estudos de otimiza-
¢do. Sao semelhantes ao lancamento de dados "honestos".

Entretanto, em meios computacionais, ndo existe um procksgeracdo de numeros realmente
aleatérios. Isso ocorre porque qualquer processo compnghdradicional € intrisicamente determi-
nistico. Nos processos computacionais, é fornecido um raimealquer inicial para um algoritmo,
chamado deemente Este produz um segundo termo da sequéncia que, por suawdzatlo para
gerar o terceiro nimero da sequéncia, e assim por diantdoi@ma semente muda, essa sequéncia
de nimeros também sofre alteracBes. O processo de geracd@imndeos aleatdrios torna-se deter-
ministico. Portanto, ele € denominado de gerador de nunps@sdo-aleatérigspois as mesmas
sementes geram sequéncias iguais.

As linguagens de programacéao de auto nivel, tais como JASP C++ [15] possuem rotinas in-
trinsecas de geradores de numeros pseudo-aleatoriostdbiy;, existem simula¢des que demandam
milhées de niimeros aleatorios. Logo, é necessario um gataduimeros muito eficiente, onde um
ndmero sorteado ndo tenha correlagcdo com 0s nimeros s t@ategriomente.

Baseado nessa grande demanda, pesquisadores constrairaigonitmo gerador de nimeros
pseudo-aleat6rios como alternativa para os geradore8gmthrnecidos pelas linguagens. Este mé-
todo consiste em gerar numeros aleatéfosm um intervalo que vai deaté o maior namero inteiro
positivo que pode ser representado pelo computador, deadotnaxint O método de geracao con-

siste na seguinte expressao [17]:

R =R+ (R<1)+ (R 16) (4.20)
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ondeR e R’ nimeros inteiros impares sem sinal representada32pmits, ondemaxinté 232 —1 =
4294967295 e o0 operadox é o operador de deslocamento a esquerda. A expressab estabelece

que os bits de sejam deslocados para a esquéretazes. Para ilustrar a operacéo de deslocamento,

considere nimerasde 4 bits, ond® < k < 16:

0011 =3
0101 =5
1001 =9

Quando tem-s8 < 2, desloca-se a esquerda todos os bits que compdem o nimermdde

que os bits da extremidade esquerda sédo abandonados e dss ditsita s&o completados com zero,

conforme os seguintes exemplos:

0011 « 2 = 1100 = 12

0101 <« 2=0100 =4

O analogo é feito para o operadst:

0011 > 2 = 0000 =0

0101 > 2 = 0010 = 2

Tendo em vista as duas opcbes de geradores de nimerosiaseafiresentadas, alguns testes
foram realizados para comparar o nimero de ocorrénciasddentanero no intervalo de 0 a 100,
com um determinado nimero de sorteios. Os resultados séseapados na fig. 4.10. A situacao
ideal é que o nimero de ocorréncias de cada elemento sejssanifmrme possivel, pois todos os
elementos devem ter a mesma probabilidade de serem s@&teado

A Figura 4.10 mostra trés histogramas com diferentes nisraesorteios1()?, 10°, 107), onde
fica claro que o gerador proposto por Oliveira [17] produnltados mais uniformes sendo portanto,

0 mais aconselhavel para o uso em sistemas de simulagéo tzmiopal.
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Elemento

Figura 4.10: Comparagéo entre o gerador de numeros pséatéras padrao da linguagem C++ e o
gerador proposto por Oliveira considerand(10® sorteios;»)10° sorteios &)10” sorteios. A curva

clara representa os resultados obtidos através do genagmogo em [17].
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Capitulo 5

SIMULACAO DO MODELO DA PILHA
DE AREIA

5.1 Introducao

A pilha de areia é um exemplo tipico de um sistema dinamich [E&aborado por Per Bak [19], o
modelo da pilha de areia ilustra o surgimento da criticdédauto-organizada em um sistema com-
plexo. Considere um fluxo constante de areia sendo despspade um plano qualquer. Inicialmente,

a pilha de areia estara baixa, ocorrendo alguns deslizasngoaindo o tamanho e a inclinagao da pi-
Ilha comecarem a aumentar. Entende-se por deslizamentaasgpequenos movimentos de gréos de
areia nas vizinhancas do gréo. Neste modelo, € interessatateque, apesar de se conhecer todas as
propriedades do gréo tais como tamanho, massa e formatmaes suficiente para entender e prever
como e quando estes deslizamentos ocorrerdo. Estes desiitts sdo consequéncias da interacdo de

um gréo de areia com seus vizinhos.

A medida que a altura da pilha atinge dimensdes proporciterde maiores que a sua base,
deslizamentos maiores comegam a acontecer envolvendmtsidtema, e ndo apenas 0s vizinhos

locais, até que surge uma certa forma de organizacao.

O sistema alcanga um estado estacionario, onde a pilhagtassainclina¢do constante chamada
de angulo de estabilidade, e a média dos grdos que entranstamaié comparavel com a média
dos graos que o deixam. Neste estado estacionario, o sisteroatra-se também no que é chamado
de estado critico, que é caracterizado pela imprevisdoserdado possivel prever qual o tamanho e o

instante em que as avalanches irdo ocorrer. Isto signifieagando deslizamentos locais acontecem,



podem ou ndo ser geradas avalanches de grandes tamanhlogredwdodo o sistema. O sistema

atingiu, a criticalidade auto-organizada.

E incorreto dizer que o sistema atinge um estado de equiléhrando alcanca este estado cri-
tico, pois segundo Per Bak [20], sistemas em equilibrio @actislos como complexos, ja que estes
devem ser sistemas dinamicos. Se um sistema em equilibreowsoa ligeira perturbagéo, nada de-
mais acontece além de pequenas reac¢fes locais. Isso nasguafemado para um sistema critico
auto-organizado como a pilha de areia, pois a probabilidadgie ocorra uma resposta intensa a uma
pequena perturbagdo é comparavel a probabilidade de nadaro®ara a pilha de areia, a probabili-

dade de grandes avalanches ocorrerem ndo pode ser deagdrensel as pequenas avalanches.

Este modelo serve dey modelpara o estudo dos fenbmenos sismicos que ocorrem na crosta
terrestre. N&o € possivel estabelecer uma relagdo fiel @ntnémeros de terremotos e o valor de
suas respectivas intensidades, devido a escassez de datkexjuéncia do intervalo finito de tempo,
visto que o espagcamento temporal entre os fendmenos € maiitdeg Portanto, é dificil coletar dados
referentes a todos os tamanhos de terremotos. Dai surgeoetdmgia do modelo, pois neste caso os
fenbmenos acontecem em espacos de tempo bem mais curtogiruEr uma maior coleta de dados.
Com isso é possivel a realizacdo de comparac¢8es do casq enjiitlba de areia, com 0 caso macro,

a crosta terrestte[21]

Para o modelo da pilha de areia, a distribuicdo dos tamard®s\élanches com o nimero de
ocorréncias obedece a uma Lei de Poténcia (Figura 5.1).a&&elentre o logaritmo do nimero de
avalanches de um determinado tamanh@) e o logaritmo do tamanho dessas avalanchdscresce
de forma linear. Esta é uma caracteristica marcante dersigteque se encontra no estado critico

auto-organizado.

log[N(s)]/log(s) = —t
log[N(s)] = —tlog(s),
N(s) = st

ondeN (s) é o numero de avalanches de um dado tamarého expoente-t é a inclinagdo da reta.

!Este trabalho de simulacdo do modelo da pilha de areia oesseth um artigo publicado pela Revista Brasileira de

Ensino em Fisica no ano de 2006.
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log N(s)

log (s)

Figura 5.1: Relagédo entre os valores de s, tamanho da akelaadl(s), nUmero de ocorréncias.

5.2 Simulacéo da Pilha de Areia

A forma mais simples para simular computacionalmente uttha pie areia € modela-la na forma de

um autbmato celular.

Um autdmato celular [14] é um sistema dinamico formado pataswnidades interagindo umas
com as outras. Como visto na secao 4.3, um autdmato poderside@do na forma de uma matriz
de sitios onde existe uma regra de interacdo muito simplesnfuencia apenas os vizinhos mais

préximos.

Para a pilha de areia, uma matriz quadrada de qualquer dimeingcialmente povoada ou nao,
pode servir de inicio. Cada sitio podera ter uma quantidada fie graos)/(, ., variando de zero
atén — 1, sendon um valor critico necessario para que ocorra um deslizamdwés simulacoes,

adotou-sen = 4. Logo, cada sitio podera contex x < 3 gréos.

Desde o inicio, pode-se optar se a adicdo dos gréos ao sistdndeita em uma célula pré-
definida ou em células aleatorias. Ao adicionar um grdo aw @&}, ., ele sera acrescido de "1".
O processo podera ser realizado varias vezes de modo queoqgaalquer)/,, ., atingir o valor 4,

havera um deslizamento. Quando este deslizamento ocoegumte processo € implementado:
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M(:v,y) M(r,y) —4
Mgi1y) = Meiiy +1
Mg yry = Mgyt +1

(5.1)

Isto significa que os quatro graos que estavam no sitio sebdisam entre os vizinhos (de
baixo, de cima, da esquerda e da direita), considerandaasg®imeiros vizinhos (vizinhanca de
Von Neuman[13]). Inicialmente, a distribuicdo foi feita gartes iguais, onde cada vizinho recebeu
um grdo de areia do sitio central. Se o sitio estiver logddizzm uma das quatro bordas do plano, o
grao que corresponderia ao vizinho néo existente abar@orsstema, caracterizando o seu compor-
tamento finito.

Caso algum sitio receba um grao de um vizinho e completeageins, 0 processo se repetira.
Consequentemente, havera um novo deslizamento e uma mtitfauitao de gréos, podendo resultar
em uma reacdo em cadeia de longo alcance.

Denomina-se deslizamento o fato de um sitio completar gugafios e realizar a distribuicao
a seus vizinhos e de avalanche o conjunto formado por esstigaseentos. Uma avalanche sera
caracterizada pelo seu tamanho, que é contabilizado pelatiqade de deslizamentos que foram
gerados desde o0 momento em que foi acrescentado o Ultimo Bidoexemplo, se ao colocar um
grao e este gerar um deslizamento, conclui-se que ocorraavatanche de tamanho um. Entretanto,
se ao colocar um gréo e este gerar nove deslizamentos, eatiees que ocorreu uma avalanche de
tamanho nove.

Este processo pode ser melhor visualizado na Figura 5.@almente, tem-se uma certa distri-
buicdo de gréos de areia. Deixa-se cair um gréo de areia wla 8é|; 3) que completa a condigéo
inicialmente estabelecida no problema para a ocorrénciarddeslizamento. Havera entdo um es-
palhamento dos gréos deste sitio para os seus primeiroheszi Estes, em consequéncia, também
podem alcancar a condicéo e realizar 0 mesmo processooantdgste esquema, € mostrada uma
avalanche de tamanho 6, pois seis deslizamentos ocorreraro acréscimo de um grao apenas.

Quando este sistema alcanc¢a estagios mais avangadosachealae tamanhos inesperados podem
acontecer em comparacédo com o tamanho do sistema.

Esse modelo é uma simplificacdo grosseira da pilha de aadjavigto que 0s graos apresentam

formas e propriedades diversas entre eles, e o ambient@tampbde contribuir com a gravidade,
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resisténcia do ar, etc. Entretanto, ele captura os elesest®nciais da dinAmica de um sistema real
além de ser um modelo é extremamente Util, por exemplo n&sartd ocorréncia de terremotos em
varias escalas. A Lei de Richter para terremotos apresemgaincrivel semelhanca com a Lei de
Potécia que se obtem a partir do modelo da Pilha de Areia R®pora os terremotos possuam um
grande namero de agravantes e atenuantes que precisavasieslem conta, pode-se modelar esse
fenbmeno com auxilio de algumas regras simples de intesapdeduzindo resultados semelhantes.
Este modelo d4 ainda a liberdade de implementar diversos dip modificacdes, como por exemplo,
alteragbes no tamanho da pilha, distribuicbes aleatdaasamento de grdos em pontos aleatérios e
até mesmo inclinacdo da rede, o que seria possivel se adbitiddzies de distribuicdo dos desliza-

mentos fossem alteradas.
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Figura 5.2: Esquema representativo da simulacéo de umanata de tamanho 6 da Pilha de Areia

em uma matriz finit® x 6

5.3 Implementagcao do Modelo

Para a realizacdo das simulacfes, o autdmato celular féeingmtado em um programa computa-
cional usando a linguagem C++, cujo algoritmo proposto pase modelo é apresentado na secao
5.5.

Considerou-se que os graos de areia ingressam na pilhatsoatiewvés do sitio central. O método

principal do algoritmo consiste em um emphloop que faz clasiaucessivas a funcgimgar. Esta
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funcao, por sua vez, incrementa a quantidade de areia desfiecificado e, em seguida, verifica se
0 sitio alcangou sua capacidade critica. Em caso afirmativgrdos desse sitio serdo distribuidos aos
seus vizinhos, zerando o sitio local e chamando a fupg@gar para cada um dos quatro vizinhos.

E interessante ressaltar que o algoritmo utilizado temctar&ecursivo, de modo que possa ser
realizada uma reacdo em cadeia até que nenhum sitio tentg ggréinimero igual a capacidade
critica, o que fard com que as chamadas recursivas cessemlaégracao.

Apéds implementar o caso apresentado na sec¢ao anteriagiuata-se no problema uma distri-
buicdo probabilistica para os deslizamentos. A modificawsiste em distribuir os gréos de forma
nao-uniforme, ou seja, 0s sitios vizinhos ndo vao recekegssariamente, um gréo cada. Estes graos
podem ser divididos de forma que um sitio possa receber neginéio ou os 4 graos de seu sitio
vizinho. A proposta gera um problema de andalise combirat8ble quantas maneiras seria possivel
distribuir quatro bolinhas em quatro caixas diferentegposdo que a caixas séo os sitios e as boli-
nhas sao os graos de areia. O resultado para esse problenaacémivinacéo de 7, 3 a 3, ou seja, 35
distribuicdes diferentes. A partir dai, estipulou-se gagacdistribuicdo distinta receberia um indice
que poderia variar de 1 a 35. Quando um sitio completassend defareia, um namero aleatério era
gerado e uma distribuicdo de sitios vizinhos, cujo indidgeaddisse com o nimero sorteado, era sele-
cionada e utilizada no deslizamento. Todas as distribsitiiham a mesma probabilidade de ocorrer,

isto é, 1/35.

5.4 Resultados e Conclusoes

A implementacdo do modelo da Pilha de Areia ajudou na vizagio de algumas propriedades co-
muns aos sistemas complexos tais como a imprevisibilidadaeparecimento de estados criticos.

Os dados produzidos pelas simulagGes foram tracados emamn phrtesiand.og|[N(s)] x
Log|(s)], permitindo a verificagdo da existéncia da Lei de Poténtiay@s de um ajuste linear da
curva.

Os resultados obtidos estdo muito proximos do valor espesade a reta ajustada tem um coe-
ficiente angular de -1 [20]. Os dados obtidos variaram eftf8-e -1.18 nas diversas circunstancias
testadas, como pode-se ver nas Figuras 5.4, 5.5 e 5.7. ©s teatizados foram feitos em matrizes
de tamanho minim6 x 16 e tamanho maximo de29 x 129.

Para tamanhos muito pequenos da pilha, ndo é muito claragor&nto de uma reta. Pode-se

dividir o grafico em 3 partes, como mostrado na Figura 5.4
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Figura 5.3: Simulagdo com 15.000 iteragbes, em um planondetaot5 x 65.

A parte | corresponde a flutuagBes que sdo consequéncia dotarfinito do sistema. O trecho Il
€ o utilizado para ajuste da curva. Esta regido € pequenadagoes outras para tamanhos reduzidos
de pilha. A parte lll é aregido onde ocorre uma maior dispeds& dados. Eles ndo contribuem para
0 ajuste da reta. Isso é consequéncia de um numero muitoegdaniteracdes realizadas no sistema,
visto que, quando poucas iteracfes sao feitas, a regide éefichr consideravelmente menos densa,
como pode-se ver comparando as Figuras 5.4 e 5.5. Entregartodmero de itera¢des for pequeno,
o0 sistema nao terd alcangcado um estado critico.

Complementando os testes, foram realizadas simulacdg¢ambém incluiram probabilidades na
distribuicdo das avalanches, como mencionado na se¢ad\S.8urvas obtidas com a distribuicéo
probabilistica (Figura 5.7) ndo apresentaram modificagAaetacdo as curvas retiradas de testes
usando a distribuicdo uniforme (Figura 5.5). Os valore&globtpara a inclinacéo da reta em ambos os
testes se mantiveram dentro do intervalo registrado anteente. Este resultado pode parecer 6bvio,
entretanto o padrdo gerado pela organizacao dos graos eos antestes é totalmente distinto. Note
gue no teste com distribuig&o de probabilidade uniformey@rplanol29 x 129 (Figura 5.6), registra-
se um padrao simétrico com regides com maior concentrac&dioe com a mesma quantidade de
grdos. De modo que, se um sitio localizado em uma regido candgrconcentracéo de graos sofrer
um deslizamento, enormes avalanches acontecerdo. Masas®corre no plant29 x 129, onde foi
usada a distribuicdo de probabilidade ndo-uniforme, comde{se ver na Figura 5.8. Nesta simulacao,

a configuracdo é mais homogénea, com os graos distribuiga®ahmente.

Pelo que se pode verificar nas Figuras 5.5 e 5.7, o tamanhovd@asehes continua muito se-
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Figura 5.4: O gréfico apresenta uma divisdo em 3 regiéesdisti Esta simulacao foi realizada em

uma rede de tamanti® x 65 com 150000 iteracdes

melhante e o coeficiente da reta mantém-se entre -1.13 e Rdti:-se concluir entdo que a forma
da distribuicdo dos grdos no sistema néo influi na ocorrétesaavalanches, uma vez que a lei de

poténcia ndo apresenta variacdes significativas entreassathordagens.
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Figura 5.5: Simulag&o feita em um plano de tamatittbx 129 com distribuigdo uniforme dos gréos.

Figura 5.6: Figura da Pilha de Areia obtida com distribuighiforme dos graos, iterada 100000 vezes

em uma matriz com29 x 129 sitios.
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Figura 5.7: Simulacao feita em um plano de tamatittbx 129 com distribuicdo aleatéria dos graos.

Figura 5.8: Figura da Pilha de Areia obtida com distribuigdo-uniforme dos deslizamentos, iterada

100000 vezes em uma matriz cdizd x 129 sitios.
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5.5 Algoritmo

pi ngar (int posicaol, int posicaold){
/* Incrementar o sitio |ocal*/
Mat ri z[ posi caol ][ posi cal] = Matri z[ posi caol ][ posi caod] + 1;
se a Matriz[posicaol][posical] atingiu a capaci dade suporte {

0;

Mat ri z[ posi caol ] [ posi caoJ]

se existe umsitio vizinho acima do sitio |ocal{

pi ngar (posi caol - 1, posicaold);

se existe umsitio vizinho a esquerda do sitio |ocal{

pi ngar ( posi caol, posicaod - 1);

se existe umsitio vizinho abai xo do sitio |ocal{

pi ngar (posi caol + 1, posicaold);

se existe umsitio vizinho a direita do sitio |ocal{

pi ngar ( posi caol, posicaod + 1);

}
net odoMai n() {

Para i = 0 ate o nunmero total de iteracoes{
/+*0s graos de areia sonente ingressaramna pilha pelo sitio central */

pi ngar (tamanho da matriz/2, tamanho da matri z/ 2);
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Capitulo 6

SIMULACAO DE MODELOS DE
DINAMICA DE POPULACOES

6.1 Versao Estocastica do Modelo Presa-Predador

6.1.1 Introducao

Um sistema é dito estocastico se pelo menos uma de suassisudé\saida for uma variavel aleatoria.
De forma geral, o estado de um sistema estocastico tem umoctamEnto que somente pode ser

descrito probabilisticamente [22].

O modelo presa-predador deterministico apresentado &a 8% e resolvido numericamente na
secdo 4.2 ndo inclui a aleatoriedade nas diferentes iGesamtre os individuos das populacdes. Essa
componente probabilistica pode ser incluida no modelagatsatravés de uma simulagdo compu-
tacional baseada em geradores de niimeros aleatérios, stad&oerepresentados os individuos das

populacdes com as respectivas probabilidades de intel@gzio

Um dos objetivos dessa abordagem € simular o comportamestpapulacdes de forma mais
realista, obtendo resultados mais proximos dos dadosimgrais, onde flutuac6es aleatdrias podem
ter grande influéncia sobre o comportamento das populagdesipalmente no caso em que o nimero

inicial de individuos é pequeno.

Além disso, essa abordagem deve também ser capaz de repmtipp de comportamento en-

contrado no modelo presa-predador deterministico em ¢oeslisimilares.



6.1.2 Implementacdo do Modelo

Para implementar a simulacdo computacional estocastinaodelo presa-predador, utilizou-se a ver-
sdo discreta dada pela eq. (4.18) como base. As regras degadeentre os individuos tiveram que

ser reinterpretadas para incluir a estocasticidade.

A partir de uma populacéo inicial de presas e predadores]aise a evolugcédo temporal do sistema
sujeito as novas regras. Para isso, sao realizados sadeingmeros aleatérios que controlarao a
ocorréncia de cada evento (reproducao, morte e predacéoiada individuo da populacdo em um

instantet.

Inicialmente, no instanté,, sorteia-se para cada individuo das populagdes iniciaisiimero
aleatorio(a;). Com o resultado do primeiro sorteio, testa-se se este ifmef € menor que a
taxa de nascimento de presas). Casoa; < «, a presa reproduz e a populagdo de presas tem
um acréscimo de um individuo para o passo postetior,Caso contrario, ndo houve sucesso na
reproducdo e o numero de presas permanece o mesmo. O meszasspré realizado para cada
termo de interagdo da equacgdo. Sorteia-se um novo nimettorade - ) e testa-se a probabilidade
deste individuo morrer por morte natural. O nimero aleatbeve ser menor queéV (probabilidade
de morte natural). Este termo é diretamente proporcionaliamero de individuos no tempg. Logo,
guanto maior o nimero de individuos no sistema, maior é apilitade desse individuo vir a falecer
por morte natural. O préximo numero aleatofi;) diz respeito a probabilidade deste animal ser
cacado. Para o sucesso da caga, o numero aleatdrio deversgrques P, que é a probabilidade de

caca() multiplicada pelo nimero de predadores existentegsem

Esses trés sorteios sdo feitos para cada presa no sistemal@ @atualizado da populacdo de

presas seréa o valor inicial da proxima itera¢ao

Para a populacao de predadores, 0 mesmo processo € utiliBata o nascimento de novos
individuos, o nimero aleatério deve ser inferior ao tenfiy. Caso isso seja verdade, o predador
é capaz de reproduzir e dar origem a mais um individuo nonsastéPara a morte dos predadores,
0 numero sorteado deve ser inferior apenas a constante dalideate da populagéo, pois o0 modelo
adotado é o exponencial. Se este individuo falece, a pdutée predadores tem seu valor diminuido
de uma unidade. O numero de predadores ao final da itetag@0& o nimero inicial para a proxima

iteracao.
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Figura 6.1: SimulacBes estocasticas do modelo presadgweda) Séries temporais obtidas com
~v = 0.3 b) Séries temporais obtidas com= 0.7, ¢) ed) Planos de fase referentes as series temporais

dea eb.

6.1.3 Resultados

A Figura 6.1 mostra o resultado final para duas simulacfesesiesultados confirmam o comporta-
mento oscilatério das populacdes e estdo de acordo comlaeart modelo apresentadas na secéo
3.2. Caracteristicas importantes do modelo como tipo deopwitico, estabilidade e oscilagédo foram
verificadas nestas simulagfes. E importante ressaltar sjuesoltados correspondem a simulagdes
estocasticas, que € um processo diferente da solucdo wandersistema realizado nas secdes 3.2 e
4.2.

Na partea da Figura 6.1, tem-se um exemplo de um sistema onde a popuagéesas no estado
de equilibrio € maior que a populacéo de predadores. Nestdegido, 0 paramentrg que representa
a taxa de conversao de presas em predadores, recebeu utnaiatgry = 0.3). Com isso, a energia
originada da conversdo da cagca em novos predadores € mgiterize O resultado € uma baixa
populacdo de predadores que ndo impede o crescimento dagipde presas. Entretanto, na parte

b da Figura 6.1, as populacdes se mantém em quantidadesrapdas, devido ao alto valor atribuido
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a esse parametroy = 0.7). Neste caso, a populagdo de predadores pode assumir adonesais

altos interferindo no crescimento da populacéo de presas.

6.2 Versao Espacial Estocastica do Modelo Presa-Predador

6.2.1 Introducao

A simulacao do sistema presa-predador apresentada naa®edior € uma versao simplificada da
interacdo que ocorre entre essas duas populacées. Em amasisal, € necessario investigar quais
as variaveis que possuem impactos relevantes na interaf@peesas e predadores. Nas simulacdes
realizadas na se¢do anterior, uma presa tinha uma pralzalals P de ser predada, onde é o
namero total de predadores no sistema. Independente dazdgéa dos predadores, a presa tinha
uma possiblidade de ser predada por aquele individuo. Méessdagem, a probabilidade de predacéo
ndo dependia da distancia entre a presa e o predador e agpedéra um parametro importante.

Entretanto, em modelos reais, a capacidade de movimentac&spaco, bem como a posicéo
dos individuos, sao fatores importantes para a sobrevar&@lacmesmo, pois um predador somente é
capaz de cagar individuos que estao localizados em suamtages, por exemplo.

Levando em conta essa dependéncia, realizou-se uma sinylaa representar o comportamento
das populacdes em um ambiente espacial, baseada na &tlidagum autbmato celular com regras

simples de movimentacédo e interacédo vistos na secéo 4.2.

6.2.2 Implementacdo do Modelo

Para a simulacéo proposta, considerou-se primeiramendematriz contendo um namero de indi-
viduos N e P distribuidos de forma aleat6ria. A partir dessa configwradgiial, foi realizada a
simulac¢é@o dos eventos como reproducgéo, predacédo e morirdidduos.

Nesta matriz, individuos de mesma espécie nao podem ocupasraa célula, de modo que duas
presas ndo podem se situar em uma mesma célula da matriz morimstante. Entretanto, essa célula
pode ser ocupada por uma presa e um predador no mesmo tempo.

A primeira etapa da iteracdo € o movimento dos individuosstdNetapa cada individuo tem
uma probabilidade de se movimentar. Cada populacdo posguptobabilidade de movimentagéo
diferente, onde presas podem ser mais rapidas do que oslpresl@ vice-versa. Em caso de sucesso,
o individuo podera se movimentar para um dos sitios vizinbode foi considerada vizinhanca do

tipo Von Neumann, desde que a célula desta dire¢cdo ndo estgada por um individuo da mesma
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Figura 6.2: Representacdo esquematica dos varios evamasqrrem em um passo da simulagao.

espécie. Portanto, quando todas as células estdo ocupandisiduo estd impossibilitado de se
locomover naquele instante.

Foi estabelecido também que o alimento das presas é abarslgoe o movimento das presas
nao possui um custo. Entretanto, esta caracteristica r@lalé para os predadores, que dependem de
energia para se movimentar. A contabilizacdo desta ené@imazenada em uma variavel atribuida
a cada predador no sistema, denominadae

Na proxima etapa, ocorrem as mortes naturais, onde é feit@ste de falecimento natural para
cada individuo. As probabilidades de morte natural tambéaem ser diferentes dependendo do caso
gue se quer representar.

A seguir, é realizada a predacédo, onde é feito um teste pdagcadador que se localiza na mesma
célula de uma presa. Caso ndo haja sucesso no teste, prestadgprficam localizados na mesma
célula que estavam anteriormente. Caso contrario, o ppedadalimenta da presa, que é retirada do
sistema logo em seguida. O predador tem sua variavel "famaigida.

ApOs esta etapa, busca-se no sistema todos os predadorest@oidna muitas iteragbes sem se
alimentar. Todos os predadores que tém a variavel fome maigual a uma constante de tolerancia,
gque é determinada no programa, sao mortos por fome.

Por ultimo, é realizada a etapa da reproducdo. Nesta etapsidera-se somente que as po-
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pulagcbes sejam compostas por fémeas as quais sdo capasgsatieizir de forma assexuada. Os
individuos que nascem ficam em alguma célula vizinha da maso 640 haja espaco para o nasci-
mento, este ndo ocorre. Entretanto, existe uma pequemardigeentre as duas populagdes no que diz
respeito a alimentagdo. Como o alimento das presas € ilimitadas as presas podem reproduzir, e €
feito um sorteio para isso. Para os predadores, o sorteiodgFdpser realizado caso este tenha se ali-
mentado na iteracdo atual ou na anterior. Esta restricBe aexploséo populacional de predadores.
Neste modelo, se a populacéo de presas for nula, a populagiedhdores, que depende das presas,
nao tera recursos para reproduzir, indo a extingao.

A Figura 6.2 mostra de maneira simplificada como ocorrem esteg considerados na simulacao
durante um passo. Dada uma configuracéo inicial, cada meyrigsenta o estado dos individuos apés
a realizacdo de cada evento considerado. Cada célula da puwte suportar até dois individuos de
espécies diferentes.

O resultado da movimentacédo é mostrado na gamede todos os individuos se movimentaram
para células vizinhas, com excessdo do predador P4. Nagpaitea-se que as presas N1 e N5 e o
predador P4 faleceram por morte natural. A pdrteostra o resultado da predacéo, onde a presa N2
foi cacada, pois se localizava na mesma célula que um preddapartee, € mostrado o resultado da
reproducdo, onde presas e predadores deram a origem adirndiNg, N9, N10, P6 e P7, gerando a

configuracéo final desse passo da interacédo, mostrago em

6.2.3 Resultados e Conclusoes

As primeiras simulagfes tiveram como objetivo encontrapgjunto de paramentros e condigcbes
iniciais para 0s quais os resultados apontassem coex&s@as duas espécies. A simulacdo que foi
realizada para este modelo possui um nimero maior de pac&nuet que o modelo presa-predador
apresentado nas sec¢des anteriores. Entre eles, esta ddfatibusao, representado pela mobilidade.
Devido a essa diferenca, ndo é possivel a utilizacdo dos osegatores de parametros utilizados
anteriomente. Os parametros iniciais encontrados ondergicou a coexisténcia podem ser vistos
na linha A da tabela 6.1 e considerou-se ainda que a vari@dB-dos predadores tinha um limite de

3 iteragbes. A coexisténcia foi verificada em todas as sighek que utilizavam um grande nimero
para a populacao inicial das duas espécies. A Figura 6.3angostresultado obtido pela simulagéo do
sistema adotando o conjunto A de parametros da tabela 6.4rtiAgiesse conjunto, foram realizadas
mudancas em cada parametro com o objetivo de analisar a pagtémcia para o modelo.

Além disso, foi testada a dependéncia dos resultados cagéceh maneira com que os individuos
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Figura 6.3: Resultado de uma simulagao que apresenta gei&sentre as espécies usando o con-

junto A de pardmetros da tabela 6.Ng = 7000 e Py, = 7000

eram distribuidos inicialmente na rede. Em alguns modeéfoslados através de autdbmatos celula-
res, as condicdes iniciais podem ter grande influéncia ngodamento do sistema. As seguintes

distribuicbes foram testadas:

A) Distribuicao aleatéria dos individuos em uma pequenéicegentrada da rede;

B) Distribuicdo uniforme dos individuos em uma pequenadegentrada da rede. Nessa dis-

tribuicdo todos os sitios da regido selecionada sao prielscbom uma presa e um predador;

C) Distribuicdo uniforme dos individuos realizada sepanaehte em uma pequena regido no
centro da rede. Nesta distribuicéo, a regido central fadidia em duas sub-regides, onde cada
regido foi totalmente preenchida com individuos de umacisp¥ale ressaltar que essas duas

regides sao vizinhas;

D) Distribuicao aleatéria dos individuos na rede.

Os planos de fase mostrados pela Figura 6.4 indicam que &ag#owem que a distribuicdo inicial
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Figura 6.4: Planos de fase obtidos com diferentes distilesi de individuos para o conjunto de

parametros

de individuos foi aleatéria em toda a rede levou muito maiggdes para convergir para o ponto de
equilibrio. As outras simulagBes convergiram mais rapl@mpara o ponto de equilibrio. Entretanto,
néo existem diferengas no estado estaciondrio para qualgselistribuicdes.

Os efeitos da estocasticidade podem ser melhor vizuakzgdando o namero inicial de indi-
viduos é muito pequeno e a regido onde estdo distribuidosité extensa. Isso ocorre porque 0S
predadores necessitam estar préximos a um grupo de presasepam capazes de reproduzir e, em
algumas distribuicdes iniciais, todos os predadores ficengd do grupo de presas; portanto, hdo sdo
aptos a reproduzir. Como a populacdo é pequena, os predadmextintos. Com isso, é possivel
ter duas simulagBes com mesmos valores de parametros epapunhicial apresentando resultados
diferentes, coexisténcia entre as duas espécies e a pdpulagredadores indo a extingdo. Os gra-
ficos da Figura 6.5 mostram a populacéo de predadores d® girmtilacdes onde vinte individuos
de cada espécie foram inicialmente distribuidos em umaoagiadrada d&00 x 300 sitios. Essas
simulagdes utilizam os mesmos valores de parametros e dlessrdsultaram em coexisténcia entre

as espécies e, nas outras duas simulagdes, a populacadaadqgpes foi a extingao.
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Figura 6.5: Simulacdo com ambas populacdes iniciais igua®; distribuidas em uma rede 31 x

300 sitios.

A partir dessas observaces, varias simulac@es forans fdilizando valores aleatdrios de po-
pulacéo inicial dentro de um mesmo intervalo. Devido ao amapnento estocastico, valores iguais
de populagdes iniciais podem resultar em extingdo ou déexis, sob essas condigbes criticas. A
Figura 6.8 contém um gréafico comparativo contendo todoseasderes e é denominada de Bacia de
Atracéo.

No primeiro grafico da Figura 6.8, o conjunto de constantetaaih sdo as constantes apresentadas
na linha | da tabela 6.1, onde ha muita dificuldade para o goedse fixar no ambiente. Neste
gréfico, ndo existe uma regido clara onde possa haver cedbpa a coexisténcia das duas espécies.
Entretanto, utilizou-se o conjunto de parametros da linka fabela 6.1. Com o aumento da constante
de nascimento de predadores, é possivel visualizar, nodegurafico da Figura 6.8, uma regido de
valores iniciais onde ha grandes chances de coexisténeimbas espécies, que sempre convergirdo
ao ponto assintoticamente estavel.

Realizando-se 100 simulagfes para esse conjunto de pesénaeextingao foi verificada e&2%

contra18% de simulagbes com coexisténcia. Tendo esse resultado es) peguenas alteracdes
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Tabela 6.1: Conjuntos de parametros utilizados para a agaal Valores dados em (%).

Caca| Nasc. N| Nasc. P| Mob. N | Mob. P | Morte N | Morte P | Coexist
A| 85 85 85 40 80 10 10 18
B| 95 85 85 40 80 10 10 15
C| 85 95 85 40 80 10 10 23
D| 85 85 95 40 80 10 10 23
E| 85 85 85 80 80 10 10 19
F| 85 85 85 40 40 10 10 15
G| 85 45 85 40 80 10 10 10
H| 45 85 85 40 80 10 10 4
I 85 85 45 40 80 10 10 1

foram realizadas com o objetivo de verificar a influéncia dod@imetros na estabilidade, conforme
mostrado pela tabela 6.1.

Foram realizados alguns testes envolvendo valores &itlas constantes. S&o valores limites
entre a extingdo e a coexisténcia das duas espécies qumiseidbs, fazem com que o sistema va a
extingdo independemente da condicao inicial.

Inicialmente, conclui-se que a influéncia da maioria dofupatros no sistema é bem pequena.
Entretanto, quando diminui-se drasticamente o valor denalgeles, o nimero de extingdes aumenta

consideravelmente.

Uma outra comparacéo a ser feita nesses casos é quanto dm estacionario das simulacdes
gue nao registraram a extingdo da populacdo de predadorebjeto é observar a influéncia de
cada parametro no ponto de equilibrio do sistema. Os rdsgltdessas simulacdes sdo mostrados
na Figura 6.6. Pode-se observar pela figura que as alterag8gzobabilidades de nascimento de
presas e na movimentacao de ambas as espécies ndo tém qudlgéecia no estado de equilibrio
do sistema. Pequenas alteracdes ocorrem quando se aurnefstares de caca e o nascimento de
predadores. Diminuic8es drasticas feitas no nascimenpoedas e predadores e na cacga resultam em
grandes altera¢des no estado estacionario do sistema.

Para visualizar alteragfes significativas no comportameéatsistema, analisou-se um parametro
de grande influéncia, a probabilidade de nascimento degwesi Os graficos da Figura 6.7 mostram

os resultados de duas simulagdes. Em ambas séries tempotaise o comportamento oscilatorio
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Figura 6.6: Distribuigdo inicial de 20 individuos de cadpydacdo em uma rede 860 x 300 sitios,

utilizando os diferentes conjuntos de parametros apradesina tabela 6.1

das duas popula¢des concordando com as consideracéasnieit®cdo 5.2. Na parteda Figura
6.7, a série temporal apresenta um numero de presas maiaredo mimero de predadores. Nesta
simulacdo, adotou-se um nimero muito baixo para a reprodigsi predadores (25), o que impediu
gque esta populacdo alcancasse valores muito altos. Emau@émesa, a populacdo de presas pdde
crescer e obter valores superiores a populacdo de predaddaeparteh da Figura 6.7, foi adotada
uma alta taxa de reproducéo dos predadores (85). Os remiltddidos desta simulagdo s&o bem
distintos dos resultados da simulagéo anterior, pois alpgdo de predadores é capaz de alcancar
altos valores fazendo com que as presas tenham valoreseseataido a predacéo.

Nos planos de fase da Figura 6.7 (paxtesd), as duas simulacdes confirmam as consideracfes
feitas na sec¢do 2, evidenciando a existéncia de um pontd@sgsamente estavel para o sistema e que
sdo independentes das condig¢fes iniciais.

Uma consequéncia importante para o sistema é o tipo debdigfib espacial das populacdes que
é relacionado a taxa de cacga dos predadores. Em situacdes pnedador é mais habil, a formacéo

final € constituida de agrupamentos de presas, com os predaus proximidades desses grupos.
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Figura 6.7: Series temporais resultante de simulacoes tijimnam diferentes valores de taxa de
nascimento de predadores. A taxa de nascimento dos predadores é deh2B. taxa foi aumentada

para 85.c) e d) apresentam os planos de fase para essas simulacdes.

Isso pode ser encarado como um meio de protecéo das pres#s dlewta probabilidade de caca. E
relevante citar que as populacdes sao distribuidas de faleatoria inicialmente e a rede nédo possui
sitios que privilegiam o desenvolvimento de qualquer pagd. Em situacbes onde a taxa de caca
elevada é elevada, existe 0 aparecimento de grupos pamaisi com as presas se agrupando para
sobreviver e os predadores vivendo em volta desses grupzenem estado estacionario do sistema.
Em situa¢des onde a taxa de caca dos predadores é baixasas poeseguem habitar a regido de
maneira uniforme, pois os predadores ndo apresentam olost&ignificativos para a proliferacéo da
populacdo na regido. As fotos nas paginas seguintes ataasan distribuicdes espaciais para diver-
sos instantes em duas simulacdes onde foram adotados wadetaaca de 85 e 45, respectivamente,

onde evidenciam-se claramente essas diferencas na cagfiguespacial final.

Portanto, os resultados obtidos na simulacdo do modela-presiador com dinamica espacial
mostram que a distribui¢ao inicial dos individuos n&o passlwéncia no ponto de equilibrio do sis-
tema, quando o conjunto de parametros adotados levarenxiatéoeia. Entretanto, com a estocasti-
cidade, é possivel obter situacdes onde simulacdes comsmsaa&/alores de parametros apresentam
resultados distintos. Essa caracteristica € mais comuniteag@s onde o numero inicial de indivi-

duos € baixo. Pode-se concluir que as taxas de mobilidadpasBoem influéncia sobre os pontos
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Figura 6.8:a) Bacia de atrac&o do sistema utilizando o conjunto de partiosetia linha | da tabela
6.1.b) Bacia de atracéo do sistema utilizando o conjunto de parfosetta linha A da tabela 6.1.

de equilibrio do sistema. Os parametros de maior influé@maadaxa de nascimento de predadores
e de presas e a taxa de cacga, sendo este Ultimo fator deteteniamaneira como as populacdes se
distribuem na regido. Predadores hdbeis geram populagéigsadas e predadores ndo habeis geram

populacdes distribuidas de maneira mais uniforme, no@ststdcionario.
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Capitulo 7

CONCLUSOES

Utilizando simulagcao computacional foi possivel obsermarmodelo da pilha de areia, que a forma
de distribuicdo dos grdos nédo tem influéncia no coeficiengalanda reta que caracteriza a Lei de
Poténcia que relaciona o tamanho das avalanches com o ndmenmrréncias. Independentemente
da forma com que os gréaos sao distribuidos inicialmente itios,sencontra-se a mesma Lei de Po-
téncias que caracteriza o fendbmeno. No entanto, a confiuespacial final dos graos € suscetivel
a forma como é realizada a distribuicdo dos grdos em cada.g@adrdes mais homogéneos séo ob-
tidos quando os gréos sao distribuidos uniformemente esteinhos. Distribuicdes nao-uniformes

geram padrdes espaciais ndo-aleatorios.

Na simulacéo espacial do modelo Presa-Predador com duaspdgs, a maneira com que 0s in-
dividuos séo distribuidos no passo inicial ndo influi nodestestacionario do sistema. Entretanto, para
uma pequena populacéo inicial, os efeitos da estocasteisi@no mais acentuados, pois os predadores
precisam chegar até as regides ocupadas por presas aniegngar@m o limite para a variavel fome.
Caso alcancem esse grupo, os predadores sdo capazes deestaale reproduzir. Caso a populagéo
de predadores tenha sucesso em sobreviver a esse estagmtearela alcangaré a capacidade suporte
da mesma forma que uma outra populag¢éo que possua um numcabelevado de individuos. Essa
barreira ndo existe quando a simulacao nédo considera @difles individuos. Deve-se ressaltar que,
nesse caso, o0 sistema apresenta grande sensibilidadelag@oras variaveis de caca e nascimento de
predadores. Essas variaveis estdo muito relacionadassgnpiois, em conjunto, ambas determinam
a quantidade de predadores existentes na regido. Alterag@sas varidveis causam significativos
deslocamentos do ponto de equilibrio das populagbes. Esequéncia, o sistema apresenta diferen-

tes respostas na maneira com que os individuos séo didtgbnds espaco. Predadores numerosos e



habeis geram configuragfes espaciais finais caracteripadérmag6es de agrupamentos, caso con-
trario essa distribuicdo € mais uniforme. A extenséo ddssaagem para um modelo presa-predador
com mais populacdes é o objetivo futuro desse trabalho. Delacom trabalhos recentes na area,
espera-se obter padrfes espaciais mais ricos, incluindioregdo de ondas espirais, além dos aglo-
merados. Espera-se também ser possivel relacionar efsesigis padroes espaciais finais com o

estado estacionario do sistema.
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