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Resumo

A Teoriade Conjuntos Aproximados (TCA), tem sido utilizadaem
várias áreasde pesquisa, principalmente naquelasrelacionadascom
representação de conhecimento e aprendizado de máquina. Estetra-
balho tem por objetivo investigara possibilidadedo uso do forma-
lismo de funçõesaproximadas(umaextensãodosconceitosbásicos
daTCA aoconceito defunções)parao desenvolvimento demétodos
de AprendizadoIndutivo de Máquina,e apresentar umashell de um
sistemaespecialista.
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Capítulo 1

Intr odução

Uma dasmais importantesáreasde atuaçãoda InteligênciaArtificial é o desen-
volvimentode SistemasBaseados em Conhecimento(SBCs),sendoqueestes se
apresentamprincipalmente soba forma deSistemasEspecialistas(SEs).Paraal-
gunsautores,inclusive,SBCse SEsrepresentamo mesmotipo desoftware.

Em linha gerais, SBCssãodefinidoscomoprogramasdecomputador quere-
solvem problemasutili zandoconhecimento representado explicitamentee que,
não fosseessarepresentação,exigiriam um especialista humanono domínio do
problemaparaa suasolução.

Sobestepontode vista, SBCs devem sercapazesde representar, manipular
e comunicar informações.É fato quetais sistemas devem estarpreparados para
modelare tratar informaçõesconsideradasimperfeitas. Muitas vezes,o que se
convenciona chamardeinformaçõesimperfeitasabrange informaçõesimprecisas,
inconsistentes,parcialmenteignoradase mesmoincompletas.Comoapontadoem
[Bonissone(1991)],

apresençadaincertezaemSBCspodeseoriginardeváriasfontes:da
confiabilidade parcial quesetem na informação,da imprecisãoine-
rentedalinguagemderepresentação naqual a informaçãoéexpressa,
danãocompletezada informaçãoe daagregação/sumarizaçãoda in-
formação queprovêm demúltiplas fontes.

Observe que os problemasrelacionados com incerteza acontecemem todo
SBC. E apesardemuitasvezeso tratamentodeincertezaserrealizadosemnenhu-
mafundamentaçãoteórica,existem vários formalismosdisponíveis,permitindoa
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obtençãoderesultadosmelhoresemaisseguros.Dentreasváriastécnicasexisten-
tesparao tratamento de incertezaemrepresentaçãodeconhecimento, bemcomo
paradescoberta deconhecimento, podem sercitadas:

m TeoriadeConjuntosAproximados(TCA) [Pawlak (1982)], [Pawlak (1991)],
[Nicoletti & Uchôa(1997)], [Uchôa(1998)];

m TeoriadeConjuntosFuzzy(TCF) [Zadeh(1965)], [Klir & Yuan(1995)];

m TeoriadeDempster-Shaffer (TDS) [Shafer(1976)], [Uchôaet alii(1997)];

m RedesNeurais Artificiais (RNAs) [McCulloch & Pitts(1943)],
[Fausett(1993)].

A TeoriadeConjuntosAproximados(TCA) foi propostaem[Pawlak (1982)],
como um novo modelomatemático pararepresentaçãodo conhecimento, trata-
mentode incertezae classificaçãoaproximada. Devido a estascaracterísticas,
tem-seutil izadoestateoria emInteligência Artificial, especialmentenasáreas de:

m aprendizadodemáquina;

m aquisiçãodeconhecimento;

m raciocíonio indutivo;

m descobertadeconhecimentoembasededados.

Em[Uchôa(1998)] podeserverificadoqueaTCA podeserutil izadacomsucesso
paraa implementaçãodemétodosderepresentaçãodeconhecimento incerto, bem
comoum formalismosubsidiando aprendizado demáquina.

Estetrabalhotemcomoobjetivo propor o desenvolvimentodeumalgoritmode
aprendizadoindutivo demáquinabaseadoemfunçõesaproximadas(umaextensão
dosconceitosbásicosdaTCA aoconceitodefunções)eo desenvolvimento deuma
shell paraum sistemaespecialista queutili zeestealgoritmo.

O trabalho estáorganizadodaseguinte forma: no Capítulo2 sãoapresentados
SistemasBaseados emConhecimento(SBCs),evidenciando a áreadeAprendiza-
do deMáquina (AM), comoumadasmaneirasderealizar AquisiçãodeConheci-
mentoparaa construçãodaBasedeConhecimentoemSBCs.No Capítulo 3 são
apresentadososprincipais conceitosdaTCA e descritasasmedidasmaisrelevan-
tespropostas nateoria. O Capítulo4 demonstra a extensãodosconceitosbásicos
da TCA aosconceitosde relação e função aproximada,queserãoutilizadosco-
mo subsídiopara o desenvolvimento deum algoritmo deaprendizado demáquina
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baseadonessesconceitos. No Capítulo5 épropostoo desenvolvimentodoalgorit-
mo deaprendizado indutivo denominadolmurf - Learning MachineusingROugh
Functions, o qual sefundamentana extensãodosconceitos da TCA ao conceito
de funções. O Capítulo 6 apresentaumashell de um sistema especialista desen-
volvida paraestealgoritmo. No Capítulo 7 é apresentadoconclusões e possíveis
melhorias parao algoritmo lmurf. O Apêndice A apresentao pseudocódigo dos
algoritmosdesenvolvidos.

3



4



Capítulo 2

SistemasBaseadosem
Conhecimento

2.1 Intr odução

Uma dasmaisproeminentesáreasem Inteligência Artificial é a de SistemasBa-
seados emConhecimento(SBCs),ou umadesuasprincipais formas,osSistemas
Especialistas(SEs).

O objetivo deste capítulo (baseadono capítulo 2 de [Uchôa (1998)]) é apre-
sentarosprincipais componentesnecessáriosa construçãodeSBCse introduzir o
conceito deAprendizadoe Máquinacomoum métododeAquisição deConheci-
mentoparaa construçãodaBasedeConhecimentodo SBC.

2.2 SistemasBaseadosemConhecimento

SBCs sãodefinidos formalmentecomoprogramasde computadorqueresolvem
problemasutilizandoconhecimentorepresentado explicitamente e que, nãofosse
essarepresentação,exigiriam umespecialistahumanonodomínio doproblemapa-
ra a suasolução. Conhecimentoe processoderesoluçãodeproblemassãopontos
críticos e essenciais duranteo desenvolvimento deum SBC. A arquiteturabásica
deum SBCpodeservisualizadanaFigura2.1.
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Base de
Conhecimento

Usuário

Shell

Motor de
Inferência

Interface
com o Usuário

Figura 2.1: Arquiteturabásicadeum SBC

Um SBCpossui, então, trêsmódulos principais, a saber:

1. Basede Conhecimentos(BC): contém o conhecimento específicodo do-
mínio da aplicação. É composto de fatos sobre o domínio, regrasquedes-
crevemrelaçõesno domínio e métodos e heurísticaspararesoluçãodepro-
blemasno domínio.

2. Motor deInferência (MI): mecanismoresponsável peloprocessamento do
conhecimentoda BC, utilizando-sede algumalinha de raciocínio. Imple-
mentaasestratégias de inferência e controle do SBC.Quando o conheci-
mentodo SBCestáexpressocomoregras,asestratégiasdecontrole empre-
gadaspelo MI normalmentesãoencadeamento paratrás (backward chai-
ning) ou encadeamento para frente (forward chaining). Quandoo MI usa
a estratégiadeencadeamentoparatrás,umalista dehipótesesé pesquisada
procurandoreunir evidênciasparaviabilizar a conclusãodavalidadedeal-
guma(s)dela(s). Estaestratégiacorresponde à pergunta: É possível provar
ashipótesesa partir dosdados disponíveis? Sea estratégiade controle for
encadeamentoparafrente, o MI parte dosdadose, com basenasregrasde
conhecimento, deduzoutras asserçõesprocurando chegar à soluçãodo pro-
blema.Essaestratégiacorresponde à pergunta: O queé possível concluir a
partir dosdados disponíveis?

3. Interfacecomo Usuário (IU): módulo responsável pelacomunicaçãoentre
o usuário e o sistema.Deve fornecer, também,justificativase explicações
referentesàsconclusões obtidasnaBC, bemcomodo raciocínio util izado.

SistemasEspecialistas (SEs)constituemumaimportantesubclassedosSBCs.
Um SEpodeserdefinido comoumSBCqueresolveproblemasbemespecíficosdo
mundoreal,problemasessesquerequeremconsiderável habilidade,conhecimento
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e heurísticasparasuaresolução. Na literatura, os termosSistemasBaseados em
Conhecimentoe SistemasEspecialistas são,muitasvezes,util izados quase sem
distinção.Adota-se essaabordagemnessetexto.

A grandemaioriadosSBCsapresenta-sesobaformadeSistemasBaseadosem
Regras(SBRs),queutilizam-sederegrasparacodificaçãodo conhecimento. Uma
regra é umaestrutura da forma �n(poq+4� , e é lida se ( é verd ade, entã o
+ tamb ém é verd ade , ou resumidamentese ( , ent ão + . O termo ( é
denominadoantecedentedaregra,eexpressaascondiçõesdeexecução damesma.
O termo + , por suavez,é denominadoconseqüente daregra e, casosatisfeitasas
condiçõesexpressasno antecedente, torna-seum fato. Um fato é umaregra da
forma �?or+M� , ou resumidamente�s+4� , onde o antecedenteé vazio, o queimplica a
verdade incondicional de + .

Observeque, emumSBR,o Motor deInferênciaéuminterpretador deregras.
OsSBCstambémpodem apresentar-sesoba formadeSistemasBaseados emÁr-
voresde Decisão,queutili zam-sede umaárvorede decisão paracodificaçãodo
conhecimento. Numaárvorededecisão,osnósnão-folhassãoconsideradoscomo
osantecedentesdaregra e suaanálisepermitequesepercorraa árvore embusca
de um nó folha queé considerado comoo conseqüente da regra. Note que,em
umSBCbaseadoemárvorededecisão,o Motor deInferênciaéumalgoritmo que
percorre umaárvore embuscadeum nó folha. Osnóssãoanalisados, indicando
o caminho quesedeve seguir naárvore, sendoqueosnósnão-folha possuemum
ou maisvalores(atributos) e compõemo antecedente deumaregra(condiçõesde
umaregra),enquantoqueosnósfolhasquepossuemtambémum ou maisvalores
irão comporo conseqüentedaregra(conclusãodeumaregra).

A capacidadederesolverproblemasquedemandaminformaçãoreferenteaum
determinadodomínio deconhecimento eexplicarseucomportamentotornaram-se
osaspectosprincipaisdeum SBC.Um SBCdeve sercapazdeexplicar seucom-
portamento e suas decisõesao usuário, respondendo o porque e comochegou a
umadeterminadasolução. De umamaneira geralasperguntaspor que referem-
se a qual conhecimentorespalda a conclusão; as perguntascomo, por suavez,
referem-seaospassos de raciocínio seguidos paradeterminar a soluçãodo pro-
blema. Estacaracterística é especialmente necessáriaquando o SBC lida com
domínios incertos(diagnóstico médico,por exemplo); a explicaçãopode,decerta
forma,aumentar o graudeconfiançaqueo usuário depositano sistema,ou então,
ajudá-lo a encontraralgumafalhano raciocínio do sistema.

Umaoutracaracterísticafrequentementenecessáriaéahabilidadedelidar com
incertezase informaçõesincompletas: a informaçãoa respeito do problemaa ser
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resolvido pode estarincompletaou serparcialmente confiável, bemcomoasre-
laçõesno domínio do problemapodemseraproximadas.Espera-se,também, que
umSBCsejaflexível o suficienteparapermitir, facilmente,aacomodaçãodenovo
conhecimento.

2.3 AquisiçãodeConhecimento

UmadasprincipaisatividadesrelacionadasaodesenvolvimentodeSistemasBase-
ados emConhecimentoconsistena transferência do conhecimento- informações
e/ouformasde conduçãodo raciocínio - do especialista humano(ou dequalquer
outra fonte) à Basede Conhecimentodo SBC.Esteprocessoé conhecido como
Aquisiçãode Conhecimento(AC) e é, reconhecidamente, o processomaisdifícil
duranteo desenvolvimentodeSBCs,exigindo um grande investimentoemtempo
e esforço.

Além daextraçãodo conhecimentonecessário, tal conhecimentodeve sertra-
duzido parao esquemaformal derepresentaçãousado peloSBCedeve serrepeti-
damente refinado, atéqueo sistemaatinja umgraudedesempenhopróximo aode
um especialistahumano, quando daresoluçãodo problema.Sobreesseprocesso,
pode serobservadoem[Nicoletti (1994)] que:

... o processode extraçãodo conhecimento do especialista envolve
um intensoquestionamento que,em certassituações, podeinterferir
na suaprópria percepçãode comoelabora o raciocínio. Geralmente
um especialista achadifícil detalhar descriçõesdeseuconhecimento
e de comoo usa;por outro lado, muitasvezesé difícil parao enge-
nheirodo conhecimento traduzir comexatidãoaquele conhecimento,
geralmente amploe multifacetado,emumalinguagemderepresenta-
çãorestrita. Devido aessasdificuldades, muitasvezeso conhecimen-
to extraído pode serinconsistente(comoconseqüência de diferenças
individuaisentreespecialistas), incompletoe impreciso.

Existeum vastoconjunto de métodos e ferramentasquefacilitam a tarefa de
AC. A disponibili dadedessa variedaderefleteo fatodaAC serum processomul-
tidimensional, podendoocorrer emdiferentesestágiosdo desenvolvimentodeum
SBC,e podendoenvolver vários tipos de conhecimento. Uma classificaçãopro-
posta em[Boose(1989)] agrupaosmétodos e técnicaspara AC em:

1. manuais- quetipicamenteconsistemdeentrevistaseanálisedeprotocolos;
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2. baseadasem computador:

(a) interativas - queenglobam,principalmente,ferramentasqueentrevis-
tamo especialista, quefazem análise textual, queextraeme analisam
conhecimentodemúltiplasfontes separadamente e ascombinampara
uso;

(b) baseadas em aprendizado - asquais, via de regra,generalizam situa-
çõesespecíficasemconceitos.

2.4 AprendizadodeMáquina

Comoobservadoem[Michalski & Tecuci(1993)], aprendizado podesercaracte-
rizadocomoum processomultidimensional que,via de regra, ocorre através da
aquisiçãodeconhecimentodeclarativo, do desenvolvimento dehabilidades moto-
rase cognitivas atravésde instruçãoe prática, da organizaçãodo conhecimento
existenteemrepresentaçõesmaisefetivas,dadescobertadenovos fatose/outeori-
asatravésdaobservaçãoe experimentação ou,então, atravésdacombinaçãoe/ou
composiçãodessas dimensões.

Um sistemainteligente deve sercapazdeformarconceitos,i.e.,classesdeen-
tidades unidaspor algum princípio. Tal princípio podeser o fato dasentidades
teremum usoou objetivo comumou,simplesmente, teremcaracterísticaspercep-
tuaissimilares. Paraa util izaçãodo conceito,o sistemadeve tambémdesenvolver
métodoseficientesdereconhecimento depertinênciadeumadadaentidadeaocon-
ceito. O estudo e a modelagemdeprocessos pelos quais o sistemaadquire, refina
e diferenciaconceitos sãoobjetivosdaáreadepesquisachamadadeAprendizado
deConceito, umasubáreadeAM.

EmAprendizadodeConceito, o termoconceito usualmenteindica umaclasse
deequivalência deentidades,quepodeserdescrita via um conjunto relativamente
limitado deexpressõesequedeve sersuficienteparaadiferenciaçãoentreconcei-
tos. Entidades individuaisna classe sãochamadasde instânciasdo conceito. O
fatodo conceitoserdefinidocomoumaclassedeequivalênciatornacadainstân-
cia deumaclasseigualmenterepresentativa do conceito emquestão;tal definição
estabelece, também,os limites da descrição daquelesconceitos - uma entidade
satisfaz ou nãosatisfaz o conceito. Mais detalhessobre aprendizadode conceito
podemserencontradosem[Mitchell (1997)] e [Langley (1996)].

Observe que, dadaa complexidadeexistenteno processodeaprendizado, não
háemrelação a eleumadefiniçãoúnicae tampouco um entendimentosuficiente.
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Podemser encontradas na literaturadefiniçõesque se diferenciam entre si pela
ênfasedada a diferentesaspectosdo processodeaprendizado.

Uma abordagemmais limitada de AM, geralmenteadotadapor pessoasque
trabalhamespecificamentecomSBCs,éadequeaprendizadoéaaquisiçãodeco-
nhecimentoexplícito. MuitosSBCsrepresentamconhecimento comoumconjunto
deregrasquenecessitamseradquiridas,organizadase estendidas. Isto enfatizaa
importânciadetornarexplícito o conhecimentoadquirido, demaneiraqueelepos-
safacilmente serverificado, modificadoe explicado.

Na literaturahádiversastaxionomiasdesistemasdeAM. Algumasdasvárias
razõesquedãoorigema estadiversidadedeclassificações são:diferentesestraté-
giasdeaprendizado adotadas,existência dediferentesrepresentaçõesdo conheci-
mento, domíniosdeaplicaçãovariados,etc.Umapossível taxionomiademétodos
deAprendizadodeMáquinaclassifica osparadigmasem:

AprendizadoSimbólico: aquisiçãodeconceitosexpressosemsímbolos,através
deconjuntosdeexemplos;

AprendizadoBaseadoem Instância: métodosquesimplesmentearmazenamas
instânciasdetreinamento;

AprendizadoBaseadoem Algorit mosGenéticos: queinclui ambos:algoritmos
genéticos,queinduzemhipótesesdescritasusandocadeiasdebits,eprogra-
maçãogenética,queinduzemhipótesesdescritascomoprogramas;

AprendizadoConexionista: buscam modelar o processo de funcionamento dos
neurôniose/ouáreasdo cérebro humano;

AprendizadoAnalítico: aprendizado baseado emexplicaçõese certasformasde
métodosdeaprendizado analógicose baseadosemcasos.

Noteque,dentre todos esses modelos,apenaso AprendizadoAnalítico é denatu-
rezadedutiva; todos osdemaissãoindutivos.

2.4.1 Aprendizado Induti vo deMáquina

Entreos vários modelos existentesparaaprendizado apontadosanteriormente, o
aprendizado simbólico conhecidocomoaprendizado indutivo baseadoem exem-
plosé o quemaistemsidopesquisadoe o quemaistemcontribuído efetivamente
paraaimplementaçãodesistemasdeaprendizado demáquina. A partir deumcon-
junto de exemplos, expressõesparatarefas classificatórias podemseraprendidas
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(induzidas)como,por exemplo,diagnósticodedoenças,previsãometeorológica,
predição do comportamentode novos compostosquímicos, predição de proprie-
dadesmecânicasdemetaiscombaseemalgumasdesuaspropriedades químicas,
etc.A Figura2.2,extraídade[Shaw & Gentry(1990)], ilustra esseprocesso.

Exemplo 1: Decisão i1
Exemplo 2: Decisão i2.               ..               ..               .
Exemplo n: Decisão in

Sistema de
Aprendizado Indutivo

Padrão 1 ⇒  Decisão j1
Padrão 2 ⇒  Decisão j2.               ..               ..               .
Padrão m  ⇒  Decisão jm

Conjunto de
Treinamento

Regras de Decisão

Figura 2.2: Esquemageraldeaprendizadoindutivo deregras

No aprendizado indutivo baseado em exemplos, tambémreferenciado como
aprendizadoindutivo, o conjunto deexemplos, tambémdenominadode conjunto
de treinamento, é fornecido ao sistemapor um instrutor ou pelo ambiente (base
dedados,sensores,etc.).Esseconjunto detreinamentoé geralmente composto de
exemplospositivos (exemplosdoconceito)eexemplosnegativos(contra-exemplos
do conceito). A induçãodo conceito corresponde a umabuscano espaço de hi-
póteses,deformaa encontrar aquelasquemelhorclassificam osexemplos. Nesse
contexto, melhorpode serdefinido emtermosdeprecisãoe compreensibilidade.

De umamaneirageral,um sistemaqueaprendea partir de exemplosrecebe
comodados informaçõesnaformadesituaçõesespecíficas,cadaumadelas devi-
damenteclassificadas(geralmentepor especialista humanono domínio), caracte-
rizando o queseconvenciona chamar de aprendizadosupervisionado, e produz,
como resultado, uma(s)hipótese(s) que generaliza(m) aquelas situaçõesinicial-
mentefornecidas. Entreasprincipaiscaracterísticasde sistemasde aprendizado
indutivo demáquina,encontram-se:

Incr ementabilidade: numsistemaincremental,a expressãodo conceito vai sen-
do construídaexemploa exemploe implica constanterevisãodo conceito
(ou conceitos) até então formulado(s). Um novo exemplo pode, eventu-
almente, causar um rearranjo da expressãodo conceito. A expressãodo
conceito vai semodificandoà medidaqueosexemplosvãosetornandodis-
poníveis. No casonão-incremental, o conjunto de treinamentodeve estar
totalmentedisponível no início do processodeaprendizado, umavezqueo
conceito é induzido considerando-setodos osexemplos deumavez.
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Teoria de Domínio: no casoemqueo sistemanãopossui informaçãoa respeito
do problemadeaprendizadosendotratado, o sistemainduz a expressãodo
conceito apenasa partir dosexemplosdisponíveis. Entretanto, paraquea
solução de problemasdifíceis de aprendizado sejamencontradas, é funda-
mentalqueumvolumesubstancialdeconhecimento sobreo problemaesteja
disponível, demaneiraasubsidiar a induçãodoconceito.Esseconhecimen-
to prévio existente é conhecido comoTeoriadeDomínioou Conhecimento
deFundo.

Linguagemde Descrição: eminferênciaindutiva, osexemplos,a TeoriadeDo-
mínio e ashipótesesformuladasnecessitamserexpressosem algumalin-
guagem e geralmentesãoutilizadaslinguagensformais.

Uma vez desenvolvido o sistemade AM, é interessanteavaliar o resultado
deste sistema. De umaformageral, entre oscritériosmaisusuais parasemediro
sucessodeum sistemadeAM encontram-se:

Precisãodeclassificação: é geralmentedefinida comoo percentualdeexemplos
corretamenteclassificadospelahipóteseinduzida.

Transparência da descrição induzida do conceito: emmuitosdomíniosdeapli-
cação(por exemplo,diagnósticomédico), é fundamentalqueadescriçãodo
conceito, gerada por um sistemade AM, sejacompreensível pelo ser hu-
mano. O entendimentodo conceito, por partedo serhumano,nãoapenas
aumentaacredibilidadedosistemadeAM, mastambémpermitequeo con-
ceitopossaserassimiladoe util izadopeloespecialista humano. Em muitas
situaçõesa transparência dadescriçãoé medidapelonúmero dedescritores
e operadoresusadosnadescriçãodo conceito.

Complexidadecomputacional: estárelacionada com os recursos computacio-
naisnecessários(tempo e espaço) pararealizar o aprendizado.

Comojá comentado, paraa expressãode um modelode aprendizado induti-
vo sãonecessárias linguagensquedescrevamosexemplos de treinamento, assim
comolinguagensquedescrevamosconceitosaprendidos. Váriosformalismosló-
gicos têmsido usadosem sistemasde aprendizado indutivo paraa representação
de exemplose conceitos. Em geral, distinguem-se dois tipos de descrição: des-
crição baseada ematributos(ou proposicional) e descrição relacional. Em uma
descrição baseadaem atributos,exemplos sãodescritos como vetores de pares
atributo-valor e umaclasseassociada. Em umadescriçãorelacional, exemplosdo
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conceito a seraprendido sãofornecidoscomofatos. O aprendizado relacional se
caracterizatambémporviabilizaro usodaTeoriadeDomínio;aincorporaçãodes-
setipo deconhecimentoaoprocessodeaprendizado quasesempre contribui para
umaexpressãomaisconcisae maisnatural do conceito a seraprendido.

2.4.2 Tratamento de Incerteza emAprendizadode Máquina

Um dosprincipaisproblemasemAprendizadodeMáquinaéo derepresentaçãode
incerteza.É fatoquetodoSBCpossui problemasrelativosà incerteza.Estapode
semanifestar de diversas formas: imprecisão,incompleteza, inconsistência, etc.
Torna-se,portanto, desejável quea estratégia deAM implementada,bemcomoo
próprio SBC,possuamecanismosde tratamentoda incerteza. Essesmecanismos
freqüentemente surgemsoba formademedidas deincerteza.

A TeoriadeConjuntosAproximados,formalismo tratado nestetrabalho,pos-
suimecanismosparaexpressãode,entreoutros,umtipo fundamentaldeincerteza:
a indiscernibilidade. A indiscernibilidadesurge quando nãoé possível distinguir
objetos deum mesmoconjunto; representaa situaçãoemqueessesobjetospare-
cemtodosserum único objeto.

Representaçãoda indiscernibilidade, bemcomotécnicasparaa classificação
deobjetos,usando a TCA, sãoasbases quesustentamo presentetrabalho e serão
abordadasemdetalhesnospróximoscapítulos.
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Capítulo 3

Elementosda Teoria de
Conjuntos Aproximados

3.1 Intr odução

Um conjunto aproximadoé um modelomatemáticousado paratratar um tipo de
incerteza- a indiscernibilidade. De umaformasimplista, conjuntosaproximados
podemser considerados conjuntos com fronteirasnebulosas,ou seja,conjuntos
quenãopodem sercaracterizadosprecisamenteutilizando-seo conjuntodeatribu-
tosdisponíveis. UmadasprincipaisvantagensdaTeoriadeConjuntosAproxima-
dos(TCA) éa denãonecessitardequalquerinformaçãoadicionalou preliminar a
respeito dedados, taiscomo:distribuiçãodeprobabilidade,atribuição decrenças,
graudepertinência ou possibilidade.

Estecapítulo temdoisobjetivo, a saber: o primeiro é apresentarosprincipais
conceitos e medidasdaTeoriadeConjuntosAproximados(TCA), comosubsídio
paraosestudosrealizadose,conseqüentemente, paraacompreensãodospróximos
capítulos;o segundoéapresentarosprincipaisconceitosdeSistemasdeRepresen-
taçãodeConhecimento(SRCs)soba ótica daTCA. Estecapítulo foi baseado em
[Pawlak (1991)] e em[Uchôa(1998)].

3.2 Teoria de Conjuntos Aproximados- TCA

3.2.1 EspaçosAproximados

Um espaço aproximadoé um parordenado �t�����u��
� , onde:
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m � é um conjunto nãovazio, denominadoconjunto universo;

m 
 é umarelaçãodeequivalênciasobre � , denominadarelação de indiscer-
nibili dade. Dados�"��vfNw� , se �2
Tv então� e v sãoindiscerníveis em � , ou
seja,aclassedeequivalência definidapor � éamesmaqueadefinidapor v ,
i.e., x �Jy<zw�{x v|y}z .

As classesdeequivalência induzidaspor 
 em � sãodenominadas conjuntos
elementares. Se ~ é um conjunto elementar, /Gj-�G�n~�� denota a descrição dessa
classedeequivalência. Essadescriçãoéfunção doconjuntodeatributosquedefine

 . Noteque, dados �l��vpN�~ , onde ~ é um conjunto elementar em � , � e v são
indiscerníveis,i.e.,no espaço �5�����u��
� nãoseconseguedistinguir � de v , pois
/�j)���<�����h/Gj)���<vJ���t/Gj-�G�n~�� .

3.2.2 ClassificaçãoAproximadadeum Conjunto

Dadoum espaço aproximado �1�����	��
� e um conjunto
��� � , como objetivo

deverificar o quãobem
�

é representadopelos conjuntos elementaresde � , são
definidas:

m a aproximaçãoinferior de
�

em � , ���"�J7I8�:0� � � , comoa união detodosos
conjuntoselementaresqueestãocontidosem

�
:

���"�J7I8�:0� � ���1���wNw�k�Gx �Jy}z ��� %��
m aaproximaçãosuperior de

�
em � , � �A� =$>,@0� � � , comoaunião detodos os

conjuntosquepossuemintersecçãonãovazia com
�

:

� �"� =?>,@J� � ���1���wN��k�|x �*y}zf� �������%�3

Nas notaçõesutilizadas,quando o espaço aproximado for conhecido e não
houverrisco deconfusão,areferênciaaoespaçoseráabolida. Assim,porexemplo,
�T=$>,@J� � � seráusadoemsubstituiçãoa � �"� =?>,@J� � � .

3.2.3 Regiõesdo EspaçoAproximado

Dadoum espaço aproximado �������u��
� e
��� � , asaproximações inferior e

superior permitem a classificaçãodo espaço aproximadoemregiões:
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1. região positiva de
�

em � , formadapor todasasclassesdeequivalênciade
� contidasinteiramenteno conjunto

�
e dada por,

�2� � � � � �\�t�e�A�J7I8;:0� � �
2. região negativa de

�
em � , formadapelosconjuntoselementaresde � que

nãoestãocontidosnaaproximaçãosuperior de
�

e dadapor,

� j4� � � � �\�5�h��� �A� =$>,@0� � �
3. região duvidosade

�
em � , formadapeloselementosquepertencemaapro-

ximaçãosuperior masnãopertencemà aproximaçãoinferior e dadapor,

/���� � � � �\�t� �"� =$>,@0� � ��� ���"�J7I8�:0� � �

Exemplo 1 Seja � umconjuntouniversoe 
 umarelaçãodeequivalência em � ,
definindoo espaço aproximado ���¡���	��
� . Sejatambém

�
, comoilustra a Fi-

gura 3.1. A aproximaçãoinferior e a aproximaçãosuperior de
�

em �������	��
�
sãomostradasna Figura 3.2(a)e 3.2(b). A Figura 3.3,por suavez,apresenta as
regiõesde

�
.

y

[x]

x

R

induzida pela relação R


A=(U,R)
universo U

⊆X    U

elementos
indiscerníveis


classe de equivalência


(conjunto elementar)

Figura 3.1: Conjunto ¢ no espaçoaproximado £f¤w¥}¦�§n¨�© .
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A=(U,R)

A     (X)inf

(a) AproximaçãoInferior de ¢ .

A=(U,R)

A     (X)sup

(b) AproximaçãoSuperiorde ¢ .

Figura 3.2: Aproximaçõesde ¢ em £ .

A=(U,R)

X    U⊆

pos(X)

duv(X)

neg(X)

Figura 3.3: Regiõesde ¢ em £ .

Seja ���ª���	��
� um espaço aproximadoe seja
�«� � . O conjunto

�
po-

de ou nãoter suasfronteirasclaramentedefinidasem funçãodasdescriçõesdos
conjuntoselementaresde � . Issoleva aoconceito deconjuntos aproximados: um
conjunto aproximado em � é a família de todosos subconjuntos de � quepos-
suema mesmaaproximaçãoinferior e a mesmaaproximaçãosuperior em � . Ou
seja, possuema mesmaregião positiva,negativa e duvidosa.

3.2.4 Medidasem um EspaçoAproximado

Dado um espaçoaproximado �¬����u��
� e
� � � , pode-se definir medidas

queindiquemo quãobem
�®� � podeserrepresentado peloespaço aproximado
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�t�{���	��
� .
Acuracidadede um Aproximação

Sejaum espaço aproximado �^�¯���	��
� . Com a finalidade de verificar o quão
bemo conjunto

�°� � podeserrepresentado por � , sãodefinidas asseguintes
medidas:

m medidainterna de
�

em � , ±��"�J7I8�:D� � �\��� �e�A�J7I8;:J� � �4� ;
m medidaexterna de

�
em � , ± �"� =?>,@ � � ���{� � �A� =$>,@ � � �4� ;

m qualidadedaaproximaçãoinferior de
�

em � , ²³�A�J7I8;:0� � �\��´;µ0¶ Xc·i¸-¹ Y»º] ¼[] ;

m qualidadedaaproximaçãosuperior de
�

em � , ² �A� =$>,@ � � �\� ´ µD¶�½n¾�¿ ¹ YÀº] ¼[] .

A medidade acuracidade de
�

é definidapelarelação entre a cardinalidadeda
aproximaçãoinferior de

�
pelacardinalidadedaaproximaçãosuperior de

�
, em

símbolos:

± � � � �\� ±�� 7I8�: µ �
� �

±�� =$>,@ µ � � � �
� �Á7I8;:J� � �4�
� �T=$>,@J� � �4� 3

Quando� é conhecido e nãohá risco de confusão,escreve-se ±M7I8;: , ± =?>³@ , ²�798;: ,
²D=$>,@ e ± emsubstituiçãoa ±2�A�J7I8;: , ± �"� =?>,@ , ²D�A�J7I8;: , ² �"� =?>³@ e ± � .

Índice Discriminante de Atrib utos

Sejao espaço aproximado �������	��
� e
�r� � . O númerototal deobjetos em

� quepodem, comcerteza,serclassificadosemdois subconjuntosdisjuntos,
�

e
��� � , é igual aonúmero deobjetosquenãopertencemà região /����2� � � . Esse
númeroé,pois:

�Â�t��/����2� � �4�|�{�Â�h�Ã�n�T=?>,@0� � ������7I8�:0� � ���4�|�{�Â�Ä���Å� �T=?>,@0� � ������7I8�:0� � �4�c3
Dessaforma, a razão:

Æ z	� � �\� �Â�Ä���Å� �T=?>,@J� � �Ç����7I8�:0� � �4�
�Â�Ä� �

definidacom índice discriminante deR comrelaçãoa X, forneceumamedida do
graudecertezanadeterminaçãodapertinência (ou não)deum elemento de � no
conjunto

�
.
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Funçãode Pertinência Aproximada

Em[Pawlak (1994)] épropostaumfunçãodepertinênciaaproximada,quepermite
calcular a pertinênciadeum elemento do universo � a qualquerdasregiõesdefi-
nidasporumconjunto

�È� � . Dadoumespaçoaproximado �������	��
�³� �¯� �
e �wN�� , a pertinência de � a

�
no espaço � é dadapor:

V �Y �<����� �Ix �Jy}zÉ� � �
�Ix �Jy}zÀ� �

onde x � yÊz denota a classe de equivalência induzida pelarelaçãode equivalência

 , quecontém o elemento � (e todos os seusequivalentes, por 
 ). Quando � é
conhecidoe nãohárisco deconfusão,escreve-seV Y emsubstituiçãoa V �Y .

3.3 Representaçãode Conhecimento

3.3.1 SistemasdeRepresentaçãodeConhecimento (SRCs)

Os conceitos da TCA sãoutili zadosprincipalmente no contexto de Sistemasde
RepresentaçãodeConhecimento.UmSistemadeRepresentação deConhecimento
(SRC)é umaquádrupla B������u�³&��³Ë���ÌD� , onde � é o universo finito de B .

Oselementosde � sãochamadosobjetos,quesãocaracterizadospor umcon-
junto deatributos & eseus respectivosvalores.O conjunto devaloresdeatributos
é dadopor Ë��5Í�Î³Ï�ÐLË Î , onde Ë Î é o conjunto devalores do atributo Ñ . Porsua
vez, Ì\Ò��ÔÓ�&ÔÕ�Ë é umafunçãodedescrição tal que Ì2�<�l��Ñ��RNwË Î , para �pNp�
e Ñ�NÖ& .

Dadoum SRC B×�����	�³&��³Ë���ÌD� , é importanteobservar quecadasubconjunto
deatributos Ø � & defineum únicoespaço aproximado �{�����	��ÙØ�� onde ÙØ é a
relaçãodeindiscernibilidade(equivalência) induzidapor Ø .

Exemplo 2 Sejao SRCrepresentado pelaTabela3.1,onde ���1���������2�����������*�;�
�2�����������2�����2 �����!����"�$#�% , &k���)(��,+)��.���/J% e Ë����|E��,F��,Ú���Û0�,Ü��,ÝG% . Nestesistemade
representação deconhecimentotem-se:

m Ì2�<�"�4��(D���tÛ ;
m Ì2�<�2���,+M�\�ÔE ;
m Ì2�<�2����/��\��E ;
m Ì2�<�2����.4�	�hÜ .
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Tabela3.1: SRC onde ¦Þ¤Þß�àGá�§sà�â,§nà;ã³§sà;ä,§sà�å³§sà;æ,§sà�ç,§sà�è³§sà;éi§sàGáëê�ì e í�¤Þß�î�§nï³§sð,§?ñ-ì
¦ î ï ð ñ
à á 4 1 3 1à�â 6 1 4 1à;ã 6 2 5 2à ä 6 1 5 1à�å 4 2 4 1à;æ 4 2 4 2à�ç 4 2 3 1à è 4 1 4 1à;é 6 1 4 2à�áëê 4 1 4 2

Exemplo 3 Seja B o SRCdo Exemplo2 e Ø^�ò�)/0% . Nestecaso tem-sequeos
elementos �0� , �2� , �2! e �A�$# são indiscerníveis comrelação a Ø pois possuemo
mesmovalor. Alémdisto, �{�'���	�lÙØ�� é umespaço aproximadoe seusconjuntos
elementaressão ~R�u�1���A�����2�����*�;���������������� �% , ~��Á�1���������������2!����A�$#�% .

O Exemplo4 demonstrao cálculo dosprincipaisconceitosemedidasdaTCA.

Exemplo 4 Seja B o SRCdefinido no Exemplo2 e seja Ø����)(*�,+)% , umsubcon-
junto deatributosde & . Nessecaso, osconjuntoselementaresdo espacoaproxi-
mado �^�È���	��ÙØ�� são: ~e�ó�ô���A�����2 ����A�$#�% , ~Á�O�ò�����������;����!-% , ~Á�O�ò������% e
~R�Á�1���2�����������2�-% . Seja

� �1���*��������% . Tem-seque:

���"�J7I8�:0� � �\�1��� � %
� �A� =$>,@0� � �	�1�����������������;����!�%
Ælõ � � �\� �$# � ] � � � ]�$# � ��$# �tCD3cö

±l�"�J798;:D� � ����E
± �A� =$>,@0� � �\�÷Û
± � � � �	�tCD3ÂF;Ü
²D�A�J7I8;:0� � ���hCD3ÊE
² �A� =$>,@ � � �	�tCD3øÛ
V �Y �<�2�)���ÔE
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3.3.2 Tabelasde Decisão

No contexto da TCA o interesserecai, principalmente, sobretabelas de decisão,
um tipo particular deSRC.Umatabeladedecisão é um SRCondeosatributosde
& sãodivididosemcondições e decisões.Tem-seentão&���ù÷úfû , onde ù é o
conjuntodascondiçõese û o conjuntodasdecisões.Comogeralmenteo conjunto
û é unitário, umatabela de decisão é descrita por Bt�ü���u�³ùhú��-ý;%��³Ë���ÌJ% , onde
� , Ë e Ì sãotaiscomonumSRC, C é o conjuntodecondiçõese ý é o atributo de
decisão.Por ùÿþn(D�-�����sý�� entende-seaclassificaçãode B , i.e.,afamíliadeconjuntos
elementaresdo espaço aproximadoinduzido por �-ý�% .
Exemplo 5 Seja B o SRCdo Exemplo2. Seja / o atributo dedecisãoem B , i.e.,
ý��1/ . Sé umatabela dedecisão,onde ù����)(��,+-��.-% . Osconjuntoselementares
do espaço aproximadoinduzidopor ù são �����M% , ���2������!�% , ������% , ���*��% , ���2�����2��% ,
�����-% e ���� ����A�$#�% . Por sua vez,a classificação de B é dada por ùgþ<(D�������sý��Þ�
�;���"�)�����������;���������2�����2 �%��M���������2������!����A�$#�%;% .

Dadaumatabeladedecisão B÷�ü���u�³ùhúw�-ý�%��³Ë���Ì0� , é importanteverificar o
quão bema família de conjuntoselementaresinduzidos pelascondições Ø � ù
espelha a família deconjuntoselementaresinduzidospor �-ý�% . Paraisso, conside-
rando o espaço aproximadoinduzido por Ø , sãodefinidas:

m regiãopositiva de ý induzidapor Ø ,

��� ���nØÀ�,ý���� �
Y Ï���� Qi=�=	� ¹�
 º

� õ �J7I8�:0� � �³�

m graudedependência de ý comrelação a Ø ,

� �nØÀ�,ý��u� � ��� ���nØÀ�,ý��4�
�Â�L� �

m fator de significância de um atributo (1N�Ø , com relação à dependência
existente entre ý e Ø ,

H BÀ�n(���ØÀ�,ý��\� � � �nØÀ�,ý����Ã� � �nØ5�×�)(*%��,ý����� �nØR�,ý�� �
se � �nØÀ�,ý����C .
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Exemplo 6 Seja B o SRCdefinidono Exemplo2 eseja Ø1�1�)(��,+�% . Osconjuntos
elementares do espaço aproximado induzido por Ø são: ~����°���A�����2 -���"�$#�% ,
~Á� �����������*�;���2!�% , ~�� ��������% e ~R� �'�����������������-% . Por suavez, ùgþ<(D�������n/��Á�
�;��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ���  %��M��� � ��� � ��� ! ��� �$# %;% .
Comisso, é possível verificar osseguintesresultados:

��� ���nØÀ��/���� �
Y Ï���� Q³= =	� ¹�� º

� õ �J7I8�:0� � �\�

�h� õ �J7I8;:������ � ��� � ��� � ��� � ��� � ���  %��Aú � õ �J798;:0����� � ��� � ��� ! ��� �$# %����
�1���A�4�����;���2�-%»úÖ���2�-%T�1���A�����2�����*�����2�-%
� �nØÀ��/��	� � ��� �G�nØR��/��4�

�Â�L� � Û
E4C �tCD3øÛ03

Para o cálculo de:

H BÀ�n(���ØÀ��/D�	� ¹���¹ õ�� � º � ¹���¹ õ ��� Q�� � � ºëº��¹ õ�� � º �
e de:

H BÀ�s+-��ØÀ��/D�\� ¹���¹ õ�� � º � ¹���¹ õ ��� S � � � º}º��¹ õ�� � º �
bemcomoo de:

H BÀ�n.���ØÀ��/��u� ¹���¹ õ�� � º � ¹���¹ õ ��� U�� � � ºëº��¹ õ�� � º �
é necessário calcular antes o valor de � ���-+)��.-%���/D� , � ���)(*��.-%���/�� e � ���)(��,+)%���/�� ,
respectivamente, para esteexemplo, considerando-seque Ø � �«�-+-��.)% , Ø � �
�)(*��.-% e Øl�O�ô�)(��,+)% , tem-sequeas famíliasdosconjuntoselementaresdoses-
paçosaproximadosinduzidospor Ø0� , Ø[� e Øl� são dadas, respectivamente, por
�;���A�4%��M���2�;���� �����!����"�$#�%��M�����;���2��%��M���2��%��M���2��%��M���*�;%;% , �;���"�������-%��M�����;���2������ ����A�$#�%��
�����������-%��M���2�;����!�%;% e �;���A�����2 ����A�$#�%��M�����������;����!�%��M���2��%��M���������2�����2�-%;% . Donde:

��� �G�nØ\����/��\�1���A�����2�����*�����2�-% e� �nØ\�)��/��\� ��$# �tCD3øÛ0�
��� ���nØ � ��/D�\�1��� � ��� � % e� �nØ[�;��/��\� ��$# �tCD3ÂF��
�2� ���nØ[�-��/D�\�1���2�-% e� �nØ[�;��/��\� ��$# �tCD3ÊE�3
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Portanto,

H BÀ�n(���ØÀ��/D�\� ¹���¹ õ�� � º � ¹���¹ � S � U�� � � ºëº��¹ õ�� � º � äáëê � äáëêäáëê �hCD�

H BÀ�s+-��ØÀ��/D�\� ¹���¹ õ�� � º � ¹���¹ � Q � U�� � � º}º��¹ õ�� � º �g� äáëê � âáëêäáëê �tCD3ÂÜ��

H BÀ�n.���ØÀ��/D�	� ¹���¹ õ�� � º � ¹���¹ � Q � S � � � ºëº��¹ õ�� � º �� äáëê � ááëêäáëê � �� �tCD3cö�Ü�3
Diz-se, aindacomrespeito a umatabela dedecisão B������	�³ùtú��-ý�%��³Ë���Ì*% e

Ø � ù que Ø é independente comrelação àdependência existenteentre ý e Ø se,
paratodo subconjunto próprio 
���Ø , for verdade que ��� ���nØÀ�,ý�� �� ��� ���n
��,ý�� ,
i.e., � �nØÀ�,ý�� �� � �n
��,ý�� . Casohajaalgum 
��1Ø tal que �2� ���nØÀ�,ý��Á� ��� �G�n
��,ý�� ,
i.e., � �nØÀ�,ý��u� � �n
��,ý�� , então Ø é dito serdependente comrelaçãoà dependência
existenteentre ý e Ø .

3.3.3 Reduçãodo Conjunto Inicial de Atrib utos

Um problemacrucial nocontexto deSistemasdeRepresentaçãodeConhecimento
é o de encontrar subconjuntos do conjunto original de atributoscom o mesmo
poder discriminatório deste. A obtençãodestessubconjuntos podeauxiliar tanto
nareduçãodecustocomputacional emtarefas queutilizem-sedeSRCs,comoaté
mesmocusto temporal ou financeiro (casoatributosde difícil obtenção ou alto
custo possam sereliminados). No contexto da TCA, a obtençãode redutos está
intimamenteligadaà anàlisededependência entreatributos.

Um conjunto 
�� Ø é dito serum reduto de Ø com relação à dependência
existenteentre ý e Ø se for independente com relação à dependência existente
entre ý e 
 , e ��� �G�nØÀ�,ý���� �2� ���n
��,ý�� , i.e., � �nØÀ�,ý��	� � �n
��,ý�� .
Exemplo 7 SejaS o SRCdo Exemplo2, onde / é o atributo de decisão em B .
Comojá visto, S e uma tabela de decisão, ondea classede condiçõesé dada
por ù �^�)(��,+-��.-% e a decisão é dada por �-ý;%Ö���)/0% . A família ùÿþn(D�-�����n/�� foi
determinadano Exemplo5. Tem-seosseguintesresultadosem B :

� �?ùe��/��u� � ��� ���?ùe��/��4�
�Â�Ä� � � Û��

�9E4C*� �tCD3øÛ

� ���)(��,+)%���/��u� �9E|�
�9E4C*� �hCD3ÊE
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� ���)(*��.-%���/��»� � FJ�
�9E4C*� �tCD3ÂF

� ���-+-��.-%���/��»� � Û��
�9E4C*� �tCD3øÛ

Nestecaso ù é dependentee �-+-��.)% é o único subconjunto de ù a possuir um
redutode ù , pois �-+)��.-% éo únicosubconjunto como mesmograu dedependência
de ù . Tem-seainda: � ���-+�%���/D�	� � C*�

�9E4C*� �tC
� ���).-%���/D�u� � FJ�

�9E4C*� �tCD3ÂF
Portanto, o conjunto 
'�'�-+)��.-% é o único reduto do conjunto de condiçõescom
relação a dependência entre ý e ù .

3.4 ComentáriosFinais

Nestecapítulo, foram apresentadososprincipaisconceitosemedidasdaTeoriade
ConjuntosAproximados,como objetivo desubsidiar osestudosderelaçõesefun-
çõesaproximadas, conceitosqueserãoapresentados no Capítulo 4. Osconceitos
foramutil izados no desenvolvimentodeum algoritmo deaprendizado indutivo de
máquina, apresentado no Capítulo5.
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Capítulo 4

RelaçõeseFunçõesAproximadas

4.1 Intr odução

O objetivo principal destecapítulo é demonstrarqueos conceitos básicos da Te-
oria deConjuntosAproximadospodem serestendidosaosconceitos matemáticos
de relaçõese funçõesde conjuntos, comoapresentado em [Uchôa(1998)] e em
[Nicoletti; Uchôa& Baptistini (2001)]. O capítulo também pretende investigar a
possibilidade do usodo formalismo de funçõesaproximadascomoum subsídio
parao desenvolvimentodealgoritmosdeaprendizado demáquina(AM).

4.2 RelaçõesAproximadas

Sejam ��Ã� ���	����
 �i� e ����� ���[����
T�)� dois espaços aproximados. O pro-
duto de �T� por �Á� é o espaço aproximado denotado por � � ���u��
� , onde
��� � � Ó � � e a relaçãode indiscernibilidade 
 � ��� � Ó � � � � é definida por
���<�A����vD�³�³�)�<������v��4���fN5
 � �<�"�4�����)�ÉN�
 � e �<vD����v��4�fN�
T� , onde ���������pNÔ�	�
e v � ��v � N�� � . Os elementos �<� � ��v � � e �<� � ��v � � sãoindiscerníveis em 
 se, e
somentese, os elementos �0� e ��� forem indiscerníveis em 
Á� e vD� e v�� forem
indiscerníveis em 
u� . Isso implica que x �<�"��vJ�$y9z , a classede equivalência de 

contendo �<�"��vJ� , deve ser igual ao produto cartesiano de x �Jy z á por x vGyÊz â , como
podeserobservadono Exemplo8. Tem-seque 
 , da maneiracomofoi defini-
da, é umarelação de equivalência (indiscernibilidade), pois, comomostrado em
[Uchôa(1998)] e em[Nicoletti; Uchôa& Baptistini (2001)]:

é reflexiva: como 
e� e 
e� sãorelaçõesdeequivalênciaem ��� e �[� , respectiva-
mente,então �<�2�����A�i��N 
 � , !��"�óNt�	� e �<������������NÃ
T� , !��2�ÉNh�Ç� . Pela
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definiçãode 
 , entretanto, tem-sequese �<�|�����"�i�ÀNÖ
� e �<���������)�RNÞ
T�"�
���<�A�����2�)�³�)�<�A�����2�)���»NO
#�¬
 é reflexiva;

é simétrica: dadoque 
 � e 
 � sãorelaçõesdeequivalênciaem � � e � � , respec-
tivamente, 
ÿ� e 
e� sãosimétricas,i.e.,

m �<�A�4���2�)�»NO
 �$�°�<�������"�i�»NO
 � ,m �<���4�����)�ÀNO
T�"� �<�;�����G�³�»NÞ
e� ,
então:
���<�A�������i�³�)�<�2�������)���ÀNO
#� �<�A�����2�)�uNO
 � e �G�����;�ÿNO
T�"� �<�2�����A�³�»NO
 � e
�;�����G�ÁNÞ
e�"�°���<�������;�)�³�)�<�A�)�����i���»Nf
#� 
 é simétrica;

é transitiva: dadoque 
 � e 
 � sãorelaçõesdeequivalênciaem � � e � � , respec-
tivamente, 
ÿ� e 
e� sãotransitivas, i.e.,

m �<�A�4���2�)�»NO
 � e �<�������2�)�uNO
 �%� �<�A�����2�)�uNO
 � ,m �<���4�����)�ÀNO
T� e �<�������;�)�uNO
T�"� �<�������;�)�»Nf
T� ,
então: ���<���������i�³�)�<�������������ÖNk
 e ���<�������;�)�³�)�<���;���;�)���ÞNÔ
&� �<�A�����2�)�ON

 � e �<�������2�)� N�
 � , �<�������;�)� N�
T� e �<�������;�)� N�
T�'� �<�A���������ÉNh
 � e
�<���4�����)�ÀNO
T�"� ���<�A�������i�³�)�<�������;�)���»NÞ
#�¬
 é transitiva.

Exemplo 8 Sejam �T���ª���\����
 �i� e ��� �ª���[����
T�)� dois espaçosaproximados,
onde ���u�k���A�����������2�����*��% , 
 �u�1�G�<�A�����"�i�³�)�<�������2�)�³�)�<���������)�³�)�<�������*�)�³�)�<�"�)�����)�³�
�<�2�����A�i�³�)�<�2�����*�-�³�)�<�*�|�������,% , �Ç�À�k�)(*�,+-��.-% e 
e�Á�1�G�n(���(0�³�)�s+)�,+4�³�)�n.���.��³�)�n(*�i+M�³�
�s+-��(0�,% . Seja �ü�ª���	��
���ô��� � Ó×� � ��
� o produto de � � por � � , onde 
 �
���	�ÁÓw�[�)� � . Nestecaso, o conjunto deobjetos � é dadopor,

���1�G�<�A����(0�³�)�<�A�-�,+M�³�)�<�"�)��.��³�)�<���;��(0�³�)�<�����,+M�³�)�<�2�;��.��³�
�<������(0�³�)�<�����,+M�³�)�<�2�;��.��³�)�<�*����(0�³�)�<�*�|�,+M�³�)�<������.��,%��

e como 
 é definida por ���<�0����vD�³�³�)�<������v��4����N�
(� �<�"����������N�
 � e �<v�����v�����N
T� , temseque
z*) � ¹ë¹ ` á � Q º � ¹ ` á � Q º}º � ¹ë¹ ` á � S º � ¹ ` á � S º}º � ¹ë¹ ` á � U º � ¹ ` á � U º}º � ¹ë¹ ` á � Q º � ¹ ` á � S ºëº � ¹ë¹ ` á � S º � ¹ ` á � Q ºëº �¹ë¹ ` â � Q º � ¹ ` â � Q º}º � ¹ë¹ ` â � S º � ¹ ` â � S º}º � ¹ë¹ ` â � U º � ¹ ` â � U º}º � ¹ë¹ ` â � Q º � ¹ ` â � S ºëº � ¹ë¹ ` â � S º � ¹ ` â � Q ºëº �¹ë¹ ` ã � Q º � ¹ ` ã � Q º}º � ¹ë¹ ` ã � S º � ¹ ` ã � S º}º � ¹ë¹ ` ã � U º � ¹ ` ã � U º}º � ¹ë¹ ` ã � Q º � ¹ ` ã � S ºëº � ¹ë¹ ` ã � S º � ¹ ` ã � Q ºëº �¹ë¹ ` ä � Q º � ¹ ` ä � Q º}º � ¹ë¹ ` ä � S º � ¹ ` ä � S º}º � ¹ë¹ ` ä � U º � ¹ ` ä � U º}º � ¹ë¹ ` ä � Q º � ¹ ` ä � S ºëº � ¹ë¹ ` ä � S º � ¹ ` ä � Q ºëº �¹ë¹ ` á � Q º � ¹ ` â � Q º}º � ¹ë¹ ` á � S º � ¹ ` â � S º}º � ¹ë¹ ` á � U º � ¹ ` â � U º}º � ¹ë¹ ` á � Q º � ¹ ` â � S ºëº � ¹ë¹ ` á � S º � ¹ ` â � Q ºëº �¹ë¹ ` â � Q º � ¹ ` á � Q º}º � ¹ë¹ ` â � S º � ¹ ` á � S º}º � ¹ë¹ ` â � U º � ¹ ` á � U º}º � ¹ë¹ ` â � Q º � ¹ ` á � S ºëº � ¹ë¹ ` â � S º � ¹ ` á � Q ºëº �¹ë¹ ` ã � Q º � ¹ ` ä � Q º}º � ¹ë¹ ` ã � S º � ¹ ` ä � S º}º � ¹ë¹ ` ã � U º � ¹ ` ä � U º}º � ¹ë¹ ` ã � Q º � ¹ ` ä � S ºëº � ¹ë¹ ` ã � S º � ¹ ` ä � Q ºëº �¹}¹ ` ä � Q º � ¹ ` ã � Q ºëº � ¹ë¹ ` ä � S º � ¹ ` ã � S ºëº � ¹ë¹ ` ä � U º � ¹ ` ã � U ºëº � ¹ë¹ ` ä � Q º � ¹ ` ã � S ºëº � ¹}¹ ` ä � S º � ¹ ` ã � Q ºëº �,+
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Os conceitos da TCA podem ser facilmenteestendidos a um relação, principal-
mentepelo fato que uma relação é também um conjunto. Assim, sejam �l�Þ�
���\����
 �³� e ���p� ���[����
T�)� dois espaços aproximadose �ª� ���	��
� �����2��Ó
� � ��
� o produtode � � por � � . Dadaumarelação (ouumconjunto)

�È� � � Óe� � ,
podemserdefinidas a aproximaçãoinferior e a aproximaçãosuperior de

�
no es-

paçoaproximado � :

�Á7I8;:J� � ���k�G�<�"��vJ�ÀN��\�ÁÓp�[�|�Ix �<�"��vJ�$y}z ��� %��
�T=$>,@0� � �\�k�G�<�"��vJ�»Nw�\�ÁÓp�[���Ix �<�"��vJ�$y}zO� ����5� %�3

Exemplo 9 Seja �r�q���u��
�p�q���Ç�óÓt�Ç�-��
� o espaço aproximado produto
definidonoExemplo8. Sejamtambémasrelações

� �.-\�0/ � � � Ó»� � , tal que
� �

�G�<�A����(0�³�)�<�A�)�,+4�,% , -��1�G�<�"����.��³�)�<���;��.��³�)�<������.4�³�)�<���|��.��,% e /t�1�G�<�A����(D�³�)�<�"�)��.��³�
�<������(0�³�)�<���;��.��³�)�<�*�G��.��,% . Nestecaso,tem-se:

��798;:J� � �������
�e=$>,@0� � �\��x �<�A����(0�$y}zp��x �<�A���,+4�$y}zp�1�G�<�A����(0�³�)�<�A�-�,+M�³�)�<�2�;��(0�³�)�<���;�,+4�,%��

��7I8�:0�1-L���t�T=?>³@D�1-Ä����x �<�"����.��$y}zOúwx �<������.��$y}z��
�G�<�"����.4�³�)�<�2�;��.��³�)�<���|��.4�³�)�<������.��,%ÿ�2-	�

��7I8�:J��/T����x �<�2����.��$y}z��1�G�<������.��³�)�<�*�|��.4�,%��
�T=$>,@J��/T����x �<�A����(0�$y}zfúpx �<�A����.��$y}zfúpx �<������(0�$y}zfúpx �<������.��$y}zp�1�u3

Além dasaproximações, os conceitos deregiões,bemcomoo de pertinência
aproximada,tambémpodem serfacilmenteestendidos a relações:

��� � � � � ���t��7I8�:0� � �\�1�G�<�l��v0�ÀNw�\�ÁÓw�Ç���Ix �<�"��vJ�$y}z ��� %��
� jM� � � � ���1� � Óp� � ��� =?>³@ � � ���1�G�<�l��v0�RNw� � Ów� � �Ix �<�"��vJ�$y z � � ����%��
/���� � � � �\�t�e=$>,@J� � �Ç����798;:0� � �	�1�G�<�"��vJ�»Nw�	�ÁÓw�[���Ix �<�l��v0�$y}zO� ������

�Ix �<�l��v0�$y}z �� � %��

V �Y ���<�"��vJ���\� �Ix �<�l��v0�$y}zO� � �
�Ix �<�"��vJ�$y}z»� 3
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Exemplo 10 Seja B�� o SRCfornecidopelaTabela4.1 onde �{� ���|���434343)����!�% e
& � �)(��,+)��.���/J% , cuja representação é fornecida pela Tabela4.2. Seja BÇ� o SRC
fornecidopelaTabela4.3onde �5�k���G���434343)���2!-% e &1�Ô�)(*�,+-��.-% , cuja represen-
tação é fornecidapelaTabela4.4. Considere � � �'��� � �³B � � e � � ����� � �³B � � os
espaçosaproximados induzidos, respectivamente, por B)� e B�� , sendo queo pro-
duto de � � por � � é dadopor ���^���u�³B�� . Sejatambém umarelação

��� � ,
dada por

� �k�G�<�2�����A�i�³�)�<�"�������)�³�)�<�"�)���2���³�)�<�2�������)�³�)�<�����������³�)�<���;���2���³�)�<���;�������,% .
A aproximaçãoinferior e a aproximaçãosuperior de

�
em � são, portanto:

��798;:0� � �	�1�G�<�A�����2�)�³�)�<�A���������³�)�<���;���2�4�³�)�<�2�;���2���,%

� =$>,@ � � ���k�G�<� � ��� � �³�)�<� � ��� � �³�)�<� � ��� � �³�)�<� � ��� � �³�)�<� � ��� � �³�)�<� � ��� � �³�)�<� � ��� � �³�
�<�������2�)�³�)�<���������)�³�)�<�2�;���2�4�³�)�<�2�;�����)�³�)�<�2�����2���³�)�<�2�����2�)�³�)�<�2���������³�)�<�������2�)�³�

�<�����������,%

Tabela4.1: ExemplodeSRC,onde ¦f¤Öß�à á §�3�3�3�§nà é ì e íÖ¤Öß�î;§sï³§sð,§sñ-ì .
U a b c d

à�á 1 0 1 1à�â 1 0 1 1à ã 0 1 0 1à;ä 1 1 1 1à�å 1 1 1 0à æ 1 0 1 0à ç 0 1 0 1à;è 1 1 1 1à;é 1 1 1 0

Tabela4.2: Conjuntoselementaresgeradosa partirdo SRCfornecidopelaTabela4.1.

¦54,í a b c d6 á�¤�ß�à�á §sà�â ì 1 0 1 16 â�¤�ß�à;ã³§sà�ç ì 0 1 0 16 ã ¤�ß�à ä §sà è ì 1 1 1 16 ä ¤�ß�à å §sà é ì 1 1 1 06 åA¤Þß�à�æ�ì 1 0 1 0
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Tabela4.3: SRC,onde ¦f¤�ß�àGá §�3�3�3�§nà;é�ì e íÖ¤Öß�î;§sï³§sð�ì .
U a b c

à á 1 0 1à�â 1 0 1à;ã 0 1 0à ä 1 1 1à�å 1 1 1à;æ 1 0 1à�ç 0 1 0à è 1 1 1à;é 1 1 1

Tabela4.4: Conjuntoselementaresgeradosa partirdo SRCfornecidopelaTabela4.3.

¦54,í a b c6 á�¤Þß�à�á�§sà;â,§sà;æ�ì 1 0 16 â�¤Öß�à;ãi§sà�ç ì 0 1 06 ã ¤Öß�à ä §sà å §sà è à é ì 1 1 1

Observe queasdefiniçõese conceitos relativosa um espaço aproximadopro-
duto binário ���fÓÅ�e� podem ser facilmenteestendidos a um espaço produto� -ário, da seguinte forma: seja �u���434343���� 8 uma família de espaços aproxima-
dos ondecada �Á���°��� 7 ��
 7 � , E87�9:7 � . Então �������\�|ÓÀ�434343���ÓÀ� 8 ��
�
é um espaço aproximado produto � -ário, onde 
 é uma relação de indiscerni-
bilidade definidada seguinte forma: ��
Tv , ���®�<�|���434343)��� 8 �ÉN{�\��ÓÀ�434343-��Ó»� 8
e v1� �<v � �434343)��v 8 �pN'� � ÓÀ�434343���Ó»� 8 � � 7 
 7 v 7 , para todo 9 , E;7�9<7 � , e
� 7 ��v 7 Np� 7 .

4.3 FunçõesAproximadas

Sejam����� � �³B�� e P'�'�1-\��Ø�� dois espaçosaproximados quaiquere sejauma
função 6pÒ � Õ=- . A representaçãode 6 em � é a função 6 ¹ � � W º Ò

� Õ�F�> , tal
que:

6 ¹ � � W º �<�����1��vÉN?-f� @óN x �*y � �,6��1@G���tv*%��
ou seja,a �n���PÄ� -aproximação de 6 em � é o conjunto formado por todososele-
mentosde v quesãoimagemdoselementos de

�
pertencentesà mesmaclasse
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de equivalênciade � . Como proposto em [Uchôa(1998)], a aproximaçãoinfe-
rior e a aproximaçãosuperior de 6 em � , que são,respectivamente,asfunções
6�7I8;:0�<���uÒ � ÕA-"B�Ø e 6�=$>,@0�<���uÒ � ÕA-"B�Ø , definidaspor:

6�798;:D�<�����h�Á7I8;:J�s6 ¹ � � W º �<�����³�	!��pN
� �

6;=$>,@D�<�����h�e=$>,@J�s6 ¹ � � W º �<�����³�	!��pN
� 3

Diz-sequeumafunção 6 é exata em � N � see somente se 6$7I8;:D�<���Á�{6 =?>,@ �<��� .
Do contrário, 6 é inexata. O conjunto 6,=$>,@D�<������6�798;:0�<��� é o errodaaproximação
de 6 em � , podendosermedidopor C�:J�<���\���s6 =?>³@ �<�����O6�798;:0�<�����DB�6 =$>,@ �<��� . Como
o interessemaior é aproximar todos os pontos de

�
, define-se a aproximação

inferior e a aproximação superior de 6 ¹ � � W º em
�

, emsímbolos �»7I8;:0�s6A�ÀÒ � Õ
F > e �e=$>,@J�s6A�	Ò � Õ®F > , respectivamente,daseguinteforma:

�Á7I8;:0�s6A���1�G�<�"�)x vGyE���ÀN � Ó?-"B�Ø � vfNO6�7I8�:0�<���,%��
�T=$>,@0�s6A���1�G�<�"�)x vGyE���ÀN � Ó?-"B�Ø � vfNO6;=$>,@0�<���,%�3

Observe que,daformacomoforam definidas, tanto �"7I8�:0�s6A� , como ��=$>,@J�s6A� con-
tinuamsendofunções,o quepodeserobservadono Exemplo11.

Exemplo 11 Sejao espaço aproximado �h�{���	��
� , onde ���1�)(��,+)��.���/*�,j;�,62� �J%
e ��B�
1�1�;�)(��,+)%��M�).-��/J%��M�-j;�,6l%��M�4��%;% . Seja 6 a função definida por 6f�1�G�n(���(D�³�
�s+-��(0�³�)�n.��,j-�³�)�n/J� �0�³�-�sj;�,(0�³�)�?62�,+4�³�)�<�*���D�³% . Para o cálculo de �	7I8�:0�s6A� e �e=$>,@J�s6A� ,
é necessário obter 6,7I8;:0�<��� e 6;=$>,@��<��� para todo �ÔN�� , o queé fornecidopela
Tabela4.5.

Tabela4.5: Cálculode F XÂ·M¸ ¥ à�© e F ½n¾�¿ ¥ à�© .à G àIH b F�J µLK MON ¥ à�© F Xc·i¸ ¥ à�© F ½n¾�¿ ¥ à�©î ß�î;§sï�ì ß�î�ì P ß�î�§nï�ìï ß�î;§sï�ì ß�î�ì P ß�î�§nï�ìð ß�ð,§?ñ-ì ß.Q4§SR�ì ßDR�ì ß,QM§TF�§UR�ìñ ß�ð,§?ñ-ì ß.Q4§SR�ì ßDR�ì ß,QM§TF�§UR�ìQ ß,QM§�F�ì ß�î;§sï�ì ß�î;§sï�ì ß�î�§nï�ìF ß,QM§�F�ì ß�î;§sï�ì ß�î;§sï�ì ß�î�§nï�ìR ßDR�ì ß�R�ì ßDR�ì ß�R�ì

Nessecaso, a aproximaçãoinferior e a aproximaçãosuperior de 6 ¹ � � W º são
dadaspor:

��7I8�:J�s6A���k�G�n(*�³�g�³�)�s+-�³�g�³�)�n.��M�4�J%��³�)�?/J�4�4��%��³�-�sj;�4�)(��³+)%��i�)�s62�M�)(2�,+)%��i�)�<�*���4�*%��,%|�
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�T=$>,@J�s6A���1�G�n(��M�)(*�,+)%��³�)�s+-�M�)(*�,+)%��³�)�s.��M��j��³62� �J%��i�)�n/��M��j��,62� �*%��³�-�sj|�M�)(*�i+�%��M�
�s62�M�)(*�,+)%��³�)�}�*�M�4�J%��,%�3

Observe que �»7I8;:0�s6A� e � =$>,@ �s6A� são,a bemdaverdade,aproximaçõesdafun-
ção 6 ¹ � � W º e não de 6 . Mas ela permiteque se pense em estratégiasparafun-
çõesaproximadasnumespaço aproximadoqualquer. Umapossível extensão, por
exemplo,é a definição de uma função de classificação aproximada de um con-
junto / �{� [Uchôa (1998)], baseadana função 6 , e nosespaços aproximados
�t�{� � �³B�� e P{���1-	��Ø � , notadapor H ¹ � � W º ÒGF

Y Õ®F�> , tal que:

H ¹ � � W º ��/T���
�
V Ï�W 6 ¹ �

� W º �1@��
O significadodestafunção é claro: ela indica o quãobemo conjunto / está

sendo“visto” através da função 6 , em relaçãoaosespaçosaproximados � e P ,
ou seja, como / é “classificado” por 6 em P . Quandoosespaços � e P sãoco-
nhecidos,e nãohá risco de confusão,utili za-seHó��/T� em vez de H ¹ � � W º ��/T� . A
aproximaçãoinferior e a aproximaçãosuperior da função de classificaçãoapro-
ximadade 6 , comopropostoem [Uchôa(1998)] e notadas,respectivamente, por
H"7I8;:�Ò|F Y Õ®F�> e H[=?>³@�ÒGF Y Õ¬F�> , sãodefinidascomo:

H"7I8;:J��/T��� �V Ï�W 6�7I8�:D�1@G�

HÇ=$>,@J��/T��� �V Ï�W 6;=$>,@��1@��
Impondo-sea condiçãode / serum conjunto elementar em � , H ¹ � � W º ��/T� mostra
o quãobem 6 mapeiaa classe / no espaço aproximado P . Mais ainda, H)7I8;:0��/e�
indicaa “certeza” coma qualosespaçosaproximados� e P refletem6���/T� , pois
é formadapor uma união de conjuntos elementaresde P , cujos elementos se-
guramente pertencemà 6���/T� , seanalisados através daclassificaçãoexistenteem
P . HÇ=?>,@0��/T� , por suavez, é formadapelosconjuntos elementaresde P , cujos
elementos possivelmente pertencemà 6���/T� analisadosatravés da classificação
existente em P . Isso pode ser melhor visualizadono Exemplo12. Nestecaso,
( / é um conjunto elementar em � ), é intuitivo que H�7I8;:J��/T�É�È�Á7I8;:0�nHó��/T��� e
H =$>,@ ��/T���t� =?>³@ �nH ��/e��� .
Exemplo 12 Sejam B o SRCfornecidopela Tabela4.6 e 6 umafunção quema-
peia todo objeto de B em �)CD��E��,FG% conformefornecidopela Tabela4.7. Obvia-
mente6 podeservistacomoumaclassificaçãoefetuada nosobjetosde B .
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Tabela4.6: ExemplodeSRConde ¦Þ¤Þß�à|á §�3�3D3 §sàGáëê�ì e í�¤Þß�î�§nï�ì .
¦ î ï
à á 4 1à�â 6 1à;ã 6 2à ä 6 1à�å 4 2à;æ 4 2à�ç 4 2à è 4 1à;é 6 1à�áëê 4 1

Tabela4.7: Mapeamento dosobjetosde X em ß,Y)§DZ³§�[Mì .
¦ \ X ¤?F�¥ à X ©à�á \-á2¤]Yà�â \4âA¤?[à ã \ ã ¤?[à ä \ ä ¤?[à�å \4åA¤<Zà;æ \Mæ"¤<Zà ç \ ç ¤<Zà è \ è ¤]Yà;é \Mé"¤?[à�áëê \-áëê"¤]Y

Os conjuntoselementaresde B são ~\��� ���"�M���2 ����A�$#�% , ~��ó�^���������*�����2!�% ,
~��Á�1������% e ~R���1���2�����������2�)% . Nestecaso, tem-se:

Para ~ÿ� :
H ¹ � � W º �n~ÿ�i���k��vD����v� -��vD�$#�%��Hl7I8�:J�n~g�i���1��vD����v� ���vD�$#�%��
HÇ=?>³@D�n~g�i���1��vD�4��v� ���vD�$#-%�3

Para ~ � :
H ¹ � � W º �n~��)���1��v�����v;�;��v�!-%��Hl798;:J�n~��)�������
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H[=$>,@0�n~Á�)���k��v��-��v�����v;����v�!-%�3
Para ~ � :

H ¹ � � W º �n~Á�)���1��v��-%��
Hl7I8�:0�n~ � �������

H[=$>,@0�n~Á�)���k��v��-��v�����v;����v�!-%�3
Para ~R� :

H ¹ � � W º �n~R�-���1��v�����v�����v|�-%��
Hl798;:J�n~Á�-���1��v�����v�����v|�-%��
HÇ=?>,@0�n~Á�-���1��v�����v�����v|�)%�3

Observe queosobjetos dosconjuntos elementares~ � e ~ � forambemclassifica-
dos,deacordo comosresultadosobtidos.O mesmonãopodeserdito dosobjetos
de ~Á� e ~Á� quepossuempor aproximaçãoinferior da classificaçãoaproximada
de 6 o conjuntovazio, indicandoqueesses conjuntoselementaresnãoforam bem
classificadospor 6 , levando-seem contaos espaçosaproximados existentes(um
criadoapartir do sistemaderepresentaçãodeconhecimento B eoutro a partir dos
valores de 6��<��� em � ). Notequeisso,podeserutil izadono desenvolvimento de
algoritmosdeaprendizado demáquina.
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Capítulo 5

Algoritmo deAprendizado
Induti vo deMáquina Baseadoem
FunçõesAproximadas

5.1 Intr odução

No capítulo anterior foram apresentados alguns conceitos de funçõesaproxima-
dasquepodemserutilizadosno desenvolvimentode algoritmos de aprendizado
indutivo demáquina.

O objetivo deste capítulo é apresentaro desenvolvimentodeum Algoritmo de
AprendizadoIndutivo deMáquinabaseadoemfunçõesaproximadas.

5.2 O Algoritmo lmurf - Learning Machine usingROugh
Functions

Oalgoritmo lmurf foi desenvolvido parademonstrarapossibilidadededesenvolvi-
mentodealgoritmosdeaprendizado indutivo demáquinasubsidiadospor funções
aproximadas.O algoritmo desenvolvido, produz umaárvore dedecisão,cujas re-
grassãoobtidaspercorrendo a árvore desuaraiz atéum deseusnósfolhas,como
podeser verificado no Exemplo 13. Ao percorrer a árvore,os nós sãoanalisa-
dosindicandoo caminho quesedeve seguir, sendoqueosnósnão-folha possuem
um ou maisvalores (atributos),quecompõemo antecedente deumaregra(condi-
çõesdeumaregra). Osnósfolhas quepossuemtambémum ou maisvaloresirão
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compor o conseqüente daregra(conclusãodeumaregra).

Exemplo 13 Considereo SRCrepresentadopelaTabela5.1,onde �5�1���-�4�����������
34343-�����-%�� e &5�1�)(��,+-��.���/0% .

Tabela5.1: SRC onde ¦O¤Öß�àGá�§sà�â�§sà;ã³§sà�ä³§sà�å³§sà�æ�ì e í�¤Þß�î�§nï³§sð,§sñ-ì .
¦ î ï ð ñ
à á 4 1 3 1à â 6 2 5 2à�ã 6 1 5 1à�ä 4 2 4 1à å 4 1 4 1à�æ 6 1 4 2

Aplicandoo algoritmo lmurf numatabeladedecisão B������u�³ù�úÄ�-ý;%��³Ë���ÌJ% onde
ù1�1�)(��,+)��.-% e ýÿ�t/ , tem-se:

m Árvore deDecisão

a = 4

d = 1 b = 2

d = 2 c = 5

d = 1 d = 2

SIM

SIM

SIM

NAO

NAO

NAO

Figura 5.1: ÁrvoredeDecisão.
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m Regras
(a = 4) o (d = 1)
(a
�� 4) & (b = 2) o (d = 2)

(a
�� 4) & (b

�� 2) & (c = 5) o (d = 1)
(a
�� 4) & (b

�� 2) & (c
�� 5) o (d = 2)

O algoritmo lmurf utilizadono Exemplo13 e queserádescrito a seguir, foi
dividido emváriospassos,visando umamelhorlegibilidadee compreensão. Du-
ranteospassos5,8,11e15doalgoritmo lmurf, sãorealizadaschamadasdafunção
Inserir_nó. Estafunção insere nós(comproposição(ões) decondiçãoou proposi-
ção(ões)dedecisão)naárvore dedecisão.Umadescriçãodafunção Inserir_nó é
apresentadaa seguir.

Inserir_nó (nó)
Início

Se (nó_pai igual a Nulo) fazer
nó_pai = nó;

Senão
Se (nó_atua l.filho_es querda = Nulo) fazer

nó_atual .filho_esq uerda = nó;
nó.pai = nó_atual;

Senão
Se (nó_atual. filho_direi ta = Nulo) fazer

nó_atual.f ilho_direit a = nó;
nó.pai = nó_atu al;

Senão
nó_atual = nó_atual.p ai;
Inserir_nó (nó);

Se (nó não é folha) fazer
nó_atual = nó;

Fim

O algoritmo possui comoentradaumatabela dedecisão B������	�³ùLúÁ�-ý�%��³Ë���ÌD�
e umavariável � j_^�`Ä�^C . Com estatabela, o algoritmo calcula H�7I8�:J� �LK � , (pa-
ra todo

� K N'ùÿþn(D�-� = �sý�� , E87a^b7 �øùgþ<(D��� = �sý��4� ), com maior númerode ele-
mentose geraproposição(ões) consistentesparaos nósda árvore de decisão. Se
H"7I8;:0� �LK � � � , o algoritmo irá calcular H�=$>,@0� �LK � (paratodo

�K Nhùÿþn(D�-��=4�sý�� ,
Ec7d^e7'�øùÿþn(D�-��=��sý��4� ) e escolher HA=?>,@0� �LK � ��'� com maior númerode elemen-
tos paragerar proposição(ões) inconsistentesparaos nós da árvore de decisão.
Caso HA7I8;:J� �LK �O�¬� e H[=$>,@J� �LK �O� � , o algoritmo calcula V*W*XY[Z �<��� paratodo
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�LK Nwùÿþn(D�-��=��sý�� , Ef7g^h7��øùÿþn(D�-��=4�sý��4� , e todo � pertencente a cadaconjunto ele-
mentardecadaum dosespaçosaproximadosP 7 �����u��Ø 7 � , tal que Ø 7 é a relação
deequivalência induzidapeloatributo . 7 N ù , Ei729j7��øùó� . Se � V W�XY Z �<���4��7 � j_^�`
ou � P 7 �D� E , umaproposiçãodeconclusãoé geradae inserida emum novo nó da
árvore dedecisão,senãoo algoritmo divide a tabela de decisão B emduasnovas
tabelas B � �¯��� � �³ù1ú �-ý;%��³Ë���ÌD� e B � �ª��� � �³ù5ú��-ý�%��³Ë���ÌD� , atravésdo maior
valor obtido com o cálculo da função de pertinência aproximada ViW*XY[Z �<��� . Uma
proposição baseada na função de pertinência aproximadaé gerada e inserida em
umnovo nódaárvoredecisão.O algoritmoéentãoreiniciadorecursivamentecom
B[� e depois com BJ� .

Dadaumatabela de decisão Bh� ���	�³ù�ú��-ý�%��³Ë���Ì*% , pode-severificar, deta-
lhadamente,todosospassosdo algoritmo lmurf :

1. Inicializar variáveis (fazer pert=0 , restart= false , nó_pai =NULO,
nó_atu al=nó_pai )

2. Se U = k ou restart= true , retornar a árvore de decisão (cujo nó raiz
aponta para nó_pai ) e terminar o algoritmo

3. Fazer restart=t rue e calcular l;monqpsr�t�tvu�wsx�yzm|{0}f~��0�,�0�,�T}z�O� , a famí-
lia de conjuntos elementares do espaço aproximado ��m�w1���.{�xI��y . Se a
cardinalidade de l for igual a � ( � l$�vm�� ), ir para o passo 15

4. Calcular ��� ��� ws}z�,y�m���� �v� wE������� ���E�Dw�}z�0y�y , para todo }��'��l , � �b¡e��� l$� ,
e todo ¢��"m|w1���	£��1y , tal que £¤� é a relação de equivalência induzida pelo
atributo ¥.�¦�dn , �§�©¨ �&� nz� . ������� ���s�Dw�}z�,y é a função de classificação
aproximada do conjunto elementar }j� , baseada na função identidade ª e
no espaço aproximado ¢%�«mbwS�¬��£��Sy . Se ��� �v� w�}z�0y$m® , para todo �¯�°¡±�� l$� , ir para o passo 7

5. Fazer restart= false . Selecionar a � � ���²ws} � y , �"�<¡j��� l$� , com maior nú-
mero de elementos. Identificar os conjuntos elementares ³gm�{�³ ~ �0�,�,�0��³µ´�� ,�z�:¶i�#� ��� ��� ws}z�0y,� , contidos em ��� �v� w�}z�0y . Para cada ³%·*�]³ , �z�¹¸c�:¶ ,
gerar uma proposição de condição para um nó não-folha da árvore de de-
cisão e uma proposição de decisão para um nó folha da árvore. Cada
nó da árvore tem a forma wsr<m»º�¼.½�¾,yT¿�Àj�,�0�T¿�À�wsr<m»ºv¼.½1Á�y , onde r é o atri-
buto que gera o espaço aproximado ¢$� utilizado em ��� �v� w�}z��y . Por sua
vez, Â_· �¹� , �¦�b¸Ã�;¶ , é um elemento qualquer do conjunto elementar³%· . Cada proposição de condição wsrÄm(º_¼.½TÅ�y é constituída da seguinte
forma: r recebe o nome do atributo que gera o espaço aproximado ¢ �
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utilizado em ��� �v� w�}z�0y e ºv¼.½�Å , �Æ��¸¹�b¶ , recebe o valor atribuído a ca-
da elemento Â�· por esse atributo. As proposições de decisão são cons-
tituídas de forma semelhantes, com a exceção de que r recebe o nome
do atributo de decisão x . Fazer nó_não-folh a=proposiçã o(ões) de
condição e nó_folha =proposição (ões) de decisão . Executar a
função Inserir_nó (nó_não-fol ha) e Inserir_n ó(nó_folha) .
As conclusões tiradas a partir da árvore de decisão e que envolvam estes
nó, são classificadas como conclusões consistentes.

6. Fazer �°mÄ�zÇÈ��� �v� ws}z�,y . Se para o novo conjunto � , o número de conjuntos
elementares do espaço aproximado ¢%� utilizado em ��� �v� w�}z�0y for igual a 1,
remover o atributo ¥ � �<n , �f�;¨È�b� nz� , que induziu o espaço aproximado¢ � . Ir para o passo 2

7. Calcular � uUÉ,Ê w�}z�0y�m�� uUÉ,Ê ws�«����� ���s�Dws}z�0yTy , para todo }¯�'�°l , �c�d¡Æ�(� l$� ,
e todo ¢%�qm�wS�¬��£��Ey , tal que £¤� é a relação de equivalência induzida pelo
atributo ¥D�c�dn , �Ä�(¨'�&� nz� . �«����� �����Dws}¯��y é a função de classificação
aproximada do conjunto elementar } � , baseada na função identidade ª e
no espaço aproximado ¢ � mËw1����£ � y . Se ��uUÉ,Ê²w�} � y$m®� , para todo �¯�Ä¡±�� l$� , ir para o passo 10

8. Fazer restart=f alse . Selecionar a � uUÉ,Ê w�}z�0y , �"�<¡j��� l$� , com maior nú-
mero de elementos. Identificar os conjuntos elementares ³gm°{�³ ~ �0�,�0�,��³�´�� ,�z�:¶i�#� � uUÉ,Ê w�}z�0y0� , contidos em � u�É.Ê ws}¯��y . Para cada ³$·±�]³ , �z��¸c�Ì¶ ,
gerar uma proposição de condição para um nó não-folha da árvore de de-
cisão e uma proposição de decisão para um nó folha da árvore. Cada
nó da árvore tem a forma wsr:m�º ¼.½ ¾.yT¿�Àj�0�,�T¿�À�wsr:moº ¼.½ Á0y , onde r é o atri-
buto que gera o espaço aproximado ¢ � utilizado em �¤u�É.Ê²ws} � y . Por sua
vez, Â · �®� , �<�Í¸��Î¶ , é um elemento qualquer do conjunto elemen-
tar ³%· . Cada proposição de condição wEr2m&º�¼.½�Å�y é constituída da se-
guinte forma: r recebe o nome do atributo que gera o espaço aproxima-
do ¢�� utilizado em � uUÉ,Ê w�}z��y e ºv¼.½�Å , �Ã�Ï¸®�»¶ , recebe o valor atribuí-
do a cada elemento Â�· por esse atributo. As proposições de decisão são
constituídas de forma semelhantes, com a exceção de que r recebe o no-
me do atributo de decisão x . Fazer nó_não-f olha=propos ição(ões)
de condição , nó_fol ha=proposiç ão(ões) de decisão . Executar
a função Inseri r_nó(nó_não -folha) e Inserir_nó (nó_folha) .
As conclusões tiradas a partir da árvore de decisão e que envolvam estes
nó, são classificadas como conclusões inconsistentes.

9. Fazer �°mÄ�¯Ç%� uUÉ,Ê ws}z�0y . Se para o novo conjunto � , o número de conjuntos
elementares do espaço aproximado ¢%� utilizado em � uUÉ,Ê w�}z�0y for igual a 1,
remover o atributo ¥.�%�<n , �f�;¨È�b� nz� , que induziu o espaço aproximado¢ � . Ir para o passo 2
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10. Calcular a pertinência aproximada Ð � �Ñ�Ò w�ÓOy�m&Ô Õ Ö.×ÙØÛÚ Ñ�Ò ÔÔ Õ Ö,×ÜØ�Ô , para todo }¯�*�:l ,
���¹¡i�Ë� l%� , e todo Ó pertencente a cada conjunto elementar de cada um
dos espaços aproximados ¢ � m�w1����£ � y , tal que £ � é a relação de equiva-
lência induzida pelo atributo ¥ � �]n , �f�Ä¨È�2� nz� . Selecionar a pertinência
aproximada com o maior valor. Se a pertinência selecionada for menor ou
igual a variavél pert ou se o número de conjuntos elementares do espaço
aproximado ¢ � da pertinência aproximada de maior valor for igual a 1, ir
para o passo 15

11. Fazer pert = Ð ���Ñ�Ò wsÓOy . Para os elementos Â�· , �:�©¸;��¶ , contidos no
conjunto elementar do espaço aproximado ¢¬� da pertinência aproximada
de maior valor, gerar uma proposição (condição) para um nó não-folha
da árvore de decisão. A proposição de condição wsrÃm»º_¼,½�Åvy é constituí-
da da seguinte forma: r recebe o nome do atributo que gerou o espaço
aproximado ¢%� utilizado em Ð � �Ñ Ò w�ÓLy e ºv¼.½�Å , �¹�Ý¸b�(¶ , recebe o valor
atribuído a cada elemento Â0· (do conjunto elementar do espaço aproxi-
mado ¢ � que gerou o maior valor para Ð � �Ñ Ò wsÓOy ) por esse atributo. Fazer
nó_não -folha=prop osição(ões) de condiç ão . Executar a função
Inseri r_nó(nó_não -folha) .

12. Dividir a tabela de decisão l¹m»w1����n§Þ?{�xI����ß���à�y em duas novas tabelas:l ~ mgwS� ~ �	n<Þ¦{�xI�I�	ß«�Tà�y e l�á%m;wS��á���n<Þ¦{�xI���	ß«�Tà�y , onde � ~ é formado pelos
elementos do conjunto elementar ³µ· , �j�Ã¸â�;� ¢È�	� , do espaço aproximado¢È��mdwS�¬��£��Sy , tal que £¤� é a relação de equivalência induzida pelo atributo¥.�"�Ãn , �i�®¨j��� nz� , que gerou a Ð � �Ñ�Ò wsÓOy de maior valor, e ��á o conjunto
formado pelos elementos que não pertence ao conjunto elementar ³«·

13. Remover o atributo ¥D���]n , �¯�Ä¨$�#� nz� , que induziu o espaço aproximado¢È� da pertinência aproximada de maior valor, do conjunto de atributos n da
tabela de decisão l ~ m�w1� ~ �	njÞ¬{�xI�I�	ß«�Tà�y . Fazer restart=fa lse . Realizar
uma chamada recursiva com l¤~ , indo para o passo 2

14. Se com a tabela de decisão l á m�w1� á �	n?Þ*{�xI����ß���à�y o número de conjuntos
elementares do espaço aproximado ¢ � que gerou o maior valor para Ð ���Ñ Ò w�ÓLy
for igual a 1, remover o atributo ¥ � , �Ì��¨¦�Ý� nz� , que induziu o espaço
aproximado ¢�� , da tabela de decisão lOá . Fazer restart= false . Realizar
uma chamada recursiva com l�á , indo para o passo 2

15. Para cada elemento Â�·h�Ã� , gerar uma proposição (decisão) para um nó
folha da árvore de decisão. Cada nó folha da árvore tem a forma wEx<mºv¼.½T¾,y�¿�Àã�,�,��¿�À�wExfmgºv¼,½1Á0y , onde x é o atributo de decisão e Â0·*�e� , �z�g¸ �¶ , é um elemento qualquer do conjunto � . Cada proposição de decisãowsx'mÎºv¼.½�Å�y é constituída da seguinte forma: x recebe o nome do atributo
de decisão e º ¼.½�Å , � �Î¸§�2¶ , recebe o valor atribuído a cada elemento
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Â_· por esse atributo. Fazer nó_folha= proposição( ões) de decisão .
Executar a função Inserir_nó( nó_folha) . Fazer �©m( e ir para o
passo 2

Exemplo 14 Considere a tabela dedecisão definida no Exemplo5. Aplicando os
passos do algoritmo lmurf, tem-se:

1. Inicializar as variavéis pert = 0 e restart = false.

2. �Ëäm° e restart = false.

3. Fazer restart = true. Calcular nqpsr�t�t�u�wså�y%m2{�}f~"m2{�ÓL~���Ó á �TÓ²æv�TÓOçv��Ó²è��TÓOé_����} á m{0ÓOê��TÓOë���Ó²ì��TÓL~�í��v� e � nqpEr�t�t�u�wså�y,� = 2.

4. A Tabela 5.2 mostra os valores de ��� �v� ws}¯��yim©�%� �v� ws�«����� � � �Dws}z�0yTy , para os
conjuntos elementares } ~ e }zác�Ä� (onde � é o espaço aproximado induzido
pelo atributo de decisão å ), com relação aos espaços aproximados ¢�¼ , ¢Èî e ¢Èï ,
induzidos pelos atributos de condição r , ð e ¥ .

Tabela5.2: Cálculode ñ²ò�ó�ôIõ÷öqø.ù , para öãúDû1ö"üµýzþ , comrelaçãoa ÿ�� , ÿ�� e ÿ�� .
ÿ�� ÿ � ÿ��

ö ú � � �
	 ú û 	���ö ü � � �

��� �v� ws}¯��y�ämÄ .

5. Fazer restart = false, ��� �v� w�}z�0y«m¹{0Ó ~ �TÓ è � e ³ ~ m�{0Ó ~ ��Ó è � .
Gerar proposição:
� Proposição de condição: (c = 3);� Proposição de decisão: (d = 1);
� Regra: (c = 3) � (d = 1).

6. Fazer �Îmb�;ÇÆ��� �v� ws}¯��y�mo{�Ó ~ �TÓ²áv�TÓ ê ��Ó æ �TÓ ç �TÓ ë ��Ó è ��Ó é �TÓ ì ��Ó ~�í �"ÇÃ{�Ó ~ ��Ó è �±m{0ÓOá��TÓ ê ��Ó æ �TÓ ç �TÓ ë ��Ó é �TÓ ì �TÓ ~Uí � . Com o novo conjunto � e com ¥ (o atributo que in-
duzido ¢Èï utilizado para calcular �¤� �v� w�}z�0y ), o número de conjuntos elementares
é igual a 2 ( ³ ~ m¹{�Ó ê �TÓ æ � e ³$á�m�{0Ó²áv�TÓ ç �TÓ ë ��Ó é �TÓ ì �TÓ ~Uí � ). Ir para o passo 2.

2. �Ëäm° e restart = false.
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3. Fazer restart = true. Calcular nqpsr�t�t u wså�y<m={�} ~ m={�Ó²á���Ó æ �TÓ ç �TÓ é �I�T}zá°m{�Ó ê �TÓ ë �TÓ ì ��Ó ~�í ��� e � nqpEr�t�t u wså�y,� = 2.

4. A Tabela 5.3 mostra os valores de �¤� �v� w�}z�0yhm©�%� �v� ws�«����� ���s�Dws}¯��yTy , para os
conjuntos elementares }z~ e } á �Ä� (onde � é o espaço aproximado induzido
pelo atributo de decisão å ), com relação aos espaços aproximados ¢ ¼ , ¢ î e ¢ ï ,
induzidos pelos atributos de condição r , ð e ¥ .

Tabela5.3: Cálculode ñ òÙó�ô õ÷ö ø ù , paraö ú ûUö ü ý�þ , comrelaçãoa ÿ � , ÿ � e ÿ � .
ÿ � ÿ � ÿ �

öjú � � �öqü � � �

Como � � �v�Ow�} � y�m° , ir para o passo 7.

7. A Tabela 5.4 mostra os valores de ��uUÉ,Ê w�} � yim(�ÈuUÉ,Ê²ws�«����� � � �Dws} � yTy , para os
conjuntos elementares } ~ e }zá¦�Ä� (onde � é o espaço aproximado induzido
pelo atributo de decisão å ), com relação aos espaços aproximados ¢È¼ , ¢Èî e ¢qï ,
induzidos pelos atributos de condição r , ð e ¥ .

Tabela5.4: Cálculode ñ²òÙó�ô�õ÷öqø.ù , paraöjúDûUö"ü�ý�þ , comrelaçãoa ÿ�� , ÿ�� e ÿ�� .
ÿ�� ÿ � ÿ��

ö ú � � �ö ü � � �

Como � uUÉ,Ê w�}z�0y�m°� , ir para o passo 10.

10. A Tabela 5.5 mostra os valores de Ð � �Ñ�Ò w�ÓLyâm Ô Õ Ö,×ÙØÛÚ Ñ�Ò ÔÔ Õ Ö,× Ø Ô , para os conjuntos
elementares }�~ e } á �]� (onde � é o espaço aproximado induzido pelo atribu-
to de decisão å ), e para todo Ó pertencente aos conjuntos elementares ³%� ¼
� æ � ,³"� ¼
� ë � , ³q� î�� ~ � , ³q� î���á � , ³q� ï�� æ � e ³q� ï�� ç � (conjuntos elementares induzidos pelo atri-
buto r com valor igual a � e igual a � , pelo atributo ð com valor igual a � e igual
a � e pelo atributo ¥ com valor igual a � e igual a � ), que pertencem aos espaços
aproximados ¢È¼ , ¢qî e ¢qï , induzidos pelos atributos de condição r , ð e ¥ .
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Tabela5.5: Cálculode ��� �� Ò õ 	 ù�� � ! "�# Ø%$ � Ò �� ! "�# Ø � .

&(' �*)�+-, &(' �*)�.-, &(' � )�ú/, &(' � ) ü0, &(' ��)1+-, &2' �0)130,
ö ú 0.5 0.5 0.6 0.33 0.5 0.5ö ü 0.5 0.5 0.4 0.66 0.5 0.5

Com ³q� î���á � e }zá , Ð ���Ñ�Ò wsÓOy«m54Û� �6� . O valor Ð ���Ñ�Ò w�ÓLy87:9²Â�¡<; e com o atributo ð tem-se
2 conjuntos elementares ³�� î/� ~ ��m°{�Ó ê �TÓ ç �TÓ ë � e ³q� î/�¤á �5m¹{�Ó²áv�TÓ æ �TÓ é ��Ó ì �TÓ ~�í � .
11. Fazer pert = Ð � �Ñ�Ò wsÓOy«m54Û� �6� .
Gerar proposição:� Proposição de condição: (b = 2).

12. Dividir a tabela de decisão l em l ~ m�wU{�Ó ê �TÓ ç �TÓ ë �I�	n<Þ¦{�xI����ß���à � el á m;wU{0Ó á ��Ó æI�TÓ²év�TÓOìv��ÓL~�í�����nÌÞi{�xI���	ß«�Tà²� .
13. Fazer n|mÎn8Ç<ð , para l¤~ . Fazer restart = false. Ir recursivamente para o
passo 2 com a tabela de decisão l�~$mgwU{�Ó²ê��TÓ²çv�TÓOë��I�	n<Þh{�xI����ß���à � .
14. Com a tabela de decisão l²áÈm�wU{�Ó²á��TÓ æ �TÓ é ��Ó ì �TÓ ~Uí ���	n¯Þ%{�xI�I�	ß«�Tà²� , e com o atri-
buto ð da pertinência aproximada temos apenas o conjunto elementar ³�� î���á �"m{0ÓOá��TÓ æ ��Ó é �TÓ ì �TÓ ~Uí � . Como o número de conjuntos elementares é igual a 1, fazern;m�n¹Ç?ð , para l�á . Fazer restart = false. Ir recursivamente para o passo 2 com
a tabela de decisão lLá%mgw�{0Ó²áv�TÓ æ ��Ó é ��Ó ì �TÓ ~Uí ����neÞh{�xI�I�	ß«�Tà²� .
2. � äm| , mas restart = true, retornar a árvore de decisão e terminar o algo-
ritmo.

Inicio da primeira chamada recursiva

2. �Ëäm° e restart = false.

3. Fazer restart = true. Calcular nqpEr�t�t u wEåIyhmÝ{0} ~ m {�Ó ç �I�T}zá?m {�Ó ê ��Ó ë �v� e� nqpEr�t�t u wEåIy0� = 2.

4. A Tabela 5.6 mostra os valores de ��� �v� ws}¯��yim©�%� �v� ws�«����� �����Dws}z�0yTy , para os
conjuntos elementares } ~ e }zác�Ä� (onde � é o espaço aproximado induzido
pelo atributo de decisão å ), com relação aos espaços aproximados ¢�¼ e ¢Èï , in-
duzidos pelos atributos de condição r e ¥ .
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Tabela5.6: Cálculode ñ òÙó�ô õ÷ö ø ù , para ö ú ûUö ü ý¯þ , comrelaçãoa ÿ � e ÿ � .
ÿ�� ÿ��

ö ú � �ö ü �*	%=
 �

� � �v�Ow�} � y�äm° .

5. Fazer restart = false, ��� ��� ws}z�0y�m�{0Ó ê � e ³ ~ m¹{�Ó ê � .
Gerar proposição:� Proposição de condição: (a = 6);� Proposição de decisão: (d = 2);� Regra: (c äm 3) & (b = 2) & (a = 6) � (d = 2).

6. Fazer �°m°�¦Çz� � ��� ws} � y«m°{�Ó²êv�TÓ²ç��TÓOë���Ç±{�Ó²ê���m�{0ÓOç��TÓOë�� . Com o novo conjunto� e com r (o atributo que induzido ¢ ¼ utilizado para calcular � � �v�Ow�} � y ), o número
de conjuntos elementares é igual a 1 ( ³¬~±m|{�Ó²ç��TÓ²ë�� ), o que consiste em fazern�m§n§Ç r e ir para o passo 2.

2. �Ëäm° e restart = false.

3. Fazer restart = true. Calcular nqpsr�t�t u wså�yÃm {0} ~ m {�Ó ç �I�T}zágm {0Ó ë ��� e� nqpsr�t�t u wså�y,� = 2.

4. A Tabela 5.7 mostra os valores de �¤� �v� w�}z�0yhm©�%� �v� ws�«����� ���s�Dws}¯��yTy , para os
conjuntos elementares }�~ e } á �i� (onde � é o espaço aproximado induzido pe-
lo atributo de decisão å ), com relação ao espaço aproximado ¢ ï , induzidos pelos
atributo de condição ¥ .

Tabela5.7: Cálculode ñ²ò�ó�ôIõ÷öqø.ù , paraöãúDû1ö"üµýzþ , comrelaçãoa ÿ�� .
ÿ �

ö ú �ö ü �

Como ��� �v� w�}z�0y�m° , ir para o passo 7.

7. A Tabela 5.8 mostra os valores de ��uUÉ,Ê w�} � yim(�ÈuUÉ,Ê²ws�«����� � � �Dws} � yTy , para os
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conjuntos elementares } ~ e }záq�*� (onde � é o espaço aproximado induzido pe-
lo atributo de decisão å ), com relação ao espaço aproximado ¢%ï , induzidos pelos
atributo de condição ¥ .

Tabela5.8: Cálculode ñ?>�@
A�õ÷öqø.ù , paraöjúDûUöqü¬ý�þ , comrelaçãoa ÿ�� .
ÿ �

ö ú �ö"ü �

Como � uUÉ,Ê ws}¯�0y«m§� , ir para o passo 10.

10. A Tabela 5.9 mostra os valores de Ð � �Ñ Ò w�ÓLyim Ô Õ Ö,×ÙØÛÚ Ñ�Ò ÔÔ Õ Ö.× Ø Ô , para os conjuntos
elementares } ~ e }zá"�h� (onde � é o espaço aproximado induzido pelo atributo
de decisão å ), e para todo Ó pertencente ao conjunto elementar ³¬� ï�� æ � (conjunto
elementar induzido pelo atributo ¥ com valor igual a � ), que pertence ao espaço
aproximado ¢Èï , induzido pelo atributo de condição ¥ .

Tabela5.9: Cálculode � � �� Ò õ 	 ù�� � ! "�# Ø $ � Ò �� ! "�# Ø � .

&(' ��)1+-,
ö ú 0.5ö ü 0.5

Com ³q� ï�� æ � e }�~ , Ð ���Ñ Ò wsÓOy«mB4Û�C� . O valor Ð ���Ñ Ò wsÓOy8D:9²Â�¡<; . Ir para o passo 15.

15. Gerar uma proposição com o atributo de decisão d:� Proposição de decisão: (d = 1 ou d = 2);� Regra: (c äm 3) & (b = 2) & (a äm 6) � (d = 1 ou d = 2).

Fazer �Äm° e ir para o passo 2.

2. � m  , retornar uma árvore de decisão parcial e voltar ao passo 14, se-
guinte ao passo 13 da primeira chamada recursiva.

Inicio da segunda chamada recursiva

2. �Ëäm° e restart = false.

3. Fazer restart = true. Calcular nqpsr�t�t�u�wså�y¬m8{0}f~%m®{0Ó á �TÓ²æ���Ó²é_�I�T} á m8{0ÓOì��TÓ�~Uí��v�
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e � nqpEr�t�t u wså�y,� = 2.

4. A Tabela 5.10 mostra os valores de �¤� �v� ws}¯��yzm��%� �v� ws�«����� ���E�Dw�}z�0y�y , para os
conjuntos elementares } ~ e }zá¦�Ä� (onde � é o espaço aproximado induzido
pelo atributo de decisão å ), com relação aos espaços aproximados ¢ ¼ e ¢ ï , in-
duzidos pelos atributos de condição r e ¥ .

Tabela5.10: Cálculode ñ òÙó�ô õ÷ö ø ù , paraö ú û1ö ü ý¯þ , comrelaçãoa ÿ � e ÿ � .
ÿ � ÿ �

öãú � �
	 + ö ü � �

��� �v� w�}z�0y�äm° .

5. Fazer restart = false, ��� ��� ws}z�0y�m�{0Ó æ � e ³ ~ m¹{�Ó æ � .
Gerar proposição:� Proposição de condição: (c = 5);� Proposição de decisão: (d = 1);� Regra: (c äm 3) & (b äm 2) & (c = 5) � (d = 1).

6. Fazer �ÝmÝ�2Ç§��� �v� ws}¯��y¦m {0Ó²áv�TÓ æ ��Ó é ��Ó ì �TÓ ~Uí ��Çg{0Ó æ �<m {0Ó²áv�TÓ é �TÓ ì ��Ó ~�í � .
Com o novo conjunto � e com ¥ (o atributo que induzido ¢¬ï utilizado para calcular��� �v� w�}z�0y ), o número de conjuntos elementares é igual a 1 ( ³ ~ m�{0ÓOá���Ó é �TÓ ì �TÓ ~Uí � ),
o que consiste em fazer n°mÄnÄÇ'¥ e ir para o passo 2.

2. �Ëäm° e restart = false.

3. Fazer restart = true. Calcular nqpsr�t�t�u�wså�y¯m�{0}f~±m�{0Ó á �TÓOé��I�T} á m|{�Ó²ì��TÓ�~Uív�v�
e � nqpEr�t�t�u�wså�y,� = 2.

4. A Tabela 5.11 mostra os valores de �¤� �v� ws}¯��yzm��%� �v� ws�«����� � � �Dw�}z�0y�y , para os
conjuntos elementares } ~ e }zá¦�Ä� (onde � é o espaço aproximado induzido
pelo atributo de decisão å ), com relação ao espaço aproximado ¢%¼ , induzido pelo
atributo de condição r .
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Tabela5.11: Cálculode ñ òÙó�ô õ÷ö ø ù , paraö ú ûUö ü ý�þ , comrelaçãoa ÿ � .E
öãú �ö ü �

Como � � �v�Ow�} � y�m° , ir para o passo 7.

7. A Tabela 5.12 mostra os valores de ��uUÉ,ÊÛws} � yzmo��u�É.Ê²wE������� � � �.w�} � y�y , para os
conjuntos elementares } ~ e }zác�Ä� (onde � é o espaço aproximado induzido
pelo atributo de decisão å ), com relação ao espaço aproximado ¢$¼ , induzido pelo
atributo de condição r .

Tabela5.12: Cálculode ñ�>�@
A�õ÷öqø.ù , paraöjúDûUö"üµý¯þ , comrelaçãoa ÿ�� .E
ö ú �ö ü �

Como � uUÉ,Ê ws}¯�0y«m§� , ir para o passo 10.

10. A Tabela 5.13 mostra os valores de Ð ���Ñ�Ò w�ÓLy¯maÔ Õ Ö,×ÙØÛÚ Ñ�Ò ÔÔ Õ Ö.×ÙØ�Ô , para os conjuntos
elementares }�~ e } á �]� (onde � é o espaço aproximado induzido pelo atribu-
to de decisão å ), e para todo Ó pertencente aos conjuntos elementares ³%� ¼*� æ �
e ³q� ¼
� ë � (conjuntos elementares induzidos pelo atributo r com valor igual a � e
igual a � ), que pertencem ao espaço aproximado ¢ ¼ , induzido pelo atributo de
condição r .

Tabela5.13: Cálculode �1� �� Ò õ 	 ùF� � ! "�# Ø�$ � Ò �� ! "�# Ø � .

& ' �*)�+-, & ' �*)�.-,
öjú 0.5 0.5ö ü 0.5 0.5

Com ³q� ¼
� æ � e }�~ , Ð � �Ñ Ò wsÓOy«mB4Û�C� . O valor Ð � �Ñ Ò wsÓOy8D:9²Â�¡<; . Ir para o passo 15.

15. Gerar uma proposição com o atributo de decisão d:� Proposição de decisão: (d = 1 ou d = 2);
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� Regra: (c äm 3) & (b äm 2) & (c äm 5) � (d = 1 ou d = 2).

Fazer �¹m° e ir para o passo 2.

2. �°m¹ , retornar uma árvore de decisão parcial e retornar ao passo seguinte à
segunda chamada recursiva.

Resultado Final do Algoritmo:

� Árvore de Decisão

SIM NAO

SIM
NAO

SIMNAO NAO

c = 3

d = 1 b = 2

c = 5a = 6

d = 2
d = 1

ou
d = 2

d = 1
ou

d = 2
d = 1

SIM

Figura 5.2: ÁrvoredeDecisãoparaa TabeladeDecisãodo Exemplo5.

� Regras
(c = 3) � (d = 1)
(c äm 3) & (b = 2) & (a = 6) � (d = 1)
(c äm 3) & (b = 2) & (a äm 6) � (d = 1 ou d = 2)
(c äm 3) & (b äm 2) & (c = 5) � (d = 1)
(c äm 3) & (b äm 2) & (c äm 5) � (d = 1 ou d = 2)

5.3 TestesRealizados

Após o desenvolvimento do algoritmo, foram realizadosvários testesparacom-
provar a suafuncionalidade. Para isso, utilizou-sede umasérie de arquivos de
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dadosfictícios. Trêsdosarquivos utilizadossãodescritos a seguir com suasres-
pectivasárvoresdedecisãoeconjunto deregras, obtidosatravésdo percorrimento
daárvore deseunó raiz atéosseusnósfolhas. Um quarto arquivo comumabase
maiordedados é apresentado emTeste4.

5.3.1 Teste1

Sejao SRCrepresentado pelaTabela5.14,onde GIHKJML1NMO
LQPROTSTSTS6O
LUPVNTW�O e XYH
J6Z[O]\^O*_`O*aFW . Aplicando o algoritmo lmurf numatabela de decisão bcHedfGgOihkj
J^l%W�Oim2O
n�W onde hoHoJ6ZUO]\6O*_^W e lpH a , tem-se:

Tabela 5.14: SRC onde � � �*	 ú�û 	 ü,û 	 = û 	 +,û 	 3,û 	 .,û 	 � û 	Rq û 	%r û
sts�s�û 	 ü�u�û 	 ü�ú  e vw�� E û�x0û0y,û0z  .
� E x y z	 ú 6 3 3 1	 ü 6 3 3 2	%=

6 3 3 2	 + 4 3 4 2	 3 6 3 3 2	 . 6 2 5 1	��
6 3 5 2	 q
4 2 4 2	%r
4 2 3 2	 ú{u 4 2 3 1	 úUú 4 3 4 2	 úEü 4 3 4 2	 ú = 4 2 3 2	 ú{+ 4 3 4 2	 ú/3 4 2 4 2	 ú{. 4 3 3 2	 ú � 6 3 3 1	 ú q 4 3 3 1	 ú r 4 3 4 2	 ü�u 4 3 4 2	 ü�ú 4 2 3 2
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| Árvore deDecisão

SIM NAO

SIM
NAO

SIMNAO NAO

d = 1
ou

d = 2
d = 1

SIM
NAO

d = 2
ou

d = 1
d = 2

SIM

d = 1
ou

d = 2

d = 2

c = 4

a = 4

b = 2 b = 2

c = 5

Figura 5.3: ÁrvoredeDecisãodo Teste1.

| Regras
(c = 4) } (d = 2)
(c ~H 4) & (a = 4) & (b = 2) } (d = 2 ou d = 1)
(c ~H 4) & (a = 4) & (b ~H 2) } (d = 2 ou d = 1)
(c ~H 4) & (a ~H 4) & (b = 2) } (d = 1)
(c ~H 4) & (a ~H 4) & (b ~H 2) & (c = 5) } (d = 2)
(c ~H 4) & (a ~H 4) & (b ~H 2) & (c ~H 5) } (d = 1 ou d = 2)

5.3.2 Teste2

Sejao SRCrepresentadopelaTabela5.15,onde GoH�JML1NMO
LUPRO
LQ�`O
L[�%O
LU�RO
LQ�RO
LQ�^W�O
e X�HKJ6ZUO]\^O*_^O*a[O]�RW . Aplicando o algoritmo lmurf numatabelade decisão b�H
dfG�Oih�j�J^l�W�Oim2O
n�W onde h�HkJ6Z[O]\^O*_`O*aFW e l�H�� , tem-se:
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Tabela5.15: SRC onde � � �
	 ú û 	 ü û 	%= û 	 + û 	 3 û 	 . û 	��� e v�� � E û0x,û0y0û-z�û��  .
� E x y z �	 ú 1 0 0 1 1	 ü 1 0 0 0 1	%=

0 0 0 0 0	 + 1 1 0 1 0	 3 1 1 0 2 2	 . 2 2 0 2 2	��
2 2 2 2 2

| Árvore deDecisão

SIM NAO

NAO

SIM NAO

SIM

d = 2

e = 2 a = 0

e = 0 b = 0

e = 1 e = 0

Figura 5.4: ÁrvoredeDecisãodo Teste2.

| Regras
(d = 2) } (e = 2)
(d ~H 2) & (a = 0) } (e = 0)
(d ~H 2) & (a ~H 0) & (b = 0) } (e = 1)
(d ~H 2) & (a ~H 0) & (b ~H 0) } (e = 0)
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5.3.3 Teste3

Considere o SRCrepresentado pela Tabela5.16, onde G�H�JML N O
L P OTSTSTS^O
L N�� W�O
e X�H�J6Z[O]\^O*_`O*a�O]��O]��W . Aplicando o algoritmo lmurf numatabela de decisão
b�H�dfGgOih�j�J^l�W�Oim(O
n[W onde h�HoJ6ZUO*_`O]�RW e lpH�� , tem-se:

Tabela5.16: SRC onde � � �
	 ú�û 	 ü,û�s�s�s	û 	 ú{u  e v�� � E û0x0û0y,û0z�û-��û��  .
� E x y z � �	 ú 1 3 1 1 1 1	 ü 0 4 1 1 1 1	 =

2 4 0 2 2 2	 + 1 3 1 3 2 1	 3 2 4 1 3 1 3	 . 1 3 1 3 1 1	 �
2 4 0 4 0 5	 q
1 3 1 4 0 6	 r
1 3 1 1 1 1	 ú{u 0 3 1 1 1 1

| Árvore deDecisão

SIM NAO

NAO

SIM NAO

SIM

f = 1 ou

f = 6
f = 3 ou

 f = 1

a = 0

c = 1

f = 2 f = 5

e = 2

Figura 5.5: ÁrvoredeDecisãodo Teste3.
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| Regras
(a = 0) } (f = 1)
(a ~H 0) & (c = 1) } (f = 1 ou f = 3 ou f = 6)
(a ~H 0) & (c ~H 1) & (e = 2) } (f = 2)
(a ~H 0) & (c ~H 1) & (e ~H 2) } (f = 5)

Apósanalisarasárvoresdedecisãodecadaum destes trêsarquivosde testecom
suastabelasdedecisão,foi possível verificarafuncionalidadedoalgoritmoquanto
a classificaçãodoselementos.

5.3.4 Teste4

O arquivo Car: consistedeum conjunto dedadosdescrevendoa aceitaçãodevá-
rios modelosdecarros. A descriçãodecadainstânciaé feita atravésde6 atributos
discretos (buying, maint, doors, persons, lug_boot, safety, acceptability), 4 com
valores nominais e 2 comvaloresnuméricos. O conjunto original é formado por
1728elementos,sendo quenãohánenhum elemento comvalor ausente.

Parao domínio(arquivo) Car, foram realizadoscincotestese,emcadaumde-
les,o seguinteprocedimentofoi seguido: o conjuntooriginal dedadosfoi dividido
aleatóriamenteemdois, contendorespectivamente, �R��� e �%��� dototal dasinstân-
cias,sendo o primeiro usadoparainduçãodo conceito (conjunto de treinamento)
e o segundo paraavaliaçãodo conceito gerado (conjunto de teste). Estadivisão
aleatória podeexcluir elementossignificativos a umaclassificaçãodo conjunto de
teste,o quepodeserobservadono Teste1. Por graude suporte de umaárvore
dedecisãoestásendo considerado a porcentagem doselementosquesatisfazema
árvore comoum todo. Oscincotestessãoapresentadosa seguir:

| Teste1

1. Total de exemplos: 432

2. Atrib uto(s) de Condição(ões): maint,doors,persons,lug_boot,safety,
acceptability

3. Atrib uto de Decisão: buying

4. Número de regrasgeradas: 10

5. Número de nósgerados: 19

6. Número de níveisda árvore de decisão: 7

7. Total de exemplosclassificadospela árvore de decisão:0
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8. Total de exemplosnão classificadospela árvore dedecisão: 432

9. Grau de suporte: 0.00%

| Teste2

1. Total de exemplos:432

2. Atrib uto(s) deCondição(ões): buying,maint,doors,persons

3. Atrib uto deDecisão: safety

4. Número deregras geradas: 4

5. Número denósgerados: 7

6. Número deníveisda árvore de decisão:4

7. Total de exemplosclassificadospela árvore dedecisão: 177

8. Total de exemplosnão classificadospela árvore dedecisão: 255

9. Grau de suporte: 40.97%

| Teste3

1. Total de exemplos:432

2. Atrib uto(s) deCondição(ões): buying,maint,doors,lug_boot,safety,
acceptability

3. Atrib uto deDecisão: persons

4. Número deregras geradas: 4

5. Número denósgerados: 7

6. Número deníveisda árvore de decisão:4

7. Total de exemplosclassificadospela árvore dedecisão: 432

8. Total de exemplosnão classificadospela árvore dedecisão: 0

9. Grau de suporte: 100.00%

| Teste4

1. Total de exemplos:432

2. Atrib uto(s) deCondição(ões): buying,maint,doors,persons,safety,
acceptability

3. Atrib uto deDecisão: lug_boot
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4. Número de regrasgeradas: 4

5. Número de nósgerados: 7

6. Número de níveisda árvore de decisão: 4

7. Total de exemplosclassificadospela árvore de decisão:432

8. Total de exemplosnão classificadospela árvore de decisão: 0

9. Grau desuporte: 100.00%

| Teste5

1. Total de exemplos: 432

2. Atrib uto(s) de Condição(ões): maint,lug_boot,acceptability

3. Atrib uto de Decisão: doors

4. Número de regrasgeradas: 4

5. Número de nósgerados: 7

6. Número de níveisda árvore de decisão: 4

7. Total de exemplosclassificadospela árvore de decisão:427

8. Total de exemplosnão classificadospela árvore de decisão: 5

9. Grau desuporte: 98.84%

Os cinco testesrealizadosgeraram árvores de decisões pequenas(que possuem
poucos nós). Entretanto cada nó apresentouumagrande quantidadede proposi-
ções,o quepossibilita a ocorrência de váriassituaçõesdurante a busca de uma
conclusão(decisão).

5.4 ConsideraçõesFinais

Nestecapítulo demonstrou-se a possibilidade do uso dos conceitos de funções
aproximadasno desenvolvimento de técnicasde aprendizado indutivo de máqui-
na.O algoritmo desenvolvido e apresentado neste capítulo foi dividido empassos
e seguido de um exemplode sua“execução”, visando tornar maisfácil o seuen-
tendimento. Além disso, quatro outros exemplos foram apresentados buscando
comprovar a funcionalidadedo algoritmo.
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Capítulo 6

Uma shell deum sistema
especialistapara o algoritmo
lmurf

6.1 Intr odução

Um sistemaespecialista podeserdefinidocomoum SRCqueresolve problemas
bemespecíficosdo mundo real,problemasesses querequeremconsideravél habi-
lidade, conhecimento e heurísticas parasuaresolução.

Estecapítulo tem como objetivo apresentaro ESURF(Expert System using
ROughFunctions), umashell desenvolvidaparaumsistemaespecialista,cujabase
deconhecimentoéconstruídapeloalgoritmodeaprendizado indutivo demáquina
lmurf. A shell desenvolvida foi integradaaoprotótipo ILROS(Inductive Learning
usingROughSets), um sistemaapresentado em[Uchôa& Nicoletti (1998)] e em
[Uchôa(1998)]. O ILROSfoi aperfeiçoado,tendo suasmodificaçõesapresentadas
em[Domingues& Uchôa(2001)]. Oprotótipo implementaosprincipaisconceitos
da TCA e alguns algoritmosde aprendizado indutivo de máquina. O ILROSe o
ESURFserão apresentadosnasseçõesseguintes.

6.2 ILROS - Inductive Learning using ROugh Sets

Osestudossobre a TCA, realizadosanteriormenteaosapresentados nestamono-
grafia,culmiramno desenvolvimentodo ILROS(InductiveLearningwith ROugh
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Sets), um protótipo que apresenta a implementaçãodos principais conceitosda
TCA e dealgunsalgoritmosdeaprendizado indutivo demáquina, como: o RS1+
(apresentado em [Uchôa(1998)]), o ID3 (em [Quinlan et alii(1986)]) e o lmurf
(apresentado no Capítulo5). Parao protótipo optou-sepor mantertantoo nome
dosistema,quanto osnomesutil izadospelosistema,eminglês,parafacilitar asua
divulgação.

Nasseçõesseguintesserãodescritossucintamenteo formatodoarquivo deda-
dosutil izado, o procedimento deexecução dosistema,osprocedimentosdeopera-
çãodearquivo e asoperaçõesdaTCA disponibil izadasno protótipo. Informações
complementares sobreo funcionamento do ILROS, podem ser encontradasem
[Uchôa& Nicoletti (1998)] e em[Domingues& Uchôa(2001)].

6.2.1 DescriçãodosAr quivosde Dados

O arquivo dedadosconsistedeumarquivo texto, quetemextensão.datpordefault
(podendoserredefinidapelousuário), contendoasseguintesinformaçõespor linha
(naordem emquesãoapresentadas):

| nomedo SRC(linhadecomentário);

| númerodeelementos do SRC;

| númerodeatributosdo SRC;

| umalinha como nomedosatributos,separadospor vírgula;

| um exemplode treinamentopor linha, descrito comoum vetor de valores,
separadospor vírgulas.

Um exemplodeum arquivo dedados é o pawl ak.d at , descrito abaixo:

Pawlak Example
7
5
a,b,c,d,e
1,0,0,1,1
1,0,0,0,1
0,0,0,0,0
1,1,0,1,0
1,1,0,2,2
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2,2,0,2,2
2,2,2,2,2

6.2.2 Execuçãodo Protótipo

O sistemaprotótipo ILROSé invocadovia a execução do arquivo ilro s.ex e,
quando compilado emambienteWindowsde32 bits (95/98 ou NT) ou ./il ros ,
quando compiladoemambienteLinux, e suatelainicial é mostrada naFigura6.1.

Figura 6.1: Telainicial do protótipo.

O protótipoapresentaumabarrahorizontal eumabarravertical deferramentas
quepodem servisualizadasna Figura6.2, e queserãodescritasa seguir. Todas
essasferramentastambémestãodisponibilizadas pelosistemaatravés demenus.

6.2.3 Botõesda Barra Horizontal deFerramentas

A barra horizontal apresentaferramentasque permitem o usuário manipular os
arquivosdedados. Umadescriçãodosbotões quefazempartedabarrahorizontal
deferramentasé apresentada a seguir:
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| New - utilizado quandoo usuário quer definir um novo arquivo dedados;

| Open- utili zadoparaabrir um arquivo dedadosjá existente;

| Save- utilizadoparasalvar umarquivo emdisco;

| Redefine- utilizadopararedefinir característicasdoSRC(seunome,número
deatributos,númerodeexemplose nomedosatributos);

| RunEsurf - utilizadoparaexecutar a shelldo sistemaespecialista ESURF;

| Close- util izadoparasairdo sistema;

| About- utili zadoparaapresentaralgunsinformaçõessobreo sistema;

É importante observar que os botões Save e Redefinese encontram ativos
apenasquando houver um arquivo dedados disponível (carregado emmemória).
Quando essa situaçãoocorre, umasegundabarra de ferramentas(desta vez, dis-
posta verticalmenteà direita na tela) torna-sevisível, disponibili zandoumasérie
debotões queimplementamoperaçõesdaTCA. Essasoperaçõesserãodescritasa
seguir.

Figura 6.2: Protótipocom arquivo pawlak.datcarregadoe visualizaçãoda barravertical de ferra-
menta.
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6.2.4 Botõesda Barra Vertical de Ferramentas

Comomostrado na Figura 6.2, os botõesdisponibilizados pelabarravertical de
ferramentassão:ElementarySets,Approximations, Membership, Dependence, Re-
ducts, RS1+Algorithm, ID3 Algorithm e lmurf Algorithm. Segueumadescrição
suscinta dafuncionalidadedecada um dosbotões.

Botão Elementary Sets

O botãoElementarySets, comoo nomejá indica,calcula osconjuntoselementares
deum SRC. Antesderealizar oscálculos dosconjuntoselementares,o usuário é
obrigadoaescolher quaisatributosdeveminduzir osresultados. Osresultadossão
mostradosnatelaElementarySets, Figura6.3.

Figura 6.3: Telacomconjuntoselementaresdeum SRC.

Botão Approximations

O botãoApproximationscalculaasaproximaçõesdeumconjuntodeelementos.O
resultadodesseprocedimento émostradonatelaShow Results, Figura6.4,utili za-
daparaapresentar resultadosdeoutrosbotões. Nessatela sãoretornadasa apro-
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ximação inferior, a aproximaçãosuperior, a acuracidade,o indícediscriminante, e
medidasdeavaliaçãodasaproximações, asaber: qualidadedaaproximaçãoinferi-
or e qualidadedaaproximação superior. Antesderealizar oscálculos,o usuário é
questionado a realizar oscálculosinduzidopor todososatributosou seeledeseja
indicarquais atributosdeverão fazera indução.

Figura 6.4: Telaqueapresentaresultadosdediversosprocedimentos.

Botão Membership

O botão Membership calcula a pertinência aproximadade todos os elementos do
SRCa um conjunto. O resultado tambémé mostradona telaShow Results. Aqui
tambémo usuário é questionado a indicar quais atributosfarão partedo espaço
aproximado.

Botão Dependence

O botão Dependencepermiteverificar seumconjuntodeatributosédependenteou
não. Paraisso,o usuário selecionaum conjunto deatributosparao cálculo. Após
a escolha, o sistema notifica o usuário, atravésde mensagem padrão do sistema
operacional, seo conjunto é dependente ou não.
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Botão Reducts

O botão Reductspermitecalcular todososredutosdeumdadoconjunto deatribu-
tos.OresultadoéapresentadonatelaShowResults. Comoexemplo,considerando-
seo arquivo pawl ak.d at carregado, tem-seosseguintesresultadoapresentado
na Figura6.5 ao acionar o botãoReductsparao cálculo dosredutos do conjunto
{a,b,c,d,e}:

Figura 6.5: Telaapresentando o resultadodo cálculodosredutosdo conjunto{a,b,c,d,e}.

Botão RS1+ Algorithm

O botão RS1+Algorithmdesencadeia o processodegeraçãoderegras peloalgo-
ritmo RS1+. Para isso o usuário necessita selecionar o atributo de decisão bem
comoo conjunto de condições,o queé feito nastelasSelect Decision Attribute
(Figura6.6)e DefineCondiction Set(Figura6.7),respectivamente.

Antes,porém,queapareçaa tela de seleção de atributos do conjunto decon-
dições, o usuário é questionadose quer ou nãocalcular os redutos do conjunto
decondições.Essecálculo é feito levando-seemconta a relação dedependência
existente entreo atributo dedecisãoe o conjuntodecondições.É importante,em
muitassituações,queo usuário possater umaidéia dosatributosquesãoefetiva-
menterelevantes,considerando-sea relação existente entre o conjunto de condi-
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çõese o atributo dedecisão. A determinaçãodosredutos permite essaavaliação.
Entretanto,o custocomputacional desse cálculo (memóriae tempo) é muito alto.

Figura 6.6: Teladeseleçãodo atributodedecisão.

Figura 6.7: Teladeseleçãodo conjuntodecondições.

Após a seleção do atributode decisãoe do conjunto de condições, o usuário
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obtémosresultados natelaShow Rules, apresentada naFigura6.8. Notequeessa
tela e bastante semelhanteà tela ShowResult, apresentada na Figura6.4. A úni-
cadiferençaé a presençado botãoTestemShow Rules. Ao acionaressebotãoo
usuário selecionaum SRCparatestedasregras,o queimplica,por parte do usuá-
rio, a seleçãode um arquivo de teste. Após isso,asregras sãovalidadascom os
exemplosdessearquivo deteste,e o graudesuportedecadaumaé informado ao
usuário natelaShowResults.

Figura 6.8: TelaqueapresentaasregrasgeradaspeloalgoritmoRS1+.

Botão ID3 Algorithm

ObotãoID3 Algorithmdesencadeiao processodegeraçãoderegraspeloalgoritmo
ID3. Paraissoo usuário necessita selecionaro atributo de decisão,o queé feito
natelaSelect Decision Attribute (Figura6.6). As regrasgeradassãoapresentasna
telaShowResults.
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Botão lmurf Algorithm

O botãolmurf Algorithmdesencadeia o processodegeraçãoderegraspeloalgorit-
mo lmurf. Paraissoo usuárionecessitaselecionaro atributo dedecisãobemcomo
o conjunto decondições,o queé feito demaneira semelhanteaodemonstradope-
lo botãoRS1+Algorithm. Apósa seleçãodo atributo dedecisãoe do conjunto de
condições, o usuário obtémos resultadosnumatela ShowRulessemelhantea te-
la ShowRulesgerada pelobotão RS1+Algorithm, coma exceção dequeestatela
apresentaumbotãoSaveaoinvésdobotãoTest. Essebotãopodeserutili zadopelo
usuário para salvarasregrasgeradaspelo algoritmo lmurf, e queserãoutilizadas
pelosistemaespecialista ESURF.

6.3 ESURF - Expert System using ROugh Functions

O ESURFé uma simplesshell de um sistemaespecialista que utili za as regras
geradaspelo algoritmo lmurf. Paraa shell optou-setambém por mantertantoo
nomedo sistema, quanto osnomesutil izadospelosistema,eminglês,paraseguir
o padrãoadotado peloprotótipo ILROS.

Como apresentadonasseções referentesao protótipo ILROS, as seções se-
guintesdescreverãoo formato dosarquivos de dadosutilizados,o procedimento
deexecuçãodo sistema,osprocedimentosdeoperaçãodearquivoseasoperações
deanálisedasregras.

6.3.1 DescriçãodosAr quivosde Dados

Ar quivo deArmazenamentode Regras

O arquivo de Armazenamento de Regrasconsiste de um arquivo texto, que tem
extensão.treepor default (podendo serredefinida pelo usuário), contendoasse-
guintesinformaçõespor linha (naordem emquesãoapresentadas):

| descriçãosobre qual informação(atributo) o sistemagerará umaconclusão
(linha decomentário gerada automáticamentepelo sistema);

| nomedo atributodaconclusão;

| númerodeatributos(condições) necessáriasparaa análisedasregrase ob-
tençãodeumaconclusão;
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| umalinha como nomedosatributos(condição), separadospor ponto e vír-
gula;

| númerodesub-árvoresquecompõem aárvorededecisão(quegeraasregras
necessáriasparaa análise);

| um exemplo de sub-árvore por linha, formadopor três nós separadospor
ponto e vírgula. O primeiro valor representaum nó raiz, o segundo valor
representao filho da esquerda do nó raiz e o terceiro representao filho da
direita do nó raiz. Cadanó podeapresentar maisdo queum valor, sendo
estesseparadospor vírgulas.

Um exemplodeum arquivo dedados é o pawl ak.tr ee , descrito abaixo:

This file decide about a
a
4
b;c;d;e
3
b=1;a=1;e=1
e=1;a=1;b=2
b=2;a=2;a=0

Ar quivo de Entrada deDados

O arquivo deEntradadeDadosconsistedeumarquivo texto, quetemextensão.in
por default (podendoserredefinidapelousuário), contendoasseguintesinforma-
çõespor linha (naordem emquesãoapresentadas):

� descriçãodoarquivo (linhadecomentáriogeradaautomáticamentepelosis-
tema);

� númerodeatributos(condições) necessáriaspara a análise dasregras;

� um exemplodeentradadedadospor linha.

Um exemplodeum arquivo dedados é o pawl ak.in , descrito a seguir:
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This is an input file for analize.
4
b=2
c=3
d=4
e=1

6.3.2 Execuçãoda Shell

A Shell é invocada via a execuçãodo arquivo esurf .exe , quando compilado
em ambiente Windowsde 32 bits (95/98 ou NT); ./esu rf , quando compilado
emambienteLinux, ou pelobotãoRunEsurf presenteno protótipo ILROS.A tela
inicial do esurfé apresentadanaFigura6.9.

A Shell apresentaumabarrahorizontaldeferramentasquepermitemo usuário
manipular os arquivos de dados. Todasessasferramentastambémestão disponi-
bili zadaspelashell atravésdemenus.

Figura 6.9: Telainicial daShellESURF.
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6.3.3 Botõesda Barra Horizontal deFerramentas

Uma descriçãodosbotõesquefazem parteda barra horizontal de ferramentasé
apresentadaa seguir:

� LoadRules- util izadoparacarregarum arquivo deregras;

� Load Data File - utilizado paracarregar um arquivo de entrada de dados
cominformaçõespré-definidas paraanálise;

� SaveData File - utilizadoparasalvar umarquivo deentradaemdisco;

� StartAnalize - inicia a análisedasinformações. A conclusão é apresentada
nacaixadetexto localizadanaparteinferior dashell;

� StopAnalize - terminaa análisedasinformações;

� RunIlros- util izadoparaexecutaro protótipo ILROS;

� Close- utilizadoparasairdo sistema;

� About- util izadoparaapresentaralguns informaçõessobre a shell.

É importante observar que os botões Load Data File, SaveData File, Start
Analizee StopAnalize seencontramativos apenas quandohouver um arquivo de
regrasdisponível (carregadoemmemória).A Figura6.10apresentaa shellcomo
arquivo pawlak.treecarregadoemmemória.

Comum arquivo deregrascarregadoemmemóriao usuário podeentrar com
asinformaçõesnecessáriasà análiseatravésdo botão LoadData File, ou manual-
menteclicandoemcada item dalista deinformaçõeslocalizadanapartesuperior-
esquerdadashell. Ao clicar emum item, a telaData Input (Figura6.11)permite
queo usuário atribuaumvalor paraa informação(atributo)selecionada.
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Figura 6.10: Shellcomarquivo pawlak.treecarregado.

Figura 6.11: Telaparaentradadedadosmanualmente.

6.4 Comentáriossobrea Implementação

Osalgoritmosforamimplementadossoba formadebibliotecas, buscandoaomá-
ximo, isolar o ambiente gráficodosalgoritmosda TCA. Paraisto foi utilizadaa
linguagemdeprogramação C++, util izando-seo compilador gcc (GnuC Compi-
ler) disponível em htt p://w ww.gnu.or g/ . Estasbibliotecasforam imple-
mentadassoba formadeclasses, utilizando-se,paraisto, do paradigmadeorien-
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taçãoa objetos. Isso,simplifica o usodestasbibliotecas,bemcomopermiteque
asmesmaspossam serexpandidascomfacilidade.As classesimplementadassão
apresentadas natabela 6.1

Tabela6.1: PrincipaisClassesimplementadas

Classes Descrição

krs Classeimplementandoum SRC
repkrs Representaçãodeum SRC

appspace Representação deum espaçoaproximado
approx Classequeagrupaasaproximaçõesdeum conjunto
arule Classeimplementando regradedecisão

binarytree Classeimplementando a árvorededecisãogeradapeloalgoritmolmurf
setfunction Classeimplementando operaçõesdeconjuntos

ilros Classeimplementandoo protótipoILROS
esurf Classeimplementandoa shellESURF

O protótipo ILROS e a shell ESURFforam implementadas utilizando-se da
linguagemdeprogramaçãoC++ edabibliotecagráficawxWindowsdisponível em
htt p://w ww.wxwin dows. org/ . Estabibliotecapermite o desenvolvimento
de aplicaçõesgráficas paraos sistemasoperacionais Linux, Windowse MacOs,
permitindo o desenvolvimentodeaplicaçõesmultiplataformas.

O ILROSe o ESURF sãosistemas desenvolvidos sobrea licençaGPL (GNU
GENERALPUBLIC LICENSE). Maiores informaçõessobre estalicença podem
obtidasem[GNU (1999)].
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Capítulo 7

Conclusão

Osestudos realizadose descritos nestamonografia focalizarama Teoriade Con-
juntos Aproximadose principalmente suaextensãoaosconceitosmatemáticos de
funçõescomoum formalismoparao estabelecimentodetécnicasdeAprendizado
deMáquina(AM).

Os estudos demonstraram a possibilidadede uso do formalismo de funções
aproximadascomosubsídioaodesenvolvimento dealgoritmosdeaprendizado de
máquina. Sobestaperspectiva foi desenvolvido umaalgoritmo de Aprendizado
Indutivo deMáquina,denominadolmurf - Learning Machineusing ROughFunc-
tions, comopôde ser verificadono Capítulo5. Estealgoritmo geraumaárvore
binária dedecisãoquepodeserusada emanálise especialista.

Além do algoritmo deaprendizado demáquina, estesestudostambémculmi-
naramno desenvolvimento de umasimplesshell de um sistemaespecialista. A
estashell foi atribuídao nomedeESURF- ExpertSystemusingROughFunctions.
Estashell, noestágio dedesenvolvimento queseencontra,analisaumconjunto de
regras(regras geradaspelo algoritmo lmurf) e retorna umaconclusãosobreuma
informação(atributo) aousuário. Comotrabalhosfuturos,pretende-se:

� realizar estudos quecomprovem a viabilidadede seusaro formalismo de
funçõesaproximadasparao estabelecimentodetécnicasdeAprendizadode
Máquina;

� realizar melhorias na shell ESURF, comoo desenvolvimento de um motor
deinferência maiselaboradoe queforneçaresultadosmaisprecisos;

� realizarmelhoriasno algoritmo lmurf, comopossibilitar o algoritmo agerar
umaárvorededecisão ternária,sendoesteterceiro nó,umnóquerepresenta
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valoresdesconhecidosdosatributos;

� realizar estudos de medidas quepermitam calcular a credibilidade de uma
conclusão.

Além disso, encontra-seemfasede desenvolvimentoum sistemadeajuda(help)
parao ILROSe para o ESURF.
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ApêndiceA

Pseudocódigodo algoritmo lmurf

A.1 Intr odução

O objetivo desteapêndice é apresentar o pseudocódigo de procedimentos utili-
zadosna implementaçãodo algoritmo lmurf - Learning Machine using ROugh
Functions.

A.2 NotaçãoUtilizada

No quesegueseráconsideradoo SistemadeRepresentação deConhecimento B¡¢�£¥¤i¦§¤i¨(¤
©Fª
, onde £ ¡o«^¬% ¤ ¬M® ¤T¯T¯T¯6¤ ¬T°²± ¤^³ £:³ ¡ ´

¦ ¡�«6µ  ¤ µ ® ¤T¯T¯T¯6¤ µT¶[± ¤^³C¦·³ ¡�¸
¨[¹/º ¡o«M»M¼]½ ¤ »M¼t¾ ¤T¯T¯T¯^¤ »T¼t¿ º ± ¤^³C¨�¹�º�³ ¡�À�¼ ¤�Á ¡�Â ¤T¯T¯T¯6¤ ¸

Tem-sepoisumSRCcomm exemplos, cadaumdescrito porn atributos, onde
cadaatributo µ ¼ podeassumir À ¼ valores distintos,

Á ¡ÃÂ ¤T¯T¯T¯^¤ ¸ . Ou seja,um
exemploqualquer ¬
Ä é representado por um vetor de n posições,cadaumadelas
preenchidapor um valor do atributo correspondenteàquela posição,extraído de¨  até

¨ ¶ respectivamente. Um exemplo ¬�Ä ¢ ÂÆÅÇÀ�ÅÈ´ ª é notado pelo vetorÉ » �Ê ¿ ¤ » ®
Ê ¿ ¤T¯T¯T¯M¤ »R¶ Ê ¿�Ë , ondecadaum dos »]¼ Ê ¿ ¢ ÂÌÅ Á Å ¸ ª correspondeaovalor do
atributo µ�¼ no exemplo ¬iÄ .
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TabelaA.1: SistemadeRepresentação deConhecimentoÍ ½ Í ¾ Í
Î Ï�Ï�Ï Í�ÐÑ ½ Ò6½{Ó0Ô Ò<¾�Ó-Ô Ò Î Ó-Ô Ï�Ï�Ï Ò Ð Ó-ÔÑ ¾ Ò6½{Ó�Õ Ò<¾�Ó�Õ Ò Î Ó�Õ Ï�Ï�Ï Ò Ð Ó�ÕÑ]Î Ò6½{Ó�Ö Ò<¾�Ó�Ö Ò Î Ó�Ö Ï�Ï�Ï Ò Ð Ó�Ö
Ñ*× Ò ½{Ó�Ø Ò ¾�Ó�Ø Ò Î Ó�Ø Ï�Ï�Ï Ò Ð Ó�Ø

A.3 PseudocódigosdealgunsconceitosemedidasdaTCA

Seguea descrição, em umalinguagem tipo Pascal, de trêsalgoritmos relaciona-
dos à TCA e que sãoutilizadosna implementaçãodo algoritmo lmurf. Alguns
procedimentos auxiliares utilizados,tais comodetermina_primeiro_nao_usado e
nro_elementos, sãodeixadosindefinidos,umavezquesãofacilmenteimplemen-
táveis.

A.3.1 Geraçãoda Representaçãode um SRC

A geraçãodarepresentaçãodeumSRCconsistenageraçãodosconjuntoselemen-
tares do SRC.O algoritmo rep consiste em considerar comoconjunto elementar
o conjunto das instânciasque têm o mesmovalor de atributo, para todos os n
atributos: µ� ¤T¯T¯T¯^¤ µ ¶ . Estealgoritmo tem como entrada: um SRCdescrito pe-
los conjuntos de elementos

£ ¡K«^¬  ¤T¯T¯T¯6¤ ¬ ° ± e de atributos
¦ ¡K«6µ  ¤T¯T¯T¯M¤ µT¶[± .

Com isso,paratodo exemplo ¬�Ä , ÂÙÅÚÀ¥ÅÛ´ , verifica senãoexistem exemplos
¬i¼ ¤ ÀÜÅ Á ÅÆ´ , cujosvaloresem

¦
(paratodo µtÝ ¤ ÂÞÅ�ßàÅÆ¸ ), sejam idênticosao

de ¬<Ä . Osexemplosidênticos a ¬�Ä sãoentãoreunidosemum único conjunto ele-
mentar. Apósesgotadosos À exemplos,o procedimento devolve em á o conjunto
formado por todos osconjuntoselementaresdo SRCemquestão.
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procedure rep (E ,Q,R) ;
{

Entrada : â¥ã§ä Ê ½
å Ê ¾iå-æ-æfæ-å Ê ×8ç , con jun to de ° exemplos ,
d e s c r i t o por ¶ a t r i b u t o s , è§ã¥ä ¹ ½�å�æ-æ-æfå ¹ Ð ç

Saída : é²ã¥ätâ ½tå â ¾]å-æfæ-æ�å âUê ç , representação do SRC dado por ëìâ å è å�íïî
}
begin

{ i n i c i a l i z a ç ã o }
i : = 1 ;
s : = 0 ;é : = ä ç ;
m : = nro_elementos (E ) ;
n : = nro_elementos (Q) ;
for k : = 1 to m do usado [ k ] : = fa lse ;
{ determinação dos conjun tos elementares }
while i <= m do
begin

s : = s + 1 ;â ê : = ä Ê ½ ç ;
usado [ i ] : = true ;
j : = i + 1 ;
r : = 1 ;
while j <= m do
begin

while usado [ j ] and j <= m do j : = j + 1 ;
i f j <> m + 1 then

while r <= n and ð*ñ Ó�ò ãóð
ñ Ó�ô do r : = r + 1 ;
i f r = n + 1 then
beginâ ê : = â ê?õ ä Ê º ç ;

usado [ j ] : = true ;
end ;
r : = 1 ;
j : = j + 1 ;

end ;é : = é õ ätâ[ê ç ;
determina_pr imeiro_nao_usado ( i ) ;

end ;
end .

A.3.2 Determinaçãoda AproximaçãoInferior deum DadoConjunto

A aproximaçãoinferior deumdado conjunto ö emumSRCconsisteno conjunto
formadopelauniãodetodososelementosdosconjuntoselementaresdo SRCque
estãocompletamentecontidosem ö .
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procedure ap rox_in f (E ,Q,X , I ) ;
{

Entrada : â¥ãÌä Ê ½
å Ê ¾*åfæ-æ-æfå Ê ×2ç , con jun to de ° exemplos ,
d e s c r i t o por ¶ a t r i b u t o s , è§ã¥ä ¹ ½tå�æ�æ-æ-å ¹ Ð ç÷ ã§äfø ½ å ø ¾ å�æ-æfæ-å øVù ç , con jun to para c a l c u l a r a aproximação i n f e r i o r

Saida : ú�ã¥ätâ[û Ô å âUû Õ å-æfæ-æ-å âUûýü ç , þ�ÿ Ý ÿ�� é�� ,
con jun to das classes de equ iv a lênc i a do SRC, que
estão cont idos in te i ramen te em

÷
}
begin

{ i n i c i a l i z a ç ã o }
rep (E ,Q,R) ;
num : = nro_elementos (R) ;
p : = nro_elementos (X ) ;
for i : = 1 to num do usado [ i ] : = fa lse ;
i : = 1 ;ú : = { } ;
{ determinação da aproximação i n f e r i o r de

÷
}

while i <= p do
begin

{ determinação da classe de equ iva lê nc ia que contém ø ¿ }
j : = 1 ;
while ( j <= num ) and ( not ( ø ¿�� â º ) ) do j : = j + 1 ;
{ v e r i f i c a se â º está cont ido in te i ramen te em

÷
}

i f not usado [ j ] then
begin

b : = 1 ;
cont ido : = true ;Ý º : = nro_elementos ( â º ) ;
while ( b <= Ý º ) and ( con t ido ) do
begin

i f Ê�� in X then b : = b + 1
else cont ido : = fa lse ;

end ;
i f cont ido then ú : = ú õ â º ;
usado [ j ] : = true ;
i : = i + 1 ;

end ;
end ;

end .

O algoritmo temcomoentrada:a) um SRCdescrito peloconjunto deelemen-
tos
£ ¡ «^¬` ¤T¯T¯T¯6¤ ¬M° ± e deatributos,

¦ ¡ «6µT ¤T¯T¯T¯M¤ µ ¶ ± ; b) o conjunto do qualse
vai determinaraaproximaçãoinferior, öÈ¡o«��  ¤ � ® ¤T¯T¯T¯M¤ �
	?± . Cada�[Ä ¤ Â Å ÀgÅ�� ,
é fornecido comoum vetordevalores deatributo

É »  ø ¿ ¤ » ® ø ¿ ¤T¯T¯T¯^¤ »R¶ ø ¿�Ë . O proce-
dimento produz comosaídao conjunto  , quecontém a aproximaçãoinferior de
ö . Estealgoritmo fazusodo algoritmo rep, umavezquea determinaçãodaapro-
ximação inferior usaa representaçãodo SRC.
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Estealgoritmo inicialmentedeterminaarepresentaçãodoSRC,atravésdacha-
madarep(E,Q,R), cujo argumento de saída, áY¡ « £  ¤*£ ® ¤T¯T¯T¯6¤*£�� ± , é a coleção
dasclassesdeequivalência induzidaspor

¦
. Depois,paracadaum dos � elemen-

tos � Ä�� ö , determinaemqualdasclassesdeequivalência � Ä seencontra. Verifica,
então, setodososelementosdaclassedeterminadaestãocontidosem ö . Emcaso
afirmativo, todosos elementosda referida classe passama fazer parteda aproxi-
maçãoinferior de ö ,  ; casocontrário, nenhum elemento dessa classepertenceà
 .

A.3.3 Determinaçãoda AproximaçãoSuperior deum DadoConjunto

A aproximaçãosuperior deumdadoconjunto ö emumSRCconsistenoconjunto
formadopelauniãodetodososelementosdosconjuntoselementaresdo SRCque
têmintersecçãonão-vaziacom ö .

procedure aprox_sup (E ,Q,X ,S ) ;

{
Entrada : â¥ã§ä Ê ½
å Ê ¾iå-æ-æfæ-å Ê ×8ç , con jun to de ° exemplos ,

d e s c r i t o por ¶ a t r i b u t o s , è§ã¥ä ¹ ½�å�æ-æ-æfå ¹ Ð ç÷ ã¥äfø ½ å ø ¾ å-æfæ-æ-å øVù ç , con jun to para c a l c u l a r a aproximação supe r io r
Saida : � ã¥ätâ[û Ô å â[û Õ å�æ�æ-æfå â[ûýü ç , þ�ÿ Ý ÿ�� é�� , con jun to de classes de

equ iva lê nc ia do SRC, que tem in ters ecção não vazia com
÷

}
begin

{ i n i c i a l i z a ç ã o }
rep (E ,Q,R) ;
num : = nro_elementos (R ) ;
p : = nro_elementos (X ) ;
for i : = 1 to num do usado [ i ] : = fa lse ;
i : = 1 ;� : = { } ;
{ determinação da aproximação supe r io r de

÷
}

while i <= p do
begin

{ determinação da classe de esqu iva lê nc ia contendo ø ¿ }
j : = 1 ;
while ( j <= num ) and ( not ( ø ¿�� â º ) ) do j : = j + 1 ;
{ v e r i f i c a se esta cont ido in te i r amen te em

÷
}

i f not usado [ j ] then
begin� : = � õ â º ;

usado [ j ] : = true ;
end ;
i : = i + 1

end ;
end .
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O algoritmo aprox_suptemcomoentrada: a) um SRCdescrito peloconjunto
deelementos

£ ¡Û«^¬  ¤T¯T¯T¯^¤ ¬ ° ± e deatributos,
¦ ¡Û«6µ  ¤T¯T¯T¯^¤ µT¶�± ; b) o conjunto

do qual sevai determinar a aproximaçãosuperior, ö ¡Y«��  ¤ � ® ¤T¯T¯T¯^¤ �
	?± . Cada
� Ä ¤ Â Å�À Å�� , é fornecidocomoum vetordevaloresdeatributo

É »
 ø ¿ ¤T¯T¯T¯6¤ » ¶ ø ¿ Ë .
O procedimentoproduz comosaída o conjunto   , quecontém a aproximaçãosu-
perior de ö . Estealgoritmo faz uso tambémdo algoritmo rep, uma vez que a
determinação daaproximaçãosuperior usaa representaçãodo SRC.

EstealgoritmoinicialmentedeterminaarepresentaçãodoSRC,atravésdacha-
madarep(E,Q,R), cujo argumentode saída, áY¡ « £  ¤*£ ® ¤T¯T¯T¯6¤*£�� ± , é a coleção
dasclassesde equivalência induzidaspor

¦
. Depois,paracadaum dos � ele-

mentos � Ä�� ö , determina em qual dasclassesde equivalência � Ä seencontra.
Todosos elementos dessaclassede equivalênciapassam,então, a fazerparteda
aproximaçãosuperior de ö ,   .

A.4 DescriçãoemPseudocódigodo algoritmo lmurf

O objetivo desta seção é apresentaro pseudocódigo do algoritmo lmurf que é
constituído por 9 procedimentos, sendo o principal denominadolmurf. O algor-
timo utiliza-sede estruturasespeciais paraarmazenar algumasinformaçõesúteis
(comonomesde atributos e conjuntosdeelementos) e quesãoobtidasdurante o
cálculo das � Äì¶�� e � ��� 	 , e também durante o cáculo do valor dapertinência apro-
ximada. O algoritmotambémutil izaumaoutraestruturadearmazenamento- uma
árvore binária - paraarmazenar asproposiçõesquepermitem decidir o percurso
quesedeve seguir aopercorreaárvorededecisãoparabuscarumaconclusão. No
algoritmo, ondesefizer necessário a passagemdevariáveis valores,emumadada
função,a presençadeum � antecedendoumavariável referenciaa variável e uma
variável referenciadaentreparenteses(

¢ �Þ»
�
�RÀ���»?¬�� ª ) indicaumaderreferenciação
da variável. Issoé feito paradeixar claro quea variável nãoé passada por valor
(podendoseralteradadentro da função) e sim por referência (implementadaem
linguagens maisusuaisutil izando referênciasou ponteiros).

procedure lmu r f (E ,Q,C, d , Tree ) ;
{

Entrada : â¥ãÌä Ê ½
å Ê ¾*åfæ-æ-æfå Ê × ç , con jun to de ° exemplos ,
desc r i t os por ¶ a t r i b u t o s , è§ã§ä ¹ ½ å�æ-æ�æ-å ¹ Ð çí ã¥ä! ½�å  ¾]å-æ�æ-æ�å"	 º ç�# è , i nd i ca o con jun to de condições
d , a t r i b u t o de decisão

Saída : Tree , árvore de decisão gerada pelo a lgor i tmo lmurfAux
}
begin
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{ i n i c i a l i z a ç ã o }
pe r t : = 0 ;
lmurfAux (E,Q,C, d , pe r t , Tree ) ;

end .

O algoritmo lmurf tem comoentrada: a) um SRCdescrito pelo conjunto de ele-
mentos

£ ¡�«^¬  ¤T¯T¯T¯6¤ ¬ ° ± e de atributos,
¦ ¡K«6µ  ¤T¯T¯T¯^¤ µT¶�± ; b) um conjunto de

condições$&% ¦ e c) um atributodedecisão ' � ¦ . O algoritmo inicializaa va-
riável pert(comvalor zero) echamao procedimento lmurfAux. Esteprocedimento
utiliza-sedosseguintesprocedimentos:

� calcula_melhor_Finf e calcula_melhor_Fsup paraobter a melhor aproxi-
maçãoinferior e aproximaçãosuperior deumafunçãoaproximada;

� constroi_sub_arvore paraconstruir sub-árvoresqueserãoinseridasnaárvo-
re dedecisão;

� extrai_proposicao paramontarasproposições queserãoinseridasnosnós
daárvorededecisão;

� calcula_melhor_pertinencia para calcular o maior valor paraa função de
pertinênciaaproximada.

O procedimentolmurfAux produz comosaída umaárvore dedecisão.

procedure lmurfAux (E ,Q,C, d , pe r t , Tree ) ;
{

Entrada : â¥ã§ä Ê ½
å Ê ¾iå-æ-æfæ-å Ê × ç , con jun to de ° exemplos ,
desc r i t os por ¶ a t r i b u t o s , è§ã¥ä ¹ ½ å-æ�æ-æfå ¹ Ð çí ãÌä! ½
å  ¾]å�æ-æ�æ�å(	 º ç�# è , i nd i ca o con jun to de condições
d , a t r i b u t o de decisão
pe r t , va lo r i n i c i a l da pe r t i nênc ia aproximada

Saída : Tree , árvore de decisão gerada pelo a lgo r i tmo lmurfAux
}
begin

{ i n i c i a l i z a ç ã o }
r e s t a r t : = fa lse ;
nroE : = nro_elementos (E ) ;
while ( nroE > 0 ) and ( not ( r e s t a r t ) ) do
begin

r e s t a r t : = true ;
{ gera os conjun tos elementares para o a t r i b u t o de decisão }
rep (E , d ,R ) ;
repDecSRC : = R;
nroDecSets : = nro_elementos ( repDecSRC ) ;
i f nroDecSets > 1 then
begin
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ca lcu la_melhor_ F in f (E ,Q,C, d , melhorFin f ) ;
e lemFinf : = melhorF in f . elementos ; { elementos de melhorFin f }
n roF in f : = nro_elementos ( elemFinf ) ;
{Se ex i s t e melhorF in f }
i f n roF in f > 0 then
begin

r e s t a r t : = fa lse ;
{ na chamada da função cons t ro i_sub_arvore as v a r i á v e i s â eí são passadas por re fe rênc i a ( )�â e ) í )
cons t ro i_sub_arvore ( )�â ,Q, ) í , d , me lhorFin f , Tree ) ;
nroE : = nro_elementos (E ) ;

end
e lse
begin

{ ca l cu la * ê,+ ù com maior número de elementos
e menor do que - }
calcula_melhor_Fsup (E ,Q,C, d , melhorFsup ) ;
elemFsup : = melhorFsup . elementos ; { elementos de Fsup }
nroFsup : = nro_elementos ( elemFsup ) ;
{Se não ex i s t e * ¿ Ð/. e *%ê,+ ù10ã2- }
i f nroFsup > 0 then
begin

r e s t a r t : = fa lse ;
{ na chamada da função cons t ro i_sub_arvore as v a r i áv e i s â eí são passadas por re fe r ênc ia ( )�â e ) í )
cons t ro i_sub_arvore ( )�â ,Q, ) í , d , me lhorF in f , Tree ) ;
nroE : = nro_elementos (E ) ;

end ;
end ;
{Se não existem * ¿ Ð/. e *%ê,+ ù }
i f r e s t a r t = true then
begin

ca lcu la_me lhor_p er t inenc ia (E , C , repDecSRC , melhorPert ) ;
mu : = melhorPert . va lo r ;
a t r i b u t o : = melhorPert . a t r i b u t o ;
rep (E , a t r i b u t o , R ) ;
nroR : = nro_elementos (R ) ;
i f (mu > pe r t ) and ( nroR > 1 ) then
begin

C_aux : = C;
{ d i v i de o SRC em dois novos SRC ( com e sem

os elementos de melhorPert ) }
elementos : = melhorPert . elementos ;
E_aux : = E 3 elementos ;
ex t ra i_p ropos icao ( elementos , a t r i b u t o , condRule ) ;
inser i_noh ( condRule , fa lse , Tree ) ;
C : = C 3 a t r i b u t o ;

{Chamada recu rs i va com os elementos de melhorPert }
lmurfAux ( elementos , Q, C , d , mu , Tree ) ;
rep ( E_aux , a t r i b u t o , R ) ;
nroR : = nro_elementos (R ) ;
i f nroR = 1 then
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begin
C_aux : = C_aux 3 a t r i b u t o ;

end ;
{Chamada recu rs i va sem os elementos de melhorPert }
lmurfAux ( E_aux , Q, C_aux , d , mu , Tree ) ;

end
else
begin

{ ca l cu la a proposição de decisão e i n s e r i na árvore }
ex t ra i_p roposi cao (E , d , decRule ) ;
inser i_ noh ( decRule , true , Tree ) ;

end ;
end ;

end
else
begin

{ ca l cu la a proposição de decisão e i n s e r i na árvore }
ex t ra i _p roposi cao (E , d , decRule ) ;
inser i_n oh ( decRule , true , Tree ) ;
E : = 4 ;
nroE : = nro_elementos (E ) ;

end ;
end ;

end .

O procedimento lmurfAux, temcomoentrada: a)umSRC   descrito peloconjunto
deelementos

£ ¡o«^¬  ¤T¯T¯T¯M¤ ¬ ° ± edeatributos,
¦ ¡o«6µ  ¤T¯T¯T¯6¤ µT¶[± ; b) umconjunto

de condições $5% ¦ ; c) um atributo de decisão ' � ¦ e d) pert, variável que
armazena o valor inicial dapertinênciaaproximada.

O algoritmo inicializa a variável pert com o valor zeroe calcula $6�,�8797 �M¢ ' ª .
Se
³ $:�,�8797 �M¢ ' ªT³ ¡ÚÂ , umaproposiçãodeconclusãoé geradae inserida emum no-

vo nó da árvore de decisão. Se
³ $6�,�;7<7 �M¢ ' ªT³1=¡ Â , o algoritmo calcula � Ä ¶�� ¢ ö2> ª ,

(paratodo ö >?� $:�@�;797 � ¢ ' ª , Â�Å&�5Å ³ $6�,�;7<7 � ¢ ' ªT³ ), com maior númerode ele-
mentose geraproposição(ões) consistentesparaos nósda árvore de decisão. Se
� Äì¶�� ¢ ö > ª ¡BA , o algoritmo irá calcular � ��� 	 ¢ ö > ª (paratodo ö >C� $:�@�;797 � ¢ ' ª ,
Â�ÅD��Å ³ $6�,�;7<7 �T¢ ' ªT³ ) e escolher � ��� 	 ¢ ö2> ªE=¡GF com maior número de ele-
mentosparagerarproposição(ões)inconsistentesparaos nósda árvore de deci-
são. Caso � Äì¶H� ¢ ö2> ª ¡IA e � ��� 	 ¢ ö2> ª ¡JF , o algoritmo calcula KML ¿÷ ñ ¢ � ª para
todo öN> � $6�,�;7<7 �T¢ ' ª , Â�ÅO�BÅ ³ $6�,�;7<7 �6¢ ' ªT³ , e todo � pertencente a cadacon-
junto elementar de cada um dosespaçosaproximados P Ä ¡ ¢�£¥¤RQ Ä ª , tal que

Q Ä
é a relação de equivalência induzida pelo atributo S Ä � $ , Â�Å À Å ³ $ ³ . Se³ K L ¿÷ ñ ¢ � ªT³ ÅT�Q¬U�HV ou

³ P Ä ³ ¡ Â , umaproposiçãode conclusão é gerada e inserida
emum novo nó daárvore dedecisão, senão o algoritmo divide o SRC   emdois
novos SRCs,   e   ® , atravésdo maior valor obtido com o cálculo da função de
pertinênciaaproximada K;L ¿÷ ñ ¢ � ª . O SRC    é descrito peloconjunto deelementos
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£  ¡o«^¬  ¤T¯T¯T¯^¤ ¬MÝ1± edeatributos,
¦ ¡o«6µ  ¤T¯T¯T¯M¤ µT¶[± ; b) umconjuntodecondições

$&% ¦ e c) um atributo dedecisão ' � ¦ e o SRC   ® é descrito peloconjunto de
elementos

£ ® ¡K«^¬  ¤T¯T¯T¯6¤ ¬i¼R± e de atributos,
¦ ¡Y«6µ  ¤T¯T¯T¯M¤ µT¶[± ; b) um conjunto

de condições $W% ¦ e c) um atributode decisão ' � ¦ . O algoritmo gerauma
proposição baseada na função de pertinência aproximadae a insereem um novo
nó naárvore dedecisão.O procedimentolmurf é então reiniciadorecursivamente
com    e depois com   ® . A cadaproposiçãogeradaé removido de

£
oselemen-

tos ¬ ° , Â�Å ´ Å ³ £:³ quegeraram asproposições. O algoritmo termina quando£ ¡XA , retornandoa árvore dedecisão.

procedure ca lcu la_melhor_F in f (E ,Q,C, d , melhorFin f ) ;
{

Entrada : â¥ãÌä Ê ½
å Ê ¾*åfæ-æ-æfå Ê ×2ç , con jun to de ° exemplos ,
desc r i t os por ¶ a t r i b u t o s , è¥ã§ä ¹ ½�åfæ-æ�æ-å ¹ Ð çí ã¥ä! ½�å  ¾iå-æ-æ�æ�å(	 º ç�# è , i nd i ca o con jun to de condições
d , a t r i b u t o de decisão

Saída : melhorF inf , v a r i á v e l que armazena os elementos e a t r i b u t o s de* ¿ ÐY. que contem o maior número de elementos
}
begin

{ i n i c i a l i z a ç ã o }
nroC : = nro_elementos (C ) ;
{ gera os conjun tos elementares para o a t r i b u t o de decisão }
rep (E , d ,R ) ;
repDecSRC : = R;
nroDecSets : = nro_elementos ( repDecSRC ) ;
{ ca l cu la * ¿ ÐY. com maior número de elementos }
w : = 0 ;
for i : = 1 to nroDecSets do
begin

for j : = 1 to nroC do
begin

ap rox_in f (E ,  º , repDecSRC [ i ] , I ) ;
n ro I : = nro_elementos ( I ) ;
i f n ro I > w then
begin

w : = n ro I ;
me lhorFin f . elementos : = I ;
me lhorFin f . a t r i b u t o : =  º ;

end ;
end ;

end ;
end .

O procedimentocalcula_melhor_Finf temcomoentrada:um SRCdescrito pelos
conjuntosdeelementos

£ ¡o«^¬  ¤T¯T¯T¯6¤ ¬ ° ± edeatributos
¦ ¡o«6µ  ¤T¯T¯T¯6¤ µT¶[± ; b) um

conjunto decondições$O% ¦ e c) um atributo dedecisão ' . O algoritmo produz
comosaídaa variável melhorFinf quearmazenaoselementose atributosde � Äì¶H�
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quecontem o maiornúmerodeelementos.

procedure calcu la_melhor_Fsup (E ,Q,C, d , melhorFsup ) ;
{

Entrada : â¥ã§ä Ê ½ å Ê ¾ å-æ-æfæ-å Ê × ç , con jun to de ° exemplos ,
desc r i t os por ¶ a t r i b u t o s , è§ãÌä ¹ ½
å-æ�æ-æ�å ¹ Ð çí ãÌä! ½tå  ¾]å-æ�æ�æ-å"	 º ç�# è , i nd i ca o con jun to de condições
d , a t r i b u t o de decisão

Saída : melhorFsup , v a r i á v e l que armazena os elementos e a t r i b u t o s de*%ê@+ ù que contem o maior número de elementos
}
begin

{ i n i c i a l i z a ç ã o }
nroE : = nro_elementos (E ) ;
nroC : = nro_elementos (C ) ;
{ gera os conjuntos elementares para o a t r i b u t o de decisão }
rep (E , d ,R ) ;
repDecSRC : = R;
nroDecSets : = nro_elementos ( repDecSRC ) ;
{ ca l cu la *�ê@+ ù com maior número de elementos }
w : = 0 ;
for i : = 1 to nroDecSets do
begin

for j : = 1 to nroC do
begin

aprox_sup (E ,  º , repDecSRC [ i ] , S ) ;
nroS : = nro_elementos (S ) ;
i f ( nroS < nroE ) and ( nroS > w) then
begin

w : = nroS ;
melhorFsup . elementos : = S ;
melhorFsup . a t r i b u t o : =  º ;

end ;
end ;

end ;
end .

O procedimentocalcula_melhor_Fsuptemcomoentrada:um SRCdescrito pelos
conjuntosdeelementos

£ ¡o«^¬  ¤T¯T¯T¯M¤ ¬ ° ± edeatributos
¦ ¡o«6µ  ¤T¯T¯T¯M¤ µM¶�± ; b) um

conjunto decondições$O% ¦ e c) um atributo dedecisão ' . O algoritmo produz
comosaídaa variável melhorFsup quearmazena oselementose atributosde � �Z� 	
quecontem o maiornúmerodeelementos.

procedure cons t ro i_sub_arvore ( )�â ,Q, ) í , d , melhorF , subTree ) ;
{

Entrada : )�â , onde ë[)�â î ã¥ä Ê ½�å Ê ¾iå-æ�æ-æ�å Ê ×8ç , r e f e rênc ia para um con jun to
de ° exemplos , desc r i t os por ¶ a t r i b u t o s , è§ã¥ä ¹ ½�å�æ-æ-æfå ¹ Ð ç) í , onde ë[) íïî ã¥ä! ½�å  ¾iå-æ-æ�æ�å(	 º ç�# è , i nd i ca uma re fe r ênc ia
para o con jun to de condições d , a t r i b u t o de decisão melhorF ,
va lo r da v a r i á v e l ob t ida com o cá l cu lo da melhor * ¿ ÐY. ou
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melhor * ê,+ ù
Saída : subTree , sub 3 árvore gerada pelo a lgo r i tmo

}
begin

{ i n i c i a l i z a ç ã o }
elemF : = melhorF . elementos ; { elementos de melhorF }
a t t r F : = melhorF . a t r i b u t o ; { a t t r i b u t o de melhorF }
{ ca l cu la a proposição de condição e i n s e r i na árvore }
ex t ra i_p ropos icao ( elemF , a t t r F , condRule ) ;
inser i_noh ( condRule , fa lse , subTree ) ;
{ ca l cu la a proposição de decisão e i n s e r i na árvore }
ex t ra i_p ropos icao ( elemF , d , decRule ) ;
inser i_noh ( decRule , true , subTree ) ;
{ a tua l i zação dos elementos de E}ë[)�â î : = ë[)�â î 3 elemF ;
{ ca l cu la U/R para o a t r i b u t o de melhorF }
rep (E , a t t r F ,R ) ;
nroR : = nro_elementos (R ) ;
i f nroR = 1 then
begin

{ a tua l i zação dos a t r i b u t o s de C}ë() íïî : = ë[) íïî 3 a t t r F ;
end ;

end .

O procedimento constroi_sub_arvore temcomoentrada:umareferênciaparaum
SRCdescrito pelos conjuntosdeelementos � £ , onde

¢ � £óª ¡k«^¬f ¤T¯T¯T¯6¤ ¬T°Þ± e de
atributos

¦ ¡k«6µ  ¤T¯T¯T¯M¤ µT¶[± ; b) umareferênciaparaumconjuntodecondições��$ ,
onde

¢ ��$ ª % ¦ ; c) umatributodedecisão ' ed) melhorF, quearmazenaavariável
obtida com o cálculo da melhor � Äì¶H� ou melhor � �Z� 	 . O algoritmo utili za-sedo
procedimento extrai_proposicao paramontarasproposiçõesqueserãoinseridas
nosnósdasub-árvoreproduzidacomosaída do algoritmo e queirá fazerparteda
árvore dedecisãogeradapeloalgoritmo lmurfAux.

procedure ex t ra i_p ropos icao (E , q , proposicoes ) ;
{

Entrada : â¥ãÌä Ê ½ å Ê ¾ åfæ-æ-æfå Ê × ç , con jun to de ° exemplos ,
desc r i t os por  a t r i b u t o

¹
Saida : proposicoes , con jun to com Ý proposições

}
begin

{ i n i c i a l i z a ç ã o }
usado : = { } ;
numElementos = nro_elementos (E ) ;

{Com um con jun to de elementos e um a t r i b u t o é ca lcu lado um con jun to
de proposições do t i p o ( a t r i b u t o : = va lo r ) }

proposicoes [ 1 ] . a t r i b u t o : = Q;
proposicoes [ 1 ] . va lo r : = ð�\ Ó0Ô ;
usado [ 1 ] : = ð \ Ó-Ô ;
w : = 2 ;
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for i : = 2 to numElementos do
begin

i f not ( ð!\ Ó�ò in usado ) then
begin

proposicoes [w ] . a t r i b u t o : = Q;
proposicoes [w ] . va lo r : = ð \ Ó�ò ;
usado [w ] : = ð!\ Ó�ò ;
w : = w + 1 ;

end ;
end ;

end .

O procedimentoextrai_proposicaotem como entrada: a) um SRC descrito pe-
lo conjunto de elementos

£ ¡ «^¬  ¤T¯T¯T¯6¤ ¬ ° ± e pelo atributo µ ; O procedimento
utiliza-sedo atributo µ e doselementosde

£
paraconstruir proposições(decon-

diçãoou decisão)no formato:

� ¢ � ¡Ú»H] Ê ½ ª!^9_Þ¯T¯T¯Y^9_�¢ � ¡ »H] Ê º`ª , onde � recebeo valor do atributo µ e »`] Ê º
recebe o valor do elemento ¬ ¼ , Â Å Á Å ³ £:³

procedure ca lc u la_m elhor _per t inen c ia (E , Q, setX , Member ) ;

{
Entrada : â¥ã§ä Ê ½ å Ê ¾ å-æ-æfæ-å Ê × ç , con jun to de ° exemplos ,

d e s c r i t o por ¶ a t r i b u t o s , è§ã¥ä ¹ ½�å-æ�æ-æ�å ¹ Ð ç
setX , con jun to de conjun tos elementares do a t r i b u t o de
decisão

Saida : Member , a t r i b u t o e va lo r com maior pe r t i nênc ia
}
begin

{ i n i c i a l i z a ç ã o }
o ld_pe r t = 0 ;
pe r t : = 0 ;
nroQ : = nro_elementos (Q) ;
{ gera os conjuntos elementares para cada a t r i b u t o do SRC}
for i : = 1 to nroQ do
begin

rep (E ,
¹ ¿ ,R ) ;

repCSRC [ i ] : = R;
end ;
m : = nro_elementos ( setX ) ;
n : = nro_elementos ( repCSRC ) ;
{ Separa as representações e seus conjuntos elementares }
for i : = 1 to n do
begin

condElemSets : = repCSRC [ i ] ;
w : = nro_elementos ( condElemSets ) ;
{ Separa um con jun to dos conjuntos Elementares de uma representação }
for j : = 1 to w do
begin

elementarySet : = condElemSets [ j ] ;
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{ ca l cu la a pe r t i nênc i a de um con jun to com re lação a todos
os conjuntos de setX }

for k : = 1 to m do
begin

I n t e r s ec : = ( elementarySet a setX [ k ] ) ;
num1 : = nro_elementos ( I n te r sec ) ;
num2 : = nro_elementos ( elementarySet ) ;
pe r t : = num1 / num2;
i f pe r t > o ld_pe r t then
begin

o ld_pe r t : = pe r t ;
Member . va lo r : = pe r t ;
Member . elementos : = elementarySet ;
Member . a t r i b u t o : =

¹ ¿ ;
end ;

end ;
end ;

end ;
end .

O procedimento calcula_melhor_pertinencia tem comoentrada: a) um SRCdes-
crito peloconjuntodeelementos

£ ¡o«^¬  ¤T¯T¯T¯6¤ ¬ ° ± edeatributos
¦ ¡o«6µ  ¤T¯T¯T¯6¤ µT¶�± ;

b) 7^¬�Vfö ¡�«Mö  ¤ ö ® ¤T¯T¯T¯6¤ ö2>^± , onde öN>Ù¡ «��  ¤ � ® ¤T¯T¯T¯6¤ �QÝ�± é o conjunto usa-
do paracalcular a pertinência aproximada. O procedimentogerarepresentações
(conjuntos elementares)paracadaum dosatributos µ`Ä , Â ÅkÀ Å ³C¦·³ , e calcula a
pertinência aproximadadecadarepresentaçãocomcadaconjunto de 7`¬UVtö , retor-
nando um objeto com atributo, elementos e valor da pertinênciaaproximadaque
apresentamaiorvalor.
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