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RESUMO 

 

As precipitações pluviométricas são fenômenos cíclicos com ocorrência 
e intensidade aleatória, resultante da água condensada na atmosfera que atinge 
gravitacionalmente a superfície terrestre. A intensidade e frequência com que 
esse fenômeno ocorre influencia diretamente nos habitats naturais, ecossistemas 
e em muitos setores econômicos e sociais desde a agricultura, transportes até o 
forneci- mento urbano de água. Neste trabalho, são apresentadas algumas 
propriedades das distribuições gama bivariada de Smith, Adelfang e Tubbs, 
exponencial bivariada Gumbel tipo I e da distribuição beta tipo I univariada. 
Esses modelos são utilizados na análise das importantes variáveis: período com 
precipitação pluviométrica e o período contíguo sem precipitação pluviométrica. 
Os resultados obtidos apontam a adequação dos modelos. Utilizando a cópula de 
Gumbel-Barnett, foi construída uma distribuição exponencial bivariada que 
generaliza a distribuição Gumbel tipo I. As principais propriedades dessa 
distribuição foram deduzidas. O modelo foi utilizado na análise da estrutura de 
correlação existente entre as sequências de dias com precipitação e as sequências 
de dias sem ocorrência de precipitação. Os resultados indicaram a viabilidade do 
modelo. 

 

Palavras-chave: Fenômenos climáticos. Hidrologia. Probabilidade. Produto de 
variáveis aleatórias. Quociente de variáveis aleatórias. Secas. 

 

  



 

ABSTRACT 

 

The rainfalls are recurrent phenomena with random uncertain occurrence 
and intensity resulting from the condensed water in the atmosphere that reaches 
the earth’s surface by gravity. The intensity and frequency that this phenomenon 
occurs, direct influence on the natural habitats, ecosystems and many economic 
and social sectors from agriculture, transport, urban water supply. In this work, 
we present some properties of bivariate gamma distributions for Smith, 
Adelfang and Tubbs’s bivariate gamma distributions, Gumbel´s type I bivariate 
exponential and univariate beta type I distribution. These models are used in the 
analysis of important variables, period rainfall and the contiguous period without 
rainfall. The results indicate the adequacy of the three models. Using the 
Gumbel-Barnett co- pula was built a bivariate exponential distribution which 
generalizes the Gumbel´s type I bivariate exponential. The main properties of 
this distribution were derived. The model was used to analyze the structure 
between the sequences of days with rainfall and sequences of days without 
rainfall. The results indicate that the model is viable. 

 

Keywords: Climatic phenomena. Drought. Hydrology. Probability. Product of 
random variables. Ratio of random variables. 
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PRIMEIRA PARTE 

1 INTRODUÇÃO 

As precipitações pluviométricas, ou chuvas, ocorrem quando a água 

condensada na atmosfera precipita-se sobre a superfície terrestre. São fenômenos 

climáticos periódicos que se apresentam em todo planeta. Sua frequência em 

déficit ou excesso são agentes causadores de impactos negativos em diversos 

setores econômicos e sociais, refletindo diretamente na qualidade de vida da 

população. 

A persistência de valores de precipitação abaixo do normal ocasiona um 

fenômeno natural conhecido como seca. Contrariamente a outros desastres 

naturais, que geralmente atuam de forma imediata e com impactos instantâneos, 

a seca é um desastre natural mais complexo que se manifesta com intensidades 

diferentes, dependendo dos índices de precipitações pluviométricas, e que afeta 

um maior número de pessoas durante um longo tempo. No Brasil, por exemplo, 

a seca age como um dos principais fatores para que a Região Nordeste possua o 

pior Índice de Desenvolvimento Humano do País (IDH). 

Os impactos resultantes do excesso de precipitação pluviométrica 

variam conforme a escala espacial e temporal em que o fenômeno ocorre. 

Podendo provocar graves prejuízos de ordem socioeconômica, nomeadamente 

em setores agrícola e recursos hídricos, originando muitas vezes o 

desenvolvimento e propagação de pragas e pestes, o que designadamente em 

países com economias débeis, leva à escassez de alimentos e água potável, e 

consequentemente à perda de um número significativo de vidas humanas. 

Em face dos problemas apresentados, existe uma preocupação crescente 

em criar mecanismos eficazes para descrever e predizer tal fenômeno, para 
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tomada de decisões por parte dos órgãos competentes, proporcionando o 

planejamento de ações preventivas conscientes e minimizando seus efeitos. 

1.1 Objetivos 

O autor do presente trabalho teve como objetivo geral propor a 

utilização de determinados modelos probabilísticos como uma alternativa viável 

para analisar, descrever e predizer variáveis meteorológicas importantes 

associadas as precipitações pluviométricas. 

Dentre os objetivos específicos, pode-se destacar: 

 

a) Estudar a distribuição exponencial bivariada Gumbel tipo I no ajuste 

de dados reais de precipitações pluviométricas. Este modelo é muito 

utilizado em hidrologia e análise de sobrevivência; 

b) A partir do estudo dos modelos já existentes, construir um modelo 

bivariado robusto, tratável do ponto de vista matemático, que possa 

ser empregado no estudo de processos hidrológicos, principalmente 

na análise de eventos de precipitação; 

c) Determinar a distribuição da soma, produto e proporção das 

variáveis componentes do modelo gama bivariado de Smith, 

Adelfang e Tubbs, bem como seus respectivos momentos, aplicando 

os resultados obtidos na modelagem de precipitações pluviométricas; 

d) Estudar o potencial do modelo beta tipo II na análise de 

precipitações pluviométricas. 

 

Neste contexto, são deduzidas as distribuições do produto, razão e 

proporção de componentes beta tipo II. 
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1.2 Estrutura do trabalho 

O texto está organizado em formato de coletânea de artigos sobre 

modelagem de precipitações pluviométricas, conforme as normas da 

Universidade Federal de Lavras - UFLA (2010). 

1. Na primeira parte são apresentados de forma breve, a motivação, 

contextualização e objetivos do trabalho. A segunda parte é composta por 

quatro artigos sobre utilização de modelos contínuos no estudo de 

precipitações pluviométricas. 

 

a) No artigo 1 são deduzidas as distribuições exatas das importantes 

variáveis X + Y , XY e X/(X + Y ), juntamente com seus respectivos 

momentos, quando X e Y seguem o modelo exponencial bivariado 

Gumbel tipo I. Os resultados obtidos são utilizados no estudo da 

pluviometria das cidades de Aquidabã, Aracaju, Boquim, Nossa 

Senhora da Glória, Itabaiana, Porto da Folha, Poço Redondo e 

Umbaúba todas situadas no Estado de Sergipe. 

b) No artigo 2 é utilizada a cópula de Gumbel-Barnett para construir 

uma distribuição exponencial bivariada, que é uma generalização do 

mo- delo exponencial bivariado Gumbel tipo I. A nova distribuição é 

aplicada na análise de dados de precipitações pluviométricas 

ocorridas em cidades do Estado de Sergipe. As principais 

propriedades dessa distribuição são deduzidas. 
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c) No artigo 3 são deduzidas as distribuições exatas das combinações 

de variáveis U = X + Y , P = XY e Q = Y /(X + Y ), juntamente com 

seus respectivos momentos, quando X e Y seguem o modelo gama 

bivariado de Smith, Adelfang e Tubbs. Os resultados obtidos são 

aplicados em dados de precipitações pluviométricas ocorridas na 

cidade de Passo Fundo, Rio Grande do Sul. 

d) No artigo 4 são deduzidas as distribuições exatas das combinações 

de variáveis P = XY , R = X/Y e Q = Y /(X + Y ) quando X e Y são 

variáveis beta tipo II e independentes. Os resultados obtidos são 

empregados na modelagem de dados reais de precipitação. 

 

2. Nas considerações finais são apresentados, de forma sucinta, os 

aspectos principais deste trabalho e algumas perspectivas de trabalhos futuros 
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2 REFERENCIAL TEÓRICO 

2.1 Precipitações pluviométricas 

Medir dados de precipitação pluviométrica é muito importante em 

diversos contextos, tais como: produtividade de culturas agrícolas, manejo dos 

recursos hídricos, avaliação ambiental, erosão hídrica etc. A obtenção da correta 

distribuição temporal para precipitação é relevante no planejamento agrícola, no 

que diz respeito à instalação de culturas. Além da influência na agricultura, 

períodos de estiagens muito longos afetam o nível de água dos mananciais e dos 

reservatórios das usinas hidrelétricas, trazendo problemas para o abastecimento 

urbano e na geração de energia elétrica. A quantificação das chuvas é importante 

no planejamento agrícola e ambiental para o correto dimensionamento das obras, 

tanto na construção civil quanto na conservação do solo (VIEIRA; 

CARVALHO, 2001). 

Botelho e Morais (1999) destacam o papel das precipitações 

pluviométricas, como principal fonte de água para a agricultura, que por vezes 

tem comprometido o desenvolvimento da produção agrícola, em função de sua 

variabilidade não uniforme, ora com grandes períodos de estiagem, ora com 

consideráveis aguaceiros de curta duração, que superam a capacidade de 

retenção de água pelo solo, provocando enchentes e inundações. Sampaio et al. 

(2007) também alertam sobre a impossibilidade de saber qual a evolução exata 

dos valores de precipitação ao longo do tempo e do espaço em função de sua 

natureza aleatória. A partir dessas dificuldades, modelos probabilísticos foram 

introduzidos para ajustar séries históricas de precipitações. Modelos 

probabilísticos como os modelos gama, exponencial e Pareto são utilizados para 

o cálculo tanto da precipitação esperada como da duração do período de 

precipitação. 
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No Brasil, os estudos envolvendo precipitação pluviométrica são difíceis 

de serem executados devido ao fato das séries históricas disponíveis serem, na 

maioria dos casos, muito pequenas para efetuá-los. Segundo Genneville e Boock 

(1983), quanto mais reduzidas forem as séries de precipitação disponíveis, 

maiores as chances de se ter resultados tendenciosos. 

Para o monitoramento de precipitações pluviométricas é utilizado o 

Índice Pluviométrico que representa a somatória da quantidade da precipitação 

(chuva, neve, granizo) ocorrida num determinado local durante um dado período 

de tempo. Através desse índice, pode-se determinar a ocorrência de chuvas e sua 

intensidade. 

2.2 Modelos probabilísticos univariados contínuos utilizados em processos 
hidrológicos 

A modelagem probabilística pode ser destacada como uma das técnicas 

empregadas na análise de vários fenômenos hidrológicos, incluindo precipitação 

pluviométrica. 

Quantidades como duração, intensidade e magnitude são importantes 

elementos que são utilizados para descrever precipitações. Através da Teoria das 

Probabilidades esses elementos podem ser caracterizados por variáveis 

aleatórias, cujos comportamentos são descritos por distribuições de 

probabilidade. 

Em consequência de sua natureza estocástica, essas variáveis podem ser 

estudas utilizando-se diferentes modelos. Qual é o mais simples? Qual é o mais 

flexível? 

Qual apresenta melhor ajuste? Essas são questões práticas que exigem 

respostas por parte dos cientistas que pesquisam na área. 
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Diversos estudos envolvendo modelagem probabilística de processos 

hidrológicos podem ser encontrados na literatura. Diferentes distribuições 

univariadas contínuas têm sido utilizadas para descrever o comportamento 

desses processos. 

Nas subseções a seguir são apresentadas algumas dessas distribuições. 

2.3 Distribuição beta do tipo II 

Uma variável aleatória X tem distribuição beta tipo II quando sua função 

densidade de probabilidade é da forma: 

 

                         (1) 

 

em que x > 0, α > 0 é um parâmetro de forma, β > 0 é um parâmetro de 

escala e B (α; β) representa a função beta, 

 

( 2) 

 

Na Figura 1 são exibidas algumas formas possíveis da densidade beta 

tipo II para diferentes valores paramétricos. 

 

 

 

 

 

 

f (x) =
xα−1 (1 + x)−(α+β)

B (α, β)
,f (x) =

xα−1 (1 + x)−(α+β)

B (α, β)
,

B (α, β) =

∫ 1

0
tα−1 (1− t)β−1 dt.
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Figura 1 Funções densidade de probabilidade beta tipo II 

A distribuição beta tipo II foi empregada por Rodrigues et al. (2012) 

para estudar precipitações pluviométricas ocorridas nas cidades de Aquidabã, 

Aracaju, Boquim, Nossa Senhora da Glória, Itabaiana, Porto da Folha, Poço 

Redondo e Umbaúba, todas situadas no Estado de Sergipe. Critérios gráficos 

indicaram a adequação do modelo em relação ao conjunto de dados estudado. 

Silva (2011) estudou a pluviometria da cidade de Passo Fundo no Rio 

Grande do Sul utilizando o modelo beta tipo II. O teste   evidenciou o bom 

ajuste do modelo em relação às condições pluviométricas da região. 

2.3.1 Distribuição exponencial 

Uma variável aleatória X tem distribuição exponencial quando sua 

função densidade de probabilidade é da forma: 
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f (x) = β exp (−βx) , (3) 

sendo que x > 0 e β > 0 é um parâmetro de escala. Na Figura 2 são 

ilustradas algumas formas dessa função densidade de probabilidade. 

Figura 2 Funções densidade de probabilidade exponencial. 

O modelo exponencial foi utilizado por Shiau e Morrades (2009) para 

descrever período de seca. Os dados analisados foram coletados nas estações de 

Abadan localizada no sul do Iran e Anzali no norte do Iran. A qualidade de 

ajuste da distribuição foi verificada utilizando critérios gráficos, os resultados 

indicaram a adequação do modelo. 

Yang e Nadarajah (2006) utilizaram a distribuição exponencial para 

descrever o período de seca e as distribuições exponencial, gama, Pareto, 

Weibull e log-normal para descrever a intensidade da seca, com isso foi possível 

analisar a magnitude da seca, obtida pelo produto, período de seca x intensidade. 

O modelo exponencial descreveu adequadamente os dados de duração de seca. 
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Entretanto, na descrição da intensidade de seca, a distribuição exponencial 

apresentou ajuste inferior em relação aos demais modelos analisados. 

A modelagem da duração de secas utilizando a distribuição exponencial 

também foi feita por Shiau (2006). Foram analisadas as secas ocorridas em 

Wushantou, no sul de Taiwan, no período de 1932 a 2001. O modelo apresentou 

um bom ajuste, o que foi comprovado via critério gráfico P-P plot. 

2.3.2 Distribuição gama 

Uma variável aleatória X tem distribuição gama quando sua função 

densidade de probabilidade para x > 0 é da forma: 

 (4) 

sendo que α> 0 é um parâmetro de forma, β > 0 é um parâmetro de 

escala e ᴦ(·) indica a função matemática gama, definida por:

 (5) 

Devido a sua versatilidade, a gama é uma das distribuições mais 

utilizadas na Estatística. Dependendo dos valores dos parâmetros esse modelo 

recebe nomes especiais. Para α = 1, tem-se a distribuição exponencial. Caso 

α = n / 2 com n inteiro positivo e β = 1 / 2, tem-se o importante modelo qui-

quadrado, com n graus de liberdade. Quando α = n com n inteiro positivo, a 

distribuição gama reduz-se ao modelo Erlang de ordem n. 

Para exemplificar a versatilidade do modelo gama, é apresentado na 

Figura 3 o gráfico de sua densidade para alguns valores paramétricos. 

Γ (α)
exp (−βx) ,

Γ (α) =

∫ ∞

0
xα−1 exp (−x) dx.

Γ (α) =

∫ ∞

0
xα−1 exp (−x) dx.

f (x) =
βαxα−1

Γ (α)
exp (−βx) ,
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Figura 3 Funções densidade de probabilidade gama 

Botelho e Morais (1999) utilizaram uma série histórica de trinta anos 

com dados diários de precipitações ocorridas na cidade de Lavras - MG para 

ajuste do modelo gama o que possibilitou descrever parte da pluviometria da 

região. 

Araújo et al. (2001) estudaram o potencial da distribuição gama na 

previsão de precipitações para o município de Boa Vista, no Estado de Roraima. 

Foram utilizados dados de precipitação pluviométrica mensal de uma série 

histórica compreendida entre os anos de 1923 a 1997. Verificou-se um bom 

ajuste dos valores mensais de precipitação pluviométrica, exceto para os meses 

secos, de janeiro e fevereiro. 

Longo et al. (2006) avaliaram o uso das distribuições gama e log-normal 

na estimação de precipitações pluviais prováveis quinzenais no Estado do 

Paraná, utilizando como testes de aderência, o teste qui-quadrado e o teste de 

Kolmogorov-Smirnov. Foram analisados dados diários de precipitação de vinte 

duas estações de medição. Os resultados mostraram que a distribuição gama 

obteve melhor ajuste das condições pluviométricas do Estado. 
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Sampaio et al. (2007), considerando as distribuições gama e log-normal, 

estudaram a distribuição da precipitação mensal para o Estado do Paraná. Os 

resultados obtidos indicaram que a distribuição gama ajustou-se adequadamente 

à pluviometria do Estado. 

A distribuição gama tem sido o modelo tradicionalmente utilizado na 

descrição de intensidade de seca. Este fato levou Nadarajah e Gupta (2007), a 

introduzirem uma generalização do modelo gama para estudar a intensidades de 

secas ocorridas no Estado de Nebraska. Os resultados indicaram que a nova 

distribuição fornecia um excelente ajuste para os dados de seca, melhor que o 

ajuste obtido com o modelo gama usual. Para a comparação dos dois modelos 

foi utilizado o logaritmo da função de verossimilhança. 

Shakil e Kibria (2009) utilizaram a distribuição da combinação linear de 

variáveis gama e Rayleigh para modelar dados de precipitações. A boa qualidade 

de ajuste do modelo foi verificada por meio do teste qui-quadrado de aderência. 

A distribuição gama foi empregada por Rodrigues et al. (2011b) para 

modelagem das probabilidades de sequências de dias com precipitação na cidade 

de Vitória da Conquista no sudoeste da Bahia. O critério gráfico P-P plot 

indicou o bom ajuste do modelo. 

2.3.3 Distribuição log-normal 

Uma variável aleatória X tem distribuição log-normal quando sua função 

densidade de probabilidade para x > 0 é dada por: 

 (6) 

sendo que −∞ < < +∞ é um parâmetro de escala e > 0 é um 

parâmetro de forma. 

xσ
√

2π
exp

[
−(log x− µ)2

2σ2

]
,

f (x) =
1

xσ
√
2π

exp −(log x− µ)2

2σ2

[ ]
,
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Algumas formas possíveis da densidade log-normal podem ser 

visualizadas na Figura 4. 

Figura 4 Funções densidade de probabilidade log-normal 

Rodrigues, Silva e Santos Filho (2012), considerando os modelos gama 

e log-normal, analisaram a distribuição da precipitação mensal na cidade de 

Bento Gonçalves no Rio Grande do Sul. Os dados utilizados correspondiam às 

precipitações pluviométricas mensais no período de janeiro de 2001 a dezembro 

de 2011. O teste de Kolmogorov-Sminorv foi empregado para verificar a 

aderência dos modelos e ambos os modelos apresentaram aderência à nível de 

5%. 

2.3.4 Distribuições Pareto 

Uma variável aleatória X tem distribuição Pareto tipo I quando sua 

função densidade de probabilidade é da forma: 
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 ( 7) 

em que x ≥ β > 0, α > 0 é um parâmetro de forma e β > 0 é um 

parâmetro de escala. 

Uma variável aleatória X tem distribuição Pareto tipo II quando sua 

função densidade de probabilidade é da forma: 

 (8) 

em que x ≥ β > 0, α > 0 é um parâmetro de forma e β > 0 é um 

parâmetro de escala.  

Nas Figuras 5 e 6 são ilustradas algumas formas das densidades Pareto 

tipo I e tipo II para diferentes valores paramétricos. 

Figura 5 Funções densidade de probabilidade Pareto tipo I 

xα+1
,

f(x) = αβα (x+ β)−α−1 ,

αβα

f (x) =
α+1

,

f(x) = αβα (x+ β)−α−1 ,
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Figura 6 Funções densidade de probabilidade tipo II 

Nadarajah (2008) empregou as distribuições da soma, produto e 

proporção de componentes Pareto generalizada, a qual foi introduzida por ele, 

para caracterizar secas através do seu tempo de retorno, sua magnitude e sua 

proporção, respectivamente. 

Os dados consistiam em uma série histórica de mais de cem anos de 

medições mensais do Índice de Severidade de Seca de Palmer no Estado de 

Nebraska. 

Nadarajah e Ali (2008) modelaram a precipitação diária máxima anual 

utilizando a distribuição Pareto tipo II. Os dados consistiam das medições 

diárias do índice pluviométrico de quatorze estações meteorológicas situadas na 

Flórida, no período compreendido de 1901 até 2003. 
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2.3.5 DistribuiçãoWeibull 

Uma variável aleatória X tem distribuição Weibull quando sua função 

densidade de probabilidade para x > 0 é dada por: 

 ( 9) 

sendo que α > 0 é um parâmetro de forma e β > 0 é um parâmetro de 

escala. 

A distribuição Weibull reduz-se a exponencial quando α = 1 e é 

denominada distribuição Rayleigh caso α = 2. Algumas formas da densidade 

Weibull são exibidas na Figura 7. 

β

(
x

β

)α−1

exp

[
−
(
x

β

)α]
,

f (x) =
α

β β
exp −

(
x

β

(
x
)α−1 [ )α]

,
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Figura 7 Funções densidade de probabilidade Weibull 

Utilizando os modelos gama, Weibull, exponencial e log-normal, Silva 

et al. (2007) observaram que as distribuições gama e Weibull foram as que 

apresentaram melhores resultados na descrição da variação da probabilidade de 

ocorrência de precipitação diária, durante os meses do ano, em Santa Maria, RS. 

Yang e Nadarajah (2006) estudaram o potencial da distribuição do 

produto de variáveis aleatórias XY , quando X é exponencialmente distribuída e 

Y é proveniente da família gama, Weibull, Pareto ou log-normal, na descrição da 

magnitude de secas ocorridas em Nebraska-EUA. O modelo Weibull foi o que 

apresentou melhor ajuste em relação aos dados de intensidade de seca. 

2.4 Modelos probabilísticos bivariados contínuos utilizados em processos 
hidrológicos 

A dependência entre duas variáveis aleatórias surge em diversas áreas 

aplicadas, dentre elas a hidrologia. Nesse caso, os fenômenos apresentam-se 
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com natureza bidimensional, exigindo o uso de modelos bivariados 

correlacionados. 

A simples análise unidimensional fornece informações limitadas do 

evento, não sendo suficiente para descrevê-lo em sua plenitude. Nesse contexto, 

diversos modelos bivariados têm sido propostos na literatura, destacando-se os 

modelos gama bivariado, exponencial bivariado e Pareto bivariado. 

2.4.1 Distribuição gama bivariada de Izama 

Izama (1965) propôs um modelo bigama tri-paramétrico para analisar 

dados de precipitações ocorridas na região sul do Distrito de Kanto no Japão. A 

função densidade de probabilidade conjunta dessa distribuição é dada por: 

 (10) 

As marginais de X e Y são gama distribuídas com densidades: 

Γ (ν) (β1β2)
(ν+1)/2 (1− ρ) ρ(ν−1)/2

exp

[
− 1

1− ρ

(
x

β1
+

y

β2

)]
×Iν−1

(
2
√

ρxy

β1β2(1− ρ)

)
,

Iν−1(x) =
xν−1

2ν−1Γ(ν)

∞∑
k=0

1

(ν)kk
.

fY (x) =
xν−1

βν1Γ (ν)
exp (−x/β1)

f(x, y) =
(xy)(ν−1)/2

Γ (ν) ( 1β2)
(ν+1)/2 ( − ρ) ρ(ν−1)/2

exp

[
− 1

1− ρ

(
x

β1
+

y

β2

)]
×Iν−1

β(
2
√
ρxy

β1β2(1− ρ)

1)
,

              em que x > 0, y > 0, β1 > 0, β2 > 0, 0 < ρ < 1 e Iν−1(·) denota a função 
de Bessel modificada de tipo I,

Iν−1(x) =
xν−1

2ν−1Γ(ν)

∑∞
k=0

1

(ν)kk
.

fY (x) =
xν−1

β1
νΓ (ν)

exp (−x/β1)

(11)
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2.4.2 Distribuição gama bivariada de Cherian 

A função densidade de probabilidade conjunta da distribuição gama 

bivariada de Cherian (1941) é dada por: 

em que x > 0,   > 0,   > 0,    > 0 e   > 0. As marginais são gama 

distribuídas com parâmetros de forma α1 + α3 e α2 + α3.  

Nadarajah e Gupta (2006a) utilizaram essa distribuição para modelar a 

duração do período de seca e a duração do período sem seca, o que possibilitou 

determinar a distribuição da proporção do período com seca. O ajuste do modelo 

se deu por meio de uma base de dados de secas ocorridas em Nebraska. A 

qualidade de ajuste do modelo foi verificada utilizando intervalos de confiança 

para média das variáveis estudadas. 

Vrac, Naveau e Drobinski (2007) empregaram com sucesso esse modelo 

na análise da dependência espacial de precipitações ocorridas nas cidades de St 

Alban, Perreux e Riorges na Região Mediterrânea da França. Os dados 

observados cobrem eventos de precipitações ocorridas entre 01 de janeiro de 

1994 e 31 de dezembro de 2004. 

Γ (α1) Γ (α2) Γ (α3)

∫ min(x,y)

0
(x− z)α1(y − z)α2−1zα3−1 exp(z)dz,

fY (y) =
yν−1

βν2Γ (ν)
exp (−y/β2) .

(12)

e

e
fY (y) =

yν−1

β2
νΓ (ν)

exp (−y/β2) .

f(x, y) =
Γ (α1) Γ (α2) Γ (α3)

exp (−x− y)
∫ min(x,y)

0
(x− z)α1(y − z)α2−1zα3−1 exp(z)dz,

(12)



34 

2.4.3 Distribuição gama bivariada de Smith, Adelfang e Tubbs 

Smith, Adelfang e Tubbs (1982) apresentaram uma distribuição gama 

bivariada com função densidade de probabilidade conjunta, 

(13) 

Yue (2001) utilizou uma generalização dessa distribuição para estudar 

dados de precipitações ocorridas na província de Quebec no Canadá. Foram 

analisados dados diários de precipitações ocorridas no período de 1919 até 1995. 

O bom ajuste da distribuição foi comprovado utilizando procedimentos gráficos. 

Em uma revisão bibliográfica da utilização de distribuições gama 

bivariadas em aplicações hidrológicas, Yue, Ouarda e Bobee (2001), apontaram 

as vantagens e desvantagens desse modelo na análise de precipitações. A 

estimação dos parâmetros foi feito por meio do método de inferência via 

marginais. O teste de aderência de Kolmogorov-Sminorv aplicado nas 

distribuições marginais indicou o bom ajuste do modelo. 

(1− η)α Γ (α) Γ (β − α)

∞∑
k=0

akIβ+k−1

(
2
√

ηxy

1− η

)
,

em que x > 0, y > 0, β > α,

ak =
(ηy)k Γ (β − α+ k) (1− η)β−1

k! (ηxy)(β+k−1)/2

e

η = ρ

√

β

α
com 1 > η > 0.

fX(x) =
xα−1

Γ (α)
exp (−x)

e

fY (y) =
yβ−1

Γ (β)
exp (−y) .

f (x, y) =
xα−1yβ−1 exp [− (x+ y) / (1− η)]

(1− η)α Γ (α) Γ (β − α)

∑∞
k=0

akIβ+k−1

(
2
√
ηxy

1− η

)
,

em que x > 0, y > 0, β > α,

(ηy)k Γ (β − α+ k) (1− η)β−1

ak =
k! (ηxy)(β+k−1)/2

fX(x) =
xα−1

Γ (α)
exp (−x)

e

fY (y) =
yβ−1

Γ (β)
exp (−y) .

e

β
η = ρ com 1 > η > 0.

α

               O parâmetro ρ denota o coeficiente de correlação linear entre X e Y . As 
marginais X e Y são gama distribuídas com densidades:
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Rodrigues et al. (2011c) empregou essa distribuição na modelagem de 

sequência de dias com ocorrência de precipitação e sem ocorrência de 

precipitação. Foram analisados dados de precipitação pluviométrica da cidade de 

Passo Fundo no Rio Grande do Sul. O modelo foi ajustado pelo método da 

máxima verossimilhança via  marginais. Os resultados obtidos indicaram o bom 

ajuste do modelo em relação aos dados observados. 

2.4.4 Distribuição gama bivariada de Loáiciga e Leipnik 

A distribuição gama bivariada de Loáiciga e Leipnik (2005) é uma 

generalização de uma distribuição gama bivariada já existente (KIBBLE, 1941). 

Sua função densidade de probabilidade conjunta é dada por: 

(14)

(15)

em que   > 0,    > 0 e    > 0, i = 1, 2. As marginais X e Y são gama 

distribuídas com parâmetros de forma     > 0 e parâmetros de escala    > 0, 

respectivamente. 

Esse modelo foi construído com a finalidade de avaliar a qualidade da 

água através da correlação entre coliformes fecais e estreptococos fecais, para 

isso foram utilizadas amostras de água de Las Palmas Creek e Santa Barbara na 

Califórnia (LOÁICIGA; LEIPNIK, 2005). 

b1
− y

b2

)
,

em que x > 0, y > 0, λ′i = λi − 1, λi = αi(n+ γ) e

Ankj =
(−1)n+k+jβn(n!)2

b
λ′
1+k+1

1 b
λ′
2+j+1

2 Γ (λ1) Γ (λ2)

(
−γ
n

)(
λ′1

n− k

)(
λ′2
n− j

)
,

f (x, y) =

∞∑
n=0

∑n
k=0

∑n
j=0

Ankjx
λ′
1+k−nyλ

′
2+j−n exp

(
− x

b1
− y

b2

)
,

em que x > 0, y > 0, λ′i = λi − 1, λi = αi(n + γ) e

Ankj =
(−1)n+k+jβn(n!)2

b
λ′
1+k+1

1 b
λ′
2+j+1

2 Γ (λ1) Γ (λ2)

(
−γ
n

)(
λ′1

n− k

)(
λ′2
n− j

)
,
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Nadarajah e Kotz (2007) deduziram as distribuições exatas da soma X + 

Y e do produto XY , quando X e Y seguem esse modelo. 

2.4.5 Distribuição gama bivariada de Crovelli 

Dentre os diferentes modelos gama bivariados existentes na literatura 

(BALAKRISHNAN; LAI, 2009), um modelo simples e flexível é o modelo de 

Crovelli, cuja função densidade de probabilidade conjunta é dada a seguir: 

(16)

sendo que x > 0,   > 0, α > 0 e β > 0. 

(17)

 

Silva (2011) estudou as principais características dessa distribuição. 

Expressões para os momentos e as distribuições das combinações de 

coordenadas X+Y, XY e X=(X + Y ) foram deduzidas. Os resultados obtidos 

foram utilizados na análise de dados pluviométricos da cidade de Passo Fundo. 

O bom ajuste do modelo foi comprovado utilizando critérios gráficos. 

2.4.6 Distribuição gama Pareto bivariada 

Partindo do modelo gama bivariado de Arnold e Strauss (1988), foi 

proposta por Nadarajah (2007) uma distribuição bivariada, cuja função 

densidade de probabilidade conjunta é dada por: 

f (x, y) =


αβ exp (−βy) [1− exp (−αx)] se 0 ≤ αx ≤ βy

αβ exp (−αx) [1− exp (−βy)] se 0 ≤ βy ≤ αx
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(18)

em que x > 0,   > 0, α > 0, β > 0 e θ > 0. As marginais X e Y são, 

respectivamente, gama e Pareto tipo II, ou seja, 

Essa distribuição foi aplicada com sucesso por Nadarajah (2007) na 

modelagem de eventos de seca. As distribuições da soma X + Y , do produto XY 

e da proporção X=(X + Y) foram utilizadas na descrição de períodos de retorno 

de seca, sua magnitude e proporção em relação ao período sem seca. A base de 

dados utilizada no ajuste do modelo correspondeu às medições mensais do 

Índice de Palmer Modificado de Severidade de Seca no período de 1895 até 

2004. 

2.4.7 Distribuição exponencial bivariada de Friday e Patil 

Uma variável aleatória (X; Y ) tem distribuição exponencial bivariada de 

Friday e Patil se sua função densidade de probabilidade conjunta é dada por: 

(19)

em que x > 0,   > 0, α > 0, β > 0,   > 0 e δ > 0. 

Γ (β)
exp (−αx− θxy) ,

fX(x) =
αβxβ−1

Γ (β)
exp (−αx)

e
fY (y) = θβαβ (α+ θy)−β−1 .

f (x, y) =


γα exp {− (α+ β − γ)x− γy} , se 0 < x < y

δβ exp {− (α+ β − δ) y − δx} if 0 < y ≤ x, (20) 

f(x, y) =
θ (αx)β

Γ (β)
exp (−αx− θxy) ,

fX(x) =
αβxβ−1

Γ (β)
exp (−αx)

e
fY (y) = θβαβ (α+ θy)−β−1 .

f (x, y) =


γα exp {− (α+ β − γ)x− γy} , se 0 < x < y

δβ exp {− (α+ β − δ) y − δx} if 0 < y ≤ x, (20)
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Nadarajah e Gupta (2006b) empregaram essa distribuição no estudo do 

período de seca e do período contíguo com seca. Foram analisados dados de 

secas ocorridas nas oito regiões climáticas do Estado Norte Americano de 

Nebraska e no ajuste dos parâmetros do modelo foi utilizado o método da 

máxima verossimilhança. 

2.4.8 Distribuição exponencial bivariada Gumbel tipo I 

A função densidade de probabilidade conjunta da distribuição 

exponencial bivariada Gumbel tipo I, conforme definida por Gumbel (1960) é 

dada por 

(21)

em que x ≥ 0,   ≥ 0  e  0 ≤ θ ≤ 1. As densidades marginais de X e de Y 

têm distribuição exponencial com parâmetros de escala unitários. 

Silva (2011) utilizou essa distribuição no estudo de períodos com 

precipitação e períodos sem precipitação. Foi utilizado na análise, uma base de 

dados composta com 730 observações ocorridas em Passo Fundo. No ajuste do 

modelo foi empregado o método da máxima verossimilhança. Os resultados 

indicaram que o modelo não ajustou-se adequadamente aos dados observados. 

Rodrigues et al. (2011a) avaliou o uso dessa distribuição na modelagem 

de sequência de dias com ocorrência de precipitação e sem ocorrência de 

precipitação. 

Foram analisados dados de precipitação pluviométrica de cidades do 

Estado de Sergipe. Após os dados serem transformados para se corrigir a escala, 

foi feito o ajuste do modelo pelo método da máxima verossimilhança. Os 

resultados obtidos indicaram a viabilidade do modelo. 

f(x, y) = [(1 + θx) (1 + θy)− θ] exp [− (x+ y + θxy)] ,
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2.4.9 Distribuição Pareto bivariada 

Nadarajah (2009b), utilizando dados observados de secas ocorridas em 

regiões do Estado de Nebraska, determinou o período de retorno de seca, sua 

magnitude e proporção em relação ao período sem seca. Para isso, foram 

deduzidas as distribuições da soma X + Y, produto XY e proporção X=(X + Y ) 

das variáveis aleatórias X e Y quando estas seguem o modelo Pareto bivariado 

com função densidade de probabilidade conjunta, 

(22)

em que x > 0,   > 0, α > 0, β > 0 e θ > 0. Sob esse modelo, as marginais 

X e Y tem distribuição Pareto tipo II, com densidades, 

e 

2.4.10 Distribuição bivariada com marginais gama e beta 

Com o objetivo de analisar a correlação entre a duração da seca e sua 

proporção em relação ao período sem seca, Nadarajah (2009a) introduziu a 

primeira distribuição bivariada não trivial com marginais gama e beta. A 

descrição dessa distribuição foi realizada apresentando-se as funções densidade 

de probabilidade condicionais, a entropia, os momentos, a função geradora de 

momentos e a função característica foram determinados. Essa nova distribuição 

tem fdp conjunta, 

f(x, y) = θ(θ + 1) (αβ)θ+1 (αx+ βy + αβ)−θ−2 ,

fY (y) = θαθ (y + α)−θ−1 .

fX(x) = θβθ (x+ β)−θ−1
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(23)

em que x > 0, 0 <   < 1, α > 0, β > 0 e λ > 0. Sob esse modelo, as 

marginais X e Y possuem densidades dadas por: 

2.5 Cópulas bivariadas 

Atualmente um dos problemas mais estudados em Teoria das 

Probabilidades e Estatística Matemática é como tratar de forma eficiente a 

dependência entre variáveis aleatórias e como modelar tal dependência. Para 

atacar esse tipo de problema muitas ferramentas sofisticadas foram 

desenvolvidas ao longo do tempo. As cópulas são uma dessas ferramentas. 

Dessa forma, as cópulas tem sido utilizadas nas mais diversas áreas, a saber, 

economia, finanças, hidrologia, análise de sobrevivência, entre outras. 

As cópulas são funções que fazem a conexão entre uma função de 

distribuição conjunta e suas marginais. Equivalentemente, pode-se dizer que as 

cópulas são funções de distribuições cujas marginais são uniformes no intervalo 

[0, 1]. Uma das características mais importantes das cópulas que tem atraído o 

interesse de pesquisadores é que estas, sozinhas, possuem todas as informações 

relevantes a respeito da estrutura de correlação existente entre as variáveis 

aleatórias em questão. 

Nesse contexto, as cópulas são ferramentas flexíveis na modelagem de 

funções de distribuições conjuntas e suas marginais. Além disso, as cópulas são 

λα+βΓ(α)Γ(β)
,

fX(x) =
xα−1

λαΓ (α)
exp (−x/λ)

e
fY (y) =

Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)
yα−1(1− y)β−1.

f(x, y) =
xα+β−1y−(β+1) (1− y)β−1 exp [−x/(λy)]

λα+βΓ(α)Γ(β)
,

fX(x) =
xα−1

λαΓ (α)
exp (−x/λ)

e
fY (y) =

Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)
yα−1(1− y)β−1.
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eficientes na construção de medidas de dependência livres de escala. De maneira 

rigorosa, uma cópula é uma função C: [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] que satisfaz as 

seguintes propriedades: 

C (u, 0) = C (0, υ) = 0,   

(24)C (u, 1) = u   e   C (1, υ) = υ. 

2. Para todo retângulo R = [u1, υ 1] × [u2 , υ2]  [0, 1] × [0, 1], 

C (u1, u2) + C (υ1, υ2) – C (u1, υ2) − C(u2 , υ1) ≥ 0. (25)

Sob o ponto de vista matemático as cópulas possuem propriedades 

bastante desejáveis para uma função, a seguir são enumeradas duas delas. 

1. As cópulas satisfazem a condição de Lipschtiz,

| C (u2, υ2) − C (u1, υ1) | ≤ || (u2, υ2) − (u1, υ1) || (26)

e, portanto, são uniformemente contínuas. 

2. Para toda cópula C (u, υ) vale a desigualdade de Fréchet-Hoeffding,

C- (u, υ) ≤ C (u, υ) ≤ C+ (u, υ),  ∀ (u, υ)   [0, 1] × [0, 1] (27)

1. Para todos u, v ∈ [0, 1],
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em que C- (u, υ) = min (u, υ) e C+ (u, υ) = max (u + υ – 1, 0) são cópulas,

denominadas limite inferior de Fréchet-Hoeffding e limite superior de Fréchet-

Hoeffding, respectivamente. 

O principal resultado referente à Teoria das Cópulas é o Teorema de 

Sklar, o qual é o responsável pela maioria das aplicações das cópulas em 

Estatística. 

Esse teorema, elucida o papel desempenhado pelas cópulas na descrição 

da relação entre as funções de distribuição conjunta e suas marginais. 

O principal resultado referente à Teoria das Cópulas é o Teorema de 

Sklar, o qual é o responsável pela maioria das aplicações das cópulas em 

Estatística. 

Esse teorema, elucida o papel desempenhado pelas cópulas na descrição 

da relação entre as funções de distribuição conjunta e suas marginais. 

Teorema 1 (SKLAR; 1959) 

Se H (x,  ) é uma função de distribuição conjunta com distribuições 

marginais F (x) e G ( ), então, existe uma cópula C (u, υ) tal que, 

(28)

Se F (x) e G (x) são contínuas, então, C (u, υ) é única. Reciprocamente, 

se C (u, υ) é uma cópula, F (x) e G ( ) são funções de distribuição univariadas. 

Então, H (x,  ) dada por H (x,  ) = C (F(x), G ( )) é uma função de distribuição 

conjunta com marginais F (x) e G ( ). 

O Teorema de Sklar oferece uma maneira de expressar uma função de 

distribuição conjunta em termos de sua cópula e de suas marginais. Note que, 

dada duas funções de distribuição univariadas F (x) e G ( ), variando a cópula na 

expressão (28), pode-se obter uma infinidade de distribuições conjuntas com

H (x, y) = C (F (x), G(y)) ∀ (x, y) ∈ R2
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marginais F (x) e G ( ). A seguir, a título de ilustração, são exibidas algumas 

distribuiçõesWeibull bivariadas construídas a partir de diferentes cópulas. 

1. Cópula Farlie-Gumbel-Morgenstern,

C (u, υ) = uυ[1 + θ (1 − u)(1 − υ)] 1 ≥ θ ≥ −1

(29) 

com função de distribuição Weibull bivariada associada: 

2. Cópula de Clayton,

com função de distribuição Weibull bivariada associada: 

3. Cópula de Ali-Mikhail-Haq,

α1

)σ1
]}{

1− exp

[(
− y

α2

)σ2
]}

×
{
1 + θ exp

[(
− x

α1

)σ1
]
exp

[(
− y

α2

)σ2
]}

; (30)

(31)

(32) 

(33) 

F (x, y)=

{[
1− exp

((
− x

α1

)σ1
)]−θ

+

[
1− exp

((
− y

α2

)σ2
)]−θ

− 1

}−
1

θ
;

C (u, v) =
uv

1− θ (1− u) (1− v)
1 ≥ θ ≥ −1,

F (x, y) =

{
1− exp

[(
− x

α(1
)σ1

]}{
1− exp

[(
− y

α2

)σ2
]}

{
× 1 + θ exp

[
− x

α1

)σ1
]
exp

[(
− y

α2

)σ2
]}

;

C (u, v) =
(
u−θ + v−θ

)−1/θ
θ > 0,

α1

)σ1
)]−θ

+

{[ [
F (x, y)= 1− exp − 1− exp

((
− y

α2

)σ2
)]−θ

− 1

−} 1

θ
;

(30)

C (u, v) =
uv

1 ≥ θ ≥ −1,
1 − θ (1 − u) (1 − v)
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com função de distribuição Weibull bivariada associada: 

(34)

4. Cópula de Nelsen-Ten,

com função de distribuição Weibull bivariada associada: 

(36)

Todas as distribuições descritas possuem marginais Weibull, com 

funções densidade de probabilidade acumuladas dadas por: 

em que x > 0,   > 0,   > 0 e   > 0   (i = 1, 2). 

(35)

α1

)σ1
]}{

1− exp

[(
− y

α2

)σ2
]}

1− θ exp

[(
− x

α1

)σ1
]
exp

[(
− y

α2

)σ2
] .

C (u, v) =
uv

[1− (1− uθ) (1− vθ)]
1/θ

1 ≥ θ > 0,

F (x, y) =

{
1− exp

[(
− x

α1

)σ1
]}{

1− exp

[(
− y

α2

)σ2
]}

{
1 +

{
exp

[(
− x

α1

)σ1
]}θ {

exp

[(
− y

α2

)σ2
]}θ

}θ
.

F (x) = 1− exp

[(
− x

α1

)σ1
]

e
F (y) = 1− exp

[(
− y

α2

)σ2
]
,

F (x, y) =

1− exp

{ [(
− x

α[(1
)σ1

]}{
1− exp

[(
− y

)α2

)σ2
]}

1− θ exp − x

α1

)σ1
]
exp

[(
− y

α2

σ2
] .

C (u, v) =
uv

1 ≥ θ > 0,
[1 − (1 − uθ) (1 − vθ)]1/θ

F (x, y) =

{
1− exp

[(
− x

α1

)σ1
]}{

1− exp

[(
− y

α2

)σ2
]}

{
1 +

{
exp

[(
− x

α1

)σ1
]}θ {

exp

[(
− y

α2

)σ2
]}θ

}θ
.

F (x) = 1− exp

[(
− x

α1

)σ1
]

e
F (y) = 1− exp

[(
− y

α2

)σ2
]
,
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A diferença entre essas distribuições reside na estrutura de correlação 

fornecida pela cópula. É importante observar que na aplicação do Teorema de 

Sklar, as marginais podem ser provenientes de famílias diferentes de 

distribuições univariadas. 

Um exemplo interessante de aplicação desse fato é dado por Shiau, Feng 

e Nadarajah (2007) que utilizaram a cópula de Clayton para construir uma 

distribuição bivariada em que uma das marginais tinha distribuição dada por 

uma mistura de duas variáveis exponenciais com diferentes parâmetros de escala 

e a outra tenha marginal gama. A distribuição obtida foi aplicada em dados de 

secas ocorridas no Rio Amarelo na China com o objetivo de modelar a 

correlação entre a duração da seca e sua intensidade. Os resultados obtidos 

possibilitaram calcular períodos de retorno para duração de seca e sua 

intensidade. 
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3 CONSIDERAÇÕES GERAIS 

Foi apresentada uma revisão bibliográfica de trabalhos referentes à 

modelagem hidrológica. Além disso, algumas das principais distribuições 

utilizadas em estudos de variáveis meteorológicas foram abordadas, incluindo os 

modelos utilizados nos artigos. Posteriormente, realizou-se uma breve 

introdução a Teoria das Cópulas, indicando como são obtidas distribuições 

bivariadas com estrutura de correlação controlada e marginais previamente 

estabelecidas. Acreditamos que a apresentação destes elementos é de 

fundamental importância para o entendimento dos artigos que compõe o 

trabalho. 
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ARTIGO 1  Algumas propriedades da distribuição exponencial 

bivariada Gumbel tipo I com uma aplicação a dados de 

precipitação pluviométrica 
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ALGUMAS PROPRIEDADES DA DISTRIBUIÇÃO
EXPONENCIAL BIVARIADA GUMBEL TIPO I COM

UMA APLICAÇÃO A DADOS DE PRECIPITAÇÃO
PLUVIOMÉTRICA⋄

Jailson de Araujo RODRIGUES*

Ana Paula Coelho Madeira SILVA∗

Lucas Monteiro CHAVES†

Fredy CASTELLARES‡

RESUMO: As distribuições exponenciais bivariadas têm sido utilizadas com sucesso na

modelagem de processos hidrológicos. Neste trabalho, são deduzidas as distribuições exa-

tas das importantes variáveis hidrológicas U = X + Y , P = XY e Q = X/(X + Y )

juntamente com seus respectivos momentos quando X e Y seguem o modelo exponencial

bivariado Gumbel tipo I. Os resultados obtidos são aplicados na análise de dados de pre-

cipitações pluviométricas ocorridas em cidades do Estado de Sergipe.

PALAVRAS-CHAVE: Distribuição exponencial bivariada Gumbel tipo I, soma de variá-

veis aleatórias, produto de variáveis aleatórias, quociente de variáveis aleatórias, momen-

tos, modelagem hidrológica.

1 INTRODUÇÃO

A distribuição exponencial é certamente uma das mais utilizadas na análise

de frequência em hidrologia (Zelenhasic e Salvai (1987); Wijayaratne e Golub
⋄Revista Brasileira de Biometria, Jaboticabal, v. 29, n. 3, p. 435-451, 2011.
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(1991); Wilkinson et al. (1998); Kjeldsen et al. (2000); Tate e Freeman (2000),
Bonta (2001, 2004), Nadarajah (2007a)). A simples análise unidimensional for-

nece informações limitadas do evento, não sendo suficiente para descrevê-lo em
sua plenitude.

A dependência entre variáveis exponenciais surge em diversas áreas aplica-
das, incluindo, hidrologia e análise de sobrevivência. Os fenômenos apresentam-

se com natureza multidimensional, exigindo o uso de modelos correlacionados.
Nadarajah e Gupta (2006a), por exemplo, utilizaram a distribuição exponencial

bivariada de Friday e Patil (1977) para descrever duração de períodos de seca e o
período contíguo sem ocorrência de secas, eventos evidentemente correlacionados.

Dentre todos os modelos exponenciais bivariados existentes na literatura, um

dos mais simples e flexíveis é o modelo exponencial bivariado Gumbel tipo I cuja
função densidade de probabilidade (fdp) conjunta é dada a seguir:

f(x, y) = [(1 + θx) (1 + θy)− θ] exp [− (x+ y + θxy)] (1)

em que x ≥ 0, y ≥ 0 e 0 ≤ θ ≤ 1. As fdp marginais de X e de Y têm
distribuição exponencial e Balakrishnan e Lai (2009) apresentam propriedades e

aplicações dessa distribuição.

Nas Figuras 1 e 2 são apresentadas as superfícies Gumbel tipo I.

Figura 1 Fdp Gumbel tipo I, θ = 0, 2. Figura 2 Fdp Gumbel tipo I, θ = 0, 9.
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Combinações de variáveis do tipo U = X +Y , P = XY e Q = X/(X +Y )

são importantes no estudo de processos hidrológicos (Nadarajah (2005), Nada-

rajah e Gupta (2006a,2006b,2006c), Nadarajah e Kotz (2006)). Por exemplo, se
X representa o período de seca e Y o período contíguo sem ocorrência de seca,

U = X + Y denota o período climático e Q = X/(X + Y ) a proporção da seca
(Nadarajah (2007b, 2009), Nadarajah e Gupta (2006d)). SeX representa o período

de seca e Y sua intensidade, a variável aleatória P = XY denota a magnitude da
seca (Nadarajah e Gupta(2006c)). Dessa forma, é importante que as distribuições

de U , P e Q sejam totalmente caracterizadas.

O objetivo do trabalho é deduzir a distribuição exata das variáveisU = X+Y ,
P = XY e Q = X/(X + Y ) quando X e Y seguem o modelo exponencial biva-

riado Gumbel tipo I. Na Seção 2 são deduzidas as fdp dessas variáveis, na Seção
3 são deduzidos seus respectivos momentos e na Seção 4 é feita uma aplicação do

modelo na análise de precipitações ocorridas em cidades do Estado de Sergipe.

Os cálculos envolvidos incluem o uso de várias funções especiais como a

função gama incompleta dada por:

γ(α, x) =

x∫
0

tα−1 exp(−t)dt (2)

a função gama incompleta complementar dada por:

Γ(α, x) =

∞∫
x

tα−1 exp(−t)dt (3)

a função exponencial integral dada por:

Ei(x) =

x∫
−∞

exp(t)

t
dt (4)

55



a função cilíndrica parabólica dada por:

Da(x) =
2a/2 exp

(
−x2/4

)
Γ (−a/2)

∞∫
0

t−(1+a/2) (1 + t)−(1+a/2) exp
(
−x2t/2

)
dt (5)

a função de Bessel modificada tipo III definida a seguir:

Km(x) =

√
πxm

2mΓ (m+ 1/2)

∞∫
1

(t2 − 1)m−1/2 exp(−xt)dt (6)

e a função de Kummer definida por:

Ψ(α, β;x) =
1

Γ(α)

∞∫
0

tα−1 (1 + t)β−α−1 exp(−xt)dt. (7)

As propriedades dessas funções especiais podem ser vistas em Oldham et al.

(2009) e Prudnikov et al. (1998). Serão utilizados os dois importantes lemas:

Lema 1 (Equação 2.3.16.1, Prudnikov et al. (1998)). Se q > 0,

∞∫
0

xα−1 exp
(
−rx− q

x

)
dx = 2

(q
r

)α/2
Kα (2

√
rq) .

Lema 2
(Equação 2.3.15.1, Prudnikov et al. (1998)). Se r > 0,

∞∫
0

xα−1 exp
(
−rx2 − qx

)
dx = Γ(α)(2r)−α/2 exp

(
q2

8r

)
D−α

(
q√
2r

)
.

2 FUNÇÕES DENSIDADE DE PROBABILIDADE

Nos Teoremas 1, 2 e 3 são deduzidas as fdp das variáveis U = X + Y ,
P = XY e Q = X/(X + Y ) quando X e Y seguem o modelo (1).
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Teorema 1 Se X e Y são distribuídas conjuntamente de acordo com (1), então:

fU (u) =
[
u (1− θ) + θu2

]
exp (−u)

∞∑
j=0

(
θu2
)−(j+1)

j!
γ
(
2j + 1, θu2

)
+ θ2u3 exp(−u)

∞∑
j=0

(
θu2
)−(j+2)

j!

[
γ
(
2j + 2, θu2

)
−
γ
(
2j + 3, θu2

)
θu2

]

em que u > 0 e 1 ≥ θ > 0.

Prova: Aplicando o Teorema de Mudança de Variáveis no modelo (1), pode-se
expressar a fdp conjunta das combinações de variáveisU = X+Y eQ = X/(X+

Y ) da seguinte forma:

f(u, q) =
[
u (1− θ) + θu2 + θ2u3q(1− q)

]
exp

[
θ(uq)2 − θu2q − u

]
. (8)

Desse modo, a fdp de U pode ser escrita como:

fU (u) =

1∫
0

[
u (1− θ) + θu2 + θ2u3q(1− q)

]
exp

[
θ(uq)2 − θu2q − u

]
dq

=

1∫
0

[
u (1− θ) + θu2 + θ2u3q(1− q)

]
exp

(
−θu2q − u

) ∞∑
j=0

(
θq2u2

)j
j!

dq

= u (1− θ + θu) exp(−u)
∞∑
j=0

(
θu2
)j

j!

 1

(θu2)2j+1

θu2∫
0

t2j exp (−t) dt

+

+ θ2u3 exp(−u)
∞∑
j=0

(
θu2
)j

j!

 1

(θu2)2(j+1)

θu2∫
0

t2j+1 exp (−t) dq

−

− θ2 u3 exp(−u)
∞∑
j=0

(
θu2
)j

j!

 1

(θu2)2j+3

θu2∫
0

t2(j+1) exp (−t) dq

 .
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Nos cálculos acima foi efetuada a mudança de variável t = θu2q. O resultado
segue da aplicação da definição (2). �

A Figura 3 ilustra a forma da fdp de U para diferentes valores paramétricos.

Figura 3 Fdp de U = X + Y .

Teorema 2 Se X e Y são distribuídas conjuntamente de acordo com (1), então:

fP (p) = 2
[
(1 + θ2p− θ)K0(2

√
p) + 2θ

√
pK1(2

√
p)
]
exp(−θp)

em que p > 0 e 1 ≥ θ ≥ 0.

Prova: Aplicando o Teorema de Mudança de Variáveis no modelo (1), pode-se
expressar a fdp conjunta das combinações de variáveis X e P = XY da seguinte

forma:

f(x, p) =

[(
1

x
+ θ

)(
1 +

θp

x

)
+
θ

x

]
exp

[
−
(
x+

p

x
+ θp

)]
(9)
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A fdp da variável P é dada por:

fP (p) =

∞∫
0

[(
1

x
+ θ

)(
1 +

θp

x

)
− θ

x

]
exp

[
−
(
x+

p

x
+ θp

)]
dx,

ou seja,

fP (p) = θ exp (−θp)

 ∞∫
0

exp
(
−x− p

x

)
dx+ p

∞∫
0

x−2 exp
(
−x− p

x

)
dx

+

+
(
1 + θ2p− θ

)
exp (−θp)

∞∫
0

x−1 exp
(
−x− p

x

)
dx

Aplicando o Lema 1 a cada uma das parcelas, obtém-se:

fP (p) = 2 exp(−θp)
[(
1 + θ2p− θ

)
K0(2

√
p) + θ

√
pK1(2

√
p)
]

+ 2θ
√
p exp(−θp)K−1(2

√
p)

O resultado segue da aplicação da propriedade de reflexão da ordem das fun-
ções de Bessel modificadas, ver Oldham et al. (2009).

 

Teorema 3 Se X e Y são distribuídas conjuntamente de acordo com (1), então

fQ (q) =
(1− θ)

2θq (1− q)
exp

(
1

8θq (1− q)

)
D−2

(
1√

2θq (1− q)

)

+
1

q(1− q)
√

2θq (1− q)
exp

(
1

8θq (1− q)

)
D−3

(
1√

2θq (1− q)

)

+
3

2q(1− q)
exp

(
1

8θq (1− q)

)
D−4

(
1√

2θq (1− q)

)
(10)

sendo que 1 > q > 0 e 1 ≥ θ > 0.
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Prova: Usando (8), pode-se escrever,

fQ(q) =

∞∫
0

u[1− θ + θu+ θ2q(1− q)u2]du,

ou seja,

fQ(q) = (1− θ)

∞∫
0

u exp
[
−θq(1− q)u2 − u

]
du

+θ

∞∫
0

u2 exp
[
−θq(1− q)u2 − u

]
du

+θ2q(1− q)

∞∫
0

u3 exp
[
−θq(1− q)u2 − u

]
du. (11)

O teorema resulta da aplicação do Lema 2 em cada parcela da soma (11).
 

As Figuras 4 e 5 ilustram as formas das fdp de P e Q para diferentes valores
de θ.

Figura 4 Fdp de P = XY . Figura 5 Fdp de Q = X/(X + Y ).
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3 MOMENTOS

Nesta seção são deduzidos os momentos das variáveis U = X+Y e P = XY

quando X e Y seguem o modelo (1).

Lema 3 Se X e Y são distribuídas conjuntamente de acordo com (1), então:

E (XnY m) =
m!n!

θn+1

[
Ψ

(
n+ 1, n−m+ 2,

1

θ

)
+m θΨ

(
n+ 1, n−m+ 1,

1

θ

)]
para todos inteiros n ≥ 1, m ≥ 1 e 1 ≥ θ ≥ 0.

Prova: Partindo de (1), podemos afirmar que:

E(XnY m) =

∞∫
0

∞∫
0

xnym [(1 + θx) (1 + θy)− θ] exp [− (x+ y + θxy)] dydx

=

∞∫
0

xn exp(−x) (1 + θx)

∞∫
0

(
ym + θym+1

)
exp [− (y + θxy)] dydx

−
∞∫
0

xn exp(−x)
∞∫
0

θym exp [− (y + θxy)] dydx

=

∞∫
0

xn exp(−x)
[
Γ (m+ 1)

(1 + θx)m
+

θΓ (m+ 2)

(1 + θx)m+1 − θ Γ (m+ 1)

(1 + θx)m+1

]
dx

=

∞∫
0

[
m!xn

(1 + θx)m
+
θ (m+ 1)!xn

(1 + θx)m+1 − θm!xn

(1 + θx)m+1

]
exp(−x)dx.

(12)

O resultado segue da mudança de variáveis v = θx e da aplicação de (7) em

(12).
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Teorema 4 Se X e Y são distribuídas conjuntamente de acordo com (1) então:

E (Un) = n!

n∑
j=0

(n− j)

θj
Ψ

(
j + 1, 2j − n+ 1,

1

θ

)

+

n∑
j=0

n!

θj+1
Ψ

(
j + 1, 2j + 2− n,

1

θ

)
(13)

para todo inteiro n ≥ 1 e 1 ≥ θ ≥ 0.

Prova: O teorema resulta aplicação do Lema 3 juntamente com a seguinte propri-
edade:

E(Un) =
n∑

j=0

(
n

j

)
E(XjY n−j)

 

Em particular,

E (U) =
1

θ

[
Ψ

(
1, 1,

1

θ

)
+ θΨ

(
1, 0,

1

θ

)]
+

1

θ2
Ψ

(
2, 3,

1

θ

)
=
1

θ
exp

(
1

θ

)[
Γ

(
0,

1

θ

)
+ Γ

(
−1,

1

θ

)]
+ 1

=
1

θ
exp

(
1

θ

)[
Ei

(
−1

θ

)
− Ei

(
−1

θ

)
+ θ exp

(
−1

θ

)]
+ 1

=2 (14)

E
(
U2
)
=
2

θ

[
Ψ

(
1, 0,

1

θ

)
+Ψ

(
2, 1,

1

θ

)
+

1

θ
Ψ

(
2, 2,

1

θ

)
+ 2θΨ

(
1,−1,

1

θ

)]
+

2

θ3
Ψ

(
3, 4,

1

θ

)
=

4

θ2
exp

(
2

θ

)[
Γ

(
−1,

1

θ

)
+ Γ

(
−2,

1

θ

)]
+

2

θ
Ψ

(
2, 1,

1

θ

)
+ 2,

=
2

θ

[
1

θ
exp

(
1

θ

)
Ei

(
−1

θ

)
+Ψ

(
2, 1,

1

θ

)
+ 2θ2 + 1

]
(15)
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E(U3) =
6

θ4

{
Ψ

(
4, 5,

1

θ

)
+ θΨ

(
3, 3,

1

θ

)
+ θ2

[
Ψ

(
2, 1,

1

θ

)
+Ψ

(
3, 2,

1

θ

)]}
+

6

θ

[
Ψ

(
1,−1,

1

θ

)
+ 2Ψ

(
2, 0,

1

θ

)
+ 3θΨ

(
1,−2,

1

θ

)]
=

6

θ3

{
exp

(
1

θ

)[
2Γ

(
−2,

1

θ

)
+ 3Γ

(
−3,

1

θ

)]
+ θ

[
Ψ

(
2, 1,

1

θ

)
+ θ2

]}
+

18

θ3
Ψ

(
3, 2,

1

θ

)
=

3

θ2

[
2Ψ

(
2, 1,

1

θ

)
+ 6Ψ

(
3, 2,

1

θ

)
+ 4θ2 + θ − 1

]
− 3

θ3
exp

(
1

θ

)
Ei

(
−1

θ

)
(16)

E
(
U4
)
=

24

θ2

{
Ψ

(
2, 0,

1

θ

)
+ θ

[
Ψ

(
1,−2,

1

θ

)
+ 3Ψ

(
2,−1,

1

θ

)]}
+

+ 96Ψ

(
1,−3,

1

θ

)
+

24

θ4

{
Ψ

(
4, 4,

1

θ

)
+ θ

[
Ψ

(
3, 2,

1

θ

)
+Ψ

(
4, 3,

1

θ

)]}
+

48

θ3
θΨ

(
3, 1,

1

θ

)
+

24

θ5
Ψ

(
5, 6,

1

θ

)
=

48

θ3

[
Ψ

(
3, 2,

1

θ

)
+ θΨ

(
3, 1,

1

θ

)
+ 2Ψ

(
4, 3,

1

θ

)
+
θ3

2

]
+

24

θ4
exp

(
1

θ

)[
2Γ

(
−3,

1

θ

)
+ 4Γ

(
−4,

1

θ

)]
=

4

θ4

{
exp

(
1

θ

)
Ei

(
−1

θ

)
+ θ

[
12Ψ

(
3, 2,

1

θ

)
+ 24Ψ

(
4, 3,

1

θ

)]}
+

8

θ3

[
6θΨ

(
3, 1,

1

θ

)
+ 6θ3 + θ2 − θ + 1

]
. (17)

A variância (σ2), o coeficiente de assimetria
(
α3
)

e o coeficiente de curtose(
α4
)

de U podem ser definidos usando as relações:

σ2 = E(U2)− E2(U) (18)

α3 =
E(U3)− 3E(U)E(U2) + 2E3(U)

(σ2)3/2
(19)
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α4 =
E(U4)− 4E(U)E(U3) + 6E(U2)E2(U)− 3E4(U)

(σ2)2
(20)

Teorema 5 Se X e Y são distribuídas conjuntamente de acordo com (1), então:

E(Pn) =
(n!)2

θn+1

[
Ψ

(
n+ 1, 2,

1

θ

)
+ nθΨ

(
n+ 1, 1,

1

θ

)]
para todo inteiro n ≥ 1 e 1 ≥ θ ≥ 0.

Prova: Imediata a partir do Lema 3.

 

Em particular,

E (P ) =
1

θ2

[
Ψ

(
2, 2,

1

θ

)
+ θΨ

(
2, 1,

1

θ

)]
=

1

θ2

[
exp

(
1

θ

)
Γ

(
−1,

1

θ

)
+ θΨ

(
2, 1,

1

θ

)]
=

1

θ2
exp

(
1

θ

)
Ei

(
−1

θ

)
+

1

θ

[
Ψ

(
2, 1,

1

θ

)
+ 1

]
(21)

E
(
P 2
)
=

4

θ3

[
Ψ

(
3, 2,

1

θ

)
+ 2θΨ

(
3, 1,

1

θ

)]
(22)

E
(
P 3
)
=
36

θ4

[
Ψ

(
4, 2,

1

θ

)
+ 3θΨ

(
4, 1,

1

θ

)]
(23)

E
(
P 4
)
=
576

θ5

[
Ψ

(
5, 2,

1

θ

)
+ 4θΨ

(
5, 1,

1

θ

)]
(24)

A variância, o coeficiente de assimetria e o coeficiente de curtose de P podem

ser calculados utilizando fórmulas análogas às expressões (18), (19) e (20).
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4 APLICAÇÃO

Nesta seção é feita uma aplicação do modelo exponencial bivariado Gumbel

tipo I na análise de dados de precipitações pluviométricas ocorridas nas cidades de

Capela, Lagarto, Laranjeiras e São Cristóvão, situadas no Estado de Sergipe.

Tabela 1 Localização das estações hidrometeorológicas.
Cidade Latitude Longitude Altitude
Capela −10, 530 −37, 060 163 m
Lagarto −10, 950 −37, 640 163 m
Laranjeiras −10, 810 −37, 170 13 m
São Cristóvão −10, 920 −37, 200 30 m

Os dados explorados foram coletados em estações hidrometeorológicas do

Centro de Meteorologia da Secretaria de Meio Ambiente e dos Recursos Hídricos
do Estado de Sergipe (SEMARH). As coordenadas geográficas das estações são

exibidas na Tabela 1. O conjunto de dados pode ser acessado livremente no ende-
reço eletrônico: http://www.semarh.se.gov.br/meteorologia/modules/tinyd0/index.

orologia/modules/tinyd0/index.php?id=50. A base de dados corresponde às medi-
ções diárias do índice pluviométrico no período de 01 de janeiro de 2009 até 31 de

dezembro de 2010.
Utilizando as medições do índice pluviométrico, obtém-se os dados sobre pe-

ríodo de dias com ocorrência de precipitações (X) e período contíguo de dias

sem ocorrência de precipitação (Y ). O objetivo é determinar as distribuições das
variáveis:

1. Período climático (U): período de dias com precipitação (X)+ período
contíguo de dias sem precipitação (Y );

2. Proporção de dias com precipitação (Q): período de dias com precipitação
(X)/(período de dias com precipitação (X) + período contíguo de dias sem

precipitação (Y )).

A premissa básica de existência de correlação entre os dados foi verificada
através de teste de independência. A Tabela 2 mostra os p-valores originados do
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teste ρ de Spearman, ver Best e Roberts (1975). Os p-valores foram inferiores a
0,05 indicando que há evidências de associação entre as variáveis X e Y .

Tabela 2 p-valor do teste ρ de Spearman.
Cidades p-valor
Capela 0, 025
Lagarto 0, 042
Laranjeiras 0, 000
São Cristóvão 0, 029

Os gráficos de dispersão do período de dias com precipitação versus o período

contíguo de dias sem precipitação para as cidades pesquisadas são apresentados na
Figura 6 e evidenciam a existência de correlação negativa entre as variáveis.

Figura 6 Gráficos de dispersão do período com precipitação versus período sem
precipitação para as quatro cidades estudadas.
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Como a distribuição exponencial bivariada Gumbel tipo I possui marginais
exponencialmente distribuídas com parâmetros de escala unitário, os dados obser-

vados para X e Y sofreram uma transformação para corrigir a escala. A transfor-
mação utilizada foi (X,Y ) → (C1X,C2Y ), C1 e C2 são fatores de correção de

escala,

C1 =
n

n∑
k=0

xk

e C2 =
n

n∑
k=0

yk

O ajuste do modelo fdp exponencial bivariada Gumbel tipo I foi feito pelo

Método de Máxima verossimilhança. Os valores obtidos para θ̂ são apresentados
na Tabela 3.

Tabela 3 Estimativas do parâmetro θ.
Cidades θ̂

Capela 0, 252
Lagarto 0, 273
Laranjeiras 0, 508
São Cristóvão 0, 406

A qualidade de ajuste da distribuição exponencial bivariada Gumbel tipo I

foi verificada utilizando gráficos de probabilidade. Para a variável X foi plotado
o gráfico de FX(x(i)) versus (i − 0, 375)/(n + 0, 25) conforme discutido por

Chambers et al. (1983), em que FX(·) denota a função de distribuição acumulada
de X e x(i) representa os valores amostrais de X em ordem crescente. Da mesma

forma para Y foi plotado o gráfico de FY (y(i)) versus (i − 0, 375)/(n + 0, 25)

em que FY (·) denota a função de distribuição acumulada de Y e y(i) representa

os valores amostrais de Y em ordem crescente. Os gráficos de probabilidade para
o ajuste da distribuição de X para as quatro cidades são visualizados na Figura 6.

Na Figura 7 são exibidos os gráficos de probabilidade para o ajuste da distribuição
de Y para as cidades estudadas.
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Figura 7 Gráficos de probabilidade para o período de dias com ocorrência de pre-
cipitações (X) para as quatro cidades estudadas.

Figura 8 Gráficos de probabilidade para o período de dias sem ocorrência de pre-
cipitação (Y ) para as quatro cidades estudadas.
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Nas Figuras 9 e 10 são exibidas as fdp ajustadas de U e de Q para as quatro
cidades pesquisadas.

Figura 9 Fdp de U para as cidades pes-
quisadas.

Figura 10 Fdp de Q para as cidades
pesquisadas.

5 CONCLUSÕES

Considerando que X e Y seguem o modelo exponencial bivariado Gumbel
tipo I, foi possível deduzir as distribuições exatas e os momentos das variáveis ale-

atórias U = X + Y , P = XY e Q = X/(X + Y ) utilizando funções especiais.
A aplicação do modelo na análise de dados de precipitações apresentou resultados

satisfatórios.

RODRIGUES, J. A.; SILVA, A. P. C.; CHAVES, L. M.; CASTELLARES, F. Some

properties of the Gumbel’s type I bivariate exponential distribution with applica-
tion to rainfall data. Revista Brasileira de Biometria, São Paulo, v. 29, n.3, p.

435-451, 2011.
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ABSTRACT: Bivariate exponential distributions have been used successfully on mode-

ling hydrological processes. In this work, supposing that X and Y follow the Gumbel’s

type I bivariate exponential model, it was deduced the exact distributions of the functions

U = X + Y , P = XY and Q = X/(X + Y ), as well as their respective moments. The

results are applied to the data analysis of rainfall occurred in cities in the state of Sergipe.

KEYWORDS: Gumbel’s type I bivariate exponential distribution, sum of random vari-

ables, product of random variables, ratio of random variables, moments, hydrological

modeling.
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ARTIGO 2  Uma nova distribuição exponencial bivariada construída a 

partir da cópula de Gumbell-Barnett com uma aplicação em 

modelagem de precipitações pluviométricas 
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UMA NOVA DISTRIBUIÇÃO EXPONENCIAL
BIVARIADA CONSTRUÍDA A PARTIR DA CÓPULA DE

GUMBELL-BARNETT COM UMA APLICAÇÃO EM
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RESUMO: Os modelos exponenciais são muito utilizados na análise de processos hidro-

lógicos. Nesse contexto, foi utilizada a cópula de Gumbel-Barnett para construir uma

distribuição exponencial bivariada aplicada na análise de dados de precipitações pluvio-

métricas ocorridas em cidades do Estado de Sergipe. As principais propriedades dessa

distribuição são deduzidas e as expressões obtidas fazem uso de várias funções especiais.

PALAVRAS-CHAVE: Cópula de Gumbel-Barnett, distribuição exponencial bivariada, mo-

delagem hidrológica.

1 INTRODUÇÃO

As cópulas foram inicialmente desenvolvidas por Sklar (1959) e sua constru-
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vários autores, sendo um dos campos mais ativos de pesquisa em teoria das distri-
buições. Hutchinson e Lai (1990) estão entre os primeiros autores que populariza-

ram seu estudo. Nelsen (2006) apresenta um tratado abrangente com os principais
resultados sobre o tema.

Cópulas são transformações que a partir de distribuições univariadas formam
distribuições multivariadas com um certo controle sobre os diversos tipos de coe-

ficientes de correlação. As razões principais que tornam o trabalho com cópulas
interessantes na estatística são: estudar medidas de dependência independentes de

escala e construção de famílias bivariadas. De fato, uma vez que permite separar
os efeitos de dependência dos efeitos das distribuições marginais, a utilização de

cópulas torna-se bastante vantajosa na análise de muitos fenômenos multidimen-
sionais, ver Balakrishanan e Lai (2009).

A utilização de cópulas em hidrologia é algo novo e certamente muitos resul-

tados importantes ainda estão para serem descobertos ou derivados. Por exemplo,
Chowdhary et al. (2010), Ghosh (2010) e Zhang e Singh (2007) utilizaram a teoria

de cópulas para modelagem de precipitações, Kao e Govindaraju (2010), Shiau et
al. (2007) e Shiau (2006) apresentam o uso de cópulas como alternativa na mo-

delagem de secas e Salvadori e De Michele (2006) estudaram a estrutura temporal
de tempestades por meio de cópulas.

O objetivo deste artigo é construir uma distribuição bivariada utilizando có-
pula para analisar elementos da pluviometria de regiões. Em adicional, as princi-

pais propriedades dessa distribuição serão investigadas. Dados reais de precipita-
ções são explorados utilizando os resultados obtidos.

O texto é organizado da seguinte forma: na Seção 2 é construído o modelo

bivariado utilizando uma cópula e são apresentadas algumas funções especiais
empregadas nos cálculos; na Seção 3 são deduzidas as funções densidade de pro-

babilidade condicionais e funções de distribuições acumuladas condicionais; na
Seção 4 são deduzidos os momentos, na Seção 5 são deduzidas a função geradora

de momentos e função característica e na Seção 6 são deduzidas a fdp exatas das
combinações de coordenadas P = XY , R = X/Y e Q = X/(X + Y ). Final-

mente, na Seção 7 o modelo é aplicado na análise de precipitações ocorridas em
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cidades do Estado de Sergipe.

2 CONSTRUÇÃO DO MODELO EXPONENCIAL BIVARIADO

O teorema de Sklar (1959) estabelece que se F (x) e F (y) são funções de

distribuição univariadas e C (u, v) é uma cópula. Então a função

FX,Y (x, y) = C (F (x) , F (y)) , (1)

é uma função de distribuição bivariada com distribuições marginais F (x) e F (y).
Reciprocamente, se FX,Y (x, y) é uma função de distribuição bivariada com distri-

buições marginais F (x) e F (y), então, existe uma cópula C (u, v), 0 ≤ u, v ≤ 1

tal que (1) vale. Além disso, se F (x) e F (y) são contínuas, C é única e tem

representação:
C (u, v) = F

(
F−1
X (u) , F−1

Y (v)
)
.

Sob a hipótese que as distribuições marginais são contínuas com fdp fX (x) e
fY (y), a fdp conjunta pode ser escrita como:

fX,Y (x, y) = c (F (x) , F (y)) fX (x) fY (y) , (2)

em que c (u, v) é a densidade de C, dada por:

c (u, v) =
∂2C (u, v)

∂u∂v
.

Para a construção da distribuição bivariada será utilizada a cópula de Gumbel-

Barnett, ver Barnett (1980), dada por:

C (u, v) = u+ v − 1 + (1− u)(1− v) exp [−θ log (1− u) log (1− v)] (3)

com fdp

c (u, v) = {−θ + [1− θ log (1− u)][1− θ log (1− v)]}

× exp [−θ log (1− u) log (1− v)] . (4)
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Considerando as funções de distribuiçõesFX (x) = 1−exp (−ax) eFY (y) =

1− exp (−by) de duas variáveis aleatórias exponenciais X e Y de parâmetros a e

b, respectivamente, obtém-se através de (1) e (3) a fdp conjunta

FX,Y (x, y) = 1− exp(−ax)− exp(−by) + exp [− (ax+ by + θabxy)] . (5)

Dessa forma, a função densidade conjunta da distribuição bivariada apresen-

tada em (5) é dada por:

fX,Y (x, y) = ab [(1 + θax) (1 + θby)− θ] exp [− (ax+ by + θabxy)] , (6)

em que 0 < a, 0 < b, 0 < θ ≤ 1, 0 < x e 0 < y.

Serão utilizadas nos cálculos algumas funções especiais como a função gama

Γ (α) =

∫ ∞

0
tα−1 exp (−t) dt, (7)

a função gama incompleta,

Γ (α, x) =

∫ ∞

x
tα−1 exp (−t) dt, (8)

a função cilíndrica parabólica,

Dν (x) =
exp

(
−x2/4

)
Γ (−ν)

∫ ∞

0
t−(ν+1) exp

[
−
(
xt+ t2/2

)]
dt, (9)

e a função de Kummer,

Ψ(α, β;x) =
1

Γ(α)

∞∫
0

tα−1 (1 + t)β−α−1 exp(−xt)dt, (10)

a função modificada de Bessel tipo I,

Iν (x) =
xν

2νΓ (ν + 1)

∞∑
k=0

1

(ν + 1)k k!

(
x2

4

)k

, (11)
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e a função de Macdonald,

Kν (x) =
π [I−ν (x)− Iν (x)]

2 sin (νπ)
, (12)

em que (z)k = z(z + 1) . . . (z + k − 1) representa o fatorial ascendente. As

propriedades dessas funções especiais podem ser vistas em Oldham et al. (2009).

3 FDP CONDICIONAIS E FDA CONDICIONAIS

Nos Teoremas 1 e 2 são deduzidas as fdp condicionais e as fda condicionais

correspondentes a distribuição dada em (6).

Teorema 1 Para a fdp (6), a fdp condicional de X dado Y = y pode ser expressa

da seguinte forma:

fX (x | Y = y) = a [(1 + θax) (1 + θby)− θ] exp [−a (1 + θby)x] , (13)

sendo que 0 < x e 0 < y. A fdp condicional de Y dado X = x pode ser expressa

da seguinte forma:

fY (y | X = x) = b [(1 + θax) (1 + θby)− θ] exp [−b (1 + θax) y] , (14)

sendo que 0 < x e 0 < y.

Prova: Imediata, a partir da expressão (6) e do fato que X ∼ Exp (a) e Y ∼
Exp (b).

 
Teorema 2 Para a fdp (6), a fda condicional de X dado Y = y pode ser expressa

da seguinte forma:

FX (x | Y = y) = 1− (1 + θax) exp [−a (1 + θby)x] ,

sendo que 0 < x < ∞ e 0 < y < ∞. A fda condicional de Y dado X = x pode
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ser expressa da seguinte forma:

FY (y | X = x) = 1− (1 + θby) exp [−b (1 + θax) y] ,

sendo que 0 < x <∞ e 0 < y <∞.

Prova: Os resultados seguem utilizando (13) e (14), respectivamente, através de
integração elementar.

 

3 MOMENTOS

Nesta seção são deduzidos os momentos do produto de (X,Y ) quando X e

Y tem distribuição dada por (6).

Lema 1 (Equação (2.3.6.9), Prudnikov (1998)). Se 0 < Re(α), 0 < Re(p) e

| arg(z) |< π , então,∫ ∞

0
xα−1 (x+ z)−ρ exp (−px) dx = Γ (α) zα−ρΨ(α, α+ 1− ρ; pz) .

Teorema 3 Se X e Y são distribuídas conjuntamente de acordo com (6), então,

E (XmY n) =
n!m!

θm+1ambn
Ψ(m+ 1,m− n+ 2; 1/θ)

+
n!m!n

(θa)m bn
Ψ(m+ 1,m− n+ 1; 1/θ) , (15)

sendo que 1 ≤ n e 1 ≤ m.

Prova: Usando (6) pode-se escrever:

E(XnY m) =ab

∫ ∞

0

∫ ∞

0
xmyn [(1 + θax) (1 + θby)− θ]

× exp [− (ax+ by + θabxy)] dydx,
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ou seja,

E(XnY m) =ab

∫ ∞

0
xm exp (−ax)

∫ ∞

0

[
(1− θ + θax) yn + θb (1 + θax) yn+1

]
× exp [−b (1 + θax) y] dydx

=ab

∫ ∞

0
xm exp (−ax) [(1− θ + θax) In + θb (1 + θax) In+1] dx,

sendo que

Ik =

∫ ∞

0
yk exp [−b (1 + θax) y] dy, k = n, n+ 1. (16)

A expressão (16) é resolvida efetuando a transformação t = b (1 + θax) y e

aplicando a definição (7):

Ik =
Γ (k + 1)

[b (1 + θax)]k+1
=

k!

[b (1 + θax)]k+1
. (17)

Então,

E(XnY m) = abn!

∫ ∞

0
xm
[

1 + θax+ nθ

[b (1 + θax)]n+1

]
exp (−ax) dx

=
an!

bn

∫ ∞

0
xm (1 + θax)−n exp (−ax) dx

+
nθan!

bn

∫ ∞

0
xm (1 + θax)−(n+1) exp (−ax) dx. (18)

Chega-se ao fim da demonstração aplicando o Lema 1 em cada integral de

(18).
 

5 FUNÇÕES GERADORA DE MOMENTOS E CARACTERÍSTICA

O Teorema 4 estabelece a função geradora de momentos e a função caracte-
rística correspondente a fdp (6).
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Teorema 4 Para a fdp (6) a função geradora de momentos é dada por:

M (s, t) =
(1− θ)

θ
exp

[
(a− s) (b− t)

θab

]
Γ

[
0,

(a− s) (b− t)

θab

]
+

[
a(b− t) + b(a− s)

θab

]
exp

[
(a− s) (b− t)

θab

]
× Γ

[
−1,

(a− s) (b− t)

θab

]
+Ψ

[
2, 1;

(a− s) (b− t)

θab

]
, (19)

sendo que s < a e t < b. A função característica correspondente é dada por:

Φ(s, t) =
(1− θ)

θ
exp

[
(a− is) (b− it)

θab

]
Γ

[
0,

(a− is) (b− it)

θab

]
+

[
a(b− it) + b(a− is)

θab

]
exp

[
(a− is) (b− it)

θab

]
× Γ

[
−1,

(a− is) (b− it)

θab

]
+Ψ

[
2, 1;

(a− is) (b− it)

θab

]
. (20)

Prova: Utilizando (6), podemos afirmar que:

M (s, t) =ab

∫ ∞

0

∫ ∞

0
exp (sx+ ty) [(1 + θax) (1 + θby)− θ]

× exp [− (ax+ by + θabxy)] dydx

= ab

∫ ∞

0
exp [− (a− s)x]

∫ ∞

0
[(1− θ + θax) + θb (1 + θax) y]

× exp {− [b (1 + θax)− t] y} dydx

= ab

∫ ∞

0
exp [− (a− s)x] [(1− θ + θax) I0 + θb (1 + θax) I1] dx,

sendo que

Ik =

∫ ∞

0
yk exp {− [b (1 + θax)− t] y} dy, k = 0, 1. (21)
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A expressão (21) é resolvida efetuando a transformação u = [b (1 + θax)−t]y
e em seguida aplicando a definição (7):

Ik =
Γ (k + 1)

[b (1 + θax)− t] yk+1
=

k!

[b (1 + θax)− t]k+1
. (22)

Então,

M (s, t) = ab

∫ ∞

0
exp [− (a− s)x]

[
1− θ + θax

b (1 + θax)− t
+

θb (1 + θax)

[b (1 + θax)− t]2

]
dx

(23)

e assim, tem-se:

M (s, t) =
(1− θ)

θ

∫ ∞

0

(
b− t

θab
+ x

)−1

exp

[
−(a− s)x

θab

]
dx︸ ︷︷ ︸

I∗0

+ a

∫ ∞

0
x

(
b− t

θab
+ x

)−1

exp

[
−(a− s)x

θab

]
dx︸ ︷︷ ︸

I∗1

+
1

θa

∫ ∞

0

(
b− t

θab
+ x

)−2

exp

[
−(a− s)x

θab

]
dx︸ ︷︷ ︸

I∗2

+

∫ ∞

0
x

(
b− t

θab
+ x

)−2

exp

[
−(a− s)x

θab

]
dx︸ ︷︷ ︸

I∗2

. (24)

Chega-se ao fim da demonstração da primeira parte do teorema, aplicando-
se o Lema 1 em cada uma das integrais I∗k e em seguida utilizando as seguintes

propriedades da função hipergeométrica confluente degenerada:

Ψ(1, β;x) = x1−β exp(x)Γ(β − 1, x) (25)

e

Ψ(α, α;x) = exp(x)Γ(1− α, x). (26)
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A demonstração da segunda parte, referente a função característica, é análoga.
 

5 FDP DE P = XY , R = X/Y E Q = X/(X + Y )

Nos Teoremas 5, 6 e 7 são deduzidas as fdp de P = XY , R = X/Y e
Q = X/(X + Y ) quando X e Y tem distribuição dada por (6).

Lema 2 (Equação (2.3.6.9), Prudnikov (1998)). Se 0 < p e 0 < q, então,

∫ ∞

0
xα−1 exp

(
−px− q

x

)
dx = 2

(
q

p

)α/2

Kα (2
√
pq) .

Teorema 5 Se X e Y são distribuídas conjuntamente de acordo com (6), então,

fP (p) = 2ab
[(
1− θ + θ2abp

)
K0

(
2
√
abp
)
+ 2θ

√
abpK1

(
2
√
abp
)]

× exp (−θabp) , (27)

sendo que 0 < p.

Prova: De (6), tem-se que a fdp conjunta de (X,P ) = (X,XY ) pode ser expressa
como:

fX,P (x, p) =ab

(
θa+

abθ2p− θ + 1

x
+
θbp

x2

)
exp

[
−
(
θabp+ ax+

bp

x

)]
.

Assim, a fdp de p pode ser escrita como:

fP (p) = ab exp(−θabp)
∫ ∞

0

(
θa+

abθ2p− θ + 1

x
+
θbp

x2

)
× exp

[
−
(
ax+

bp

x

)]
dx

= ab exp (−θabp)
[
θaI0 +

(
abθ2p− θ + 1

)
I1 + θbpI2

]
, (28)
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sendo que

Ik =

∫ ∞

0
x−k exp

[
−
(
ax+

bp

x

)]
dx, k = 0, 1, 2.

Aplicando o Lema 2, I0 = 2 (bp/a)1/2K1

(
2
√
abp
)
, I1 = 2K0

(
2
√
abp
)

e

I2 = 2 (bp/a)−1/2K−1

(
2
√
abp
)
= 2 (bp/a)1/2K1

(
2
√
abp
)
.

A conclusão da demonstração decorre da substituição desses resultados em
(28).

 

A partir de (15), pode-se afirmar que:

E (Pn) =
(n!)2

θn+1(ab)n
[Ψ(n+ 1, 2, 1/θ) + nθΨ(n+ 1, 1, 1/θ)], (29)

em que 1 ≤ n.

Na Figura 1 são ilustradas as formas da fdp (27) para diferentes valores para-
métricos.

Figura 1 Gráficos da fdp (27) para a = 1, 0, b = 1, 0, θ = 0, 5 (preta); a = 0, 5,
b = 3, 5, θ = 0, 9 (azul); a = 3, 0, b = 0, 9, θ = 0, 3 (vermelha) e
a = 2, 0, b = 3, 0, θ = 0, 5 (verde).

84



Lema 3 (Equação (2.3.15.3), Prudnikov (1998)). Se 0 < α e 0 < p, então,∫ ∞

0
xα−1 exp

(
−px2 − sx

)
dx = Γ (α) (2p)−α/2 exp

(
s2

8p

)
D−α

(
s√
2p

)
.

Teorema 6 Se X e Y são distribuídas conjuntamente de acordo com (6), então,

fR (r) = exp

[
(b+ ar)2

8θabr

][
(1− θ)

2θr
D−2

(
b+ ar√
2θabr

)
+

3

2r
D−4

(
b+ ar√
2θabr

)]

+
(b+ ar)

r
√
2θabr

exp

[
(b+ ar)2

8θabr

]
D−3

(
b+ ar√
2θabr

)
, (30)

sendo que 0 < r.

Prova: De (6), tem-se que a fdp de R = X/Y pode ser expressa como:

fR (r) =ab

∫ ∞

0
[(1− θ)x+ θ(b+ ar)x2 + θ2abrx3]

× exp
{
−
[
θabrx2 + (b+ ar)x

]}
dx

=ab[(1− θ) I1 + θ(b+ ar)I2 + θ2abrI3], (31)

sendo que:

Ik =

∫ ∞

0
xk exp

{
−
[
θabrx2 + (b+ ar)x

]}
dx.

Aplicando o Lema 3 em Ik para k = 1, 2, 3 e substituindo os resultados em
(31), chega-se a conclusão da demonstração.

Na Figura 2 são ilustradas as formas da fdp (30) para diferentes valores para-
métricos.
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Figura 2 Gráficos da fdp (30) para a = 2, 0, b = 0, 9, θ = 0, 5 (preta); a = 2, 0,
b = 4, 0, θ = 0, 9 (azul); a = 0, 6, b = 0, 7, θ = 1, 0 (vermelha) e
a = 8, 0, b = 0, 1, θ = 0, 9 (verde).

Teorema 7 Se X e Y são distribuídas conjuntamente de acordo com (6), então,

fQ (q) =
(1− θ)

2θq(1− q)
exp

{
[aq + b(1− q)]2

8θabq(1− q)

}
D−2

(
aq + b(1− q)√
2θabq(1− q)

)

+
3

2q(1− q)
exp

{
[aq + b(1− q)]2

8θabq(1− q)

}
D−4

(
aq + b(1− q)√
2θabq(1− q)

)

+
[aq + b(1− q)]

q(1− q)
√

2θabq(1− q)
exp

{
[aq + b(1− q)]2

8θabq(1− q)

}

×D−3

(
aq + b(1− q)√
2θabq(1− q)

)
, (32)

sendo que 0 < q < 1.

Prova: Sob a transformação (S,Q) = (X + Y,X/(X + Y )) a fdp conjunta de
(S,Q) é dada por:
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f(s, q) = ab[(1− θ) s+ θ [aq + b(1− q)] s2 + θ2abq(1− q)s3]

× exp
{
−
[
(aq + b(1− q))s+ θabq(1− q)s2

]}
= ab[(1− θ) I1 + θ [aq + b(1− q)] I2 + θ2abq(1− q)abrI3], (33)

sendo que:

Ik =

∫ ∞

0
xk exp

{
−
[
(aq + b(1− q))s+ θabq(1− q)s2

]}
dx.

Aplicando o Lema 3 em Ik para k = 1, 2, 3 e substituindo os resultados em
(33), chega-se a conclusão da demonstração.

 

Na Figura 3 são ilustradas as formas da fdp (32) para diferentes valores para-
métricos.

Figura 3 Gráficos da fdp (32) para a = 1, 0, b = 1, 0, θ = 0, 3 (preta); a = 5, 0,
b = 4, 0, θ = 0, 5 (azul); a = 0, 9, b = 0, 3, θ = 0, 6 (vermelha) e
a = 0, 4, b = 0, 9, θ = 1, 1 (verde).
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6 APLICAÇÃO

Nesta seção é feita uma aplicação do modelo (6) na análise de dados de pre-

cipitações pluviométricas ocorridas nas cidades de Capela, Lagarto, Laranjeiras e

São Cristóvão todas situadas no Estado de Sergipe.

Os dados explorados foram coletados em estações hidrometeorológicas do
Centro de Meteorologia da Secretaria de Meio Ambiente e dos Recursos Hídricos

do Estado de Sergipe (SEMARH), as coordenadas geográficas das estações são
exibidas na Tabela 1. O conjunto de dados pode ser acessado livremente no ende-

reço eletrônico: http://www.semarh.se.gov.br/meteorologia/modules/tinyd0/index.

php?id=50. A base de dados corresponde as medições diárias do índice pluviomé-

trico no período de 01 de janeiro de 2009 até 31 de dezembro de 2010.

Tabela 1 Localização das estações hidrometeorológicas.
Cidades Latitude Longitude Altitude
Capela −10, 530 −37, 060 163 m
Lagarto −10, 950 −37, 640 163 m
Laranjeiras −10, 810 −37, 170 13 m
São Cristóvão −10, 920 −37, 200 30 m

Utilizando as medições do índice pluviométrico, obtém-se os dados sobre pe-
ríodo de dias com ocorrência de precipitações (X) e período contíguo de dias

sem ocorrência de precipitação (Y ). O objetivo é de modelar a proporção de dias
com ocorrência de precipitações, isso pode ser feito por meio da distribuição de

Q = X/(X + Y ).
A premissa básica de existência de correlação entre os dados foi verificada

através de teste de independência. A Tabela 2 mostra os p-valores originados do
teste ρ de Spearman, ver Best e Roberts (1975). Os p-valores foram inferiores a

0,05 indicando que há evidências significativas de associação entre os dados. Os
gráficos de dispersão do período de dias com ocorrência de precipitação versus o

período contíguo de dias sem ocorrência de precipitação para as cidades pesquisa-
das são apresentados na Figura 4 e evidenciam a existência de correlação negativa
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entre as variáveis.

Tabela 2 p-valor do teste ρ de Spearman.
Cidades p-valor
Capela 0, 025
Lagarto 0, 042
Laranjeiras 0, 000
São Cristóvão 0, 029

Figura 4 Gráficos de dispersão do período de precipitação versus período sem pre-
cipitação para as quatro cidades estudadas.

O ajuste do modelo (9) foi feito pelo Método de Inferência pelas Marginais
(IFM), ver Joe (1997) e Shiau et al. (2007). O IFM é dividido em duas etapas:

primeiramente, são ajustadas as distribuições marginais pelo Método da Máxima
Verossimilhança e em seguida estima-se o parâmetro de dependência da cópula.

Os valores obtidos para â e para b̂ são exibidos na Tabela 3 juntamente com os
respectivos intervalos de confiança ICa e ICb em nível de 95%.
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Para completar o processo de estimação, estima-se o parâmetro da cópula a
partir da função de log-verossimilhança do modelo bivariado:

lnL (x, y; a, b, θ) = lnLc (x, y; a, b, θ) + lnLX (x; a) + lnLY (y; b) , (34)

em que lnLc é a função de log-verossimilhança da cópula. Substituindo-se os
parâmetros já estimados â e b̂ na equação (34) e em seguida maximizando a função

de log-verossimilhança L, obtem-se a estimativa θ̂ do parâmetro da cópula. Os

valores obtidos para θ̂ são exibidos na Tabela 3. Na Figura 5 são exibidas as fdp
ajustadas de Q para as cidades pesquisadas.

Tabela 3 Estimativas dos parâmetros.
Cidades â b̂ θ̂ ICa95% ICb95%

Capela 0, 352 0, 158 0, 989 (0, 277; 0, 437) (0, 124; 0, 195)
Lagarto 0, 321 0, 226 1, 000 (0, 253; 0, 397) (0, 178; 0, 279)
Laranjeiras 0, 221 0, 221 1, 000 (0, 175; 0, 272) (0, 175; 0, 272)
São Cristóvão 0, 282 0, 229 1, 000 (0, 225; 0, 345) (0, 183; 0, 280)

Figura 5 Fdp de Q para as cidades de Capela (preta); Lagarto (azul); Laranjeiras
(vermelha) e São Cristóvão (verde).

A qualidade de ajuste do modelo (6) foi verificada via gráficos de probabili-

90



dade. Para a variávelX foi plotado o gráfico de FX(x(i)) versus (i−0, 375)/(n+

0, 25), ver Chambers et al. (1983), em que FX(·) denota a função de distri-

buição acumulada de X e x(i) representa os valores amostrais de X em ordem
crescente. Da mesma forma para Y foi plotado o gráfico de FY (y(i)) versus

(i − 0, 375)/(n + 0, 25) em que FY (·) denota a função de distribuição acumu-
lada de Y e y(i) representa os valores amostrais de Y em ordem crescente. Os

gráficos de probabilidade para o ajuste da distribuição de X para as quatro cidades
são visualizados na Figura 6. Na Figura 7 são exibidos os gráficos de probabilidade

para o ajuste da distribuição de Y para as cidades estudadas.

Figura 6 Gráficos de probabilidade para o período de dias com ocorrência de pre-
cipitações (X) para as quatro cidades estudadas.
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Figura 7 Gráficos de probabilidade para o período de dias sem ocorrência de pre-
cipitação (Y ) para as quatro cidades estudadas.

7 CONCLUSÕES

A distribuição exponencial bivariada construída a partir da cópula de Gumbel-

Barnett demonstrou-se matematicamente tratável, com propriedades que ratificam
sua robustez. A aplicação do modelo na análise de dados de precipitações das

cidades de Capela, Lagarto, Laranjeiras e São Cristóvão apresentou resultados sa-
tisfatórios.

RODRIGUES, J. A.; SILVA, A. P. C.; CHAVES, L. M, CASTELLARES, F. A
new bivariate exponential distribution built from the Gumbel-Barnett copula with

an application to the modeling of rainfall. Revista Brasileira de Biometria, São

Paulo, v. 29, n. 4, p. 583-598, 2011.
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ABSTRACT: The exponential models are the most widely used in the analysis of

hydrological processes. In this context it is used the Gumbel-Barnett copula to

construct a bivariate exponential distribution and apply it in data analysis of rain-

fall occurring in cities in the state of Sergipe. The main properties of this distribu-

tion are deducted, the expressions obtained make use of several special functions.

KEYWORDS: Gumbel-Barnett copula, bivariate exponential distribution, hydro-

logic modeling.
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Resumo: O modelo gama é um dos mais utilizados na análise de processos hi-

drológicos. Nesse contexto, são deduzidas as distribuições exatas das importantes
combinações de variáveis U = X + Y , P = XY e Q = Y/(X + Y ) juntamente

com seus respectivos momentos quando X e Y seguem o modelo gama bivari-
ado de Smith, Aldelfang e Tubbs. As expressões envolvidas fazem uso de várias

funções especiais. Os resultados obtidos são aplicados em dados de precipitações
pluviométricas ocorridas na cidade de Passo Fundo.

Palavras-chave: Soma de variáveis aleatórias; Produto de variáveis aleatórias;
Proporção de variáveis aleatórias; Momentos; Modelagem hidrológica.

∗Revista Ciências Exatas e Naturais, Guarapuava, v. 13, n. 2, p. 185-200, 2011.

97



98

Abstract: The bivariate gamma distributions have been used successfully in mo-
deling hydrological processes. In this context, we are derived the exact distri-

butions of the important hydrological variables U = X + Y , P = XY and

Q = Y/(X + Y ) together with their moments when X and Y follow the Smith,
Aldelfang, and Tubbs’s bivariate gamma model. The expressions involved make

use of various special functions. The results are applied to data of rainfall occurred
in the city of Passo Fundo.

Key words: Sum of random variables; Product of random variables; Proportion
of random variables; Moments; Hydrological modeling.

1 INTRODUÇÃO

Apesar de apresentarem dificuldades de implementação na solução de pro-
blemas práticos, os modelos gama bivariados são muito utilizados no estudo de

processos hidrológicos. Por exemplo, Izama [1] propôs uma distribuição gama bi-
variada com quatro parâmetros para estudar dados de precipitações ocorridas no

Distrito de Kanto no Japão, Loaiciga e Leipnik [2] discutiram o uso de uma dis-
tribuição gama bivariada na análise de qualidade da água através da correlação

entre a quantidade de coliformes fecais e a quantidade de estreptococus fecais,
Yue [3] utiliza uma distribuição gama bivariada para analisar a correlação entre a

duração da precipitação pluviométrica (chuva) e seu volume, Nadarajah e Gupta
[4] estudaram o comportamento das secas ocorridas no Estado Norte Americano

de Nebraska em um período de cento e dez anos considerando um modelo gama
triparamétrico. Esse mesmo conjunto de dados foi analisado por Nadarajah [5],

considerando um modelo gama bivariado mais simples com dois parâmetros.

O estudo da pluviometria das regiões tem sido uma importante fonte de pes-
quisa em hidrologia [6,7]. Em particular, as precipitações pluviométricas por se

tratarem de um fenômeno climático regional de amplo impacto social que tem



reflexo direto na qualidade de vida da população, apresenta-se no centro dessas
pesquisas. Existe uma preocupação crescente em criar mecanismos eficazes para

descrever, a contento, esses eventos, minimizando seus efeitos. A modelagem pro-
babilística pode ser destacada como um desses mecanismos.

O estudo das distribuições de combinações de variáveis do tipo U = X +

Y , P = XY e Q = Y/(X + Y ) é importante para a descrição de fenômenos

hidrológicos [6,8-12]. Dessa forma, são deduzidas as distribuições exatas dessas
combinações de variáveis quando X e Y seguem o modelo gama bivariado de

Smith, Adelfang e Tubbs [13]. Os resultados obtidos são aplicados na análise de
dados reais de precipitações pluviométricas.

O texto é organizado da seguinte forma: na seção 2 é apresentado o modelo

gama bivariado adotado juntamente com algumas das funções especiais emprega-
das, nas seções 3 e 4 são deduzidas as funções densidade de probabilidade das

variáveis U , P e Q juntamente com seus respectivos momentos. Finalmente, na
seção 5 os resultados obtidos são aplicados na modelagem de precipitações ocor-

ridas na cidade de Passo Fundo no Rio Grande do Sul.

2 MODELO GAMA BIVARIADO

A distribuição gama bivariada dde Smith, Adelfang e Tubbs tem função den-

sidade de probabilidade (fdp) conjunta dada por:

f (x, y) =
xα−1yβ−1 exp [− (x+ y) / (1− η)]

(1− η)α Γ (α) Γ (β − α)

∞∑
k=0

akIβ+k−1

(
2
√
ηxy

1− η

)
, (1)

em que x > 0, y > 0, β > α,

ak =
(ηy)k Γ (β − α+ k) (1− η)β−1

k! (ηxy)(β+k−1)/2
(2)

e
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η = ρ

√
β

α
com 0 < η < 1. (3)

O parâmetro ρ denota o coeficiente de correlação linear entre X e Y , Γ(·) e Iν(·)
denotam a função gama e a função modificada de Bessel tipo I, definidas, respec-

tivamente, como segue:

Γ (a) =

∫ ∞

0
ta−1 exp (−t) dt (4)

Iν (x) =
xν

2νΓ (ν + 1)

∞∑
k=0

1

(ν + 1)k k!

(
x2

4

)k

. (5)

As marginais X e Y são gama distribuídas com fdp:

fX(x) =
xα−1

Γ (α)
exp (−x) (6)

e

fY (y) =
yβ−1

Γ (β)
exp (−y) , (7)

Para o cálculo das propriedades do modelo (1) são necessárias as funções
especiais:

• Função beta

B (a, b) =

∫ 1

0
ta−1 (1− t)b−1 dt =

Γ (a) Γ (b)

Γ (a+ b)
; (8)

• Função de Macdonald

Kν (x) =
π [I−ν (x)− Iν (x)]

2 sin (νπ)
; (9)

• Função hipergeométrica de Gauss

2F1 (a, b; c;x) =

∞∑
k=0

(a)k (b)k x
k

(c)k k!
; (10)
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• Polinômio modificado de Laguerre

Lν
n (x) =

x−ν exp (x)

n!

dn

dxn
[
xn+ν exp (−x)

]
; (11)

• Polinômio de Jacobi

P (a,b)
n (x) =

(−1)n

2nn!
(1− x)−a (1 + x)−b dn

dxn

[
(1− x)a+n (1 + x)b+n

]
,

(12)

sendo que (d)k = d (d+ 1) . . . (d+ k − 1) denota o fatorial ascendente.

3 FUNÇÕES DENSIDADE DE PROBABILIDADE

Nos Teoremas de 1 a 3 são deduzidas as fdp de U = X + Y , P = XY e

Q = Y/(X + Y ) quando X e Y seguem o modelo (1).

Teorema 1 Se X e Y são distribuídas conjuntamente de acordo com (1), então,

fU (u) =

uα+β−1 exp

(
− u

1− η

)
(1− η)α Γ (α) Γ (β − α)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

akju
k+2j , (13)

sendo que 0 < u <∞ e

akj =
ηk+jΓ (β − α+ k) Γ (α+ j)

(1− η)k+2j Γ (α+ β + k + 2j) j!k!
. (14)

Prova: De (1) tem-se que a fdp conjunta de U = X + Y e Q = Y/(X + Y ),
utilizando o Teorema de Mudança de Variáveis, pode ser escrita da seguinte forma:

f(u, q) =
uαq(β−1)/2 (1− q)α−1 exp [u/ (η − 1)]

(1− η)α Γ (α) Γ (β − α)

∞∑
k=0

a∗kq
k/2

× (1− q)(1−β−k)/2 Iβ+k−1

(
2u
√
ηq(1− q)

1− η

)
, (15)
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em que

a∗k =
ηkΓ (β − α+ k) (1− η)β−1

k!η(β+k−1)/2
. (16)

A fdp de U pode ser escrita da seguinte maneira:

fU (u) =
uα exp [u/ (η − 1)]

(1− η)α Γ (α) Γ (β − α)

∞∑
k=0

a∗kI (u) , (17)

em que

I (u) =

∫ 1

0
q(β+k−1)/2 (1− q)(2α−β−k−1)/2 Iβ+k−1

(
2u
√
ηq(1− q)

1− η

)
dq.

(18)

Usando (5) em (18) e em seguida aplicando (8), obtém-se:

I (u) =
∞∑
j=0

Γ (α+ j)

Γ (α+ β + k + 2j) j!

(
u
√
η

1− η

)β+k+2j−1

. (19)

A conclusão da demonstração decorre da substituição de (19) em (17).

 

Lema 1 (Equação (2.3.16.1), [14]). Se p, q > 0, então,

∫ ∞

0
xa−1 exp

(
−px− q

x

)
dx = 2

(
q

p

)a/2

Ka (2
√
pq) .

Teorema 2 Se X e Y são distribuídas conjuntamente de acordo com (1), então,

fP (p) =
2p(α−1)/2

(1− η)α Γ (α) Γ (β − α)

∞∑
k=0

a∗kIβ+k−1

(
2
√
ηp

1− η

)
Kα−β−k

(
2
√
ηp

1− η

)
,

(20)

102



sendo que 0 < p <∞ e

a∗k =
ηkΓ (β − α+ k) (1− η)β−1

k!η(β+k−1)/2
.

Prova: De (1) tem-se que a fdp conjunta de X e P = XY tem a seguinte forma:

f(x, p) =
xα−β−1p(β−1)/2

(1− η)α Γ (α) Γ (β − α)
exp

[
− p+ x2

x (1− η)

] ∞∑
k=0

a∗kx
−kpk/2

× Iβ+k−1

(
2
√
ηp

1− η

)
.

Assim, pode-se escrever a fdp da variável P da seguinte maneira:

fP (p) =
p(β−1)/2

(1− η)α Γ (α) Γ (β − α)

∞∑
k=0

a∗kp
k/2Iβ+k−1

(
2
√
ηp

1− η

)
I(p), (21)

em que

I (p) =

∫ ∞

0
xα−β−k−1 exp

[
− p+ x2

x (1− η)

]
dx. (22)

Aplicando o Lema 1 em (22) obtém-se:

I (p) = 2p(α−β−k)/2Kα−β−k

(
2
√
p

1− η

)
. (23)

A conclusão da demonstração decorre da substituição de (23) em (21).

 

Nas Figuras 1 e 2 são ilustradas as formas das fdp de (13) e (20) para diferentes

valores paramétricos.
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Figura 1 Fdp de U = X + Y . Figura 2 Fdp de P = XY .

Lema 2 (Equação (2.15.3.2), [15]). Se a+ ν > 0 e p > c, então,∫ ∞

0
xa−1 exp (−px) Iν (cx) dx = p−(a+ν)

( c
2

)ν Γ (ν + a)

Γ (ν + 1)

× 2F1

(
a+ ν

2
,
a+ ν + 1

2
; ν + 1,

c2

p2

)
.

Teorema 3 Se X e Y são distribuídas conjuntamente de acordo com (1), então,

fQ (q) =
(1− η)β qβ−1 (1− q)α−1

Γ (α) Γ (β − α)

∞∑
k=0

a∗∗k q
k

× 2F1

(
α+ β + k

2
,
α+ β + k + 1

2
;β + k; 4ηq (1− q)

)
, (24)

sendo que 0 < q < 1 e a∗∗k =
ηkΓ (β − α+ k) Γ (β + α+ k)

k!Γ(β + k)
. Analogamente, se
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Q = X/(X + Y ), então,

fQ (q) =
(1− η)β qα−1 (1− q)β−1

Γ (α) Γ (β − α)

∞∑
k=0

a∗∗k (1− q)k

×2 F1

(
α+ β + k

2
,
α+ β + k + 1

2
;β + k; 4ηq (1− q)

)
. (25)

Prova: Usando (15) e (16) pode-se escrever a fdp de Q da seguinte maneira:

fQ (u) =
q(β−1)/2 (1− q)α−1

(1− η)α Γ (α) Γ (β − α)

∞∑
k=0

a∗kq
k/2 (1− q)(1−β−k)/2 I (q) , (26)

em que

I (q) =

∫ ∞

0
uα exp

(
− u

1− η

)
Iβ+k−1

(
2u
√
ηq(1− q)

1− η

)
du. (27)

Aplicando o Lema 2 em (27) obtém-se,

I (q) =
(1− η)α [ηq (1− q)](β+k−1)/2 Γ(β + α+ k)

Γ(β + k)

× 2F1

(
α+ β + k

2
,
α+ β + k + 1

2
;β + k; 4ηq (1− q)

)
(28)

A conclusão da demonstração é decorrente da substituição direta de (28) em
(26).

 

Na Figura 3 são ilustradas as formas da fdp (24) para diferentes valores para-

métricos.
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Figura 3 Fdp de Q = X/(X + Y ).

4 MOMENTOS

Nesta seção são deduzidos os momentos de U = X + Y e P = XY quando

X e Y seguem o modelo (1).

Lema 3 (Equação (2.15.5.4), [15]). Se p > 0 e ν > −n− 1, então,∫ ∞

0
xν+2n−1 exp

(
−px2

)
Iν (cx) dx =

n!cν

2ν+1pn+ν+1
exp

(
c2

4p

)
Lν
n

(
− c2

4p

)
.

Lema 4 (Equação (2.19.3.2), [15]). Se p > 0 e a > 0, então,∫ ∞

0
xa−1 exp (−px)Lν

n (cx) dx =
Γ (a)

pa
P (ν,a−ν−n−1)
n

(
1− 2c

p

)
.
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Teorema 4 Se X e Y são distribuídas conjuntamente de acordo com (1), então,

E(XnY m) =
m! (1− η)β−α+m Γ(α+ n)

Γ(α)Γ(β − α)

∞∑
k=0

ηkΓ(β − α+ k)

k!

× P (β+k−1,α−β−k+n−m)
m

(
1 + η

1− η

)
. (29)

para todos inteiros n ≥ 1 e m ≥ 1.

Prova: Utilizando (1) e (16), pode-se afirmar que:

E(XnY m) =

∞∑
k=0

a∗k

∫ ∞

0

x(2α−β−k+2n−1)/2 exp [x/ (η + 1)]

(1− η)α Γ (α) Γ (β − α)
I (x) dx, (30)

em que

I (x) =

∫ ∞

0
y(β+k+2m−1)/2 exp

(
− y

1− η

)
Iβ+k−1

(
2
√
ηxy

1− η

)
dy. (31)

Efetuando a transformação de variável t2 = y em (31) e em seguida aplicando

o Lema 3 obtém-se,

I (x) = m! (1− η)m+1 (ηx)(β+k−1)/2 exp

(
ηx

1− η

)
Lβ+k−1
m

(
− ηx

1− η

)
. (32)

Substituindo (32) em (30), temos:

E(XnY m) =
m! (1− η)m+1

(1− η)α Γ (α) Γ (β − α)

∞∑
k=0

a∗kη
(β+k−1)/2

×
∫ ∞

0
xα+n−1 exp (−x)Lβ+k−1

m

(
− ηx

1− η

)
dx. (33)

Chega-se ao fim da demonstração aplicando o Lema 4 em cada integral de
(33).
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Teorema 5 Se X e Y são distribuídas conjuntamente de acordo com (1), então,

E(Un) =

n∑
j=0

∞∑
k=0

j!ηk (1− η)β−α+j Γ(α+ n− j)Γ(β − α+ k)

k!Γ(α)Γ(β − α)

× P (β+k−1,α−β−k+n−2j)
n

(
1 + η

1− η

)
(34)

para todo inteiro n ≥ 1.

Prova: A demonstração resulta da combinação do Teorema 4 juntamente com a

seguinte propriedade de esperança matemática:

E(Un) =

n∑
j=0

(
n

j

)
E(Xn−jY j).

 

Teorema 6 Se X e Y são distribuídas conjuntamente de acordo com (1), então,

E(Pn) =
n! (1− η)β−α+m Γ(α+ n)

Γ(α)Γ(β − α)

∞∑
k=0

ηkΓ(β − α+ k)

k!

× P (β+k−1,α−β−k)
n

(
1 + η

1− η

)
, (35)

para todo inteiro n ≥ 1.

Prova: Imediata a partir do Teorema 4.

 

5 APLICAÇÃO

A partir dos resultados obtidos nas seções anteriores, foi feita uma aplicação

do modelo (1) na análise de precipitações pluviométricas ocorridas na cidade de
Passo Fundo situada no norte do Estado do Rio Grande do Sul.
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Utilizando as medições do índice pluviométrico, obtem-se os dados sobre pe-
ríodo de dias sem precipitação (X) e período contíguo com ocorrência de precipi-

tação (Y ). O objetivo é determinar as distribuições das variáveis:

1. Período climático (U) = período de dias sem precipitação (X)+ período
com ocorrência de precipitação (Y ), ou seja, U = X + Y ;

2. Proporção de dias com ocorrência de precipitação (Q) = período com ocor-
rência de precipitação (Y ) dividido pela soma do período de dias sem pre-

cipitação (X) + período com ocorrência de precipitação (Y ), ou seja, Q =

Y/(X + Y ).

Como o modelo gama bivariado (1) tem marginais gama distribuídas com

parâmetro de escala unitário, os dados observados para X e Y sofreram uma
transformação para corrigir a escala. A transformação utilizada foi (X,Y ) →
(C1X,C2Y ), C1 e C2 são fatores de correção de escala:

C1 =
nα̂
n∑

k=0

x

e C2 =
nβ̂
n∑

k=0

y

Os parâmetros α̂ e β̂ foram ajustados a partir de suas distribuições marginais

via Método da Máxima Verossimilhança. As estimativas obtidas foram α̂ = 1, 633

e β̂ = 2, 963. A estimativa do parâmetro de dependência, η̂ = 0, 005, foi deduzida

a partir da equação (3) e da expressão:

ρ̂ =
E [(X −Mx) (Y −My)]

SxSy
(36)

sendo que (Mx, Sx) e (My, Sy) são respectivamente, as médias amostrais e os
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as medições diárias do índice pluviométrico no período de 01 de julho de 2009 

até 30 de junho de 2011. 



desvios padrões das variáveis aleatórias X e Y .

O gráfico da fdp conjunta ajustada para os dados transformados é exibido na
Figura 4. Nas Figuras 5 e 6 são exibidas as fdp ajustadas para U e Q sobrepostas

pelos respectivos histogramas dos dados transformados.

Figura 4 Fdp conjunta para os dados ajustados.

Figura 5 Fdp ajustada de U . Figura 6 Fdp ajustada de Q.
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Para verificar a qualidade do ajuste de (1), primeiramente, foi plotado o grá-
fico de FX(x(i)) versus (i − 0, 375)/(n + 0, 25) [16], sendo que FX(·) denota

a função de distribuição acumulada de X e x(i) representa os valores amostrais
de X em ordem crescente, em seguida plotou-se o gráfico de FY (y(i)) versus

(i − 0, 375)/(n + 0, 25) em que FY (·) denota a função de distribuição acumu-
lada de Y e y(i) representa os valores amostrais de Y em ordem crescente. Esses

gráficos são apresentados nas Figuras 7 e 8, respectivamente.

Figura 7 Gráfico de probabilidade
para o período sem precipita-
ção.

Figura 8 Gráfico de probabilidade para
o período com ocorrência de
precipitação.

6 CONCLUSÕES

Considerando que X e Y seguem o modelo gama bivariado de Smith , Al-
delfang e Tubbs, foi possível deduzir as distribuições exatas e os momentos das

variáveis aleatórias U = X +Y , P = XY e Q = X/(X + Y ) utilizando funções
especiais. A aplicação do modelo na análise de dados de precipitações ocorridas

na cidade de Passo Fundo-RS apresentou resultados satisfatórios.
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Resumo: As distribuições do produto e do quociente de variáveis aleatórias são

utilizadas em diversas áreas das ciências aplicadas e têm sido intensivamente es-
tudadas por vários pesquisadores. Nesse trabalho, são deduzidas as distribuições

exatas de XY , X/Y e X/(X + Y ) quando X e Y são variáveis beta tipo II e
independentes. Os resultados obtidos são aplicados na análise de dados reais de

precipitações pluviométricas ocorridas em cidades do Estado de Sergipe.

Palavras-chave: Distribuição beta tipo II; Combinações de variáveis aleatórias;
Modelagem hidrológica.
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Abstract: The distributions of products and ratios of random variables are used
in various fields of applied science and has been intensively studied by several

researchers. In this work are deducted the exact distributions of XY , X/Y and
X/(X + Y ) when X and Y are independent beta type II random variables. The

results are applied to real data analysis of rainfall occurred in cities in the state of
Sergipe.

Key words: Beta type II distribution; Combinations of random variables; Hydro-

logical modeling.

1 INTRODUÇÃO

As distribuições de combinações de variáveis surgem naturalmente em proble-
mas aplicados de diversas áreas do conhecimento. Particularmente, combinações

do tipo XY , X/Y e X/(X + Y ), quando X e Y são independentes e pertencem
a mesma família de distribuições, tem sido intensivamente estudadas por vários

pesquisadores. Tratando-se do produto de variáveis da mesma família, tem-se:

Sakamoto [1] para a distribuição uniforme; Podolski, Springer, Thompson Stuart
[2-4] com relação à família gama; Harter e Wallgren [5,6] para a distribuição t de

Student; Bhargava, Khatri, Steece, Tang e Gupta [7-9] abordando a família beta;
Malik e Trudel [10] para o modelo exponencial; Nadarajah e Gupta [11] para a

família Bessel; Nadarajah e Ali [12] com relação à distribuição Pareto; e Ali, Pal e
Woo [13] para o modelo Pareto exponenciado. Tratando-se do quociente de variá-

veis oriundas da mesma família, ver Korhonen, Narula e Marsaglia [14,15] para a
família normal; Provost [16] para variáveis gama; Basu e Lochner [17] com rela-

ção à distribuição Weibull; Press [18] para o modelo t de Student; Pam-Gia [19]
abordando a família beta; Nadarajah e Gupta [11] para as variáveis Bessel e com

respeito à distribuição Pareto o problema foi estudado por Nadarajah e Ali [12].
Alguns pesquisadores também estão trabalhando em combinações de variá-

veis quando X e Y provém de famílias diferentes de distribuições. Por exemplo,

o produto e o quociente de variáveis aleatórias t de Student e logística foram es-
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tudados por Nadarajah e Ali [20], o mesmo foi feito por Nadarajah e Kotz [21]
para variáveis gama e beta. Nadarajah [22] determinou o produto e o quociente

de variáveis Laplace e Bessel. Nadarajah e Kotz estabeleceram as distribuições
do produto e do quociente de variáveis Pearson tipo VII e Laplace [23], variá-

veis gama e Weibull [24], variáveis t de Student e Bessel [25] e a distribuição do
quociente de uma variável gama com uma variável Levy [26]. Shakil et al [27]

estabeleceram produto e o quociente de uma variável Maxwell com uma variá-
vel Rayleigh. Shakil e Kibria [28] estudaram o quociente de uma variável gama

com uma variável Rayleigh. Recentemente, a dedução das distribuições da com-
binação linear, produto e quociente de variáveis aleatórias normal e Laplace foram

apresentadas por Nadarajah e Kotz [29].

Neste trabalho, é apresentado um estudo das distribuições de XY , X/Y e

X/(X+Y ) quandoX e Y são variáveis aleatórias beta tipo II e independentes. Na
Seção 2, é apresentado o modelo beta tipo II, sua relação com o modelo beta tipo

I e algumas funções especiais envolvidas nos cálculos das distribuições. Na Seção
3, são deduzidas as funções densidade de probabilidade das variáveis XY , X/Y e

X/(X+Y ). Finalmente, na Seção 4 os resultados obtidos são aplicados na análise
de precipitações pluviométricas ocorridas em cidades do Estado de Sergipe.

2 Distribuições beta

Distribuição beta tipo I: Uma variável aleatória X tem distribuição beta tipo
I com parâmetros α > 0 e β > 0 quando sua função densidade de probabilidade

(fdp) é da forma:

f (x) =
xα−1 (1− x)β−1

B (α, β)
(1)

em que 0 < x < 1 e B (α, β) representa a função beta,

B (α, β) =

∫ 1

0
tα−1 (1− t)β−1 dt (2)

Simbolicamente, quandoX tem distribuição dada por (1), escreve-seX ∼ BI(α, β).
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Distribuição beta tipo II: Uma variável aleatóriaX tem distribuição beta tipo
II com parâmetros α > 0 e β > 0 quando sua função densidade de probabilidade

(fdp) é da forma:

f (x) =
xα−1 (1 + x)−(α+β)

B (α, β)
(3)

em que 0 < x. Neste caso, escreve-se simbolicamente X ∼ BII(α, β).

As duas distribuições beta, estão relacionadas intrinsecamente por meio de

uma transformação. Se X ∼ BI(α, β), então Z = (1−X) /X ∼ BII(β, α).
Reciprocamente, Se Z ∼ BII(β, α), então X = 1/ (1 + Z) ∼ BI(α, β). Várias

características referentes aos dois modelos, inclusive a propriedade mencionada,
podem ser encontradas em [30].

Além da função beta, os cálculos envolvidos no trabalho requerem o uso de

outras funções especiais como a função gama,

Γ (α) =

∫ ∞

0
tα−1 exp (−t) dt (4)

e a função hipergeométrica de Gauss,

2F1 (a, b; c;x) =
∞∑
k=0

(a)k (b)k x
k

(c)k k!
(5)

em que (d)k = d (d+ 1) . . . (d+ k − 1) denota o fatorial ascendente, k ∈ Z+.
As propriedades dessas funções especiais podem ser vistas em [31].

3 FUNÇÕES DENSIDADE DE PROBABILIDADE

Nos Teoremas de 1 a 3 são deduzidas as fdp de P = XY , R = X/Y e
Q = X/(X + Y ) quando X e Y são beta tipo II distribuídas e independentes.

Lema 1 (Equação (2.2.6.24), [32]). Se 0 < y, 0 < z e 0 < α < ρ+ γ, então,
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∫ ∞

0
xα−1 (x+ y)−ρ (x+ z)−γ dx = z−γyα−ρB (α, ρ+ γ − α)

× 2F1

(
α, γ; ρ+ γ; 1− y

z

)
Teorema 1 Se X ∼ BII(α, β) e Y ∼ BII(θ, λ) são independentes, então, a fdp

de P = XY pode ser escrita como:

fP (p) =
B(α+ λ, β + θ)p−(λ+1)

B (α, β)B (θ, λ)
2F1

(
α+ λ, θ + λ;α+ β + θ + λ; 1− 1

p

)
(6)

sendo que 0 < p.

Prova: Utilizando a mudança de variáveis (X,P ) = (X,XY ) o Jacobiano dessa
transformação é dado por

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x

∂x

∂x

∂y

∂p

∂x

∂p

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
1 0

y x

∣∣∣∣∣∣∣ = x (7)

Assim, a fdp conjunta de (X,P ) é dada por

fX,P (x, p) = fX,Y

(
x,
p

x

)
× |J |−1

=
pθ−1xα+λ−1 (1 + x)−(α+β) (x+ p)−(θ+λ)

B (α, β)B (θ, λ)
(8)

Pode-se então, escrever a fdp da variável P da seguinte maneira:

fP (p) =

∫ ∞

0
fX,P (x, p)dx

=
pθ−1

B(α, β)B(θ, λ)

∫ ∞

0
xα+λ−1(1 + x)−(α+β)(x+ p)−(θ+λ)dx (9)
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A conclusão da demonstração decorre da aplicação direta do Lema 1 na ex-
pressão (9).

 

Na Figura 1 são ilustradas as formas da fdp P = XY para diferentes valores

paramétricos.

Figura 1 Gráficos da fdp de P = XY para diferentes valores paramétricos.

Teorema 2 Se X ∼ BII(α, β) e Y ∼ BII(θ, λ) são independentes, então, a fdp

de R = X/Y pode ser escrita como:

fR(r) =
B(α+ θ, β + λ)r−(θ+1)

B (α, β)B (θ, λ)
2F1

(
α+ θ, θ + λ;α+ β + θ + λ; 1− 1

r

)
(10)

sendo que 0 < r.
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Prova: Utilizando a mudança de variáveis (X,R) = (X,X/Y ) o Jacobiano dessa
da transformação é dado por

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x

∂x

∂x

∂y

∂r

∂x

∂r

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0

1

y
− x

y2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = − x

y2
(11)

Assim, a fdp conjunta de (X,R) = (X,X/Y ) é dada por

fX,R(x, r) = fX,Y

(
x,
x

r

)
× |J |−1

=
rλ−1xα+θ−1 (1 + x)−(α+β) (x+ r)−(θ+λ)

B (α, β)B (θ, λ)
(12)

Pode-se então, escrever a fdp da variável R da seguinte maneira:

fR(r) =

∫ ∞

0
fX,R(x, r)dx

=
rλ−1

B(α, β)B(θ, λ)

∫ ∞

0
xα+θ−1(1 + x)−(α+β)(x+ p)−(θ+λ)dx (13)

A conclusão da demonstração decorre da aplicação do Lema 1 na expressão

(13).
 

Teorema 3 Se X ∼ BII(α, β) e Y ∼ BII(θ, λ) são independentes, então, a fdp

de Q = X/(X + Y ) pode ser escrita como:

fQ (q) =
B (α+ θ, β + λ)

B (α, β)B (θ, λ)
q−(θ+1) (1− q)θ−1

× 2F1

(
α+ θ, λ+ θ;α+ β + θ + λ; 2− 1

q

)
(14)

sendo que 0 < q < 1.
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Prova: Utilizando a mudança de variáveis (U,Q) = (X + Y,X/(X + Y )) o
Jacobiano dessa transformação é dado por

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂u

∂x

∂u

∂y

∂q

∂x

∂q

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1

y

(x+ y)2
− x

(x+ y)2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = − 1

x+ y
(15)

Assim, a fdp conjunta de (U,Q) = (X + Y,X/(X + Y )) pode ser escrita
como

fU,Q(u, q) = fX,Y (uq, u(1− q))× |J |−1

=
(uq)α−1(1 + uq)−(α+β) [u(1− q)]θ−1 [1 + u(1− q)]−(θ+λ) u

B (α, β)B (θ, λ)

=
uα+θ−1qα−1 (1− q)θ−1 (1 + uq)−(α+β) [1 + (1− q)u]−(θ+λ)

B (α, β)B (θ, λ)

(16)

Pode-se então, expressar a fdp da variável Q = X/(X + Y ) da seguinte
maneira:

fQ (q) =

∫ ∞

0
fU,Q(u, q)du

=
qα−1(1− q)θ−1

B (α, β)B (θ, λ)

∫ ∞

0
uα+θ−1 (1 + uq)−(α+β) [1 + (1− q)u]−(θ+λ) du

(17)

reescrevendo (17) de forma conveniente, tem-se

fQ (q) =
q−(β+1)(1− q)−(λ+1)

B(α, β)B(θ, λ)

∫ ∞

0
uα+θ−1

(
1

q
+ u

)−(α+β)( 1

1− q
+ u

)−(θ+λ)

du

(18)

Aplicando o Lema 1 em (18) chega-se a conclusão da demonstração.
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Nas Figuras de 2 e 3 são ilustradas as formas das fdp R = X/Y e Q =

X/(X + Y ) para diferentes valores paramétricos.

Figura 2 Gráficos da fdp de R =
X/Y para diferentes valores
paramétricos.

Figura 3 Gráficos da fdp de Q =
X/(X + Y ) para diferentes
valores paramétricos.

4 APLICAÇÃO

Nesta seção, é feita uma aplicação do modelo na análise de dados de pre-

cipitações pluviométricas ocorridas nas cidades de Aquidabã, Aracaju, Boquim,
Nossa Senhora da Glória, Itabaiana, Porto da Folha, Poço Redondo e Umbaúba

todas situadas no Estado de Sergipe.
Os dados explorados foram coletados em estações agrometeorológicas e hi-

drometeorológicas do Centro de Meteorologia da Secretaria de Estado do Meio

Ambiente e dos Recursos Hídricos do Estado de Sergipe (SEMARH), as coordena-
das geográficas e os tipos das estações são exibidos na Tabela 1. O conjunto de da-

dos pode ser acessado no seguinte endereço eletrônico: http://www.semarh.se.gov.

br/meteorologia/modules/tinyd0/index.php?id=50. A base de dados corresponde
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as medições diárias do índice pluviométrico no período de 01 de janeiro de 2009

até 31 de dezembro de 2010.

Tabela 1 Localização e tipo das estações.
Cidades Latitude Longitude Altitude Tipo
Aquidabã −10, 290 −37, 020 218 m Hidrometeorológica
Aracaju −10, 950 −37, 050 4 m Hidrometeorológica
Boquim −11, 140 −37, 620 160 m Hidrometeorológica
Itabaiana −10, 700 −37, 420 200 m Agrormeteorológica
N. S. da Glória −10, 200 −37, 430 300 m Agrometeorológica
Porto da Folha −10, 000 −37, 420 149 m Hidrometeorológica
Poço Redondo −9, 840 −37, 670 260 m Agrometeorológica
Umbaúba −11, 380 −37, 670 153 m Hidrometeorológica

Utilizando as medições do índice pluviométrico, obtém-se os dados sobre pe-

ríodo de dias com ocorrência de precipitações (X) e período contíguo de dias
sem ocorrência de precipitação (Y ). O objetivo é o de modelar a proporção de

dias com ocorrência de precipitações, isso pode ser feito através da distribuição de
Q = X/(X+Y ). Nesse contexto, assume-se que X e Y são beta tipo II distribuí-

das e independentes. A validade da suposição de independência foi verificada por
meio do teste ρ de Spearman [33]. Os p-valores obtidos no teste foram acima de

0, 05, ver Tabela 2, o que confirma a hipótese de independência entre as amostras
observadas de X e Y para as oito cidades estudadas.

Tabela 2 p-valores do teste ρ de Spearman.

Cidades p-valor
Aquidabã 0, 061
Aracaju 0, 239
Boquim 0, 541
Itabaiana 0, 411
N. S. da Glória 0, 795
Porto da Folha 0, 142
Poço Redondo 0, 692
Umbaúba 0, 150
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O ajuste das distribuições foi feito via Método da Máxima Verossimilhança.
Se (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) representa uma amostra aleatória conjunta de X ∼
BII(α, β) e Y ∼ BII(θ, λ), então, as estimativas de máxima verossimilhança de
α e β são as soluções do sistema de equações não-lineares:

nψ(α̂+ β̂)− nψ(α̂) =

n∑
i=1

log(1 + xi)−
n∑

i=1

log(xi)

nψ(α̂+ β̂)− nψ(β̂) =

n∑
i=1

log(1 + xi)

Analogamente, as estimativas de máxima verossimilhança de θ e λ são as

soluções do sistema de equações:

nψ(θ̂ + λ̂)− nψ(θ̂) =
n∑

i=1

log(1 + yi)−
n∑

i=1

log(yi)

nψ(θ̂ + λ̂)− nψ(λ̂) =
n∑

i=1

log(1 + yi)

em que ψ(·) denota função digama ψ(t) = d log Γ(t)/dt. Essas equações não
possuem solução fechada, sendo necessário uma implementação numérica para

resolvê-las, o que foi feito utilizando um algoritmo quasi-Newton função nlm do
pacote stats no ambiente computacional R [34]. As matrizes de informação asso-

ciadas são respectivamente,[
n[ψ′(α+ β)− ψ′(α)] nψ′(α+ β)

nψ′(α+ β) n[ψ′(α+ β)− ψ′(β)]

]
(19)

e [
n[ψ′(θ + λ)− ψ′(θ)] nψ′(θ + λ)

nψ′(θ + λ) n[ψ′(θ + λ)− ψ′(λ)]

]
(20)

  

        

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

  

125



Invertendo a matriz de informação (19) obtém-se a variância e covariância dos
estimadores de máxima verossimilhança de α e β,

V ar(α̂) =
ψ′(α+ β)− ψ′(β)

n {ψ′(α)ψ′(β)− ψ′(α+ β) [ψ′(α) + ψ′(β)]}
(21)

V ar(β̂) =
ψ′(α+ β)− ψ′(α)

n {ψ′(α)ψ′(β)− ψ′(α+ β) [ψ′(α) + ψ′(β)]}
(22)

Cov(α̂, β̂) = − ψ′(α+ β)

n {ψ′(α)ψ′(β)− ψ′(α+ β) [ψ′(α) + ψ′(β)]}
(23)

A variância e covariância dos estimadores de máxima verossimilhança de θ

e λ podem ser calculados utilizando fórmulas análogas as expressões (21), (22)

e (23) respectivamente. Na Tabela 3 são exibidas as estimativas obtidas para os

parâmetros α, β, θ e λ juntamente com os respectivos erros padrões.

Tabela 3 Estimativas dos parâmetros e erros padrões.
Cidades α̂ (ep) β̂ (ep) θ̂ (ep) λ̂ (ep)

Aquidabã 8, 13(1, 02) 5, 09(0, 56) 3, 97(0, 48) 1, 97(0, 18)
Aracaju 5, 23(0, 67) 2, 50(0, 25) 4, 93(0, 63) 2, 30(0, 22)
Boquim 5, 58(0, 70) 2, 87(0, 29) 4, 79(0, 60) 2, 40(0, 23)
Itabaiana 4, 61(0, 58) 2, 23(0, 21) 4, 35(0, 56) 1, 73(0, 15)
N. S. da Glória 6, 464(0, 81) 3, 81(0, 40) 4, 23(0, 56) 1, 57(0, 14)
Porto da Folha 8, 84(1, 10) 6, 08(0, 68) 4, 81(0, 64) 1, 85(0, 17)
Poço Redondo 11, 71(1, 46) 8, 75(1, 02) 4, 48(0, 63) 1, 36(0, 11)
Umbaúba 5, 16(0, 66) 2, 39(0, 23) 5, 18(0, 67) 2, 31(0, 22)

Utilizando as Figuras 4 e 5, pode-se comparar os histogramas dos dados obser-
vados com as respectivas fdp ajustadas de Q para as cidades de Aracaju, Boquim,

Porto da Folha e Umbaúba.
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Figura 4 Fdp ajustada de Q para as cidades de Aracaju e Boquim.

Figura 5 Fdp ajustada de Q para as cidades de Porto da Folha e Umbaúba.
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As estimativas de máxima verossimilhança obtidas também permitem inferir
a média de Q = X/(X + Y ) através da expressão,

E (Q) =
B(α+ θ, β + λ)

B (α, β)B(β, λ)

∫ 1

0
q−θ (1− q)θ−1

× 2F1

(
α+ θ, θ + λ;α+ β + θ + λ; 2− 1

q

)
dq. (24)

Uma forma alternativa de estimar E (Q) é dada pelo Método dos Momentos
através da seguinte expressão,

Ẽ (Q) =
1

n

n∑
i=1

xi
xi + yi

(25)

As estimativas oriundas da equação (25) independem de X e Y serem inde-

pendentes ou beta distribuídas. Os valores das equações (24) e (25) para as oito
cidades são exibidos na Tabela 4, a proximidade dos valores encontrados é um

grande indicativo da validade do modelo.

Tabela 4 Estimativas da média de Q = X/(X + Y ).

Cidades E (Q) Ẽ (Q)

Aracaju 0, 493 0, 496
Aquidabã 0, 435 0, 444
Boquim 0, 491 0, 492
N. S. da Glória 0, 384 0, 390
Itabaiana 0, 449 0, 456
Porto da Folha 0, 363 0, 366
Poço Redondo 0, 288 0, 287
Umbaúba 0, 491 0, 493

A qualidade de ajuste do modelo também foi verificada via gráficos de proba-
bilidade. Para X foi plotado o gráfico de FX(x(i)) versus (i− 0, 375)/(n+0, 25)
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como é recomendado por Chambers et al [35], em que FX(·) denota a função de
distribuição acumulada de X e x(i) representa os valores amostrais de X em or-

dem crescente. Da mesma forma para Y foi plotado o gráfico de FY (y(i)) versus
(i− 0, 375)/(n+0, 25) em que FY (·) denota a função de distribuição acumulada

de Y e y(i) representa os valores amostrais de Y em ordem crescente. Os gráfi-
cos de probabilidade para o ajuste da distribuição de X para quatro cidades são

visualizados na Figura 6 e a proximidade dos pontos entorno da reta indicam o
bom ajuste do modelo. Na Figura 7 são exibidos gráficos de probabilidade para

o ajuste da distribuição de Y para quatro das oito cidades estudadas, a disposição
dos pontos próximos à reta indicam o bom ajuste do modelo.
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Figura 6 Gráficos de probabilidade para o período de dias com ocorrência de pre-
cipitações (X) para quatro cidades selecionadas.
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Figura 7 Gráficos de probabilidade para o período de dias sem ocorrência de pre-
cipitação (Y ) para quatro cidades selecionadas.

5 CONCLUSÕES

Partindo do fato que X e Y são beta tipo II distribuídas e independentes, as
distribuições das combinações de variáveis P = XY , R = X/Y e Q = X/(X +

Y ) apresentaram forma fechada em termos da função hipergeométrica de Gauss.
Em particular, a distribuição de Q demonstrou-se bastante flexível, tornando-se

uma alternativa interessante em relação a distribuição beta tipo I na modelagem de
proporções.

A aplicação do modelo na análise de precipitações pluviométricas ocorridas

nas cidades de Aquidabã, Aracaju, Boquim, Nossa Senhora da Glória, Itabaiana,
Porto da Folha, Poço Redondo e Umbaúba no Estado de Sergipe apresentou bons
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resultados, o que foi comprovado pelos P-P plots em função dos pontos em cada
gráfico estarem dispostos próximos a reta.
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CONSIDERAÇÕES FINAIS 

A modelagem de precipitações pluviométricas por meio das 

distribuições probabilísticas contínuas pode ser utilizada como uma alternativa 

viável em relação aos demais métodos existentes, como séries temporais, 

regressão, cadeias de Markov e redes neurais, em função da praticidade dos 

modelos e dos bons resultados obtidos. 

As distribuições utilizadas apresentaram um bom ajuste em relação aos 

da- dos diários de precipitação pluviométrica para cada cidade analisada, 

explicando de forma satisfatória o comportamento do período de dias com 

precipitação e do período de dias sem precipitação. Neste contexto, os resultados 

obtidos podem ser utilizados como referência no planejamento agrícola dessas 

cidades no que diz respeito à instalação de culturas, no manejo de recursos 

hídricos e seguro agrícola. Além disso, importantes elementos meteorológicos 

foram descritos a partir dessas variáveis, como por exemplo, o período 

climático, considerado como a soma do período com precipitação com o período 

sem precipitação. Esses elementos ajudaram a descrever parte da pluviometria 

das regiões estudadas. 

Como perspectiva de trabalhos futuros, almeja-se efetuar um estudo 

comparativo entre os modelos trabalhados aplicados em dados de precipitações 

ocorridas nas cidades estudadas, objetivando determinar quais modelos 

descrevem, de modo mais apropriado, a pluviometria da região. Além disso, 

pretende-se construir uma nova classe de modelos probabilísticos gerada pela 

composição de certas distribuições, estudar suas principais propriedades e 

explorar o potencial dessa nova classe de distribuições na análise de processos 

hidrológicos. 




