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RESUMO

As precipitagdes pluviométricas sdo fendmenos ciclicos com ocorréncia
e intensidade aleatoria, resultante da agua condensada na atmosfera que atinge
gravitacionalmente a superficie terrestre. A intensidade e frequéncia com que
esse fendmeno ocorre influencia diretamente nos habitats naturais, ecossistemas
e em muitos setores econdmicos e sociais desde a agricultura, transportes até o
forneci- mento urbano de agua. Neste trabalho, sdo apresentadas algumas
propriedades das distribuicdes gama bivariada de Smith, Adelfang e Tubbs,
exponencial bivariada Gumbel tipo I e da distribuigdo beta tipo I univariada.
Esses modelos sdo utilizados na analise das importantes variaveis: periodo com
precipitacdo pluviométrica e o periodo contiguo sem precipitacdo pluviométrica.
Os resultados obtidos apontam a adequag@o dos modelos. Utilizando a cépula de
Gumbel-Barnett, foi construida uma distribui¢do exponencial bivariada que
generaliza a distribuicdo Gumbel tipo 1. As principais propriedades dessa
distribui¢do foram deduzidas. O modelo foi utilizado na analise da estrutura de
correlagdo existente entre as sequéncias de dias com precipitacdo e as sequéncias
de dias sem ocorréncia de precipitacdo. Os resultados indicaram a viabilidade do
modelo.

Palavras-chave: Fenomenos climaticos. Hidrologia. Probabilidade. Produto de
variaveis aleatdrias. Quociente de varidveis aleatorias. Secas.



ABSTRACT

The rainfalls are recurrent phenomena with random uncertain occurrence
and intensity resulting from the condensed water in the atmosphere that reaches
the earth’s surface by gravity. The intensity and frequency that this phenomenon
occurs, direct influence on the natural habitats, ecosystems and many economic
and social sectors from agriculture, transport, urban water supply. In this work,
we present some properties of bivariate gamma distributions for Smith,
Adelfang and Tubbs’s bivariate gamma distributions, Gumbel’s type I bivariate
exponential and univariate beta type I distribution. These models are used in the
analysis of important variables, period rainfall and the contiguous period without
rainfall. The results indicate the adequacy of the three models. Using the
Gumbel-Barnett co- pula was built a bivariate exponential distribution which
generalizes the Gumbel’s type I bivariate exponential. The main properties of
this distribution were derived. The model was used to analyze the structure
between the sequences of days with rainfall and sequences of days without
rainfall. The results indicate that the model is viable.

Keywords: Climatic phenomena. Drought. Hydrology. Probability. Product of
random variables. Ratio of random variables.
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PRIMEIRA PARTE

1 INTRODUCAO

As precipitagdes pluviométricas, ou chuvas, ocorrem quando a agua
condensada na atmosfera precipita-se sobre a superficie terrestre. Sao fendmenos
climaticos periddicos que se apresentam em todo planeta. Sua frequéncia em
déficit ou excesso sdo agentes causadores de impactos negativos em diversos
setores econOmicos e sociais, refletindo diretamente na qualidade de vida da
populacao.

A persisténcia de valores de precipitagdo abaixo do normal ocasiona um
fendmeno natural conhecido como seca. Contrariamente a outros desastres
naturais, que geralmente atuam de forma imediata e com impactos instantaneos,
a seca ¢ um desastre natural mais complexo que se manifesta com intensidades
diferentes, dependendo dos indices de precipita¢des pluviométricas, ¢ que afeta
um maior nimero de pessoas durante um longo tempo. No Brasil, por exemplo,
a seca age como um dos principais fatores para que a Regido Nordeste possua o
pior Indice de Desenvolvimento Humano do Pais (IDH).

Os impactos resultantes do excesso de precipitagdo pluviométrica
variam conforme a escala espacial e temporal em que o fendmeno ocorre.
Podendo provocar graves prejuizos de ordem socioecondmica, nomeadamente
em setores agricola e recursos hidricos, originando muitas vezes o
desenvolvimento e propagacao de pragas e pestes, o que designadamente em
paises com economias débeis, leva a escassez de alimentos e dgua potavel, e
consequentemente a perda de um niimero significativo de vidas humanas.

Em face dos problemas apresentados, existe uma preocupacgdo crescente

em criar mecanismos eficazes para descrever e predizer tal fendmeno, para
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tomada de decisdes por parte dos Orgdos competentes, proporcionando o

planejamento de a¢des preventivas conscientes e minimizando seus efeitos.

1.1 Objetivos

O autor do presente trabalho teve como objetivo geral propor a

utiliza¢do de determinados modelos probabilisticos como uma alternativa viavel

para analisar, descrever e predizer variaveis meteoroldgicas importantes

associadas as precipita¢des pluviométricas.

Dentre os objetivos especificos, pode-se destacar:

a)

b)

d)

Estudar a distribuigdo exponencial bivariada Gumbel tipo I no ajuste
de dados reais de precipitagdes pluviométricas. Este modelo ¢ muito
utilizado em hidrologia e analise de sobrevivéncia;

A partir do estudo dos modelos ja existentes, construir um modelo
bivariado robusto, tratavel do ponto de vista matematico, que possa
ser empregado no estudo de processos hidroldgicos, principalmente
na analise de eventos de precipitacao;

Determinar a distribuicdo da soma, produto e propor¢ao das
variaveis componentes do modelo gama bivariado de Smith,
Adelfang e Tubbs, bem como seus respectivos momentos, aplicando
os resultados obtidos na modelagem de precipitacdes pluviométricas;
Estudar o potencial do modelo beta tipo II na analise de

precipitagdes pluviométricas.

Neste contexto, sao deduzidas as distribuicdes do produto, razdo e

proporcao de componentes beta tipo II.
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1.2 Estrutura do trabalho

O texto estd organizado em formato de coletanea de artigos sobre
modelagem de precipitagdes pluviométricas, conforme as normas da
Universidade Federal de Lavras - UFLA (2010).

1. Na primeira parte sdo apresentados de forma breve, a motivagao,
contextualizagdo e objetivos do trabalho. A segunda parte é composta por
quatro artigos sobre utilizagdo de modelos continuos no estudo de

precipitagdes pluviométricas.

a) No artigo 1 sdo deduzidas as distribuigdes exatas das importantes
variaveis X + Y, XY e X/(X + Y ), juntamente com seus respectivos
momentos, quando X e Y seguem o modelo exponencial bivariado
Gumbel tipo 1. Os resultados obtidos sdo utilizados no estudo da
pluviometria das cidades de Aquidabd, Aracaju, Boquim, Nossa
Senhora da Gloéria, Itabaiana, Porto da Folha, Poco Redondo e
Umbatba todas situadas no Estado de Sergipe.

b) No artigo 2 ¢ utilizada a cépula de Gumbel-Barnett para construir
uma distribuicdo exponencial bivariada, que é uma generalizacdo do
mo- delo exponencial bivariado Gumbel tipo I. A nova distribui¢ao ¢
aplicada na analise de dados de precipitagdes pluviométricas
ocorridas em cidades do Estado de Sergipe. As principais

propriedades dessa distribuicao sdo deduzidas.
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¢) No artigo 3 sdo deduzidas as distribuigdes exatas das combinagdes
de variaveis U=X+ Y, P=XYe Q=Y /(X + Y ), juntamente com
seus respectivos momentos, quando X e Y seguem o modelo gama
bivariado de Smith, Adelfang e Tubbs. Os resultados obtidos sdo
aplicados em dados de precipitacdes pluviométricas ocorridas na
cidade de Passo Fundo, Rio Grande do Sul.

d) No artigo 4 sdo deduzidas as distribuigdes exatas das combinagdes
de variaveis P=XY, R=XYe Q=Y /(X + Y ) quando X e Y sdo
variaveis beta tipo II e independentes. Os resultados obtidos sdao

empregados na modelagem de dados reais de precipitacdo.

2. Nas consideracdes finais sdo apresentados, de forma sucinta, os

aspectos principais deste trabalho e algumas perspectivas de trabalhos futuros
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Precipitacoes pluviométricas

Medir dados de precipitagdo pluviométrica ¢ muito importante em
diversos contextos, tais como: produtividade de culturas agricolas, manejo dos
recursos hidricos, avaliagcdo ambiental, erosdo hidrica etc. A obten¢do da correta
distribui¢do temporal para precipitacdo é relevante no planejamento agricola, no
que diz respeito a instalacdo de culturas. Além da influéncia na agricultura,
periodos de estiagens muito longos afetam o nivel de 4gua dos mananciais e dos
reservatorios das usinas hidrelétricas, trazendo problemas para o abastecimento
urbano e na geracdo de energia elétrica. A quantificacdo das chuvas é importante
no planejamento agricola e ambiental para o correto dimensionamento das obras,
tanto na construcdo civil quanto na conservagdo do solo (VIEIRA;
CARVALHO, 2001).

Botelho e Morais (1999) destacam o papel das precipitagdes
pluviométricas, como principal fonte de dgua para a agricultura, que por vezes
tem comprometido o desenvolvimento da producdo agricola, em func¢do de sua
variabilidade ndo uniforme, ora com grandes periodos de estiagem, ora com
considerdveis aguaceiros de curta duracdo, que superam a capacidade de
retencdo de agua pelo solo, provocando enchentes e inundacdes. Sampaio et al.
(2007) também alertam sobre a impossibilidade de saber qual a evolugdo exata
dos valores de precipitacdo ao longo do tempo e do espaco em funcao de sua
natureza aleatoria. A partir dessas dificuldades, modelos probabilisticos foram
introduzidos para ajustar séries historicas de precipitagdes. Modelos
probabilisticos como os modelos gama, exponencial e Pareto sdo utilizados para
o calculo tanto da precipitacdo esperada como da duragdo do periodo de

precipitacao.
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No Brasil, os estudos envolvendo precipitagdo pluviométrica sdo dificeis
de serem executados devido ao fato das séries historicas disponiveis serem, na
maioria dos casos, muito pequenas para efetua-los. Segundo Genneville e Boock
(1983), quanto mais reduzidas forem as séries de precipitacdo disponiveis,
maiores as chances de se ter resultados tendenciosos.

Para o monitoramento de precipitagdes pluviométricas ¢ utilizado o
fndice Pluviométrico que representa a somatoria da quantidade da precipitagio
(chuva, neve, granizo) ocorrida num determinado local durante um dado periodo
de tempo. Através desse indice, pode-se determinar a ocorréncia de chuvas e sua

intensidade.

2.2 Modelos probabilisticos univariados continuos utilizados em processos
hidrologicos

A modelagem probabilistica pode ser destacada como uma das técnicas
empregadas na analise de varios fendmenos hidrolégicos, incluindo precipitagdo
pluviométrica.

Quantidades como duragdo, intensidade e magnitude sdo importantes
elementos que sdo utilizados para descrever precipitagdes. Através da Teoria das
Probabilidades esses elementos podem ser caracterizados por varidveis
aleatérias, cujos comportamentos sdo descritos por distribuicdes de
probabilidade.

Em consequéncia de sua natureza estocastica, essas variaveis podem ser
estudas utilizando-se diferentes modelos. Qual ¢ o mais simples? Qual € o mais
flexivel?

Qual apresenta melhor ajuste? Essas sdo questdes praticas que exigem

respostas por parte dos cientistas que pesquisam na area.
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Diversos estudos envolvendo modelagem probabilistica de processos
hidroloégicos podem ser encontrados na literatura. Diferentes distribuicdes
univariadas continuas tém sido utilizadas para descrever o comportamento
desses processos.

Nas subsecdes a seguir sdo apresentadas algumas dessas distribuigoes.

2.3 Distribuicao beta do tipo II
Uma variavel aleatdria X tem distribuigdo beta tipo II quando sua fungio
densidade de probabilidade é da forma:

xa—l (1 4 x)_(a‘h@)
B(a,f) M

f(z) =

em que x > 0, a > 0 ¢ um parametro de forma, B > 0 ¢ um parametro de

escala e B (a; ) representa a fung@o beta,
1
B(a, B) :/ (1 — 1)Lt (2)
0

Na Figura 1 sdo exibidas algumas formas possiveis da densidade beta

tipo II para diferentes valores paramétricos.
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Figura 1 Fung¢des densidade de probabilidade beta tipo 11

A distribuigdo beta tipo II foi empregada por Rodrigues et al. (2012)
para estudar precipitagdes pluviométricas ocorridas nas cidades de Aquidaba,
Aracaju, Boquim, Nossa Senhora da Gloria, Itabaiana, Porto da Folha, Pogo
Redondo e Umbatiba, todas situadas no Estado de Sergipe. Critérios graficos
indicaram a adequag@o do modelo em relagdo ao conjunto de dados estudado.

Silva (2011) estudou a pluviometria da cidade de Passo Fundo no Rio
Grande do Sul utilizando o modelo beta tipo II. O teste x%evidenciou o bom

ajuste do modelo em relagdo as condi¢des pluviométricas da regido.

2.3.1 Distribuicao exponencial

Uma varidvel aleatéria X tem distribuicdo exponencial quando sua

fungdo densidade de probabilidade é da forma:
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J(x)=Fexp (—px), 3)

sendo que x > 0 ¢ f > 0 é um parametro de escala. Na Figura 2 sdo

ilustradas algumas formas dessa fungdo densidade de probabilidade.

fz)

Figura 2 Fung¢des densidade de probabilidade exponencial.

O modelo exponencial foi utilizado por Shiau ¢ Morrades (2009) para
descrever periodo de seca. Os dados analisados foram coletados nas estagdes de
Abadan localizada no sul do Iran e Anzali no norte do Iran. A qualidade de
ajuste da distribui¢do foi verificada utilizando critérios graficos, os resultados
indicaram a adequag@o do modelo.

Yang e Nadarajah (2006) utilizaram a distribuicdo exponencial para
descrever o periodo de seca e as distribuicdes exponencial, gama, Pareto,
Weibull e log-normal para descrever a intensidade da seca, com isso foi possivel
analisar a magnitude da seca, obtida pelo produto, periodo de seca x intensidade.

O modelo exponencial descreveu adequadamente os dados de duragdo de seca.
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Entretanto, na descricdo da intensidade de seca, a distribuigdo exponencial
apresentou ajuste inferior em relacio aos demais modelos analisados.

A modelagem da durag@o de secas utilizando a distribuicdo exponencial
também foi feita por Shiau (2006). Foram analisadas as secas ocorridas em
Wushantou, no sul de Taiwan, no periodo de 1932 a 2001. O modelo apresentou

um bom ajuste, o que foi comprovado via critério grafico P-P plot.

2.3.2 Distribuicao gama

Uma variavel aleatéria X tem distribuicdo gama quando sua fungio

densidade de probabilidade para x > 0 é da forma:

Baxafl

exp (—Bz) 4)

sendo que a> 0 é um parametro de forma, f > 0 é um parametro de

escala e I'(*) indica a fungdo matematica gama, definida por:

I'(a) = /000 2 Lexp (—x) du. Q)

Devido a sua versatilidade, a gama ¢ uma das distribuicdes mais
utilizadas na Estatistica. Dependendo dos valores dos parametros esse modelo
recebe nomes especiais. Para o = 1, tem-se a distribuicdo exponencial. Caso
o = n /2 com n inteiro positivo e f =1/ 2, tem-se o importante modelo qui-
quadrado, com n graus de liberdade. Quando @ = n com # inteiro positivo, a
distribui¢do gama reduz-se ao modelo Erlang de ordem #.

Para exemplificar a versatilidade do modelo gama, ¢ apresentado na

Figura 3 o gréfico de sua densidade para alguns valores paramétricos.
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Figura 3 Fung¢des densidade de probabilidade gama

Botelho ¢ Morais (1999) utilizaram uma série historica de trinta anos
com dados diarios de precipitagdes ocorridas na cidade de Lavras - MG para
ajuste do modelo gama o que possibilitou descrever parte da pluviometria da
regiao.

Aratijo et al. (2001) estudaram o potencial da distribuicdo gama na
previsao de precipitagdes para o municipio de Boa Vista, no Estado de Roraima.
Foram utilizados dados de precipitagdo pluviométrica mensal de uma série
histérica compreendida entre os anos de 1923 a 1997. Verificou-se um bom
ajuste dos valores mensais de precipitacdo pluviométrica, exceto para os meses
secos, de janeiro e fevereiro.

Longo et al. (2006) avaliaram o uso das distribui¢des gama e log-normal
na estimagdo de precipitagdes pluviais provaveis quinzenais no Estado do
Parand, utilizando como testes de aderéncia, o teste qui-quadrado e o teste de
Kolmogorov-Smirnov. Foram analisados dados diarios de precipitacdo de vinte
duas estagdes de medicdo. Os resultados mostraram que a distribuicdo gama

obteve melhor ajuste das condi¢des pluviométricas do Estado.
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Sampaio et al. (2007), considerando as distribui¢des gama e log-normal,
estudaram a distribui¢do da precipitacdo mensal para o Estado do Parana. Os
resultados obtidos indicaram que a distribuicdo gama ajustou-se adequadamente
a pluviometria do Estado.

A distribuicdo gama tem sido o modelo tradicionalmente utilizado na
descrigdo de intensidade de seca. Este fato levou Nadarajah ¢ Gupta (2007), a
introduzirem uma generalizagdo do modelo gama para estudar a intensidades de
secas ocorridas no Estado de Nebraska. Os resultados indicaram que a nova
distribui¢do fornecia um excelente ajuste para os dados de seca, melhor que o
ajuste obtido com o modelo gama usual. Para a comparacdo dos dois modelos
foi utilizado o logaritmo da fungdo de verossimilhanga.

Shakil e Kibria (2009) utilizaram a distribui¢do da combinacao linear de
variaveis gama e Rayleigh para modelar dados de precipita¢des. A boa qualidade
de ajuste do modelo foi verificada por meio do teste qui-quadrado de aderéncia.

A distribuigdo gama foi empregada por Rodrigues et al. (2011b) para
modelagem das probabilidades de sequéncias de dias com precipitagdo na cidade
de Vitoria da Conquista no sudoeste da Bahia. O critério grafico P-P plot

indicou o bom ajuste do modelo.

2.3.3 Distribuicao log-normal

Uma variavel aleatdria X tem distribuicao log-normal quando sua funcao

densidade de probabilidade para x > 0 é dada por:

2

xo\/ 2T 202

sendo que —oo < < +oo ¢ um parametro de escala e > 0 é um

parametro de forma.
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Algumas formas possiveis da densidade log-normal podem ser

visualizadas na Figura 4.
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Figura 4 Fung¢Ges densidade de probabilidade log-normal

Rodrigues, Silva e Santos Filho (2012), considerando os modelos gama
e log-normal, analisaram a distribuicdo da precipitagdo mensal na cidade de
Bento Gongalves no Rio Grande do Sul. Os dados utilizados correspondiam as
precipitacdes pluviométricas mensais no periodo de janeiro de 2001 a dezembro
de 2011. O teste de Kolmogorov-Sminorv foi empregado para verificar a
aderéncia dos modelos e ambos os modelos apresentaram aderéncia a nivel de

5%.

2.3.4 Distribuicoes Pareto

Uma varidvel aleatoria X tem distribuicdo Pareto tipo I quando sua

fungdo densidade de probabilidade é da forma:
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T a+l? ( 7)
em que x > £ > 0, a > 0 é um parametro de forma ¢ f > 0 é um
parametro de escala.

Uma variavel aleatéoria X tem distribui¢do Pareto tipo II quando sua
fung@o densidade de probabilidade é da forma:

fl@)=af*(x+B)"", (8)

em que x > f > 0, a > 0 é um pardmetro de forma ¢ f > 0 ¢ um
parametro de escala.

Nas Figuras 5 e 6 sdo ilustradas algumas formas das densidades Pareto
tipo I e tipo Il para diferentes valores paramétricos.

| e
a=0,55=10
1,59
0 @=10,f=10
b ——a=150=10
1 ——0=20,0=1,0

Figura 5 Fung¢des densidade de probabilidade Pareto tipo I
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Figura 6 Fung¢des densidade de probabilidade tipo 11

Nadarajah (2008) empregou as distribuicbes da soma, produto e
propor¢do de componentes Pareto generalizada, a qual foi introduzida por ele,
para caracterizar secas através do seu tempo de retorno, sua magnitude e sua
proporgao, respectivamente.

Os dados consistiam em uma série histérica de mais de cem anos de
medicdes mensais do Indice de Severidade de Seca de Palmer no Estado de
Nebraska.

Nadarajah e Ali (2008) modelaram a precipitagdo diaria maxima anual
utilizando a distribuicdo Pareto tipo II. Os dados consistiam das medigdes
diarias do indice pluviométrico de quatorze estacdes meteoroldgicas situadas na

Florida, no periodo compreendido de 1901 até 2003.
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2.3.5 DistribuicioWeibull

Uma variavel aleatoria X tem distribui¢do Weibull quando sua fungio

densidade de probabilidade para x > 0 é dada por:

) =6

sendo que a > 0 é um parametro de forma e f > 0 é um parametro de
escala.

A distribuicdo Weibull reduz-se a exponencial quando o = 1 ¢ ¢é
denominada distribuigdo Rayleigh caso a = 2. Algumas formas da densidade

Weibull sdo exibidas na Figura 7.
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Figura 7 Fung¢Ges densidade de probabilidade Weibull

Utilizando os modelos gama, Weibull, exponencial e log-normal, Silva
et al. (2007) observaram que as distribuigdes gama ¢ Weibull foram as que
apresentaram melhores resultados na descrigdo da variagdo da probabilidade de
ocorréncia de precipitacdo diaria, durante os meses do ano, em Santa Maria, RS.

Yang e Nadarajah (2006) estudaram o potencial da distribuicdo do
produto de variaveis aleatérias XY , quando X ¢ exponencialmente distribuida e
Y é proveniente da familia gama, Weibull, Pareto ou log-normal, na descri¢cao da
magnitude de secas ocorridas em Nebraska-EUA. O modelo Weibull foi o que

apresentou melhor ajuste em relagdo aos dados de intensidade de seca.

2.4 Modelos probabilisticos bivariadoes continuos utilizados em processos
hidrolégicos

A dependéncia entre duas variaveis aleatorias surge em diversas areas

aplicadas, dentre elas a hidrologia. Nesse caso, os fenomenos apresentam-se
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com natureza bidimensional, exigindo o wuso de modelos bivariados
correlacionados.

A simples analise unidimensional fornece informagdes limitadas do
evento, nao sendo suficiente para descrevé-lo em sua plenitude. Nesse contexto,
diversos modelos bivariados tém sido propostos na literatura, destacando-se os

modelos gama bivariado, exponencial bivariado e Pareto bivariado.

2.4.1 Distribuicao gama bivariada de Izama

Izama (1965) propés um modelo bigama tri-paramétrico para analisar
dados de precipitagdes ocorridas na regido sul do Distrito de Kanto no Japao. A

fungdo densidade de probabilidade conjunta dessa distribuigdo é dada por:

fley) = (e ex [‘1<$+y>}
R S e P IR AT
(2
I\ Bl —p) ) (10)

emquez >0,y >0,5,>0,82>0,0<p<1lel,_(-)denota a fungio
de Bessel modificada de tipo I,

I/—

[e.e]
L—1(z) -1 Z

As marginais de X e Y sdo gama distribuidas com densidades:

v—1

x
BT (v)

fy(x) = exp (—2/f1)
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v—1

frly) = % exp (—y/Bs) .

2.4.2 Distribuicao gama bivariada de Cherian

A fungdo densidade de probabilidade conjunta da distribui¢do gama

bivariada de Cherian (1941) é dada por:

_ exp (_x - y) min(z,y) aq az—1 _asz—
f(x7y) - F(al)I’(ag)I‘(ag) A (‘Z._Z) (y—Z) 1Z lexp(z)dz,
(12)

emquex >0,y >0, a;> 0, a, >0 e az> 0. As marginais sdo gama
distribuidas com parametros de forma al + a3 e a2 + 3.

Nadarajah ¢ Gupta (2006a) utilizaram essa distribui¢do para modelar a
duracdo do periodo de seca e a duragdo do periodo sem seca, o que possibilitou
determinar a distribui¢do da propor¢do do periodo com seca. O ajuste do modelo
se deu por meio de uma base de dados de secas ocorridas em Nebraska. A
qualidade de ajuste do modelo foi verificada utilizando intervalos de confianca
para média das variaveis estudadas.

Vrac, Naveau e Drobinski (2007) empregaram com sucesso esse modelo
na analise da dependéncia espacial de precipitagdes ocorridas nas cidades de St
Alban, Perreux e Riorges na Regido Mediterranea da Franca. Os dados
observados cobrem eventos de precipitacdes ocorridas entre 01 de janeiro de

1994 € 31 de dezembro de 2004.
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2.4.3 Distribuicio gama bivariada de Smith, Adelfang e Tubbs

Smith, Adelfang ¢ Tubbs (1982) apresentaram uma distribuicdo gama

bivariada com fung¢do densidade de probabilidade conjunta,

e @) /(]S (2
e =T mie (127, )

emquex >0, y>00>aq,

() T (B—a+k)(1-n""
k! (nxy)(ﬁ+k—1)/2

8
«

ap =

n=2p com 1>n>0.

O parametro p denota o coeficiente de correlacdo linear entre X e Y. As

marginais X e Y'sdo gama distribuidas com densidades:

xa—l

fx(z) = m exp (—x)

!
fr(y) = (5 P (=y).

Yue (2001) utilizou uma generalizacdo dessa distribuicdo para estudar
dados de precipitagdes ocorridas na provincia de Quebec no Canada. Foram
analisados dados diarios de precipitagdes ocorridas no periodo de 1919 até 1995.
O bom ajuste da distribui¢ao foi comprovado utilizando procedimentos graficos.

Em uma revisao bibliografica da utilizacdo de distribuicdes gama
bivariadas em aplicacdes hidrologicas, Yue, Ouarda e Bobee (2001), apontaram
as vantagens e desvantagens desse modelo na andlise de precipitacdes. A
estimacdo dos parametros foi feito por meio do método de inferéncia via
marginais. O teste de aderéncia de Kolmogorov-Sminorv aplicado nas

distribui¢des marginais indicou o bom ajuste do modelo.
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Rodrigues et al. (2011c) empregou essa distribuicdo na modelagem de
sequéncia de dias com ocorréncia de precipitacdo e sem ocorréncia de
precipitacdo. Foram analisados dados de precipitagdo pluviométrica da cidade de
Passo Fundo no Rio Grande do Sul. O modelo foi ajustado pelo método da
maxima verossimilhanga via marginais. Os resultados obtidos indicaram o bom

ajuste do modelo em relag@o aos dados observados.

2.4.4 Distribuicdo gama bivariada de Loadiciga e Leipnik

A distribuicdo gama bivariada de Loaiciga e Leipnik (2005) ¢ uma
generalizagdo de uma distribuicdo gama bivariada ja existente (KIBBLE, 1941).

Sua fun¢@o densidade de probabilidade conjunta é dada por:

ZZZAW N Nk <—:1 — by2>’ "

n=0 k=0 j=0

emquez >0,y >0, N =X\ -1 \=a(n+7)e

4 (—1)" 47 (n))? ( —7) ( X, ) ( A )
(L S VNN N I VA N — -5 )
b11 b22 J F()\l)r()\Q) n n—k n-—7 (15)

emquey >0,a;>0eb; >0,i=1, 2. As marginais X e Y sdo gama

distribuidas com parametros de forma ya; > 0 e pardmetros de escala b; > 0,
respectivamente.

Esse modelo foi construido com a finalidade de avaliar a qualidade da
agua através da correlacdo entre coliformes fecais e estreptococos fecais, para
isso foram utilizadas amostras de agua de Las Palmas Creek e Santa Barbara na

Califérnia (LOAICIGA; LEIPNIK, 2005).
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Nadarajah e Kotz (2007) deduziram as distribuigdes exatas da soma X +

Y e do produto XY, quando X e Y seguem esse modelo.

2.4.5 Distribuicao gama bivariada de Crovelli

Dentre os diferentes modelos gama bivariados existentes na literatura
(BALAKRISHNAN; LAI 2009), um modelo simples e flexivel ¢ o modelo de

Crovelli, cuja fungdo densidade de probabilidade conjunta ¢ dada a seguir:

afexp (—By) [1 —exp(—az)] se 0<az <Py (16)
fz,y) =
afexp(—az)[l —exp(—By)] se 0<PBy<az (17)

sendoquex>0,y>0,0a>0ep>0.

Silva (2011) estudou as principais caracteristicas dessa distribui¢ao.
Expressdes para os momentos e as distribuicdes das combinagdes de
coordenadas X+Y, XY ¢ X=(X + Y ) foram deduzidas. Os resultados obtidos
foram utilizados na analise de dados pluviométricos da cidade de Passo Fundo.

O bom ajuste do modelo foi comprovado utilizando critérios graficos.

2.4.6 Distribuicdo gama Pareto bivariada

Partindo do modelo gama bivariado de Arnold e Strauss (1988), foi
proposta por Nadarajah (2007) uma distribuicdo bivariada, cuja fungdo
densidade de probabilidade conjunta ¢ dada por:
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(18)

Fany) = N0 b (o — ay),

emquex>0,7>0,a>0,>0ef>0. As marginais X e Y sdo,
respectivamente, gama ¢ Pareto tipo 11, ou seja,

fx(z) = () exp (—ax)

fr(y) = 080" (a+0y) """

Essa distribuicdo foi aplicada com sucesso por Nadarajah (2007) na
modelagem de eventos de seca. As distribuigdes da soma X + Y, do produto XY
e da propor¢do X=(X + Y) foram utilizadas na descri¢cdo de periodos de retorno
de seca, sua magnitude e propor¢do em relagdo ao periodo sem seca. A base de
dados utilizada no ajuste do modelo correspondeu as medigdes mensais do

Indice de Palmer Modificado de Severidade de Seca no periodo de 1895 até
2004.

2.4.7 Distribuicdo exponencial bivariada de Friday e Patil

Uma variavel aleatdria (X; Y') tem distribuicdo exponencial bivariada de

Friday e Patil se sua funcdo densidade de probabilidade conjunta ¢ dada por:
yaexp{—(a+B—7)r -y}, se 0<z<y (19

fla,y) =
pexp{—(a+B—-90)y—dz} if O<y<uwz (20)

emquex>0,4>0,a>0,>0,y>0e0>0.
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Nadarajah ¢ Gupta (2006b) empregaram essa distribui¢do no estudo do
periodo de seca e do periodo contiguo com seca. Foram analisados dados de
secas ocorridas nas oito regides climaticas do Estado Norte Americano de
Nebraska e no ajuste dos pardmetros do modelo foi utilizado o método da

maxima verossimilhanca.

2.4.8 Distribuicdo exponencial bivariada Gumbel tipo I

A fungdo densidade de probabilidade conjunta da distribuigdo
exponencial bivariada Gumbel tipo I, conforme definida por Gumbel (1960) ¢

dada por

flx,y) =[(1+0x) (14 60y) — Ol exp[— (x + y + Ozy)], (21)

emquex>0,y>0 e 0 <6 <1. As densidades marginais de X e de ¥
tém distribuicdo exponencial com parametros de escala unitarios.

Silva (2011) utilizou essa distribui¢do no estudo de periodos com
precipitacdo e periodos sem precipitagdo. Foi utilizado na analise, uma base de
dados composta com 730 observacdes ocorridas em Passo Fundo. No ajuste do
modelo foi empregado o método da médxima verossimilhanga. Os resultados
indicaram que o modelo ndo ajustou-se adequadamente aos dados observados.

Rodrigues et al. (2011a) avaliou o uso dessa distribuicao na modelagem
de sequéncia de dias com ocorréncia de precipitacio e sem ocorréncia de
precipitacao.

Foram analisados dados de precipitacdo pluviométrica de cidades do
Estado de Sergipe. Apods os dados serem transformados para se corrigir a escala,
foi feito o ajuste do modelo pelo método da maxima verossimilhanga. Os

resultados obtidos indicaram a viabilidade do modelo.
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2.4.9 Distribuicao Pareto bivariada

Nadarajah (2009b), utilizando dados observados de secas ocorridas em
regides do Estado de Nebraska, determinou o periodo de retorno de seca, sua
magnitude e propor¢do em relagdo ao periodo sem seca. Para isso, foram
deduzidas as distribui¢cdes da soma X + Y, produto XY e propor¢do X=(X + Y )
das variaveis aleatorias X e Y quando estas seguem o modelo Pareto bivariado

com fungdo densidade de probabilidade conjunta,

f(z,y) =000+1)(aB)’ (ax+ By +aB) 072, (22)

emquex>0,7>0,a>0,8>0e6>0.Sob esse modelo, as marginais

X e Y tem distribuic¢ao Pareto tipo II, com densidades,

fx(@)=08% (x4 B)7%!

fr(y) = % (y + a)fefl )

2.4.10 Distribuicdo bivariada com marginais gama e beta

Com o objetivo de analisar a correlacdo entre a duracdo da seca e sua
propor¢ao em relacdo ao periodo sem seca, Nadarajah (2009a) introduziu a
primeira distribuicdo bivariada ndo trivial com marginais gama e beta. A
descricdo dessa distribuicdo foi realizada apresentando-se as fungdes densidade
de probabilidade condicionais, a entropia, os momentos, a fungdo geradora de
momentos ¢ a fungdo caracteristica foram determinados. Essa nova distribuigao

tem fdp conjunta,



40

w1y~ (1 — ) exp [~a/(Ay)] 3)
NPT ()T (B) ’

f(xvy) =

emquex >0,0<gyg<1,a>08>0eA>0.Sob esse modelo, as

marginais X e Y possuem densidades dadas por:

a—1

fx(z) = Aaxrim) exp (—z/\)

2.5 Copulas bivariadas

Atualmente um dos problemas mais estudados em Teoria das
Probabilidades e Estatistica Matematica ¢ como tratar de forma eficiente a
dependéncia entre variaveis aleatorias e como modelar tal dependéncia. Para
atacar esse tipo de problema muitas ferramentas sofisticadas foram
desenvolvidas ao longo do tempo. As copulas sdo uma dessas ferramentas.
Dessa forma, as copulas tem sido utilizadas nas mais diversas areas, a saber,
economia, finangas, hidrologia, analise de sobrevivéncia, entre outras.

As copulas sdo fungdes que fazem a conexdo entre uma funcdo de
distribui¢do conjunta e suas marginais. Equivalentemente, pode-se dizer que as
copulas sdo fungoes de distribuigdes cujas marginais sdo uniformes no intervalo
[0, 1]. Uma das caracteristicas mais importantes das copulas que tem atraido o
interesse de pesquisadores ¢ que estas, sozinhas, possuem todas as informagdes
relevantes a respeito da estrutura de correlacdo existente entre as variaveis
aleatdrias em questao.

Nesse contexto, as copulas sdo ferramentas flexiveis na modelagem de

fungdes de distribuicdes conjuntas e suas marginais. Além disso, as copulas sdo



41

eficientes na construcdo de medidas de dependéncia livres de escala. De maneira
rigorosa, uma copula ¢ uma fungdao C: [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] que satisfaz as

seguintes propriedades:

1. Para todos u,v € [0,1],

C (u, 0)=C(0,v) =0,

Cu 1)=u e C(l,v)=0o. (24)

2. Para todo retangulo R = [uy, v 1] % [ua, 0] [0, 1] X [0, 1],

C (1/11, lez) + C(l)], 1)2) -C (Lt], 1)2) - C(uz, 1)1) >0. (25)

Sob o ponto de vista matematico as copulas possuem propriedades

bastante desejaveis para uma fungéo, a seguir sdo enumeradas duas delas.

1. As copulas satisfazem a condigdo de Lipschtiz,

| C (u2, 02) = C (uy, 1) | ] (2, 02) = (1, 1) || (26)

e, portanto, sao uniformemente continuas.

2. Para toda copula C (u, v) vale a desigualdade de Fréchet-Hoeffding,

Cwv)<C 0v)<C+r(u,v), V(uov)€e[0,1]x][0,1] (27)
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em que C (1, v) = min (1, v) ¢ C (&, v) =max (u + v — 1, 0) sdo copulas,
denominadas limite inferior de Fréchet-Hoeffding e limite superior de Fréchet-
Hoeffding, respectivamente.

O principal resultado referente a Teoria das Copulas € o Teorema de
Sklar, o qual é o responsavel pela maioria das aplicagdes das copulas em
Estatistica.

Esse teorema, elucida o papel desempenhado pelas copulas na descrigao
da relag@o entre as fungdes de distribui¢do conjunta e suas marginais.

O principal resultado referente a Teoria das Copulas ¢ o Teorema de
Sklar, o qual é o responsavel pela maioria das aplicagdes das copulas em
Estatistica.

Esse teorema, elucida o papel desempenhado pelas copulas na descrigdo

da relagdo entre as fungdes de distribuigdo conjunta e suas marginais.

Teorema 1 (SKLAR; 1959)
Se H (x, y) € uma fungdo de distribuicdo conjunta com distribui¢des

marginais F (x) e G (y), entdo, existe uma cdpula C (u, v) tal que,

H (z,y) = C (F(x),G(y)) V(z,y) € R (28)

Se F (x) e G (x) sdo continuas, entdo, C (u, v) € Gnica. Reciprocamente,
se C (u, v) ¢ uma copula, F (x) e G (y) sdo fungdes de distribui¢do univariadas.
Entdo, H (x, y) dada por H (x, y) = C (F(x), G (y)) € uma fungao de distribuicao
conjunta com marginais F (x) e G (y).

O Teorema de Sklar oferece uma maneira de expressar uma funcao de
distribui¢do conjunta em termos de sua copula e de suas marginais. Note que,
dada duas fungdes de distribuicdo univariadas F (x) e G (y), variando a copula na

expressao (28), pode-se obter uma infinidade de distribuicdes conjuntas com



43

marginais F (x) e G (y). A seguir, a titulo de ilustracdo, sdo exibidas algumas

distribui¢des Weibull bivariadas construidas a partir de diferentes copulas.

1. Copula Farlie-Gumbel-Morgenstern,
Cwv)=w[l+0(1 —u)(l-v)]1>0>-1

com fungdo de distribuicdo Weibull bivariada associada:

=l T r-rel(-2) )
e N N |

C (u,v) = (u_e + v_9>_ 6 >0,

3. Copula de Ali-Mikhail-Haq,

uv
Clv) =Tgi-wa-y 29271
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com fungdo de distribuicdo Weibull bivariada associada:

el Tl
1_eexp[<_oi> ] exp[(‘oi) ] (34)

4. Cépula de Nelsen-Ten,

F(l’,y) =

C(u’v):[1—(1—u9)(1—09)]1/9 1>60>0,

(35)

com fungdo de distribuicio Weibull bivariada associada:

ol P2
{1+{exp{<_;)“” e |(-2) ]} } (36)

Todas as distribuigdes descritas possuem marginais Weibull, com

F(.ib,y) =

funcdes densidade de probabilidade acumuladas dadas por:

emquex>0,y>0,a;>0e0,>0 (i=1,2).
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A diferenca entre essas distribuigcdes reside na estrutura de correlagdo
fornecida pela copula. E importante observar que na aplicagio do Teorema de
Sklar, as marginais podem ser provenientes de familias diferentes de
distribui¢des univariadas.

Um exemplo interessante de aplicagdo desse fato é dado por Shiau, Feng
e Nadarajah (2007) que utilizaram a cdépula de Clayton para construir uma
distribui¢do bivariada em que uma das marginais tinha distribuicdo dada por
uma mistura de duas variaveis exponenciais com diferentes pardmetros de escala
¢ a outra tenha marginal gama. A distribui¢do obtida foi aplicada em dados de
secas ocorridas no Rio Amarelo na China com o objetivo de modelar a
correlacdo entre a duragdo da seca e sua intensidade. Os resultados obtidos
possibilitaram calcular periodos de retorno para duragdo de seca e sua

intensidade.
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3 CONSIDERACOES GERAIS

Foi apresentada uma revisdo bibliografica de trabalhos referentes a
modelagem hidrologica. Além disso, algumas das principais distribuigdes
utilizadas em estudos de variaveis meteorologicas foram abordadas, incluindo os
modelos utilizados nos artigos. Posteriormente, realizou-se uma breve
introducdo a Teoria das Codpulas, indicando como sdo obtidas distribuigdes
bivariadas com estrutura de correlacdo controlada e marginais previamente
estabelecidas. Acreditamos que a apresentacdo destes elementos ¢ de
fundamental importincia para o entendimento dos artigos que compde o

trabalho.
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ALGUMAS PROPRIEDADES DA DISTRIBUICAO
EXPONENCIAL BIVARIADA GUMBEL TIPO I COM
UMA APLICACAO A DADOS DE PRECIPITACAO
PLUVIOMETRICA®

Jailson de Araujo RODRIGUES*
Ana Paula Coelho Madeira SILVA*
Lucas Monteiro CHAVES'

Fredy CASTELLARES#

RESUMO: As distribuigdes exponenciais bivariadas t€ém sido utilizadas com sucesso na
modelagem de processos hidrolégicos. Neste trabalho, sdo deduzidas as distribuicdes exa-
tas das importantes varidveis hidrolégicas U = X +Y, P = XY e Q = X/(X +Y)
juntamente com seus respectivos momentos quando X e Y seguem o modelo exponencial
bivariado Gumbel tipo I. Os resultados obtidos s@o aplicados na andlise de dados de pre-

cipitacdes pluviométricas ocorridas em cidades do Estado de Sergipe.

PALAVRAS-CHAVE: Distribuicido exponencial bivariada Gumbel tipo I, soma de varia-
veis aleatdrias, produto de varidveis aleatérias, quociente de varidveis aleatdrias, momen-

tos, modelagem hidroldgica.

1 INTRODUCAO

A distribuicdo exponencial é certamente uma das mais utilizadas na andlise

de frequéncia em hidrologia (Zelenhasic e Salvai (1987); Wijayaratne e Golub
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“Universidade Federal de Lavras - UFLA, Programa de Pés-Graduag@o em Estatistica e Experi-
mentagdo Agropecudria, Caixa Postal 3037, CEP: 37200-000, Lavras, MG, Brasil, E-mail: jailson-
dearaujo@yahoo.com.br apcmadeira @ hotmail.com

"Universidade Federal de Lavras - UFLA, Departamento de Ciéncias Exatas - DEX, Caixa
Postal 3037, CEP: 37200-000, Lavras, MG, Brasil, E-mail: lucas@dex.ufla.br

*Universidade Federal de Minas Gerais - UFMG, Departamento de Estatistica - ICEX, Caixa
Postal 702, CEP: 31270-901, Belo Horizonte, MG, Brasil, E-mail: fredy @est.ufimg.br



54

(1991); Wilkinson et al. (1998); Kjeldsen et al. (2000); Tate e Freeman (2000),
Bonta (2001, 2004), Nadarajah (2007a)). A simples andlise unidimensional for-
nece informagdes limitadas do evento, ndo sendo suficiente para descrevé-lo em

sua plenitude.

A dependéncia entre varidveis exponenciais surge em diversas dreas aplica-
das, incluindo, hidrologia e andlise de sobrevivéncia. Os fendmenos apresentam-
se com natureza multidimensional, exigindo o uso de modelos correlacionados.
Nadarajah e Gupta (2006a), por exemplo, utilizaram a distribui¢do exponencial
bivariada de Friday e Patil (1977) para descrever duragdo de periodos de seca e o

periodo contiguo sem ocorréncia de secas, eventos evidentemente correlacionados.

Dentre todos os modelos exponenciais bivariados existentes na literatura, um
dos mais simples e flexiveis € o modelo exponencial bivariado Gumbel tipo I cuja

funcdo densidade de probabilidade (fdp) conjunta € dada a seguir:

flz,y) = [(1+0z) (14 0y) — 0] exp [~ (v + y + Ozy)] (1)

emquex > 0, y > 0e0 < 0 < 1. As fdp marginais de X e de Y tém
distribuicdo exponencial e Balakrishnan e Lai (2009) apresentam propriedades e

aplicacdes dessa distribuicao.

Nas Figuras 1 e 2 s@o apresentadas as superficies Gumbel tipo L.

Figura 1 Fdp Gumbel tipo I, § = 0,2.  Figura2 Fdp Gumbel tipo I, § = 0, 9.
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Combinagdes de varidveis dotipoU = X +Y,P=XYeQ = X/(X +Y)
sdo importantes no estudo de processos hidroldgicos (Nadarajah (2005), Nada-
rajah e Gupta (2006a,2006b,2006c), Nadarajah e Kotz (2006)). Por exemplo, se
X representa o periodo de seca e Y o periodo contiguo sem ocorréncia de seca,
U = X +Y denota o periodo climético e Q = X/(X + Y) a proporgdo da seca
(Nadarajah (2007b, 2009), Nadarajah e Gupta (2006d)). Se X representa o periodo
de seca e Y sua intensidade, a varidvel aleatéria P = XY denota a magnitude da
seca (Nadarajah e Gupta(2006c)). Dessa forma, é importante que as distribui¢des

de U, P e () sejam totalmente caracterizadas.

O objetivo do trabalho é deduzir a distribuicdo exata das varidveis U = X +Y,
P=XYeQ=X/(X+Y)quando X e Y seguem o modelo exponencial biva-
riado Gumbel tipo I. Na Secdo 2 sdo deduzidas as fdp dessas varidveis, na Secdo
3 sdo deduzidos seus respectivos momentos e na Secdo 4 € feita uma aplicacdo do

modelo na andlise de precipitagdes ocorridas em cidades do Estado de Sergipe.
Os cilculos envolvidos incluem o uso de varias fungdes especiais como a
funcdo gama incompleta dada por:

xT

Ve, z) = / £ exp(—t)dt )

0

a funcdo gama incompleta complementar dada por:

(e 9]

INa,z) = /t"_l exp(—t)dt 3)

T

a fungdo exponencial integral dada por:

T

Biz) = / eXI;(t)dt @)

—0o0
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a funcdo cilindrica parabdlica dada por:

9a/2 2 4 x
Da(x) = eXpa/z M / £ (1) =D o (—a?t2) dt (5)
0

a funcdo de Bessel modificada tipo III definida a seguir:

oo
Ky () = 2mI‘ (m+ 1/2 / )™ 12 exp(—at)dt (6)
1
e a fungdo de Kummer definida por:
oo
(o, Bz /ta L1+ )P L exp(—at)dt. (7)
0

As propriedades dessas fungdes especiais podem ser vistas em Oldham et al.

(2009) e Prudnikov et al. (1998). Serdo utilizados os dois importantes lemas:

Lema 1 (Equacdo 2.3.16.1, Prudnikov et al. (1998)). Se ¢ > 0,

o

/a:o‘_lexp< rx——)dx—Z( )a/2Ka(2ﬂ).

0
(Equagdo 2.3.15.1, Prudnikov et al. (1998)). Se r > 0,

Lema 2
oo

2
/ma Yexp (—ra® — qz) do = D(a)(2r) "2 exp <q) D_, <q> .
8r 2r
0
2 FUNCOES DENSIDADE DE PROBABILIDADE

Nos Teoremas 1, 2 e 3 sdo deduzidas as fdp das varidveis U = X + Y,
P=XYeQ=X/(X+Y)quando X e Y seguem o modelo (1).
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Teorema 1 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (1), entdo:

o0 (Guz)*(ﬁl)
fu(u)=[u(l-0)+ 9u2] exp (—u) Z

§=0
(9u2)—(j+2)

7l 7(2j—|—1,0u2)

~y (2j + 3, 9u2)
Ou?

v (25 +2,0u”) —
emqueu>0el>0>0.
Prova: Aplicando o Teorema de Mudanga de Varidveis no modelo (1), pode-se

expressar a fdp conjunta das combinagdes de varidveisU = X+Y e Q = X/(X+

Y') da seguinte forma:

flu,q) = [u(l —0) + 0u® + 0*uq(1 — )] exp [0(uq)? — Ouq —u]. (8)

Desse modo, a fdp de U pode ser escrita como:

fu(uw)

o S~ _

[u(l—0)+ Ou? + 0*uq(1 — q)] exp [0(uq)2 — fu?q — u| dq

00 2
[u(l—0)+ Ou? 4 0%u3q(1 — q)] exp (79u2q — u) Z (0(]]
=0

dgq

uz)j
!

; Ou?
. (6u?)’ 1 ;
=u(1l— 60+ 0u)exp(—u) Z ( i ) (a2 / t% exp (—t) dt| +
j:O 0
. Ou? i
(9u2)j 1

27+1 _ _

| Ou? i
Ou?)’ 1 ,
: jl) (0u2)7+3 /tQ(]H) exp (—t) dg
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Nos cdlculos acima foi efetuada a mudanca de varidvel t = fu?q. O resultado

segue da aplicagdo da definicao (2).

A Figura 3 ilustra a forma da fdp de U para diferentes valores paramétricos.

Figura3 Fdpde U = X +Y.

Teorema 2 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (1), entdo:

fp(p) =2 [(146°p — 0)Ko(2/p) + 20+/p K1(2y/p)] exp(—0p)

emquep>0el>02>0.

Prova: Aplicando o Teorema de Mudanca de Varidveis no modelo (1), pode-se

expressar a fdp conjunta das combinacdes de varidveis X e P = XY da seguinte

Fla,p) = [(;Jre) <1+0f>+ﬂ exp [— (x—kg—i-@p)} )

forma:
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A fdp da varidvel P ¢é dada por:

:Z[(;w) (1+%2) - oxp [ (52 +0p)] e

ou seja,

o

fr(p) = Oexp(—bp) 7eXp x—)dx+p/ exp( :c—f)dx -
0

o0

(1—}—02}? Hexp /:U exp w—g>d$
x
0

Aplicando o Lema 1 a cada uma das parcelas, obtém-se:

fr(p) = 2exp(=6p) [(1+6°p —6) Ko(2y/p) + 01/p K1(2y/D)]
+ 20/p exp(—0p) K_1(2/p)

O resultado segue da aplicacdo da propriedade de reflexdo da ordem das fun-
coes de Bessel modificadas, ver Oldham et al. (2009).

Teorema 3 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (1), entdo

(1-6) 1 1
Wq(1—q) " <89<J(1 - Q)> - ( 20q (1 — q))

1 1 1
d(I— 200 —q (89q (1- Q)) b= < 20q (1 — q))

3 1 1
T (89q<1—q>) D (M_@) (10)

sendoquel >qg>0el>6>0.

fo(g) =




Prova: Usando (8), pode-se escrever,

ou seja,

o0

= /u[l — 04 0u + 6%¢(1 — ¢)u?|du,
0

/uexp —0q(1 — q)u? —u} du
0

+9/u2 exp [—Hq(l —q)u’ — u] du

[ee]

0

O teorema resulta da aplicacdo do Lema 2 em cada parcela da soma (11).

Figura4 Fdpde P = XY
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+6%¢( 1—q/u3exp —0q(1 — q)u? —u]du (11)

As Figuras 4 e 5 ilustram as formas das fdp de P e () para diferentes valores
de 6.

1,7—|
il !
164} J
1,54 | —a=01 f
A B=03 !
Lagt ——6=10 fz
A /
= 134 \ i
S I

01 02 02 04 05 06 07 08 08
q

Figura5 Fdpde Q@ = X/(X +Y).
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3 MOMENTOS

Nesta secdo sdo deduzidos os momentos das varidveisU = X+Y e P = XY
quando X e Y seguem o modelo (1).
Lema 3 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (1), entdo:
E(X"Y™) =

m!n! 1 1
yTEsY [W<n+1,n—m+2,6>+m6111(n+1,n—m+1,0)]

para todos inteirosn >1, m>1el >0 > 0.

Prova: Partindo de (1), podemos afirmar que:

E(X"Y™) —//x y" (14 0z) (14 0y) — ) exp [— (z + y + Ozy)] dydx
0

0\8 =

" exp(—z) (1 + Ox) / +0ym+1 exp[ (y + Ozy)] dydx
0

/x exp(— /Hym exp [— (y + Ozy)| dydz

0 0

x" exp(—x)

[F(m—i—l)

or(m+2) 0F(m+1)}
(I+02)" " (14 62)™™ 1+ 02)™!

Il
o — 3

mlx" f(m+1Dlz™  Omla" exp(—z)d
(T+02)" " (14 602)™ " (14 0z)7 1] TP

(12)

O resultado segue da mudanca de varidveis v = 6« e da aplicagdo de (7) em
(12).
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Teorema 4 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (1) entdo:

EWU" = nlz(ngjj)\ll(j+1,2j—n+l,9>
0

<.
S

e . 1
+ 6;:1\1/<j+1,2j+2—n,0) (13)
=0

para todo inteiron > 1el > 6 > 0.

Prova: O teorema resulta aplicacdo do Lema 3 juntamente com a seguinte propri-

edade: .
EU™) =Y ( " ) E(X7y"i)

=0\ J

Em particular,

E(U) :% [\p <1, 1, ;) + 0V (1,0, é)] + 9—12‘11 (2,3, ;)
IOEEDE
(1) i (1) oo (1)) 41

E (U? :% [\If (1,0, ;) + ¥ (2, 1, 2) + %\If <2,2, ;) + 200 (1, -1, ;)}
+ %\If <3,4, é)

:% exp <;> [P <—1, ;) +7T <—2, ;)] - %\I} (2, 1, ;) +2,

(e (3 releri) o] s
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(4 5, ;) +9\Il( ;)Jro? I:\Il (2,1,;) Ly <3727;)”

v <1, -1, ;) + 20 <2,0, ;) + 300 (1, ) ;)}
(w8 oo o))

+;—§\I/ (3,2,;>

932 {2‘1’ (“é) + 6 (3,2, ;) 146710 - 1]

3 1 1
~e(3) 2 (~3) 10

1 Fe ol
) E Db
eor(and)em(153)-
2F< 30)+4F( 4;)]
(2] olefod) s o)

1
+;[69\11<3,1)+603+02—9+1]. (17)

_|_
©
S
WS
LS N
\'l—‘
5’9
—
\_/v

i’

A variancia (02), o coeficiente de assimetria (a3) e o coeficiente de curtose

(a*) de U podem ser definidos usando as relagdes:

= E(U*) - E*(U) (18)

3\ _ 2 3
s _ B(UY) 3E(g)21;53(/2U )+ 2E3(U) 19)
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. EUY —4EU)EU?) +6E(U*)E*(U) — 3E*(U)
ot = (02 (20)

Teorema 5 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (1), entdo:

" n!)? 1 1

para todo inteiron > 1el >0 > 0.

Prova: Imediata a partir do Lema 3.

Em particular,

= 0 -
1 1 1\ 1 1
=73 oD <9> Ei —0> +5 [\If (2, 1, 0) + 1} Q1)

4 1 1\]
2\ __ _ _
E (P?) 7= _\If (3,2, 9> + 200 <3,1, 0)_ (22)
o 36 [ 1 1\]
3\ - _
E (P?) =71 _\1/ (4,2, 9> + 300 (4,1, 9)_ (23)
576 1 1
4\ _ - Z
E(P*) = B [\Il (5,2, 9) + 40T (5,1, 0)] (24)

A variancia, o coeficiente de assimetria e o coeficiente de curtose de P podem

ser calculados utilizando férmulas andlogas as expressdes (18), (19) e (20).
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4 APLICACAO

Nesta sec¢do € feita uma aplicacdo do modelo exponencial bivariado Gumbel
tipo I na andlise de dados de precipitacdes pluviométricas ocorridas nas cidades de

Capela, Lagarto, Laranjeiras e Sdo Cristévao, situadas no Estado de Sergipe.

Tabela 1 Localizacdo das estacdes hidrometeoroldgicas.

Cidade Latitude Longitude Altitude
Capela -10,53° —-37,06° 163 m
Lagarto —10,95° —37,64° 163 m
Laranjeiras —10,81° 37,170 13 m
Sao Cristévao —10,92° —37,20° 30 m

Os dados explorados foram coletados em estacdes hidrometeoroldgicas do
Centro de Meteorologia da Secretaria de Meio Ambiente e dos Recursos Hidricos
do Estado de Sergipe (SEMARH). As coordenadas geogréficas das estacdes sdo
exibidas na Tabela 1. O conjunto de dados pode ser acessado livremente no ende-
reco eletrOnico: http://www.semarh.se.gov.br/meteorologia/modules/tinyd0/index.
orologia/modules/tinydO/index.php ?id=50. A base de dados corresponde as medi-
¢oes didrias do indice pluviométrico no periodo de 01 de janeiro de 2009 até 31 de

dezembro de 2010.
Utilizando as medig¢des do indice pluviométrico, obtém-se os dados sobre pe-

riodo de dias com ocorréncia de precipitagdes (X ) e periodo contiguo de dias
sem ocorréncia de precipitacdo (Y). O objetivo é determinar as distribui¢oes das
varidveis:

1. Periodo climdtico (U): periodo de dias com precipitagdo (X )+ periodo

contiguo de dias sem precipitagéo (Y);

2. Proporg¢do de dias com precipitagdo (Q): periodo de dias com precipitagdo
(X)/(periodo de dias com precipitacdo (X ) + periodo contiguo de dias sem
precipitagdo (Y)).

A premissa bésica de existéncia de correlagdo entre os dados foi verificada

através de teste de independéncia. A Tabela 2 mostra os p-valores originados do
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teste p de Spearman, ver Best e Roberts (1975). Os p-valores foram inferiores a

0,05 indicando que h4 evidéncias de associacdo entre as varidveis X e Y.

Tabela 2 p-valor do teste p de Spearman.

Cidades p-valor
Capela 0,025
Lagarto 0,042
Laranjeiras 0,000
Sao Cristévao 0,029

Os gréficos de dispersdo do periodo de dias com precipitagdo versus o periodo
contiguo de dias sem precipitacdo para as cidades pesquisadas sdo apresentados na

Figura 6 e evidenciam a existéncia de correlacdo negativa entre as varidveis.
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Figura 6 Gréficos de dispersdo do periodo com precipitacdo versus periodo sem
precipitacdo para as quatro cidades estudadas.
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Como a distribui¢do exponencial bivariada Gumbel tipo I possui marginais
exponencialmente distribuidas com pardmetros de escala unitdrio, os dados obser-
vados para X e Y sofreram uma transformagdo para corrigir a escala. A transfor-
magdo utilizada foi (X,Y) — (C1X,C2Y), C;1 e Cy sdo fatores de corre¢do de
escala,

Cl = nn € CQ = nn
Z Lk Z Yk
k=0 k=0

O ajuste do modelo fdp exponencial bivariada Gumbel tipo I foi feito pelo
Método de Maxima verossimilhanga. Os valores obtidos para f sio apresentados
na Tabela 3.

Tabela 3 Estimativas do parametro 6.

Cidades 0

Capela 0,252
Lagarto 0,273
Laranjeiras 0,508
Sao Cristévao 0,406

A qualidade de ajuste da distribui¢do exponencial bivariada Gumbel tipo I
foi verificada utilizando gréficos de probabilidade. Para a varidvel X foi plotado
o grifico de Fx(x(;) versus (i — 0,375)/(n + 0,25) conforme discutido por
Chambers et al. (1983), em que Fx (-) denota a fun¢@o de distribuicdo acumulada
de X e x(;) representa os valores amostrais de X em ordem crescente. Da mesma
forma para Y foi plotado o grifico de Fy (y;)) versus (i — 0,375)/(n + 0, 25)
em que Fy (-) denota a func@o de distribui¢do acumulada de Y e Y(i) representa
os valores amostrais de Y em ordem crescente. Os graficos de probabilidade para
o ajuste da distribuicdo de X para as quatro cidades s@o visualizados na Figura 6.
Na Figura 7 sdo exibidos os gréficos de probabilidade para o ajuste da distribui¢do

de Y para as cidades estudadas.
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Figura 7 Gréficos de probabilidade para o periodo de dias com ocorréncia de pre-
cipitagdes (X) para as quatro cidades estudadas.
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cipitagdo (V') para as quatro cidades estudadas.
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Nas Figuras 9 e 10 sdo exibidas as fdp ajustadas de U e de () para as quatro
cidades pesquisadas.
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Figura9 Fdp de U para as cidades pes- Figura 10 Fdp de @) para as cidades

quisadas. pesquisadas.

5 CONCLUSOES

Considerando que X e Y seguem o modelo exponencial bivariado Gumbel
tipo I, foi possivel deduzir as distribui¢des exatas e os momentos das varidveis ale-
atérias U = X +Y, P = XY e Q = X/(X +Y) utilizando fungdes especiais.

A aplicacdo do modelo na andlise de dados de precipitacdes apresentou resultados
satisfatorios.

RODRIGUES, J. A.; SILVA, A. P. C.; CHAVES, L. M.; CASTELLARES, F. Some
properties of the Gumbel’s type I bivariate exponential distribution with applica-

tion to rainfall data. Revista Brasileira de Biometria, Sdo Paulo, v. 29, n.3, p.
435-451, 2011.
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ABSTRACT: Bivariate exponential distributions have been used successfully on mode-
ling hydrological processes. In this work, supposing that X and Y follow the Gumbel’s
type I bivariate exponential model, it was deduced the exact distributions of the functions
U=X+4+Y,P=XYand Q = X/(X +Y), as well as their respective moments. The

results are applied to the data analysis of rainfall occurred in cities in the state of Sergipe.

KEYWORDS: Gumbel’s type I bivariate exponential distribution, sum of random vari-
ables, product of random variables, ratio of random variables, moments, hydrological

modeling.
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ARTIGO 2 Uma nova distribuicdo exponencial bivariada construida a
partir da copula de Gumbell-Barnett com uma aplicacdo em

modelagem de precipitacoes pluviométricas

Artigo redigido conforme a norma da Revista Brasileira de Biometria.
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UMA NOVA DISTRIBUICAO EXPONENCIAL
BIVARIADA CONSTRUIDA A PARTIR DA COPULA DE
GUMBELL-BARNETT COM UMA APLICACAO EM
MODELAGEM DE PRECIPITACOES
PLUVIOMETRICAS®

Jailson de Araujo RODRIGUES*
Ana Paula Coelho Madeira SILVA*
Lucas Monteiro CHAVES'

Fredy CASTELLARES#

RESUMO: Os modelos exponenciais sdo muito utilizados na andlise de processos hidro-
l6gicos. Nesse contexto, foi utilizada a copula de Gumbel-Barnett para construir uma
distribuicdo exponencial bivariada aplicada na andlise de dados de precipitagdes pluvio-
métricas ocorridas em cidades do Estado de Sergipe. As principais propriedades dessa

distribuicdo sdo deduzidas e as expressdes obtidas fazem uso de varias fungdes especiais.

PALAVRAS-CHAVE: Cépula de Gumbel-Barnett, distribuicao exponencial bivariada, mo-

delagem hidroldgica.
1 INTRODUCAO

As cépulas foram inicialmente desenvolvidas por Sklar (1959) e sua constru-

cdo e propriedades t€m sido extensivamente estudadas nos dltimos 20 anos por
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varios autores, sendo um dos campos mais ativos de pesquisa em teoria das distri-
buicdes. Hutchinson e Lai (1990) estdo entre os primeiros autores que populariza-
ram seu estudo. Nelsen (2006) apresenta um tratado abrangente com os principais

resultados sobre o tema.

Copulas sdo transformacdes que a partir de distribui¢des univariadas formam
distribui¢des multivariadas com um certo controle sobre os diversos tipos de coe-
ficientes de correlagdo. As razdes principais que tornam o trabalho com cépulas
interessantes na estatistica sdo: estudar medidas de dependéncia independentes de
escala e construgao de familias bivariadas. De fato, uma vez que permite separar
os efeitos de dependéncia dos efeitos das distribuicdes marginais, a utilizacio de
cOpulas torna-se bastante vantajosa na andlise de muitos fendmenos multidimen-

sionais, ver Balakrishanan e Lai (2009).

A utilizacio de cépulas em hidrologia € algo novo e certamente muitos resul-
tados importantes ainda estdo para serem descobertos ou derivados. Por exemplo,
Chowdhary et al. (2010), Ghosh (2010) e Zhang e Singh (2007) utilizaram a teoria
de copulas para modelagem de precipita¢des, Kao e Govindaraju (2010), Shiau et
al. (2007) e Shiau (2006) apresentam o uso de cépulas como alternativa na mo-
delagem de secas e Salvadori e De Michele (2006) estudaram a estrutura temporal

de tempestades por meio de copulas.

O objetivo deste artigo € construir uma distribuicio bivariada utilizando c6-
pula para analisar elementos da pluviometria de regides. Em adicional, as princi-
pais propriedades dessa distribuicdo serdo investigadas. Dados reais de precipita-

coes sdo explorados utilizando os resultados obtidos.

O texto é organizado da seguinte forma: na Secdo 2 € construido o modelo
bivariado utilizando uma cépula e s@o apresentadas algumas funcdes especiais
empregadas nos cédlculos; na Secdo 3 sdo deduzidas as fun¢des densidade de pro-
babilidade condicionais e fung¢des de distribuicdes acumuladas condicionais; na
Secao 4 sao deduzidos os momentos, na Secdo 5 sdo deduzidas a funcdo geradora
de momentos e fungdo caracteristica e na Se¢do 6 sdo deduzidas a fdp exatas das
combinagdes de coordenadas P = XY, R = X/Y eQ = X/(X +Y). Final-

mente, na Secdo 7 o modelo € aplicado na andlise de precipitagdes ocorridas em
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cidades do Estado de Sergipe.
2 CONSTRUCAO DO MODELO EXPONENCIAL BIVARIADO

O teorema de Sklar (1959) estabelece que se F'(x) e F' (y) sdo fungdes de

distribuigdo univariadas e C' (u, v) € uma cépula. Entdo a funcdo
Fxy (z,y) = C(F(z),F(y)), (1

¢ uma fung¢@o de distribui¢do bivariada com distribui¢des marginais F' (z) e F' (y).
Reciprocamente, se F'y y (z,y) € uma func@o de distribuigdo bivariada com distri-
bui¢des marginais F' (z) e F (y), entdo, existe uma cépula C' (u,v), 0 < u,v <1
tal que (1) vale. Além disso, se F'(x) e F (y) sdo continuas, C' € tnica e tem

representagao:
C(u,v) = F (Fy' (u), Fy'' (v)) .

Sob a hipétese que as distribui¢des marginais sdo continuas com fdp fx (x) e

fv (y), a fdp conjunta pode ser escrita como:
fxy (z,y) =c(F(2),F(y) fx () fy (v), (2)

em que ¢ (u,v) é a densidade de C, dada por:
0?C (u,v)
)= —5h

Para a construgao da distribuicao bivariada serd utilizada a cépula de Gumbel-
Barnett, ver Barnett (1980), dada por:
C(u,v) =u+v—14+(1—u)(l—-v)exp[—0Olog(l—wu)log(l—v)] (3)
com fdp
c(u,v) = {=0+[1—0log(l—u)][l—~0log(l—wv)|}
x exp [—0log (1 — u)log (1 — v)]. 4)
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Considerando as fungdes de distribui¢gdes Fx () = 1—exp (—ax) e Fy (y) =
1 — exp (—by) de duas varidveis aleatdrias exponenciais X e Y de pardmetros a e

b, respectivamente, obtém-se através de (1) e (3) a fdp conjunta

Fxy (z,y) =1 — exp(—ax) — exp(—by) + exp [~ (az + by + Oabzy)]. (5)

Dessa forma, a fung¢do densidade conjunta da distribui¢ao bivariada apresen-

tada em (5) € dada por:
Ixy (x,y) = ab[(1 + fax) (1 + Oby) — O] exp [— (azx + by + Oabzy)], (6)

emque 0 <a,0<b0<0<1,0<xel<y.

Serdo utilizadas nos cdlculos algumas func¢des especiais como a fungdo gama
o0
I'a)= / t*Lexp (—t) dt, (7)
0
a funcdo gama incompleta,
oo
I'(a,x) = / t*Lexp (—t) dt, (8)
T
a func¢do cilindrica parabdlica,

exp (—x? o0
Dl,(x):I;((_y)M) /0 = exp [~ (at +£2/2)] dt, 9)

e a funcdo de Kummer,
1 oo
(o, Byz) = = T(a) /to‘ L1+ 6)P 7 exp(—at)dt, (10)
0

a fun¢do modificada de Bessel tipo I,

v

T = 1 22\ "
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e a funcdo de Macdonald,

Ku (a:) — ™ [I—;S(lxn)(;ﬂ-])l/ (x)]

; (12)

em que (z)r = z(z + 1)...(2 + k — 1) representa o fatorial ascendente. As

propriedades dessas funcdes especiais podem ser vistas em Oldham et al. (2009).
3 FDP CONDICIONAIS E FDA CONDICIONAIS
Nos Teoremas 1 e 2 sdo deduzidas as fdp condicionais e as fda condicionais

correspondentes a distribuicdo dada em (6).

Teorema 1 Para afdp (6), a fdp condicional de X dadoY = y pode ser expressa

da seguinte forma:
fx (@ |Y =y)=al|(l40ax)(1+ 60by) —0lexp[—a (1 +60by)z], (13)

sendo que 0 < z e 0 < y. A fdp condicional de Y dado X = x pode ser expressa

da seguinte forma:
fr(y| X =2)=0b[(1+6bax)(1+60by) — Olexp [—b(1+ Oazx)y], (14)
sendo que 0 < z e 0 < y.

Prova: Imediata, a partir da expressdo (6) e do fato que X ~ Eap(a)eY ~
Exp (b).

Teorema 2 Para a fdp (6), a fda condicional de X dadoY = y pode ser expressa

da seguinte forma:

Fx(x|Y =y)=1-(1+6azx)exp[—a(l+ 0by)x],

sendo que 0 < x < 00 e 0 < y < 00. A fda condicional de'Y dado X = x pode
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ser expressa da seguinte forma:
Fy (y| X =) =1— (1+6by)exp[-b(1 + fazx)y],

sendo que 0 < x < ocoel( <y < o0.

Prova: Os resultados seguem utilizando (13) e (14), respectivamente, através de

integracdo elementar.

3 MOMENTOS

Nesta se¢do sdo deduzidos os momentos do produto de (X,Y’) quando X e

Y tem distribuic@o dada por (6).

Lema 1 (Equagdo (2.3.6.9), Prudnikov (1998)). Se 0 < Re(a), 0 < Re(p) e

| arg(z) |< m, entdo,
o
/ 2@+ 2) P exp (—pr) de =T (@) 2% PV (a, 0+ 1 — p; pz).
0

Teorema 3 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (6), entdo,

nlm!
nlm!n

v 1 — 1;1/6 15
(ea)mbn (m+ , N n+ 1; /)7 ( )

sendo que 1 <nel <m.

Prova: Usando (6) pode-se escrever:

E(X"Y™) =ab /000 /000 z"y" [(1 4 fazx) (1 + 6by) — 0]

x exp [— (ax + by + Oabzy)| dydzx,
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ou seja,
o0

E(X"Y™) :ab/ 2" exp (—ax) (1 =0+ 0azx)y" + 0b(1 + Oaz)y" ]
0 0

x exp [—b (1 + Oaz) y] dydz

:ab/ ™ exp (—ax) [(1 — 0 + Oax) I,, + 0b (1 + Oax) I541] dx,
0
sendo que

I, = / yFexp[—b(1 +0azx)yldy, k=mn,n+1. (16)
0

A expressdo (16) é resolvida efetuando a transformagido ¢t = b (1 + faz)y e
aplicando a defini¢éo (7):
I'(k+1) k!

I = = . 17
T+ )T b (1 + fax)FT! (17

Entdo,

1+ 0ax + nd
b(1 + fax)]"

BX™Y™) = abn! [ 2™ exp (—az) dz
0 [

| oo

= C;)—Z' 2™ (1 + ax) " exp (—ax) dzx
0

nfan!
br

/ 2™ (1 + Oaz)~ "V exp (—az) dz.  (18)
0

Chega-se ao fim da demonstragcdo aplicando o Lema 1 em cada integral de
(18).

5 FUNCOES GERADORA DE MOMENTOS E CARACTERISTICA

O Teorema 4 estabelece a fungdo geradora de momentos e a funcio caracte-

ristica correspondente a fdp (6).
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Teorema 4 Para a fdp (6) a fungdo geradora de momentos é dada por:

0 0) = 050 [ 90=0] 0= 0) 00

0 fab fab
. [a(b - t)e—gbb(a - s)] o [(a - Se)aéb - t)]
o B B A T AT

sendo que s < a et < b. A fungdo caracteristica correspondente é dada por:

o5t = =D o [(a — is) (b—it)] r [0, (a —is) (b—it)]

g ot fab ~oa
. [a(b - zt)e—gbb(a - zs)] o [(a - 12)a (bb - zt)}
T [17 (a— zs;)ag)b - it)} u [2’ Lo zse)ag)b - it)] o0

Prova: Utilizando (6), podemos afirmar que:

M (s,t) —ab /OOO /OOO exp (sz + ty) [(1 + Baz) (1 + Oby) —
X exp [— (az + by + fabary)] dyda:
:ab/oooexp[— (a—s)a:]/ooo [(1— 6+ faz) + b (1 + az) y]
x exp {— [b (1 + faz) — 1] y} dyda
- ab/oooexp = (a— )] [(1 — 0+ Baz) To + 66 (1 + ) I] da,

sendo que

Ik:/Ooykexp{—[b(l—i—Hax)—ﬂy}dy, E=0,1. 1)
0
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A expressdo (21) é resolvida efetuando a transformacdo u = [b (1 4 fax)—t]y
e em seguida aplicando a defini¢do (7):
I'(k+1) k!

he= = : 2
k [b (1 + 0a$) — t] yk+1 [b (1 + GCLSC) i t]kJrl (22)

Entao,

B o0 1—6+fax 0b (1 + bazx)
M (s,t) —ab/o exp [— (a — s) ] [b(1+9aw)—t+ [b(l—i—@ax)—tf] dx

(23)
€ assim, tem-se:
(1—9)/00 b—t -t (a—s)x
M (s, t) = 4
== (Gap *7) &P gap |®
Ig
© [b—t -1 [ (a—s)z]
———\d
+a/0 x(@ab +:U) exp_ bab | x
I
1 [ /b—t -2 [ (a—s)z]
— ——\d
* 9@/0 <9ab +x) P i Oab | v
I3
+/OO D+ _2x —Md (24)
0 T\ ap TT) P Oab v

Chega-se ao fim da demonstracdo da primeira parte do teorema, aplicando-
se 0 Lema 1 em cada uma das integrais I; e em seguida utilizando as seguintes

propriedades da funcdo hipergeométrica confluente degenerada:

U(1,8;2) = 2 Pexp(a)T(B — 1, ) (25)

U(a, ;) = exp(z)I'(1 — o, x). (26)
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A demonstracio da segunda parte, referente a funcdo caracteristica, é andloga.

5 FDPDEP=XY,R=X/YEQ=X/(X+Y)

Nos Teoremas 5, 6 e 7 sdo deduzidas as fdp de P = XY, R = X/Y e
Q = X/(X +Y) quando X e Y tem distribui¢do dada por (6).

Lema 2 (Equacdo (2.3.6.9), Prudnikov (1998)). Se 0 < p e 0 < q, entdo,
0 q q¢\*?
/ 2% Lexp (—px — —) dx =2 <> K, (24/pq) .
0 L p

Teorema 5 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (6), entdo,

fr(p) = 2ab [(1 -0+ 92abp) Ky <2 abp) + 20@[(1 (2 abp)}
x exp (—fabp) , (27)

sendo que 0 < p.

Prova: De (6), tem-se que a fdp conjunta de (X, P) = (X, XY') pode ser expressa

como:

2p — 1 6b b
fx.p (x,p) =ab <9a + w + xf) exp [— <9abp +ax + fﬂ .

Assim, a fdp de p pode ser escrita como:

a692p—9+1+@
x x?

fp (p) = abexp(—Hbabp) /OOO (Ha +

b
X exp [— (ax + 5)} dx

= abexp (—0abp) [faly + (abd®p — 0 + 1) I + Obpls] , (28)
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sendo que

e b
Iy = / z ¥ exp [— <ax+ p)] de, k=0,1,2.
0 X

Aplicando o Lema 2, Iy = 2 (bp/a)l/2 K; (2\/abp), I, = 2K, (2\/abp) e
I =2 (bp/a) Y2 K_, (2y/abp) =2 (bp/a)Y? K, (2y/abp).

A conclusdo da demonstragdo decorre da substituicdo desses resultados em
(28).

A partir de (15), pode-se afirmar que:

2
E(P") = mglézzwb[\ll(n—l—l,zl/@)—|—n0\1/(n~|—1,1,1/9)], (29)
emque 1 < n.

Na Figura 1 sdo ilustradas as formas da fdp (27) para diferentes valores para-
métricos.

2,5"

f(p) \

0,5 1 \

Figura 1 Griéficos da fdp (27) paraa = 1,0,b = 1,0, 60 = 0,5 (preta); a = 0, 5,
b=3,5,0=0,9(azul); a = 3,0, b = 0,9, 8§ = 0,3 (vermelha) e
a=2,0,b=3,0,60 =0,5 (verde).
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Lema 3 (Equacdo (2.3.15.3), Prudnikov (1998)). Se 0 < av e 0 < p, entdo,

/O T o exp (—pa® — sz) dw =T (a) (2p)*/? exp <;;> D, <J270> .

Teorema 6 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (6), entdo,

(b+ar) (1-20) b+ ar 3 b+ ar
= D | —— —D_
Jr(r) = exp 80abr 20r 2 v 20abr * ot vV 20abr
(b+ ar) (b+ ar)? (b—{—ar >
e D 4224 ) 30
rv/20abr P " 80abr ’ V20abr G

sendo que 0 < r.

Prova: De (6), tem-se que a fdp de R = X /Y pode ser expressa como:

fr(r) =ab /Ow[(l —0)x +0(b + ar)z? + B%abra®]

x exp {— [fabra® + (b+ ar)z] } do
=ab[(1 — ) I + 0(b + ar) Iy + 0%abrIs), (31)

sendo que:
I, = / a¥exp {— [0abra® + (b+ ar)z] } da.
0

Aplicando o Lema 3 em [}, para k = 1,2, 3 e substituindo os resultados em

(31), chega-se a conclusdo da demonstracao.

Na Figura 2 sdo ilustradas as formas da fdp (30) para diferentes valores para-

métricos.
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1,5
f(r) 1 *“H

059\

w1

Figura 2 Graficos da fdp (30) paraa = 2,0,b = 0,9, 0 = 0,5 (preta); a = 2,0,
b=4,0,0 =0,9 (azul); a = 0,6, b = 0,7, 8§ = 1,0 (vermelha) e
a=38,0,b=0,1,60 = 0,9 (verde).

Teorema 7 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (6), entdo,
1-6 oLq—l—bl—q2 aq+b(l —q
fat@) = S0 [l b0 (1-q)
q(1—q) 80abg(1 — q) 20abg(1 — q)

3 lag + b(1 — g)? ag+b(1—q)
T2 eXp{ 89abg(1 — g) } o (wbqu—q))

g +b(1—q)] {[aq+b<1—q>12}

q(1 —q)/20abq(1 — q) 80abg(1 — q)

aq +b(1 —q)
0o (i) >

sendo que 0 < q < 1.

Prova: Sob a transformacdo (S,Q) = (X +Y, X/(X +Y)) a fdp conjunta de
(S, Q) é dada por:
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f(s,q) = ab[(1 — 0) s + 0 [ag + b(1 — q)] s* + 6%abg(1 — q)s°]
x exp {— [(ag + b(1 — q))s + Oabg(1 — q)sQ]}
= ab[(1 - 0) I + 0 [ag + b(1 — q)] I + 0*abg(1 — g)abrls],  (33)

sendo que:

I = /OOO z* exp {— [(ag +b(1 — q))s + Oabg(1 — q)s2] }dz.

Aplicando o Lema 3 em [ para k = 1,2, 3 e substituindo os resultados em

(33), chega-se a conclusdo da demonstragdo.

Na Figura 3 sio ilustradas as formas da fdp (32) para diferentes valores para-

métricos.

01 02 03 04 05 06 07 08 09
q

Figura 3 Graficos da fdp (32) paraa = 1,0,b = 1,0, 0 = 0, 3 (preta); a = 5,0,
b=4,0,0 = 0,5 (azul); a = 0,9, b = 0,3, 8§ = 0,6 (vermelha) e
a=0,4,6=0,9,0 =1,1 (verde).
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6 APLICACAO

Nesta secao € feita uma aplicagdo do modelo (6) na anélise de dados de pre-
cipitagdes pluviométricas ocorridas nas cidades de Capela, Lagarto, Laranjeiras e

Sao Cristévao todas situadas no Estado de Sergipe.

Os dados explorados foram coletados em estacdes hidrometeoroldgicas do
Centro de Meteorologia da Secretaria de Meio Ambiente e dos Recursos Hidricos
do Estado de Sergipe (SEMARH), as coordenadas geogrificas das estacdes sdo
exibidas na Tabela 1. O conjunto de dados pode ser acessado livremente no ende-
reco eletrdnico: http://www.semarh.se.gov.br/meteorologia/modules/tinyd0/index.
php?id=50. A base de dados corresponde as medi¢des didrias do indice pluviomé-
trico no periodo de 01 de janeiro de 2009 até 31 de dezembro de 2010.

Tabela 1 Localizacdo das estacdes hidrometeoroldgicas.

Cidades Latitude Longitude Altitude
Capela —10,53° 37,06 163 m
Lagarto —10,95° —37,64° 163 m
Laranjeiras -10,819  —37,17° 13 m
Sao Cristévao —10,920  —37,20° 30 m

Utilizando as medic¢des do indice pluviométrico, obtém-se os dados sobre pe-
riodo de dias com ocorréncia de precipitagdes (X ) e periodo contiguo de dias
sem ocorréncia de precipitagdo (Y'). O objetivo é de modelar a proporg¢do de dias
com ocorréncia de precipitagdes, isso pode ser feito por meio da distribui¢do de

Q=X/(X+Y).
A premissa bésica de existéncia de correlagdo entre os dados foi verificada

através de teste de independéncia. A Tabela 2 mostra os p-valores originados do
teste p de Spearman, ver Best e Roberts (1975). Os p-valores foram inferiores a
0,05 indicando que ha evidéncias significativas de associacdo entre os dados. Os
graficos de dispersdo do periodo de dias com ocorréncia de precipitagdo versus o
periodo contiguo de dias sem ocorréncia de precipita¢do para as cidades pesquisa-

das sdo apresentados na Figura 4 e evidenciam a existéncia de correlacdo negativa
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entre as variaveis.

Tabela 2 p-valor do teste p de Spearman.

Cidades p-valor
Capela 0,025
Lagarto 0,042
Laranjeiras 0,000
- e
Sao Cristévao 0,029
capela Lagarto
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Figura 4 Gréficos de dispersdo do periodo de precipitacio versus periodo sem pre-
cipitacdo para as quatro cidades estudadas.

O ajuste do modelo (9) foi feito pelo Método de Inferéncia pelas Marginais
(IFM), ver Joe (1997) e Shiau et al. (2007). O IFM ¢ dividido em duas etapas:
primeiramente, sdo ajustadas as distribui¢des marginais pelo Método da Maxima
Verossimilhanca e em seguida estima-se o parametro de dependéncia da cépula.
Os valores obtidos para a e para b sdo exibidos na Tabela 3 juntamente com 0s

respectivos intervalos de confianca IC, e IC}, em nivel de 95%.
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Para completar o processo de estimagao, estima-se o pardmetro da cépula a

partir da fun¢do de log-verossimilhan¢a do modelo bivariado:
InL(xz,y;a,b,0) =InL.(x,y;a,0,0) +InLx (z;a) + In Ly (y;b), (34)

em que In L. € a funcdo de log-verossimilhanga da cépula. Substituindo-se os
pardmetros ja estimados a e bna equacdo (34) e em seguida maximizando a funcio
de log-verossimilhangca L, obtem-se a estimativa 6 do pardmetro da cépula. Os
valores obtidos para § sdo exibidos na Tabela 3. Na Figura 5 sdo exibidas as fdp

ajustadas de () para as cidades pesquisadas.

Tabela 3 Estimativas dos pardmetros.
Cidades a b 0 1C,95% 1CL95%
Capela 0,352 0,158 0,980 (0,277;0,437) (0,124;0,195
Lagarto 0,321 0,226 1,000 (0,253;0,397) (0,178;0,279
Laranjeiras 0,221 0,221 1,000 (0,175;0,272) (0,175;0,272
Sao Cristévao 0,282 0,229 1,000 (0,225;0,345) (0,183;0,280

~— — — —

Fdp ajustada

01 02 03_04 05 06 0,7_08 09
Proporgao de dias com precipitagao

Figura 5 Fdp de @ para as cidades de Capela (preta); Lagarto (azul); Laranjeiras
(vermelha) e Sao Cristévao (verde).

A qualidade de ajuste do modelo (6) foi verificada via graficos de probabili-
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dade. Para a varidvel X foi plotado o gréfico de F'x (x(;)) versus (i —0,375)/(n+
0,25), ver Chambers et al. (1983), em que F'x(-) denota a funcdo de distri-
bui¢do acumulada de X e z(;) representa os valores amostrais de X em ordem
crescente. Da mesma forma para Y foi plotado o grdfico de Fy (y(;)) versus
(1 —0,375)/(n + 0,25) em que Fy(-) denota a fungdo de distribui¢do acumu-
lada de Y e y(;) representa os valores amostrais de Y em ordem crescente. Os
gréficos de probabilidade para o ajuste da distribuicdo de X para as quatro cidades
sdo visualizados na Figura 6. Na Figura 7 sdo exibidos os graficos de probabilidade

para o ajuste da distribui¢do de Y para as cidades estudadas.
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Figura 6 Gréficos de probabilidade para o periodo de dias com ocorréncia de pre-
cipitagdes (X) para as quatro cidades estudadas.
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Capela Lagarto
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Figura 7 Gréficos de probabilidade para o periodo de dias sem ocorréncia de pre-
cipitacdo (Y') para as quatro cidades estudadas.

7 CONCLUSOES

A distribui¢do exponencial bivariada construida a partir da cépula de Gumbel-
Barnett demonstrou-se matematicamente tratdvel, com propriedades que ratificam
sua robustez. A aplicacdo do modelo na andlise de dados de precipitacdes das
cidades de Capela, Lagarto, Laranjeiras e Sao Cristovao apresentou resultados sa-

tisfatorios.

RODRIGUES, J. A.; SILVA, A. P. C.; CHAVES, L. M, CASTELLARES, F. A
new bivariate exponential distribution built from the Gumbel-Barnett copula with
an application to the modeling of rainfall. Revista Brasileira de Biometria, Sdo
Paulo, v. 29, n. 4, p. 583-598, 2011.
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ABSTRACT: The exponential models are the most widely used in the analysis of
hydrological processes. In this context it is used the Gumbel-Barnett copula to
construct a bivariate exponential distribution and apply it in data analysis of rain-
fall occurring in cities in the state of Sergipe. The main properties of this distribu-

tion are deducted, the expressions obtained make use of several special functions.

KEYWORDS: Gumbel-Barnett copula, bivariate exponential distribution, hydro-

logic modeling.

REFERENCIAS

BALAKRISHANAN, N.; LAI, C. D. Continuous bivariate distributions. 2. ed.,
New York: Springer-Verlag, 2009. 724p.

BARNETT, V. Some bivariate uniform distributions. Communications in Statis-
tics: Theory and Methods, v. 9, p. 453-461, 1980.

BEST, D. J.; ROBERTS, D. E. Algorithm AS 89: The Upper 1ail Probabilities of
Spearman’s rho. Appl. Stat., v. 24, p. 377-379, 1975.

CHAMBERS, J.; CLEVELAND, W.; KLEINER, B.; TUKEY, P. Graphical Methods
for Data Analysis, Boston: Duxbury Press, 1983, 395p.

CHOWDHARY, H.; ESCOBAR, L. A.; SING, V. P. Identification of suitable co-
pulas for bivariate frequency analysis of flood peak and flood volume data. Hy-
drology Research, v. 42, p. 193-216, 2011.

GHOSH, S. Modeling bivariate rainfall distribution and generating bivariate cor-
related rainfall data in neighboring meteorological subdivisions using copula. Hy-
drological Processes, v.24, p. 3558-3567, 2010.



94

HUTCHINSON, T. P.; LAIL C. D. Continuous bivariate distributions: Emphasi-
zing applications. Adelaide: Rumsby Scientific Publishing, 1990. 412p.

JOE, H. Multivariate models and dependence concepts. New York: Chapman-
Hall, 1997. 399p.

KAO, S. C.; GOVINDARAIJU, R. S. A copula-based joint deficit index for droughts.
J. Hydrology, v. 380, p. 121-134, 2010.

KVAM, P. H.; VIDAKOVIC, B. Nonparametric statistics with applications to sci-
ence and engineering. 1. ed., New York: Wiley , 2007. 420p.

NADARAIJAH, S; GUPTA, A. K. Friday and Patil’s bivariate exponential distri-
bution with application to drought data. Water Resources Management, v. 20, p.
749-759, 2006.

NELSEN, R. B. An introduction to copulas. 2. ed., New York: Springer-Verlag,
2006. 270p.

OLDHAM, K.; MYLAND, J.; SPANIER, J. An atlas of functions: with equator,
the atlas function calculator. 2. ed., Canada: Springer Vergland, 2009. 700p.

PRUDNIKOV, A. P.; BRYCHKOV, Y. A.; MARICHEV,O. 1. Integrals and series,
vol. 1, Amsterdam: Gordon and Breach, 1998. 808p.

SALVADORI, G.; DE MICHELE, C. Statistical characterization of temporal struc-
ture of storms. Advances in Water Resources, v. 29, p. 827-842, 2006.

SHIAU, J. T. Fitting drought duration and severity with two-dimensional copulas.
Water Resources Management, v. 20, p. 795-815, 2006.

SHIAU, J. T.; FENG, S.; NADARAIJAH, S. Assessment of hydrological droughts
for the Yellow River, China, using copulas. Hydro. Process, v. 21, p. 2157-2163,



95

2007.

SKLAR, K. Fonctions de repartition a n dimensions et leura margens. Publicati-
ons de I'Institut de Statistique de L’Université de Paris, v. 8, p. 229-231, 1959.

ZHANG, L.; SINGH; V. P. Bivariate rainfall frenquency distributions using Ar-
chimedean copulas. J. Hydrology, v. 332, p. 93-109, 2007.



96

ARTIGO 3  Distribuicdo gama bivariada de Smith, Adelfang e Tubbs:

soma, produto e quociente das variaveis componentes

Artigo redigido conforme norma da Revista Ciéncias Exatas e Naturais.



97

Distribuicdo gama bivariada de Smith, Adelfang e Tubbs:
soma, produto e proporcao das variaveis componentes*

Smith, Adelfang and Tubbs’s bivariate gamma
distribution: sum, product and proportion of variables
components

Jailson de Araujo Rodrigues
DEX - UFLA, Lavras, MG

Jjailsondearaujo@yahoo.com.br

Ana Paula Coelho Madeira Silva
DEX - UFLA, Lavras, MG

apcmadeira@hotmail.com

Lucas Monteiro Chaves
DEX - UFLA, Lavras, MG
lucas @dex.ufla.br

Resumo: O modelo gama é um dos mais utilizados na andlise de processos hi-
drolégicos. Nesse contexto, sdo deduzidas as distribuicdes exatas das importantes
combinagdes de varidveis U = X +Y, P = XY e (@ =Y/(X +Y) juntamente
com seus respectivos momentos quando X e Y seguem o modelo gama bivari-
ado de Smith, Aldelfang e Tubbs. As expressdes envolvidas fazem uso de vérias
fungdes especiais. Os resultados obtidos sdo aplicados em dados de precipitacdes
pluviométricas ocorridas na cidade de Passo Fundo.

Palavras-chave: Soma de varidveis aleatdrias; Produto de varidveis aleatdrias;

Propor¢do de varidveis aleatérias; Momentos; Modelagem hidrolégica.
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Abstract: The bivariate gamma distributions have been used successfully in mo-
deling hydrological processes. In this context, we are derived the exact distri-
butions of the important hydrological variables U = X + Y, P = XY and
Q = Y/(X +Y) together with their moments when X and Y follow the Smith,
Aldelfang, and Tubbs’s bivariate gamma model. The expressions involved make
use of various special functions. The results are applied to data of rainfall occurred

in the city of Passo Fundo.

Key words: Sum of random variables; Product of random variables; Proportion

of random variables; Moments; Hydrological modeling.

1 INTRODUCAO

Apesar de apresentarem dificuldades de implementacdo na solugdo de pro-
blemas praticos, os modelos gama bivariados sdo muito utilizados no estudo de
processos hidrolégicos. Por exemplo, Izama [1] propds uma distribuicdo gama bi-
variada com quatro pardmetros para estudar dados de precipitacdes ocorridas no
Distrito de Kanto no Japao, Loaiciga e Leipnik [2] discutiram o uso de uma dis-
tribuicdo gama bivariada na andlise de qualidade da dgua através da correlacdo
entre a quantidade de coliformes fecais e a quantidade de estreptococus fecais,
Yue [3] utiliza uma distribui¢do gama bivariada para analisar a correlagcdo entre a
duracdo da precipitacdo pluviométrica (chuva) e seu volume, Nadarajah e Gupta
[4] estudaram o comportamento das secas ocorridas no Estado Norte Americano
de Nebraska em um periodo de cento e dez anos considerando um modelo gama
triparamétrico. Esse mesmo conjunto de dados foi analisado por Nadarajah [5],

considerando um modelo gama bivariado mais simples com dois paradmetros.

O estudo da pluviometria das regides tem sido uma importante fonte de pes-
quisa em hidrologia [6,7]. Em particular, as precipitagdes pluviométricas por se

tratarem de um fen6meno climético regional de amplo impacto social que tem
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reflexo direto na qualidade de vida da populagdo, apresenta-se no centro dessas
pesquisas. Existe uma preocupacio crescente em criar mecanismos eficazes para
descrever, a contento, esses eventos, minimizando seus efeitos. A modelagem pro-

babilistica pode ser destacada como um desses mecanismos.

O estudo das distribui¢des de combinacdes de varidveis do tipo U = X +
Y,P=XYeQ =Y/(X +Y) é importante para a descricdo de fendmenos
hidrolégicos [6,8-12]. Dessa forma, sdo deduzidas as distribuicdes exatas dessas
combinagdes de varidveis quando X e Y seguem o modelo gama bivariado de
Smith, Adelfang e Tubbs [13]. Os resultados obtidos sdo aplicados na andlise de

dados reais de precipitacdes pluviométricas.

O texto é organizado da seguinte forma: na secdo 2 € apresentado o modelo
gama bivariado adotado juntamente com algumas das fungdes especiais emprega-
das, nas secdes 3 e 4 sdo deduzidas as fungdes densidade de probabilidade das
varidveis U, P e () juntamente com seus respectivos momentos. Finalmente, na
secdo 5 os resultados obtidos sdo aplicados na modelagem de precipitagdes ocor-

ridas na cidade de Passo Fundo no Rio Grande do Sul.
2 MODELO GAMA BIVARIADO

A distribuicdo gama bivariada dde Smith, Adelfang e Tubbs tem fun¢do den-
sidade de probabilidade (fdp) conjunta dada por:

a—1

oy T ep = (@4 y) /(=) g~ 2,/nzy
e = e e (Y7 O

emquex >0, y>0,0>aq,

() T (B—a+k)(1-n"" 2
k! (na:y)(ﬁJrk_l)/z

ap =
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n:p\/g com 0<n<l. 3)

O parimetro p denota o coeficiente de correlagdo linear entre X e Y, I'(:) e I,,(+)
denotam a funcdo gama e a funcdo modificada de Bessel tipo I, definidas, respec-

tivamente, como segue:

I'(a) = / Ootaflexp(—t)dt (4)
0
7 0o ZCQ k
L@ =5 kzzo 1/—1—1 (4) ‘ ©)

As marginais X e Y sdo gama distribuidas com fdp:

xa_l
fx(x) = T (o) exp (—x) (6)
e
Ve ()
fr(y) = exp (—y), (7
NE)
Para o célculo das propriedades do modelo (1) sdo necessdrias as fungdes
especiais:

. Funcdo beta

' I'(a) T (b)
B(a,b)= [ t* T1-t)tat= -2, 8
(@5) /0 (-1 T (a+b) ®
* Funcdo de Macdonald
mly (x) — I, ()]
K, = ; 9
(z) 2sin (vm) ©)
* Funcdo hipergeométrica de Gauss
o0 ok
oF (a,b;c;x) Z (10)

k=0
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* Polindmio modificado de Laguerre

1t () = TEORD A i oy () (an

¢ Polindmio de Jacobi

Ped @)= Ut e D[
(12)

sendo que (d), =d(d+1)...(d+ k — 1) denota o fatorial ascendente.

3 FUNCOES DENSIDADE DE PROBABILIDADE

Nos Teoremas de 1 a 3 sdo deduzidas as fdpde U = X + Y, P = XY e
Q=Y/(X +Y)quando X e Y seguem o modelo (1).

Teorema 1 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (1), entdo,

patB-1 exp (_ u

1—77) O X y
1=n)"T ()T (B~ a) D> are Y, (13)

k=0 j=0

fu(u) =

sendo que 0 < u < 00 e

T (B —a+ k)T (a+ )
(1 =) T (a4 B+ k+25) jk!

arj = (14)

Prova: De (1) tem-se que a fdp conjuntade U = X +Y e Q = Y/(X +Y),
utilizando o Teorema de Mudanga de Varidveis, pode ser escrita da seguinte forma:

w ) — uqPD2 (1 - 9)* Pexp[u/ (n — 1)] %
fond = = @ -

x (1 — q)(l*ﬁ*k)/2 Igih1 <2u an(l—q)) 7 (15)

1—n
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em que

k B-1
. NT(B—a+k)(1-n)
= ol (BHF—1)/2 ' (16)

A fdp de U pode ser escrita da seguinte maneira:

[e.9]

u® ex u/ 77—1
fur (u) = P (17)
v (I—n)*l kz

em que

! - a—f—k— 2u\/nq(l — ¢
I (u) :/0 QD2 (] y@eBkb/2 L (\/ﬁ da.

L—n
(18)
Usando (5) em (18) e em seguida aplicando (8), obtém-se:
i (a+§) ( u\f)6+k+2j—1 19
I'(a+ ﬁ +k+25)5' \1— )

j=0

A conclusdo da demonstracio decorre da substitui¢do de (19) em (17).

Lema 1 (Equacdo (2.3.16.1), [14]). Se p,q > 0, entdo,

/O°° 2L exp ( Pz — ;) dz = 2 (p)a/z Ka (2v/D9) -

Teorema 2 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (1), entdo,

B 2p(a—1)/2 — 2,/1p NG
Pl = T @ T (=) kzzoa’“[ﬂ““ (1—n> Kap- ( Ty ) |

(20)
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sendo que 0 <p < e

WT (8 —a+k)(1—n""
KB HA—1)/2 '

o—
ak,—

Prova: De (1) tem-se que a fdp conjuntade X e P = XY tem a seguinte forma:

xa—ﬁ—lp(ﬂ—l)ﬂ [ p+x2 } 00 .k
. _ * — /2
x,p) = = ex _ ayr
TP = P T @t =0 ™ e -] 2% 7
2
<t (125 )

Assim, pode-se escrever a fdp da varidvel P da seguinte maneira:

(B-1)/2 © 2./
_ p * k/2 < 77p>
- «Q a 1 — —— |1 s 21
fP(p) (1_77) P(a)r(ﬂ_a)kzzo EP B+k—1 1_77 (p) ( )
em que
0o + 1:2
I(p)= / 2 B FLexp [_p} dx. (22)
=, 21—
Aplicando o Lema 1 em (22) obtém-se:
a—f— 2yp
I(p) = 2p( B k)/2Ka_/3—k (1\_67) . (23)

A conclusdo da demonstracdo decorre da substitui¢do de (23) em (21).

Nas Figuras 1 e 2 sdo ilustradas as formas das fdp de (13) e (20) para diferentes

valores paramétricos.
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1 0,14
Pt
r' |
044 0,124
| ; —oa=15p=50"n=05 —a=200=30,1=03
1 & e a=235B=30n=03 || |- a=4,0,p=70,1=0,5
! ——a=06p=20"7=0+4 0.10 ——a=30p=50n=056
0371 M — = a=07p=09n=073 — = a=70F=10,0,1=0,3

)

Figural Fdpde U = X + Y. Figura2 Fdpde P = XY.

Lema 2 (Equacdo (2.15.3.2), [15]). Sea +v > 0 e p > c, entdo,

C)VF(y+a)

> a—1 _ —plat) (2 /1)
/Ox exp (—px) I, (cx) dz = p (2 I'(v+1)

a+v a+v+1 2
><2F1< 5 5 ;1/+1,p2>.

Teorema 3 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (1), entdo,

PPl (1 — )t &
fQ (Q) — (1 77) q 1(1 Q> Za** k

Tl (B-a) &1
k k+1
<on (RO ke 1-0)) . o9

"L (B—a+k) T (B+a+k)
KID(B + k)

sendo que 0 < g < lea;* = . Analogamente, se
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Q= X/(X+Y), entdo,

(L-n'¢1-0"

k=0
%y Fy (‘”f”ﬂO‘M;k“;mk;éinq(l—q))- (25)

Prova: Usando (15) e (16) pode-se escrever a fdp de () da seguinte maneira:

¢ )/2(

fo ) = a

Za* 21— PRI (), (6)

em que

1(q) :/Ooo u® exp <—1“n) I (2““”(1_@> du.  (Q27)

1—n

Aplicando o Lema 2 em (27) obtém-se,

1-n)"ng(1 - ) V20(B +a+k)
I'(5+ k)
x oF) <a+§—|—kz7a+ﬂ;k¢+1

I(q) =

;B + kidng (1 —Q)> (28)

A conclusao da demonstracao € decorrente da substituicdo direta de (28) em
(26).

Na Figura 3 sio ilustradas as formas da fdp (24) para diferentes valores para-

métricos.
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—0=20p=300=03 [
----- a=1,5p=200=03 o
44 |——a=g0p=g0n=03 | ¢
——a=70.p=1204=06| | |

Figura3 Fdpde Q = X/(X +Y).

4 MOMENTOS

Nesta secdo sdo deduzidos os momentos de U = X +Y e P = XY quando
X e Y seguem o modelo (1).

Lema 3 (Equacdo (2.15.5.4), [15]). Sep > 0ev > —n — 1, entdo,

> v+2n—1 2 I dor = n!CV C2 LI/ 02
y e (o) () de = oo e (g ) i)

Lema 4 (Equacdo (2.19.3.2), [15]). Se p > 0 e a > 0, entdo,

oe T 2
/ 2% Lexp (—pz) LY (cx) dx = @PT(ZV’“_”_”_I) (1 - c> .
0 p p
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Teorema 4 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (1), entdo,

m! (1 —n)°~ a+mfa+n Zn —a—l—k‘)

B = a6 -

X PT(r,Lé’-i-k—l,a—,B—k—i-n—m) <1 + 77) ) (29)
-n

para todos inteirosn > 1 em > 1.

Prova: Utilizando (1) e (16), pode-se afirmar que:

mym) gRo=f=kt2n=D/2 oxp [/ (n + 1))
E(X"Y Zak/ T (@) T (5~ o) I (z)dz, (30)

em que

1) :/ BhF2m=1)/2 oo <_1 y n) Lpor s < 1\/77 771/) 4. G
; — -

Efetuando a transformacio de varidvel 2 = 3 em (31) e em seguida aplicando

o Lema 3 obtém-se,

I(z)=m!(1—n"" (nx)(ﬁ+k_1)/2 exp (177_3777> LAFk=1 (_1773777> . (32)

Substituindo (32) em (30), temos:

E(X"Y™) — m'(l - m+1 x, (B+k—1)/

o0 nx
X / " Lexp (—2) Lf;“k_l (—1> dr.  (33)
0 n

Chega-se ao fim da demonstragcdo aplicando o Lema 4 em cada integral de
(33).
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Teorema 5 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (1), entdo,

n

i jin" (=) T(a+n—HI(B-a+k)
=i ET(a)T(8 — «)

x P{f+h—la=p=k+n-2)) (1 + 7]) (34)
L=n

para todo inteiro n > 1.

Prova: A demonstracio resulta da combinag@o do Teorema 4 juntamente com a

seguinte propriedade de esperanca matematica:

B(U™) = zn: ( " ) B(X"IY9),

j=0 \ J

Teorema 6 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (1), entdo,

n! (1 —n)"" a+mfoz+n Zn foz+k‘)

B(P") = T(a)I(B

1
> p7(lﬂ+k—1,oz—/6’—k) <1i_2) ’ (35)

para todo inteiron > 1.

Prova: Imediata a partir do Teorema 4.

5 APLICACAO

A partir dos resultados obtidos nas se¢des anteriores, foi feita uma aplicacio
do modelo (1) na andlise de precipitagdes pluviométricas ocorridas na cidade de

Passo Fundo situada no norte do Estado do Rio Grande do Sul.
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Os dados explorados foram coletados na Estacdo Agrometeorologica da
EMBRAPA Trigo com coordenadas geograficas 28°15'46” S de latitude,
52°2424" W de longitude e 684m de altitude. O conjunto de dados pode ser
acessado livremente no seguinte endereco eletronico:
http://www.cnpt.embrapa.br/pesquisa/agromet/ap. A base de dados corresponde
as medicdes didrias do indice pluviométrico no periodo de 01 de julho de 2009
até 30 de junho de 2011.

Utilizando as medic¢des do indice pluviométrico, obtem-se os dados sobre pe-
riodo de dias sem precipita¢do (X)) e periodo contiguo com ocorréncia de precipi-
tacdo (Y'). O objetivo é determinar as distribui¢des das varidveis:

1. Periodo climdtico (U) = periodo de dias sem precipitagdo (X )+ periodo

com ocorréncia de precipita¢do (Y'), ouseja, U = X +Y;

2. Proporgdo de dias com ocorréncia de precipitagdo (@) = periodo com ocor-
réncia de precipitagdo (Y") dividido pela soma do periodo de dias sem pre-
cipitacdo (X) + periodo com ocorréncia de precipitagdo (Y), ou seja, Q =
Y/(X+Y).

Como o modelo gama bivariado (1) tem marginais gama distribuidas com
parametro de escala unitdrio, os dados observados para X e Y sofreram uma
transformag@o para corrigir a escala. A transformagdo utilizada foi (X,Y) —

(C1X,C2Y), Cy e Cs sao fatores de corregdo de escala:

Cl = :a € CQ = :i
>w >
k=0 k=0

Os parametros a e 3 foram ajustados a partir de suas distribuicdes marginais
via Método da Maxima Verossimilhanga. As estimativas obtidas foram & = 1,633
e B = 2,963. A estimativa do pardmetro de dependéncia, 77 = 0, 005, foi deduzida
a partir da equagdo (3) e da expressdo:
El(X = M) (Y — My)]

<5, (36)

sendo que (M,,S;) e (M,,Sy) sao respectivamente, as médias amostrais e 0s

)
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desvios padrdes das varidveis aleatérias X e Y.

O gréfico da fdp conjunta ajustada para os dados transformados € exibido na
Figura 4. Nas Figuras 5 e 6 sdo exibidas as fdp ajustadas para U e () sobrepostas
pelos respectivos histogramas dos dados transformados.

0

4 Periodo sem precipitacdo

Periodo com ocorréncia de 6 g 10 ( diag)
precipitacdo (dias)

Figura 4 Fdp conjunta para os dados ajustados.
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Periodo climatico (diag) Proporgio de dias com precipitacio

Figura 5 Fdp ajustada de U. Figura 6 Fdp ajustada de Q).
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Para verificar a qualidade do ajuste de (1), primeiramente, foi plotado o gra-
fico de Fx(x(;) versus (i — 0,375)/(n + 0,25) [16], sendo que Fx(-) denota

a fung@o de distribui¢do acumulada de X e z(;) representa os valores amostrais

de X em ordem crescente, em seguida plotou-se o grafico de Fy (y(;)) versus

(1 —0,375)/(n + 0,25) em que Fy () denota a funcdo de distribui¢do acumu-

lada de Y e y(;) representa os valores amostrais de Y em ordem crescente. Esses

graficos sdo apresentados nas Figuras 7 e 8, respectivamente.

Esperado

T T
0.0 02 04 06 08 1.0

Observado

Figura7 Grifico de probabilidade
para o periodo sem precipita-
¢do.

6 CONCLUSOES

Esperado

T T T T
0.0 02 04 06 o8 1.0

Figura 8 Gréfico de probabilidade para
o periodo com ocorréncia de
precipitagdo.

Considerando que X e Y seguem o modelo gama bivariado de Smith , Al-

delfang e Tubbs, foi possivel deduzir as distribui¢des exatas e os momentos das
varidveis aleatérias U = X +Y, P = XY e Q = X/(X 4 Y) utilizando fungdes

especiais. A aplicacdo do modelo na anélise de dados de precipitacdes ocorridas

na cidade de Passo Fundo-RS apresentou resultados satisfatdrios.
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Resumo: As distribui¢cdes do produto e do quociente de varidveis aleatorias sdo
utilizadas em diversas 4reas das ciéncias aplicadas e tém sido intensivamente es-
tudadas por vérios pesquisadores. Nesse trabalho, sdo deduzidas as distribui¢des
exatas de XY, X/Y e X/(X +Y) quando X e Y sdo varidveis beta tipo II e
independentes. Os resultados obtidos sdo aplicados na andlise de dados reais de

precipitagdes pluviométricas ocorridas em cidades do Estado de Sergipe.
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Abstract: The distributions of products and ratios of random variables are used
in various fields of applied science and has been intensively studied by several
researchers. In this work are deducted the exact distributions of XY, X/Y and
X/(X +Y) when X and Y are independent beta type II random variables. The
results are applied to real data analysis of rainfall occurred in cities in the state of

Sergipe.

Key words: Beta type II distribution; Combinations of random variables; Hydro-

logical modeling.

1 INTRODUCAO

As distribui¢des de combinagdes de varidveis surgem naturalmente em proble-
mas aplicados de diversas dreas do conhecimento. Particularmente, combinacdes
do tipo XY, X/Y e X/(X +Y), quando X e Y sdo independentes e pertencem
a mesma familia de distribuicdes, tem sido intensivamente estudadas por vérios
pesquisadores. Tratando-se do produto de varidveis da mesma familia, tem-se:
Sakamoto [1] para a distribuicdo uniforme; Podolski, Springer, Thompson Stuart
[2-4] com relacdo a familia gama; Harter e Wallgren [5,6] para a distribuicao t de
Student; Bhargava, Khatri, Steece, Tang e Gupta [7-9] abordando a familia beta;
Malik e Trudel [10] para o modelo exponencial; Nadarajah e Gupta [11] para a
familia Bessel; Nadarajah e Ali [12] com relagdo a distribuicdo Pareto; e Ali, Pal e
Woo [13] para o modelo Pareto exponenciado. Tratando-se do quociente de varia-
veis oriundas da mesma familia, ver Korhonen, Narula e Marsaglia [14,15] para a
familia normal; Provost [16] para varidveis gama; Basu e Lochner [17] com rela-
¢do a distribuicdo Weibull; Press [18] para o modelo t de Student; Pam-Gia [19]
abordando a familia beta; Nadarajah e Gupta [11] para as varidveis Bessel e com

respeito a distribuicao Pareto o problema foi estudado por Nadarajah e Ali [12].
Alguns pesquisadores também estdo trabalhando em combinacdes de varia-

veis quando X e Y provém de familias diferentes de distribui¢des. Por exemplo,

o produto e o quociente de varidveis aleatérias ¢ de Student e logistica foram es-
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tudados por Nadarajah e Ali [20], o mesmo foi feito por Nadarajah e Kotz [21]
para varidveis gama e beta. Nadarajah [22] determinou o produto € o quociente
de varidveis Laplace e Bessel. Nadarajah e Kotz estabeleceram as distribui¢des
do produto e do quociente de varidveis Pearson tipo VII e Laplace [23], varid-
veis gama e Weibull [24], varidveis ¢ de Student e Bessel [25] e a distribui¢do do
quociente de uma varidvel gama com uma variavel Levy [26]. Shakil et al [27]
estabeleceram produto e o quociente de uma varidvel Maxwell com uma varid-
vel Rayleigh. Shakil e Kibria [28] estudaram o quociente de uma varidvel gama
com uma varidvel Rayleigh. Recentemente, a deducdo das distribui¢des da com-
binag¢do linear, produto e quociente de varidveis aleatdrias normal e Laplace foram

apresentadas por Nadarajah e Kotz [29].

Neste trabalho, é apresentado um estudo das distribui¢es de XY, X/Y e
X/(X+Y) quando X e Y sdo varidveis aleatdrias beta tipo II e independentes. Na
Secdo 2, é apresentado o modelo beta tipo II, sua relacdo com o modelo beta tipo
I e algumas fungdes especiais envolvidas nos célculos das distribuicdes. Na Secdo
3, sdo deduzidas as fun¢des densidade de probabilidade das varidveis XY, X/Y e
X /(X +Y). Finalmente, na Secdo 4 os resultados obtidos sdo aplicados na andlise

de precipitagdes pluviométricas ocorridas em cidades do Estado de Sergipe.
2 Distribuicoes beta

Distribuic¢ao beta tipo I: Uma varidvel aleatéria X tem distribui¢do beta tipo
I com pardmetros o > 0 e 5 > 0 quando sua func¢do densidade de probabilidade

(fdp) é da forma:
re (1 - :zr)ﬁf1

emque 0 < z < 1e B (a, ) representa a fungdo beta,
1
B(o,B) = / et (1 —1)7 e )
0

Simbolicamente, quando X tem distribui¢do dada por (1), escreve-se X ~ BI(«, f3).
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Distribuicio beta tipo II: Uma varidvel aleatéria X tem distribui¢@o beta tipo
IT com parametros o > 0 e 8 > 0 quando sua fun¢@o densidade de probabilidade

(fdp) é da forma:
xa—l (1 + m)—(a“rﬁ)
B(a,B)

em que 0 < z. Neste caso, escreve-se simbolicamente X ~ BII(«, ).

f(x) = (3)

As duas distribuicdes beta, estdo relacionadas intrinsecamente por meio de
uma transformagdo. Se X ~ Bl(«, ), entdo Z = (1 - X) /X ~ BII(§,«).
Reciprocamente, Se Z ~ BII(3,«),entdo X =1/ (14 Z) ~ BI(«, 3). Vérias
caracteristicas referentes aos dois modelos, inclusive a propriedade mencionada,

podem ser encontradas em [30].

Além da funcdo beta, os célculos envolvidos no trabalho requerem o uso de

outras funcdes especiais como a fungdo gama,

oo
T (a) = / t* exp (—t) dt (4)
0
e a funcdo hipergeométrica de Gauss,

> a .ij
2Fi (0, bicin) = Y D ®
k=0 k™

em que (d), = d(d+1)...(d+ k — 1) denota o fatorial ascendente, k € Z..
As propriedades dessas fungdes especiais podem ser vistas em [31].

3 FUNCOES DENSIDADE DE PROBABILIDADE

Nos Teoremas de 1 a 3 sdo deduzidas as fdp de P = XY, R = X/Y e
Q = X/(X +Y) quando X e Y sdo beta tipo II distribuidas e independentes.

Lema 1 (Equacgdo (2.2.6.24), [32]). Se 0 <y, 0 < ze 0 < a < p + v, entdo,
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/ 2 Ha4y) P (x+2)Vde=2""y*"B(a,p+v— )
0

X o F (am;pﬂw;l—%)

Teorema 1 Se X ~ BII(«,3)eY ~ BII(0,)\) sdo independentes, entdo, a fdp

de P = XY pode ser escrita como:

fr(p) =

B(a+ A\, B+ 0)p~ O+

B (a,8) B (6,))

sendo que 0 < p.

1
o <a+)\,0+)\;a+ﬁ+9+)\;1—p>
(6)

Prova: Utilizando a mudancga de varidveis (X, P) = (X, XY") o Jacobiano dessa

transformac@o é dado por
Oz
ox

op
ox

oz
aiy 1 0
= =x @)
9p y
dy

Assim, a fdp conjunta de (X, P) é dada por

fX,P(‘T7p) =

p -1
fxy (907 x) x |J]
pf—lgatr-l (1+ x)—(oﬂrﬂ) (2 +p)—(9+/\)

B(a,5) B (6N ®

Pode-se entdo, escrever a fdp da varidvel P da seguinte maneira:

fr(p) =

/ fX,P(if,p)dx
0
p9—1

B(a, B)B(6, ) /0 !

1+ )T (@ 4 p) " TV d 9)
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A conclusdo da demonstracdo decorre da aplicacdo direta do Lema 1 na ex-

pressdo (9).

Na Figura 1 sdo ilustradas as formas da fdp P = XY para diferentes valores

paramétricos.
0,014

0,012+
—ux=1p=0,56=34=1
—a=3p=18=34=0,12
0,010+ ——a=15p=0,%e=12%=1
x=6,p=0,0,6=6%=05

0,008+
g

0,006

0,004
0,002 K

T T ¥ T T T ¥ T T 1
0 100 200 300 400 500
P

Figura 1 Gréficos da fdp de P = XY para diferentes valores paramétricos.

Teorema 2 Se X ~ BII(«,3)eY ~ BII(0,)\) sdo independentes, entdo, a fdp
de R = XY pode ser escrita como:

B(a+ 6,8+ \)r~(0+)

Ter) = = B By BN

1
2F1 <a+9,9+)\;0z+ﬁ+9+)\;1—r>

(10)
sendo que 0 < r.
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Prova: Utilizando a mudanga de varidveis (X, R) = (X, X/Y) o Jacobiano dessa

da transformacdo é dado por

or O
8756 67y 1 0 N
J = = =—-— (11)
or Or 1 _r Y
9z By y o y?

Assim, a fdp conjunta de (X, R) = (X, X/Y) é dada por

Ixr(x,r) = fxy (ﬂ%g) x |J] 7

A lpeto=l(1 4 x)_(“Jrﬁ) (x + r)_(9+)‘)
= 12
B, 8) B 6\ 12

Pode-se entdo, escrever a fdp da varidvel R da seguinte maneira:

fr(r) = /0 fxr(z,r)dx
A1

- oo a+60—1 —(a+B) —(0+)
B(a,ﬁ)B(G,A)/O 2 (1 @) (z +p) dz (13)

A conclusdo da demonstracio decorre da aplicacdo do Lema 1 na expressio
(13).

Teorema 3 Se X ~ BII(«,3) eY ~ BII(0,\) sdo independentes, entdo, a fdp
de Q = X/(X +Y) pode ser escrita como:

B(a+0,8+2) _ _
fole) = BEZ 5 Bﬁw A;q 0+ (1 — ¢)f !
><2F1<a+9,)\+0;a+5+9+)\;2—i) (14)

sendo que 0 < g < 1.
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Prova: Utilizando a mudanga de varidveis (U,Q) = (X +Y, X/(X+Y)) o

Jacobiano dessa transformacao é dado por

ou ou
oxr 0Oy 1 1 1

J= = — - (15)
dq Oq Y B T r+y
oz oy (z+y)?  (z+y)?

Assim, a fdp conjunta de (U,Q) = (X +Y, X/(X +Y)) pode ser escrita

como

foou,q) = fxy (ugu(l—q)) x[J|7}
(ug)* (1 + ug) ) [u(1 — )" L +u(l — q)] "V u
B (o, B) B (6, )
w0 (1= )" (1 ug) 4 (1 - gy
B (o, 8) B (6,))

(16)

Pode-se entdo, expressar a fdp da varidvel Q@ = X/(X + Y) da seguinte

maneira:

fo () = /0 fo(u, @)du
qaf 0—1

(19
- B(a,8)B(6, )

) / uoto-1 (1+ uq)—(OH-B) 14 (1— q)u]—(0+>\) du
0

a7

reescrevendo (17) de forma conveniente, tem-se

—(B4+1) (1 _ \—(\+1) poo —(a+p) —(6+X)
q (1-q) / a+9_1<1 ) < 1 )
fa(a) B(a, B)B(6,A)  Jo q

Aplicando o Lema 1 em (18) chega-se a conclusdo da demonstracao.
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Nas Figuras de 2 e 3 sdo ilustradas as formas das fdp R = X/Y e Q =

X/(X +Y) para diferentes valores paramétricos.

0,12 o
?_
0,104 w=0,5p=26=30=073
w=8f=36=11=3 a=0,9,p=070=054=073
Dl ALY & 0=3p=20=4%=2
0,08 = e w=2f=1L6=13=3

n=1p=0,66=141=7

fir} 0,06 1
0,04
0,024
10 20 30 40 50
5 1
Figura 2 Grificos da fdp de R = Figura 3 Gréficos da fdp de Q@ =
X/Y para diferentes valores X/(X +Y) para diferentes
paramétricos. valores paramétricos.

4 APLICACAO

Nesta secdo, é feita uma aplicacdo do modelo na anélise de dados de pre-
cipitacdes pluviométricas ocorridas nas cidades de Aquidaba, Aracaju, Boquim,
Nossa Senhora da Gloéria, Itabaiana, Porto da Folha, Poco Redondo e Umbatiba

todas situadas no Estado de Sergipe.
Os dados explorados foram coletados em estacdes agrometeoroldgicas e hi-

drometeorolégicas do Centro de Meteorologia da Secretaria de Estado do Meio
Ambiente e dos Recursos Hidricos do Estado de Sergipe (SEMARH), as coordena-
das geograficas e os tipos das estacdes sdo exibidos na Tabela 1. O conjunto de da-
dos pode ser acessado no seguinte enderego eletrdnico: http://www.semarh.se.gov.

br/meteorologia/modules/tinydO/index.php ?id=50. A base de dados corresponde
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as medicdes didrias do indice pluviométrico no periodo de 01 de janeiro de 2009

até 31 de dezembro de 2010.

Tabela 1 Localizacdo e tipo das estacdes.

Cidades Latitude Longitude Altitude Tipo

Aquidaba —10,299 —37,020 218 m  Hidrometeoroldgica
Aracaju —-10,95% —37,05° 4m  Hidrometeorolégica
Boquim —11,14°  —-37,62° 160m  Hidrometeorolégica
Itabaiana —10,70° —37,42° 200m  Agrormeteorolégica
N. S. da Gléria —10,20° —37,43° 300m  Agrometeoroldgica
Porto da Folha —10,00° —37,42° 149m  Hidrometeoroldgica
Poco Redondo —9,84% 37,670 260m  Agrometeoroldgica
Umbatba —11,38°  —37,67° 153 m  Hidrometeoroldgica

Utilizando as medic¢des do indice pluviométrico, obtém-se os dados sobre pe-

riodo de dias com ocorréncia de precipitagdes (X ) e periodo contiguo de dias

sem ocorréncia de precipitacdo (Y). O objetivo é o de modelar a proporcdo de

dias com ocorréncia de precipitacdes, isso pode ser feito através da distribui¢do de
Q = X/(X +Y). Nesse contexto, assume-se que X e Y sdo beta tipo II distribui-

das e independentes. A validade da suposicao de independéncia foi verificada por

meio do teste p de Spearman [33]. Os p-valores obtidos no teste foram acima de

0, 05, ver Tabela 2, o que confirma a hipdtese de independéncia entre as amostras

observadas de X e Y para as oito cidades estudadas.

Tabela 2 p-valores do teste p de Spearman.

Cidades p-valor
Aquidaba 0,061
Aracaju 0,239
Boquim 0,541
Itabaiana 0,411
N. S. da Gléria 0,795
Porto da Folha 0,142
Poco Redondo 0,692
Umbauba 0,150
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O ajuste das distribuicdes foi feito via Método da Mdxima Verossimilhanca.
Se (X1,Y1), ..., (X,,Y,) representa uma amostra aleatéria conjunta de X ~
BIlI(a,B)eY ~ BII(6,\), entdo, as estimativas de maxima verossimilhanga de

o e [ sao as solugdes do sistema de equagdes ndo-lineares:

(@ + B) — nyp(@ §jbg +a;) = ) log(w;)
=1

¢(a+ﬂ *nd) Zlog +xz

Analogamente, as estimativas de maxima verossimilhanca de 6 e A sdo as

solugdes do sistema de equagdes:
n
np(0 + A) — (6 §jbg1+% > log(vi)
i=1

nip(0 4 A) — nyp(A Zlog + ¥i)

em que v(-) denota fungdo digama ¢ (t) = dlogI'(t)/dt. Essas equagdes nio
possuem solucdo fechada, sendo necessario uma implementagdo numérica para
resolvé-las, o que foi feito utilizando um algoritmo quasi-Newton fun¢do nlm do
pacote stats no ambiente computacional R [34]. As matrizes de informagdo asso-

ciadas sdo respectivamente,

[n[w'<a+ﬁ> —d(a)] (st p) ] 19
() (ot )~ /(5
€
[ A O+N) O] w0+ ] 0)
w0+ a0+ 2) (V)
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Invertendo a matriz de informacao (19) obtém-se a variancia e covariancia dos

estimadores de maxima verossimilhanca de « ¢ (3,

Y'(a+ B) — ' (B)
Var(a) = n ¢ ()’ (8) — o' (a + B) [ (@) + ' (B)]} ey
~ Y (a+ B) — Y (a)
Varl) = ) - v @ e
Cov(a, ) = — L @)

n{Y ()¢’ () — ¢'(a + B) [¥'(e) + 4" (B)]}

A variancia e covariancia dos estimadores de maxima verossimilhanga de 6
e A podem ser calculados utilizando férmulas andlogas as expressdes (21), (22)
e (23) respectivamente. Na Tabela 3 sdo exibidas as estimativas obtidas para os

parimetros «, (3, 6 e A juntamente com os respectivos erros padroes.

Tabela 3 Estimativas dos pardmetros e erros padroes.

Cidades a (ep) B (ep) 0 (ep) A (ep)

Aquidaba 8,13(1,02) 5,09(0,56) 3,97(0,48) 1,97(0,18)
Aracaju 5,23(0,67)  2,50(0,25) 4,93(0,63) 2,30(0,22)
Boquim 5,58(0,70)  2,87(0,29) 4,79(0,60) 2,40(0,23)
Itabaiana 4,61(0,58)  2,23(0,21) 4,35(0,56) 1,73(0,15)
N.S.daGléria  6,464(0,81) 3,81(0,40) 4,23(0,56) 1,57(0,14)
Porto da Folha  8,84(1,10)  6,08(0,68) 4,81(0,64) 1,85(0,17)
Poco Redondo  11,71(1,46) 8,75(1,02) 4,48(0,63) 1,36(0,11)
Umbatiba 5,16(0,66) 2,39(0,23) 5,18(0,67) 2,31(0,22)

Utilizando as Figuras 4 e 5, pode-se comparar os histogramas dos dados obser-
vados com as respectivas fdp ajustadas de () para as cidades de Aracaju, Boquim,
Porto da Folha e Umbatba.
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Figura 4 Fdp ajustada de ) para as cidades de Aracaju e Boquim.
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Figura 5 Fdp ajustada de () para as cidades de Porto da Folha e Umbatba.

Proporgéo de dias com precipitagdo pluvimeétrica (o)
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As estimativas de maxima verossimilhanca obtidas também permitem inferir
amédiade Q = X/(X +Y) através da expressao,

B(a+0,5+\)

! —0 0—1
E(Q) = B(Q’B)B(ﬁ’A)/Oq (1-1q)

x2F1<a+9,0+A;a+B+0+A;2—1>dq. (24)
q

Uma forma alternativa de estimar F (@) é dada pelo Método dos Momentos

através da seguinte expressao,

n

~ 1 )
E(Q)—n;xiﬁf

(25)
Yi

As estimativas oriundas da equacdo (25) independem de X e Y serem inde-
pendentes ou beta distribuidas. Os valores das equacdes (24) e (25) para as oito
cidades sdo exibidos na Tabela 4, a proximidade dos valores encontrados é um
grande indicativo da validade do modelo.

Tabela 4 Estimativas da médiade Q = X/(X +Y).

Cidades E(Q) E(Q)
Aracaju 0,493 0,496
Aquidaba 0,435 0,444
Boquim 0,491 0,492
N. S. da Gléria 0,384 0,390
Itabaiana 0,449 0,456
Porto da Folha 0,363 0,366
Poco Redondo 0, 288 0,287
Umbatba 0,491 0,493

A qualidade de ajuste do modelo também foi verificada via gréficos de proba-

bilidade. Para X foi plotado o gréfico de Fix (z(;)) versus (i —0,375)/(n +0,25)
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como é recomendado por Chambers et al [35], em que F'x(-) denota a fungdo de
distribui¢do acumulada de X e x(;) representa os valores amostrais de X em or-
dem crescente. Da mesma forma para Y foi plotado o gréifico de Fy(y(i)) versus
(1—0,375)/(n+0,25) em que Fy (-) denota a fungdo de distribuigdo acumulada
de Y e y(;) representa os valores amostrais de ¥ em ordem crescente. Os grifi-
cos de probabilidade para o ajuste da distribui¢do de X para quatro cidades sdo
visualizados na Figura 6 e a proximidade dos pontos entorno da reta indicam o
bom ajuste do modelo. Na Figura 7 sdo exibidos graficos de probabilidade para
o0 ajuste da distribuicdo de Y para quatro das oito cidades estudadas, a disposi¢do

dos pontos préximos a reta indicam o bom ajuste do modelo.

Aracaju Boquim
= =
o _| ° o _| 8°
=1 =
g 31 g 31
S =4
3 T
? &
g = 4 g = 4
= S
o~ o~
IS =
= =
< T T T T T T < T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Observado Observado
Itabaiana Umbauba
= =
)
o o
S © S 8 8
© <
8 = 7 | = 7
< <4
3 T
2 2
g = 4 g = 4
S =
~ o~
S 24
= =
< T T T T T T < T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Observado Observado

Figura 6 Graficos de probabilidade para o periodo de dias com ocorréncia de pre-
cipitagdes (X) para quatro cidades selecionadas.
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Aquidaba Aracaju
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Figura 7 Gréficos de probabilidade para o periodo de dias sem ocorréncia de pre-
cipitacdo (Y') para quatro cidades selecionadas.

5 CONCLUSOES

Partindo do fato que X e Y sao beta tipo II distribuidas e independentes, as
distribui¢des das combinagdes de varidveis P = XY, R=X/YeQ = X/(X +
Y’) apresentaram forma fechada em termos da fung¢do hipergeométrica de Gauss.
Em particular, a distribui¢do de () demonstrou-se bastante flexivel, tornando-se
uma alternativa interessante em relacao a distribui¢@o beta tipo I na modelagem de

proporgdes.
A aplicacdo do modelo na anélise de precipitacdes pluviométricas ocorridas

nas cidades de Aquidaba, Aracaju, Boquim, Nossa Senhora da Gléria, Itabaiana,

Porto da Folha, Poco Redondo e Umbatiba no Estado de Sergipe apresentou bons
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resultados, o que foi comprovado pelos P-P plots em funcio dos pontos em cada

gréifico estarem dispostos proximos a reta.
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CONSIDERAGOES FINAIS

A modelagem de precipitacbes pluviométricas por meio das
distribuicdes probabilisticas continuas pode ser utilizada como uma alternativa
vidvel em relagdo aos demais meétodos existentes, como séries temporais,
regressdo, cadeias de Markov e redes neurais, em funcdo da praticidade dos
modelos e dos bons resultados obtidos.

As distribuicGes utilizadas apresentaram um bom ajuste em relacdo aos
da- dos diarios de precipitacdo pluviométrica para cada cidade analisada,
explicando de forma satisfatéria o comportamento do periodo de dias com
precipitacdo e do periodo de dias sem precipitacdo. Neste contexto, os resultados
obtidos podem ser utilizados como referéncia no planejamento agricola dessas
cidades no que diz respeito a instalacdo de culturas, no manejo de recursos
hidricos e seguro agricola. Além disso, importantes elementos meteoroldgicos
foram descritos a partir dessas variaveis, como por exemplo, o periodo
climatico, considerado como a soma do periodo com precipitacdo com o periodo
sem precipitacdo. Esses elementos ajudaram a descrever parte da pluviometria
das regides estudadas.

Como perspectiva de trabalhos futuros, almeja-se efetuar um estudo
comparativo entre os modelos trabalhados aplicados em dados de precipitacdes
ocorridas nas cidades estudadas, objetivando determinar quais modelos
descrevem, de modo mais apropriado, a pluviometria da regido. Além disso,
pretende-se construir uma nova classe de modelos probabilisticos gerada pela
composicdo de certas distribui¢Bes, estudar suas principais propriedades e
explorar o potencial dessa nova classe de distribui¢ces na analise de processos

hidroldgicos.





