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RESUMO

A seca ¢ um fendmeno climatico que ocorre periodicamente e pode
causar impactos em diferentes seguimentos da atividade humana. Surge entdo a
necessidade da construcdo de modelos matematicos e estatisticos que expliqguem
melhor a ocorréncia desse fenémeno. Essa abordagem tem sido tema de muitos
artigos publicados pelo pesquisador Nadarajah. Nesta dissertacdo sdo estimados
0s parametros dos modelos bivariados: Gama Bivariada e Gama Pareto
aplicados aos dados de seca e ndo seca da cidade de Joaquim Tavora — PR —
Brasil.

Palavras-chave: Condigdes climaticas, temperatura, seguro agricola.



ABSTRACT

Drought is a climatic phenomenon that occurs periodically and can
impact on different segments of human activity. Then, it comes the need to
develop mathematical and statistical models that better explain this
phenomenon. This approach has been the subject of many articles published by
Nadarajah researcher. This dissertation estimates the parameters of bivariate
models: Gamma and Gamma bivariate Pareto applied to drought and not drought
from the city of Joaquim Tavora — PR — Brazil.

Keywords: Weather conditions, temperature, crop insurance.
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1 INTRODUCAO

Essa dissertagdo estd baseada essencialmente nos trabalhos publicados por
Saralees Nadarajah, relacionados a utilizacdo de distribuicdes envolvendo a
distribuicdo gama, na modelagem de periodos de seca e ndo seca. Tal abordagem
tem interesse corrente na area de hidrologia com extenso nimero de publicacdes
na literatura. Saralees Nadarajah é professor titular da Faculdade de Matemaética
da Universidade de Manchester e esteve recentemente ao Brasil participando da
562 Reunido Anual da Regido Brasileira da Sociedade Internacional de
Biometria em 2011.

O trabalho faz parte do PROCAD - projeto intitulado: “Seguro agricola:
modelagem estatistica e precificacdo”, financiado pela CAPES, sob coordenacéo
geral da USP e IFES associadas: UFLA e UFMG. O objetivo do PROCAD ¢é o
desenvolvimento de metodologias para a quantificagdo e monitoramento do
risco no agronegocio brasileiro sob uma perspectiva estatistico-atuarial e
econbmica, visando a geracdo de novas estratégias de seguro para o setor, que
contribuam para a gest&o eficiente do risco no agronegacio.

A linha de pesquisa dessa dissertagdo envolve também a professora
doutora da Universidade Federal de S3o Jodo Del Rei, Ana Paula Coelho
Madeira, e o professor do IFBA também doutorando do programa da UFLA
Jailson de Araujo Rodrigues do curso de Estatistica e Experimentacdo

Agropecudria da Universidade Federal de Lavras.

1.1 Caracterizagdo do fendmeno seca

A seca é um fendmeno climatico que ocorre periodicamente e é

caracterizada pela insuficiéncia de precipitacdo pluviométrica numa determinada
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regido por um periodo prolongado de tempo. Esse déficit recorrente e
prolongado de agua tem provocado impactos negativos na economia mundial,
refletindo diretamente na qualidade de vida da populacéo.

Estudos apontam que em 2010, a seca na Amazonia pode ter causado
um impacto imenso no aquecimento global. Essa maior freqliéncia de secas
nessa regido pode transformar a maior floresta tropical do mundo em uma
maquina de gases contribuindo para o efeito estufa, ja que a vegetacdo, quando
seca e apodrece, normalmente elimina gases absorvidos durante o crescimento.

Em Minas Gerais, varios projetos ja estdo sendo implementados pelo
governo para que as regides mais afetadas pela seca como o norte do estado e o
vale do Jequitinhonha tenham condic6es de conviver com os longos periodos de
estiagem.

Segundo Mckee et al. (1993) nédo existe uma definicdo especifica para
descrever o termo seca. Agricultores, pesquisadores, cientistas ou cidaddos
comuns tém perspectivas distintas sobre o tema. O dicionario Aurélio define
seca como falta de chuva ou periodo em que a auséncia dessa acarreta graves
problemas sociais. Palmer (1965) considera a seca como um intervalo de tempo
durante o qual, o indice de precipitacdo ndo atinge aquele climatologicamente
esperado ou apropriado. Comum a todas as definigdes dadas a seca esta o fato
dessa ser oriunda de um déficit de precipitacdo que acarreta em uma baixa
disponibilidade hidrica em relacéo a alguma atividade.

Devido sua grande complexidade os indices encontrados relativos a esse
fendmeno natural ndo representam perfeitamente a intensidade e os impactos
gue a seca provoca nos diferentes segmentos da atividade humana. Essa
condicdo climética provoca constantemente diversos desastres em varias regides
do mundo, evidenciando a vulnerabilidade do homem a esse risco climatico.
Surge entdo necessidade de um melhor entendimento sobre o fenbmeno para que

haja uma melhor previsdo da sua ocorréncia e um uso correto de medidas
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mitigatorias. A construcdo de modelos matematicos, estatisticos e
computacionais sdo algumas ferramentas que podem facilitar esse entendimento.

A modelagem estatistica para periodos de seca e ndo seca em uma
determinada regido ndo é uma tarefa simples. Primeiramente, € necessario que se
tenha um indice de déficit hidrico para o solo. Com esse indice é possivel
estabelecer de forma precisa se o periodo é de seca ou se o periodo é de chuva.
A dependéncia entre esses periodos néo € simples.

Na agricultura, cada lavoura tem seu aspecto particular a ser considerado
como a topografia, o tipo de solo etc., além da disponibilidade de implementos e
da economicidade de uma ou de outra préatica cultural. Por exemplo, o plantio
das mudas de café deve ocorrer em época de chuvas. Caso contrario, podem
ocorrer muitas perdas. Se houver a necessidade de se plantar em periodos de
estiagem, a irrigacdo é essencial.

Um dos indices mais utilizados e encontrados na literatura para essa
quantificacio é o Indice de Severidade de Seca de Palmer (PDSI) desenvolvido
por Palmer (1965).

Considerando X como sendo a variavel aleatoria que representa o periodo
de seca e Y a variavel aleatoria que representa o periodo de ndo seca, podendo o

periodo ser apresentado em dias, meses ou até em anos de acordo com os dados
coletados. Vérias distribuicOes bivariadas tém sido propostas para modelar o

comportamento conjunto de {X,¥). Em particular, esse problema foi abordado

por Saralees Nadarajah em uma série de artigos, dentre estes Nadarajah (20009,
2007) e Nadarajah e Gupta (2007). Nesses artigos sdo utilizadas distribuicdes
gama bivariadas generalizadas, modelando dados de periodo de chuva e seca dos

ultimos 108 anos no estado de Nebraska, EUA.
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1.2 Objetivos

O principal objetivo no desenvolvimento dessa pesquisa é analisar a
adequacdo do uso das distribuicbes Gama Bivariada e Gama Pareto na
modelagem de periodos de seca e ndo seca.

Os objetivos especificos sao:

¢ Obter as estimativas dos parametros para a Distribuicdo Gama Bivariada

e a Distribuicdo Gama Pareto para dados de periodos consecutivos de
seca e ndo seca do municipio de Joaquim Tavora — PR relativos a
janeiro de 1976 até dezembro de 2005.

¢ Verificar a adequabilidade dos ajustes obtidos tanto para a Distribuicéo

Gama Bivariada quanto para a Distribuicdo Gama Pareto.

e Comparar a qualidade dos ajustes obtidos.
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2 REFERENCIAL TEORICO
2.1 Uso de modelos bivariados na modelagem da seca

Varios modelos probabilisticos tém sido propostos por pesquisadores com
0 intuito de caracterizar processos hidroldgicos. lzawa (1953) constréi uma
distribuicdo gama bivariada e a aplica em dados reais de precipitacdo
pluviométrica do Distrito de Kanto no Japdo. Yue (2001) utiliza uma
distribuicdo gama bivariada com cinco pardmetros na andlise de correlagdo entre
a duracdo e volume de precipitacdo pluviométrica e a correlagdo entre o volume
e 0 pico de precipitacdo pluviométrica.

Nadarajah e Gupta (2007) analisam o comportamento das secas ocorridas
no Estado Norte Americano de Nebraska em um periodo de cento e dez anos
considerando o modelo gama bivariado de Cherian. Esse mesmo conjunto de
dados ¢é estudado por Nadarajah (2007) considerando um modelo Gama
bivariado mais simples com apenas dois parametros. Nadarajah (2009) utiliza
um modelo Pareto bivariado para estudar a correla¢do entre o periodo de seca e
0 periodo contiguo sem ocorréncia de seca e a intensidade da seca e sua duragéo.

Para o evento denominado de “seca”, as varidveis observadas serdo: X,
periodo de ndo seca e ¥, periodo de seca. Considere & = X -+ ¥ 0 tempo entre a

ocorréncia de periodos de seca e periodos de ndo seca, ou seja, o periodo total e

W om % a proporcao entre o periodo de ndo seca e o periodo total de um ciclo

climatico.
Em razdo da complexidade das distribuicGes da familia gama bivariada, é
necessario o uso de algumas funcGes matematicas denominadas na literatura de

funcGes especiais.
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2.2 Fungdes Especiais

Chamamos de funcéo especial uma fun¢do matematica, que devido sua
importancia recebe um nome particular. Algumas das mais importantes

utilizadas na estatistica sdo:

Funcéo Bessel

A funcdo Bessel do tipo | é dada por:

L e i_.-}m E v Evr.
Fofed = Lot T 1 -1 #ﬂmﬁ{i]

em que ¥ € um numero natural, denominado ordem.
A funcdo Bessel do tipo | modificada, de ordem v e argumento x, é

definida por:

e = (=1 ¥
fol) = :»r-wﬂ}gﬁmmm( )

em que {g)y = efe+ 1) ...{e + & — 1} denota o fatorial ascendente.

A funcdo Bessel tipo Il é dada por:

L _Gnim}.fuka_j—ufﬁi
P = TR e

A funcdo Bessel do tipo 11l modificada é a funcéo &;{x) definida por:
P
VTR iy
Ky fx) m ﬁ fpd = 1)Ll (—xt) dit,
2T(e4g)i

Funcdo Gama incompleta
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A funcdo Gama incompleta é dada por:
L

T{axlm 'f £ goapl =1} di

it
d i w R x ‘rie d
on eeﬂ-1+W+E+E+...-Em.ﬁ[:;}eaexpansao em série de

Taylor centrada em 0 da funcéo *.

Funcéo Digama
A funcdo Digama é definida como a derivada do logaritmo da funcéo

Gama.

i (T2
ix) - —

Funcéo Beta

A funcdo Beta denotada por Ef.,.} é definida como:

e

Bl 6) m ! L= OBt 0

Observe que tomando z = 1 =& como a variavel de integracdo, obtém-se

v

L
B(w 6) = [ ZP=4(1 = 2 6= (=2) m Iz#-w — 2}~ (~z) m B{F, ),
isto é, a funcdo Beta é simétrica.
2.3 Modelo Gama

Definicao
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Dizemos que uma variavel aleatéria X tem distribuicio Gama,

XuGamals 57, se sua funcéo densidade é dada por

Flx) m %W“’-‘l@'?“ Fioantx), sendo @& e § dois parametros positivos e T1a) a

fungio Gama definida por I} = [y x5 te~¥dx , & = Q.

Vale destacar alguns resultados béasicos:
. Mat+1) malfa), ax O

. Dipd=fn—10, nely;
) m=
A funcdo de distribuicdo do modelo Gama ndo tem uma forma simples.

Em casos particulares, dependendo dos valores dos parametros, 0 modelo Gama

pode receber outros nomes. Por exemplo, quando &=l ¢ %0, temos o

modelo Exponencial e quando &==,n > ﬂef=é temos o modelo Qui-
& &

guadrado com n graus de liberdade.

Funcgdes geradora de momentos

Definigdo: A funcdo geradora de momentos de uma variavel aleatéria X é
definida por M () m B{e®¥), para t entre 0 e algum &g = Q, em que E{e**)é 0

valor esperado, ou esperanca matematica de %%, dado por:

'

B(g") m ! &% FUOAK,
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Os momentos de X podem ser obtidos a partir da funcdo geradora de

momentos. (MOOD, A.M; GRAYBILL, F.A; BOES, D.C; 1974)

BfA") m

Mg m M

Se X~GFamate, §) sua fungdo geradora de momentos é dada por:

ﬁrmﬁ-m-:l.@-&'ﬁ

Mg () m B(e) m bf & F{x) iz m I T

5= [ :
’_r"{,;g} f x-m—lg.rx-—?x-ﬂ = f :ng.—x-'ﬁ—:'f'ﬂ =
o |I'

E-ﬁ- F} m_lx'“"_il?_x" Bt dy

T 8-

= s (8~ e =

Felie) __F® (ﬁ*ﬁ )ml
E

T -0 F-0°

Média
B{X) =

EY

—M.?{FH::I} tf?(ﬁﬁ 3.;1 le=g = ﬁ'“";!\éﬁ F}‘?‘:— |e=g

==
==

Variancia
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Por definicdo, tém-se (X} = B{X3} — [B(X)]4, onde E(X) -4; .

i@ (ir’- Foala + 105 — =
Frel i |le=o =

F(X9) = %M‘ﬂ{?}h:ﬁ =— {F — £)3at] |e=ar

:z“{ﬁ + 1)
BxT)m 5

Assim, XY == "‘“} (—} e portanto:

V) =

2.4 Modelo Gama Bivariado

Definicao

Diversos modelos Gama Bivariados tém sido propostos na literatura como

em Balakrishanan e Lai (2009). Um dos mais simples e flexiveis utilizados para

estudar a correlacdo entre periodos de seca e ndo seca tem funcdo densidade de

probabilidade conjunta dada por:

ferlxyl = ﬂ‘ﬁﬁ’:p(-m‘— &:] onde i 3 % 5 = U



a=10,F=210
1_
0,84
0,6
I _
0,4
0,27 % ":
o7
[j? sielalelel Tetels 0
® 4 s -
g e
¥ 10 10 X
1z
14 15

Figura 1. Gama Bivariada

2.4.1 Marginal X

A marginal X é dada por:

o W

frfxk = J fr ) dy = J fﬂrﬁ?('m‘ _&r

X

o

- ﬂ‘ﬁmi-w}fm(-%)éy- el e =),

= folx) = ey epl=ax) = XvGamall, ).

22
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2.4.2 Marginal ¥

A marginal ¥ é dada por:

00 = [ st dm | a0 (- F

- E‘ﬁ! m(-m-%}:ﬁm

Tome #:!'-mrl-ﬁg w gxi =ty o+ o om e assim:

e ke & (RE)T 4y
- 26 '

o
Escrevendo i m (Tafy w W.J%{Fif g )

Set =1, entdo x m q;-:— , 0 que facilita os calculos.
Agora temos:
i. -
"*Emz w
Frly) m m(-m-%):ﬁx-ﬁ @ m(-w-%} dx
] =

i
[1] ParaﬂﬂxﬂJEﬁi, temos x = 0= & ==,

— e
IEL — E‘_ a L lg—}( —t i :I 1
Sexm [S(e—TT=T) entiodx = (TE(1=F oy fdr
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E"
[2] Paraq}m # o, temos & = @ w == @,

fax
-3

JE Lt ot

e C——— ~
Sexm 'Fmi {e-=+To =1), entdo dx =

De [1] e [2] temos:

fely) =atg [ ‘g}( Ff,ﬁ_: — )m:*‘f 2 /afvt)de +

‘f..rg_ lw( T )a{p{ 2. fafyt) dt.

' H'

& —

A nova integral sera resolvida por partes. Tome:

w m @l —2@ft) w du m =2 By wpl —2wfyt) dt,

F [p!
dge = (—H—ZIRTFE. T = \-‘F‘—i.
-1

Assim,
fol)) m 2028 f} (2:: f) Lf T =T apl =2/ 7000) dt.

W

Fely) m ey ‘f =T gl =) it

Através de manipulac@es algébricas segue que:

() = 2(as) Vo (T, (25 7).
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em que &,,.) é a funcdo de Bessel do tipo 11l modificada definida por:

ry - r . 3
O O lf ¥ = D02 qp ()it

D

6: —a=L0F=20
N a=50,p=110
54 ——a=30,(=05
07" a=20,6=0

Figura 2. Marginal do modelo Gama Bivariada.

2.4.3 Periodo total entre seca e ndo seca e a proporc¢do do periodo de néo

Seca

Seja ¥ = X -+ F como o tempo entre os periodos consecutivos de seca, ou

seja, o periodo total e 1" m % , a proporc¢do do periodo de ndo seca em relagao

ao periodo total € Z' = ;
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As varidveis & & £ possuem uma caracteristica notavel para o caso em que
X e ¥ possuem distribuicdo conjunta Gama Bivariada, elas sdo independentes.
Para a demonstrar tal fato considere:

{x ¥} = ix‘,i—) Como z = ii entdo = zx,

O jacobiano da transformacéo é dado por:

refz dl=a

Dessa forma, a distribui¢do conjunta de X e £ é:

ozl z) m | JE=L5 2} fox (H-L%.2))

= xePep (—ax — =) = xadfexp{-aor - fz) = Fulufya)

E portanto, X e Z sdo independentes com X~Famafd «)} e
IxeGamall, 5.

Para se obter a distribuicdo conjunta de K & ¥ considere

R=X+V=X-ZX=X1+2Z)
X X 1

b s oy
Transformando: (a2 = (x{'l + =z, ﬁj temos
romxfl+z) - rlmEimympurew m——mw 14+ zmimzmIE
' w 142 W W

O jacobiano dessa transformacdo é dado por:

L R
el Tl _ila-i
| L
#r dw
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Dessa forma, a distribui¢do conjunta de R e W é:
Fawlrw) = [JHHew)| fo{H Hrw)) =
- —%Wﬁ“ﬁm(—mf—ﬁ%) - —TEEFW(—W—E +§‘) -

i

= [a‘ﬁmp{ﬁ}][rmp(—mw—gﬂ, rxd  O=wal

2.4.4 Marginal W

A marginal W é dada por:

W i

v} = Jfﬁw‘:*‘a W) dre J[ﬁ‘fﬁﬁﬂ][rm('w' g)] dr

(i
- #ﬁm(ﬁ - g) f [ gorpl —cerw)] dr
b
Integrando por partes:
wmprw dicmdre dem @pi—arw) wpm —ﬁﬁ?{-ﬁ?‘w}.

Assim,

. ! [wip(-arn)]dr

i
. L S
![rm{ arw)] dr - ﬁwﬁ:ﬁ W}Iqrf-ﬁw

b - 1 . W_L
= -am-m} |II- - Wm_m} |II- - EI.’#E'I"F}'FI

Portanto:
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Furfm) = :r“ﬁ‘m-(ﬁ - %){miw}: = expifiw ® W(EJ

2.4.5 Marginal R

A marginal R é dada por:

frir) = ffa,wiﬂ W) e - f[ﬁ“ﬁmpﬂﬁ‘}] [rm(—w - g)] dw
- g1 [mp(-arw- B

= (e g () ] f {i{_ﬁg}m}[w(-ﬂ dw

= [ wap(F) r]i‘:_,fm f W [m(- E)] dw,
V] ]

Para 3 m E ¥ —w quando w =+ 0. Da mesma forma, se w m I;E ¥=8

quando w =+ 1. Assim,

falr) = [ﬁ*ﬁwiﬁ‘}ﬂz

J‘f (wep=](~ £ 1

- [ﬁf,fﬂ?:ﬁf} ]Z": ﬁ?‘}mﬁrm41! },--:mﬂ}[ﬁﬁ_},}] ﬂ*},
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f=gar)™

= (a2 f sexpl ) 7 ]Z' B = 1, §)

em que I"{& %} corresponde a fungdo gama incompleta.

2.4.6 Momentos

Tem-se ¥ =ZX, entdo B[X™F"] = FLX™(ZX)"] = E[X™*"Z"]. Como
X e Z s8o independentes, segue que:

B[xm¥™] = B[x™=]B[2"]

E[vam] = f Pﬁ'm*“}%‘:ﬂf‘}ﬁw- f x-m*lﬁﬁi ﬁ’iﬁ-ﬁ‘«’f‘} doy m
o o

=
Tim s+ 2) gmEntd T+ n+2)
gmhte !T{m 7, o 2}:"7'#““1?5?{'?5%‘}?# L g BT

E[Z5] m ! I AZ)dz m ! zﬂﬁm{-ﬁfﬁ dz m

T+l f g . [{n+1)

T !I’{n-t-i}z =) dlz m ===
Portanto:

plgmys] o BRI+ L) niim 4n b L)

Pl [ = ﬁm'llﬁﬁﬂ '

2.5 Modelo Gama Pareto Bivariado

Definicéo
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Sejam X ¢ F duas varidveis aleatérias, 0 modelo bivariado gama pareto

proposto para analise de precipitacdo pluviométrica tem fungdo densidade
conjunta dada por:
xiate

Flxy) = Tony opl-ar—end,

em que &)y & &6 = ¢

I
. I
0,54
0,64
z J
0, 4+
2 J a=1; b=2; c=
0,24 *
1 :=:=n
7 o e
8] e o +"s u]
z 4 2% o .:. e Te®s® ? S
B TS
¥ 810 . 10 x
1z
14 15

Figura 3. Gama Pareto Bivariada

2.5.1 Marginal X

A marginal X é dada por:
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felx) = ff{-’ﬂ}}d} fTﬂbﬁm ax — exy) dy =

xPabe b gbe

- 55 jmﬁ—w—mmr e m&f expl~cxy} dy =

:x‘" be
T TR

B, — | [ ):| x;;t; RYM — %),

wb=lgh

= felx) = T ——api—ax) = X~Gamalb, a).

2.5.2 Marginal ¥

A marginal Y é dada por:

x" B

i) = ff‘lﬁs}’}#ﬁ f T Pl —ax — XY} dx =

{fc + .:—}}hf_r'.:b}f [{ﬂ + Q}-’dl b+ LE‘:P[ —{e + f_}}x] dx =

a¥e l{p+1)  a*be
RGO AG

Essa f.d.p. é dita uma distribuigdo de Pareto tipo II.
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2.5.3 Momentos

xb-gﬁb
Tzl

A marginal de X é dada por fifx)= sxp{—ccx), portanto o

momento de X é:

wi=lgh

Flx] - f X filadetx — fﬁx’“mwi-w} dx —
1] 1]

=
b ,
= I':;_.ﬂbr xmH- Lo —ar) dx =

i I{m-+b}

(e ii=-1 - —
ax) ™ s —ax) dx = &= T (B) ﬁ =

a” ;
=m!€
_T'fm+b)

T a™Tih)

A marginal ¥ é dada por fyiy) = F?g‘"- portanto o0 momento de ¥ é:

BlF]m | p® friyidym | " ;:—;mﬂ% dy = = dy
e

Prudnikov A.P., Brychkov Yu. A., Marichev O. I. (1986 — pag 298)

define:
#‘lﬁ'l
I mﬁﬁ‘= z%=rB{a g =),

Tome:
Ymygmi+lombt+leml gmg

Assim,
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ﬂhéf;(ﬂ)nﬂ.-h-

1
ﬂ"[?”]=m— Bin+lb+tl-n—-1)

g "

AL
= (=) »BGs+1.0-mn).
onde Bfrt+1,&=mn) é a funcdo Beta com pardmetros B +1ed =u; e

b

2.6 Método da Méxima Verossimilhanga

Estimacdo por maxima verossimilhanca € um método para estimar 0s
pardmetros de um determinado modelo estatistico, obtidos a partir da

maximizacdo da funcdo de verossimilhanca.
2.6.1 Funcéo de Verossimilhanca

Seja ¥y, ¥g-w Xy UMa amostra aleatoria de tamanho n da variavel
aleatéria X com funcéo de densidade f{x|&3, com § €@, em que ® é o espaco

paramétrico. A funcdo de verossimilhanga de & correspondente a amostra

aleatoria observada é dada por:

I

o) = [ [ rona

=1
O estimador de méaxima verossimilhanca de & é o valor fe0 que
maximiza funcdo de verossimilhanca Li{#1).

O logaritmo natural da funcdo de verossimilhanca de & € denotado por:
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H@ex)t = Imii@=x).

O valor de & que maximiza a funcéo de verossimilhanca L{#)), também
maximiza H&yx). No caso uniparamétrico em que ® é um intervalo da reta e
H@;x) é derivavel, o estimador de méaxima verossimilhanca em certas situacdes

pode ser encontrado como a raiz da equacdo de maxima verossimilhanga:

d
—l{E) =0

2.7 Estimacédo dos parametros

Seja (XYt wes (g d) UMa amostra aleatoria retirada de uma

populagdo com distribuicdo Gama Bivariada:

a 1

Ferena, i) m ﬂ‘#m(ﬁ"’"" '% :

A funcéo de verossimilhanca é dada por:
[

L= l—[f‘:?ffnﬁrfﬁﬁﬁ}-

p=1i
- Lo ﬁﬁ‘ﬁﬁfp( X} }Z*:] m (e m"p(i( X} E*))
=1 =1

Tomando o logaritimo:

In(L) =In [iﬂ‘f?“*m(i(‘m B &))l

A
=1 g

= Znlnfa) + nlnlf) — :xif:x[}l - fi (%]
=1 =1



fin (L) 2
g:x _Eﬂ_ ={x¢}—ﬁl=}*&— ,_*:m}
Finfl) n - ¥i a I
ag g ;(Tt]-ﬂ#'ﬁ Ee-( j

Caso a amostra possua Distribuicdo Gama Pareto:
xBgbe
f{-"f'.l}'rﬂ.' b, g} = I'ib::[ wpl ax  caph

A funcéo de verossimilhanca é dada por:

i
Lm H.}qw“}‘”m b, “.'-}.

M
_ T [xifatc L
=L = l—[ TT5) axpl —ax;— cxpn) =

(T(b}} ( (- Eﬂn‘r}r})(l—[ )

Aplicando-se In :

in () =In [( } ( ax = ’})(n ﬂ

ﬁh': =
=nin (T*Zhlf}+

5 B
Z_{—m‘, —expn) +In (l—[x,) :

=1

35
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= II‘I{EJI =

=nbnfa) +ninfe) — nin(I(2)) - :}Zpﬁ - f:z:ﬁ;ﬁ + b ln(ﬂx;).

Fib) _né_ ‘:qa:x;; -0

g B e

2 IndL) = nlnfa) —?IM + ln( x‘,)= i
;

&b &b

# In n
ﬁﬁ} -—- Zﬁ‘r}’r -0,

&
Portanto, temos que:

f 5 i
T e
[ ]
s W

a nlnfd) —np(B) + ln{l—l[wr)- 0

Wil

ol g2

i
- Z#r}’r =0,

h ]
em que ﬂ_n]_];:ﬁ m 4{x]} é a funcio digama.

Esse sistema pode ser resolvido de forma aproximada utilizando métodos

iterativos.
2.8 Critério de Akaike (AIC)

O critério de informacdo de Akaike é uma medida de qualidade de ajuste

de um modelo estatistico estimado pelo método da maxima verossimilhanca. A
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informacdo fundamenta-se no conceito de entropia e quando um determinado
modelo ¢é utilizado para descrever a realidade, o critério de informacdo de
Akaike oferece uma medida relativa das informacg6es perdidas. (Emiliano, 2009)

Akaike (1974) definiu seu critério de informagéo como:

AIC=-2ML{F + 20,

em quem In E£&) é o logaritmo natural da funcéo verossimilhanca e p é

namero de parametros.

Nesse trabalho o mecanismo utilizado serd o critério de informacdo de
Akaike corrigido (AlCc) definido por (Bozdogan, 1987):

pip+1)

AlCe= -2 LF)+ 2p+2——7

O AlIC é uma ferramenta para selecdo de modelos, onde aquele que
apresentar menor valor para A{C é o melhor modelo dentre os analisados. Se
considerar apenas modelos ruins, o #AlC selecionara o melhor deles. O seu

calculo s6 torna-se util quando ha comparagéo entre modelos. Por si s6 seu valor

ndo tem significado algum.
2.9 Indices de quantificagdo da seca

Na literatura, € possivel encontrar varios indices que permitem determinar
0 grau de intensidade da seca. O mais utilizado e reconhecido mundialmente € o
indice de Severidade de Seca de Palmer.

PALMER (1965) considera que, para que uma area seja considerada

economicamente estavel, em um determinado periodo, o total de precipitacdo
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além de depender da média entre os elementos meteoroldgicos do local, depende
também das condi¢Bes meteoroldgicas dos meses precedentes e do més atual
para a area em questdo. O célculo do indice estd baseado no calculo dos
elementos do balanco hidrico, utilizando dados de temperatura média mensal,
precipitacdo total mensal e conteddo de &gua no solo. Ele considera 11

categorias de classificacdo do evento seca:

Tabela 1. Classificacdo da seca de acordo com PDSI

PDSI Categoria

Acima de 4,00 Extremamente Umido
3,00a 3,99 Muito Umido
2,00a2,99 Moderadamente Umido
1,00a1,99 Ligeiramente Umido
0,50 a 0,99 Umido incipiente
0,49 a -0,49 Proximo ao normal
-0,50 a -0,99 Seca incipiente
-1,00a-1,99 Ligeiramente seco
-2,00a-2,99 Moderadamente seco
-3,00 a-3,99 Muito seco

Abaixo de -4,00 Extremamente seco

McKee (1993) desenvolveu o Indice Padronizado de Precipitacdo (SPI)
gue quantifica o déficit ou o excesso de precipitacdo em diferentes escalas de
tempo. Essa caracteristica torna o SPI uma valiosa ferramenta para todos os
estudos de disponibilidade hidrica.

Santos e dos Anjos (2001) utilizaram o SPI para monitorar as condic¢des

hidricas em Pernambuco e concluiram que a utilizagdo desse indice é eficiente
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para indicar situacBes climaticas extremas entre diferentes microrregides e
mostrar com certa antecedéncia situacdes de seca.
O SPI é calculado considerando os dados de precipitacdo pluviométrica

B Wormerfl . UM valor k relativo a unidade utilizada é fixado, podendo k ser
expresso em dias, semanas e meses. A varidvel precipitacdo acumulada em &
unidades de tempo é definida como a soma das k precipitacOes anteriores.

Logo, a série g, ko, ue B - e d€ precipitacédo acumulada em & unidades de

tempo nos da uma amostra da variavel precipitacdo acumulada.

Py wy -+ g+ o B

Fo=pg s Pab oo, gy

Fg m B+ Pogy T oo Pgmte

Fpmipsl ™ Pampst T Pumpsz T oo

Com essa amostra, utilizando o método da maxima verossimilhanga, uma
distribuicdo Gamale, §) é ajustada

o
Flx) = %w“"-e'ﬁ, xm 0

Com meédia dada por % e a variancia por %
Quando o parametro « é grande ele pode ser aproximado por 7 = lel,

onde |e&] é a parte inteira de @. Como uma variavel aleatoria rgmain, &) é

soma de n varidveis aleatdrias exponenciais:
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Gamafn, §) = gﬂﬂmﬁia g = zﬁ’f}" (8

Assim, pelo teorema central do limite central, a funcdo densidade de

distribuicio da Gamatn, &) pode ser aproximada por uma distribuicdo Normal.
. i
flxinN (E.' Fj

Dessa forma, o SPI é calculado como o valor correspondente & Normal

Padréo:
-
SR
Xt
7

P; - Precipitagdo acumulada no periodo.
% - Precipitacdo média do periodo em questdo.

vm
L

7 Desvio padrdo da série historica de precipitacdo na escala em estudo.

Como o indice é obtido a partir de valores gerados por uma Normal
Padrdo, considera-se seca quando o SPI é negativo e ndo seca para valores
positivos e a severidade da seca baseadas em quantidades de desvios padréo.

Tabela 2. Classificacdo da seca de acordo com SPI

SPI Categoria

Acima de 2,00 Extremamente Umido
1,50a2,99 Severamente Umido
1,00a 1,49 Moderadamente Gmido
0,10a0,99 Umidade Incipiente

0a-0,99 Seca Incipiente



-1,00a-1,49
-1,50a-1,99
Abaixo de -2,00

Moderadamente seco
Severamente seco

Extremamente seco

41
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3 METODOLOGIA
3.1 Dados

Os dados obtidos sdo indices Padronizados de Precipitacdo (SPI),
fornecidos pela estacdo meteoroldgica de codigo 2349030 que faz parte de uma
aglomeracdo de estacOes de 3 redes de agéncias que operam no Parand: IAPAR,
SIMEPAR e INMET. A estacdo tem coordenadas geogréficas dadas por 23° 30’
de latitude sul, 49° 55’ de longitude oeste, 512 metros de altitude, localizada na
cidade de Joaquim T&vora no estado do Parand. Situada a 314 km da capital
Curitiba, possui populacéo total de 9.672 habitantes. O clima é o subtropical
Umido mesotérmico, onde os verfes sdo quentes com tendéncia de concentracao
das chuvas (temperatura média superior a 22° C), 0s invernos com geadas pouco

frequentes (temperatura média inferior a 18° C), sem estacdo seca definida.

Figura 4. Localizacdo de Joaquim Tavora no mapa.

A série historica dos dados é relatada em meses iniciando-se em janeiro
de 1976 e tendo fim em dezembro de 2005, totalizando 30 anos, ou seja, 360

meses. Esses dados encontram-se no apéndice.
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De acordo com a apresentacdo dos dados, 0s meses que apresentam
valores de SPI abaixo de -1 sdo considerados como periodo de seca, 0s demais
séo considerados periodos de ndo seca.

A partir da tabela dos dados, realizando a contagem dos meses

consecutivos de ndo seca {&) e dos meses subseqiientes de seca {¥} obtém-se
dados pareados X, ) de ndo seca e seca (Tabela 5 — apéndice), 0s quais serdo

ajustados pelas distribuicbes Gama Bivariada e Gama Pareto.

3.2 Estimacéao

O método de estimacdo de pardmetros utilizado tanto para o Modelo
Gama Bivariado quanto para o Modelo Gama Pareto foi 0 método da méxima
verossimilhanca o que implicou em sistemas que foram solucionados através de

método iterativo.

3.3 Critério de ajuste

A qualidade de ajuste dos modelos foi verificada por meio de gréficos de
probabilidade (PP-plot). Esses sdo construidos da seguinte forma:

Suponhamos que as varidveis aleatérias X e ¥ satisfacam a relacdo

funcional:
X =a¥ + b

Entdo,

Erp ) m F[XM‘]-F[:::FMﬁx]-F[Fﬁ_}_f;-i,(-*"'" E‘)

w Bofx) m v A(x), em que Alx) m %i'.
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Logo,

Frlx) =Fye dlx) = B )= 4t e M) = By ) = aly () + b
Defina a curva em [E=:

(1] — B2 ,

x = (B 00,5 00)

Portanto,

x = (Fy~{x),aF~*(x) +b) representa a equagdo parametrizada de

uma reta em E=.

A Fy(x)

Figura 5. Grafico da Equacdo da reta em
Suponha que F- seja conhecida e que se tenha uma amostra aleatoria da
variavel X. Podemos entdo utilizar o seguinte critério gréafico para evidenciar a
veracidade da relacdo ¥ m gX - &.
Como se tém uma amostra aleatdria de X calcula-se a acumulada empirica

de X.
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. F, empirica

\_r_l
FEl

Figura 6. Gréfico da funcdo acumulada empirica de

Se os intervalos de valores inversos de X dados pela acumulada empirica

se aproximam da reta ¥ m @X + &, entdo temos evidéncias da veracidade da

existéncia dessa relagdo linear. No caso em que se quer provar que & = I tem-se

que a reta deve passar pela origem.

@
o

0.4

0.0

| I I | | |

00 02 04 06 08 10

Figura 7. Grafico PP-Plot para a relagdo
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3.4 Escolha do modelo

Uma das metodologias mais empregadas para a escolha de modelos é o

critério de informagédo de Akaike {AIC]. Nesse trabalho foi utilizado o critério
de informacdo de Akaike corrigido {4ICel (Bozdogan, 1987). O modelo

escolhido é aquele que apresenta menor valor de Af{E.

3.5 Softwares

Todos os calculos foram realizados utilizando o software R e 0 0

aplicativo Maple.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Para o ajuste dos modelos: Gama Bivariado e Gama Pareto, foi utilizado
uma série historica de indices padronizados de preciptacdo (SPI) medidos em
meses, coletados pela estacdo meteoroldgica na cidade de Joaquim Tavora no
estado do Parana (Tabela 4 — Apéndice).

As estimativas foram obtidas pelo método da maxima verossimilhanca.

Tabela 3. Pardmetros estimados

Modelo & 5 ¢ L p  AlCe
Gama 0.3112583  2.49141000  --------- -207.81 2 419.8858
Bivariado

Gama 0.26384231 1.695327183 0.13314447 -200.58 3 407.7137

Pareto

O formato do modelo Gama Bivariado com o0s pardmetros #

@ e 5, estimados acima é:
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0,15
0,10
fdpe ajustada
0,05
o
0 5 va3s 0
4 I atatetetelatalel &
Petiodo de seca(meses) 8 10 WIS 10 Perindo de ndo seca(heses)
12 %
14 15

Figura 8. Gama Bivariada

O formato do modelo Gama Pareto Bivariado com os parametros &, & & &,

estimados acima:

0,015
0,010
fepe ajustada
0,005
2o
0 0
2 4 PCICC >
)
g B e tatetete et et st e tel
Petiodo de secalmeses) 810 Sresiess 10 Periodo de niio seca(meses)
e
o R
14 15

Figura 9. Gama Pareto

Para o0 modelo Gama Bivariado o ajuste grafico das marginais é o

seguinte:



Periodo de Ndo Seca

¥
000 004 008
I O R B |

0 5000 15000

Index

fdp ajustada

Density
000 004 0.08

0 5 10 15 20 25

Density

000 004 008
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| R B a—

0

5 10 15 20 25

d

Figura 10. Ajuste da marginal ao histograma de frequéncia dos
periodos de ndo seca.

Periodo de Seca

fdp ajustada

Density
00 05 10 15

Density

15

1.0

0.0 05

Figura 11. Ajuste da marginal ao histograma de frequéncia dos
periodos de seca.

Para 0 modelo Gama Pareto o ajuste grafico das marginais é o seguinte:



Periodo de Nao Seca

fx
000 004 008
T N |

fdp ajustada

Density
000 004 008

0 5 10 15 20 25

X

Density
000 0.04 008

—r 1 1T 1T 1
0 5 10 15 20 25

X

Figura 12. Ajuste da marginal ao histograma de frequéncia dos
periodos de ndo seca.

Periodo de Seca

Ty
00 02 04 08
L L L L

fdp ajustada

Density
00 05 10 15

Figura 13. Ajuste da marginal
pe

Density
10 15

0.0 05

ao histograma de frequéncia dos
riodos de seca.
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Uma inspecdo visual das figuras anteriores mostra que o ajuste das
marginais para ambos os modelos relativos ao periodo de ndo seca é satisfatorio,
porém para o periodo de seca o0 ajuste é insatisfatorio.

Tal fendmeno pode ser ainda melhor investigado utilizando-se graficos
PP-Plot.
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Figura 14. Graficos de PP-Plot

O critério para que se considere que 0 ajuste seja satisfatério é a
aproximacdo dos dados a reta de 45°. Portanto, tanto 0 modelo Gama Pareto
guanto 0 modelo Gama Bivariado explicam bem os dados para o periodo de ndo
seca. Ja para o periodo de seca 0 ajuste € bastante insatisfatdrio como

anteriormente observado.
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Certamente, tal fato ocorre em razdo de nao haver longos periodos de seca
na cidade analisada, Joaquim Tavora. Do total de 360 meses analisados apenas
58 meses foram secos. Esses meses secos se agrupam em 3 classes, ndo
ultrapassando 3 meses consecutivos de seca: 38 épocas em que ocorreu 1 més
consecutivo de seca, 7 épocas em que ocorreu 2 meses consecutivos de seca e 2
épocas em que ocorreu 3 meses consecutivos de seca. Os outros 302 meses de
ndo seca sdo distribuidos em classes que variam de 1 més consecutivo de nédo
seca até 22 meses consecutivos de ndo seca de forma bastante heterogénea.

De acordo com o critério de 4fC: temos que 0 modelo Gama Pareto

apresenta melhor os dados em relagcdo ao modelo Gama Bivariado.
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5 CONCLUSAO

As distribuicbes Gama Bivariada e Gama Pareto ajustadas aos indices
Padronizados de Precipitacdo, através de suas marginais, modelaram
satisfatoriamente o comportamento dos periodos de ndo seca para a cidade de
Joaquim Tavora — PR. Para os periodos de seca 0 ajuste ndo foi satisfatorio.

A distribuicdo Gama Pareto se ajustou melhor que a distribuicdo Gama
Bivariada aos dados analisados.

Devido ao fato da cidade de Joaquim Tavora — PR ndo apresentar longos
periodos contiguos de seca, sendo que a duracdo maxima consecutiva de seca foi
3 meses, a série de dados de Indices Padronizados de Precipitacdo teria um

melhor ajuste se fosse coletada em periodos curtos de semanas ou dias.
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Tabela 4. Dados em SPI fornecidos pela estacdo meteoroldgica de

APENDICE

codigo 2349030 da cidade de Joaquim Tavora.

ANO MES SPI ANO SPI  ANO SPI

1976 1 -1.04 1986 -0.64 1996 -0.25
1976 2 0.06 1986 1.68 1996 0.63
1976 3 1.23 1986 0.94 1996 1.49
1976 4 0.03 1986 0.71 1996 0.01
1976 5 0.38 1986 1.24 1996 -1.54
1976 6 0.48 1986 -1.28 1996 -0.28
1976 7 0.54 1986 -0.71 1996 -0.59
1976 8 1.79 1986 1.68 1996 0.12
1976 9 0.59 1986 0.07 1996 0.66
1976 10 1.09 1986 -1.38 1996 0.02
1976 11 -0.03 1986 -0.30 1996 0.11
1976 12 -0.18 1986 142 1996 -0.04
1977 1 -0.50 1987 -0.75 1997 1.51
1977 2 -0.40 1987 0.30 1997 0.70
1977 3 -0.35 1987 -2.55 1997 -2.05
1977 4 0.29 1987 -0.83 1997 0.23
1977 5 -1.94 1987 1.44 1997 -0.31
1977 6 0.51 1987 136 1997 1.91
1977 7 0.13 1987 -0.44 1997 -0.75
1977 8 -0.69 1987 -0.66 1997 0.59
1977 9 -0.77 1987 0.43 1997 -0.33
1977 10 -0.38 1987 -0.65 1997 -0.40
1977 11 0.89 1987 0.82 1997 0.76
1977 12 -0.56 1987 -1.56 1997 -0.59
1978 1 -1.49 1988 0.16 1998 -0.57
1978 2 -2.01 1988 -0.45 1998 0.98
1978 3 0.70 1988 -0.16 1998 0.19
1978 4 -2.02 1988 0.54 1998 151
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ANO ME SPI ANO SPI ANO SPI

1978 5 0.15 1988 1.22 1998 0.05
1978 6 -0.76 1988 -0.32 1998 -0.51
1978 7 2.08 1988 -2.70 1998 0.25
1978 8 -0.41 1988 -1.11 1998 1.01
1978 9 0.52 1988 -0.70 1998 1.52
1978 10 -1.03 1988 1.10 1998 0.86
1978 11 0.48 1988 -1.40 1998 -2.55
1978 12 0.06 1988 0.07 1998 0.49
1979 1 -1.96 1989 1.21 1999 1.13
1979 2 -0.35 1989 0.24 1999 0.03
1979 3 -1.58 1989 0.73 1999 -1.52
1979 4 -0.91 1989 -1.14 1999 0.23
1979 5 0.60 1989 -0.80 1999 -0.39
1979 6 -1.28 1989 0.40 1999 0.41
1979 7 0.01 1989 1.62 1999 0.08
1979 8 091 1989 0.64 1999 -1.11
1979 9 0.81 1989 1.06 1999 0.37
1979 10 0.47 1989 0.13 1999 -1.64
1979 11 0.96 1989 0.08 1999 -1.46
1979 12 -0.80 1989 0.79 1999 -2.36
1980 1 1.08 1990 1.58 2000 -0.88
1980 2 1.18 1990 -1.60 2000 1.08
1980 3 0.34 1990 -0.06 2000 -0.33
1980 4 -0.07 1990 0.86 2000 -2.49
1980 5 -0.70 1990 0.00 2000 -1.46
1980 6 0.07 1990 -0.32 2000 -0.15
1980 7 0.67 1990 1.26 2000 0.18
1980 8 0.92 1990 1.11 2000 0.96
1980 9 0.18 1990 -0.41 2000 0.82
1980 10 -0.85 1990 0.07 2000 -1.23
1980 11 -0.81 1990 -0.79 2000 1.61
1980 12 1.68 1990 -0.82 2000 0.25
1981 1 0.65 1991 0.05 2001 -1.04
1981 2 -1.25 1991 -0.32 2001 151
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ANO MES SPI ANO SPI ANO SPI

1981 3 -0.55 1991 0.33 2001 0.14
1981 4 1.18 1991 0.47 2001 -0.80
1981 5 -248 1991 -0.45 2001 0.36
1981 6 0.19 1991 0.86 2001 0.57
1981 7 -0.67 1991 -0.85 2001 0.50
1981 8 -0.59 1991 0.06 2001 0.31
1981 9 -1.98 1991 -0.35 2001 0.10
1981 10 110 1991 -0.26 2001 -0.40
1981 11 0.71 1991 -0.30 2001 -0.23
1981 12 1.00 1991 1.63 2001 0.51
1982 1 -0.89 1992 -1.82 2002 0.54
1982 2 1.15 1992 0.57 2002 0.13
1982 3 -0.70 1992 1.84 2002 0.03
1982 4 -1.10 1992 0.80 2002 -2.02
1982 5 0.16 1992 091 2002 0.92
1982 6 1.80 1992 -0.51 2002 -1.28
1982 7 1.79 1992 -0.67 2002 0.40
1982 8 -0.44 1992 -0.29 2002 1.42
1982 9 -1.87 1992 0.74 2002 -0.13
1982 10 1.25 1992 0.50 2002 0.02
1982 11 1.75 1992 -0.17 2002 0.69
1982 12 1.81 1992 -1.20 2002 -0.37
1983 1 -0.08 1993 1.11 2003 -0.19
1983 2 -1.03 1993 0.63 2003 0.24
1983 3 0.90 1993 0.85 2003 -0.06
1983 4 0.45 1993 0.01 2003 0.99
1983 5 214 1993 -0.12 2003 0.03
1983 6 1.38 1993 0.68 2003 -0.53
1983 7 -1.12 1993 -0.28 2003 0.94
1983 8 -1.11 1993 -0.05 2003 0.08
1983 9 1.71 1993 1.11 2003 -0.37
1983 10 0.32 1993 -0.51 2003 -1.17
1983 11 0.18 1993 -1.59 2003 1.47
1983 12 -0.42 1993 0.73 2003 -0.57
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ANO MES SPI ANO SPI  ANO SPI

1984 1 0.22 1994 0.30 2004 0.44
1984 2 -1.16 1994 -0.48 2004 -0.54
1984 3 -0.59 1994 -0.18 2004 -0.09
1984 4 -0.05 1994 0.72 2004 0.93
1984 5 0.15 1994 -0.19 2004 1.27
1984 6 -1.27 1994 0.64 2004 -0.04
1984 7 -1.32 1994 -1.12 2004 0.86
1984 8 0.87 1994 -1.11 2004 -1.08
1984 9 0.24 1994 -2.23 2004 -1.77
1984 10 -1.54 1994 0.22 2004 1.48
1984 11 -0.49 1994 0.69 2004 0.98
1984 12 1.62 1994 -0.57 2004 -0.56
1985 1 -0.66 1995 1.39 2005 1.39
1985 2 0.75 1995 0.30 2005 -2.44
1985 3 1.03 1995 0.84 2005 -0.70
1985 4 1.26 1995 1.04 2005 -0.33
1985 5 0.33 1995 -0.70 2005 -0.06
1985 6 -1.01 1995 0.61 2005 -0.30
1985 7 -0.67 1995 0.59 2005 0.06
1985 8 -0.88 1995 -0.22 2005 -0.44
1985 9 -1.09 1995 0.82 2005 0.44
1985 10 -0.82 1995 0.97 2005 2.60
1985 11 -0.25 1995 -1.16 2005 -0.55
1985 12 -0.75 1995 0.03 2005 -0.79

Os meses que apresentem valores de SPI abaixo de -1 sdo considerados
como periodo de seca, os demais sdo considerados periodos de ndo seca. Dessa

forma, é possivel contabilizar os periodos consecutivos como na tabela seguinte.



Tabela 5. Periodos de seca e ndo seca na cidade de Joaquim Tavora.
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