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O que é a vi da senão uma espi r al  sem fi m, em que nos
per demos i r r emediavelmente e, ao ol har  par a os l ados, não
há pontos de r efer ência em que possamos nos basear ?
Caindo sempr e, embor a a sensação da fal ta de peso si r va
par a uma compr eensão fal sa de l i ber dade;  escol ha uma.

Fique a sal vo da l evi andade i ncr édula de mentes
vazias ou busque a vanguar da do que você pr ópr i o, embor a
cépti co, possa cr i ar . A espi r al  pode se tor nar  uma i nfi ni dade
de cami nhos concor r entes, assim que você par ar  seu fal so
gi r o. De que adi antar i a, afi nal , todos os caminhos ser i am
infi ni tamente os mesmos, sempr e.... Conti nue caindo, melhor
par a al guns, a fal sa per cepção de um mundo em colapso
sobr e si  mesmo, como aquel a espi r al .

Ricardo Antônio Naberegny de Lara
naberegny@hotmail.com
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Estudo de alocação de recursos em  redes de
acesso uti l i zando ferramentas da Teoria dos

Jogos e A lgori tmos Genéticos

Resumo

Foi  estudado o problema de al ocação de custos entre
cl i entes de uma rede de acesso. Seus f undamentos,
l imi tações, i mpl i cações e recursos matemáti cos necessári os à
sua resolução.

Foram apresentadas considerações e deduções do
problema, que f oi  modelado como sendo um j ogo na f orma
cooperati va. Um importante resul tado obti do f oi  a anál i se por
di versos ângulos do problema, bem como sua i nterpretação
geométri ca.

Parti ndo-se do entendimento do problema, da
interpretação geométri ca, e do estudo de um algori tmo exato
para a obtenção do nucl eol us cuja complexi dade de tempo e
espaço é exponencial , chegou-se a uma proposta de heurísti ca
que trabalha com um número l i near de restri ções, com base
no uso de A l gori tmos Genéti cos associados ao Si mplex.

Pal avr as-chave:  redes de acesso, Teori a dos Jogos,
A lgori tmos Genéti cos, i nterpretação geométri ca, nucleolus,
restri ções, Simplex.
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A n study on resource al l ocat i on i n access
network usi ng concepts of  Games Theory

and Geneti c A l gori thms

Abstract

We studied the problem of  cost al l ocati on among users
of  an access network. I ts f oundati ons, l imi tati ons,
impl i cati ons, and mathemati cs resources necessari es to the
problem resoluti on.

We presented considerati ons and deducti ons about the
problem, whi ch was modeled as a cooperati ve game. A n
important resul t accompl i shed was an anal i sys by di f f erent
perspecti ves as wel l  as i ts geometri c i nterpretati on.

Starti ng wi th the problem understanding and the study
of  an exact al gori thm to obtai n the nucleolus whose
complexi ty of  t i me and space i s exponenti al , and al so the
geometri c i nterpretati on of  the problem, we obtai ned a
proposal   of  an heuri sti c whi ch  works wi th a l i near number
of  constrai nts, based on the use of  Geneti c A l gorythm
associated to Simplex.

K eywor ds: access network, Game Theory, Geneti c
A lgorythm, geometri c i nterpretati on, nucleolus, constrai nts,
Si mplex.
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Capítulo 1 – Introdução

V ár i os probl emas do di a-a-di a,  e até mesmo o mai or
desaf i o para al guns de nós,  a nossa v i da,  podem ser
encarados como um j ogo.  Há,  cl aro,  os j ogadores,  em que
nós própr i os nos i ncl uímos,  regras a serem segui das,
obj et i vos,  puni ções,  cooperação e compet i ção ent re os
par t i ci pantes.

Se consegui rmos def i ni r  de manei ra sat i sf atór i a esses
componentes para at i ngi rmos um obj et i vo ou superarmos um
probl ema,  podemos f azê- l o ut i l i zando f er ramentas
matemát i cas e anal í t i cas.  A ssi m surgi u a Teor i a dos Jogos,
que é usada nos mai s di versos campos,  desde Ecol ogi a,
Economi a,  Pedagogi a e até na I ntel i gênci a M i l i t ar .

Um probl ema na computação,  assi m como em out ros
setores,  é o de al ocação de recursos ent re vár i os usuár i os de
uma rede,  como água,  l uz,  ou de uma rede de computadores.

A  sol ução deste probl ema é de suma i mpor tânci a,  com
o aumento da pr i vat i zação no f orneci mento dos serv i ços,
poi s um custo míni mo preci sa ser  cal cul ado,  ao mesmo
tempo em que este sej a repassado de f orma j usta a t odos que
compar t i l ham da mesma rede.  Nenhum subgrupo pode arcar
com um custo super i or  ao obt i do pel a sol ução encont rada
para t oda a rede.

I nf el i zmente o probl ema não é t ão si mpl es assi m.  A
rede pode ser  r epresentada por  um graf o,  com o nó rai z
representando o f ornecedor  do serv i ço,  e vár i os nós
representado os cl i entes deste serv i ço.  M as há rest r i ções a
serem observadas,  e estas f azem a compl ex i dade do
probl ema crescer  exponenci al mente com o t amanho da rede.

A  par t i r  do estudo de um al gor i tmo exato,  que usa
Têmpera Si mul ada e B ranch &  Bound para obtenção de uma
sol ução ot i mi zada mas não most rou como esse uso f oi  f ei t o,
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propõe-se uma out ra heur í st i ca para se t entar  r esol ver  o
probl ema.

A l ém da Teor i a dos Jogos,  será ut i l i zada out ra
f er ramenta ex t remamente poderosa de ot i mi zação de
probl emas,  o método Si mpl ex ,  capaz de l i dar  com
programação l i near .

Out ra i déi a i nt eressante a ser  ut i l i zada  no t r abal ho é
a dos al gor i tmos genét i cos,  que seguem l ei s evol ut i vas,  poi s
f azem al usão à própr i a cadei a cromossômi ca,  à manei ra de
como a i nf ormação mai s bem sucedi da (darw i ni smo)  é
passada adi ante,  i nspi rando este t i po promi ssor  de
programação.

Este t r abal ho t em por  obj et i vo uni r  os concei t os e
apl i cações da Teor i a dos Jogos Cooperat i vos,  A l gor i tmos
Genét i cos,  Si mpl ex  e estudo de uma heur í st i ca exata cuj a
compl ex i dade de t empo e espaço é exponenci al ,  para propor
uma heur í st i ca que venha a obter  uma sol ução aprox i mada
para o probl ema de al ocação de custos em redes de acesso,
cuj a compl ex i dade sej a l i near .  O estudo f oi  f ocado no
probl ema em se t r atar  r edes mui to grandes ( com mai s de 25
pontos) .

I st o é mui to út i l ,  j á que de nada adi anta a mel hor
sol ução dent re t odas ser  possí vel  de ser  cal cul ada,  se el a
l evar  t empo demai s para ser  obt i da.  Entenda por  t empo
demai s,  em computação,  al go que var i a de meses a dezenas
de anos ou mai s para ser  cal cul ado.  Def i ni t i vamente,  o que
não desej amos esperar .

Segundo estudos,  r eal mente não é necessár i o t odo o
espaço de rest r i ções,  que é da ordem de 2n ,  onde n é o
número de usuár i os da rede.  A  heur í st i ca busca j ustamente
sel eci onar  somente as rest r i ções que i nteressam dent re t odas
as possívei s,  di mi nui ndo assi m a compl ex i dade de t empo e
espaço de exponenci al  para l i near ,  obtendo uma sol ução
próx i ma da ót i ma,  em tempo e com recursos acei t ávei s.

Fi nal mente,  al ém de ser  um t rabal ho expl oratór i o e
propor  uma heur í st i ca,  é t ambém de computação ci ent í f i ca,
apresentando a i nterpretação geomét r i ca do probl ema,  que
f aci l i t a a v i sual i zação e entendi mento de uma sér i e de
concei t os f ormai s e se revel ou de enorme i mpor tânci a.  I sto
possi bi l i t ou t ambém f ormul ar  uma expl i cação própr i a de
porquê é possí vel  a r edução da compl ex i dade de t empo e
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espaço de exponenci al  para l i near ,  sustentando a
apl i cabi l i dade da heur í st i ca apresentada.

Ou sej a,  o t r abal ho não se l i mi t ou a usar  i déi as e
concei t os j á ex i st entes,  segui ndo por  vezes uma l i nha de
raci ocíni o própr i a,  f undamentada com base no que f oi
estudado e usando concei t os matemát i cos acei t os e bem
def i ni dos,  numa área ex t remamente i nteressante,  pel as
i mpl i cações matemát i cas por  t r ás do probl ema.
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Capítul o 2 - Ref er enci al  Teór i co

2.1 Pr ob l emas de Ot i m i zação em Redes de
               A cesso

Como podemos representar  uma rede,  sej a el a de água,
l uz,  t el ef one,  de computadores,  et c? (Fi g.  2.1) .

Uma est rutura adequada,  em matemát i ca,  chama-se
graf o.  Um graf o é const i t uí do de nós,  e de arestas,  l i gando
estes nós.

Formal mente,  chamamos G= (N,E)  uma rede de acesso
representada por  um graf o com um conj unto N de nós,
representando os pontos a serem conectados,  no caso,  os
usuár i os de um serv i ço na rede,  e um conj unto E de ar cos,
representando as possi bi l i dades de l i gações ent re estes
pontos,  ambos f i ni t os (Fi g.  2.2) .

F i gu r a  2 . 1 .  U su ár i os e o  f o r n eced or  d o  ser v i ço
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F i gu r a  2 . 2 .  U m  g r a f o  com  os u su ár i os e o  f o r n eced or

Para cada nó i  ∈  Ν  pode ser  associ ada uma demanda
di ,  que no caso mai s geral  pode ser  mai or  que zero (nó preto
ou nó de cl i ente) ,  ou sej a,  os que estão l i gados ao nó
f ornecedor ,  menor  que zero (nó f ornecedor )  ou i gual  a zero
(nó bi f ur cação ou t r ansbordo)  [ M OREI RA , 2002] .  A
presença de nós de t ransbordo,  ou nós brancos,  é encarada
como si t uações em que a deci são de menor  custo pode segui r
i ni ci al mente por  uma t r aj etór i a comum  e só a par t i r  de
determi nado ponto,  bi f ur car  o cami nho para l i gar  os
cl i entes,  aumentando a possi bi l i dade de l i gações do graf o.
Estes nós,  porém, não preci sam necessar i amente par t i ci par
da sol ução ót i ma [ M OREI RA , 2002] .

Consi derar  os nós de t r ansbordo na sol ução,  i mpl i ca
em t rabal harmos com um probl ema que é NP-D i f í ci l
[ M OREI RA , 2002] .

Os nós do graf o t ambém podem ter  capaci dades e
custos associ ados,  út i l  para si t uações em que um posto de
f orneci mento de um serv i ço pode ser  i nstal ado em um nó
com um cer to custo de const rução e uma cer t a capaci dade de
atendi mento,  encont radas nos probl emas de l ocal i zação de
f aci l i dades,  por  exempl o [ M OREI RA , 2002] .  I st o t orna o
uso dos graf os mai s f l ex í vel ,  podendo-se t r abal har  com
out ros t i pos de obj et i vo.

Capaci dades de atendi mento devem ser  l evadas em
conta pr i nci pal mente nos probl emas em que as l i gações t êm
um l i mi t e f í si co de t r anspor te,  como energi a el ét r i ca,  r edes
hi drául i cas,  et c.
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De f orma semel hante,  cada l i gação possui  um custo c i j
embut i do caso o ar co ( i , j )  ∈  E sej a escol hi do na sol ução
ót i ma.  O arco pode possui r  t ambém l i mi tes super i ores e
i nf er i ores para o f l uxo do produto a ser  t r af egado pel a rede,
dependendo da si t uação.

Com a conf i guração destes parâmet ros,  o custo
míni mo para a const rução da rede em questão pode ser
obt i do at ravés de ex tensões de probl emas de cami nho
míni mo,  ou de árvore geradora míni ma,  ou de árvore de
Stei ner ,  ou do probl ema de l ocal i zação de concent radores
ent re out ros conheci damente ef i ci entes para estas si t uações
[ M OREI RA , 2002] .

Como l i gar  os nós de usuár i os ao posto de
f orneci mento de f orma barata? Como o f ornecedor  é comum,
a manei ra mai s i ndi cada é usando-se uma árvore
[ M OREI RA , 2002] .  A  ár vore pode em cer t os casos ser
obt i da por  al gor i tmos de obtenção de árvores geradoras
míni mas,  aquel as que abrangem todos os nós,  e que não
possuem ci cl os,  i st o é,  mai s de uma l i gação chegando a um
determi nado nó.

Ci cl os podem ser  i mpor tantes em redes em que cer t os
usuár i os do serv i ço não podem f i car  de manei ra al guma sem
f orneci mento.  Se uma l i gação f í si ca até el es f or
i nter rompi da,  estes usuár i os preci sam de out ra v i a para
receber  o serv i ço.

M as apesar  da árvore ser  a f orma mai s barata para
f azer  a conexão ent re cl i entes e f ornecedor ,  em
tel ecomuni cações,  as redes de acesso podem possui r  out ras
est ruturas,  como a de anel ,  varal ,  e combi nação de vár i as
topol ogi as,  por  exempl o.  I sso deve-se ao f ato de out ras
caracter í st i cas serem também l evadas em consi deração,
como hi erarqui a na rede,  di sposi ção dos equi pamentos,  et c.

“ Obt i da a sol ução ót i ma para a i nstânci a consi derada,
natural mente surge o probl ema do ratei o deste custo míni mo
ent re os consumi dores de uma manei ra j usta,  buscando
conci l i ar  duas metas,  a de f ormação da rede ót i ma e a
sat i sf ação de todos.  Em out ras pal av ras,  procura-se repar t i r
o custo da rede de uma f orma que nenhum subconj unto de
usuár i os pref i r a montar  sua própr i a sub- rede em vez de
par t i ci par  da proposta pel a  sol ução de custo míni mo t otal .
Estas consi derações sugerem o uso da t eor i a dos j ogos
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cooperat i vos para a sol ução do probl ema.” [ M OREI RA ,
2002] .

A  Teor i a dos Jogos t em se most rado uma f er ramenta
ef i ci ente nas mai s di versas áreas,  e é empregada com
sucesso t ambém na resol ução de probl emas envol vendo
graf os e ár vores,  como é o caso do ratei o de custo ent re
usuár i os em uma rede.

2.1.1 Def i n i ndo o j ogo de Á r vor e ger ador a m ín i ma

É usada a Á rvore Geradora M íni ma,  chamada
comumente por  A GM , poi s dent re as vár i as possi bi l i dades
de se l i gar  usuár i os a um f ornecedor  em uma rede,  esta é a
manei ra mai s si mpl es que ex i ste,  porque possui  o menor
custo associ ado aos nós cl i entes,  poi s não possui  l i gações
desnecessár i as,  ou sej a,  que preci sem ex i st i r  para l i gar  nós
que j á não t enham si do l i gados [ M OREI RA , 2002] .

Esta árvore possui  como rai z o nó que representa o
f ornecedor  comum do serv i ço consi derado,  r ami f i cando-se
em nós cl i entes que t êm uma demanda mai or  que zero deste
serv i ço.  Estes nós cl i entes podem ser  as f ol has da árvore ou
estarem ent re as f ol has e a rai z.

Ex i stem di versos al gor i tmos j á conheci damente
ef i ci entes para obtermos uma A GM  em um graf o,  não sendo
assunto de di scussão neste t ex to.

A  obtenção da A GM  é um probl ema j á sol uci onado de
f orma bastante ef i ci ente e conheci da.  M as após i sso surge o
probl ema pr i nci pal .  Como di v i di r  o custo ent re os cl i entes
de f orma míni ma? Cl aro,  para que t odos quei ram par t i ci par
da sol ução,  é preci so que ni nguém se si nta prej udi cado,
pagando um val or  mai s al t o ao que pagar i a se l i gasse de
out ra f orma ao f ornecedor .

É neste contex to que ent ra a Teor i a dos Jogos,  que
t rata do probl ema t r ansf ormando-o em um j ogo de A GM , e
cooperat i vo,  por  haver  col aboração ent re os j ogadores,  ou
usuár i os do serv i ço.
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2.1.2 O  núcl eo do Jogo de Á r vor e Ger ador a M ín i ma

O núcl eo do j ogo de A GM , é def i ni do como o conj unto
das combi nações de al ocações de custos v i ávei s,
determi nado pel as rest r i ções que representam o custo
máx i mo que cada combi nação de j ogadores pode pagar
[ M OREI RA , 2002] .

Qual quer  combi nação de di st r i bui ção de custos ent re
os j ogadores em que nenhum del es i r á pagar  mai s do que
pagar i a ao se l i gar  de out ra f orma ao f ornecedor  f az par t e
do núcl eo do j ogo.

É comprovado em estudos que o núcl eo do j ogo nunca
será vazi o,  ou sej a,  sempre vai  ex i st i r  ao menos uma
sol ução j usta para os j ogadores [ M OREI RA , 2002] .

Temos também que as sol uções que per t encem ao
núcl eo podem ser  l i das di r etamente do graf o consi derado na
sol ução [ M OREI RA , 2002] .

2.2 A  T eor i a dos Jogos Cooper at i vos

Para este probl ema,  é mai s recomendado,  para o bem
de todos os j ogadores,  que estes col aborem conj untamente
para a sol ução geral .  Não há,  então,  compet i ção ent re el es,  e
si m col aboração.  Por  esse mot i vo,  usamos a ver t ente
cooperat i va da Teor i a dos Jogos,  em vez da Teor i a dos
Jogos Compet i t i vos.

Neste t i po de abordagem, a Teor i a dos Jogos t em
def i ni da como f unção caracter í st i ca um j ogo cooperat i vo,
com os nós de usuár i os f ormando o conj unto de j ogadores N
e a f unção caracter í st i ca c def i ni da no conj unto P, f ormado
por  t odos os subconj untos de N, ( combi nações possí vei s de
j ogadores)  que chamaremos de coal i zões [ M OREI RA , 2002] .

O val or  da f unção caracter í st i ca para uma dada
coal i zão S ⊆   N deve ser  o custo da sub- rede ót i ma provendo
serv i ço àquel e subconj unto de cl i entes do serv i ço.
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Def i ni mos f ormal mente o model o como [ M OREI RA ,
2002] :

Sej a N= { 1,2,. . . ,n}  o conj unto f i ni to de j ogador es,
c: P-> R, c(∅ )= 0 ser á a função car acter íst i ca ∀ S
⊆ Ν  sendo c(N)  o custo que deve ser  r epar t i do ent r e os
j ogador es, então o par  (N; c)  é chamado j ogo
cooper at i vo.

É necessár i o a def i ni ção das rest r i ções para podermos
garant i r  a f ormação e a estabi l i dade da sol ução de menor
custo.  São el as que l i mi t am o que cada coal i zão pode arcar
na sol ução.  El as def i nem o núcl eo do j ogo e são do t i po
[ M OREI RA , 2002] :

x ∈ Rn  |  f ( x,S)  ≤  c(S)  ∀ S ⊆ N;
sendo f (x,S)  ≡   ∑ j ∈ S x j

f ( x,N)= c(N)  ∀ x

A qui ,  f (x,S)  deve ser  i nt erpretado como a par t e do
custo t otal  pago pel a coal i zão S quando a al ocação x f or
consi derada.  O núcl eo consi ste de todas as al ocações de
custo x  onde nenhuma coal i zão t enha i ncent i vos de montar
sua própr i a sub- rede,  poi s para qual quer  subconj unto de
j ogadores,  o custo da sua sub- rede ót i ma c(S)  é sempre
mai or  ou i gual  ao val or  com que este subconj unto estará
car regado f (x,S) .  Ex i stem si t uações em que o núcl eo pode
ser  vazi o ( r edes que usam nós de t r ansbordo) ,  que não é o
t i po de rede estudado neste t rabal ho.  Usar  nós de t r ansbordo
(aux i l i ares,  não são nem usuár i os nem o f ornecedor )  ou nós
de Stei ner ,  t orna o probl ema NP-D i f í ci l  [ M OREI RA ,2001] .

O número exponenci al  de rest r i ções do núcl eo,  uma
rest r i ção para cada subconj unto possí vel  de N,  di f i cul t am
mui to o cál cul o do mesmo.

Da manei ra como f ormul amos o probl ema pel a Teor i a
dos Jogos Cooperat i vos,  é necessár i o que este j ogo t enha
então um obj et i vo bem def i ni do.  A pesar  de o núcl eo conter
em mui tos casos vár i as sol uções possívei s,  al gumas são
pref er í vei s a out ras.
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Em toda a sol ução,  nenhuma coal i zão terá i ncent i vos
de montar  sua própr i a sub- rede,  poi s i r á t er  que pagar  mai s
ou o mesmo val or  que pagar i a se par t i ci passe da sol ução do
probl ema.

Chamamos cada sol ução de vetor  de al ocação x,  e a
escol ha dos mel hores dent re t odos os que compõe o núcl eo
pode ser  obt i da de vár i as manei ras j á propostas.  Neste
vetor ,  cada el emento é o quanto cada coal i zão vai  pagar
par t i ci pando da sol ução geral  obt i da.  M el hores respostas
são aquel as cuj os vetores de al ocações de custos def i nam
um val or  menor  possí vel  a ser  pago por  t odas as coal i zões.

Dent re as f ormas de se obter  a mel hor  sol ução (ou as
mel hores sol uções)  dent re t odas as que compõe o núcl eo,
t emos  o nucl eol us.

2.3 O nucl eol us

A  di f erença essenci al  deste concei t o para out ros na
escol ha do mel hor  vetor  de al ocação é a i déi a de excesso,
def i ni do f ormal mente como [ M OREI RA , 2002] :

Par a um j ogo (N; c)  e par a um vetor  de al ocação
de custos x,  sej a e(x,S)  =  c(S)  – f ( x,S)  o excesso de S
r el at i vo a x ∀ S ≠  ∅  ,  S ⊂ N, e sej a e(x)  um vetor  em
R( 2n - n )  cuj os el ementos são e(x,S) ,  ∀ S ≠  ∅   ,  S ⊂ N, em
or dem não decr escente.

Temos que o núcl eo do j ogo será o conj unto de t odos
os vetores de al ocação de custos x para os quai s t odas as
coal i zões possuem um excesso mai or  ou i gual  a zero.

Excesso zero para uma coal i zão si gni f i ca que esta i r á
pagar  o mesmo val or  par t i ci pando da sol ução geral  ao que
pagar i a ao se l i gar  de f orma autônoma ao f ornecedor .

O nucl eol us é o conj unto de vetores x que max i mi zam
e(x)  l ex i cograf i camente (que obtêm segui damente um vetor
de al ocação cada vez mai s j usto para t odas as coal i zões) .
Def i ni mos ordem l ex i cográf i ca,  e sua rel ação de ordem (> l o )
da segui nte f orma [ M OREI RA , 2002] :
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Quando consi deramos doi s vetores a= (a1 ,a2 ,a3 , . . . ,an )  e
b= (b1 ,b2 ,b3 , . . . ,bn ) ,  di zemos que a é est r i t amente mai or
l ex i cograf i camente que b,  ou sej a a> l ob,  se ex i st i r  um
i ntei ro q,  l  ≤  q ≤  n,  t al  que:

a i = b i            para          l  ≤   i  ≤  n
aq  > l o  bq

A  rel ação de est r i t amente mai or  l ex i cograf i camente
i nt roduz a rel ação de mai or  ou i gual  l ex i cograf i camente
(> l o )  que pode ser  def i ni da como:

a≥  l ob se a> l ob ou a= b

Para f aci l i t ar ,  l embre que o di ci onár i o t ambém está
em ordem l ex i cográf i ca.

A ssi m,  o nucl eol us,  sobre o conj unto de al ocações de
ent rada X= { x|  ∑ i ∈ Nx i  =  c(N) } ,  é o conj unto def i ni do por :

{ x|  x∈ N se m∈ X, então e(x)  ≥  l o  e(m) }

“ O nucl eol us é o conj unto de al ocações de ent rada que
pr i mei ro max i mi za o menor  excesso dent re t odas coal i zões
possí vei s.  Nel e está embut i da a i déi a de f azer  o conj unto de
membros mai s ‘ i nsat i sf ei t o’  f i car  o mai s f el i z possí vel .
Fei t o i sso,  passa-se a t entar  dei xar  o mai s f el i z possí vel  o
segundo conj unto de membros mai s ‘ i nsat i sf ei t o’ ,  e assi m
por  di ante. ”  [ M OREI RA , 2002] .  Coal i zões mai s i nsat i sf ei t as
são aquel as com o menor  excesso,  ou sej a,  aquel as que vão
pagar  t anto quanto ou quase o que pagar i am ao se l i gar  de
f orma autônoma ao f ornecedor  do serv i ço.

 Concl uímos então que o mel hor  vetor  de al ocação,
aquel e que é o mai or  l ex i cograf i camente per t encente ao
nucl eol us,  em que as coal i zões mai s i nsat i sf ei t as t erão seu
excesso max i mi zado.

Consegui r  o nucl eol us,  contudo,  não é uma taref a
f áci l .  O número de rest r i ções cresce exponenci al mente com
o tamanho do probl ema.  Uma manei ra de se t entar  di mi nui r
o custo computaci onal  de se obter  o nucl eol us ser i a,  por
exempl o,  di mi nui r  o número de rest r i ções que preci samos
l evar  em conta para resol ver  o probl ema.
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Foi  proposta uma heur í st i ca [ GEFFA RD, 1997]  que
usa Têmpera Si mul ada e B ranch &  Bound para t r abal har  com
as rest r i ções que i nteressam.

Este concei t o de excessos das coal i zões f oi
i mpresci ndível  na f ormul ação da heur í st i ca proposta neste
t rabal ho,  por  ser  usado como aval i ação de adaptabi l i dade no
A l gor i tmo Genét i co.

2.4 A l gumas car act er íst i cas em f unções

Numa curva que representa a f unção de sol ução de um
probl ema podemos t er  não apenas um máx i mo,  ou ponto
ót i mo,  mas vár i os pontos máx i mos,  ou mesmo um ponto
máx i mo e vár i os pontos de sol ução que representam um
atendi mento à f unção em menor  escal a,  ou ót i mos l ocai s.

V ár i os el ementos podem ser  encont rados no gráf i co de
uma f unção,  como o máx i mo gl obal ,  máx i mos l ocai s,  pl atôs
[ FERNEDA , 2002] .

Como os al gor i tmos geral mente cami nham sempre no
sent i do de se mel horar  cada vez mai s ou obter  de f orma
di reta uma sol ução,  pode ser  que o resul t ado obt i do não sej a
o mel hor  dent re t odos,  poi s pode t er  at i ngi do um pl atô
( regi ão da f unção em que todos os pontos t êm o mesmo
val or )  ou um máx i mo l ocal  (Fi g.  2.3) .
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F i gu r a  2 . 3 .  M áx i m os l oca i s.   1e2 -  M áx i m os l oca i s.  3 -  P l a t ô .  5 -
Su b i d a  d e en cost a .  4 - M áx i m o  G l ob a l

Os máx i mos l ocai s são sol uções para o probl ema,
porém menos ot i mi zadas.  São pi cos mai s bai xos do que
aquel a com do ponto ót i mo [ FERNEDA ,2002] .

Para se ev i t ar  este t i po de probl ema,  o de se obter  um
máx i mo l ocal ,  f oram propostas vár i as i déi as,  como
al gor i tmos de subi da e desci da de encosta,  Têmpera
Si mul ada e os A l gor i tmos Genét i cos.

2.5 A  T êmper a Si mu l ada

A  Têmpera Si mul ada é uma heur í st i ca que v i sa t r atar
os probl emas expl orando todas sol uções possívei s,
modi f i cando-as para escapar  de máx i mos l ocai s.  A  i déi a é a
mesma da t êmpera da i ndúst r i a,  que usa um cronograma de
aqueci mento e resf r i amento,  que v i sa ot i mi zar  a sol ução.
El a usa um mapeamento de resf r i amento em i nstantes de
tempo com di f erentes t emperaturas [ UFPE, 2002] .

O que este método vem a propor  é f azer  com que o
processo de obtenção da sol ução possa ret roceder  de vez em
quando,  para dar  a chance de se t entar  out ros cami nhos para
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consegui rmos uma sol ução mel hor ,  porém sempre
progredi ndo de manei ra geral .

I st o é i mpl ementado at r i bui ndo-se uma dada quant i a
de energi a i ni ci al  ao processo de obtenção da sol ução
[ ROI SENBERG, 2002] .

Enquanto a energi a f or  suf i ci ente,  o processo
cont i nua,  podendo gastá- l a aos poucos,  subi ndo encostas na
f unção,  descer  encostas,  percor rer  pl atôs.  Com a energi a
di mi nui ndo,  a sol ução então se estabi l i za em um máx i mo
que t enha uma boa chance de ser  o ponto ót i mo da sol ução
do probl ema [ ROI SENBERG, 2002] .

Em mui t os casos é necessár i o r et roceder  o
processamento do al gor i tmo para que possamos encont rar  a
sol ução ót i ma.  Por  exempl o,  o Quebr a Cabeça de 8,  um j ogo
em que temos oi t o peças desl i závei s em que o obj et i vo é
col ocá- l as em ordem crescente.  Podemos t er  si t uações em
que devemos t i r ar  uma peça de sua posi ção def i ni t i va,  para
dar  espaço a out ra peça para passar .

Para uma v i sual i zação mai s f áci l ,  é út i l  pensar  no
processo de f abr i cação do v i dro t emperado.  O processo de
têmpera prevê um resf r i amento mai s l ento para f ormar  o
v i dro a par t i r  de sua matér i a pr i ma.  A ssi m, dando às
mol écul as mai s t empo para se ar ranj arem numa est rutura
mai s compacta,  o mesmo f i ca mai s resi stente a t r i ncas,  que
desta manei ra não se propagarão f aci l mente.  No caso de um
al gor i tmo,  pode ser  i nt erpretado como um tempo mai or  e
expl oração de t odo o espaço de sol uções,  para que o ponto
ót i mo sej a al cançado l entamente.

2.6 O A l gor i t mo Br anch  &  Bound

A  i déi a de B ranch &  Bound é a de di v i di r  e
conqui star ,  ou sej a,  subdi v i di r  um probl ema grande em
out ros menores,  a f i m de f aci l i t ar  e r eduzi r  o custo de se
computar  grandes quant i dades de i nf ormação.

Por  ser  apl i cável  a uma gama mui to grande de
probl emas,  o B ranch &  Bound pode se apresentar  de vár i as
f ormas,  porém, basi camente,  sua i déi a é a mesma.

A pl i ca-se o al gor i tmo para a resol ução do probl ema
não di r etamente a t odo o uni verso de possi bi l i dades,  ou
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dados de ent rada do probl ema,  mas si m em conj untos
menores de i nf ormação ou quant i as menores de
processamento.  Um ponto i mpor tante neste t i po de
heur í st i ca é que el a se t orna uma f or t e candi data ao aux í l i o
da computação em paral el o [ TA V A RES, 2002] .

Neste processamento em paral el o,  os processos
recebem parcel as de t r abal ho de mesma magni t ude,  ou
di st r i bui ção de carga [ TA V A RES, 2002] .

Os probl emas do t i po NP-D i f í cei s são geral mente os
candi datos mai s i ndi cados a serem t ratados por  esta
heur í st i ca [ TA V A RES,2002] .

2.7 A l gor i t mos Genét i cos

2.7.1 I n t r odução

Dent re os vár i os t i pos de Si stemas ex i stentes na
computação,  t emos,  por  exempl o,  aquel es i nspi rados na
natureza.  Seu f unci onamento si mul a um processo ou evento
natural ,  apl i cando esta i déi a a um probl ema real .  Como
exempl o,  podem ser  ci t ados as Redes Neurai s e os
A l gor i tmos Genét i cos [ REZENDE, 2002] .

Os A l gor i tmos Genét i cos si mul am os processos de
evol ução das espéci es,  em que el as convergem para uma
anatomi a ef i ci ente ao seu modo de v i da,  adequadas ao
ambi ente e à sua sobrev i vênci a.

A ssi m,  ao apl i carmos esta i déi a de evol ução e sel eção
natural  a uma possível  sol ução ou possívei s sol uções de um
probl ema,  estas i r ão evol ui r  e aper f ei çoar - se cont i nuamente
até convergi r em a uma sol ução ót i ma ou bem próx i ma del a.

Esta convergênci a das possí vei s sol uções a uma
sol ução ot i mi zada conta com concei t os como a apt i dão dos
i ndi v íduos e operadores genét i cos[ REZENDE, 2002] .

Esse si st ema baseado na natureza não t r ata a sol ução
que queremos obter  do probl ema como sendo o f enót i po dos
i ndi v íduos,  ou sej a,  a f orma com que el es se apresentam
f i si camente,  mas do ponto de v i st a genét i co,  seu genót i po,
como el es apresentam sua codi f i cação genét i ca.  Esta
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r epresentação consi ste na codi f i cação de um cromossomo,
composto por  uma cadei a de caracteres,  com a sol ução do
probl ema [ REZENDE, 2002] .

Com base na codi f i cação genét i ca dos i ndi v íduos,
cada um representando uma possível  sol ução para o
probl ema que o A l gor i tmo Genét i co se propôs a resol ver ,  os
mesmos evol uem com base em um cr i t ér i o de sel eção,  e os
menos aptos t endem a desaparecer  durante a evol ução.  Este
processo de sel eção natural  f oi  descr i t o por  Char l es Darw i n
em seu l i v ro " Or i gem das Espéci es"  [ REZENDE, 2002] .

Como observado na natureza,  os i ndi v íduos menos
aptos na compet i ção ent re si  por  r ecursos como água e
comi da t endem a dei xar  um número menor  de descendentes,
e consequentemente,  não obtém mui t o êx i t o na t r ansmi ssão
de seus genes [ REZENDE, 2002] .

Por  out ro l ado,  i ndi v íduos mai s bem adaptados i r ão
sobrev i ver  o suf i ci ente para t r ansmi t i r  seus genes às
próx i mas gerações,  r ecombi nando-os assi m com os genes de
i ndi v íduos de mesma espéci e e que t ambém sej am bem
adaptados.  Como resul t ado deste cruzamento,  novos
i ndi v íduos com caracter í st i cas combi nadas de seus pai s t êm
chance se serem i gual mente e até mai s bem adaptados do
que aquel es.

Out ro processo presente na evol ução observada na
natureza e i mi t ado pel os A l gor i tmos Genét i cos são as
al t erações casuai s em genes do cromossomo:  as mutações.

Estas t êm i mpor tânci a cont roversa [ REZENDE,
2002] ,  mas se most ram i mpor tantes para se var rer  t odas as
possi bi l i dades e devem ser  t estadas com di f erentes t axas de
i nci dênci a,  mas de manei ra al eatór i a [ REZENDE, 2002] .

Os A l gor i tmos Genét i cos i mi t am esse processo,
f azendo uma anal ogi a di r eta com o mesmo. Cada i ndi v íduo
representa uma possí vel  r esposta ou sol ução para o
probl ema.  Dada uma geração de i ndi v íduos,  a cada um é
at r i buído uma pontuação de sua adaptação,  dependendo de
quão boa é a resposta deste i ndi v íduo ao probl ema em
questão.

A os mai s bem adaptados é dada uma chance mai or  de
se reproduzi r  medi ante reprodução sexuada,  com out ros
i ndi v íduos da popul ação daquel a geração,  produzi ndo f i l hos
com caracter í st i cas em comum aos doi s,  ou de f orma
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assexuada,  si mpl esmente passando de f orma i nal t erada seus
genes.

Cl aro,  parâmet ros de aval i ação,  mutações,  codi f i cação
dos i ndi v íduos,  et c,  devem ser  desenvol v i dos cor retamente,
para que o programa possa então convergi r  para uma
resposta ot i mi zada.  O i mpor tante é que t odo o espaço de
possi bi l i dades t enha a chance de surgi r  na popul ação para
ser  aval i ado.

Os A l gor i tmos Genét i cos ( t ambém chamados de A G's)
di f erem dos métodos t r adi ci onai s de busca e ot i mi zação,
pr i nci pal mente em quat ro aspectos [ REZENDE, 2002] :

1-  A Gs t r abal ham com uma codi f i cação do conj unto de
parâmet ros e não com os própr i os parâmet ros;

2-  A Gs t r abal ham com uma popul ação de sol uções e
não com um úni co ponto,  ou sol ução;

3-  A Gs ut i l i zam i nf ormações de custo ou recompensa
e não der i vadas ou out ro conheci mento aux i l i ar ;

4-  A Gs ut i l i zam regras de t r ansi ção probabi l í st i cas e
não determi ní st i cas.

Para uma grande var i edade de probl emas,  os A G's são
ef i ci entes para a busca de uma sol ução ót i ma,  poi s não
possuem as l i mi t ações dos métodos de busca t r adi ci onai s,
t endo,  por  exempl o,  a chance de se f ugi r  de um máx i mo
l ocal  [ REZENDE, 2002] .

Chamamos os A G’ s de A l gor i tmos Genét i cos,  no
pl ural  mesmo,  e não um A l gor i tmo Genét i co,  poi s sua i déi a
bási ca de evol ução deve ser  mant i da,  mas os mesmos podem
apresentar  as mai s di versas var i ações,  em vár i os pontos do
processo.

2.7.2 A p l i cando a T écn i ca de A l gor i t mos Genét i cos

Pr i mei ramente é gerada uma popul ação de i ndi v íduos,
a pr i mei ra geração,  de f orma total mente al eatór i a,  onde cada
um del es pode ser  v i sto como uma possível  sol ução para o
probl ema.

Estas possí vei s sol uções são codi f i cadas em uma
sequênci a de bi t s ou caracteres,  f ormando um cromossomo
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com seus genes,  e cada cromossomo é o genót i po de um
i ndi v íduo.

O processo evol ut i vo é f ei t o da segui nte f orma.  Esta
popul ação é aval i ada,  onde cada i ndi v íduo recebe uma nota
de acordo com o quanto sua sol ução atende ao probl ema.
I ndi v íduos cuj as sol uções sej am mel hores,  r eceberão notas
mel hores,  ou sej a,  são mai s bem adaptados.

Os mai s bem adaptados são mant i dos na evol ução,
passarão seus genes para a f r ente,  enquanto os menos aptos
serão descar tados (evol ução natural ,  ou darw i ni smo) .

Os i ndi v íduos bem adaptados então se cruzarão ent re
si ,  t r ocando mater i al  genét i co ( crossover )  dando or i gem a
i ndi v íduos com caracter í st i cas em comum com os pai s,
poderão se reproduzi r  assexuadamente,  neste caso serão
si mpl esmente copi ados na próx i ma geração,  e t ambém
sof rendo ocasi onal mente al guma mutação.

Estes novos i ndi v íduos que são descendentes de pai s
bem adaptados da geração anter i or  i r ão compor  a próx i ma
geração.

 Este processo cont i nua,  e,  no decor rer  das gerações,  é
esperada uma popul ação de i ndi v íduos bastante aptos,  com
sol uções ot i mi zadas.

A pesar  de parecer  si mpl i stas do ponto de v i st a
bi ol ógi co,  estes al gor i tmos são suf i ci entemente compl exos
para f ornecer  mecani smos de busca adaptat i vos poderosos
[ REZENDE, 2002] .

2.7.3 Oper ador es Genét i cos

Estes operadores t êm a f unção de tornar  possí vei s as
t ransf ormações no decor rer  das gerações,  até que uma
sol ução sat i sf atór i a para o probl ema tenha si do encont rada.
Sem el es,  não haver i a var i abi l i dade nos genes dos
i ndi v íduos em di f erentes gerações,  atual i zando as
caracter í st i cas adqui r i das na adaptação.

O operador  de sel eção t em como obj et i vo sel eci onar
os pai s mai s aptos,  após t erem si do sel eci onados,  para se
reproduzi rem e assi m aumentar  a probabi l i dade de t ermos
i ndi v íduos na próx i ma geração que possuam boas sol uções
para o probl ema.
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Um modo bastante ut i l i zado para esta sel eção é na
f orma de uma rol eta [ REZENDE, 2002] .  Nel a,  i ndi v íduos
mai s bem adaptados,  e,  por  consegui nte,  com uma nota
mai or  obt i da neste cr i t ér i o,  t erão mai s números desta rol eta
( f at i a de pi zza mai or ) .  A ssi m, t erão mai s chances,  no
sor tei o,  de serem mant i dos e se reproduzi rem ent re si  para
gerarem os i ndi v íduos da próx i ma geração.

Out ros mecani smos de sel eção podem permi t i r  um
t ratamento matemát i co mai s r i goroso [ REZENDE, 2002] .

O operador  de mutação deve t er  uma taxa pequena de
i nci dênci a sobre a geração de novos i ndi v íduos,  mas deve
ser  apl i cado para ver  se a sol ução obt i da ao f i nal  é mai s
ot i mi zada.

Out ro operador ,  o de cruzamento,  é o responsável  pel o
rear ranj o do mater i al  genét i co ent re os i ndi v íduos
sel eci onados,  f azendo com que os novos i ndi v íduos possuam
caracter í st i cas de seus pai s.  Esta t r oca de segmentos de
mater i al  genét i co ( crossover )  é r eal i zada em taxa mui to
super i or  à da mutação.  Pode ser  das segui ntes f ormas
[ REZENDE, 2002] :

-  Em um ponto:  O ponto de cruzamento é escol hi do,   e
a par t i r  deste ponto as i nf ormações genét i cas dos pai s serão
t rocadas.  A s i nf ormações anter i ores a este ponto nos pai s
serão mant i das.

Exempl o,  suponhamos que t enhamos doi s pai s :

Pai  1:  111001100
Pai  2:  000101000

Se al eator i amente o ponto " 3"  f osse sel eci onado então
ter í amos os f i l hos com as segui ntes conf i gurações:

Fi l ho 1:  111101000
Fi l ho 2:  000001100

A ssi m,  até o t er cei ro caracter  a sequênci a é mant i da,
do quar to em di ante,  o mater i al  genét i co f oi  t r ocado.

-  M ul t i - ponto:  é si mi l ar  ao do úni co ponto,  mas nesse
caso são escol hi dos vár i os pontos,  com mui tas t rocas de
segmentos do mater i al  genét i co.
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-  Uni f orme:  não se ut i l i za de pontos de cruzamento,
mas determi na,  at r avés de um parâmet ro gl obal ,  qual  a
probabi l i dade de cada var i ável  ser  t r ocada ent re os pai s.

2.8 O M ét odo Si mp l ex

2.8.1 Uma v i são ger al  do mét odo

O model o de programação l i near  reduz um si st ema
real ,  a um conj unto de equações ou i nequações onde
pretendemos ot i mi zar  uma f unção obj et i vo.  O conj unto de
equações ou deverá ser ,  em pr i ncípi o,  um conj unto
i ndetermi nado,  de f orma que o número das sol uções di t as
“ v i ávei s”  é i nf i ni t o [ GOL DBA RG, 2000] .  M esmo sabendo
que a sol ução ót i ma será encont rada em um ponto ex t remo
do conj unto das sol uções v i ávei s,  nosso t r abal ho não será
pequeno se desej armos determi ná- l o.

I nf el i zmente,  esse número de pontos ex t remos ou
vér t i ces pode ser  mui to grande,  em número exponenci al ,  em
rel ação às var i ávei s.  Podemos resumi r  em doi s bl ocos as
di f i cul dades que deverão ser  venci das por  quem desej a
encont rar  a mel hor  sol ução possí vel  para um si st ema
i ndetermi nado de equações l i neares,  segundo um cr i t ér i o
qual quer  [ GOL DBA RG, 2000] :

-  Como obter  sol uções v i ávei s bási cas do si st ema de
equações.

-  Como ev i t ar  o t este de t odas as sol uções v i ávei s
bási cas possí vei s para garant i r  a ot i mi zação do si st ema.

É nesse contex to que o al gor i tmo si mpl ex  destaca-se
como uma das grandes cont r i bui ções à Programação
M atemát i ca desse sécul o [ GOL DBA RG, 2000] .  T rata- se de
um al gor i tmo geral  ex t remamente ef i ci ente para a sol ução
de si st emas l i neares,   adaptável  ao cál cul o computaci onal
(apesar  de al gumas di f i cul dades cl ássi cas) ,  e cuj a
compreensão f unci onal  embasará vár i os out ros métodos
[ GOL DBA RG, 2000] .  O estudo desse al gor i tmo é
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i ndi spensável  para o prof i ssi onal  que desej a domi nar  as
técni cas quant i t at i vas de anál i se e sol ução de probl emas em
um contex to razoavel mente avançado.

2.8.2 Fundamen t os t eór i cos do si mp l ex

O si mpl ex  é um al gor i tmo.  Gener i camente,  podemos
entender  por  al gor i tmo qual quer  est ratégi a para sol uci onar
probl emas.

El e se ut i l i za de um f er ramental  baseado na Á l gebra
L i near  para determi nar ,  por  um método i t erat i vo,  a sol ução
ót i ma de um Probl ema de Programação L i near  (PPL )
[ GOL DBA RG, 2000] .  Sua concepção bási ca é si mpl es,  e
por  i sso mesmo, ef i ci ente.  Em l i nhas bastante gerai s,  o
al gor i tmo par t e de uma sol ução v i ável  do si stema de
equações que const i t uem as rest r i ções do PPL ,  sol ução essa
normal mente ex t rema ( vér t i ce) .  A  par t i r  dessa sol ução
i ni ci al  vai  i dent i f i cando novas sol uções v i ávei s de val or
i gual  ou mel hor  que a cor rente.

O al gor i tmo,  possui  um cr i t ér i o de escol ha que
permi te encont rar  sempre novos e mel hores vér t i ces do
envol t ór i o convexo do probl ema,  e um out ro cr i t ér i o que
consegue determi nar  se o vér t i ce escol hi do é ou não um
vér t i ce ót i mo [ GOL DBA RG, 2000] .

O Si mpl ex  segue então um procedi mento si st emát i co
para resol ver  um probl ema,  movendo de um ponto ex t remo,
a um ponto mel hor  da f unção obj et i vo [ M OK HTA R, 1979] .

Os componentes bási cos do model o de programação
l i near ,  são [ JESUS, 2001] :

-  Função obj et i vo;
-  Rest r i ções;
-  V ar i ávei s de deci são;
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2.8.3 O  A l gor i t mo Pr i mal  Si mp l ex

O al gor i tmo Si mpl ex  descreve uma sequênci a de
passos para a sol ução de si st emas de equações l i neares
suj ei t os a uma f unção obj et i vo.  Basi camente,  el e di spõe
sobre t r ês si t uações [ GOL DBA RG, 2000] :

-  O método de i nversão da mat r i z bási ca m x  n
deduzi da a par t i r  de A,  uma mat r i z de rest r i ções m x  n.

-  A s condi ções de t r oca de var i ávei s dent ro da mat r i z
bási ca,  para que ex i sta garant i a de uma cont ínua mel hor i a
da sol ução ao l ongo do desenvol v i mento dos passos do
al gor i tmo.

-  A s regras de parada do al gor i tmo e a i nt erpretação
dessa si t uação f i nal .

Eventual mente,  o al gor i tmo pode ser  adaptado para
promover  a escol ha da base v i ável  i ni ci al ,  ou sol ução v i ável
de par t i da.  Contudo,  a essênci a do método desconhece o
probl ema da escol ha de uma base v i ável  i ni ci al
[ GOL DBA RG, 2000] .

A  di scussão do pr i mei ro aspecto envol v i do no
al gor i tmo,  ou sej a,  o método de i nversão da mat r i z bási ca,  é
bastante ev i dente na apresentação dos “ quadros”  do si mpl ex
e de suas operações de “ pi voteamento” .  O método
normal mente suger i do na l i t eratura é o das oper ações
el ementar es [ GOL DBA RG, 2000] .

Essa técni ca permi te que a cada passo do al gor i tmo o
esf or ço de i nversão j á despendi do em i t erações anter i ores
sej a compl etamente aprovei t ado.  É i mpor tante que se
entenda que não ex i ste,  de f ato,  um compromi sso do
al gor i tmo com um método de i nversão especí f i co para a
mat r i z bási ca [ GOL DBA RG, 2000] .  Em úl t i ma anál i se,  o
método si mpl ex  não obr i ga que a mat r i z t enha que ser
i nver t i da por  um método de pi voteamento,  apesar  de que
todo o seu raci ocíni o sej a apl i cado t r adi ci onal mente j unto
com essa t écni ca [ GOL DBA RG, 2000] .

O segundo ponto é abordado por  um cr i t ér i o bastante
si mpl es que envol ve o cál cul o da possível  cont r i bui ção para
o acrésci mo ou decrésci mo da f unção obj et i vo ( conf orme o
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caso:  max i mi zação ou mi ni mi zação)  com a possível  ent rada
na base de uma var i ável  não bási ca.  O cr i t ér i o aponta a
escol ha da var i ável  de mai or  cont r i bui ção i medi ata
[ GOL DBA RG, 2000] .  A  ef i ci ênci a do método Si mpl ex  e
seu ex t raordi nár i o poder  de f unci onar  na prát i ca está
associ ado ao cr i t ér i o adotado nesse cál cul o [ GOL DBA RG,
2000] .  

O t er cei ro t ema di z r espei t o ao teste de parada que
i ncl ui  a i dent i f i cação das condi ções em que não ex i ste mai s
a possi bi l i dade de que uma t roca de var i ávei s na base possa
mel horar  o cr i t ér i o de ot i mi zação,  ou ai nda si t uações em
que é i dent i f i cado um compor tamento patol ógi co de
cresci mento i ndef i ni do ou de i nv i abi l i dade do probl ema
[ GOL DBA RG, 2000] .

2.9 A  Dual i dade em pr ogr amação mat emát i ca

Dual i dade é um concei t o ampl o que engl oba a
possi bi l i dade do t r atamento de duas naturezas di st i nt as de
uma mesma ent i dade.  I números f enômenos f í si cos e
quími cos podem ser  r epresentados por  model os cuj as
est ruturas e compor tamentos são i guai s;  contudo,  podem ser
i nterpretados de modos compl etamente di f erentes
[ GOL DBA RG, 2000] .  Na economi a,  engenhar i a e f í si ca
esses casos são até comuns.

No caso dos model os matemát i cos,  a def i ni ção de
dual i dade t em um cunho própr i o e associ ado ao processo de
sol ução e apl i cação prát i ca dos model os.  Em ambas as
ver tentes,  a dual i dade é hoj e um i nst rumento i ndi spensável
[ GOL DBA RG, 2000] .

É def i ni do como duai s um par  de model os de
programação matemát i ca denomi nados pr i mal  e dual ,  que
preservam as segui ntes condi ções [ GOL DBA RG, 2000] :

-  Possuem f unções obj et i vo si mét r i cas,  ou sej a,  se o
pr i mal  f or  de mi ni mi zação o dual  será de max i mi zação e
v i ce-versa.  A l guns autores f i xam o pr i mal  como um
probl ema de mi ni mi zação ou de max i mi zação,  contudo i sso
não é necessár i o para caracter i zar  a dual i dade.
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-  Possuem si met r i a na descr i ção das rest r i ções,  ou
sej a,  se na f orma canôni ca o pr i mal  possui  r est r i ções ≤
então o dual  possui rá rest r i ções ≥ .

-  Os t ermos i ndependentes no pr i mal  surgem como os
coef i ci entes da f unção obj et i vo no dual  e v i ce-versa.

-  O número de rest r i ções do pr i mal  é i gual  ao número
de var i ávei s do dual  e v i ce-versa.

-  A  mat r i z de rest r i ção do pr i mal  é a t r ansposta da
mat r i z de rest r i ção do dual  e v i ce-versa.

2.10 Um al gor i t mo par a comput ar  o Nucl eol us
                em um j ogo de ár vor e ger ador a mín i ma

Como j á f oi  di t o,  o nucl eol us consi ste de uma
al ocação de custos ot i mi zada at ravés de i t erações sucessi vas
de programação l i near  que max i mi zam l ex i cograf i camente as
sol uções possí vei s do núcl eo.

Este al gor i tmo de obtenção do nucl eol us [ GEFFA RD,
1997]  produz  j ustamente uma sequênci a de conj untos-
sol ução,  o úl t i mo del es o nucl eol us,  ao se resol ver  a úl t i ma
i t eração da Programação L i near .  No entanto,  el e di f ere do
Si mpl ex  por  não apenas mani pul ar  var i ávei s que ent ram ou
saem da base,  mas el e t ambém gera novas rest r i ções.

Ex i ste o probl ema de sempre,  o de que o número
exponenci al  de rest r i ções t orna o cál cul o i mprat i cável .  M as
segundo [ GEFFA RD, 1997]  podemos obter  o nucl eol us com
( n-1)  passos rel evantes de Programação L i near ,  onde n é o
número de j ogadores,  ou usuár i os da rede.

Na descr i ção do al gor i tmo,  consi deremos [ GEFFA RD,
1997] :

-  N  =  { 1,2,3, . . .n}  um conj unto de usuár i os;
-  Uma coal i zão S como um subconj unto de N;
-  c(S)  o custo de ár vore geradora de custo míni mo

            (A GCM )  conectando a coal i zão S ao provedor  de
            serv i ço.
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-  x =  ( x1 ,  x2 ,  . . .  ,  xn  )  como um vetor  de n.

Dadas as convenções para a descr i ção do al gor i tmo,
t emos que um vetor  de al ocação de custos é def i ni do da
segui nte f orma [ GEFFA RD, 1997] :

∑ i ∈ Ν  x i  =  C (N)
e
x i  ≤  C( { i } )  par a todo i  ∈N

I st o si gni f i ca que a soma dos custos que cada j ogador
vai  ar car  par t i ci pando da sol ução geral  é i gual  ao custo
gasto com a rede toda,  e o custo que cada coal i zão vai  ar car
deve ser  i gual  ou menor  ao que el a pagar i a ao se l i gar  de
f orma autônoma ao f ornecedor  do serv i ço.

O núcl eo do j ogo é o conj unto de n- vetores x =
(x1 , . . . ,xn )  que é determi nado por  [ GEFFA RD, 1997] :

∑ i ∈ Ν   x i  =  C (N)
e
∑ i ∈ S  x i   ≤   C (S)   ∀  S ⊂  N

Ou sej a,  o núcl eo é f ormado por  t odos os vetores de
al ocação de custos em que,  para cada um destes vetores,
cada usuár i o vai  pagar  i gual  ou menos que pagar i a ao se
l i gar  de out ra f orma,  consi derando qual quer  coal i zão
possí vel .  O núcl eo,  então,  é o conj unto de todas as sol uções
v i ávei s.

2.10.1 O  nucl eol us

De manei ra f ormal ,  o nucl eol us pode ser  descr i t o
assi m [ GEFFA RD, 1997] :

Sej a e(x,S)  o excesso de qual quer  coal i zão S ⊂  N,  em
que:
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e(x,S)  =  C(S)  -   ∑ i ∈ S  x i

O nucl eol us é o conj unto:

{ x|  x ∈  X, se m ∈  X, então E(x)  ≥  l o  E(m) }

Nucl eol us é um vetor  de al ocação se per t ence ao
núcl eo,  e,  consi derando um out ro vetor  m qual quer ,  o
nucl eol us t em seu excesso mai or  l ex i cograf i camente do que
m.

Em suma, como j á f oi  di t o,  o nucl eol us é o vetor  de
al ocação de custos em que,  para qual quer  coal i zão del e
consi derada,  o custo que el a vai  ar car  par t i ci pando da
sol ução geral  é i gual  ou menor  ao de qual quer  out ro obt i do
em quai squer  out ros vetores de al ocação de custos do
núcl eo.  O nucl eol us é al cançado após uma sucessão de
vetores t r atados por  programação l i near ,  onde um após o
out ro t em o excesso da coal i zão mai s i nsat i sf ei t a
max i mi zado.

A  sequênci a de ( LP(k) ) 1 ≤ k ≤  n - 1    ( onde LP é a
Programação L i near  e n é o número de j ogadores)  i t erações
na Programação L i near  são  r esol v i das [ GEFFA RD, 1997] .
Seus conj untos sol ução ot i mi zados geram uma sequênci a,  ( Ω
( i ) ) 1 ≤ k ≤  n - 1   em que  o conj unto sol ução Ω  ( i + 1)  está cont i do
no conj unto Ω  ( i )  ( aquel e é mai s l i mi t ante do que este,
garant i ndo um excesso mai or  ou i gual  para uma ou mai s
coal i zões) ,  convergi ndo para o nucl eol us [ GEFFA RD, 1997] .

Essa i déi a de convergênci a usa o concei t o de ordenar
l ex i cograf i camente os conj untos,  max i mi zando
sucessi vamente os excessos para t odas as coal i zões.  Ou
sej a,  o nucl eol us é o vetor  per t encente ao núcl eo que possui
o mai or  excesso em todas as rest r i ções se comparado a
qual quer  out ro vetor  de al ocação de custos do núcl eo.  M as a
obtenção deste segue a ordem de max i mi zação da coal i zão
mai s i nsat i sf ei t a (menor  excesso)  à menos i nsat i sf ei t a.

M ui t as LP’ s podem ser  desconsi deradas no cál cul o do
nucl eol us [ GEFFA RD, 1997] .

Essas mel hor i as no al gor i tmo são ex t remamente útei s,
e ef et i vas cont ra i nstânci as de probl emas NP-D i f í cei s ( como
se consi derarmos nós de t r ansbordo,  ou nós de Stei ner )
[ GEFFA RD, 1997] .
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A  pr i mei ra LP da sequênci a,  LP(1)  é a segui nte
[ GEFFA RD, 1997] :

M ax ε 1 :

                                         | | | |    ∑   ∑   ∑   ∑ i ∈ 1 . .∈ 1 . .∈ 1 . .∈ 1 . . n   x i  =  C(N)
                                            ||||
L P(1)             ||||  ∑ ∑ ∑ ∑ i ∈∈∈∈ S x i + εεεε 1   ≤  ≤  ≤  ≤  C(S)   ||||  ∀   ∀   ∀   ∀  S ⊂  {1 . . ⊂  {1 . . ⊂  {1 . . ⊂  {1 . .N}
                                            ||||                                                                                                                  | | | |     S≠ ∅;  ≠ ∅;  ≠ ∅;  ≠ ∅;  S≠ {1 . .≠ {1 . .≠ {1 . .≠ {1 . .n}
                                         | | | |   ∀  ∀  ∀  ∀ i  x i  ≥  ≥  ≥  ≥  0 ;    ε;    ε;    ε;    ε 1   ≥≥≥≥  0

A pós um determi nado número de LP’ s,  obtemos um
conj unto sol ução para o probl ema [ GEFFA RD, 1997] .

V amos chamar  de P(k)  um conj unto de sol uções
possí vei s de obtermos de LP(1) ,   e O(k)  é o conj unto de
sol ução ót i mas.

Consi deremos t ambém um conj unto Ω ( k)  que é
def i ni do da segui nte f orma [ GEFFA RD, 1997] :

Ω (k)= { (x1 , . . . ,xn) /∃  ε kst .(x1 , . . . ,xn ,  ε k)  ∈ Ο (k) }

O conj unto Ω ( k)  contém os vetores de al ocação
ot i mi zados,  em que,  na atual  i t eração,  t odos el es t erão todas
suas rest r i ções se aprox i mando da i gual dade com o excesso
consegui do em LP(k) ,  per tencentes ao conj unto O(k) .

A o se resol ver  LP(1) ,  será produzi do tanto o excesso
ε 1  ,  ót i mo,  quanto x1  ,  um vetor  de custos ot i mi zado para
este excesso [ GEFFA RD, 1997] .  O x1  v i sa max i mi zar
pr i mei ramente o excesso para a coal i zão mai s i nsat i sf ei t a.
A ssi m,  qual quer  coal i zão se benef i ci ará ao menos com o
excesso ε 1  em x1 .

Desta pr i mei ra sol ução ót i ma ( x1 | ε 1 )  podemos def i ni r
O(1) ,  como o conj unto de todas as sol uções ót i mas de LP(1) .
O(1)  é def i ni do t r ansf ormando as i nequações rel evantes de
P(1)  em equações,  que l i mi t am esta sol ução ót i ma.

I nequações at i ngem a i gual dade,  ou mel hor ,  se t ornam
equações,  quando as mesmas t êm seu excesso max i mi zado.
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Então,  de O(1)  nós podemos obter  Ω ( 1) ,  ou o conj unto
de todos os vetores para os quai s qual quer  coal i zão se
benef i ci ará ao menos com excesso ε 1 .

No próx i mo passo o que nos i nteressa são os vetores
de  Ω ( 1)  que max i mi zam o ganho das coal i zões menos
sat i sf ei t as dent re as segui ntes [ GEFFA RD, 1997] :  em todas
aquel as i nequações dos vetores de Ω ( 1)  que não se t ornaram
equações podemos esperar  um excesso mai or  que ε 1 .

Consequentemente,  nós computamos LP(2)  para obtermos
Ω ( 2)  de O(2) .

A ssi m,  à medi da que as rest r i ções que t êm seus
excessos max i mi zados são t r ansf ormadas em equações e
podem ser  desconsi deradas para a próx i ma LP.

Chamemos de OPT(k)  o conj unto de coal i zões
rel aci onadas às i nequações de P(k)  que se t ornaram
equações em O(k) .  A ssi m,  LP(2)  vai  ser  [ GEFFA RD, 1997] :

M ax εεεε 2222 :

                                            ||||    ∑   ∑   ∑   ∑ i ∈ 1 . .∈ 1 . .∈ 1 . .∈ 1 . . n   x i  =  C(N)
                                            ||||    ∑   ∑   ∑   ∑ i ∈∈∈∈ S x i =C(S) - εεεε 1    ∀ ∀ ∀  ∀  S ∈  Ο ∈  Ο ∈  Ο ∈  ΟPΤ (1 )Τ  (1 )Τ  (1 )Τ  (1 )
                                         | | | |
L P(2)          ||||  ∑ ∑ ∑ ∑ i ∈∈∈∈ Sx i +εεεε 2222   ≤  ≤  ≤  ≤  C(S)    ||||    ∀   ∀   ∀   ∀  S ⊂  {1 . . ⊂  {1 . . ⊂  {1 . . ⊂  {1 . .N} ;
           ||||                              ||||    S≠  Ο≠  Ο≠  Ο≠  ΟPΤ(1 )Τ(1 )Τ(1 )Τ(1 )
                                         | | | |                                                                                                                  | | | |     S≠ ∅;  ≠ ∅;  ≠ ∅;  ≠ ∅;  S≠ {1 . .≠ {1 . .≠ {1 . .≠ {1 . .n}                                 

                                                                            ||||   ∀  ∀  ∀  ∀ i  x i  ≥  ≥  ≥  ≥  0 ;   ε;   ε;   ε;   ε 2   ≥≥≥≥  0

O resul t ado de LP(2)  nos f ornece O(2)  e,  a propósi t o,
t ambém Ω ( 2) ,  que é o conj unto de vetores que max i mi zam o
excesso das coal i zões mai s i nsat i sf ei t as em segundo l ugar .

O processo cont i nua com (P(k) ,  LP(k) ,  O(k) ,  Ω ( k) )
para k ≥  3.

Para obtermos o nucl eol us,  que é o ponto pr i nci pal ,  o
processo vai  cont i nuar  até LP(k)  que produz O(K)  at i ngi do
em uma úni ca sol ução.  Por tanto,  ΩΩΩΩ ( k )  =  Nucl eol us!
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M ax εεεεk :

                                            ||||    ∑   ∑   ∑   ∑ i ∈ 1 . .∈ 1 . .∈ 1 . .∈ 1 . . n   x i  =  C(N)
                                            ||||    ∑   ∑   ∑   ∑ i ∈∈∈∈ S x i =C(S) - εεεε L       ||||  ∀   ∀   ∀   ∀  S ∈  Ο ∈  Ο ∈  Ο ∈  ΟPΤ (Τ  (Τ  (Τ  (L ))))

         | | | |                                                                                                     ||||  ∀ ∀ ∀ ∀L ;  1 ≤  ≤  ≤  ≤  L  <<<<  k
                                            ||||
L P(k )          | | | |  ∑ ∑ ∑ ∑ i ∈∈∈∈ S x i +εεεε k  ≤  ≤  ≤  ≤  C(S)    ||||    ∀   ∀   ∀   ∀  S ⊂  {1 . . ⊂  {1 . . ⊂  {1 . . ⊂  {1 . .N} ;
           ||||                             ||||    S≠  Ο≠  Ο≠  Ο≠  ΟPΤ(Τ(Τ(Τ(L ) ;) ;) ;) ;
                                            ||||                                                                                                                 ||||                 1 ≤  ≤  ≤  ≤  L  <<<<  k ;
                                            ||||                                                                                                                 ||||     S≠ ∅;  ≠ ∅;  ≠ ∅;  ≠ ∅;  S≠ {1 . .≠ {1 . .≠ {1 . .≠ {1 . .n}     
                                            ||||   ∀  ∀  ∀  ∀ i  x i  ≥  ≥  ≥  ≥  0 ;    ε;    ε;    ε;    ε k  ≥≥≥≥  0

Esta é a descr i ção geral  do al gor i tmo,  mas,  no
entanto,  este não é prat i cável ,  poi s t r abal ha com todas as
rest r i ções.

Embora esta sej a uma di f i cul dade mai or  na obtenção
do nucl eol us,  há como ser  si mpl i f i cada.  I sto porque,  na
real i dade,  mui t as das i t erações descr i t as podem ser
el i mi nadas,  ou sej a,  mui t as LP’ s não são i ndi spensávei s
para obtermos o nucl eol us[ GEFFA RD, 1997] .

L ogi camente,  se nem todas as rest r i ções são
necessár i as,  nem todas i t erações são necessár i as.  Na
const rução no pol i edro O( .)  apenas uma subsequênci a de
LP’ s são necessár i as.

Porém, não é f áci l  determi nar  quai s das LP’ s são
rel evantes para a resol ução do probl ema.

Reduzi ndo-se o número de LP’ s para se resol ver  o
probl ema,  t emos um novo programa para achar  o nucl eol us.

Este l evará em conta ai nda a rest r i ção de que o custo
total  da rede deve ser  cober to,  e t odas as rest r i ções em
f orma de i nequação,  que t erão seus excessos max i mi zados,
t ornando-se equações[ GEFFA RD, 1997] .

Há no máx i mo ( n-1)  equações em qual quer  das LP( . ) ’ s
que serão consi deradas [ GEFFA RD, 1997] .  A  geração de
rest r i ções apenas di r á r espei t o às i nequações [ GEFFA RD,
1997] .  A ssi m, as i t erações não abrangerão t odas as
i nequações,  di mi nui ndo de um número exponenci al  para
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l i near  de i nequações,  para um determi nado número de
j ogadores.

A ssi m,  esta LP não envol ve t odas as i nequações.
Chamando esta LP modi f i cada de RP,  t emos que o excesso
ε k   obt i do em uma i t eração RP(k)  é ot i mi zado,  super i or  ao
excesso ε k   obt i do em uma LP t r adi ci onal ,  na i t eração
LP(k) [ GEFFA RD, 1997] .

Consequentemente,  o al gor i tmo de geração de
rest r i ções procura coal i zões cuj as i nequações que as
representem não sej am ai nda uma equação,  e nem
sat i sf ei t as.  Formal mente [ GEFFA RD, 1997] :

||||∑ i ∈ S x i  +  ε k  >  C(S)
|  |  |  |  S  ∉   ΟPΤ (L ) ;      ∀L;  1 ≤  L <  k
||||  S≠ ∅;    S≠ {1 . .n}  

No que t ange à compl ex i dade,  i st o é equi val ente a
f azer  uma busca a uma coal i zão que [ GEFFA RD, 1997] :

S =  Mi n S⊂ { 1 , . . . , n } ,  S∉ Q { MCST(S)  –∑ i ∈ S x i }

em que:  | Q é um subconj unto de N
            | x= { x1 , . . . ,xn }  um vetor  de custos

Ent retanto,  esse processo de geração de rest r i ções não
é si mpl es,  dada a  compl ex i dade pol i nomi al  do al gor i tmo de
árvore geradora míni ma,  t ornando este probl ema NP-D i f í ci l ,
si mi l ar  ao probl ema da árvore de Stei ner  [ GEFFA RD, 1997] .
Há duas heur í st i cas para a busca por  r est r i ções i nsat i sf ei t as.
Uma é usando-se Têmpera Si mul ada[ GEFFA RD, 1997] .

No entanto,  há um ponto em que a heur í st i ca não pode
mai s achar  novas rest r i ções i nsat i sf ei t as [ GEFFA RD, 1997] ,
então usa-se um al gor i tmo B ranch &  Bound [ GEFFA RD,
1997] .  O f ato de que há a necessi dade de usar - se B ranch &
Bound é um f ator  l i mi t ante ao processo,  mas garante a
exat i dão do processo de geração de rest r i ções [ GEFFA RD,
1997] .
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2.10.2 Os pol i ed r os ômega

O método Si mpl ex  est i ma um LP ót i mo para uma
sol ução em par t i cul ar ,  que é um vér t i ce do pol i edro de
sol uções,  não sendo obt i dos di r etamente dos conj untos O( .)
( conj unto de sol uções ót i mas) .

Os vár i os vér t i ces do pol i edro hi perdi mensi onal  são as
possí vei s sol uções per t encentes ao núcl eo.  Será descr i t o
como def i ni r  o pol i edro de sol uções ot i mi zadas com os
vér t i ces f orneci dos pel o al gor i tmo Si mpl ex  [ GEFFA RD,
1997] .

Chamemos de ( Γ s)  o espaço del i mi t ado que consi ste
de todos os vetores sol ução ( x1 , . . . ,xn ,  ε )   l i mi t ados pel a
segui nte i nequação:

∑ i ∈ S x i  +  ε  ≤  C(S)

Ou sej a,  o espaço onde t emos t odas as sol uções
possí vei s,  em que todas as coal i zões pagarão,  no máx i mo,  o
custo que el as pagar i am ao se l i gar  por  conta própr i a ao
f ornecedor  do serv i ço.  O conj unto sol ução ot i mi zado de
LP(k) ,  O(k) ,  é a i nt er seção do pol i edro sol ução,  P(k) ,  e um
espaço l i mi t ante,  ( Γ s) .  A  questão é saber  qual  ( Γ s)  contém
todas as sol uções ót i mas,  del i mi t adas por  el e [ GEFFA RD,
1997] .

M as o probl ema é que al gumas sol uções ót i mas podem
também f azer  par t e de al guns Γ s em que out ras sol uções não
f azem par te.  Como o caso do vér t i ce ót i mo obt i do no
Si mpl ex  quando há mai s de uma sol ução ót i ma.

Pode ser  que uma dada rest r i ção abranj a t odas
sol uções ót i mas,  e out ra não [ GEFFA RD, 1997] .  Quer  di zer ,
uma rest r i ção del i mi t e uma regi ão de todas provávei s
sol uções que out ra não del i mi t a,  ou del i mi t a de manei ra
i ncompl eta [ GEFFA RD, 1997] .  Estas i nequações são
chamadas de equações for t es (T I ,  do i ngl ês t i ght  i nequal i t y )
[ GEFFA RD, 1997] .

Dessa f orma,  o Γ s que contém uma sol ução ót i ma,
most ra- se “ amar rado”  ou del i mi t ado por  uma TI  para esta
sol ução.  Def i ni mos os O( . )  pol i edros como sendo aquel es
f ormados por  r el evantes TI ’ s,  que l i mi t am f or t emente as
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sol uções ót i mas.  Estas TI ’ s que são l i mi t es para t odas as
sol uções ót i mas são chamados de i nequações al t amen t e
l i m i t an t es,  ou H TI  (Hard T i ght  I nequal i t y ) .

TI ’ s em que seu coef i ci ente dual  r el aci onado é não
nul o,  são HTI ’ s,  como f oi  provado[ GEFFA RD, 1997] .

Só as i nequações rel evantes j á são suf i ci entes para
obtermos a sol ução ót i ma.

Quando estas HTI ’ s t ornam-se equações no processo
que cr i a o pol i edro P( . ) ,  esse novo si st ema def i ne nada
menos que o pol i edro O( . ) .

Ex i ste ao menos uma HTI  cuj a var i ável  dual
rel aci onada é não-nul o[ GEFFA RD, 1997] .  A l ém di sso,  uma
HTI  com uma var i ável  dual  nul a é redundante na def i ni ção
do conj unto ót i mo [ GEFFA RD, 1997] .

2.10.3 M od i f i cação da ger ação de r est r i ções par a
                   compu t ar  o nucl eol us com ( n -1)  i t er ações

     

Esta proposta de al gor i tmo produz uma sequênci a de
conj untos x  que geram o nucl eol us.  Ser i a út i l  t r ansf ormar
em equações um t i po de HTI  [ GEFFA RD, 1997] .

Estas HTI ’ s cor t am al gumas sol uções dos pol i edros
P( . )  ( são mai s l i mi t antes) ,  mas dei xam i nal t erados os
conj untos Ω ( . ) .  Ou sej a,  el as não aparam todas as sol uções
quando se t r ansf ormam em equações.

Há out ro modo de se i dent i f i car  se uma TI  é uma HTI
( o pr i mei ro é ver i f i car  se seu coef i ci ente rel aci onado dual  é
não nul o) ,  que é saber  quai s equações ou i nequações são
dependentes [ GEFFA RD, 1997] . .

Duas equações (E)  ou i nequações são dependentes
quando suas coal i zões (S)  r el aci onadas t êm vetores de
al ocação de custos l i near mente dependentes [ GEFFA RD,
1997] ,  como por  exempl o:

E1(S1)  =  E1( { 1,2} )  =  { 1,2,3,4,5,6,7}
E2(S2)  =  E2( { 4,5} )  =  { 2,3,4,5,6,7,8}
E3(S3)  =  E3( { 1,2,4,5} )  =  { 3,5,7,9,11,13,15}

N= { 1, . . . ,7}
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A  equação E1,  r epresentando a coal i zão S1,  f ormada
pel os j ogadores { 1,2} ,  j untamente com a equação E2,
f ormam uma rel ação de dependênci a com E3,  sendo que esta
úl t i ma é dependente das duas pr i mei ras,  poi s seu vetor  de
custos t em cada um de seus el ementos como f unção da soma
dos el ementos a el e cor respondentes em E1 e E2.

S3 =  S1 +  S2

É i nút i l  t r ansf ormarmos em equações  as HTI ’ s que
são dependentes de out ras equações [ GEFFA RD, 1997] .
Porque uma HTI  dependente não nos dá nenhuma i nf ormação
rel evante para as var i ávei s x i .  A ssi m, para este t i po de HTI ,
o ∑ i ∈ S3  xi  é determi nado pel o si st ema de equações
[ GEFFA RD, 1997] .

Se t r ansf ormarmos em equações o HTI ,  esta nova
equação é dependente l i nearmente de equações que j á estão
f ormadas [ GEFFA RD, 1997] .  E é bem conheci do que se
adi ci onarmos equações l i nearmente dependentes em um
si stema, dei xamos esse novo si st ema i gual  ao out ro,  ou sej a,
i nal t erado.  Se i gnorarmos estas rest r i ções dependentes,
produzi r í amos conj untos Ω ( . )  di f erentes [ GEFFA RD, 1997] .

A ssi m,  o al gor i tmo de geração das rest r i ções é
al t erado para i gnorar  HTI ’ s dependentes [ GEFFA RD, 1997] ,
e o pol i edro Ω ( k)  perde ao menos uma di mensão a cada
i t eração,  poi s,  para cada di mensão,  há ao menos uma HTI .
A ssi m,  computamos o nucl eol us em apenas ( n-1)  LP(s)  que
são rel evantes [ GEFFA RD, 1997] .



34

Capítul o 3 - Resul tados e di scussão

3.1 O Pr ob l ema

Por  se t r atar  de um probl ema não t r i v i al ,  f oram
envol v i dos neste estudo t ópi cos como a Teor i a dos Jogos,
Teor i a dos Graf os,  Programação L i near  (Si mpl ex ) ,
A l gor i tmos Genét i cos,  Á l gebra,  Geomet r i a Pl ana,  A nal í t i ca
e Espaci al ,  t eorema da dual i dade matemát i ca e redes de
acesso.

Nas próx i mas seções,  serão apresentadas anál i ses e
consi derações por  di versos ângul os do probl ema,  e i déi as
que,  mesmo reconheci damente superadas por  out ras mai s
el aboradas,  f oram mant i das no t ex to como marcas dei xadas
no percurso de i nterpretação dos f undamentos t eór i cos e
matemát i cos do probl ema.  Becos sem saída e busca de
respostas usando-se vár i os recursos f oram necessár i os para
uma v i são geral  do probl ema,  e necessár i os no processo de
const rução da i déi a da heur í st i ca.

Nesta di scussão de resul t ados será ev i t ado grande
par te dos f ormal i smos matemát i cos,  que v i sa abst rai r  ao
máx i mo i déi as,  concl usões e i nterpretações pessoai s.

3.2 M odel agem do p r ob l ema

A  rede é model ada como um graf o,  que é a est rutura
matemát i ca mai s i ndi cada para esta t aref a.  Nós representam
cl i entes e f ornecedor ,  e arestas representam as l i gações
ent re el es,  com a vantagem de poderem ter  custos e
capaci dades associ adas.
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Conci l i ar  uma sol ução em que o custo da rede sej a
cober to,  ou sej a,  a soma do que todos os usuár i o i r ão pagar
deve ser  i gual  ao custo t otal  da rede,  e r epar t i r  o ganho
obt i do em ser  l i gar  os usuár i os ent re si ,  ent re os própr i os
usuár i os de f orma mai s j usta possí vel ,  é o probl ema
pr i nci pal  encont rado.

A  Teor i a dos Jogos f oi  ut i l i zada porque este
probl ema,  bem como uma vasta gama de probl emas em áreas
di versas,  pode ser  encarado como um j ogo.  Um j ogo em que
os usuár i os são j ogadores cooperando ent re si  com o
obj et i vo de pagarem o menos possível .  Esta é a razão de t er
si do ut i l i zada a ver t ente cooper at i va da Teor i a dos Jogos.

Temos que representar  então o probl ema como se
f osse um j ogo,  e def i ni rmos seu obj et i vo.  O j ogo
cooperat i vo em f orma de f unção caracter í st i ca é def i ni do da
segui nte f orma:

Sej a N= { 1,2,. . . ,n}  o conj unto f i ni to de j ogador es,
c: P-> R, c(∅ )= 0 ser á a função car acter íst i ca ∀ S
⊆ Ν  sendo c(N)  o custo que deve ser  r epar t i do ent r e os
j ogador es, então o par  (N; c)  é chamado j ogo
cooper at i vo.

Se cada usuár i o,  ou j ogador ,  ao se l i gar  sozi nho ao
f ornecedor ,  el e t er i a que arcar  com o custo desta l i gação.
M as,  par t i ci pando da sol ução que l eva em conta uma rede
l i gando t odos os j ogadores ao f ornecedor ,  el e deverá pagar ,
no máx i mo,  este val or .

I st o pode ser  entendi do da segui nte f orma.  Com doi s
j ogadores,  próx i mos um do out ro,  e di st antes do f ornecedor ,
t er i am que pagar ,  i ndi v i dual mente,  o custo da l i gação
i ndi v i dual  que os l i ga àquel e.  M as se est i verem l i gados
ent re si ,  apenas uma l i gação é necessár i a para conectá- l os
ao f ornecedor ,  l i gação esta que vai  par t i r  do j ogador  mai s
próx i mo a el e.  A ssi m,  economi za-se ev i t ando-se a l i gação
do j ogador  mai s l onge do f ornecedor ,  estando esta reduzi da
a uma pequena l i gação ao j ogador  próx i mo a este.

Esta sub- rede l i gando os doi s j ogadores ao f ornecedor
pode ser  obt i da com um al gor i tmo de “ A GM ”  (Á rvore
Geradora M íni ma) ,  que é a f orma mai s barata de se l i gar  um
f ornecedor  aos usuár i os.  O f ornecedor  é a rai z desta ár vore
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e os usuár i os são os nós f ol ha ou estão no cami nho ent re a
rai z e as f ol has.

O al gor i tmo de A GM  nos f ornece,  medi ante a
i nf ormação de posi ci onamento e di st ânci as ent re a rai z e os
nós dos usuár i os,  o novo custo que estes i r ão ar car  se
l i garem desta f orma ao f ornecedor .  A  f orma mai s barata de
se f azer  esta l i gação real mente é com uma árvore.

M odel ando esta sub- rede em f orma de f unção
caracter í st i ca de Teor i a dos Jogos,  obtemos um custo
máx i mo que os doi s j ogadores i r ão pagar  se par t i ci parem da
sol ução geral .  De novo,  este custo deverá ser  de no máx i mo
o val or  que el es pagar i am ao se l i gar  por  conta própr i a (mas
um aj udando o out ro,  f ormando uma coal i zão,  que é um
subgraf o)  ao f ornecedor .

Pode ser  que este custo sej a i gual  ao custo que el es
ter i am se l i gassem cada um por  conta própr i a ao f ornecedor .
I st o pode ser  possí vel  se o f ornecedor  e os doi s usuár i os
est i verem di spostos em f orma de t r i ângul o equi l átero,  por
exempl o.  A ssi m,  t anto f az l i gar  cada um dos doi s usuár i os
i ndependentemente ao f ornecedor ,  quanto l i gar  um usuár i o
ao out ro e um dos doi s ao f ornecedor .

Esta nova f unção que l eva em conta caso só
houvessem estes doi s j ogadores l i gados ao f ornecedor
chama-se r est r i ção.  El a se apresenta na f orma de uma
i nequação,  por  exempl o:

x1+x2 ≤  ≤  ≤  ≤  300

A qui ,  x1 r epresenta o custo que um usuár i o deve
arcar ,  x2 é o custo que o out ro usuár i o deve arcar ,  se
l i garem j untos ao f ornecedor .  Este custo de 300 é obt i do por
um al gor i tmo de A GM , e é o quanto el es doi s j untos devem
pagar  no máx i mo.

Para cada coal i zão (ou combi nação)  possí vel  de
j ogadores representa-se uma rest r i ção.  Estas são necessár i as
para “ amar rarem”  a sol ução ót i ma em que todos par t i ci pem.
Se t odas par t i ci parem, pagarão menos,  e t erão um excesso
mai or .

 M as,  segundo estudos,  é necessár i o apenas n
r est r i ções para que achemos o nucl eol us,  com n j ogadores.
Um dos obj et i vos do t r abal ho f oi  o de anal i sar  essa
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possi bi l i dade e f ormul ar  uma expl i cação própr i a a respei t o
de porque esta redução é possí vel .

Há 2n - 1 combi nações possívei s ent re n j ogadores,  poi s
estamos excl ui ndo o conj unto vazi o.

3.3 Por quê n  r est r i ções? (possi b i l i dades)

Como este t r abal ho é expl oratór i o,  f oi  i mpor tante
l evantar  al gumas dúv i das e i déi as de porque somente n
rest r i ções ser i am rel evantes para se chegar  à sol ução.

3.3.1 Possi b i l i dade 1

Dent re as vár i as l i gações possí vei s em um graf o
compl eto,  ser i am suf i ci entes apenas n del as para f ormar  o
graf o,  ou uma árvore geradora míni ma ot i mi zada?
Obv i amente haver i a uma rel ação com o número de
j ogadores,  poi s n excl ui r i a uma desnecessár i a l i gação do
provedor  do serv i ço com el e mesmo. M as,  dado um graf o,  o
al gor i tmo de A GM  nos f ornece apenas a árvore ot i mi zada.
Então,  a i r r el evânci a da mai or i a das rest r i ções poder i a di zer
respei t o a combi nações ent re j ogadores desnecessár i as.

M as o probl ema não é combi nação ent re j ogadores,
mas si m a di v i são de custos ent re el es.  H i pótese descar tada.

3.3.2 Possi b i l i dade 2

Out ra possi bi l i dade ser i a a respei t o do número de
di mensões do pol i edro hi perdi mensi onal .  Se f or
consi derando cada ei xo car t esi ano representando uma
rest r i ção,  del i mi t ando assi m no espaço hi perdi mensi onal
uma regi ão onde todas as possí vei s sol uções para o
probl ema podem estar ,  t emos para n ei xos,  um espaço n-
di mensi onal .
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Por  exempl o,  para doi s j ogadores,  um pl ano car t esi ano
representar i a,  com doi s pontos,  um em cada ei xo,  uma reta,
di v i di ndo o espaço bi di mensi onal  em duas regi ões? (Fi g.
4.1) .  Ou del i mi t ar i a uma área retangul ar  em que doi s de
seus l ados ser i am l i mi t es desta área,  cada um dos doi s
paral el os,  um ao ei xo x,  out ro ao ei xo y? (Fi g.  4.2) .

F i gu r a  4 . 1 .  R eg i ões d el i m i t ad as p o r  u m a  r est r i ção

F i gu r a  4 . 2 .  R eg i ão  r et an gu l a r  d el i m i t ad a  p o r  d u as r est r i ções

No caso de uma i nequação,  di gamos,  x≤3,  o ei xo x
del i mi t ar i a,  no ponto x= 3,  em um espaço t r i di mensi onal ,  um
pl ano paral el o ao pl ano yz,  cor tando or t ogonal mente  no
ponto 3.  Qual quer  val or  no espaço,  sej a el a bi  ou
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t r i di mensi onal ,  abai xo deste val or  de x pel o qual  passa um
pl ano i magi nár i o,  ser i a uma sol ução vál i da para a i nequação
(Fi g.  4.3) .  A ssi m,  ser i a natural  entender  os doi s pontos em x
e y del i mi tando uma regi ão retangul ar  no espaço.

F i gu r a  4 . 3 .  R eg i ão  d el i m i t ad a  p el a  r est r i ção  x ≤≤≤≤ 3

Para t r ês di mensões,  t er í amos um sól i do,  r egul ar ,  caso
a i nterpretação cor reta f osse essa,  com cada rest r i ção sendo
uma regi ão del i mi tada por  uma reta or togonal  ao ei xo
di mensi onal .

M as e para um espaço hi perdi mensi onal ? Ter íamos um
pol i edro hi perdi mensi onal .

I sso se consi derarmos cada di mensão representando
uni camente uma rest r i ção.  Nesse caso,  cada f ace do pol i edro
ser i a um recor t e de um pl ano or togonal  àquel e ei xo
di mensi onal .

Por  out ro l ado,  vol t ando ao exempl o do i ní ci o da Sub-
seção 4.3.1,  duas rest r i ções,  uma no ei xo x,  out ra no ei xo y,
f ormem real mente uma reta que é resul t ado das duas
rest r i ções,  então não podemos mai s consi derar  cada f ace do
pol i edro como sendo uma regi ão do pl ano or togonal  àquel e
ei xo.  I sso pode ser  f aci l mente v i sual i zado em duas
di mensões.

Uma reta que cor t a o pl ano xy a 45 graus,  no ponto,
di gamos ( x,y)  =  (3,3) ,  t emos uma regi ão del i mi t ada pel as
rest r i ções que não é mai s retangul ar  (Fi g.  4.4) .  Para t r ês
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di mensões,  o que vamos t er  é um pl ano,  que cor ta doi s
ei xos,  caso este sej a paral el o a qual quer  um dos t rês pl anos
f ormados pel o ei xo car t esi ano t r i di mensi onal  (xy,  xz ou yz) ,
ou cor t ando os t rês ei xos,  em caso cont rár i o.

A ssi m,  cada ei xo não cor t ar i a o pl ano a el e or t ogonal ,
f ormando uma f ace do pol i edro hi perdi mensi onal ,  mas si m,
esses t er i am pontos que f ormar i am os vér t i ces do pol i edro.

F i gu r a  4 . 4 .  R eg i ão  d el i m i t ad a  p o r  u m a r est r i ção  q u e co r t a  x y  a
45  g r au s

Há ent retanto uma grande compl i cação para este
model o.  E se f or  consi derado de que há mai s rest r i ções a
serem representadas do que di mensões no hi perespaço? (o
termo aqui  é usado para i ndi car  um espaço com mai s de t r ês
di mensões) .

I st o ser i a até mai s natural  de se consi derar ,  poi s se
temos n j ogadores,  há 2n  – 1 combi nações de coal i zões
possí vei s ent re el es,  e consequentemente,  2n - 1 r est r i ções.

Temos porém mui t o mai s rest r i ções do que j ogadores,
obv i amente,  numa rel ação de cresci mento exponenci al ,  daí
advém toda a di f i cul dade de obtenção por  mei os
convenci onai s do nucl eol us.

M as cada ei xo di mensi onal  vai  r epresentar ,  af i nal ,  um
j ogador  ou uma rest r i ção? Se t i vermos um pol i edro n-
di mensi onal ,  com n i gual  ao número de j ogadores,  e
qui sermos representar  TODA S as rest r i ções,  então
obv i amente t emos mai s rest r i ções que têm que ser
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r epresentadas neste espaço do que di mensões desse mesmo
espaço.

Exempl o:
Com 5 j ogadores,  t emos 31 rest r i ções.  Se t emos uma

hi perdi mensão de 5 di mensões temos que representar  31
rest r i ções!

Se usarmos cada di mensão para representar  uma
rest r i ção,  não há probl ema. Uma rest r i ção para cada
di mensão.  Cer to? Um provável  desperdí ci o de matemát i ca,
computação e i magi nação.

Esse é o ponto chave da questão.  Ser i am todas as
rest r i ções i mpresci ndívei s à const rução do pol i edro
hi perdi mensi onal ? Não ser i am vár i as del as (preci samente,  2n

–1 – (n -1)  =  2n  –n )  r est r i ções t otal mente i r r el evantes para a
const rução desse model o?

E como ser i a i sso?
V ár i as podem ser  as v i sual i zações.  Pr i mei ro.  Não

ex i st i r i a apenas um, mas vár i os pol i edros.  Se um est i vesse
total mente cont i do ou f osse t otal mente coi nci dente ( t odos
seus vér t i ces e consequentemente f aces ser i am os mesmos de
out ro pol i edro) ,  então esse ser i a o úni co dos doi s pol i edros
que preci sar í amos consi derar ,  poi s el e del i mi t a um espaço
mai s rest r i t o do que o out ro,  o que si gni f i car i a um custo
menor  para t odas os j ogadores pagarem.

Se vár i os pol i edros que f undi ssem e se
i nterpenet rarem, t er í amos um pequeno pol i edro,  cent ral ,
mai s r est r i t o,  e o úni co consi derado,  j untamente com vár i os
pedaços,  pol i edros menores,  com o mesmo número de
di mensões,  ou até menos ( se um pol i edro hi perdi mensi onal
f or  par t i do,  é possí vel  que cada pedaço t enha menos
di mensões.  Por  exempl o,  um cubo cor t ado ao mei o ai nda
ter i a duas metades t r i di mensi onai s,  mas se f or  cor t ado em
i nf i ni t as f at i as,  cada uma del as t er i a,  na di mensão
perpendi cul ar  aos cor t es,  um tamanho i nf i ni t esi mal ,
consi derado zero,  f ormando f at i as de duas di mensões) .

Estes pedaços ser i am entendi dos como pol i edros
menores ader i dos ao l ado de f ora do pol i edro menor .
Poder i am ser  t odos descar tados,  poi s t er i am um l i mi t e mai or
do que o pol i edro i nterno.  Novamente,  apenas um pol i edro
ser i a suf i ci ente para rest r i ngi r  o espaço de possí vei s
regi ões.
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Out ra possi bi l i dade para af i rmar  a i r r el evânci a da
mai or i a de rest r i ções ser i a a segui nte.  Dada uma f ace do
pol i edro,  poder íamos ter ,  em seu mesmo pl ano,  out ra reta
( representando uma rest r i ção)  que não cont r i bui  para a
f ormação desta f ace.  Ou mesmo um vér t i ce que não
cont r i bua para essa f ace.

A  questão,  nesse caso,  é:  haver i am f aces em que um
número menor  de rest r i ções que a f ormam podem ser
consi derados,  e somente el as? A i nda t er í amos que descobr i r
se há de f ato,  e quai s del as são i r r el evantes.

I magi ne um t r i ângul o equi l átero e um t r i ângul o
escal eno.  A  base dos doi s t r i ângul os são coi nci dentes e de
tamanho i gual ,  ou sej a,  é a mesma. Só que o t r i ângul o
escal eno t em o vér t i ce super i or  desl ocado à di r ei t a do ponto
di rei t o de sua base (Fi g.  4.5) .  I magi ne também um sól i do
regul ar  t r i di mensi onal ,  cuj as f aces sej am t r i ângul os
equi l áteros (uma pi r âmi de regul ar  t r i angul ar )  (Fi g.  4.6) .

Na f ace em que t emos as duas composi ções,  a do
t r i ângul o equi l átero e t r i ângul o escal eno,  o t r i ângul o
escal eno pode ser  desconsi derado,  poi s não acrescenta em
nada (não é mai s del i mi t ante)  ao pol i edro t r i di mensi onal
pi r ami dal .  El e está def i ni ndo uma regi ão menos del i mi t ante
ao pol i edro pi r ami dal ,  l evando-se em conta as out ras f aces
que o compõe.

F i gu r a  4 . 5 .  T r i ân gu l o  eq u i l á t er o  e esca l en o
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F i gu r a  4 . 6 .  P i r âm i d e r egu l a r

A ssi m,  pode ser  que só n r est r i ções sej am suf i ci entes
para const rui r  um pol i edro que rest r i nj a e sej a ao mesmo
tempo o l i mi t e super i or  para t odo o núcl eo do probl ema.

Cada sol ução possível  para o probl ema estar i a cont i da
nessa regi ão hi perdi mensi onal  f ormada no i nter i or  do
pol i edro hi perdi mensi onal .

V etores sol ução def i ni dos pel os vér t i ces ou sej am
coi nci dentes a f aces desse pol i edro podem ser  entendi dos
como sol uções pouco ot i mi zadas,  j á que,  ao at i ngi r em o
l i mi t e máx i mo,  at i ngi r am também a i gual dade em al guma ou
mai s de uma rest r i ção.  I sso i mpl i ca que al guma coal i zão vai
t er  que arcar  com o mesmo custo que el a j á ar car i a se
l i gasse sozi nha ao f ornecedor  do serv i ço,  ou sej a,  t er i a um
excesso zero.

Sol uções i ntei r amente cont i das no i nter i or  do pol i edro
e sem contato com as f aces do mesmo ter i am todas as
coal i zões com excesso di f erente de zero.  Porque,  como o
pol i edro del i mi t a uma regi ão de possí vei s sol uções,  el e é o
l i mi t e máx i mo,  ou sej a,  del i mi t a o núcl eo.  Pontos em seu
i nter i or  r epresentam vetores de al ocação de custos em que
nenhuma coal i zão está no l i mi t e,  ou sej a,  não possuem
excesso zero.  Por  essa l i nha de raci ocíni o,  f aci l mente
podemos i magi nar  a mel hor  sol ução como sendo aquel a que
estej a mai s l onge possível  de t odas as f aces do pol i edro,  ou
sej a,  aquel a que ocupa seu cent ro absol uto.  Esse ser i a o
nucl eol us do probl ema.

Um pol i edro hi perdi mensi onal  com f aces regul ares,  ou
sej a,  um pol i edro regul ar ,  possui  um núcl eo (ou um
nucl eol us)  bem def i ni do.  M as e um pol i edro i r r egul ar?
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Por  não t er  um núcl eo exato,  ou que sej a exato mas
com coordenadas não i ntei r as,  podemos esperar  t ambém um
nucl eol us com val ores aprox i mados.

E no caso de excessos negat i vos? A quel es em que f i ca
mai s f áci l  subsi di ar  o excesso a t er  aquel a coal i zão
desi stente da sol ução geral ? (Nesse caso,  poder íamos pensar
em um pol i edro não convexo,  ou sej a,  ex i st i r i a um ponto
f ora del e,  que t ambém sej a sol ução.  É pouco provável ,  j á
que as sol uções estão ou cont i das nel e,  ou em suas f aces,  e
estas são const ruídas por  i nequações de pr i mei ro grau e de
mesmo peso ent re os coef i ci entes) .

A i nda si m a coal i zão não ganhar i a para par t i ci par ,
apenas t er i a seu excesso subsi di ado.  Esse subsídi o poder i a
ser  de no máx i mo o val or  que a coal i zão pagar i a.  Nesse caso
par t i cul ar ,  a coal i zão passar i a a não pagar  nada,  poi s o
subsídi o t er i a o mesmo val or  do custo a que el a deve arcar
na sol ução geral .

Um vetor  sol ução com coordenadas com val or  zero,  é
aquel e que coi nci de com a or i gem dos ei xos do espaço
hi perdi mensi onal .  M as se esse vetor  f az par t e da sol ução,
então o pol i edro deve conter  a or i gem dos ei xos,  caso
cont rár i o esse vetor  não per t encer i a ao núcl eo.  E um
pol i edro que não contenha a or i gem dos ei xos não pode t er
cada f ace cor t ada or t ogonal mente por  uma di mensão!

Se t emos um pol i edro hi perdi mensi onal  desl ocado da
or i gem dos ei xos,  então t emos f aces em que ser i a i mpossí vel
serem cor t adas or togonal mente por  um ei xo di mensi onal .

Por  exempl o.  Um cubo num espaço di mensi onal  que
não contenha a or i gem dos ei xos,  por  exempl o,  t em um l ado
de sua base que vai  do ponto (x,y,z) ,  ( 1,0,0)  ao ponto
(10,0,0) ,  ou sej a,  estej a t otal mente cont i do no l ado posi t i vo
do ei xo x,  e à di rei t a da or i gem dos ei xos não pode ter  seu
l ado que é paral el o ao pl ano xy cor t ado pel o ei xo z (Fi g.
4.7) .  L ogo,  não t emos as f aces que f ormam o cubo cor tadas,
t odas el as,  pel os ei xos.  Na verdade,  nenhuma das f aces,
nesse exempl o,  as são.  O máx i mo que t emos é um l ado
coi nci dente ao ei xo x .
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F i gu r a  4 . 7 .  C u b o  d esl ocad o  à  d i r ei t a  d a  o r i gem ,  n o  ei x o  x

A ssi m,  se um pol i edro hi perdi mensi onal  não possui
em seu i nter i or  ( e não coi nci dente a uma de suas f aces)  a
or i gem dos ei xos,  suas f aces não podem ser  suf i ci entemente
compostas pel a i déi a de que cada ei xo di mensi onal  cor ta
or t ogonal mente cada uma de suas f aces.

Cer tamente o pol i edro hi perdi mensi onal  t em suas
f aces compostas por  mai s r est r i ções do que são necessár i as,
se usarmos todo o espaço de rest r i ções.  Cada f ace é
composta por  t r ês ou mai s arestas (duas arestas não são
suf i ci entes) .  A s arestas compostas por  r etas def i ni das pel as
rest r i ções,  e os vér t i ces são pontos de i nter seção ent re el as.

Haver i a,  então um modo de se achar  r etas que estej am
no mesmo pl ano a uma f ace.  Basta ver i f i car  se a mesma é
l i nearmente dependente de quai squer  out ra.  Ou sej a,  dada
uma reta num pl ano,  com uma operação,  ou de soma,  ou de
desl ocamento,  ou de i ncl i nação,  ou ai nda com a combi nação
ent re el as,  obtemos a out ra reta.  M as o probl ema ai nda
persi st e.  Dadas n retas no pl ano,  como saber  quai s del as são
suf i ci entes,  e somente el as,  para f ormarem uma f ace do
pol i edro hi perdi mensi onal ?

Dado uma coal i zão,  por  exempl o,  ent re doi s
j ogadores,  t emos somente uma rest r i ção que di z r espei t o aos
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doi s em par t i cul ar ,  r epresentada por  uma reta no espaço
bi di mensi onal  que representa as sol uções possí vei s para el es
arcarem com os custos.  M as há mai s retas neste pl ano,  se
consi derarmos a proj eção de cada pol i edro del i mi t ado por
quai squer  i nequações que possuam estes doi s j ogadores
como coef i ci entes.

3.3.3 Possi b i l i dade 3

Tentar  anal i sar  pel o ponto de v i sta do f unci onamento
do Si mpl ex .

O Si mpl ex  at i nge uma sol ução que se aprox i ma ao
máx i mo do nucl eol us da segui nte f orma.  Na pr i mei ra
i t eração,  em todo o espaço de rest r i ções,  são achadas
aquel as que possuem o mesmo e menor  excesso dent re t odas
as rest r i ções.  A ssi m,  el as at i ngem a i gual dade,  são f i xadas e
não serão consi deradas na próx i ma i t eração.

Na próx i ma i t eração,  ocor re a mesma coi sa,  as
rest r i ções com o menor  excesso at i ngem a i gual dade e serão
f i xadas a par t i r  da próx i ma i t eração,  e assi m
sucessi vamente,  até que t odas as rest r i ções at i nj am a
i gual dade.

O que o método f az então pode ser  v i sto com atenção.
Na pr i mei ra i t eração,  as coal i zões com menor  excesso,  ou
sej a,  as menos benef i ci adas,  t erão seus excessos
max i mi zados.  Na segunda i t eração,  não consi deraremos mai s
o menor  excesso,  mas o segundo menor  excesso,  j á que as
rest r i ções que at i ngi r am a i gual dade com aquel e menor
excesso j á não f arão par t e do espaço de busca desta
i t eração.

Si mpl i f i cando,  o que o método f az é achar  as
coal i zões mai s i nsat i sf ei t as (por  um método de programação
l i near ,  onde a f unção obj et i vo e de se max i mi zar  o excesso,
por  exempl o)  e aumentar  seus excessos,  depoi s as coal i zões
mai s i nsat i sf ei t as em segundo l ugar  (que estão i nsat i sf ei t as,
mas nem tanto quanto as pr i mei ras)  e assi m por  di ante.

I sso t r az uma dedução i mpor tante.  Se mai s de uma
rest r i ção at i ngi r  a i gual dade ao mesmo tempo,  com o mesmo
excesso,  basta cal cul ar  esse excesso para uma del as
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somente.  M as como saber  quai s das rest r i ções estão para
at i ngi r  a i gual dade ao mesmo tempo?

Para t ermos ganho computaci onal ,  essa pesqui sa t em
que t er  custo menor  do que si mpl esmente i gnorar  esse f ato e
rodar  o Si mpl ex  em todas as rest r i ções possí vei s.

Esse é o grande probl ema.  Se o custo computaci onal
de se procurar  r est r i ções superar  o de consi derar  t odas as
rest r i ções,  o bal anço que t eremos vai  ser  negat i vo.

Quantas i t erações do Si mpl ex  são necessár i as para
obtemos o nucl eol us? Será que depende de cada i nstânci a do
probl ema,  cada ar ranj o possí vel  de j ogadores,  cada
arqui t etura possí vel  da rede? Ou ser i a esta uma questão
i nt r í nseca do método de obtenção do nucl eol us com o uso do
j ogo de árvore geradora míni ma?

Pel o al gor i tmo exato,  em que t odas as rest r i ções t êm
que ser  l evadas em conta,  t er í amos,  no pi or  caso,  ( 2n - 1)
i t erações,  uma para cada max i mi zação de excesso para as
rest r i ções.

Se a questão f or  r eal mente l evar  em conta t odas as
rest r i ções em cada i t eração,  sem se preocupar  com quai s
ser i am i r r el evantes,  poder íamos at i ngi r  o nucl eol us em n
i t erações?  (de agora em di ante será di t o somente n,  e não
mai s em n-1,  entenda n como j á excl ui ndo o f ornecedor  do
serv i ço,  e,  ao max i mi zar  l ex i cograf i camente até a penúl t i ma
coal i zão mai s i nsat i sf ei t a,  a úl t i ma j á f i ca automat i camente
ordenada em ordem l ex i cográf i ca) .  Para probl emas com
mui tas rest r i ções,  pode ser  i mprat i cável  a ver i f i cação por
métodos convenci onai s para redes com mai s de 20 ou 25
pontos,  mas se provarmos por  i ndução que há uma rel ação
prev i sí vel  ent re o número de i t erações e o número de
rest r i ções,  então i st o pode ser  ver i f i cado.

Parece óbv i o que um ganho em se di mi nui r  o número
de i t erações só pode ser  consegui do com a di mi nui ção do
número de rest r i ções na Programação L i near ,  r eal mente
descar tando rest r i ções i r r el evantes.

A ssi m,  é necessár i o apenas n i t erações para se obter  o
nucl eol us,  cada i t eração max i mi zando o excesso de uma das
n r est r i ções rel evantes ao probl ema.

Como há mai s de n r est r i ções,  e ao f i nal  TODA S terão
seu excesso max i mi zado,  l ogi camente então mai s de uma
rest r i ção,  em médi a,  vai  at i ngi r  a i gual dade em cada
i t eração,  se processarmos n i t erações.
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3.3.4 Possi b i l i dade 4

Do ponto de v i st a geomét r i co,  o probl ema pode ser
v i sto da segui nte f orma.

Como o nucl eol us ser i a aquel e ponto cont i do o mai s
próx i mo possí vel  do cent ro absol uto do pol i edro
hi perdi mensi onal ,  que def i ne o núcl eo,  este assumi u essa
f orma condensada após sucessi vas modi f i cações,  com base
em i t erações do Si mpl ex .

Se a cada i t eração uma ou mai s rest r i ções estão para
at i ngi r  a i gual dade com um dado excesso,  i gual  para t odas,
então geomet r i camente uma par te ou mai s do vetor  sol ução
estão i gual mente próx i mas dos seus respect i vos l i mi t es,  ou
f aces (ou vér t i ces)  do pol i edro.

Quando f i xamos as rest r i ções e atendemos sua
i nsat i sf ação quanto a t er  um menor  excesso naquel a
i t eração,  é como se af astássemos aquel es ponto que def i ne o
vetor  de al ocação dos l i mi t es do pol i edro,  em di reção ao
cent ro.

Na i t eração segui nte,  af astaremos o vetor  sol ução das
f aces do pol i edro que est i verem mai s próx i mas,  e assi m por
di ante até at i ngi rmos val ores próx i mos do nucl eol us,  ou
sej a,  modi f i car  a posi ção do vetor  de al ocações ( i gual  a um
ponto,  poi s def i ne os val ores que cada coal i zão vai  ar car .
Um vetor  de al ocações)  até que este estej a no cent ro ou
próx i mo ao cent ro do pol i edro.

M as,  de novo,  como saber  quai s rest r i ções at i ngi r ão a
i gual dade na atual  i t eração?

Com base na geomet r i a,  haver i a,  duas f ormas.  Uma,
achar  os val ores do vetor  de al ocação que estão a i gual
di st ânci a dos l i mi t es do pol i edro,  ou sej a,  quai s coal i zões
estão com o mesmo excesso a ser  max i mi zado.  Out ra,  caso
as rest r i ções tenham seus excessos max i mi zados e al t erem
as coordenadas do vetor  de al ocação de modo que este vá em
di reção ao o cent ro do pol i edro,  preci sar í amos saber  essa
di stânci a ao cent ro,  comum a t odas as r est r i ções que
at i ngi r ão a i gual dade naquel a i t er ação.

Não é f áci l  saber  como i sso pode ser  f ei t o.  Toda a
nossa geomet r i a espaci al  está f ormul ada para um espaço
di mensi onal  de no máx i mo t r ês di mensões.  Tentar  achar
val ores,  como pontos e di st ânci as em uma hi perdi mensão
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i mpl i car i a numa rev i são,  adaptação e cr i ação de regras e
concei t os novos para di f erentes hi perdi mensões.

3.4 En t ão, por quê n  r est r i ções af i nal ?
                ( concl usão)

A pós vár i as possi bi l i dades para a questão,  a concl usão
é a segui nte:  cada j ogador  vai  t er  que arcar  com um custo
máx i mo def i ni do por  uma ou mai s rest r i ções que
representam coal i zões em que el e f az par t e.  Estas rest r i ções,
na f orma de i nequações,  def i nem uma regi ão no espaço de
provávei s sol uções para os j ogadores nel a representados.

Toda sol ução em que cada j ogador  pague no máx i mo o
que pagar i a se l i gasse de qual quer  out ra f orma,  ou mesmo
sozi nho,  ao f ornecedor ,  j untamente com o f ato de que a
soma do que todos i r ão pagar  deve ser  i gual  ao custo t otal
da rede,  per t ence ao núcl eo do probl ema,  i sto é,  são
sol uções vál i das.  O conj unto de j ogadores (ou sej a,  um sub-
graf o)  chama-se coal i zão.

A  Teor i a dos Jogos Cooperat i vos f oi  usada porque
tem-se um ganho no custo da rede que l i ga uma coal i zão ao
f ornecedor ,  se os j ogadores cooperarem ent re si .  Na f i gura
2.1,  se cada j ogador  se l i gasse sozi nho ao f ornecedor
ter í amos um custo t otal  da rede que é mai or  que a rede da
f i gura 2.2.  A ssi m, este ganho com a economi a de l i gações
pode ser  r epar t i do ent re os j ogadores.

Quando max i mi zamos o excesso de uma coal i zão,  ou
sej a,  di mi nuímos o quanto esta coal i zão i r á pagar  se
par t i ci par  da sol ução geral ,  di mi nuímos a regi ão de
provávei s sol uções para esta coal i zão.  Cada coal i zão
separadamente pode ser  encarada como uma i nstânci a do
probl ema total ,  como um f ractal .  Um f ractal  é uma f i gura
em que uma par te del a própr i a,  sej a de que t amanho f or ,  é
i gual  à f i gura or i gi nal .

A  j unção de t odas as sol uções menores é a sol ução
total ,  mas l eva-se em conta a i nt eração ent re el as,  por  ser
um j ogo cooperat i vo.

Para uma coal i zão de um j ogador ,  t emos,  por  exempl o,
que el e deve pagar  no máx i mo 100,  que é o preço que el e
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pagar i a se l i gasse sozi nho ao f ornecedor .  Se um al gor i tmo
de Á rvore Geradora M íni ma f or  r odado para este caso,
obter i a:

X1 ≤  1 0 0≤  1 0 0≤  1 0 0≤  1 0 0

Onde x1 representa este j ogador .  A o se l i gar  a out ros,
espera-se que este custo para el e di mi nua,  por  ser  um j ogo
cooperat i vo.

A penas uma di mensão é suf i ci ente para representar
esta i nequação.  Um ei xo,  x,  em seu espaço uni di mensi onal ,
t er i a um ponto 100,  e t udo abai xo deste val or ,  i ncl ui ndo el e
própr i o,  ser i a um espaço de provávei s sol uções.

Quando um método de programação l i near  i t erat i vo
como o Si mpl ex  é rodado com todas as rest r i ções,  com o
obj et i vo de max i mi zar  o excesso,  o que el e f az é af astar  o
máx i mo possí vel  de 100 o val or  que x1 deve pagar ,  l evando
em conta t odas as out ras rest r i ções.  

A o max i mi zar  o excesso de x1,  t r ansf ormamos uma
i nequação em equação.  Por  exempl o:

X1 =  95

O que era uma regi ão anter i ormente agora t ornou-se
um ponto.  A ssi m, o ei xo x r epresenta,  na sol ução geral ,  o
que x1 deve pagar .

Para representarmos o que os n j ogadores devem
pagar ,  preci samos de um espaço n- di mensi onal .  onde cada
ei xo determi na os val ores possí vei s de serem pagos por  cada
j ogador .

A s rest r i ções que envol vam determi nados j ogadores,
del i mi t arão uma regi ão possí vel  de sol uções,  r epresentada
por  um pol i edro const ruído naquel es ei xos,  por  aquel as
rest r i ções.  Rest r i ções são as retas que compõe as f aces,  suas
arestas,  e o encont ro del as,  ou sej a,  seus vér t i ces,  são
pontos que representam uma sol ução possível .  Essas
sol uções são os vetores de al ocação,  poi s,  dado um ponto no
espaço n- di mensi onal ,  este f i ca def i ni do com n coordenadas.

Por  exempl o,  para um j ogador ,  t emos uma regi ão
uni di mensi onal ,  uma reta,  de sol uções possí vei s (Fi g.  4.8) .
Quando max i mi zamos o excesso para aquel a coal i zão de um
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j ogador ,  r eduzi mos o que ser i a uma reta para um ponto (Fi g.
4.9) .

F i gu r a  4 . 8 .  Só  u m a  d i m en são  b ast a  p a r a  r ep r esen t a r  u m  j ogad or

F i gu r a  4 . 9 .  R ed u ção  d e u m a  d i m esão  ( r et a )  a  u m  ú n i co  p on t o

Rest r i ções que envol vam doi s j ogadores,  são
representadas em f orma de retas no espaço bi di mensi onal
(Fi g.  4.10) .  Quando max i mi zamos o excesso para esta
coal i zão de doi s j ogadores,  t r ansf ormamos o que ser i a uma
área em uma reta,  ou sej a,  a i nequação passou a ser  uma
equação l i near  (Fi g.  4.11) .



52

F i gu r a  4 . 10 .  E sp aço  b i d i m en si on a l  com  r est r i ções en v o l v en d o  d o i s
j ogad or es

F i gu r a  4 . 11 .  R ed u ção  d e u m a  á r ea  ( b i d i m en si on a l )  a  u m a  r et a

Estendendo o raci ocíni o para t r ês ou mai s di mensões,
o que está acontecendo,  na verdade,  quando max i mi zamos o
excesso das coal i zões,  estamos af astando a sol ução cont i da
no espaço possí vel  de sol uções del i mi t ado por  aquel a
rest r i ção do ponto máx i mo possível ,  o de excesso zero.

A  del i mi t ação espaci al  do núcl eo (o pol i edro
hi perdi mensi onal )  é o l i mi t e máx i mo das sol uções,  ou sej a,
qual quer  ponto cont i do em seus l i mi t es,  ou vér t i ces (e não
total mente cont i do em seu i nter i or )  está no l i mi t e de ao
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menos uma rest r i ção,  l ogo,  ao menos uma coal i zão t erá
excesso zero.

A f astando-se deste l i mi t e máx i mo e f i xando uma f ai xa
de val ores,  di mi nui ndo o número de di mensões,  i mpl i ca que,
à medi da que vamos max i mi zando os excessos,  vamos
di mi nui ndo a regi ão de sol uções possívei s ( núcl eo)
del i mi t ada pel o pol i edro hi perdi mensi onal .  Este vai
di mi nui ndo de t al  manei ra que vai  se resumi r  a uma pequena
regi ão de sol uções possívei s,  ou uma sol ução possível
( r et i r ando suas f aces estamos t ambém ret i r ando suas
di mensões,  o que é possí vel  por  serem vár i as del as
compostas por  r est r i ções i r r el evantes,  como que l api dando-
o,  di mi nui ndo-o) .  Este pol i edro rest r i t o ao máx i mo del i mi t a
o nucl eol us.

Esta di mi nui ção do pol i edro,  no sent i do de se l i mi t ar
a regi ão del i mi t ada por  el e para as possí vei s sol uções,  é
l i mi t ada pel a rest r i ção que def i ne que o custo t otal  da rede
deve ser  cober to.  Não podemos di mi nui r  o custo de que cada
coal i zão vai  ar car  de t al  manei ra que esta não pague nada.  A
max i mi zação do excesso pel o método i t erat i vo de
programação l i near  (Si mpl ex )  l eva i sto em conta.

Para este probl ema em par t i cul ar ,  t emos que todas as
rest r i ções são i nequações de pr i mei ro grau,  e seus
coef i ci entes são todos uni t ár i os.  Não t emos,  por  exempl o,
um coef i ci ente na rest r i ção do t i po

 x1
2

 t ampouco t emos coef i ci entes de pesos di f erentes,
como por  exempl o:

 x1  +  2x2  ≤  1 0 0

A ssi m,  as rest r i ções se apresentam na f orma de retas,
e,  como os coef i ci entes t êm o mesmo peso,  como por
exempl o 

x1  +  x3  +  x4 1  +  x1 0 5  ≤  1 0 0

podemos supor  que,  no caso de duas di mensões temos
uma reta que cor t a o pl ano,  e,  como as duas componentes
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t êm o mesmo peso,  el a deve ter  i ncl i nação de 45 graus (Fi g.
4.4) .

Desta f orma,  t odas as proj eções das rest r i ções naquel e
ei xo podem ter  esta mesma i ncl i nação ( l i nearmente
dependente,  poi s é paral el a) .  Porém não é t ão si mpl es.

Dev i do ao f ato de que cada j ogador  se rel aci ona a
cada um dos demai s,  e t ambém pel o f ato de t ermos a
rest r i ção de que o custo t otal  da rede deve ser  cober to,  o
pol i edro hi perdi mensi onal  não deve ser  necessar i amente
uma f i gura regul ar .

Recapi t ul ando,  o pol i edro hi perdi mensi onal  pode ser
v i sual i zado da segui nte f orma.  Suas f aces são const ruídas
tendo como arestas os l i mi t es das rest r i ções,  e os vér t i ces
são os encont ros destas rest r i ções.  A pesar  de não ser
possí vel  desenhar  mai s de t r ês di mensões,  o l ei t or  não pode
ser  dei xado sem ao menos uma concepção pareci da com a
obt i da com o t r abal ho,  que é como f oi  i magi nado (Fi g.
4.12) .

F i gu r a  4 . 12 .  O  p o l i ed r o  h i p er d i m en si on a l  ,  d el i m i t an d o  o  n ú c l eo
( con cep ção  p essoa l )

 Como o pol i edro em si  j á é uma regi ão del i mi tante no
espaço n- di mensi onal  para as sol uções possívei s,  ou sej a,  o
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núcl eo,  podemos esperar  sol uções mel hores aquel es pontos
af astados ao máx i mo de quai squer  f aces,  em di reção ao seu
cent ro.

Um vér t i ce é um ponto no espaço n- di mensi onal ,  ou
sej a,  para def i ni - l o,  t eremos um val or  para cada componente
deste espaço,  ou um custo para cada j ogador .  M as não é uma
boa sol ução,  af i nal ,  ao menos para uma coal i zão,  esta t erá
que pagar  o mesmo que pagar i a ao se l i gar  sozi nha ao
provedor  do serv i ço.  O mesmo ocor rer i a se f osse um ponto
qual quer  de uma f ace,  poi s está no l i mi t e máx i mo do
pol i edro.  Pontos que del i mi t am o pol i edro são pontos onde
ao menos uma rest r i ção at i ngi u a i gual dade.  M as a
programação busca respostas ot i mi zadas nos vér t i ces dos
pol i edros,  ou numa f ace,  caso sej a possí vel  múl t i pl as
respostas.

Por  exempl o,  para x1 =  50,  em uma di mensão,  50 é o
ponto l i mi t e,  de excesso 0.

Quando max i mi zamos o excesso para uma coal i zão,
estamos af astando-a ao máx i mo de uma f ace do pol i edro,  em
di reção ao cent ro.

Out ro f r uto deste t r abal ho f oi  a dedução ( com base na
i nterpretação geomét r i ca,  max i mi zacão de excessos,
di mi nui ção di mensi onal  ao t r ansf ormarmos i nequações em
equações,  e t odos os out ros concei t os) ,  de porque
preci samos de somente n rest r i ções para at i ngi r  o nucl eol us.

O que um processo i t erat i vo f az,  com base nas
rest r i ções,  é max i mi zar  o excesso das coal i zões,  mas até um
ponto em que o equi l í br i o ent re o que sej a j usto para t odos
os j ogadores não sej a quebrado,  e que a condi ção de que o
custo t otal  da rede sej a cober to.

A o at i ngi r  esse equi l í br i o,  at i ngi mos o nucl eol us,  que
é a sol ução ót i ma.  A o max i mi zar  o excesso das coal i zões
mai s i nsat i sf ei t as,  l i mi t amos a área que as representam a um
ponto,  e as t r ansf ormamos em equações (Fi g.  4.13) .
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F i gu r a  4 . 13 .  O  n u c l eo l u s.  O s n ú m er os r ep r esen t am  os p on t os q u e
t ocam  em  cad a   u m  d os n  ei x os q u e r ep r esen t am  os n  j ogad o r es.

D et er m i n am  os v a l o r es q u e cad a  u m  d el es i r á  p aga r

A o f i nal  do processo,  não preci sar í amos t er
t r ansf ormado t odas as rest r i ções em equações.

Porquê?
Porque preci samos saber  o quanto cada um vai  pagar .

Se cada j ogador  é uma var i ável ,  e t emos n j ogadores,  há n
var i ávei s,  ou i ncógni t as.  Se t r ansf ormarmos t odas as
rest r i ções em equações,  t eremos 2n  – 1 equações.  Ou sej a,
mai s equações do que i ncógni t as.

Só preci samos de n equações l i nearmente
i ndependentes para determi narmos n i ncógni tas,  ou,  em
out ras pal av ras,  para t ermos um Si st ema Possí vel
Det er m i nado.  I sso se soubéssemos prev i amente o excesso
de cada uma das rest r i ções.

A ssi m,  há 2n  -  1 – (n-1)  =  (2n   -  n)  r est r i ções
desnecessár i as à obtenção do nucl eol us.
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3.4.1 – I n t er p r et ação geomét r i ca do nucl eol us

Se determi namos o nucl eol us com n equações,  então
este deve ser  mesmo um ponto ( vér t i ces t ambém são pontos,
mas de sol uções pouco ot i mi zadas,  j á que estão nos l i mi t es
do pol i edro)  no espaço n-di mensi onal ,  poi s,  dado que sej a
um ponto,  este def i ne só um val or  em cada uma das n
di mensões necessár i as para determi ná- l o.  Geomet r i camente,
é bem i ntui t i vo pensar  no nucl eol us como somente um ponto
(Fi g.  4.13) .

O mot i vo para que a mai or i a das equações sej am
i r rel evantes é que el as não estão def i ni ndo coordenadas do
nucl eol us em ei xos que j á não tenham si do def i ni das,  ou que
def i nam pontos cuj o excesso sej a menor  para estes
j ogadores ( componham regi ões menos rest r i t as,  ou que não
acrescentem nenhuma i nf ormação que j á não tenha si do
def i ni da na composi ção de uma f ace) .

Uma out ra questão per t i nente,  ser i a a segui nte.  Se
al t erarmos em al gum ponto,  a ordem em que estamos
max i mi zando l ex i cograf i camente o excesso das coal i zões,
poder íamos obter  out ro ponto,  out ro nucl eol us?

Para ser  o mai or  vetor  em ordem l ex i cográf i ca,
podemos t er ,  por  exempl o,  somente a coal i zão menos
sat i sf ei t a com seu excesso max i mi zado.  El e j á ser i a o mai or ,
l ex i cograf i camente.  O nome ‘ Ri cardo’ ,  por  exempl o,  vem
pr i mei ro,  em ordem l ex i cográf i ca,  que o ‘ Sami ra’ ,  mesmo
que a segunda l et r a desta pal av ra venha antes no al f abeto do
que a segunda l et r a daquel e nome.

Se max i mi zarmos o excesso,  de coal i zão a coal i zão,
da mai s i nsat i sf ei t a à menos i nsat i sf ei t a,  t eremos um vetor
que é o mel hor  dent re t odos,  por  ser  o mai s j usto.  A contece
que,  se mai s de uma coal i zão possui  o mesmo excesso a ser
max i mi zado,  pode f azer  di f erença qual  del as max i mi zar
pr i mei ro,  poi s são coal i zões di f erentes,  em número e/ou
coef i ci entes ( j ogadores) .  M as t ambém pode não f azer
di f erença,  ou sej a,  esperar  para max i mi zar  o excesso t anto
de uma quanto de out ra coal i zão que at i nj a o excesso ao
mesmo tempo,  não garant i ndo um ganho mai or  para el a mai s
adi ante.  I sto vem do f ato de que t odos os j ogadores estão
i nter l i gados,  e cada caso é um caso,  t emos i nf i ni t as
possi bi l i dades,  e por  ser  este um probl ema model ado de
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acordo com a Teor i a dos Jogos Cooperat i vos.  Esta
bi f ur cação possível  na ordem de max i mi zação pode gerar
mai s de um vetor  de al ocação que sej a j usto.

A  questão,  i nt erpretada aqui ,  não é se podemos t er  um
ou mai s nucl eol us,  mas se este é um ponto ou uma regi ão
hi perdi mensi onal ,  mui t o mai s l i mi t ada que o núcl eo,  cont i da
no i nter i or  deste,  em que seus vér t i ces sej am sol uções,
t odas j ustas (Fi g.  4.14) .

F i gu r a  4 . 14 .  O  n u c l eo l u s ser i a  ú n i co?

Cada rede é um caso,  e ser i a di f í ci l  supor  que não
ex i sta mai s de uma sol ução ót i ma.  Para que o nucl eol us sej a
sempre um ponto úni co,  t er í amos que t er ,  sempre,  dent re os
possí vei s vetores de al ocação j ustos,  somente um, ordenado
l ex i cograf i camente,  que t enha os excessos max i mi zados em
cada coal i zão,  da mai s i nsat i sf ei t a à menos i nsat i sf ei t a.  I sso
or i gi nando o vetor  de custos mai s j usto possí vel .

3.5 Escol hendo as n  r est r i ções que
      i n t er essam

Di zer  que só n r est r i ções i nteressam não quer  di zer
que quai squer  n r est r i ções,  se resol v i das,  def i nem o
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nucl eol us.  A ssi m, qual quer  conj unto de n r est r i ções que
f ormem um Si stema Possí vel  Determi nado determi nar i am o
nucl eol us.

Há uma questão f undamental  a ser  cl aramente
entendi da.  Pr i mei ro,  deve-se montar  o pol i edro n-
di mensi onal  apenas com as n r est r i ções que i nteressam, ou
que sej am em número mui to menor  às 2n  –1,  mas que
const ruam um pol i edro ot i mi zado,  r est r i t o ao máx i mo (que é
o pr i nci pal  propósi t o de t odo o t r abal ho) ,  e após montado,  a
programação l i near  acha o nucl eol us.

Com todas as rest r i ções geradas,  poder íamos i nventar
um método para saber  quai s def i ni r i am pontos em que os
excessos f ossem menores aos al cançados por  out ras
rest r i ções que t ambém di zem respei t o a estas mesmas
di mensões ( só que com al gumas a mai s) .  M as ser i a
i mprat i cável ,  poi s t er í amos que gerar  t odas as rest r i ções.
Qual   o probl ema?

Novamente expondo a di f i cul dade em se t r abal har  com
espaço e t empo exponenci ai s.  Para uma rede de di gamos,  3
j ogadores,  t emos 7 rest r i ções.  Tal vez nem preci sássemos
f azer  contas,  só de ol har  no graf o poder íamos supor  sua
Á rvore Geradora M íni ma,  e na mão f ar í amos as contas.

A gora,  se estamos f al ando de uma rede de acesso
real i st a,  ser i a normal  t ermos,  por  exempl o,  150 j ogadores.  O
número de rest r i ções que t emos que gerar ,  sem esquecer  que
para cada coal i zão t emos que cal cul ar  seu custo máx i mo
at ravés de um al gor i tmo de Á rvore Geradora M íni ma,  é de
aprox i madamente. . .

1.427.247.693.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000

. . .  r est r i ções. . . .

Para at i ngi r  o nucl eol us,  preci samos de 150 rest r i ções
destas.  Se conseguíssemos escol her  as cer t as,  di mi nui r í amos
uma compl ex i dade que era exponenci al  para l i near .  A
chance de gerar  só as rest r i ções que i nteressam e t r atá- l as
com programação l i near  para obtenção do nucl eol us di mi nui
t ambém exponenci al mente com o tamanho do probl ema.  I st o
porque,  quanto mai s j ogadores,  mas di f í ci l  determi nar  só as
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r est r i ções rel evantes,  poi s estas crescem l i nearmente com o
probl ema,  e as rest r i ções totai s crescem exponenci al mente.

Ex i stem heur í st i cas que usam recursos maci ços,  como
a Têmpera Si mul ada j untamente com B ranch &  Bound.
A i nda si m não são mui to ef i ci entes.  Segundo estudos,  o
probl ema de se gerar  r est r i ções é NP-D i f í ci l .

O que é proposto no t r abal ho é uma heur í st i ca usando-
se A l gor i tmos Genét i cos para aj udar  na obtenção de uma
sol ução que se aprox i me ao máx i mo do nucl eol us para redes
mui t o grandes.
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Capítul o 4 - Usando Al gor i tmos Genéti cos
associ ados ao Si mpl es par a se computar
sol uções pr óxi mas do nucl eol us

4.1 Uma v i são ger al

Se o nucl eol us f or  mesmo úni co,  então só ut i l i zando-
se as n r est r i ções cer t as para chegar  a el e.  I sto é
i mprat i cável ,  dada a di f i cul dade de se encont rar  as
rest r i ções cer t as dent re t odas as possí vei s em redes mui t o
grandes.

O probl ema não é t r i v i al .  Como reduzi r  o pol i edro
hi perdi mensi onal  que representa o núcl eo da manei ra mai s
ot i mi zada possí vel ,  l api dá- l o,  usando-se al gor i tmos
genét i cos?

Os pr i nci pai s pontos (no caso,  sol uções)  para este
probl ema ao se l evar  em conta para que al gor i tmos
genét i cos sej am usados para achar  uma sol ução são os
segui ntes:

-  Determi nar  quem serão os i ndi v íduos,  e como
representarão a sol ução do probl ema;

-  Como e quantos i ndi v íduos serão cr i ados para
f ormarem a pr i mei ra geração;

-  Como aval i ar  o grau de adaptabi l i dade dos
i ndi v íduos;

-  Como combi nar  os i ndi v íduos ent re si  para gerarem
f i l hos de f orma sexuada ou quando pref er i r  a r eprodução
assexuada;

-  Com que f r equênci a e como as mutações podem se
apresentar ;

-  Pontos pref erenci ai s para crossover ;
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-  Cr i t ér i o de parada nas gerações e parâmet ros a serem
modi f i cados para t estar  o al gor i tmo;

-  Possi bi l i dade de t estar - se t odo o uni verso de
possi bi l i dades,  e f ugi r  de convergênci as a máx i mos l ocai s;

-  Dar  ao al gor i tmo genét i co a chance de encont rar  uma
sol ução bem próx i ma da sol ução ót i ma,  se esta ex i st i r ,
desconsi derando a questão de t empo e recursos
computaci onai s por  aj ustes nas var i ávei s do programa.

4.2 Uma pr opost a de heur íst i ca

Foi  consi derada uma heur í st i ca que se ut i l i za dos
pr i ncípi os dos A G’ s,  e não um A l gor i tmo Genét i co em sua
f orma t r adi ci onal ,  o que pode l i mi t ar  seu uso e ef i ci ênci a.

Pr i mei ramente,  cada i ndi v íduo não é uma resposta ao
probl ema em si ,  mas par t e del a.  Segundo,  não haverá mui ta
di versi f i cação de i ndi v íduos em uma mesma geração,  j á que
a i déi a proposta no t r abal ho é que sej am rodados vár i os
A G’ s,  cada um convergi ndo para par t e da resposta.

Para si mpl i f i car  o entendi mento,  consi dere que,  o que
f or  def i ni do para um al gor i tmo genét i co,  será segui do em
todos os que f orem executados (em paral el o ou em
sequênci a) .

Detal hando mel hor :

4.2.1 Os i nd i v íduos

Cada i ndi v íduo representa uma rest r i ção.  A ssi m,  a
sol ução para o probl ema será a um si stema de rest r i ções
montado pel os di versos A G’ s,  e não cada i ndi v íduo em si .

4.2.2 A  ger ação 1

I ni ci al mente podem ser  gerados,  por  exempl o,  n
i ndi v íduos,  onde n é o número de j ogadores.
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Estes i ndi v íduos são gerados de f orma al eatór i a,  t anto
nos coef i ci entes,  quanto no número de coef i ci entes.  O úni co
cui dado é não gerar  i ndi v í duos cuj as rest r i ções contenham
um j ogador  mai s de uma vez,  e não gerar  i ndi v íduos i guai s.

A pós geradas as coal i zões ( combi nações dos
j ogadores) ,  r oda-se um al gor i tmo de A GM  com base nos
dados reai s de l ocal i zação de usuár i os e f ornecedor ,  e
cr i am-se as rest r i ções ( i nequações com um val or  máx i mo a
ser  pago pel a coal i zão) ,  ou mel hor ,  os i ndi v íduos.

4.2.3 Cr i t ér i o de ap t i dão ou  adap t ab i l i dade

Se t r abal harmos com todas as rest r i ções possí vei s,  as
rel evantes são aquel as que,  j untas,  determi nam um pol i edro
hi perdi mensi onal  t ão rest r i t o quanto possí vel ,  def i ni ndo o
núcl eo.  A ssi m, garante-se que o núcl eo sej a const ruído com
apenas as n r est r i ções rel evantes,  para a par t i r  del e,  at r avés
de programação l i near ,  obtermos o nucl eol us.

Se as rest r i ções são rel evantes,  são mai s rest r i t as que
out ras,  def i ni do uma regi ão ót i ma (menor )  para aquel es
j ogadores,  ou seus coef i ci entes.  Estas rest r i ções j á t êm um
excesso max i mi zado i mpl í ci t o,  poi s def i nem custos menores
aos j ogadores por  el as representados.  Usando-se essa i déi a é
que o al gor i tmo genét i co f oi  proposto.  A l ém di sso,  f oi
ver i f i cado,  em um al gor i tmo exato,  que o Si mpl ex  acha que
o menor  excesso é j ustamente daquel as n r est r i ções
rel evantes (de n coal i zões) ,  l ogo na pr i mei ra i t eração,  para
al gumas redes de acesso ver i f i cas.

Para ver i f i car  a adaptabi l i dade,  r oda-se o Si mpl ex  em
toda a geração e separamos a(s)  r est r i ção(ões)  que
at i ngi u( ram)  a i gual dade na pr i mei ra i t eração.  I st o si gni f i ca
que el a( s)  t em(êm)  o menor  excesso,  sendo por tanto mai s
rest r i t i vas na sol ução geral .

A ssi m,  somente estes i ndi v íduos terão nota máx i ma de
apt i dão e serão mant i dos na próx i ma geração.  Os out ros
i ndi v íduos serão aval i ados da segui nte f orma.  Todos os que
t i verem al guma i nter seção com os i ndi v íduos sel eci onados,
i st o é,  cont i verem um ou mai s j ogadores em comum com os
i ndi v íduos de máx i ma apt i dão,  t erão i gual  chance de
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t r ansmi t i r em seus genes,  mas não será de f orma assexuada.
A ssi m,  t erão uma apt i dão menor .

O processo vai  gerar ,  proposi t adamente,  r est r i ções
l i nearmente dependentes,  com combi nações di f erentes dos
mesmos i ndi v íduos.  A  i ntenção é sel eci onar  j ustamente
aquel a ou aquel as mai s rest r i t i va somente (a úl t i ma geração
vai  sel eci onar ,  dent re t odos os i ndi v íduos,  somente aquel e
ou aquel es cuj as rest r i ções representadas del i mi t em a menor
regi ão espaci al ,  ou sej a,  t enham o menor  excesso) ,  dent re as
mui t as l i nearmente dependentes que vão ser  comparadas.
L embrando,  o número de rest r i ções rel evantes cresce
l i nearmente com o probl ema, enquanto o número total  cresce
exponenci al mente.

A o f i m de um determi nado número de gerações,
t eremos uma ou al gumas poucas rest r i ções,  adv i ndas de cada
A G’ s,  que sozi nhas não são suf i ci entes para montarmos um
si stema que vá encont rar  uma sol ução próx i ma ao nucl eol us.
Porém, como essa heur í st i ca ut i l i za vár i as vezes um
al gor i tmo genét i co,  em sequênci a,  ou vár i os em paral el o,
sel eci onaremos ao f i m destes vár i os processamentos,  vár i as
rest r i ções que t erão boa chance de serem l i nearmente
i ndependentes.  I st o porque cada al gor i tmo genét i co
i ndependentemente vai  sel eci onar  não i ndi v íduos com a
resposta t otal ,  mas para par t e del a ( cada i ndi v íduo é uma
rest r i ção) .

Como contamos com a i mprev i si bi l i dade,  não sabemos
ao cer t o se vai  haver  apenas um ou mai s de um i ndi v íduo
com apt i dão máx i ma,  ou sej a,  que vão at i ngi r  a i gual dade
pel a aval i ação do Si mpl ex ,  naquel a geração.  Se estes
i ndi v íduos representarem as rest r i ções rel evantes,
di f i ci l mente ser i am escol hi dos pr i mei ramente,  com este
conj unto pequeno de i ndi v íduos e se consi deramos uma rede
grande.  Ou mel hor ,  para um número mui t o grande de
rest r i ções,  é di f í ci l  que,  contando com a al eator i edade na
escol ha dos i ndi v íduos na pr i mei ra geração,  estes sej am
j ustamente aquel as ou al gumas das n r est r i ções rel evantes
para a obtenção do nucl eol us.

M as como é uma heur í st i ca que usa os al gor i tmos
genét i cos,  estamos buscando uma boa sol ução usando-se
recursos e t empo tol erávei s.  A  i ntenção é montar  um si st ema
de rest r i ções que def i nam um núcl eo tão rest r i t i vo quanto
possí vel .
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4.2.4 Repr odução dos i nd i v íduos

Os i ndi v íduos com apt i dão máx i ma se reproduzi rão de
f orma assexuada,  então serão si mpl esmente repet i dos na
próx i ma geração.  Os out ros de menor  apt i dão serão
recombi nados ent re si  para f ormar  novos i ndi v íduos.  Quando
uma i nequação é par t i da,  r ecombi nada ou al t erada,  pode-se
f azer  a decomposi ção desta em novas i nequações.
M atemat i camente esta di v i são respei t ar i a os atuai s pesos de
cada coef i ci ente na regi ão n- di mensi onal  r est r i t i va,  ou
dever i a ser  rodado novamente o al gor i tmo de A GM  nos
coef i ci entes desej ados,  obtendo um novo val or  de custo
total  para aquel a coal i zão menor ,  com base na Teor i a dos
Jogos.

A  di f erença ent re os doi s é que,  com mai s genes de
j ogadores em um i ndi v íduo,  é entendi do que o custo t otal
desta coal i zão sej a menor  do que a soma de custos das
coal i zões menores que f ormem j untas esta coal i zão.  Porque
é baseada na Teor i a dos Jogos Cooperat i vos.  Decompor  as
i nequações e cal cul ar  os novos val ores de custo para as
par tes cr i adas f azendo-se proj eções ( i gnorando as
componentes nos ei xos dos out ros coef i ci entes e
recal cul ando a nova regi ão que o pol i edro hi perdi mensi onal
vai  del i mi t ar )  di v i di mos o custo menor  obt i do com o j ogo
cooperat i vo ent re as novas coal i zões.  Se rodarmos um
al gor i tmo de A GM , este custo para as mesmas coal i zões
cr i adas na di v i são da coal i zão or i gi nal  vai  possi vel mente
aumentar .

Como o j ogo é baseado em cooperação o aconsel hável
é uma nova execução do al gor i tmo de A GM  nas novas
rest r i ções.  M as pode ser  i nt eressante t estar  o al gor i tmo só
com a decomposi ção das i nequações.

V ol t ando,  combi namos de f orma al eatór i a ( crossover
em qual quer  ponto,  j untar  doi s i ndi v íduos ou mai s,  por
exempl o)  t odos os i ndi v íduos sel eci onados,  mas com menor
apt i dão,  gerando novas rest r i ções,  os seus f i l hos.

Todos os i ndi v íduos ( t anto os pai s,  quanto os f i l hos)
podem e devem sof rer  mutações,  numa taxa pequena,  em que
al gum segmento do mater i al  genét i co (um ou mai s
coef i ci entes)  podem ser  r et i r ados ou acrescentados.
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Na próx i ma geração,  t eremos i ndi v íduos com seus
respet i vos mater i ai s genét i cos contendo mui t os genes em
comum, sal vo o caso de mutações e out ros genes sem
i nter seção com os genes dos i ndi v íduos que obt i veram
máx i ma nota de apt i dão.

Uma caracter í st i ca i mpor tante dos al gor i tmos
genét i cos,  a di versi dade da popul ação,  não ser i a observada
dent ro de uma geração,  deste modo,  mas haver i a di versi dade
ent re i ndi v íduos de processos rodando o al gor i tmo genét i co
em paral el o,  ou em sequênci a.  I st o é proposi t al ,  v i st o que
queremos obter  a r est r i ção mai s ot i mi zada dent re aquel as
l i nearmente dependentes (ao menos,  com proj eções
l i nearmente dependentes)  com el a.

4.2.5 Quant as ger ações ser ão comput adas em
        cada A G

V al e ressal t ar ,  novamente,  que a proposta usa os
al gor i tmos genét i cos,  e não é um al gor i tmo genét i co em sua
f orma t r adi ci onal .

A  proposta é executar  uma sequênci a de al gor i tmos
genét i cos,  ou em paral el o,  cada um ot i mi zando uma par te da
sol ução,  como um B ranch &  Bound.  Como temos que t entar
el i mi nar  r est r i ções l i nearmente dependentes,  cada um dos
processos rodando um al gor i tmo genét i co t enta sel eci onar
al gumas poucas rest r i ções,  ou somente uma ao f i nal ,  esta
l i nearmente i ndependente,  ao menos representando uma
coal i zão bem di f erente,  àquel a obt i da pel os out ros
al gor i tmos genét i cos.

A  proposta ser i a para os casos de redes grandes,  100,
150,  200 pontos ou mai s.  A  al eator i edade na escol ha da
geração 1 garant i r i a em teor i a a convergênci a a di f erentes
pedaços da sol ução.  É uma heur í st i ca nova,  f r uto deste
t rabal ho,  numa área em que ai nda não t emos sol uções exatas
para redes grandes.

A pós um número determi nado de gerações em cada
A G, o al gor i tmo rodar i a o Si mpl ex  mai s uma vez e separar i a
apenas o(s)  i ndi v íduo(s)  de menor  excesso.
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A penas estes poucos i ndi v íduos ser i am então
armazenados.  Ser i a f ei t a uma ver i f i cação.  Estes i ndi v íduos
obt i dos pel os A G’ s são em número no míni mo i gual  ao
número de j ogadores,  e contêm todos os j ogadores,
compondo um si st ema possí vel  determi nado?

Em caso posi t i vo,  para-se aí  e serão estes i ndi v íduos,
e mai s al guns ( combi nações ent re estes,  para usar  a
vantagem da cooperação e assi m f ormar  mai s al guns
i ndi v íduos,  podendo-se usar  t ambém mutações)  os
sel eci onados para compor  o núcl eo.  Estes f ormar i am o
si stema de rest r i ções usadas no Si mpl ex ,  que é rodado desta
vez até o f i nal ,  não mai s usado como f er ramenta para o
cr i t ér i o de apt i dão dos i ndi v íduos,  mas como f er ramenta
para sol uci onar  este probl ema de programação l i near ,
obtendo uma sol ução próx i ma ao nucl eol us.

Em caso negat i vo,  obtém-se mai s al guns i ndi v íduos
com o uso dos A l gor i tmos Genét i cos.

4.2.6 Quando par ar  o al gor i t mo

Toda vez que cada al gor i tmo genét i co roda,  ao f i m de
um número de gerações,  produz al guma rest r i ção ou
rest r i ções com um excesso bastante pequeno.

Rodamos então o al gor i tmo até que os i ndi v íduos,
armazenados sucessi vamente,  contenham todos os j ogadores
(cada j ogador  é um coef i ci ente na rest r i ção)  e t enhamos
rest r i ções que sej am no míni mo em número i gual  ao número
de j ogadores.

Caso houver  demora demai s para j untar  i ndi v íduos
sel eci onados suf i ci entes para se f ormar  um si st ema possí vel
determi nado,  ou sej a,  al gum j ogador  ai nda não apareceu
(não há gene  de um cer to j ogador ,  x 2 ,  por  exempl o,
presente em quai squer  dos i ndi v íduos)  podemos l i mi t ar  o
número de vezes em que cada A G é rodado,  ou sej a,  o
número de gerações de cada um del es ( cada vez que é
rodado,  nos f ornece um i ndi v íduo ou i ndi v íduos bem aptos
ao f i m de determi nado número de gerações) .
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4.2.7 Como ser ão usados os i nd i v íduos

Como os i ndi v íduos não representam a sol ução do
probl ema em si ,  mas par t es del e,  estes serão usados em
conj unto,  reuni dos dos vár i os al gor i tmos genét i cos
separados,  para comporem um si st ema que será usado para
obtermos um vetor  de al ocação de custos próx i mo ao
nucl eol us.

A  t otal  al eator i edade na escol ha dos i ndi v íduos na
pr i mei ra geração cada vez que rodamos o al gor i tmo genét i co
nos garante uma boa heur í st i ca que var re t odo o espaço
possí vel .  M esmo assi m,  podemos modi f i cá- l o,  por  exempl o,
se f or  t endenci oso na sel eção dos i ndi v íduos,  ao f i nal  das
gerações.

I ndi v íduos sel eci onados que contenham de f orma geral
os mesmos j ogadores em seus genes,  podem i ndi car  um
máx i mo l ocal .  A ssi m,  estes j ogadores podem e devem ter
menos chance de serem sor t eados na próx i ma el aboração da
pr i mei ra geração de i ndi v íduos de out ro A l gor i tmo
Genét i co.

Devem ser  f ei t as t ambém combi nações ent re
i ndi v íduos sel eci onados,  e i ncl ui r  seus f i l hos no conj unto
def i ni t i vo de rest r i ções que será rodado no Si mpl ex .  I st o é
i mpor tante para t estarmos os ganhos em f azer  i nt er seções
ente coal i zões.  Esta é uma f orma de se l evar  em conta de
que é um al gor i tmo que usa Teor i a dos Jogos Cooperat i vos,
apl i cada numa i déi a de D i v i di r  e Conqui star  (B ranch &
Bound) .  I sto poi s,  al ém de di v i di r  o probl ema em pedaços,
ao f i m uni mos os mesmos em novas par t es,  r ecombi nando as
rest r i ções para t estar  novas coal i zões.

A char  sol uções ót i mas separadamente e uni - l as para
uma sol ução geral  não deve ser  i nef i ci ente,  mesmo se
consi deramos que um j ogador  coopera com out ro.  D i v i di ndo
o probl ema,  di v i di mos a rede que é uma árvore em out ras
árvores,  est rutura esta que é recursi va por  natureza,  como
um f ractal .

Essas recombi nações ent re os i ndi v íduos j á
sel eci onados podem ser  de uni ão,  i nt erseção ou crossover ,
j unto com eventuai s mutações de genes.
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4.2.8 Uma r epr esen t ação da p r opost a do
                  al gor i t mo

Para resumi r  a i déi a da heur í st i ca,  abst rai ndo o
processo,  segue abai xo sua representação:

F i gu r a  5 . 1  A  h eu r í st i ca  p r op ost a

4.2.9 Par âmet r os a ser em t est ados e
         mod i f i cados

Podem ser  modi f i cados,  para t estar  a ef i ci ênci a do
al gor i tmo,  o t amanho da popul ação i ni ci al ,  o número de
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combi nações ent re os pai s da pr i mei ra geração,  t i pos e a
f requênci a com que aparecem as mutações,  número de
gerações,  número de A G’ s,  dent re out ros.

Foi  l evando em conta a possi bi l i dade de se obter  as n
r est r i ções rel evantes com bastante conf i abi l i dade.  Se a
geração 1 de um dos A G’ s t i ver    2N  -  1 i ndi v í duos,  então
teremos representadas t odas as rest r i ções.  Todas as
rel evantes at i ngi r ão a i gual dade (por  serem mai s
rest r i t i vas) ,  e serão sel eci onadas até o f i m.  A ssi m,  após a
pr i mei ra geração,  os i ndi v íduos j á poderão ser  usados para
acharmos o nucl eol us.  Se o Si mpl ex  f or  r odado como
f er ramenta de aval i ação de adaptabi l i dade em todos os
i ndi v íduos sel eci onados por  t odos os A G’ s,  estas serão as
rest r i ções com menor  excesso,  ou sej a,  que representam
coal i zões mai s i nsat i sf ei t as.

Obv i amente,  o probl ema ser i a o mesmo:  gerar  t odas as
rest r i ções.  Ser i a mel hor  então usar  um al gor i tmo exato de
uma vez.

.
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Capítul o 5 – Concl usão e Pr opostas

Concl ui - se,  com o t r abal ho,  que o probl ema de
al ocação de custos em redes de acesso é de sol ução não-
t r i v i al ,  com i mpl i cações i mpossívei s de t erem si do prev i stas
ao def rontar  com o mesmo i ni ci al mente.  O probl ema
revel ou-se i ncr i vel mente i nteressante e desaf i ador .  É
necessár i o o conheci mento de mui t as áreas di f erentes e
especí f i cas de conheci mento,  suas i nter l i gações possívei s,
al ém de dedi cação e cr i at i v i dade para v i sual i zar - se o
probl ema por  vár i os ângul os di f erentes.

Foi  consegui da uma i nterpretação geomét r i ca do
probl ema,  de como os j ogadores,  r est r i ções,  núcl eo e
nucl eol us podem ser  v i sual i zados,  al go não encont rado na
l i t eratura.  Foi  um f ruto i mpor tant í ssi mo,  por  ser  concebi do
em um espaço di mensi onal  não convenci onal  e de
v i sual i zação compl exa.  I sto f oi  i mpresci ndí vel  na dedução
própr i a de porquê não preci samos de todo o espaço de
rest r i ções para const rui rmos o pol i edro del i mi t ador  do
núcl eo.

A  par t i r  de uma rev i são bi bl i ográf i ca de al gor i tmos de
ot i mi zação,  Si mpl ex ,  A l gor i tmos Genét i cos,  Teor i a dos
Jogos e da própr i a i nt erpretação geomét r i ca,  f oi  concebi da
uma heur í st i ca para aj udar  a cal cul ar  uma sol ução próx i ma
ao nucl eol us.  A  i déi a i ni ci al  era se estudar  uma heur í st i ca
ex i stente que usa Têmpera Si mul ada,  e cr i ar  uma que f i zesse
o mesmo, só que com A l gor i tmos Genét i cos,  mas esta não
f oi  publ i cada no ar t i go estudado.  O que f oi  f ei t o f oi  o
estudo do al gor i tmo exato,  mas não ter i a si do mui to di f í ci l
deduzi r  al go semel hante.  M as este não é o probl ema,  o
pr i nci pal  é se pensar  em uma manei ra de não apl i car  este
al gor i tmo exato em todo o espaço de rest r i ções,  j á que sua
compl ex i dade é exponenci al .
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Foi  consegui do t ambém uma expl i cação própr i a da
v i abi l i dade da redução de espaço e t empo de exponenci al
para l i near ,  sustentando a i déi a da heur í st i ca obt i da.  A
heur í st i ca não é um A l gor i tmo Genét i co em sua f orma
t radi ci onal ,  mas se ut i l i za dos A G’ s para se obter ,  cada um,
par te da sol ução (B ranch &  Bound) ,  const rui ndo um
pol i edro del i mi t ador  do núcl eo que sej a o mai s rest r i t o
possí vel  e f ormado sem a mai or i a das redundânci as.

Uma proposta para t r abal hos f uturos ser i a o de
expl orar  var i ações do probl ema,  como por  exempl o
topol ogi as di f erentes,  ou de se l evar  em conta mai s de um
f ornecedor ,  ou mesmo expl orar  o mesmo assunto,  ai nda com
pontos a serem expl i cados.  A l ém di sso,  devem ser
anal i sadas vantagens e desvantagens da proposta
apresentada,  para se chegar  ao al gor i tmo ef et i vamente
i mpl ementado.
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