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RESUMO

Este estudo refere-se & Medida L e foi feito através de uma reviséo de
literatura com o objetivo didatico de explicitar seu conceito e justificar o seu
uso. A Medida L é um critério que se utiliza de conceitos bayesianos e é
construida a partir da distribuicdo preditiva a posteriori dos dados. Pode ser
escrita como a soma de dois componentes: um envolve a média desta
distribuigdo e outro envolve as variancias, e mede o desempenho de um modelo
pela combinacdo de quédo proximas as predicOes estdo dos dados observados e
qual a variabilidade das predigdes. Pela Teoria da Decisdo, a Medida L é a
funcdo perda quadréatica. Neste sentido, quando da tomada de decisdo, o objetivo
é diminuir esta perda ao se escolher um modelo em detrimento de outro. Ainda,
o0 desenvolvimento algébrico da funcdo perda quadrética, resulta no célculo do
Erro Quadratico Médio. Bons modelos terdo pequenos valores para a medida
L2, . Para exemplificar o calculo da medida, estudos de comparacéo da Medida L

com outros critérios, foram feitos em dois exemplos didaticos de dados de
regressdo linear maltipla com o intuito de ilustrar e analisar o critério e suas
comparagdes. Os resultados dos dois exemplos diferem; enquanto AIC e BIC
selecionaram 0 mesmo modelo, a Medida L selecionou outro modelo.

Palavras-chave: Medida L. Funcdo Perda Quadratica. Inferéncia Preditiva
Bayesiana. Selecdo Preditiva de Modelos.



ABSTRACT

The study refers to L-Measure, and was done through a literature review
with the aim of clarifying the concept, justify its use. The L-Measure is a
criterion that uses Bayesian concepts and is constructed from the posterior
predictive distribution of the data. Itcan be written asthe sum of
two components: one  involves themean of this distribution and the
other involves the variances. It measures the performance of a model by the
combination of how close the predictions are fromthe observed data and
the variability ~ of predictions. By Decision ~ Theory, L-Measureis the
quadratic loss function. In this sense, when the decision is taken, the goal is to
reduce this loss when choosing one model over another. The algebraic
development of the quadratic loss function will result in the Mean Squared
Error. Good models will have small values of LZ,. Comparison studies with

other L-Measure criteriawere made in two didactics examples with linear
regression data with the aim to illustrate and analyze the criterion and their
comparisons. The criteria AIC and BIC selected the same model, but L-
Measure selected a model different to explain the dependent variable.

Keywords: L-Measure. Quadratic Loss Function. Bayesian Predictive Inference.
Predictive Selection of Models.
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1 INTRODUCAO

Os processos de tomada de decisdo envolvem avaliacdes e decisdes que
sdo escolhas feitas com base em propdsitos, sdo acdes orientadas para
determinado objetivo e o alcance deste objetivo determina a eficiéncia do
processo. A decisdo pode ser tomada a partir de probabilidades, possibilidades
e/ou, alternativas.

Geralmente, tomadores de decisdo baseiam-se em argumentos
matematicos e/ou estatisticos para conferir credibilidade as escolhas.

A teoria da decisdo estatistica € um conjunto de métodos para a tomada
de decisdo que permitem resultados confiaveis. Preocupa-se com decisdes que
envolvem incerteza.

Os modelos matematicos ou deterministicos tentam explicar fenémenos
quando todas as variaveis envolvidas sdo conhecidas, podendo entdo ser
representadas. Os modelos estatisticos incluem variaveis envolvidas no processo
gue nao sdo conhecidas, e, portanto ndo podem ser representadas
matematicamente e que entdo compdem o erro da modelagem.

Na natureza, fendbmenos e experimentos estudados pelos cientistas e
pesquisadores nao podem ser completamente conhecidos, ja que sdo muito mais
complexos e, geralmente no processo de coleta de dados e analise sempre ha
erros associados.

A modelagem estatistica € uma das principais ferramentas do estudo
estatistico de experimentos que auxilia no melhoramento de processos e
produtos. De forma que a observacdo de um evento, qual seja, de forma
controlada ou ndo, possa gerar padrdes que modelados auxiliam em estudos
futuros. Assim, é importante que o modelo seja valido, no sentido de ser mais
préximo a realidade observada, ja que este, sendo 6timo sera usado para fazer

previsdes/inferéncias.
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Em resumo, o que se faz em estatistica é ajustar modelos a conjuntos de
dados a partir de experimentos ou fendmenos aleatorios. A questdo é: qual sera o
modelo mais apropriado para representar esse fendmeno aleatdrio? ou, entre
diversos modelos, qual sera o mais adequado?

Gelfand e Gosh (1998) comentam da importancia da escolha entre
modelos candidatos como atividade fundamental na analise de conjunto de
dados. Ainda, citam a estatistica razdo de verossimilhancas como critério
priméario para a selecdo de modelos, e alguns autores como Akaike (1974),
Schwarz (1978), entre outros, que propuseram penaliza¢Oes para esta estatistica.

Os critérios de informacdo de Akaike (1974), AIC, e o critério de
informacdo Bayesiano de Schwarz (1978), BIC, s@o medidas para escolha de
modelos bastante utilizadas na literatura. Emiliano et al. (2009) observam que
apesar do amplo uso do Critério de Informacdo de Akaike, a validacdo do
critério precisa de grandes amostras 0 que, as vezes, leva a abusos na sua
utilizacdo. Para selecionar modelos através do BIC, assim como para o AIC,
deve-se calcula-lo e escolher aquele que tem o menor valor da medida. Ambos
0s critérios sao assintoticos.

Ibrahim e Laud (1994) propuseram um critério de comparagdo de
modelos, chamado Medida L que é bem menos utilizada que o AIC e o BIC,
entre outras razdes, pelo fato de ndo estar implementada em pacotes estatisticos.

A Medida L baseia-se no preditivismo, cuja preocupacao ¢ a predigdo de
valores advindos de um mesmo experimento ou de experimentos semelhantes. O
calculo desta medida usa do conceito de Densidade Preditiva em sua definicéo,
portanto, compara o que é predito ao que é observado para fazer a escolha entre
modelos.

Neste trabalho, objetiva-se:

1° Explicar conceitualmente o que é a Medida L,
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2° Explicar os conceitos pertinentes a Medida L de maneira

compreendé-la melhor como critério para selecdo de modelos

candidatos.

3° Apresentar dois exemplos didaticos para observar o comportamento

da Medida L e de dois critérios bastante utilizados, a saber: AIC e BIC .

Neste trabalho, a medida é introduzida para modelos de regresséo linear,
ou seja, quando, a matriz de incidéncia é de posto completo e com erros
homocedasticos. E sera aplicada a tais modelos para satisfazer o terceiro

objetivo.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Nesta secdo serdo apresentados conceitos importantes para tornar claro o
conceito da Medida L e atingir o objetivo proposto neste trabalho.

A Medida L pode ser interpretada de formas diferentes, dependendo da
abordagem, a saber: funcdo Perda Quadratica; distancia Euclidiana e Erro
Quadratico Médio. Para cada uma destas interpretacdes, conceitos devem ser
elucidados.

Como simples ilustracdo, nos exemplos didaticos, serdo calculados os
valores dos critérios de Informacdo de Akaike e Bayesiano. Estes conceitos
serdo apresentados abordando a Modelagem e conceitos pertinentes a
fundamentacdo destes critérios de uma forma sintética antes dos conceitos

pertinentes a Medida L.

2.1 Modelagem e critérios para comparacao de modelos

A partir da observacdo de dados advindos de fendmenos ou de
resultados de experimentos planejados, modelos sdo formulados na tentativa de
resumir a informagdo disponivel e fazer inferéncias. A modelagem € o
desenvolvimento de expressdes matematicas que, de alguma forma, tentam
descrever o comportamento de determinada variavel de interesse.

Existem modelos deterministicos e modelos estatisticos. Os
deterministicos sdo aqueles em que tudo que é observado é conhecido e ¢é entdo
possivel de ser traduzido através de uma funcdo ou simbologia especifica no
modelo. J& os estatisticos sdo aqueles em que existe uma parte sistematica e

outra aleatdria, ou seja, uma parte que é explicada pelo modelo de forma
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deterministica e outra que ndo é possivel de ser traduzida sistematicamente e é
atribuida ao acaso na parte aleatoria.

Geralmente, na natureza, a complexidade dos fendmenos ndo permite
gue o comportamento de varidveis seja traduzido completamente em modelos
deterministicos. Entdo, faz-se a aproximacdo do fenémeno por um modelo
estatistico. Neste, havera perda de informacéo, devida a parte aleatéria, que deve
ser minimizada.

Ainda, um ou mais modelos podem ser formulados a partir de um
mesmo conjunto de dados. Assim, é interessante que haja alguma forma de
selecionar aguele que melhor explica o comportamento dos dados, levando em
consideracdo a qualidade do ajuste e complexidade, geralmente devida ao
nimero de pardmetro: quanto mais parametros, mais complexo o modelo.

Para selecionar modelos, podemos fazer a selecdo dos pardmetros
fazendo testes de hipoteses ou ainda, usando de muitos critérios existentes na
literatura estatistica, entre eles, pode-se citar o Critério de Informacdo de
Akaike, o Critério de Informacdo de Schwarz ou Bayesiano que séo calculados
com relacdo a verossimilhanga dos dados e o conceito de Informagao e Entropia.

Nas secOes seguintes serdo apresentados os conceitos de Teste de
Hipoteses e 0s erros que se pode cometer ao aceitar ou rejeitar uma hipotese
qualquer, conceitos de verossimilhanca e Funcdo Suporte, e dos Critérios de

Informacdo de Akaike e Bayesiano.

2.1.1 Teste de hipdteses e erro tipo | e tipo 11

Podemos selecionar modelos fazendo testes de hipoteses, selecionando

0s parametros que fardo parte do modelo em questéo.
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O Teste de Hipdteses sera apresentado, nesta revisao de literatura, com o
objetivo de introduzir e esclarecer os tipos de erros incorridos ao aceitar ou
rejeitar uma hipétese num teste de hipéteses.

Quando se dispde de evidéncias, pode-se usa-las para tomar a decisdo de
aceitar ou rejeitar determinada afirmacédo. Essas afirmacdes ou hipoteses, como
sao chamadas na Teoria Estatistica, devem ser testadas a fim de aceita-las ou
rejeita-las.

De acordo com Mood, Graybill e Boes (1974), tem-se a definicdo de
hipétese estatistica:

Definigdo 1: Uma hipdtese estatistica € uma asser¢do ou conjectura sobre a
distribuicdo de uma ou mais variaveis aleatorias.

Comumente, a hipdtese de interesse é chamada hipétese de nulidade,

representada por Hy, que é testada contra a hipétese alternativa, representada
por H; ou H,, que podem ser simples ou compostas. Definidos os espacos
paramétricos @y e @y, quando @y = {fy} Hy é simples, caso contrario, é

composta — e da mesma forma para H;. As notagdes comumente utilizadas sao:

{Hﬂ: B 3 E)D
Hj_: de 61

Definigdo 2: Chama-se “teste de uma hipotese estatistica”, a fun¢do de decisdo

d: X — {agai}, em que ag corresponde a acdo de considerar a hipotese Hy
como verdadeira, @; corresponde a acdo de considerar a hipotese H; como
verdadeira e X é o espaco amostral associado a amostra aleatéria Xy, ... X;, que

é dividida nos dois conjuntos:

Ay = {{xg,,x,) e X)d(xq,...,x,) = ag)
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Ay = {xg,0,x,) eX)d(xq,00,x,) = ay}

Sendo, AgUAd; =X edgnd,; =0.

Como em A,y temos 0s pontos amostrais x = (xy,...,X,) que levam a
aceitacdo de Hy, chama-se A4 de regido de aceitacdo, e por analogia, 4; de
regido de rejeicdo de Hy, também chamada de regido critica (BOLFARINE;

SANDOVAL, 2000)

No caso de testar duas hipoteses simples, como Hy:& = &, versus
H;: 8 = 8y, e considerando a funcgéo perda I(#,a) = 0 se a deciso for correta e

1(8,a) = 1 se a decisdo for incorreta, a funcao risco é calculada:

R(8y,a) = E[1(8y, a)] = 0P[X € Ayl6,] + 1P[X € A4]6,]
= R(BD_, ﬂ-} = P[X = }li|€,}] =

Ou seja, essa fungdo risco define a probabilidade de ocorréncia do erro tipo I, a,

que é aquele que se comete ao rejeitar a hipotese Hy sendo verdadeira. E,

R(@ljﬂ} = E[E(Elj a)] = 0P[X & A1|€1] +1P[X & Au|t?1]
= R(6,,a) =P[X € 441811 =

Ou seja, essa funcéo risco define a probabilidade de ocorréncia do erro tipo Il, &,
que é aquele que se comete ao aceitar a hipotese Hy sendo falsa.

O que geralmente se faz é fixar a probabilidade do erro tipo I, @, e
procurar a regido critica que forneca a menor probabilidade do erro tipo |1, &, ou

seja, 0 maior poder entre os testes com igual ou menor nivel .
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O poder do teste m(& ) é definido pela probabilidade de rejeitar a

hipotese nula, sendo falsa:

m(6,) = P[X € A;|6]
=nley)=1-F8

2.1.2 Verossimilhanga e fungdo suporte

O conceito de Funcdo de Verossimilhanca € fundamental em toda a
teoria estatistica, e estd envolvido em muitos processos de inferéncia e,
inclusive, para a defini¢do dos critérios de informacdo de Akaike e de Schwarz.
Da mesma forma, a Fungédo Suporte.

Bolfarine e Sandoval (2000) definem a funcdo de verossimilhanca
como:

Defini¢do 3: Sejam Xy, ..., X,; uma amostra aleatéria de tamanho n da variavel
aleatéria X com funcéo de densidade (ou de probabilidade) f{x|&), com fe @,
em que @ é o espago paramétrico. A funcdo de verossimilhanca de &

correspondente a amostra aleat6ria observada, calculada como o produtério

das funcGes de densidade, é dada por
160 = | [rexde)
i=1

Definida a funcdo acima, pode-se definir o Método de Maxima
Verossimilhanca, que é um método para a obtengdo de um estimador para o

parametro, &, através do conceito acima.
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Definicdo 4: O estimador de maxima verossimilhanca de & é o valor de & € @
gue maximiza a fungédo de verossimilhanca.
Ou seja, o estimador dado pelo Método de Méxima Verossimilhanga é o

valor que maximiza a funcéo de verossimilhanca. Ou ainda, é o valor de & que
maximiza a probabilidade de se obter a amostra observada.

Diante disso, para maximizar a funcdo, deve-se calcular a primeira
derivada de L(&; x) com respeito ao parametro &, igualar a zero e resolver para
#. Obtém-se, portanto, os pontos criticos. Se existir, aquele ponto que maximiza

a funcdo é o estimador de maxima verossimilhanga de &. Ou seja,

dL(6; x)
dg

Para o caso em que se tem mais de um parametro, as derivadas tomadas
s8o as parciais com rela¢do a cada um dos pardmetros envolvidos. E procede-se
de maneira anéloga.

“Ndo é dificil verificar que o valor de & que maximiza a funcdo de
verossimilhanca L(#;x) , também maximiza (6;x) , dada por
1(8;x) =logL(#;x).” (BOLFARINE; SANDOVAL, 2000, p. 35). Esta fungéo
é chamada Func¢do Suporte, muitas vezes € mais tratdvel numericamente, sendo
também mais facil de encontrar os pontos criticos.

A Fungdo Suporte pode ser estimada. Substituindo em
E,llogf(x|6)] = | logf(x|8)g(x)dx, o pardmetro ou vetor de parametros que

foi estimado pelo método da méxima verossimilhanga tem-se:

E, [log f(x|6)] = J‘ log f(x|8)g(x)dx = J‘ log f(x|8)dG(x)
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em que g(x) é a verdadeira distribuicio dos dados, f(x|6) é o modelo que
aproxima g{x) ap6s estimados os parametros e G{x) é funcdo de distribuigio
acumulada de g{x).

O que se deseja € encontrar um bom estimador para a funcéo suporte, ja
que, depois de estimarmos o parametro, passa-se a trabalhar com f{x|&). Um

estimador pode ser obtido substituindo &{x) por uma distribuicdo empirica

G(x). Emiliano ET al (2009) apresentaram o seguinte resultado como estimador

da funcéo suporte:
1% .
Ez[logf(+l8)] == ) 1og7(x.[F)
i=1

Portanto, o estimador da fungéo suporte esperada é n~1L(8), e a fungéo

suporte, L(§), é um estimador para nE¢[log f(|8)]
2.1.3 Critério de informag&o de Akaike (AIC)

Este critério € fundamentado nos conceitos de informagédo e entropia, e
tem o objetivo de comparar modelos candidatos através de uma penalizacdo da
fung&o suporte maximizada.

A partir dos conceitos de informacdo e entropia, foi estabelecido o
conceito de Informagéo de Kullback-Leibler (K-L). Tal conceito de Informacao
encontra-se detalhado em Emiliano et al. (2009).

Akaike (1974) propds utilizar a informacdo de K-L para selecdo de

modelos, estabelecendo uma relagédo entre esta e a Raz8o de Verossimilhanga.
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Essa relacdo é chamada Critério de Informacéo de Akaike (AIC). Para melhor
entendimento da definicdo deste critério, a informacéo de K-L sera apresentada.

Definicéo 5: A informacao de Kullback-Leibler é definida por:

M) - B[] = gl _ = glx)
1g; f) = Egl-Hs] = E; [log (53| = 29 1og (£5)ax - )
em que Hg é a entropia de Boltzmann; g ¢ a distribuicao da qual sdo gerados os
dados; f € a distribuicéo utilizada para aproximar g; e, E; € a esperanca

calculada com respeito a distribuigéo g.

A partir de (1.1), pode-se observar que:

I(g; f) = Ez[log(x)] — E;[logf(x]]

1g; ) = 7= g(x) loglg()]dx — [ g(x) logl[f (x)] dx
(1.2)

Isto €, de (1.2) pode-se deduzir que a informacdo de K-L quantifica a
perda de informacdo quando avaliamos um modelo arbitréario especificado, por
exemplo, f{x), em comparacdo ao modelo verdadeiro, g(x), de um conjunto
X ={xy,%5,...,x,,} de n observagdes independentes.

Emiliano et al. (2009) citam 3 propriedades da informacdo de K-L
apresentadas por Konishi e Kitagawa (2008):

(P1) Para quaisquer funcdes de densidade de probabilidade f e g, I{g; f) = 0;
(P2) Se f e g sdo funcdes de densidade de probabilidade e I{g; f) = 0, entdo

flx) = g(x),vx ER;e,



24

d
(P3) Se f e g sdo duas funcBes de densidade de probabilidade e f — g, entdo

d
Ig; f)—=0,
Porém, observa-se que a informacdo de Kullback-Leibler pode ser de
complicada aplicacdo para comparar modelos, j& que na grande maioria das

vezes ndo se conhece o0 modelo verdadeiro, gi{x).
Com essa motivacdo, Akaike (1974) prop6s um critério para
comparacdo de modelos em que néo é necessario o conhecimento de g(x).

Defini¢do 6: O Critério de Informacdo de Akaike, AIC, é definido por:

AIC = —2(Funcgdo Suporte Maximizada) + 2(nimero de pardmetros)

ou seja,
AIC= —2logL(8) + 2(k)

em que k é o nimero de parametros no modelo. Esta expressdo é obtida

baseando-se na ideia que o viés tende ao numero de parametros a serem
estimados pelo modelo.

Em resumo, o AIC é uma ferramenta para comparacdo de modelos.
Dado um conjunto de dados e os modelos candidatos gerados a partir destes
dados, seleciona-se o melhor, - ou seja, aquele modelo entre os candidatos que
melhor explica aquele conjunto de dados — selecionando aquele que apresentar o

menor valor do AIC.

2.1.4  Critério de informacao de Schwarz (BIC)

Este critério, proposto por Schwarz (1978), € um critério para a
comparagdo de modelos candidatos e define-se a partir da distribuicdo a

posteriori que sera definida na secédo 2.4.3.
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Emiliano et al. (2009) apresentam a definicdo do BIC:
Definicdo 7: Seja F(x,|6) um modelo estatistico estimado através do método
da méxima verossimilhanca. Entdo o Critério de Informacéo Bayesiano, BIC, é

dado por:
BIC=-2 lagf{xnlg‘} +plog(n)

em que f(x,]8) é o modelo selecionado para o célculo, p € 0 nimero de
parametros a serem estimados e 1 € 0 nimero de observagBes da amostra.

Na comparacdo de modelos candidatos, calculam-se os valores BIC para

cada um deles e seleciona-se aquele que apresentar menor valor.
2.2 A Medida L como fungéo perda quadratica

Para introduzir o conceito de Funcdo Perda Quadrética, é importante
fazer uma breve discussdo sobre o processo de tomada de decisdo e Teoria da

Decisao.
2.3 Tomada de decisao

A tomada de decisdo, em estatistica, envolve essencialmente tomar
decisbes em um ambiente de incerteza, em que estas incertezas podem ser
trabalhadas probabilisticamente.

Alguns problemas de decisdo amplamente discutidos séo, por exemplo,
o langamento ou ndo de um novo produto farmacéutico, ou de um produto e tipo

do tratamento de uma doenga.
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Decidir qual, entre muitos modelos candidatos, ndo é uma tarefa facil, ja
que estes sdo uma representacdo da realidade e estdo sujeitos a erros de ajuste,
devidos a complexidade da natureza. Quando se testa a hipOtese se um
pardmetro qualguer esta ou ndo incluido no modelo, se esta sujeito a cometer
dois tipos de erros, cujas probabilidades serdo definidas na secdo 2.3.1, quais
sejam:

a) Rejeitar uma hip6tese que na verdade deveria ser aceita, conhecido

como Erro Tipo I; e,
b) Aceitar uma hipé6tese, que, na verdade, deveria ser rejeitada,
conhecido como Erro Tipo Il.

A comparagdo de modelos tem sido objeto de estudo na literatura
estatistica.

De acordo com Gelfand e Gosh (1998), na literatura classica, ao tomar
decisdes sobre escolha de modelos, o critério estatistico primario é a razdo de
verossimilhangas. Como resultado, autores como Akaike (1974), tem proposto
penalizar a verossimilhanga usando fungdes que influenciam no ndmero de
parametros quando comparados modelos diferentes, em relagdo a tal nimero.

A érea da estatistica que se preocupa com a estrutura do processo de

tomada de decisdo é a Teoria da Decisdo.

2.4 Teoria da decisao

Os dados observacionais ou advindos de um experimento planejado,
quando organizados e passiveis de analise, transformam-se em informagdes com
significado; os dados passam a ter relevancia e proposito. Esses dados podem ser
trabalhados estatisticamente na forma de modelos. Os modelos sdo formulacdes

matematicas que aproximam e que sintetizam informacdes importantes sobre o
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comportamento dos dados observados. E é nessas informagdes que a Teoria da
Decisdo € fundamentada.

Berger (1985) comenta que a Teoria da Decisdo € um conjunto de
métodos para a tomada de decisdo que permitem resultados confiaveis. E, ainda,
preocupa-se com decisdes que envolvem incerteza.

No processo de decisdo Bayesiano, a quantidade desconhecida — o
pardmetro ou vetor de parametros — afeta a decisdo e é conhecida como o estado
da natureza. O estado da natureza e a acdo vao definir a fungdo perda,
importante elemento para esta teoria.

O estado da natureza, comumente representado por uma quantidade &,
por exemplo, afeta o processo de decisdo. Pode-se representar por @, todos os

possiveis estados da natureza. De acordo com Berger (1985), quando

experimentos sdo planejados para obter informacao sobre & - estado da natureza

-, geralmente as observacdes sao distribuidas de acordo com alguma distribuigéo

de probabilidade com & como parametro desconhecido. Assim, @ é chamado de
espaco paramétrico.
DecisGes sdo agdes, e podem ser representadas por @, e 0 conjunto de
todas as acdes que podem ser tomadas podem ser chamadas de A.
Se uma particular acdo @, é tomada e & é o estado da natureza, entdo a
perda L(#4, a;) ocorrerd (BERGER, 1985, p. 3).
Em resumo, num problema de decisdo fica especificado:
i. O Estado da Natureza, &, e 0 espaco dos estados da natureza ou espago
paramétrico, €;
ii. A acdo tomada, @, e 0 espaco de todas as agdes que podem ser tomada,
#;e,

iii. A perda incorrida definida pela Funcéo Perda, L(#8, a).
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2.4.1 Funcéo utilidade e funcéo perda

Como mencionado na se¢do anterior, na teoria da decisdo, alguns
conceitos sdo de extrema importdncia para a Teoria da Decisdo, como o

parametro desconhecido &, as aces @, e a funcédo perda.

As acles sdo tomadas pelo pesquisador com base nas informagdes sobre
o0 verdadeiro estado da natureza. Essas acdes incorrerdo consequéncias, e
estas podem ser avaliadas numericamente. Na teoria da decisdo, 0s niUmeros que
guantificam as consequéncias sdo chamados de utilidades.

Pode-se denominar o conjunto de todas as consequéncias de

determinada acdo tomada por R. E essas consequéncias tém incertezas

envolvidas na sua ocorréncia, portanto, o0s resultados de agdes sdo

frequentemente distribuicBes de probabilidades em X.

Seja F o conjunto de todas as distribuicbes de
probabilidade. E geralmente necessario trabalhar com
valores e preferéncias sobre distribuicdes de probabilidade
neste conjunto. Seria facil fazer se o valor real da funcédo
U{r) pudesse ser construida tal que o “valor” da distribui¢do
de probabilidade P £ F fosse dada pela utilidade esperada
EF[U()]. Se tal funcdo existe, é chamada de fungdo
utilidade (BERGER, 1985, p.47).

Sendor € R.

Ainda de acordo com o autor, o objetivo é encontrar uma funcéo

utilidade, U{r) que representa o verdadeiro padréo de preferéncia do tomador de
decisdo em F. A funcdo é tomada tal que, se P; e P; estdo em F, entdo F; é

preferida ao invés de P; se e somente se
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ER[U(r)] = ER[U(r)]

Concluindo, um problema que envolve decisdo pode ser resolvido
utilizando a funcéo utilidade. De acordo com Berger (1985), cada par (6,a)

determina uma “recompensa” T - consequéncia de determinada acdo tomada -,
que tem utilidade U(r). Esta funcéo pode ainda ser representada por U(#, a).
Definindo & como o parametro desconhecido — estado da natureza — e a
como a acao a ser tomada, e tendo em mente que & € ©, espago paramétrico, e
a € <A, entdo a funcéo perda é definida por L(&, a).
Uma vez que U(&, a) foi obtida, a funcéo perda pode ser simplesmente

definida como

L(8,a) = —U(8,a)

Em decisbes na presenca de incerteza, a funcdo perda ndo sera
conhecida com certeza. Diante disso, uma alternativa é considerar a perda
esperada ao tomar uma decisdo e entdo, como mencionado anteriormente,
escolher a melhor opgé&o.

A definicdo de Perda Esperada Bayesiana é dada por:

Definicdo 8: se m(f|x) é a distribuicdo de probabilidade de & no momento da

decisdo, a Perda Esperada Bayesiana de uma acéo a é

pln(8x), al = E*¥=)L(g,a)

= j L(8, a)dF™ =) (g)

_ j L(6, Q) (81x)d6
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em que a integral é calculada no espago paramétrico &@. E, m(€|x) representa a

distribuicéo a posteriori do parametro.

A Perda Esperada Bayesiana é também definida como Fungéo Risco.

Na tomada de decisdo ou na avaliacdo de uma regra de decisdo,
importantes funcbes perda padrBes sdo utilizadas, como por exemplo, a funcédo

perda erro quadrético, definida por

L{8,a) =(8—a)?
(1.3)

De acordo com Berger (1985) existem inimeras razdes para 0 uso de

(1.3) para avaliar regras de decisdo. As mais importantes, citadas pelo autor, sdo
trés:

1) A funcdo perda erro quadratico sera utilizada em problemas de

inferéncia quando um estimador ndo viciado para o parametro fosse utilizado, ja

que a funcdo risco seria a variancia desse estimador. Esta variancia sera a

esperanca com relacdo ao parametro da funcdo perda considerada, ou seja,

R[8,8(X)] = Eg[L(6,8(X)] = Egl8 — 8(X)]?

em que B[8,8(X)] é a funco risco de uma regra de decisdo &(X) e a esperanca
é tomada com relacdo ao parametro &.
Definicdo 9: Uma regra de decisdo & é uma funcdo definida em {1 que assume
valores em <A, ou seja: &: 11 —= A,

2) Existe uma relacdo entre a fungdo perda erro-quadratico e a teoria

classica de minimos quadrados, jA que se a fungdo perda quadrética é

empregada, a perda esperada reduz-se ao Erro Quadratico Médio.
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3) Para a maioria dos problemas de analise de decisdo, o uso da funcéao
perda erro quadratico torna os célculos relativamente faceis e simples.

Uma generalizacdo da funcdo perda erro-quadratico é a funcdo perda

quadrética, que é uma extensdo natural para situacfes multivariadas, e é dada

por:
L(6,a)=(0—a) Q(6—a)

em que 8=1(68,..,8,)" é o vetor de pardmetros a ser estimado por
a=(ay,..,a,) eQé uma matriz positiva definidap xp. Se @ é diagonal,

entdo:
T

L(6,a) = Z E?:‘('?i - ﬂi}z
i=1

Posteriormente, ver-se-a que a Medida L, objetivo deste estudo, é uma

funcdo Perda Quadratica.

2.5 Alguns conceitos sobre inferéncia Bayesiana

Por Inferéncia estatistica, entende-se fazer inferéncia sobre o estado da
natureza em termos de probabilidade.

A estatistica Bayesiana fundamenta-se na ideia da probabilidade
condicional, traduzida pelo Teorema de Bayes, e também na ideia de
probabilidade como grau de credibilidade.

O conhecimento sobre algum evento de interesse pode ser traduzido

através de sua probabilidade de ocorréncia. A crenca em determinado evento de
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interesse depende da familiaridade do pesquisador/analista com o mesmo, no
sentido de saber estabelecer a probabilidade com maior ou menor propriedade;
tendo ou ndo observado eventos semelhantes anteriormente.

Diante disso, 0s conceitos de Distribuicdo a priori e a posteriori sdo
formulados. O primeiro, traduzindo o conhecimento prévio do pesquisador, e 0

segundo, a atualizacdo do primeiro via Teorema de Bayes.

2.5.1 Teorema de Bayes

O Teorema de Bayes € simplesmente uma afirmacdo sobre
probabilidades condicionais.
Para sua definicdo, suponha um conjunto de eventos mutuamente

exclusivos, Ay, ..., A, em que os eventos B e A; sdo de interesse especial.

De acordo com Press (2003), o Teorema fornece um modo de encontrar

a probabilidade condicional de um evento A; dada a ocorréncia de outro evento
B nos termos da probabilidade condicional de B dado 4;. Dessa forma:
P(B|A;)P(4;)

P(4,|B) = ST P (B IAP(A) ;P(B) =0

em que P(4;|B) é a probabilidade de ocorrer A; dado que ja ocorreu B; e P(4;)
€ a probabilidade de ocorrer A;.

O Teorema pode ser entendido em funcéo de funcdes de probabilidade e
funcBes de densidade de probabilidade.

Quando exposto por Bayes (1763), os dados tinham distribuicdo
Binomial e a distribuicdo a priori para o parametro era Uniforme. Porém, o
teorema ndo é tdo limitado e tem sido generalizado, incluindo uma grande

variedade de distribui¢Ges para os dados e de distribui¢Oes a priori.
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Em termos de varidveis aleatorias e parametros, suponha & o parametro
desconhecido e & uma variavel aleatéria. Vamos atualizar o conhecimento sobre
0 parametro, observados os dados. Sendo p(8) o conhecimento prévio sobre &, e

p(X|6) a funcdo de distribuicdo dos dados. Apds observar X = x tem-se:

plx.8) plxl8)p(@)  plxle)p(6)
plx) —  plx)  [pxl6)p(6)de

p(8lx) =

em que p{8|x) é a distribuicdo do pardmetro depois de observados os dados. Ou
seja, é a atualizacdo do conhecimento que se tem sobre & depois de observada a
realizacdo da amostra aleatoria.

1 o .
Pode-se observar que ot ndo depende de & e funciona como uma

constante normalizadora de p(&|x), que pode ser facilmente calculada, ja que

p(8|x) = kp(x|8)p(8), fazendo:

i = [ plop(8)as

que também é chamada de densidade marginal ou preditiva de x.

Diante disso, pode-se reescrever o teorema da seguinte forma:

p(8|x) o 1(6; x)p(6)

em que I{8;x) = p(x|@) é a verossimilhanca do pardmetro, e o simbolo o<

indica proporcionalidade.
O conhecimento prévio sobre o(s) parametro(s) pode ser representado

através da Funcéo de Distribuicdo a priori.
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2.5.2 Distribuico a priori

Probabilidades a priori sdo graus de crenca que 0 pesquisador/analista
tem antes de observar qualquer dado que pode resultar de um problema. Em
casos em que ndo ha dados disponiveis, a probabilidade a priori é de extrema
importancia. Em casos em que existem dados disponiveis, tém-se duas situacoes
observaveis: se a amostra for grande, os dados “falardo por si mesmos”; mas
caso a amostra seja pequena, probabilidades a priori podem pesar em contraste
com a pequena quantidade de dados observados.

De acordo com Box e Tiao (1992), a distribuicdo a priori tem um papel
importante na analise Bayesiana. Ela representa o conhecimento dos parametros
desconhecidos antes dos dados estarem disponiveis. Ainda, pode ser usada para
representar um conhecimento primeiro ou “ignorancia relativa”.

Distribuicbes a priori podem ser objetivas e subjetivas, e nessas
categorias, ainda se subdividir em informativas, ndo informativas, proprias e
improprias. Existem muitas questBes a se considerar na escolha de prioris.
Algumas opcBes incluem prioris conjugadas, que tém a vantagem da
conveniéncia matematica; prioris ndo-informativas, quando a crenca prévia
sobre determinado evento ndo é tdo forte e/ou ndo desejamos influenciar a
analise; e prioris informativas, quando a crenca é forte o suficiente e queremos
que esta influencie na analise.

DistribuicGes a priori objetivas sdo aquelas em que se tenta traduzir
muito pouca informacdo disponivel sobre o pardmetro antes que qualquer
observacéo seja feita, e que ainda, seja a crenca comum da maioria das pessoas.
Neste sentido, temos as distribuicbes a priori para Politicas Publicas, usadas
pelos tomadores de decisdo, no sentido de, por exemplo, refletir a opinido de um

grupo grande de pessoas.
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Ainda, neste contexto, de prioris objetivas, tem-se o Principio da Razéo
Insuficiente de Laplace que sugere que na auséncia de qualquer razdo ao
contrério, todos os valores do parametro desconhecido deveriam ser igualmente
provaveis a priori. E, Jeffreys (1961 citado por PRESS, 2003), que seguiu
essencialmente o mesmo principio, concluiu que, quando o parametro
desconhecido encontra-se em um intervalo finito, a distribui¢cdo Uniforme atende
a necessidade de traduzir pouca informagdo, como politica publica, ou
distribuicdo a priori objetiva. Quando, pelo menos, um ponto do dominio do
parametro n&o é finito, a distribuicdo a priori objetiva se torna impropria (ou
seja, ndo integra 1).

DistribuicGes a priori subjetivas, como o proprio nome sugere, traduzem
um conhecimento prévio subjetivo, incorporado através de observaces de
eventos semelhantes. A questdo subjetiva traduz-se no sentido que diferentes
pesquisadores tém diferentes ideias sobre distribuicfes a prioris do mesmo
pardmetro numa mesma situagao.

E importante comentar que geralmente ndo é facil encontrar
distribuicdes a priori subjetivas ja que ndo é sempre fécil traduzir um
conhecimento prévio subjetivo em uma distribuicdo de probabilidade com
significado.

Supondo que a priori ndo seja vaga, no sentido de ndo refletir
indiferenca a todos os valores do pardmetro, mas tendo alguma informacéao a ser
traduzida por uma distribuicdo de probabilidade, muitas vezes serd suficiente
que o grau de crenga a priori seja representado por uma distribuicdo que é
membro especifico de uma familia de fungbes de distribuicbes a priori,
comumente chamada de familia conjugada natural.

Distribuicbes a priori conjugadas refletem a ideia das distribuicbes a

priori e a posteriori pertencerem & mesma classe de distribuicGes, assim,



36

atualiza-se o conhecimento sobre o parametro & somente com a mudanca nos

hiperparametros.

Chen, Ibrahim e Yiannoutsos (1999) examinam o problema da elicitagéo
de distribuigdes a priori informativas para pardmetros de regressdo, assim como
para selecdo Bayesiana de varidveis na regressdo logistica. A construcdo da
priori proposta é baseada em estudos anteriores que medem a mesma variavel
resposta e covariaveis do estudo em questao.

Chen e Ibrahim (2000) estabeleceram prioris importantes para
pardmetros de modelos de séries temporais. Assim como no artigo de Chen,
Ibrahim e Yiannoutsos (1999), citado anteriormente, a construgdo da priori para
0 caso proposto é baseada na nogéo da existéncia de dados historicos.

Deste modo, é bastante Util comentar que, na estatistica classica o(s)
parametro(s), &, que pertence(m) ao espaco paramétrico, &, é um escalar ou
vetor de escalares desconhecidos fixo; enquanto que no ponto de vista
bayesiano, este mesmo é um escalar ou vetor aleatério. Neste sentido, Paulino et
al. (2003) comentam que este parametro ou vetor aleatério € incerto e que esta
incerteza deve ser quantificada em termos de probabilidade.

Em resumo, de acordo com Paulino et al. (2003), a distribui¢do a priori
pode traduzir-se formalmente por uma distribuicdo de probabilidade, geralmente
subjetiva, para &, seja ().

A atualizacdo do conhecimento traduzido pela distribui¢éo a priori, apds

observar os dados se da através da Distribui¢do a posteriori.

2.5.3 Distribuicéo a posteriori

A Distribuigdo a posteriori é a atualizacdo da informacéo inicial sobre o

parametro, ou seja, da distribuicdo a priori, através do Teorema de Bayes.
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flx18)m(8)
flx|8)n(8)de

m(f|x) = T

em que m(x|8) é a distribuicdo a posteriori de X dado o parametro &,
f(x|8) é a funcédo de densidade de probabilidade de X,
(&) é a distribuicdo a priori de €, e,
0 denominador desta expressdo € distribuicdo marginal de X.

A distribuicdo a posteriori revela o conhecimento do pardmetro
desconhecido, quando se possui um conhecimento prévio, descrito através da
priori, e das informagdes contida nos dados, traduzidas pela funcéo de densidade
de probabilidade (no caso, f(x|&)).

Definidos os conceitos de Distribuicdo a priori e Distribuicdo a
posteriori, introduz-se a inferéncia preditiva, que é uma abordagem centrada nas
predicdes. Ou seja, as quantidades desconhecidas de interesse ndo Ss&o 0s

parametros, mas sim as variaveis aleatorias futuras.
2.6 Abordagem preditiva em modelos

Tanto na abordagem Classica quanto na Bayesiana, muitas vezes, a
inferéncia sobre o parametro desconhecido ndo é necessariamente o objeto do
estudo, mas somente uma ferramenta ou caminho para se fazer predi¢bes de
dados futuros.

A filosofia preditiva envolve o uso do sistema de crencgas sobre o que é
observéavel e ndo observavel na ciéncia e a filosofia da metodologia cientifica
gue implementa esse sistema de crencas, ou seja, o desenvolvimento de modelos
e hipéteses estatisticas, baseados em dados observados, que podem ser entdo

usados para predizer novas observagoes.
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Geisser e Eddy (1979) comentam em sua introducéo, duas questdes que

tém confrontado pesquisadores: “Quando existem m modelos candidatos
M, ...,M,, qual deles explica melhor um dado conjunto de dados?” e “Qual
destes modelos My, ..., M., gera melhores predi¢des para observacfes futuras do

mesmo processo que gerou o dado conjunto de dados?”. A segunda questdo,
apesar de mais dificil de responder, justifica a razdo de ter todos esses modelos.

De acordo com Press (2003), predizer novas observacfes advindas de
experimentos cientificos tem sido o principal objetivo da ciéncia experimental
por séculos.

Problemas preditivos, portanto, sdo aqueles em que as variaveis
desconhecidas de interesse sdo varidveis aleatorias futuras. Formular modelos
estatisticos para descrever determinado acontecimento e/ou experimento, € a
alternativa comumente usada na ciéncia para estudar determinado fenémeno. A
partir desses modelos, como dito anteriormente e ratificado por varios autores, é
interessante prever observagdes futuras deste fendmeno, a fim de entendé-lo e
tomar decisfes diante dessas previsoes.

Martini e Spezzaferri (1984); lbrahim e Laud (1994); Chen e Ibrahim
(2000); Ibrahim, Chen e Sinha (2001); Chen e Ibrahim (2004); Ibrahim, Chen e
Sinha (2004) usam da abordagem preditiva em seus trabalhos.

2.7 Inferéncia preditiva Bayesiana

Problemas preditivos, na estatistica, sdo aqueles em que as quantidades
desconhecidas de interesse sdo variaveis aleatorias futuras.

Frequentemente, as inferéncias sobre os pardmetros do modelo
postulado ndo sdo um fim em si, mas antes, um meio visando predizer dados
amostrais futuros. (PAULINO et al., 2003).
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Press (2003) diz que cientistas testam uma teoria usando da formulacéo
matematica, chamada “modelo”, e entdo predizem valores de observagdes
futuras baseadas neste modelo. Mas, sabe-se que os valores preditos ndao serdo os
mesmos dos observados anteriormente por duas razGes apresentadas pelo autor,
a saber:

1%) a natureza é geralmente mais complexa, e esta complexidade ndo é
facilmente traduzida por parametros isoladamente no modelo.
2% observacdes tem de ser medidas, e medig¢des sempre tém erros associados.

Essa diferenca entre o predito e o observado ¢ o chamado “erro de
predi¢do”, que em “bons experimentos” tem um valor pequeno. Dai, vém as
questdes apresentadas por Press (2003): “o erro de predicdo € muito grande?”,
“qudo grande ¢ muito grande?”. Ainda de acordo com o autor, a qualidade de
qualquer teoria cientifica ¢ medida por qudo bem a teoria prediz observagdes
futuras.

Suponha que se queira comparar duas teorias, seja teoria A e teoria B,

para prever uma nova observacéo de uma realizagdo de uma variavel aleatoria X'
A probabilidade preditiva de uma observacao futura ¥, dada esta observacao X,
¢ a média ponderada dos valores preditos de ¥ assumindo que a teoria A € a

correta, e os valores de ¥ dado que a teoria B € a correta. Em termos:

P[Y|X] = P[Y|teoria A]P[teoria A|X] + P[¥|teoria B]P[teoria B|X]
em que : X sdo as variaveis aleatorias observadas, ¥ sdo as varidveis aleatdrias
preditas e P[teoria A|X] e P[teoria B|X] sdo as probabildiades a posteriori

obtidas pelo teorema de Bayes das duas teorias, dados os resultados X.

Exemplo 2: Suponha-se que ja tenham sido calculadas as probabilidades
das teorias dados os dados X . Sendo PlteoriaAlX]=02 e
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Plteoria B|X] = 0,8. E, que se deseja estudar um experimento em particular

em que sO dois resultados sdo possiveis: ou o efeito é observado (sucesso) ou
ndo é observado (falha) e que este experimento pode ser repetido muitas vezes.
Dados que a probabilidade p4 de sucesso da teoria A é ps = 0,1, se esta

¢ a correta; e que a probabilidade pz da teoria B é ps = 0,5, se esta é a correta.

Assim, as probabilidades de Y dadas as teorias sao:

P[Y¥|teoria A] = P[Y|p, = 0,1] = (f,:] (0,1)¥(0,9)%Y

P[Y|teoria B] = P[¥|pg = 0,5] = (f,) (0,5)2

= PIYIX] = (02) (5) (0D ¥ (0927 +(0,8) () (0.5)?

O exemplo acima mostra a distribuicdo preditiva para varidveis
aleatorias discretas.
Na situacdo em que as varidveis aleatorias sdo continuas, Berger (1985)

comenta uma tipica situacdo que envolve a predicdo de uma variavel aleatoria Z,
com densidade g(z|#&), com & desconhecido, onde existem dados disponiveis, x,
com densidade f(x|&). Por exemplo, x poderia ser dados de um estudo de
regressao, e deseja-se predizer a futura variavel resposta, Z.

De Berger (1985) teremos:

Assumindo X e Z independentes. A ideia da inferéncia preditiva
Bayesiana é que, ja que m(8|x) é a distribuicdo a posteriori de &, entdo
glz|8)m(#|x) é a distribuicdo conjunta de z e & dado x, e integrando com

relacdo a & teremos a distribuicéo de z dado x.
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Definicdo 10: a densidade preditiva de £ dado x, quando a priori para & é

(@) é definida por:

p(zl) = [ oCelIn(o1)a6 = [ glel)n(@p(xio)as

em que p(z|x) é a densidade preditiva da variavel aleatéria Z,
g(z|6) é a densidade de z dado &, e,
m(6|x) é a distribuigdo a posteriori de 6.
Importante salientar que £ tem a mesma densidade de X.

A partir do conceito de densidade preditiva, introduz-se a abordagem

preditiva para a sele¢do de modelos.
2.8 Sele¢do preditiva de modelos

Laud e Ibrahim (1995) comentam trés problemas na sele¢io de modelos,
quais sejam: (a) selecionar um modelo adequado entre uma classe de possiveis
modelos; (b) escolher adequadas transformacfes do preditor e/ou varidveis
resposta em regressédo linear, e, (c) selecionar fungdes de variancia apropriadas
em modelos lineares heterocedastico.

Dentre muitos critérios para sele¢cdo de modelos propostos na literatura,
o Critério de Informacdo de Akaike, AIC, e o Critério de Informacéo Bayesiano,
BIC, sdo amplamente aceitos (LAUD; IBRAHIM, 1995). Ainda de acordo com
0s autores citados, um problema inerente a esses critérios é que eles ndo
permitem a inclusdo de informagfes prévias, prioris, para a escolha do modelo
mais adequado; e que, as definices e/ou calibracfes baseiam-se fortemente em
consideragOes assintéticas. Diante disso, prop8em trés critérios que podem ser

usados para a selecdo de modelos que ddo énfase aos fatores observaveis ao
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invés dos pardmetros e sdo baseados na densidade preditiva Bayesiana. A
medida L é objeto de estudo neste trabalho.

Para introduzir as medidas, os autores consideram o problema de selecdo
de varidveis em regressdo linear.

Laud e Ibrahim (1995) comecam a partir de uma matriz de incidéncia
composta por uma coluna de 1's para o intercepto seguida de k colunas, cada
uma representando uma variavel independente. O modelo completo é definido

por:

Y=XB +e
(1.4)

em que ¥ é um vetor de respostas n-dimensional, 5 € um vetor de coeficientes

de regressao de tamanho k + 1 e £ é um vetor de erros aleatdrios 1-dimensional.

Isto é, (1.4) é:

Y1 1 %33 Xyp.. X1x | [Bo €1
¥z 1 x31 xppe X3 | | B2 €2
= +
n 1 Xn1 Xpze Xap ﬁrz €n

Usualmente, € tem distribuicdo normal multivariada com média 0 e
matriz de precisdo 7/, onde T é um escalar positivo e I € uma matriz identidade

com dimensao 1 x 1. Em termos:

elt ~ N, (0,7711)
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A variancia do erro enfatiza o caso trabalhado, qual seja, homocedastico
com covariancias iguais a zero.

O interesse é nos 2¥ modelos obtidos a partir de (1.4) selecionando
varios subconjuntos das Ultimas % colunas da matriz X e modificando o
comprimento de 5 de acordo com a modificacgao feita em X.

Mitchell e Beauchamp (1988), em seu artigo sobre a selecdo bayesiana
de variaveis em modelos de regressdo linear apresentam a justificativa para a

restricdo desse conjunto de variaveis na matriz X, qual seja:

A procura por um sub-modelo melhor é chamada selecéo de
variaveis ou selecdo de subconjunto. Algumas razdes para
esta procura sdo (a) expressar a relacdo entre ¥ e 0s
preditores tdo simples quanto possivel, (b) reduzir o custo
futuro da predigdo, (c) identificar preditores importantes ou
negligenciaveis, ou (d) aumentar a precisdo dos estimadores
estatisticos e predi¢cbes. (MITCHELL; BEAUCHAMP,
1988, p. 2)

Seja m o subconjunto de inteiros contendo 0, e seja k., 0 nimero de
elementos de m. Este Gltimo identifica 0 modelo com intercepto e uma escolha
especifica de k,, — 1 variaveis preditoras. Assim, 0 modelo em (1.4) pode ser

escrito:

Y =X, +e, mEM
(1.5)

em que M é o conjunto de todos os 2¥ modelos considerados, X, é a matriz de
incidéncia sob o modelo m, de posto completo e dimensdo n X k,,,; e g™ o

vetor de coeficientes.
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Escolher entre 0os modelos na equagdo acima € o objetivo dos métodos
de selecdo de variaveis, ou seja, os métodos de selecdo de varidveis vdo
selecionar quais variaveis independentes explicardo a variavel dependente.

Adota-se a abordagem preditiva Bayesiana que nos permite diminuir a
importancia dos parametros e focar nas observacGes, para selecdo de modelos

considerando os modelos de probabilidades para as observagbes Y
condicionadas em cada modelo m e vetor de parametros 8™ . Entio a

expressao (1.5) pode ser representada por:

p(v|8), menm, gcem
(1.6)

em que 8™ ¢ o espaco paramétrico para o modelo m.

Em relagdo as prioris para &|m, serdo construidas de alguma forma
automatizada a partir de uma predicdo anterior para ¥ e esta distribuicdo a priori
ndo sera usada no espacgo de modelos M.

Suponha-se agora que a priori, @, (&), tenha sido especificada para cada
& comm € M. Entdo, a posteriori para cada parametro sob cada modelo m,

dados ¥ = ¥ é dada por:

A Tml B pmiy &)
ﬁm(el}} = ‘r nmiﬂ}*pm'}'lﬂ}dﬂi"‘:‘

(1.7)

em que T, (&) é a priori para o parametro & no modelo m,

1, (8y) é a posteriori do parametro & observados os dados no modelo
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Pm (v]8) é a funcdo de densidade dos dados no modelo m.
J 7, (8)p, (v18)d8™ & a densidade marginal ou preditiva dos dados
no modelo m.

Da mesma forma que em Laud e Ibrahim (1995), usando o artificio de

replicar o experimento e denotando por £ o vetor de resposta que pode resultar
desta replicacdo. Sendo que os parametros & do modelo, neste caso, sdo
(8™ 1) e cada modelo m especifica a matriz de preditores X,,,.

A ideia de usar um vetor de respostas futuras £ para desenvolver um

critério para avaliacdo de um modelo ou comparagao de varios modelos tem sido
bastante motivada na literatura por Geisser (1993) e referéncias como Ibrahim e
Laud (1994), Laud e Ibrahim (1995), e Gelfand e Ghosh (1998). O experimento

replicado imaginado faz ¥ e Z diretamente comparaveis e permutaveis a priori.

(IBRAHIM; CHEN; SINHA, 2001)

O experimento conceitual replicado tem o mesmo desenho da matriz &
do experimento realmente realizado (com as observagdes ¥).
Sob 0 modelo m € M, tem-se a matriz X,,,. A densidade preditiva de £
sob 0 modelo m é:
Pm (213) =vo [ Pm(z18)7,,(81y)d8O
(1.8)

em que p,,, (z|y) é chamada Densidade Preditiva do Experimento Replicado.
Pm(z]8)é a densidade de z dado & e 0o modelo m, e,
T, (6]v)é a posteriori de & dado v e 0 modelo m.

Esta densidade preditiva sera denominada por DPER.



46

Em Ibrahim e Laud (1994) os autores definem a mesma densidade

fazendo os parametros, &, do modelo m iguais a (ﬁ'im},:.r}, que é a apresentada a

seguir. A densidade preditiva do experimento replicado para o modelo (1.5) é:
pn(ah) = [ [ (el D)8 2ly)ap e

Para facilitar a notagdo, os autores nomeiam esta densidade simplesmente por
fm-

O experimento replicado é uma “ferramenta” imaginaria que coloca a
densidade preditiva para uso inferencial, adaptando a filosofia adotada em
Geisser (1971).

Como jé foi citada, esta replicagdo imaginaria faz ¥ e £ comparaveis e
permutéveis a priori. Ainda, 0s autores comentam que 0s parametros no modelo
tém papel minimo na replicacdo. E, assim como é feito em lIbrahim e Laud
(1994), a partir das consideracOes feitas acima sobre a replica¢do, densidades e
predices, parece claro que bons modelos deveriam fazer predi¢Ges proximas ao
gue foi observado no experimento idéntico.

Box (1980 citado por GELFAND; GOSH, 1998) citam dizendo que a
abordagem Bayesiana emprega distribui¢des preditivas para a “critica do modelo
a luz dos dados atuais”. E que, examinando uma cole¢do de modelos,
distribuicdes preditivas serdo comparaveis enquanto distribuicdes a posteriori
ndo. Além disso, parece natural avaliar a performance de um modelo

comparando o que € predito com o que foi observado.
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3 AMEDIDAL

Em Ibrahim e Laud (1994), Laud e Ibrahim (1995) e Ibrahim, Chen e
Sinha (2001), a Medida L é construida a partir da distribuicdo preditiva a
posteriori dos dados e pode ser escrita como a soma de dois componentes, um
envolve a média desta distribuicdo e outro envolve as variancias. E um critério
bayesiano de ajuste estatistico que mede o desempenho de um modelo pela
combinacdo de qudo proximo as predicOes estdo dos dados observados e as
variabilidades das predicdes.

Chen e lbrahim (2000) definem a medida para dados de séries
temporais, justificada por ser importante avaliar qudo bem um modelo pode
predizer futuras observagbes de uma série. A forma da medida proposta neste
artigo, combina tanto a variabilidade preditiva do modelo quanto a performance
deste quanto aos futuros pontos observados. Ainda comentam que uma
vantagem desta medida é que é bem definida sob distribuicbes a priori
improprias.

Gelfand e Gosh (1998) apresentam a medida como uma funcéo de perda
guadratica.

Seja um experimento com as observaces ¥ = (3y,...,¥,) com
densidade conjunta amostral dada por p(v|6), em que & é um vetor de
pardmetros. As observagdes, ¥;-. podem ser totalmente observadas, censuradas a
direita — tempos de falha ou censuras — ou ainda de censura intervalar [a;;, @;].

Considere, ainda, valores futuros de um experimento replicado
imaginario, z = {zy, ... Zz) com mesma densidade amostral de ¥;-.. Replicar um
experimento imaginario é uma ferramenta que coloca a densidade preditiva para

uso inferencial e ainda, faz ¥ e z diretamente comparaveis.
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Diante disso, Laud e Ibrahim (1995) e Ibrahim e Laud (1994) citados
por lbrahim, Chen e Sinha (2001) definem a medida como a esperanca do

quadrado da distancia Euclidiana entre ¥ e Z:

Ly, =ElZ-Y)(Z-Y)]
(1.9)

Em que a esperanca é calculada com relagdo a distribuicdo preditiva a

posteriori de z|v dada por:
pCely) = [ pCADp(oly)as

em que p(z|8) é a distribuicdo amostral de z; p(8lv) é a distribuicio a
posteriori de &.

Ibrahim e Laud (1994), Laud e Ibrahim (1995) e Ibrahim, Chen e Sinha
(2001) apresentam a decomposicdo da medida como a soma de dois
componentes, um envolvendo as médias da distribuicdo preditiva e outro

envolvendo as variancias dos valores futuros, como apresentado em (2.0):

Li::n = E?:l[{E(Z:} - }’5}2 + T-"ﬂ']“(zi}]
(2.0)

A primeira componente de L%, é interpretada como um viés quadrado

que é compensado pela variancia. Entdo, modelos que produzem predicoes
viesadas podem ser adequados se este viés for compensado pela reducdo na
variancia. (IBRAHIM; LAUD, 1994).
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Ibrahim, Chen e Sinha (2001) apresentam a forma geral da medida:

Liy,bk) =E[(z—y)'z—y]+k(y—b)(y—b)

em que a esperanca também é tomada com respeito a distribuicdo preditiva de

z|y. E, b = (by, ..., b,) é um vetor de posicdo arbitrario e k é um escalar nio

negativo que pondera a discrepancia entre os valores futuros em relagdo aos

observados. Ainda, se b = ¥, temos a medida L como apresentada na expressao
(1.9). O caso em que k& = 0 pode ser interpretado como a perda quadratica

medida nos valores futuros.

Em notacdo escalar:
T
L(}"_. b_. k} = Z{Fﬂ.’r(zi |}1} =+ (JU-: - bi}z + k(}"i - bi}z}
i=1

em que p; = E(z;y).

Selecionando & como o valor que minimiza L(y, b, k):
b=(1—v)u;+vy
k <
em que v = —, entéo:
Ly, v) = Bt Var(zily) +vEL, (4 — 3)?
De lbrahim, Chen e Sinha (2001), seo <v <1 v=0se k=0, ¢

v — 1se k — o Em lbrahim e Laud (1994) e Laud e lbrahim (1995),v = 1, ou

seja, 0 “peso” do viés e da variancia é igual.
9
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4 APLICACAO DA MEDIDA L

A aplicagdo da Medida L ser& em um modelo de regressdo linear
maltipla, como apresentado na secdo 2.8, em que se deseja selecionar variaveis
independentes que melhor explicam o comportamento da varidvel dependente
observada e que ainda faga boas previsoes.

As prioris utilizadas sdo a ndo informativa de Jeffreys e a Conjugada
Normal-Gama.

Os conjuntos de dados serdo apresentados na secéao 4.4

4.1 Modelo de regressao linear multipla

Um modelo de Regressao € aquele em que uma variavel, ¥, chamada de
variavel dependente, € explicada em funcdo da variagdo de outra ou outras
variaveis, &, chamada(s) independente(s). O objetivo é estabelecer uma relacéo
entre a variavel dependente e a(s) variavel(eis) independente(s).

Nos Modelos de Regressdo Linear Multipla descreve-se ¥ como a soma
de uma parte deterministica e uma aleatéria. Na parte deterministica, mais geral,
pode-se expressar 0 valor esperado de ¥ como funcdo de varias variaveis
regressoras.

Matricialmente, um modelo de regressao linear maltipla é representado

na forma:

Y=X0+¢€eevN,(0,0%IN

em que 8 é vetor de coeficientes para as variaveis regressoras;
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X ¢ o vetor de variaveis regressoras;

€ € a parte aleatdria da regressdo, representada pelo erro aleatério com
distribuicdo Normal, com vetor de médias 0 e matriz de variancia e covariancia
o 21, em que I é matriz identidade n x n,

Convém observar que o nimero de colunas de X é igual ao numero de
elementos em & e o nimero de linhas € o tamanho da amostra. A primeira
coluna, dessa matriz X, é um vetor de dimensdo 1, cujos elementos sdo todos
iguais a 1, que corresponde ao intercepto; e as demais sdo vetores de dimensao
também n formados pelos valores correspondentes as observagdes da amostra.

O vetor ¥, correspondente aos valores das variaveis regressoras dados
em X, tem distribuicdo de probabilidade Normal Multivariada, de ordem 7, com

vetor de médias e matriz de variancias e covariancias, dados, respectivamente

por:

E[¥] = E[X6 + €]
= E[X68] + E[€]
=X6+0

= X6

VY] =V[X8 + €]

= V[X8] + V[e]

-

=g

= Y~N,(X6,02I)

Algumas pressuposices devem ser atentamente observadas:
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a) A-relacdo entre X e ¥ ¢é linear;

b) Os valores de X sao fixos;

c) Elel=0;

d) V[el = E[e] =152, ou seja, 0s erros s&o homocedasticos;

e) Independéncia dos erros, ou seja, 0s erros sdo ndo-correlacionados; e

f) Os erros tém distribuicdo Normal.

A estimacdo dos coeficientes & pode ser feita através do Método de

Minimos quadrados, que consiste em tornar minima a soma de quadrados dos

erros, e tem como resultado:
6=(XX)XY

Partindo do modelo linear Gauss-Markov, duas consequéncias advém a

partir do Sistema de Equagdes Normais, a saber: & é um estimador ndo viciado
para & ; e, a matriz de variancias e covariancias de & é dada por

v(8) = (X"X) 1% Em resumo:
6~N,(6;(X'X) *a?)

Diante das especificacGes apresentadas acima sobre o Modelo de

Regressdo Linear Multipla e seus parametros, pode-se propor prioris.

4.2 Distribuigdes a priori
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Antes de estabelecer as prioris, € importante definir a distribuicdo de ¥.
Apresentada por Box e Tiao (1992), é importante para o célculo da Densidade
Preditiva, DPER, que sera calculada usando a posteriori. A posteriori, como
apresentada na secdo 2.4.3, por definicdo é proporcional ao produto da priori
com a distribuicdo dos dados, ¥.

As distribuicbes a priori apresentadas estdo caracterizadas em Press
(2003), e também sdo apresentadas por Laud e Ibrahim (1995), bem como as
distribuicbes a posteriori consequentes e 0s resultados para a densidade
preditiva, DPER.

4.2.1 Distribuicdo de ¥

Considere a distribui¢cdo para ¥ Normal multivariada, com densidade:

1
252

p(maaﬂ}:(%) o exp] — —— (¥ — X8) (¥ — X6)]

A2

1" 1 i - —
= (:) G exp{— s[vs2+(8—-8)xx(6- E}]}
A 27 20°
emque @ = (X'X) XY
v=n-—k
s2=(2)(y-¥)(r-¥)e¥=x8
E, algumas observacgdes:
a) 66 um vetor de estatisticas conjuntamente suficientes para o vetor de
parametros & se a2 for conhecido;

b) 6 e o2 s3o estatisticas conjuntamente suficientes para (@, 2);
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c) 6 tem distribuicio multivariada Normal: 8~N,.[8,c%(X'X)71]; e é

solucdo de Minimos Quadrados do Sistema de Equacdes Normais para o

modelo de regressdo linear multipla, como apresentado em 4.1; e,

132 " , . . , . -
d) ;iz-v,r; e é distribuido independentemente de &.

Supondo o posto da matriz X igual a k, & conhecido; e que E[¥] = X8,

a funcéo de verossimilhanca é da forma:

1

2a?

L(8, oY) o exp |- — (¥ — X8) (¥ — x&}]

A forma quadrética (¥ — X&) (¥ — X&) pode ser escrita na forma:
(¥—X0)(Y—-x0)=(Y-¥)(¥-¥)+(e—-8)xx(e-a)
Ejaqued=(XX)XYeV=X0,(Y-¥)(Y—¥)é uma funcio

dos dados que ndo envolvem os parametros &. Desta forma, pode-se escrever a

funcg&o de verossimilhanca:

L(8, o|¥) o exp [—ﬂ

—(6-8)xx(6-8)|

2.1)

Agora, supondo ¢ e os parametros & desconhecidos, a funcdo de

verossimilhanca pode ser escrita como:
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L6, 1) o (‘) exp [T - 2 'Zﬂ—ﬁ:ln.:s-a}]

-

252 22 2

2.2)

em que,
1o _(v-¥)(r-7)
=g

Observe que, tanto quando os parametros sdo conhecidos ou
desconhecidos, a verossimilhanca tem a mesma forma, como apresentado nas

expressoes (2.1) e (2.2).

4.2.2 Distribuicdo a priori ndo informativa

Para os modelos da secdo 4.2.1, tanto quando os parametros sao
conhecidos ou quando alguns sdo desconhecidos, prioris sdo propostas com o
objetivo de usar os conceitos apresentados na se¢éo 2.8.

A priori ndo informativa traduz a “ignorancia” a priori sobre 0s
parametros e, como comentado na sec¢do 2.5.2, ndo interfere na analise, j& que
reflete indiferenca sobre os valores dos pardmetros em estudo. Neste sentido,
uma priori ndo informativa pode ser utilizada para o célculo da Medida L, no
sentido de ndo influenciar nas predices.

Portanto, antes de estabelecer prioris informativas, considere a
distribuigdo a priori ndo informativa de Jeffreys modificada definida por:

Definicdo 11: Considere a amostra aleatéria ¥ = (¥4, ¥3, ..., ¥3) com funcéo de
densidade p(¥|@#) . A distribuicio a priori de Jeffreys para o caso

multiparamétrico é dada por:
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1
h(@) o |1(8)|z

em que I{8) é a matriz de Informacdo de Fisher de @ que é dada por

1(6) = E [(M)]

a8

Esta priori é adotada para os pardmetros justificada pela regra de
Jeffreys para problemas multiparamétricos, apresentada por Box e Tiao (1992), a
saber: a distribui¢do a priori ndo informativa para um conjunto de parametros é
tomada ser proporcional a raiz quadrada do determinante da matriz informagéo
de Fisher.

Mais especificamente, na selecdo de prioris em problemas envolvendo
pardmetros de posicdo e escala, uma priori ndo informativa para ambos 0s

parametros é aquela para qual & e loga sdo aproximadamente uniformes locais,

da forma:

p(8,logg) x ¢

ou equivalente,
p(8,0) xo™!

Esta priori é considerada em ambos os casos, quando a média tem

distribuicdo Normal com média @ e desvio padrdo @; e nos casos em que O
modelo é linear Normal e com desvio padrdo, &, desconhecido.

Ainda, geralmente é apropriado considerar os parametros de posicao, @,
e escala, @, sdo distribuidos independentemente. Qualquer ideia a priori que se

pode ter sobre a distribuicdo do pardmetro de posicdo ndo deveria ser

influenciada sobre a ideia do valor do pardmetro de escala. Entdo se pode
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considerar p(@lo) = p(@). E considerando o caso da distribuicdo Normal,
quando @ é conhecido, a priori ndo informativa para & é obtida, fazendo p(8|a)

localmente uniforme; e ja que os parametros sdo independentes, implica que

p(8) deveria ser uniforme, logo,
p(8,0) = p(@)p(o) x 1/o

Multiplicando esta priori com a distribuicio Normal dos dados, a
distribuigdo a posteriori correspondente é entdo:
(n—k)s? (6—6)Xx(6—8)

E_l oo —':?'!+1:| ] ]
p(8,0ly) x o exp 252 257

1
(mn—1)

com—oo <@ <+wi=1..,ko=>0 es=

=¥ -3. Eque

pode ser escrita na forma:

(¥—7) Ty-5)+(8-8) 'x'x.:ﬂ—'fi}]

2o

p(6,0ly) o~ Dexp [ -
2.3)

A distribuicdo a posteriori (2.3), dada acima, é importante no calculo da
Distribuicdo Preditiva do Experimento Replicado apresentada na se¢do 2.7 na
equacao (1.8), ja que a posteriori para os parametros é multiplicada pela
verossimilhancga dos dados z do experimento replicado.

A distribuicdo a posteriori de z|¥, DPER, serd& uma distribuicdo &

multivariada:

Zrty (1"1 H, E}
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em que v=n—k, tal que n é o tamanho da amostra e k € o nimero de
coeficientes da regressao;

i =X(X'X)"1X"y é o pardmetro de posicio;

E=s%I—-P) ¢é a matriz de dispersdo, tal que
s2=(n—k)"ly(I- Py, e P=X(X'X)"1X" ¢é o projetor ortogonal no
espaco coluna de X.

A funcdo de densidade z|y é dada por:

LZn—K)

plz|y) x [(n —k)+{z— Py}"[s:{f+ P}}(z — Py}]_T

(2.4)

4.2.3 Distribuic&o a priori conjugada

Para prioris informativas para os pardmetros do Modelo Linear Normal,

adota-se uma priori natural conjugada para & e @2 da forma:
p(6,0%) = p(@la®p(c?)

em que 8|a2~N,,(6,#¢2(X X)~1), sendo 8 = (X X) 71Xy, e,
a2~GIC,2)

1 x 5
E, fazendo — = 1, entdo T.vg(;%
E - -

)
'2

b | S

(8,T)~N—G (ﬁj a?,
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= p(8, 1) DCT%EXP[_%(JO + C‘[E—E})z]

emque ¢ = (X'X) 1
Multiplicando esta priori com a distribuicio Normal dos dados, a
distribuicdo a posteriori dos parametros correspondente é entéo:

p(8,02|y) 0x g2+ nayp {—i vs?+(0-8)xx(6-

8))+ (o + +xx(6-8)) |
(2.5)

Da mesma forma que no caso da priori ndo informativa, esta
distribuicdo a posteriori dada em (2.5) é importante no calculo da Distribuicdo
Preditiva do Experimento Replicado apresentada na se¢do 2.8 na equacdo (1.8),
ja que a posteriori para os parametros € multiplicada pela verossimilhanca dos

dados = do experimento replicado.
E, também, a distribuicdo a posteriori de z|y, DPER, serd& uma

distribuicdo £ multivariada:
Z"‘-’I.'H(’L’i,f.,[b E’i}

emquevy =n—4a
iy =Plyn+(1—y)y], com n é um vetor fixo independente do

. ~ +
modelo sob consideracdo e ¥ = e

T, =s;[I+ (1 —y)P], com s{={(n+8)" g+ yp+na?), sendo

gq=y I —-Plyep=(y—n)Ply—n).
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P=XXX)"1x

A funcéo de densidade z|y é dada por:

_[zn+8)

p(zly) o [(n+ &)+ (2~ po) (s2U+ L =1IP) ) (2~ y)

(2.6)

A DPER para priori ndo informativa pode ser obtida de (2.6) fazendo

y=0,8=—k.
4.3 A Medida L para modelos de regresséo linear maltipla

A Medida L para Modelos de Regressdo Linear Multipla é calculada,

como apresentada na se¢do 3.0, de acordo com a expressdo (2.0), a saber:

!

2, = Z[{E(zf} — v + var(Z)]

i=1

em que a esperancga é calculada a respeito da distribuicdo preditiva de z|y.

A partir das DPER’s apresentadas nas secGes 4.2.2 e 4.2.3, nas

expressdes (2.4) e (2.5) respectivamente, a Medida L é dada por:

L=[(1+Dq+yl+ Dp+ ol

n+il-ylk

emque A = ez
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p = (¥ —n)P(y —n) representa a penalidade por uma suposi¢do ruim
apriori para ¥;

g = y'(I — P)y representa a soma de quadrado dos erros sob o modelo
em consideracao.

7 7 P -4 't 4 13 29 Al
k é o nimero de coeficientes da regressdo e ¥y = Tz € 0 “peso dado a

suposta predicdo, e sdo definidos como nas sec¢des 4.2.2 e 4.2.3 respectivamente.
4.4 Aplicacéo aos dados e comparagdo com AlC e BIC

Todos os célculos das medidas foram feitos usando o software R,

ressaltando que a Medida L néo esta implementada no mesmo.
44.1 Aplicacdo em dados da produgdo em um processo quimico

Para realizacdo desta primeira anélise, o conjunto de dados avaliado foi
0 apresentado como exercicio por Charnet et al. (2008) no capitulo 8, somente
com o intuito de ilustrar a Medida L e compara-la com AIC e BIC.

Trata-se de um experimento que foi realizado para se verificar o efeito
da temperatura, x3, e da concentracdo, xz, na producdo (em litros), ¥, de um
processo quimico. Em resumo, selecionar o melhor modelo é responder qual das
variaveis independentes ou ambas, explica melhor a producdo do processo
quimico em questao.

Na tabela 1A dos dados, nos anexos, para o calculo do AIC e BIC foram
usadas todas as 20 observacdes, ja para o calculo da Medida L, foram usadas as

mesmas como dados observados e, para o vetor 17, as mesmas variaveis foram
consideradas como o vetor £ de observagfes, como se 0 experimento tivesse

sido replicado e estas seriam entdo as respostas obtidas.
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Na Tabela 1, abaixo, observa-se que o modelo selecionado pelos
Critérios de Informacdo de Akaike, de Schwarz e Medida L foi o modelo 1.

Ambas as variaveis explicam a producéo do produto quimico. O modelo
selecionado foi:

-

¥=093,18+087X; +2,42X,

Para o célculo da Medida L, a predicdo da producdo do processo

quimico 17 em litros, utilizada foi:

1 =(189,203,222,234,261,204,212,223,246,273,
220,228,252,263,291,226,232,259,268,294)

Tabela 1 Resultados do estudo de produgdo de um processo quimico.

N° Modelo Medida L AlIC BIC

1 y=pt+tx;txt+e 31,86 80,83 138,74
2 y=ptx;te 133,48 170,14 191,88
3 y=ptx;te 137,46 173,13 194,88

442 Aplicacdo em dados das horas trabalhadas no departamento de
contabilidade de uma empresa

Para realizacdo desta andlise, o conjunto de dados avaliado foi o
apresentado como exercicio por Charnet et al. (2008) no capitulo 11.
Deste conjunto de dados, com trinta observacOes de sete varidveis; uma

dependente, v, e seis independentes, foram selecionadas para a aplicacdo da

medida, quatro variaveis independentes e 20 observa¢fes com o objetivo de
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diminuir o nimero de modelos possiveis e facilitar a anélise e visualizagdo dos
resultados. E, da mesma forma que no exemplo anterior, na tabela 2A dos dados,
nos anexos, para o calculo do AIC e BIC foram usadas todas as 20 observacdes,
ja para o célculo da Medida L, foram usadas as mesmas como dados observados

e, para o vetor 17, as mesmas variaveis foram consideradas como o vetor Z de

observacBes, como se 0 experimento tivesse sido replicado e estas seriam entéo
as respostas obtidas.

Trata-se de um estudo para se determinar as atividades mais importantes
dos funcionarios do departamento de contabilidade de uma empresa em que
foram observadas, durante 30 dias, as seguintes variaveis: nimero de horas

trabalhadas por dia, ¥; nimero de cheques descontados (pagos e cobrados), x4;
numero de pagamentos recebidos pelos funcionarios da empresa, xz; nimero de
documentos processados e enviados ao banco para compensagao, xs; €, nUmero

de ordens de pagamento, certificados e recibos de vendas emitidos pelos
funcionarios, x 4.

Na Tabela 2, observa-se que o mesmo modelo, o modelo 1, foi
selecionado pelos Critérios de Informacdo de Akaike e de Schwarz, ou seja,
obtiveram 0s menores valores para ambos 0s critérios. Porém, a Medida L
selecionou outras varidveis para explicar as horas trabalhadas por dia pelos
funcionarios, selecionando o modelo 6.

A variaveis selecionada pelos Critérios de Akaike e Schwarz for x4,0u

seja, os funciondrios do departamento gastam mais horas por dia nas atividades
descontando cheques. J& a Medida L selecionou somente x e x5 para explicar v,
ou seja, as horas trabalhadas sdo descontando cheques, e, dando ordens de

pagamento e emitindo certificados e recibos de vendas.

O modelo selecionado pelo AIC e pelo BIC foi:
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Y = 84,88 + 0,06X,

Para o calculo da Medida L, a predigdo do nimero de horas trabalhadas

por dia i, utilizada foi:

17 =1(130.7,113,125.4,131.1,133.2,178.2,121.1,135.5,109.8,119,
103.8,114.2,118.4,104.6,134,140.2,110.9,101.2,122.9,97.5)

O modelo selecionado pela Medida L foi:

¥ = 86,50 + 0,07X; — 0,04X;
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Tabela 2 Resultados do estudo das atividades mais importantes do departamento

de contabilidade.

© 0 N O U A W N R Z

e O =
o A W N P O

Modelo
y=pt+tzx;te
YV=HU+ X3+ E
y=pt+axzte
y=ptagte

y=p+x;+x;+e€
y=put+x;t+xzte
y=pt+zx;+xyte
y=pH+x,t+x3+e€
y=p+x;+x,+e€
y=pt+axzgtaxyte
y=ptax;ta+xz5+e
YyY=H+tx;+txztxgte
Yy=H+tx;+txgtxgte
V=t x+x3+ax,+te
YV=H+x;+x+tx3+x3+e€

Medida L
81,31
88,66
96,60
96,65
81,88
79,52
81,03
86,18
88,13
96,71
80,00
81,59
80,07
85,67
79,70

AIC
170,38
173,84
177,33
177,35
172,38
171,53
171,96
174,44
175,35
179,09
173,16
173,95
173,19
175,92
174,73

BIC
173,36
176,86
180,32
180,33
176,36
175,52
175,94
178,43
179,33
183,08
178,14
178,93
178,17
180,90
180,71
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Fundamentado em conceitos importantes como a Densidade Preditiva, e
ainda permitindo que conhecimentos ou crencas, a priori, sejam incorporados na
analise através da distribuicdo a priori, a Medida L é uma alternativa aos outros
critérios ja utilizados na literatura, em que a abordagem da predicdo é preferida
as outras abordagens de ajuste de modelos.

Os resultados obtidos, nas duas analises, feitas neste trabalho, diferem.
A explicacdo para esta diferenca serd apresentada em trabalhos posteriores,
assim como suas aplicacdes em tipos de modelos diferentes, sua calibracdo e
discutir critérios para estabelecer distribuicGes a prioris.

Os critérios de Informacdo de Akaike e Bayesiano diferem da Medida L
ja que esta Gltima é calculada através da distribuicdo preditiva enquanto AIC e
BIC sdo calculados através da verossimilhanga ou de razdo de posterioris
somente.

A performance do modelo é dada pela combinagdo de quéo proximos as
predicdes estdo dos dados observados e da variabilidade das predigdes.

Pela Teoria da Decisdo, a medida L é a fungdo perda quadratica. Neste
sentido, quando da tomada de decisdo, o objetivo é diminuir esta perda ao se
escolher um modelo em detrimento de outro.

O desenvolvimento algébrico da funcdo perda quadratica resultard no
célculo do Erro Quadratico Médio.

Bons modelos terdo pequenos valores para a medida LZ,, dada em (1.9).

O célculo deste erro quadratico médio estd condicionado a cada ponto observado

¥v. Em outras palavras, observados os valores iniciais ¥ e predizendo £, a



68

variabilidade entre estes dois valores deve ser bem pequena para que o modelo
seja adequado.

5.1 Estudos futuros

e Estudar o comportamento da Medida L em diferentes tipos de modelos e
situacoes.

e Discutir o questionamento: sera que prioris diferentes das sugeridas por
Laud e lbrahim (1995) fornecerdo o mesmo comportamento da Medida
L quanto a comparacdo de modelos?

e Dada a auséncia de um “comando” ou algoritmo para o calculo da
medida L nos pacotes do software livre R, outro objetivo é desenvolve-
lo para permitir a aplicacdo, quando conveniente.

e Estudar o comportamento assintético da Medida L, quando comparado
com outros critérios de comparacdo de modelos como AIC, BIC etc.
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ANEXOS

Tabela 1A Dados do experimento realizado para avaliar a produgéo de um
processo quimico em fungdo de sua concentracdo e temperatura.

Producéo (I) Temperatura (°C) Concentragéo (%)
189 80 10
203 100 10
222 120 10
234 140 10
261 160 10
204 80 15
212 100 15
223 120 15
246 140 15
273 160 15
220 80 20
228 100 20
252 120 20
263 140 20
291 160 20
226 80 25
232 100 25
259 120 25
268 140 25

294 160 25
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Tabela 2A Dados das horas trabalhadas no departamento de contabilidade de
uma empresa.

N°de N° de N° de N° de ordens

cheques pagamentos  documentos de

N° de horas

trabalhadas .
descontados recebidos processados  pagamento

130.7 654 683 183 123
113.0 457 479 89 49
125.4 429 823 196 115
131.1 483 735 157 82
133.2 915 1018 211 116
178.2 813 857 218 169
121.1 616 924 312 105
135.5 936 1247 428 82
109.8 550 965 461 94
119.0 448 688 244 101
103.8 505 561 261 121
114.2 501 735 154 103
118.4 712 943 162 83
104.6 642 758 252 64
134.0 491 809 149 82
140.2 590 638 198 99
110.9 517 671 116 48
101.2 455 516 139 112
122.9 723 835 300 89

97.5 416 578 112 238
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