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RESUMO

O estimador de James-Stein é um estimador de encolhimento viesado que possui risco uniforme-
mente menor que o risco do estimador média amostral para a média da distribuicio normal multivari-
ada, salvo nos casos unidimensional ou bidimensional. Interpretou-se com mais argumentos heuristicos
e intensificou-se a abordagem geométrica da teoria do estimador de James-Stein. Além disso, propuseram-
se novos estimadores de encolhimento tipo James-Stein e utilizou-se a métrica de Mahalanobis para abordar
o estimador de James-Stein. Para avaliar o desempenho, em relacdo ao estimador média amostral, utilizou-se
a simulag@o computacional pelo método Monte Carlo calculando-se o erro quadratico médio. O resultado
indicou que o novo estimador apresenta melhor desempenho relativamente ao estimador média amostral.

Palavras-chave: Estimador James-Stein. Normal multivariada. Geometria. Método Bayes empirico.



ABSTRACT

The James-Stein estimator is a biased shrinkage estimator with uniformly smaller risk than the risk
of the sample mean estimator for the mean of multivariate normal distribution, except in the one-dimensional
or two-dimensional cases. In this work we have used more heuristic arguments and intensified the geometric
treatment of the theory of James-Stein estimator. New type James-Stein shrinking estimators are proposed
and the Mahalanobis metric used to address the James-Stein estimator. . To evaluate the performance of the
estimator proposed, in relation to the sample mean estimator, we used the computer simulation by the Monte
Carlo method by calculating the mean square error. The result indicates that the new estimator has better
performance relative to the sample mean estimator.

Keywords: James-Stein estimator. Normal multivariate. Geometry. Empirical Bayes method.
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1 INTRODUCAO

Estimadores de encolhimento tornaram-se ferramentas basicas na andlise de dados de alta dimens3o.
Historicamente e conceitualmente, o inicio do seu desenvolvimento foi a mais de 50 anos quando STEIN
(1956) publicou seu cléssico artigo, “Inadmissibility of the usual estimator for the mean of a multivariate
normal distribution.” Este artigo resultou na surpreendente descoberta estatistica, em que foi apresentada a
prova de que o estimador de maxima verossimilhanca para a média de uma distribui¢cdo normal multivariada,
considerado o melhor estimador ndo viesado, é inadmissivel, salvo nos casos unidimensional e bidimensio-
nal.

Quando tratamos de estimadores em geral, buscamos estimadores que possuam a propriedade de
serem nao viesados para que o erro quadritico médio seja o menor possivel. James e Stein (1961) exibiram
um estimador com risco uniformemente menor que o do estimador de médxima verossimilhanca. Este novo
estimador € referido na literatura como o estimador de James-Stein, que € um estimador de encolhimento
(shrinkage estimator). Este estimador perde a propriedade de ser ndo viesado, porém ganha no sentido de
reduzir a variincia e o erro quadratico médio.

Uma das razdes do estimador de James-Stein ser tdo revoluciondrio, é que muitos aspectos diferentes
de algo que estd sendo medido serdo considerados para descrever uma tnica medi¢do. Por exemplo, a
incidéncia de uma doenca em diferentes regides pode ajudar a estimar a incidéncia de doenca em uma
pequena area. Surpreendentemente isto pode ser feito e produzir um estimador melhor. A comunidade
estatistica ficou surpresa com este resultado denominado paradoxo de Stein.

Frequentemente, em aplicacdes de estatistica, quando um modelo de regressao linear € ajustado, al-
gumas das varidveis regressoras sio altamente correlacionadas, ou seja, a matriz de covariancia do estimador
de minimos quadrados apresentard quasemulticolinearidade e o estimador de minimos quadrados serd muito
impreciso. Uma possivel solucdo para este problema, sugerida por Hoerl e Kennard (1970a), foi a formula-
¢do do estimador regressdo de cumeeira (ridge). Este método é um caso particular para se obter estimadores
de encolhimento. Esta denominacdo de estimador de encolhimento vem do fato de que ambos estimado-
res, James-Stein e regressdo de cumeeira, aqui citados, serem obtidos pela multiplicagdo do estimador de
minimos quadrados por um fator de encolhimento.

O objetivo geral desta pesquisa € interpretar com mais argumentos heuristicos e geométricos a teoria
do estimador de James-Stein em que as estimativas de quadrados minimos sao encolhidas em dire¢do ao
vetor nulo ou em direcdo a um vetor qualquer. Para seu desenvolvimento, temos dois objetivos especificos.

O primeiro refere-se a caracterizacdo do estimador de James-Stein, ou seja, definir suas propriedades,

ilustrar o estimador baseado na geometria plana, na esperanca de esclarecer a ideia de Stein, demonstrar que
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estimadores de encolhimento possuem varidncia minima, demonstrar que estimador usual € inadmissivel
para dimensao suficientemente grande e que 3 € a dimensao critica.

O segundo destina-se a propdr um estimador de James-Stein modificado e analisar o estimador de
James-Stein aplicando a transformacdo de Mahalanobis. Dessa forma, realiza-se simulacdo computacional
pelo método de Monte Carlo para comparar o erro quadratico médio destes estimadores com o estimador de
maxima verossimilhanca para média de uma distribuicdo normal multivariada.

Para o desenvolvimento do tema, o referencial teérico dedica-se a apresentar conceitos basicos sobre
propriedades dos estimadores, discuss@o sobre admissibilidade, abordagem bayesiana empirica, estimadores
de encolhimento e um caso particular que € o estimador de cumeeira (ridge) e, em seguida, apresenta-se
o estimador de James-Stein, o lema de Stein, a justificativa heuristica para o coeficiente de encolhimento
e em seguida um estudo detalhado desenvolvendo, passo a passo, a interpretacdo geométrica do estimador
de James-Stein e estimadores esfericamente simétricos e apresenta-se o estudo computacional do estimador
proposto e a andlise do estimador de James-Stein modificado, utilizando a transformacio de Mahalanobis.

O desenvolvimento dos resultados apresentados, na literatura, foram expandidos em detalhes como
contribui¢ao didatica.

Na sequéncia, tem-se a exposicdo de dois artigos.

O primeiro, referente a proposta de um novo estimador tipo James-Stein e suas propriedades e a
abordagem do estimador de James-Stein utilizando a métrica de Mahalanobis, artigo submetido a revista
Brasileira de Biometria.

O segundo artigo refere-se a estimativa do vetor de médias da distribuicdo normal multivariada
limitada a um conjunto convexo fechado e limitado, utilizando o estimador de Hartigan, publicado em abril

de 2016 na revista Brasileira de Biometria.
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2 REFERENCIAL TEORICO

O objetivo central deste estudo € a interpretacdo geométrica do estimador de James-Stein para uma
contribui¢do didatica a teoria. Antes de iniciar as defini¢des formais, enunciar os principais teoremas e lemas
relativos a esta teoria, nesta se¢do, serdo abordados os conceitos preliminares e essenciais sobre estimadores.

As citagOes serdo usualmente omitidas, nesta secio, considerando que estd amplamente baseada em

Mood, Graybill e Boes (1974).

2.1 Propriedades de estimadores pontuais

Em um fendmeno aleatério qualquer, ao estudarmos a estrutura probabilistica de quantidades asso-
ciadas a esse fendmeno, introduzimos o conceito de varidvel aleatéria. No caso unidimensional, em que se
quer estudar apenas uma quantidade, € uma funcéo definida do espaco amostral no conjunto dos nimeros
reais. No caso de interesse em vdrias quantidades, a estatistica multivariada deve ser utilizada. Na estatis-
tica multivariada, observamos realiza¢des de varidveis aleatdrias em RP. A sequéncia de varidveis aleatérias
X1,..., Xy forma uma amostra aleatéria de tamanho n, em que X; € uma varidvel aleatoria p-dimensional
com fungéo densidade f(x). A realizagdo para a j-ésima observagdo amostral p-dimensional da varidvel
aleatoria populacional X € x; (FERREIRA, 2011).

No processo de encontrar estimadores de parAmetros, surge a dificuldade em escolher entre esti-
madores obtidos por diferentes métodos. Para a escolha, deve-se fazer um estudo do desempenho e da
otimalidade de estimadores segundo alguns critérios.

Ao se estimar um parametro real @ ou uma fungio do pardmetro 7(60) de uma densidade de probabi-
lidade f(x; @), por um estimador T = t(Xjy, ..., Xy ) = 7(0), é interessante quantificar uma penaliza¢do se
o verdadeiro valor 7(0) é estimado por 7(8). Um critério para avaliar esta quantifica¢o é através de func¢des
denominadas fun¢des perda.

As definicdes abaixo sdo para o caso univariado.

Defini¢do 2.1 (Fungdo Perda ) Uma fungdo perdal definida em (t, 0), para o estimador 7(0) = t (X1, ..., Xy)
é uma funcdo d com valor real satisfazendo:

(i) I(t,0) > 0 para todo t = t(x1, ..., xy,) e todo 0;

(ii) I(t,0) = 0 para t = 7(0).

As propriedades sdo claras, nada se perde se a estimativa esta correta e, no caso da estimativa estar

incorreta, ocorre uma perda positiva. Como exemplos de funcdes perda tem-se,
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» perda quadratica [(t,0) = (t — 7(0))2,
o perda em valor absoluto I(t,0) = [t — 7(0)],

A, se [t—71(0)>¢
* [(t,0) = .
0, se |[t—7(0)]<e, emque A>0
Neste trabalho, serd considerada somente a funcdo perda quadratica.
Como as estimativas sdo obtidas pelo estimador T = t (Xy,...,Xy), temos que a perda é uma
variavel aleatéria I(T,0) = 1(t (X1, ..., Xn), 8), que corresponde ao valor que se perde ao observar uma

amostra aleatdria e se fazer a estimativa. Como a perda € aleatdria, um aspecto importante é sua esperanca,

denominada fung@o risco do estimador.

Defini¢do 2.2 (Fungdo Risco) Para um estimador T = t (Xy,...,Xy) e uma funcdo perda l definida em
(t,0), a fungdo risco, denotada por %y definida em (), é

% (0) = E[(T,0)]
Xn),0)]

t (X4, .
= / / (X1,X2, ..., Xn), O)IIf(x;; 0)dxy...dxy.

Observacdo: Serd utilizada também a notacdo % (0) = Z(T,09).

Dados dois estimadores T e T2, as funcdes risco associadas a esses dois estimadores geralmente
possuem graficos que se interceptam, ou seja, em um determinado intervalo de valores do parametro a
funcdo risco do primeiro estimador pode ser maior que a funcdo risco do segundo estimador, mas em um

outro intervalo essa relagdo se inverte, conforme ilustrado na Figura 1.

%.,(0)

7,,(0)

FIGURA 1: Funcio risco para dois estimadores

Se a opgdo para medir a penaliza¢do de um estimador T = t (X3, ..., X;,) de 7(0) € a fungdo perda

quadratica, a fun¢do risco serd denominada erro quadratico médio (EQM).
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Defini¢do 2.3 (Erro Quadrdtico Médio) Seja T = t (X1, ..., Xn) um estimador de 7(0). Considerando
a fungdo perda 1(t,0) = (t — 7(0))2, a fungdo risco E[I(T,0)] = E[(T — 7(0))?] é denominada erro

quadrdtico médio do estimador T = t (X1, ..., Xy).

Observe que o erro quadratico médio do estimador T de 7(8) pode ser escrito como

EQM(8) = E|[(T-7(6))]
(T—E[T]+E[T] -7 (9))’
(T —E[T])’| + (B[T] - (6))°

= var [T] + (viés(T))>.

E
= E|(T-E
E|(T-E

Portanto, o EQM incorpora dois componentes, um deles medindo a variabilidade do estimador (precisio) e
o outro medindo o seu viés (exatiddo).

Para o caso em que se tem um vetor de pardmetros 6§ = (01, ...,0,), a fun¢do perda quadritica é
definida de forma andloga. Se T = (t1(X4,...,Xn), ..., tp(X1, ..., X4)) for o estimador de 7(8) entdo, a
fungdo perda depende da norma || T — 7(8)]|, em particular EQ M (7(8)) = E ||T — 7 (8)|?.

Com o objetivo de selecionar bons estimadores, pelo critério de possuirem menor risco, define-se o

conceito de estimador admissivel.

Definicdo 2.4 Para dois estimadores T1 = t1(X1, ..., X,,) e Ta = t2(X1, ..., X,,), 0 estimador T ¢ dito
melhor estimador que T, em relagdo a uma fung¢do perda l definida em (t,0), se %, (0) < %4, (0) para

todo 0 no espago paramétrico © e Hy, (0) < %4, (0) para pelo menos um 6 em ©.

Definicdo 2.5 (Estimador Admissivel) Um estimador T = t (Xq, ..., Xy,) € dito admissivel para uma fun¢do

perda, se ndo hd estimador melhor em relacdo a esta fungdo perda.

Uma maneira de remover a dependéncia da funcgéo risco do pardmetro 6 é substituir a fungo risco
pelo seu valor maximo e comparar estimadores, olhando apenas para seus respectivos riscos miximos. Na-

turalmente, prefere-se o estimador com menor risco mdximo. Segue a defini¢cdo para tal estimador:

Definicao 2.6 (Minimax) Um estimador T ¢é definido um estimador minimax se
sup Zy+ (0) < sup Z¢(0), para todo estimador T
0 0

Os estimadores minimax sdo provenientes de uma abordagem conservadora, isto é, deseja-se con-

trolar o maior valor do risco.
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2.2 Discussao sobre admissibilidade

O conceito de admissibilidade parece ser um conceito restritivo, pois é uma propriedade desejdvel
em um estimador, porém nao garante que este estimador seja adequado.

O exemplo mais simples é o de considerar para uma populagdo qualquer f(x; @) o estimador de 6
que desprezando os dados estima 6 por uma constante, T = t (X3, ..., X;,,) = 0p.

O risco quadratico deste estimador é
% (T,0) = By [(T - 9)2} _ [(90 - 9)2} = (60 — 0)2.
Suponha TV = t’ (Xq, ..., X;,,) outro estimador com:
% (T',68) < % (T,0) = (6 — 6)°

logo,
% (T',6) = Egg, |(T' — 6)°] <2(T,0) =0.

Assim,

0 = Ep=g, [(T/_QO)Q]
= By, [(T B [T] + B[T] —00)’]
= By, |(T - BT)’] + (B[] - 0)’

o que implica que:
Entdo concluimos que:

Assim, tem-se um estimador simples e admissivel porém inadequado.
A escolha do método para a obtenc¢do de estimadores admissiveis € uma questao pertinente. No caso
de perda quadrética se um estimador ndo viesado € admissivel, entdo possui varidncia minima entre todos os

estimadores nio viesados. Em razdo da importancia deste conceito, define-se:

Definicao 2.7 (Estimador ndo viesado com varidncia uniformemente minima-UMVUE)

Se X1, ..., Xy, é uma amostra aleatéria de f(x;8), um estimador T* = t*(X1, ..., X,,) de 7(0) é definido
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ser um estimador ndo viesado de varidncia uniformemente minima de 7(0) se
(i) E[T*] = 7(0);

(ii) var [T*] < var [T], para qualquer outro estimador ndo viesado T =t (Xq, ..., Xy) de 7(0).

Seja X1, ..., X;, uma amostra aleatéria de f(x;0) em que 6 pertence a ©, subconjunto dos reais.

Considere as condi¢des de regularidade razodveis se T = t(x7,...Xy) € um estimador qualquer de 7(8).

Teorema 2.1 (Desigualdade de Cramér-Rao) Sob as suposicdes de regularidade e seja 7' (0) = %T (0)

[~'(6)]”

var [T] > .
nE [ 108 F(X;0)]’]

2.1)

A igualdade ocorre se, e somente se, existe uma fun¢do, K(0,n), tal que

% log f(zi;0) = K(0,n) [t(x1,...,z,) — T(0)].
i
O lado direito da equagdo (2.1) € chamado de limite inferior de Cramér-Rao para variancia de estimadores
nao viesados de 76.

O teorema 2.1 fornece um limite inferior para a variancia dos estimadores néo viesados de 76. Se um
estimador ndo viesado tem variancia que coincide com o limite inferior de Cramér-Rao, entdo este estimador
é um UMVUE pois satisfaz a condi¢ao (ii) da defini¢do 2.7.

Para introduzir o conceito de estimador de quadrados minimos para um vetor de parametros, visando
a busca do melhor estimador, considere o modelo linear usual Y = X3 + € com E[Y] = X3, X de posto
coluna completo e matriz de covariancias cov[Y] = E [(Y — E[Y])(Y — E[Y])’] = 02I. O estimador de
quadrados minimos para o vetor 3 ¢ dado por B8 = (X'X) " 1X'Y e cov[3] = ¢%(X'X)"L. O teorema de

Gauss-Markov garante que ,3 ¢ o melhor estimador linear nao viesado (BLUE).

Teorema 2.2 (Gauss-Markov) O estimador de quadrados minimos possui a menor varidncia total, traco (cov [B])

entre todos os estimadores lineares ndo viesados.

A importancia desse teorema se dd principalmente no fato de que nenhuma hipétese distribucional é

exigida. O Teorema de Gauss-Markov pode ser generalizado da seguinte forma:

Teorema 2.3 (Gauss-Markov) Se Y = X3 + ¢, E[Y] = X e cov[Y] = covle] = 02V, em que V é uma

matriz positiva definida conhecida, entdo,
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(i) O melhor estimador linear néo viesado de 3 é:
B=(XVIX)'xXV1ly,
(ii) A matriz de covaridncias para B é
cov]@] = *(X'VIX)

(iii) Um estimador ndo viesado de o é

(y - XB>/V‘1 (y — XB)

2 _
§ n—k—-1
y [V - v (VX)) XVl y
- n—k—1 ’

em que k 4+ 1 é o niimero de pardmetros ou posto coluna de X, n é o tamanho da amostra e 'y é uma

realizagdo de Y de dimensdo n x 1.

2.2.1 Contexto Bayesiano

Pode-se utilizar uma abordagem Bayesiana para o problema da otimalidade da funcio perda utili-
zando uma distribuicdo a priori para calcular um risco médio. No contexto Bayesiano, a funcdo risco Z
pode ser generalizada. Considere que o pardmetro 6 é uma varidvel aleatéria com densidade a priori g(0)
definida no espago paramétrico ©. Como a fung¢ao risco é fung¢ao do pardmetro 6, tal fato a caracteriza como

uma varidvel aleatdria e a ideia é tomar a esperanca do risco em relacio a densidade a priori.

Defini¢do 2.8 (Risco de Bayes) Se %:(0) = E [[(T, )], a fun¢do risco de Bayes do estimador T em relagdo

a densidade a priori g(0) é
al6) = [ 2(0)9(0)0.
(€]

Portanto, o risco de Bayes é um nimero e nos permite sempre comparar dois estimadores, o que gera

uma nova definigdo.

Definicdo 2.9 (Estimador de Bayes) Um estimador T* = t*(X1, ..., X,,) € dito o estimador de Bayes em
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relacdo a fungdo perda l definida em (t,0) e priori g(0) se
r1,9(87) <7 6(t)

para todo estimador T =t (X1, ..., Xn).

Dada uma densidade a priori g(0), apds se observar uma amostra X; = x1, ..., X, = &, tem-se,
pelo Teorema de Bayes, a densidade a posteriori (0|1, ..., x,). O estimador de Bayes em relagdo a perda

quadrética € definido como

Teorema 2.4 O estimador de Bayes em relacdo a perda quadrdtica é dado como a esperanca da distribuicdo
a posteriori, isto é,

T =t"(z1,...,2n) = /Og(0|:c1, vy Ty )d0.
©

Tem-se uma interessante relacdo entre estimadores minimax e estimadores de Bayes.

Teorema 2.5 Se T* = t*(X1, ..., X,,) é um estimador de Bayes tal que sua fungdo risco é constante entdo

T* é um estimador minimax.

Demonstragdo:

Sejam ¢(0) a densidade a priori e o estimador de Bayes T* = t*( X1, ..., X;,). Se %4 = constante entio

sup #- (@) = sup constante
€O 4SS

= constante

_ / B (0)9 (0) dO = 11, (t") < 11.4(t)

_ / %, (0)g(8) d6 < sup %, ()
[<C)

para um estimador qualquer T = t (X1, ..., Xj). [

2.2.2 Método Bayesiano Empirico

A precisdo das inferéncias estatisticas que sdo realizadas utilizando os métodos Bayesianos depende

fortemente de um bom conhecimento a priori. Quando esta informacdo, representada pela distribui¢do a
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priori, € incompleta ou desconhecida pode ser obtida a partir dos dados. Esse método é chamado de Método

Bayesiano Empirico. Vamos contextualizar o método por exemplos.

Exemplo 2.1 Um exemplo cldssico segundo Gruber (1998), considere X uma varidvel aleatoria discreta
com distribui¢do Poisson de pardmetro \ e uma distribui¢cdo a priori g(\) prdpria e totalmente desconhe-
cida. Para estimar o pardmetro X tomamos a densidade de probabilidade de X, dada por

e\
z!

flz;A) =

Aplicando o teorema de Bayes temos que a distribui¢cdo a posteriori g(\|x) € igual a

g(\z) = x}!L(xg)()\)

em que

ef)\ T
h(z) = / AT O)do.

x!

Observe que h(x) é a distribuicdo marginal de X, ou seja, sé depende dos dados e como g(\) é desco-
nhecido, h(x) também é desconhecida. O estimador de Bayes A B € a média da distribuicdo a posteriori,

logo

. €—>\ T
Ap = E[Nz] :/)\QM();)g(A)d/\

(4 D)h(x+1) / e ATt
B xlh(x) (x 4+ Dh(z+1)

1

g(\)dA

A funcdo h(x) pode ser estimada utilizando os dados. Como h tem distribui¢do discreta e se 11, . . ., Ty, $G0

observagdes ocorridas no passado, h(x) e h(z + 1) podem ser estimados pela frequéncia relativa.

() = card ({i,x; = x})

n

Bz +1) = card ({i,x; =z + 1})

n
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em que card(A) =nimero de elementos do conjunto A. Desta forma o estimador de Bayes empirico é

Repare que g ndo depende da distribuicdo a priori. Isso so ocorre devido a particularidade da
distribuicdo dos dados ser uma distribuicdo discreta Poisson, isto é, apesar da distribuicdo a priori ser
totalmente desconhecida conseguimos estimar a média da Poisson pelo método Bayesiano. Esse exemplo
ilustra bem em que consiste o método Bayesiano empirico. Nele, os dados sdo utilizados duas vezes, na
fungdo de verossimilhanga, neste caso f(x; \) e na estimativa da marginal de x, h(x).

Explicitando numericamente, suponha que o niimero de acidentes por semana X segue uma distri-
buicdo Poisson. Em uma semana, ocorreram 4 acidentes. Suponha que o niimero de acidentes observados

nas ultimas 10 semanas foram
5874414425.

Os estimadores de h(4) e h(4 + 1) sdo, respectivamente

2
h(44+1)=—.
Entdo, para este caso, o Estimador Bayesiano Empirico é

. (4+1)h(4+1) 55 5
h(4) 10

Para o préximo exemplo serd utilizado o seguinte teorema

Teorema 2.6 Se 71, ..., Z,, sdo varidveis aleatorias de uma distribuicdo normal padrdo independentes, en-
tdo:
(i) Z tem um distribuicdo normal com média 0 e varidncia %,

(ii)Z e (Zi — 2)2 sdo independentes,

=1

n —
(iii) > (Zi -7 )2 tem distribuicdo qui-quadrado com n — 1 graus de liberdade.
i=1

Exemplo 2.2 Segundo Casella (1985), considere uma varidvel aleatoria normal X= (X1, ..., Xy,), tal que

X; ~ Ny, (Hi,02) i=1,...,n com o conhecido.
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O estimador usual de 0; é X;, a observacdo. Este estimador tem muitas propriedades de otimalidade (BLUE,

EMV, Minimax,etc.) mas, podemos melhord-lo. Pelo método Bayesiano, supomos uma priori
0; ~ N (,u, 72) i=1,...,n com 72 desconhecido. (2.2)

Para uma observagdo, isto é, uma amostra de tamanho 1, x = (x1, ...,x,), a distribuicdo a posteriori de

0 = (01, ...,0,) é dada por [Apéndice A]

o2 .\ -2 v o272
22t Tt e )

(eix) ~ v

O estimador de Bayes para 0; é, portanto

X 52 -2
9.) — X,
(zB <02+72>M+<02+72> ‘
o? o?
=| = 1-———— ) X, 2.3
<02+7'2>'u+< O'2+T2) ’ 23)

Note que (9}) é uma média ponderada de 1 e X;. O peso usado depende dos pardmetros da priori que
B

pelo método Bayes empirico podem ser estimados a partir dos dados. Toda a informagdo dos pardmetros da

priori ji e T2 estd contida na distribui¢do marginal de X, e outro cdlculo padrdo [Apéndice A] mostra que

a distribui¢do marginal (preditiva) f (X) = (f(X1), ..., f(Xy)) € dada por
f(XZ) ~ Nn (:U’a 02 =+ 7—2) .

Considerando que a amostrax = (x4, ..., Ty,) € também uma amostra da preditiva f(X), podemos construir
estimadores de Bayes para os pesos na equagdo (2.3).

Como E|[f(X;)] = p pelo método dos momentos p pode ser estimado por .

Considerando o peso associado a x, para estimd-lo, utilizaremos o teorema 2.6.

Logo,
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e consequentemente,

2

n n <
- Xi—u X —pu
Z— 7)) = i -
;( i=2) ; [\/02+T2 Vo2 + 72
n 512
> [Xi - X]
=1 2
N o2+ 72 ~ X(n-1)-

n _ n
Reescrevendo a equagdo acima seja U = Y- (X; — X)2 eW=3(Z-2)

i=1 %

Il
—

r_ 1 1
U o24+72W
1 1 1
El=—|=——_F|—]|. 2.4
{U] o2+ 12 [W] 24

Temos que,

1 n—1 1
WNGama<a— 5 ,5—2>,

pois, W ~ x2_, e ainversa de uma x2_, é uma gama. Entdo,

n—1
oo 1\ 72~
E |:1:| :/ l (2) w(nT_l_l)eféwdw
0

wT (”_1)

L ("7 (3 L% -1
("3 -1)
(T (% -1
_ 1
- n—3

Retornando para a equacgdo (2.4)

1 1 1
Bl - -
[U} o2+72n—-3
> (n — 3)o? o
S x - x)2| T

=1

Substituindo essas estimativas dos pardmetros da priori na equacdo (2.3), obtemos a seguinte expressdo
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para o estimador Bayes empirico de 0;

X +

<éz) _ [ (n—3)027 ! - (n—3)027 2] X,
E > i (Xi - X) > i (Xi - X)

Esse estimador de 0; usa informagdo de todos os X;'s quando estima cada 0;, este fato veio a ser conhecido
como o paradoxo de Stein. O paradoxo de Stein afirma que estimativas podem ser melhoradas, usando a
informagdo de todas as coordenadas quando estimamos cada coordenada.

Note que assumimos uma priori como em (2.2) com média . Esta escolha resulta em um encolhi-
mento do 0p na direcdo de 0. O estimador de Bayes empirico (él)E é um bom estimador de 0; pois tem
uma propriedade tedrica extremamente atraente: em média, ele estd sempre mais proximo de 0; do que de

N2
X,. Podemos medir o quanto vale a pena um estimador de 0; considerando (Hi — 91> . Sen >4¢

verdade que

E {i [491' — (él)Er} < F {i [0; — Xi]Q} , para todo ;. (2.5)

i=1 =1
Neste sentido (él), estd sempre mais proximo de 0; do que de X;. Para uma prova mais rigorosa de (2.5),
veja Efron e Morris (1973).
2.2.3 Priori Imprépria e Estimador de Bayes Generalizado

Estimadores de Bayes sdo definidos a partir de distribui¢des a priori proprias g () (SMALL, 2014).

Uma fungdo peso g (0) que ndo define uma distribui¢do de probabilidade, isto é,

/g(G)dOzoo

pode ser considerada como priori e obter uma distribuicdo a posteriori que define uma distribui¢do de pro-
babilidade. Neste caso, g(0), é denominada uma priori imprépria e o estimador média da posteriori é
denominado estimador de Bayes generalizado em relag@o a funcao peso g(€). Segue um exemplo que utiliza

priori imprépria

n
Exemplo 2.3 Seja X ~ Binomial (p,n), f(k;p) = pF(1 — p)"~*. Considere a priori imprépria
k

glp)=p'1-p', O<p<l1
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p~'(1—p)tdp = oo.

o _

n

gp|X =k) =
)1 —p)ldp

O —r

;EA/_\/\/_\
o~ = o~

n k—1

)
)
e
o

1_ nk_l(l_ )—1
)

1
0\ k
k+n—k n—k)—1
_ I U AN
1
I'(k+n—k) )= k—1
kﬂﬂzk gpkl dp
B Beta(k,n — k)
T~ I(k4+n—k
WBeta(k, n — k)
_ T(R)T'(n—k)
I'(k+n—k)

para X = k a posteriori é uma distribuicdo Beta(k,n — k). O estimador de Bayes generalizado é dado

pela média da posteriori

k

t=
k+n—k

substituindo o valor realizado k pela varidvel X temos

X
T=—.
n

Para X = k = 0e X = k = n a posteriori g(p|k) ndo é prdpria. Neste caso, temos que T = t(X) = %

minimiza a perda média esperada a posteriori.
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O risco de Bayes é

1
Ti,g(t) =/ Zl(p,t(k))f(k,p)] g(p)dp
0
1

/ Zl(nt(k))f(fc,p)g(p)] dp

o
T
B

Il
o

/ > i ff &, p)gg(i) - / f(k,p)g(p)dp]dp
L 0

[e=]

/le, p\k/fkp )dp]d

1

1
/l(m(k))g(p!k)dp /Of(k,p)g(p)dp

o

n

O estimador de Bayes minimiza a perda quadrdtica a posteriori.

Para os casos X =k =0e X = k = n a integral fo f(k,p)g(p )dp ndo estd definida. No entanto,
1 n
vamos mostrar que T'(0) e T'(n) também minimizam a integral [ [Z k))f(k, p)] g(p)dp.
0 Lk=0
Para X =k =0, T(0) = 0 tem-se
1 1 1
2 —1 n 1 n 1 _ n 1
[ -1 0 -p = [ () d= [ b= dp = BB(r.2)
0 0 0

que é uma integral finita.

Paraocaso X =k=n,T(n)=1

1 1 1
/ 2 n l( 1dp:/ 2 n 1 1dp /p dp B(n 2)
0 0 0

que € uma integral finita. Logo, o estimador de Bayes generalizado é T = t(X) = % 0<X <n.

Outro conceito util sdo os limites de estimadores de Bayes.

Defini¢do 2.10 Um estimador T = t(Xq1,...,Xy) € um limite de estimadores de Bayes se existe uma
sequéncia de prioris gn, tal que os estimadores de Bayes relativos a estas priores Ty = tg (X1,..., X5n)

convergem pontualmente para T = t (X1, ..., Xy).
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Para mostrar que o estimador de Bayes generalizado 7' = ¢(X) = % no exemplo anterior, para
o pardmetro p da Binomial(p,n), também ¢é limite de estimadores de Bayes considere uma priori com

distribuic@o beta com parametros r e s que € prépria se r > 0, s > 0, o estimador de Bayes € dado por

X+r
n+r+s

Considere a sequéncia de prioris com distribui¢do beta e parametros (r,s) = (1,1), (3,3). (3,3), ...; elas

definem a sequéncia de estimadores de Bayes, logo,

lim ——— =

X+r X
r0n+r—+s n’
s—0

Geralmente, estimadores de Bayes generalizados sdo também limites de estimadores de Bayes. Estes
ultimos s@o mais adequados pelo fato de estarem proximos a estimadores de Bayes o que pode nao ocorrer

com os estimadores de Bayes generalizados.
2.2.4 Admissibilidade dos estimadores de Bayes
Em geral, estimadores de Bayes sdo admissiveis.

Teorema 2.7 Suponha que © é um intervalo de niimeros reais e T* um estimador de Bayes com respeito a
priori com fungdo densidade g(0) com g(0) > 0 para todo 0 € O, e Z continua em 0 para todo estimador

T = t(X4, ..., Xn). Entdo T* é admissivel.

Demonstragdo:

A prova € por contradi¢do. Suponha que T* € inadmissivel, logo existe um outro estimador T, tal que
X (0) < Z+(0), para todo 6

e com desigualdade estrita para algum 6 = 6. Logo, %+ (0) — %:(0) > 0 e como Z:(0) < Z%~(0) e % é

uma fung@o continua de 0, existe um £ > 0 e um intervalo 6y £ h tal que

R+ (0) — %1 (0) > € para 6y —h <60 <6+ h.
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Entéo,
00 6o+h
[ o)~ m@g@)0 > [ 15-0) - 20)] g(0)d0
—00 6o—h
Oo+h
> € 9(0)dé >0
Go/h

7z

mas, isto contradiz o fato que T* é um estimador de Bayes porque um estimador de Bayes tem a seguinte

propriedade

(e 9]

rg(t") —re(t) = / (%, (0) — 2,(6)]9(8)d0 < 0.

—00

[

O teorema identifica uma certa classe de estimadores que sdo admissiveis, no entanto, existem muitos
estimadores admissiveis, em particular um estimador para cada priori, e certamente alguns desses estima-
dores nao sdo adequados. Com este teorema, prova-se que os estimadores admissiveis sdo estimadores de

Bayes ou limites de estimadores de Bayes.
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2.3 Estimadores de encolhimento (shrinkage)
Os estimadores ndo viesados apresentam uma deficiéncia que geralmente ndo € explicitada. Seja

6= <é1, - ép) um estimador nao viesado de um vetor de pardmetros @ = (01, ..., 6,). Tem - se que

Il

=
s
s

E 1617 >0 =20F 102]

(var [8] + (2 [3])")
var [0}} + ingef

r[6] + 11612

I
'M“

-
I
A

I
‘M“

s
I
—

I
=
4
)

.
Il
—

Desta forma ||6]|2, é um estimador viesado de ||6||? com tendéncia a superestimar o valor ||@||?. Tal
fato é surpreendentemente ndo intuitivo, pois apesar de 6; ser bom estimador de 3;, isto é, gera estimativas

|6]|, tem tendéncia a ser maior do que ||@||. A demonstragdo anterior deste fato em nada

proximas de 6;,
contribui para que se tenha algum tipo de intui¢do sobre este fendmeno. Uma argumentacio geométrica pode
contribuir na interpretacdo de tal fato.

Essa deficiéncia dos estimadores ndo viesados foi uma das motivacdes para obtencido do estimador
de James-Stein, um estimador viesado que possui a vantagem de reduzir a varidncia e consequentemente
reduz o erro quadritico médio, e adotar a estratégia de se propor estimadores obtidos por encolhimento
de estimadores ndo viesados. Em geral, os estimadores de encolhimento, possuem Erro Quadratico Médio
(EQM) menor, ou ainda, possuem o risco quadratico menor do que os estimadores ndo viesados, que é
enfatizado por James e Stein (1961) em seu cldssico teorema, que serd exposto neste trabalho.

A seguir s3o apresentados alguns exemplos de estimadores de encolhimento.

Exemplo 2.4 (O processo de encolhimento mais simples)
Seja B um estimador ndo viesado do vetor de pardmetros 3. A ideia é simplesmente fazer um

encolhimento linear do vetor B, isto é, considerar o estimador aB , 0 < a < 1. O erro quadrdtico médio
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desses estimadores é:

EQM@B)::E]WB—@@
= ElaB-af+aB—-p) (aB—-aBf+af - )]
= EllaB-ap|’ +2(aB-aB):(af-8) + |as - 8]
= EllaB - aB|?| +2(aB - B) El(aB - aB)] + E o - 8]
= BB~ BI*| +2(aB ~ 8) - [aBB) ~ aB)] + (o~ 1) 8]
= B [|B- 8’| + (1 - |8

Para minimizar o erro quadrdtico médio, derivamos em rela¢do a o

d
_—EQM(aB) = 2aE ||B - BI’| —2(1 - a)|B* =0

logo, o valor étimo para o encolhimento é

_ 181 |
E[IB - 87 + 18P

Para encontrar os valores de o para os quais E [Ha B — ,6||2} <E [HB — ,3”2] tém-se

EllaB-8°] < E[IB-8’] @6
o’ [|B-BI| + (-8 < E[IB-8I]
(E (1B~ 8I°] + 1| BI")a® — 2|81 e+ 18I° ~ E |I1B - BIP] < o.

para facilitar a notagdo considere E [HB - B||2} = z, assim
(z+ 181" 2|8 e+ 18] -2 <0

As raizes desta equacdo do segundo grau sdo
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2|8)* £ \/4 181" = 4(z + 181%) (1B — =)

2(= + 181P)
2181+ \ 11811 - 4 (JaI* - 22)
o = 2
2+ 181P)
2B + Vi
a = =
2z + 181P)
o = IBIP£2
- 2
=+ Il
2
a=1 e a”:wi_z
=+ 1Al

181> - £ |18 - 8I]
E|[IIB - 8] + 181>

substituindo z = E [HB - ,3”2] temos que, para o no intervalo

ElaB -8’ < E|IB-8I|.

Os valores adequados de encolhimento dependem de pardmetros populacionais e, portanto, precisam ser

estimados.

Exemplo 2.5 (O estimador da varidncia)
Conforme exemplo de Casella e Berger (2010), a varidncia é estimada de forma ndo viesada pela

varidncia amostral

§2= 3 (xi - %)%

n—14
=1

No entanto, o estimador da varidncia pelo método dos momentos é dado por

1
2 E (XZ_X)Q
=1
n—-1 1 <« o\ 2
- n n—lZ:l(Xz_X)
_ n_lSQ.
n

Portanto, o estimador pelo método dos momentos é um encolhimento do estimador ndo viesado. Para o

caso em que X ~ N(0,0?), queremos comparar o EQM (5%) com EQM (S?) = var[S?]. Temos que, de



acordo com Mood, Graybill e Boes (1974)

logo,

Portanto,

("0‘21>2m7« 7] =
var [S?] =
var [6] = var {”‘152]

2(n—1)

_ 2(n— 1)04
E[0])"

33



34
Assim, B [ (6 - 0%)*| < B[(8? - B[$%]))*], ist0 ¢,

EQM(6*) < FEQM(S?)

m—1\ 4 2 .
() < o)

Logo &2, que é um estimador de encolhimento, tem EQM menor do que S 2. No entanto, 62 é viesado e ird,

em média, subestimar o>

Exemplo 2.6 (Estimador de Bayes da Binomial)

Conforme exemplo abordado em Casella e Berger (2010), sejam X1, . . ., X, independentes e iden-

> X
1

ticamente distribuidas Bernoulli (p). O estimador de mdxima verossimilhanga de p é dado por p = i:T,

P € ndo viesado e, portanto, o EQM ¢ igual a varidncia, isto é,

B [(ﬁ B p)z} P (1n p)

n
SejaY = > X, logo Y tem distribuicdo Binomial(n,p). Vamos assumir que a distribui¢cdo a
i=1

priori de p é uma Beta(c, 3). Assim, aplicando o teorema de Bayes

g (ply) < g(ylp)=(p)

9 (ply) o p(1—p)"Up* (1 = p)*

y+Oo—1 (1 . n—y-l—ﬁ—l.

o p p)
Nestas condi¢ées, a distribuicdo a posteriori g(ply) é uma Beta(y + a,n —y + ).

1
B(y+a,n—y+p)

ol n—y+pf-1

g (ply) = P p)

O estimador de Bayes da Binomial é dado pela média da posteriori. Para a distribui¢do Beta(a, ),
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a média é 3 Portanto,o estimador de Bayes é dado por
a
. Y +«
PB= 0¥ B+n

Observe que pp é um estimador de encolhimento em relagdo ao estimador usual. O EQM de pp é

E|(Ge-p)’| = Varlps)+(Elps —p))’
2
- vl (el

= Var | ot o ]+<1<E[y]+E[a1>—p)2

a+pf+n a+p+n a+pB+n
I Var| ]+<np+a - >2
(a+ B +mn)’ Y atpf+n T

~ np(l—p) +< o >2
T (@tB+n)? \a+fgrn )

Na auséncia de boas informacdes a priori, podemos tentar escolher o e B para tornar o EQM de pp

constante. Se o« = 3 = % o EQM é constante ndo dependendo do pardmetro p.
n
Y b
T \/;
PE =" Vo

Neste caso, o estimador é minimax pelo teorema 2.5.

2
Eln—n?] = np (1 —p) ( w1y _)
s -] T+ Tty VT T

An +vn)*

Se quisermos escolher entre pg e p com base no EQM, para pequenos valores de n, pp é a melhor
opgdo. Para grandes valores de n, p é a melhor escolha. Mesmo que o EQM ndo mostre que um estimador

é uniformemente melhor que o outro, informacdes titeis sdo fornecidas.

2.3.1 Justificativa Bayesiana para alguns estimadores de encolhimento

Discutiremos a abordagem Bayesiana para alguns dos estimadores de encolhimento estudados an-

teriormente, segundo resultados discutidos em Gruber (1998). Considere uma varidvel aleatéria ¥ =
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(Y1, ..., Y,,) com distribui¢do normal e priori 0

Y ~ N(8,0?) o2conhecido

6 ~ N(0,7%).

Neste caso, a distribui¢do a posteriori € [vide Apéndice A]

2y 2.2
0|Y~N<T o°T >

o2+ 712 0% 4 712

em que o estimador de Bayes de 6 € dado pela média da posteriori

2 2
A T _ o _
OBayes = 02+7'2Y: (1 B J2+7'2> Y

Este estimador também pode ser obtido através do conceito de mistura. Temos as densidades de

probabilidades

fol6) = A?exp{—;ﬂ (92)}-

Tem-se entdo, a densidade conjunta fy »(¥,0) = fy(¥)fo(0). O EQM € dado pela relagdo
E[(cY —0)?] = E[*Y? —2cY0 + 67 (2.7)
em que a esperanga € tomada em relacio a densidade conjunta, isto &,

E[V2 — 2670 + 6] / / (25 — 2650 + 62) f5-(§) fol(0)dOd7.



Calculando a integral termo a termo:

E[¢*y?] =

Por fim, temos que

exp{
/ m‘”‘p{ }
/62 Vorr2 exp{ 272 62}0[0

(var[@] + (E[H])Q)

72

varld] + (E[0])*

37



Substituindo na equagdo (2.7):

E[(cy — 0)?]

Derivando em relagdo a c e igualando a zero,

38

E[c*y* — 2cj0 + 6°]

= E[*3?] — 2¢E[y6] + E[6?]
o2

= ( + 72) — 212 4+ 72,
n

tem-se

72

Co = —S—-

=+ 72

Portanto, em relacdo a densidade mistura o estimador de erro quadratico médio minimo é dado por

o
Hmistura =

Note a diferenca em relacio ao estimador da

7_2

a2 2

média com erro quadratico minimo

. 62
o+
e o estimador de Bayes
~ 7'2 _
HBayes = o2 + 12

Se o parAmetro 72 da priori é descon

hecido este pode ser, pelo método de Bayes empirico, estimado

a partir dos dados. Para isso, é necessdrio calcular a distribuicio preditiva. Considerando

logo, [Apéndice A]
e

0 ~ N(0,7%)

)

0,2

NN _
) "o02 412

(0

. = - o . 2 .
Considerando Y como uma observacao da preditiva, pelo método dos momentos (% + 72) pode ser esti-

mado por Y2. E razodvel supor que 72 > o2

, significando que a ignorancia em relag@o a priori € maior do

que em relagd@o a populagdo original. Desta forma o estimador de Bayes fica

eBayes = (

YQ
S2 \/
T Y?

)y.
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Portanto, 0 = 0,,;stura = 93@@/65'

2.3.2 Estimadores de Cumeeira

O método de regressao de cumeeira (ridge) é um caso particular para se obter estimadores de enco-
lhimento. As estimativas de quadrados minimos sdo encolhidas na direcdo do vetor nulo.

A construcdo de bons estimadores para os coeficientes de regressdo linear multipla em situacdes em
que se tem quase multicolinearidade, det (X’X) = 0, é um problema que tornou-se um grande desafio para
os estatisticos da década de 60 (HOERL; KENNARD, 1970a).

Considere o modelo de regressdo linear multipla
Y =X3+e¢e,

sendo X uma matriz n X p de varidveis regressoras e de posto p, 3 = (51, ..., Bp)' o vetor dos coeficientes de
regressio e € o vetor de erros normalmente distribuido com média 0 e matriz de covariancias o->I,,. Supondo,
sem perda de generalidade, que XX estd na forma de correlagdo o que implica que tr(X'X) = p.

O estimador de quadrados minimos de 3 é dado por
B =(X'X)"X'Y.

A matriz de variancias e covariancias de 3 ¢ dada por cov [B] = 0%(X’X)~L. Logo, variancia total é dada

por

varioa |B] = tr (cov[B])
= tr <02(X’X)*1)
= o?tr(X'X)"1
= o*tr(PP'X'X) !
— o%tr(P'(X'X) 'P)

1
A1

-
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em que Py é uma matriz ortogonal que diagonaliza X'X. A matriz X'X ¢é simétrica e positiva definida,
logo, admite p autovalores A\jqx = A1 > Ao > ...\, = Apin > 0. Tem-se entdo que a varincia total serd
severamente inflada se pelo menos um dos autovalores for muito pequeno. Este é o fendbmeno denominado
de quase multicolinearidade da matriz X’X. Em problemas de regressdo linear com um nimero grande de
covaridveis, ¢ comum que algumas dessas varidveis, ou combinagdes lineares entre elas, sejam altamente
correlacionadas. Tal fato implicard que alguns dos vetores colunas da matriz X ou combinacdes lineares
dessas colunas, estdo préximos sob um ponto de vista geométrico. Tal fato implica que o determinante da
matriz quadrada X'X é préximo de zero. Como o determinante é produto dos autovalores pode-se afirmar
que pelo menos um deles € préximo de zero. Neste caso, a variabilidade total do estimador de quadrados
minimos € alta e pode inviabilizar o seu uso. Como o estimador de quadrados minimos é o melhor entre
os ndo viesados uma possibilidade para se contornar este problema ¢ a utilizacdo de estimadores viesados
(COSTA, 2019).

Hoerl e Kennard (1970a e 1970b) propuseram o uso de estimadores obtidos por encolhimento do
estimador de quadrados minimos denominados estimadores de cumeeira (ridge).

O estimador “ridge” é obtido pela simples adi¢do de uma matriz escalar kI na expressao do estimador
de quadrados minimos,

B(k) = (X'X + kI) XY (2.8)

em que k € uma constante positiva. O estimador “ridge” esta relacionado ao estimador de quadrados minimos

[5’ pela relagdo

B(k) = (I+ k(X’X)_l) 3.

Para provar que para cada k, suficientemente pequeno, iremos usar a propriedade

B

B <

que nos garante que o estimador de cumeeira é um estimador de encolhimento.
Este estimador € viesado e possui erro quadratico médio dado por

-2

p
EQM( ) 022 +k:2ﬁ’(X’X+kI) 3.

=1 1
O desenvolvimento pode ser verificado com mais detalhes em Costa (2015). Um dos pontos centrais da teoria

€ obter um valor k£ que minimiza FQM (ﬁ (kz)) Este valor 6timo depende dos parametros populacionais
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o2 e B e vérios estimadores na literatura foram propostos para o seu cilculo. Um deles proposto por Lawless
e Wang (1976), tem motivacdo Bayesiana e, em razdo deste fato a exposi¢do que serd dada a seguir, com
detalhes e expansao dos resultados encontrados neste artigo, tem o objetivo de elucidar as passagens mais
complicadas do artigo.

Seja P uma matriz ortogonal que diagonaliza XX, isto é,
P(X'X)P' =A

em que A é a matriz diagonal formada pelos autovalores \; da matriz X’X. Considere agora a reparametriza-
¢do a = PB. Os pardmetros a = (a4, ..., o) sdo denominados pardmetros candnicos. Com os pardmetros

candnicos temos a regressao
P (X'’X)P' = A = (XP') (XP') = A,
Como « = P3 segue que 3 = P’ e fazendo X* = XP’ temos
Y=XB+e=XPa+e=Xa+te.

O problema de regressao estd na forma candnica, cuja vantagem estd no fato de que em relacdo aos parame-

tros originais, o erro quadratico ndo se altera. De fato, se 3 € um estimador de 3 tem-se

(
(X'X)"'P'PX'Y

(PX'XP") 1 (XP)Y

(XP)YXP) " Y(XP)Y
((X*)/X*)fl (X*)/Y

AHXNY. (2.9)
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& € o estimador de quadrados minimos de Y = X*a + €. E ainda
cov [&] = cov [PB}
= Pcov [B} P’

= 2P (X'X) P

:O_QA—I
1
vy 0
T (2.10)
1
0 v

B(k) é o estimador de cumeeira para a regressio Y = X8 + e e &(k) é o estimador de cumeeira para

Y =X'a+e.

Bk = (1o + kX)) B

PA(k) = P(I + k(X’X)_1> B
-~ ’ ~1 -1 ’ -~
PA(K) = P(Ip +K(X'X) ) (P'P) B
” -1 .
PA(k) = (PP’ + kP(X’X)‘lP’) P3
a(k) = 1+kA )&
A
we 0o 0 A
A2 *1
|0 wm 0
A dp
0 0 pwan:
e em termos das coordenadas
Ai o
(k) = & 2.11

isto é, temos um encolhimento do estimador de quadrados minimos &;. O erro quadratico médio para o
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estimador de cada coordenada é

= E [62(K)] — 20:E [ (k)] + o
)\12 ) Ai N
— e @) - 2 () Bl 4o

—7)\’2 0—24—(12 —20«7)% o; +a?
SR AN YR

Para obter o k que minimiza o erro quadratico médio

d R —)\122()\1 + ]{})(0'2 + )\10%2) 20&?)\1
—F [(az’ —aiﬂ = RAVEY Ay
dk (N + k)N (N + k)

N —2)\i(0'2 + )\20412) T 20[22)\2'
(R (N + k)°

igualando a zero

)\i(O'Q + )\Za?) 042)\1'

_ 2

()\7; + k)3 B ()\i + k)2
X (£ +a?)

=\ +k
O[? )\2 *
2
=204+ A— N\
a;
2
k=2
@

Tem-se entdo um ko para cada coordenada. Um kim0 para todas as coordenadas simultaneamente pode

2 2
ai + ...+«

. L. 9

ser definido tomando-se a média ————— 2,

p
o? po?
Kotimo = 20%2 = Z 0%2
p
Tal fato sugere a definicdo do estimador
2
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e utilizando a equagdo (2.11) obtemos o correspondente estimador de cumeeira

A (3 Ai .
&i(Kotimo) = ‘ 52 Qg (2.12)
Ai + D =
Qg

2

denominado estimador Hoerl-Kennard-Baldwin (HKB). Uma critica a este estimador é o fato de se estimar
a? por &2, pois

E [d?] = var [&;] + (£ [di])2 =2 + oz? utilizando (2.10)

2
i
2

o N . . ~ . 2
e, portanto, com alta probabilidade 0%‘2 superestima ;. Conclui-se, entdo, que estimar 25 por
7

i
procedimento inadequado.
Lawless e Wang (1976) propuseram um estimador para o kg;m, substituindo % > 0212 por uma média
i
ponderada. Como o modelo estd na forma de correlagdo, p = tr(X'X) = > );, a média ponderada é dada
i

por % >~ \i@2, obtendo o seguinte estimador
i

. p6?
kotimo = P )
A2
> Aib;
=1

definindo, assim, o estimador dos pardmetros de cumeeira

Ry Ai )
ai(kotimo) - 7;&2 Q4.
D IPY

A interpretacdo Bayesiana desse estimador € obtida considerando uma distribui¢do a priori para o
vetor de pardmetros o,

2
a ~ Np(0,0:1p).
O estimador de Bayes € obtido substituindo k = g—; na expressao (2.11), que € a expressdo do estimador de
cumeeira,

Ai

(CMAB)Z- = 70_20éi (Z = 1, ,p) (213)
Ai+ 2

Os parametros desconhecidos o2 e 02 devem ser estimados. Uma opcio é a de se estimar o2 por 62 e, quanto
(0%

ao outro parimetro desconhecido da priori, 02, a ideia é utilizar a abordagem de Bayes empirico, estimando
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o2 apartir dos dados observados. A preditiva tem distribui¢io normal, logo, o estimador Bayesiano empirico

2

P
para a variancia da preditiva € = 6422 e, portanto, superestima o2. Observe que, como se utiliza % como
1

S

P

estimador de o2 e, % Y~ 42 como estimador de 02, o estimador de Lawless e Wang se reduz ao estimador
1

HKB.

A densidade preditiva de Y € dada por

Y ~ N(0,0%1 + 62A)

P
[Apéndice A]. Em relacgéo a densidade da preditiva, a esperanca da estatistica » )\id? ¢é dada por
1

— E[&/Ad]

= [(A‘I(X*)’Y)/A (A_I(X*)’Y)] (utilizando (2.9))
Y'X*ATTAATIXMY]

Y'XYATIXMY]

—a —

Y (XAT'X)Y].
Utilizando o teorema a seguir, que considera a média da forma quadrética Y'AY,

Teorema 2.8 Se Y ¢é um vetor aleatério com media 0 e matriz de covaridncias X e se A é uma matriz

simétrica de constantes, entdo

E[Y'AY] = tr(AX) + 6'A6.

Demonstracao: (RENCHER;SHAALIJE, 2008, p.107).



Obtemos que

E[Y (XA'X)Y] = tr(
= tr(XA
= tr(o

= o’tr (XA

= o%tr(A!

(
= o’tr (A (
(
(
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tr (XAT'X/(0*1 + 02XX')) + 0 (XA'X') 0
“1X'0% + XA X/ 02X X)

XAT'X') +tr (02 XATIX'XX)

X') + oltr (XAT'X'XX/)

TIXX) + oltr (XX/ATH)

A) +o2tr (AATY)

= o?tr (I) + otr (1)

= o’p+alp.
Logo,
S NG o2 S NG o2
1=1 1% _ o 1=1 ""“1%*1 Ya
E =z ]-1—#0_2 = E T 1_0_2.
o2
Pelo método dos momentos estima-se —‘; por
o
~2
Zp:1 Aial -1
po?

Como é razodvel supor que o2 > o2 o quomente

¢ um nimero grande e pode-se desprezar o termo —1

obtendo-se o estimador de Lawless para o valor do k,¢im, na regressdo de cumeeira dado por

kotimo -
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2.4 O estimador de James-Stein

Stein (1956) em seu cldssico artigo, "Inadmissibility of the usual estimator for the mean of a mul-
tivariate normal distribution”, apresentou a prova de que o estimador de maxima verossimilhanca, isto é, a
média amostral de uma distribui¢do normal multivariada é inadmissivel. Esse resultado foi um choque para
o mundo estatistico com uma série de consequéncias. Em 1961, James e Stein apresentaram explicitamente
um estimador que domina o estimador média amostral. Este novo estimador, um caso particular de estimador
de encolhimento, ficou referido na literatura como o estimador de James-Stein.

Foram desenvolvidas vdrias demonstracdes analiticas desse resultado de inadmissibilidade do esti-
mador usual da média. A demonstracio original de 1961 foi amplamente simplificada pelo préprio Stein em
1981. Ambas as demonstragdes serdo apresentadas neste trabalho. Juntamente com a primeira demonstragdo
analitica, Stein apresenta uma justificativa geométrica para obtencdo de seu estimador. A partir dai varias
justificativas geométricas foram construidas. O foco principal desse trabalho é o de explicitar a0 maximo
estes aspectos geométricos que serdo construidos com o auxilio do software Geogebra (GEOGEBRA, 2001).
Um outro aspecto que gerou uma linha de pesquisa com vdrios resultados relevantes é que o estimador de
James-Stein pode ser obtido a partir de uma abordagem Bayesiana, em particular, pelo método Bayesiano
empirico.

Segundo James e Stein (1961), para uma populaciio normal p-variada com vetor de médias 8 =
(01, ..., Gp) desconhecido e matriz de variancias e covariancias igual a matriz identidade I, logo os X; séo
independentes com E[X;] = 6; e var[X;] = 1, variancia conhecida. Posteriormente, serdo estudadas
situagdes em que X; possui varidncia desconhecida. O estimador de 6 é 0= (él, e ép) O estimador de
méxima verossimilhanca, que é também a média amostral, ¢ dado por (X) = X= (X1,...,X}). Seum

valor X € observado um estimador para 6 é:

Definicao 2.11 (Estimador de James-Stein)

. p—2
OJS(X):<1— )X, p > 3.
IX*

O coeficiente de encolhimento depende dos dados. Note que este estimador € da forma
0.5 (X) = w (X) (X),

isto é, € um “estimador de encolhimento linear adaptativo”, pelo fato do coeficiente de encolhimento de-

pender de X. Cada vetor de observacdo X possui um encolhimento proporcional ao fator de encolhimento
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w (X).
Apresentado o estimador de James-Stein, a abordagem do tema se inicia com a descri¢cdo do lema
de Stein que serd necessdria para desenvolver o processo de obtencdo deste estimador, que sera feito poste-

riormente.
2.5 O lema de Stein e algumas de suas aplicacoes

Stein (1981) publicou um resultado, hoje denominado lema de Stein, que se tornou uma técnica
fundamental para obtencdo de estimadores nao viesados para o risco, em relagdo a perda quadratica em po-
pulagdes normais multivariadas. Uma das consequéncias desse lema é uma considerdvel simplificacdo na
demonstracdo original da inadmissibilidade do estimador média amostral para popula¢des normais multiva-
riadas com dimensao maior que 3. O interesse atual pelo lema de Stein é muito mais geral que o problema
original, estimacdo da média da normal, em que foi desenvolvido. Esta se¢do estd amplamente baseada no
artigo de Stein (1981), com introducdo de alguns exemplos e definicdes com o intuito de contribuir de forma
didatica com a teoria.

Seja h uma funcio real de crescimento lento, isto &,

lim h(y)exp [—;(y — 9)2} = 0.

y—to0
Lema 2.1 (Stein) SejaY ~ N(0,1). Entdo

cov[Y,h(Y)] = E[R(Y)(Y —0)] = E [0 (Y)], (2.14)

em que todas as integrais sdo supostas finitas.

Demonstragdo:

cov [V, h(Y)] = E[(Y = 0) (h(Y) — E[n(Y)])]
=E[Y -0)n(Y)] - E[(Y —0) E[n(Y)]]
=E[Y -0)h(Y)] - E[(Y - 0] E[h(Y)]
= E[Y - 0)n(Y)].
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Utilizando integracao por partes

B 0] = = [ hn - e |5~ 07y
- Fuals oo
— ) e [ - 07 oooo b [ e [ 0- 02
= E[N(Y)].

O lema pode ser generalizado para varidveis aleatérias com distribuicdes normais com variancia

Y -6
desconhecida. Se Y ~ N(6,02) seja X = —— ~ N(0,1). Como Y = 0 X + 6 tem-se
g

h(Y)=h(cX +0) = g(X)

B [nr) (*20)] = Planx
=E[¢(X)] (pelolema)
=E [oh' (6X +0)]
=E[oh(Y)].

Portanto,

ERLY) (Y —0)]=cE [M(Y)].
Para ilustrar a aplicagdo do lema, segue o exemplo.

Exemplo 2.7 Considere o problema do cdlculo do n-ésimo momento central de Y ~ N (6, 02), comn impar:
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Temos

E(Y -0 = E|¥-0""'w-0
h(Y)
= PE|n-1)( -0

= (m—-1*E|(Y-0)"3( —0)
e’
h(Y)

= (m-1(E [(n —3)(Y - 9)"*4}

= (-1n-3) () B[y -0

- 0 (2.15)

E(Y -6 = E|¥-0"" (Y-

= (m-1Dn-3)...n—(n-3)(c*) * E [(Y _ 0)71—(71—2)]
= (n-1)(n-3)...3(c?) % (¢?)

= (n—1)(n—3)...30".

O lema de Stein pode ser generalizado para normais multivariadas, sendo assim serdo recordados

conceitos do cdlculo diferencial de fungdes de varias varidveis.

Definicdo 2.12 Seja f : R? — R uma fungdo real diferencidvel com p varidveis, f (x1,...,xp). O campo
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vetorial

Vf:RP - RP
of of
Vf (331, ...7$p) = <a$1 (Jfl, ...7117p) g eeey 87% (ﬁ[»’l, ...7117p)> s

é denominado gradiente da funcdo f.

Tem-se a relacdo para todo z € R?

1

flx+2)— f(x) :/z-Vf(;r—l—tz)dt.

0

Lema 2.2 (Stein) Se X = (X1, ..., X,,) ~ N(0,I) e E[||Vf(X)]|] < oo entdo,
ElfX)(X-8)]=E[Vf(X)]. (2.16)

Demonstracdo: Stein (1981).

Exemplo 2.8 Considere f : R? — R; f(x1, 72, v3) = 23+x3+13, logo V f(x1, 22, 13) = (221, 222, 273),
aplicando o lema

E [(2] + 23 +23)(X — 0)] = E[Vf(X)] = E[2X] = 26.

Para se obter importantes resultados utilizando este lema, outros conceitos de cédlculo vetorial sdo

necessarios.

Definicao 2.13 Uma funcdo continua f : RP — R € super-harménica no ponto xq € RP se, para todo
r > 0, a média de f sobre a esfera Sy(xo) = {x o R r2} com raio r centrada em xo ndo é
maior que f(xg), isto é,

1

v0l(S,(20)) / f(x)ds < f(xo).

Sr(zo)

A fungdo f é super-harmoénica em RP se ela é super-harménica em cada xo € RP.

Definicao 2.14 Se f : R? — R possui derivadas segundas continuas, o laplaciano de f é uma funcdo

V2f : RP — R definida por
_of

=352
Oxy

of

V2f(z) () + ...+ axQ(a?).
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Lema 2.3 f é super-harmonica em RP se, e somente se, para todo x € R?
V3f(z) <O0. (2.17)

Demonstracdo: Veja Helms (1969, p. 63).

Definicao 2.15 Uma fungdo f : RP — R duas vezes diferencidvel com derivadas segunda continuas é
harmonica se

V2f(x) =0, para todo © € RP. (2.18)

Definiciio 2.16 Se h : R? — RP, h(z1,...,2p) = (h1(21, ..., Tp), .., Ap(X1, ..., p)), 0 divergente de h é a
funcdo V - h : RP — R definida por

oh
V-h(zi,..,zp) = . (1, .0y xp) + ..o+ 87551) (@1, .y xp) -
P

Oh;
al’i
O lema de Stein serd utilizado para obter uma estimativa nio viesada para o risco do estimador

Notagao: V;h; = eVZ=>Y" V%.

da média. O estimador usual para a média € a prépria observacdo X, se utilizamos uma pertubacio desse

estimador, dada por X + h(X), como um estimador para a média de N, (6, I) tem-se

Teorema 2.9 Considere o estimador X + h(X) para a média 0 tal que h : RP — RP é uma fungdo

diferencidvel tal que

By {Z \vihi(x)@ < .

Entdo, para cada i € {1, ...,p},
By |(Xi+ hi(X) = 6:)%| = 14 Ey [12(X) + 2Vihu(X)]
e consequentemente,
gy [HX +h(X) - eﬂ —p+ By [Hh(X)H2 42V h(X)} . (2.19)

Demonstragdo:
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Utilizando o Lema 2 com f = h;, tem-se

Eo [(Xi+hi(X) = 6:°] = B [((Xi = 0) + h(X))’]
= By [(X; —0;)* +2(X; — 0:)hi(X) + b (X)]
= By |(Xi— 0] + 2B (X = 0)hi(X)] + By [R3(X)]
= 14 2E [V;hi(X)] + Ep [h3(X)]

= 1+ By [(h3(X) +2V;h:i(X))] .

Somando em ¢ segue o resultado. ]
Utilizando o método dos momentos, o Teorema 2.9 permite obter um estimador nio viesado para o

risco do estimador X + h(X) dado por
Bx1n(x)(0) = p+ |W(X)|* + 2VA(X).

Este resultado nos remete ao estimador denominado estimador nédo viesado de Stein para o risco, ou SURE
( Stein’s unbiased risk estimator) destacado por Efron (2004).
Para definir o SURE, tem-se que, se h(X) = f(X)—X e f(X) é utilizada como estimador da média

tem-se

Ey (116 = F(X)I] = Eo [16 - X + X — FX)IP]
= By 16— X + B [IX — F(X)|?] + 2B [(6 — X)' (X — £(X))]
= po? 4 By [|X — f(X)P] + 2B [(0 - X) (X = 0+ 6 ~ (X))
= po?+ By [|X — f(X)|?] + 2B [(0 - X)' (X - 6)]

+2Ey [(0 - X)' (8 — f(X))]

= p0o + Ey | X = FX)|?| = 2 [(X - 0) (X~ 6)

— 2B, [(6 — X)' f(X)]
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= po? + By [IX = F(X)|*] = 2p0” = 2 [(0 = X £(X)]

= po? + Ey [HX - f(X)Hz} —2p0® =23 By (0 — Xy) fi(X))

=1

= —po® + By [IX = F(X)|?] + 23 cov (X, fi(X)
=1

p .
= —po’+ Ey [HX — f(X) HQ] + 202 ; Ey [gj (X)] (pelo lema de Stein)

i

Pelo método dos momentos, um estimador ndo viesado para o risco do estimador f(X) é

Gx + h(X)(8) = —po? + |X — FX)|P” + 207 Zagm ,

denominado SURE.

Retomando o artigo de Stein (1981), tem-se um outro resultado como consequéncia do lema 2.1

Teorema 2.10 Seja f : RP — R uma funcdo com gradiente V f : RP — RP diferencidvel tal que

p

1 2
Ey [f(X)Z Vif(X)]

i=1

By [V 1og f(X)|°] < o0

Entdo,

VX)) VX))
By [IX +Vieg f(X) - 0)%| = p+ By |2 X PR ] (2.20)
B VZ/f(X)
= p+4Fy 7][(}() ]

Demonstragdo:



Seja g : RP — RP definida por

g(z1,...zp) = (g1 (21,.s2p) 5oy Gp (X1, oy Xp))

= VIng (xlv ceey xp)

= <88$1logf(an,...,a:p),...,8iplogf(g;17._73;p)>
= <M8xl(m,...,ﬁfp),...,w%(J:l,...,:cp))
1
o, ,:zp)vf(xl’  Tp)
Entao,
P
_ 09
\Y g = ;6@ (5617 vxp)
Py . of
- ;ém <f(561,- ,Tp) Oz; (@1, ’mp)>
Proa 1 of 1 02
- ; O <f("317 -w%)) Ox; (@1, p) + [ (x1, ,wp)aix?(xh 22)
p —?T{.(xh ,:cp)%f_(xl, , Tp) 1 p 92 f
) ; (F (@15 2))° [z, mp) ; Ox? (1,0 27)
VS @1y :
(f (xl’. ,.Z'p))Q f(wly 7xp)v f(ﬂl'l, ,Qj‘p)
e, assim segue da Equacdo (2.19) que
Ey [HX—FVlogf(X) _QHQ} - B, {HX—l—g(X)—OHQ]
= p+ B |[9(X)| +27 - g(X)]
_ VI, (VX)) V)P
= p+E9_ 2(X) ( 7(X) P2(X) )]
_ | V2F(X) |Vf (X)|?
= p+ Ey _2 f(X) ) ]

55
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que é a primeira forma da Equacdo (2.20). Observe que

2 5o _v. YL
Vi/f=V-VVf V2\/f

VAT VR
(vh)® VT

1 1
= =V — ——|VfI?

logo,
\V& 1 1
Vi olgzy_ R

Y/

Portanto,

Ey ||X+v1ogf(X)—9||2] =p+4E9{ NS

v%/f(x)} .

[
O seguinte coroldrio permite obter uma condi¢@o suficiente para que X + Viog f(X) seja um esti-

mador minimax de 6.

Coroldrio 1: Se f : R? — R™ ¢é duas vezes diferencidvel e sua raiz quadrada é superharmonica e as

condicdes do teorema 2.10 sdo satisfeitas, entdo X + Viogf(X) é um estimador minimax de € com risco

satisfazendo

Ey [IX + Viog f(X) - 6]°] = p+4E

7X)
p = infsupEy || X + g(X) - 0.
g 0

IN

Demonstracdo: Stein (1981).

2.5.1 Justificativa heuristica para o coeficiente de encolhimento

Os resultados apresentados, nesta se¢ao e na secao subsequente, encontram-se em (GRUBER, 1998).
Entretanto, os detalhes das explicacdes sdo parte inerente deste trabalho e, de certa forma, uma contribuicio
para o estudo do tema.

Suponha X ~ N (6,I) e que apenas um vetor X= (X7, ..., X;,) desta populagdo é observado. O

estimador de méaxima verossimilhanga de 6 é o préprio vetor observado X e X; é um estimador de 6;. No
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entanto, ao contrério da intuigdo, || X||* = 3~ X? ndo é um bom estimador de ||§||* pois,
B [IIXI?| = 16]” +»,

isto &, | X[|* = X? + ... + X2 tem tendéncia a superestimar ||0]|* = 6% + ... + 62, como visto na se¢do 2.3.

Como

o1 = & [IXI*| - » 21)

pelo método dos momentos, tem-se que um estimador de ||0||* é || X||* — p.

Dividindo ambos os lados da equacdo (2.21) por p,

n n
> 0p Y X7
=1 i=1
= -1
p p

tem-se que

n
y %0
- Z X?  éumestimadorde 1+ =
P& p

Este estimador de fato possui boas propriedades assint6ticas como estabelecido no Teorema 2.11.

Teorema 2.11 Se X;, 1 < i < p sdo varidveis aleatdrias independentes e X; ~ N(0;,1) entdo, quando

P — %, b a? / p converge em probabilidade para 1+ >_F_, 6? / D.

i=1"1

Um argumento heuristico para a escolha do fator de encolhimento é que entre os estimadores de

forma 8 = ¢X, o de menor erro quadratico médio é dado por

2
o (108 \x
p+ 6]

P
como |0 ~ 3 X2 — p tem-se
i=1

2
o X X-p |
prIOP T XX 7, X7

Assim, com este argumento heuristico o estimador de 8 é

6 = (1 b 2>X
1]
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Esse argumento simples mostra uma versdo preliminar para o estimador de Jams-Stein, utilizando p e ndo

p — 2 no coeficiente de encolhimento.

2.5.2 O estimador de James-Stein como um estimador Bayesiano empirico

Seja uma amostra aleatéria X= (X1,...,X,) com distribui¢do, X ~ N,(6,I), e considere uma
priori, §; ~ N(0,02) com variancia o2 desconhecida, em que foi observado um tnico valor de x =

(x1, ...,Xp), 0 estimador de Bayes ¢ dado por

2
. o 1
92': 0_2—1_151/‘1': (10_2—1_1){131
o cdlculo padrio é descrito no [Apéndice A]. Esse estimador depende do pardmetro desconhecido o2, utili-
zando a abordagem Bayesiana empirica ele pode ser estimado a partir dos dados. A preditiva é dada por

f(X) ~N(0, (02 +1)I).

Considere Z; a varidvel aleatéria obtida considerando que X tem distribui¢ao dada pela preditiva, logo,

X,
o2 +1

Elevando ambos os membros da igualdade ao quadrado e somando em ¢ temos

P
X2

v D) 2_0'2"_1.
i=1 (a—i—l)

Como a soma dos quadrados de p normais padrdo independentes tem distribuicdo qui-quadrado com para-
/

metro p segue que Y = tem distribui¢io Y ~ x2(p).

o2+1
Segue a seguinte relacao:

XX - 11 1
0241 X'X o0241Y

(2.22)

Aplicando a esperanca em ambos os lados da equagdo

E [X}X} =E [(GQil)Y} - 021+1E [H



Para o calculo de F [

vl
1
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tem-se a relacdo que a inversa de uma qui-quadrado é um distribuicdo gama.

i _p g_1
Portanto, considere que  ~ Gama(a = §,3 = 3)

logo,

ou ainda,

substituindo

(511294
—)Y e 2¥dy

_ _1
Gama(a=5-1,6=3)

J/

1
T i)

o resultado € o estimador de James-Stein

p_
2 +1 P xx”

que na forma vetorial serd

p—2
_X’X>Xi

)x

(éJS)i: (1
0,5 = (1

_p=2
X'X

Deve-se resaltar que o estimador de James-Stein s6 € um estimador de encolhimento para p > 2.



60

2.5.3 O estimador de James-Stein como estimador Bayesiano empirico para o caso de parametros de

locacao

A leitura dos artigos de Brandwein and Strawderman (1990, 2012) possui um conceito intuitivo e
apresenta o estimador de James-Stein de forma razoédvel e convincente através do desenvolvimento simples
para estimacdo linear 6tima do vetor de médias em RP que leva ao estimador de Stein.

Abandonando a hipétese de normalidade e supondo apenas que X € um vetor aleatério p-dimensional
com FEy [X] = 6 e cov[X] = ¢2I com o2 conhecido e densidade dada por f(x — @) com f desconhecido,
isto é, @ € um pardmetro de locagdo de uma densidade desconhecida. Considere como priori para 6 a
convolug¢do da densidade f consigo mesma n vezes, isto é, f*™(6). Dessa forma, @ como varidvel aleatéria
pode ser expressa como soma de n varidveis U;, i = 1,...,n independentes e com distribui¢do f(u). Se
Uy = (X — 0) entdo sua distribui¢do também € f(u).

O estimador de Bayes §(X) é dado por

5(X) —E[0/X]
_E[0|X — 0+ 6]
=E[0|Uo + 0]

=F (6|Uy + i U;
i=1

L =0

=E Zn:Ui Zn:Ui
Li=1

=0
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n
como as varidveis Uj, i = 1, ..., n sdo independentes tem-se que »  U; = nuy;, assim
i=1

0(X) =nFE uﬂZUi
i=0
- " g DS U
=1 (n+ )Uj|i§:% i
n n n
= FE U; U;
n+1 ; ;
=" B[X|X]
n+1
_on
n+1
ou equivalentemente,
1
X)=E}X|=1(1- X. 2.2
50%) =B = (1- 54 .23)

Assumindo que n € desconhecido, podemos estimar a distribuicao preditiva de X, que tem a mesma distri-

bui¢do que X — 0 + 0 = >"' ;, U;. Em particular,

n 2

Ui

=0
=Y B[]
=0

= (n+ 1)po”

Eo [IX]°] = £

pois F [U;] = 0 e cov[U;] = 0’1, E [HUlHﬂ = po?. Entretanto, n é um pardmetro desconhecido da fungio

densidade da priori de 8 e n + 1 pode ser estimado pelo método dos momentos por

d

Substituindo esse estimador por (n + 1) na Equag@o (2.23), temos um estimador empirico de Bayes

8(X) = (1 - y];Z|2|2> X

que é novamente o estimador de James-Stein, apenas substituindo p — 2 por p.

2
1 X|
po?

]:n—l-l.
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2.5.4 A estimacio de James-Stein como um problema de regressao

Stephen M. Stigler no excelente artigo “The 1988 Neyman Memorial Lecture: A Galtonian Pers-
pective on Shrinkage Estimator” de 1990, utilizando ideias que remetem a Galton, obtém uma nova e inte-
ressante perspectiva para o estimador de James-Stein a partir de um problema de regressdo. Como o artigo
é extremamente didatico e compreensivel, o desenvolvimento desta secdo serd feita de forma simplificada,
porém de forma mais detalhada e com uma contribuicao geométrica.

Observando um valor de X=(X1,...X,,) de uma normal N (0,I), tal que 8 = (01, ..., 0,), pode-se
afirmar que todo o problema de estimacéo estd nos p pares (X;, 6;). Como os 6; sdo pardmetros desconheci-
dos nio podemos plotar tais pontos, mas para facilitar o raciocinio, suponha que tais pontos estejam plotados

da forma

Xi=10;+¢ com e~ N(0,1)

como exposto na Figura (2) que € hipotética, mas reflete com precisao a situacao.

D

FIGURA 2: Gréfico bivariado hipotético para a regressdo de pontos da forma X; = 0; +e€.

Os pontos (6;, X;) ndo devem se afastar muito da reta # = X, uma vez que X; é um bom estimador
nio viesado de 6;. Note também que X = 119 > X;étalque E [X] = ;17 > 0; =fevar(X) = % e, portanto,
o ponto (X, #) também deve estar proximo da reta § = X (Figura 2).

Do ponto de vista Bayesiano, ou ainda, a aproximacao pelo método Bayesiano empirico, deve-se
estimar todos os 6/s dados todos os X/s, sem suposi¢des sobre distribuigdo para os #/s. Sendo assim, ndo
conhecemos a distribui¢do condicional de 6 dado X e

Temos agora um problema de regressdo linear tipico, obter a melhor reta para estimar os 6}s por um
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estimador da forma

0; = Bo + 1 X;

que minimiza a soma de quadrados, isto é, a fun¢do perda quadrética
P X P X P
ZL(O,B)zZ(&-H) 29— (Bo + B1X4))*.
i=1 i=1 i=1

Sabe-se que esse procedimento tem propriedades estatisticas 6timas no sentido de ser o melhor estimador

linear. Obtém-se, entdo, a regressao de 8 em X (RENCHER;SCHAALIJE, 2008).

=0+ B(X; —X) (2.24)

> (Xi —X) (6;—6)
> (X~ X)°

O problema aqui é que os ; nio sio conhecidos. A ideia entdo é substituir 6 e B por estimativas,

B= (2.25)

obtendo entdo uma estimativa para a reta de regressio de # em X . O estimador natural de 8 é X, que possui

propriedades 6timas, pois € um UMVUE. Para estimar 3 vamos considerar a covariancia amostral entre X e

0

1 _ _
] (X; —X) (0; — 0). (2.26)

Os 6; sdo constantes desconhecidas, mas supondo que sejam varidveis aleatdrias i.i.d., neste caso
(2.26) é um estimador nao viesado de cov[X, 8]. Como X; = 6; + e com ¢ ~ N(0, 1) e independente de 6;
tem-se

var[X;] = var[b;] + varle] = var [6;] + 1

cov(X;,0;) = E[(0; +¢)0;) — E[0; +¢] E[6;]
= E[6} +6:ic] - (E[6:])°
= E[0?] + E0:e] - (E[6:))*
= E[6}] + E[0;) E[e] - (E[6:])°
= E[6}] - (E10)’
= var 6]
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Um estimador ndo viesado de var|[X;|0;] é

e ainda

p-0E | Y (6= %) - - 1)
(p—1) (var[Xi]) — (p— 1)
= (p—1)(cov[X,0]+1)—(p—1)

(p—1)

p — 1)cov[X, 0]

portanto, segue que > (X; — X) (6; —0) e > (X, — X)2 — (p — 1) possuem a mesma esperanga cov|[X, 6.

O mesmo ocorre se voltarmos a perspectiva que os 6; sdo constantes pois

B[} (Xi-X)(6:-0)] = Y E[(X;—X)(6:-0)]

= > [(BXI-E [X}) (6: - 0)]
= 3 (6:-8)°

substituindo esta igualdade na equagdo (2.25)

FEIED
Z(Xi—}_()2

P
. 2 P ~ - . 4
Para estimar ) (Gi — 0) , serd utilizada uma demonstracdo geométrica. Considere o vetor de mé-
i=1
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dias 6 e o vetor de observacdes X. Fazendo a projecio desses vetores na reta # = X obtemos os vetores 6 e

X, (Figura 3).

ST

FIGURA 3: Projecdo dos vetores 6 e X nareta d = X.

Por Pitagoras,

IX* = [|X]* + [|x - X|*

e, portanto,
£ (IxI°] = B [|X]*] + £ [|x - X|]

>l

1

> ((91')

=1

(x0%] = £ [p(0°] + B [|x - X
24 1) =p [var X| + (E [X])ﬂ +FE [HX_XW}

o1 +p=» |1+ @] + £ [ - XI]
1017 - p(®)* +p—1=F [|x - X|]

lo> = o]* +p—1=E[|x - X|*]
Aplicando Pitagoras novamente, tem-se ||@]|> = |6 — 5“2 + H§H2 substituindo na equagio acima temos

o8] +p—1=5|x-X|7].
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Isto sugere estimar o parimetro 3 por

(X -X)’-(p-1) ) p—1

> (X - X)’ Y (X -X)?

e, portanto, a reta de quadrados minimos estimada dado por (2.24) é

o _ p—l _
» ol (% -X).

(X - X)?

i=1

Este € justamente o estimador de Efron-Morris introduzido pelo artigo Efron e Morris (1975) comc = p— 1.
Esse valor ndo é a melhor escolha, mas possui risco uniformemente menor que o estimador se p > 5.

O estimador de James-Stein pode ser deduzido de forma similar considerando uma reta de regressdo pela

é;fs: <1_p 2>X¢.
X

Em sintese, a abordagem de Stigler (1990) afirma que a ideia da admissibilidade de To(X) = X ocorre

origem 0; = bX; obtendo-se

pelo fato deste estimador ser obtido pela regressdo de X em 6, a “regressdo ndo usual”. O estimador de
James-Stein € obtido como uma aproximacao da “regressio usual” de §# em X. Observe que para p = 1 ou

p = 2 ambas as regressoes coincidem e tem-se ai 0 motivo de To(X) ser admissivel para essas dimensdes.

2.5.5 O estimador de James-Stein versus o estimador média amostral

O estimador usual, que é o estimador de maxima verossimilhanga para a média, ou ainda, a mé-
dia amostral da distribui¢do normal multivariada, é inadmissivel para dimensio suficientemente grande e,
segundo James-Stein (1961), 3 é a dimensao critica. Serd analisada a admissibilidade do estimador média
amostral para os casos de dimensdes p = 1e p = 2.

1) Caso p = 1: A admissibilidade de X serd demonstrada por absurdo utilizando o método de
limite de Bayes segundo Lehmann e Casella (1998, p. 325). O lema enunciado a seguir, serd utilizado na

demonstracdo de tal fato.

Lema 2.4 Se 0" ¢é um estimador de Bayes de 7(0), para todo 0 € ©, em relagdo a fungdo perda l (é, 0) e

priori g(0) e se

Ak ~ 2

140 )=F |0 (X)—-7(0)
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é o risco de Bayes, entdo

Ak

r19(0 ) = /var [T (©)|x] dx
se em particular, a varidncia a posteriori de T (©) |x € independente de x, entdo

Ak

r14(0 ) = var [T (O) |x].
Demonstracdo: (LEHMANN; CASELLA, 1998, p. 317)
Sem perda de generalidade, suponha que a variincia populacional é unitaria, isto é, X ~ N (9, l) e

n

que X ndo é admissivel. Como Z ()_(, 0) = % existe " tal que

7 (@)*,0) <

para todo 6 com desigualdade estrita para algum €’

S

Pela continuidade da fungfo risco existem 6y < 01 e € > 0 tal que
Ak 1
X (0 ,0) < ——c€ para todo 0y < 8 < 6. (2.27)
n

. . . . . . ~ . . Ak ~
Considere uma priori com a distribuicio § ~ N(0,72). Seja 7y 0 risco de Bayes de 6 em relagdo a esta
priori. O risco de Bayes do estimador de Bayes, em relacdo a esta priori, € dado pela variancia da posteriori
conforme o lema 2.4. Utilizando o calculo padrido da posteriori descrito em [Apéndice A] para determinar

sua variancia tem-se
2

- T
"0 = T
Por outro lado,
o0
rg(0) = / 2(6°.0)9(6)d6
T Ak 1 — T
- /%(9 .0) /2 g
2T
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Logo, para definir a razdo a seguir, utilizando a desigualdade dada em (2.27), tem-se

1 Tl * —62 /272
. f—gzﬁ(a,a)} /27 g
%_rl,g(a ) _ 2T f |:n &
% r1,4(0) % - 1_:;.2
® 792 272
1
V2TT 7‘[ / de
Z 1 72
n 1+nr2
1 2 01 2
_ n(1+nt )5/ %0
27T 0o

02 02
. _ 07 9, _— 07
Quando 72 — oo o integrando, e 22 — le feol e 22df — 01 — 0y, portanto

quando 72 — o0,

Entéo, existe um 79 tal que r7x < rr,, absurdo pois 77, € 0 menor risco de Bayes possivel quando 7 = 7.
2) Caso p = 2: No sentido de completude do texto, serd apresentado um resultado cldssico, o método
de Blyth, que tem interesse em si proprio para outros resultados relativos a admissibilidade de estimadores.
De acordo com Lehmann e Casella (1998, p. 379), para garantir que a fungfo risco seja continua,
suposicdes devem ser feitas sobre a funcio perda e a funcio densidade para afirmar a continuidade do risco.
O seguinte teorema € enunciado sem provas, e estd baseado em um conjunto de premissas muitas vezes

satisfeitas na prética.

Teorema 2.12 Considere a estimagdo de 0 com fungdo perda l (8,6), em que X ~ f(x|0) tem razdo de
verossimilhanga mondtona e é continua em 0 para cada x. Se a fungdo perda l (8, 0) satisfaz:

(a)l (8, 0) é continua em 0 para cada 9,

(b)l é decrescente em & para & < 0 e crescente em O para 6 > 0,

(c) Existem funcdes a e b que sdo limitadas e todo subconjunto limitado do espago de pardmetros,

tal que para todo §
1(6.8) < a(6.6)1(¢.6) +b(66)

entdo, os estimadores com valores finitos, funcdo risco continua % (9,0) = E [l (8, 0)] formam uma classe

completa.

Para considerar estimadores que possuem um valor finito para o risco continuo, os estimadores devem satis-

fazer as condi¢des do teorema 2.12. Restri¢@o ao risco continuo, permite-nos utilizar o método para provar a
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admissibilidade. O seguinte teorema estende a admissibilidade de estimadores de Bayes para seqiiéncias de

estimadores de Bayes.

Teorema 2.13 (Método de Blyth) Suponha o espaco paramétrico © C RP aberto, e estimadores com fungcdo
risco continua formam uma classe completa. Se % (8, 0) é continuo para todo estimador 9, e seja { g, } uma
sequéncia de prioris definidas em © e 8, seus respectivos estimadores de Bayes, tais que

(a) 11,4, (8) < oo para todo n,

(b) para algum conjunto aberto ndo vazio Og C ©, existe uma constante B > 0 e N tal que

/gn(a)de > B, para todon > N
©o0

(c) 71,9, (6) = 11,9, (8g,) = 0 quando n — oo.

Entdo, § é um estimador admissivel.

Demonstragdo:
Suponha que & € inadimissivel, entdo existe um &’ tal que Z (5' ) 0) < Z (9,0), com desigualdade estrita
para algum 6. Pela continuidade da fung@o risco, isto implica que existe um conjunto Og e € > 0 tal que

Z(8,0) — % (8',0) > e para§ C Op. Logo paratodon > N,

e, portanto, o item (c) ndo se verifica. []

O teorema 2.13 mostra que uma das condicdes suficientes para um estimador ser admissivel é que
o seu risco de Bayes € aproximdvel por uma sequéncia de riscos de Bayes de estimadores de Bayes. Seria
conveniente se fosse possivel substituir os riscos pelos préprios estimadores. Como este ndo € o caso, pode-
se concluir desse fato que a média amostral da normal de trés ou mais dimensdes ndo é admissivel embora
seja o limite de estimadores de Bayes. Esta demonstracdo é um tanto mais avancada, sendo o método apenas
descrito para dar ao leitor uma ideia destes desenvolvimentos e para servir como uma introducéo a literatura.
(LEHMANN; CASELLA, 1998, p. 382)

O método obtém para p = 2, que a média amostral da normal multivariada é admissivel. Porém, o
método falha para p > 3 como de fato deveria ocorrer, pois para p > 3 a média amostral, no caso normal,
ndo é admissivel para p > 3.

Recordando que a varidvel aleatéria X =(X1, ... X)) deumanormal N (0,1), tal que 8 = (01, ..., 6))
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e considerando a perda quadrdtica, enunciamos o teorema de James-Stein.

Teorema 2.14 (James,Stein 1961) O estimador de James-Stein tem risco menor que o estimador média

amostral 6o(X) = X parap > 3.

Demonstragdo:
O risco quadratico médio do estimador 8y(X) = X é dado por

% (50,9) B [”X - ayﬂ

_E zp:(xiaif] :zp:E[(XiGi)Q] :zp:1:p.

O risco quadritico médio do estimador James-Stein é dado por

%(éjs,o) — E _(éJs—a)' (E)Js—e)]

- #[((- ) x-0) (- 5)x-0)

0
= E;<(X—0)—(p_2)x>/<(x_e)_(p_2)x>

X'X
(X-0YX (p—2)2X'X
X'X (X'X)?

= E|(X-6Y(X-8)—2(p-2)

_ E[(X_O)/(X_g)]_Q(p—2)E|:MX}+(p_2)2E|: 1 ]

O L IR )

Demonstrando que % (9 7S, 0) < p que segue da seguinte igualdade

g el

Verificando esta igualdade, tem-se

> [(X - 9)'X] _ iE |:(Xi - Hi)Xi]

X'X
X; — 0,)X; 5 20y (Xi—6:)?
-y / / cr- dX,...dX,.
= i1 X;




Calculando a integral de forma iterativa

dX;
i1 X7 '
—00
e integrando por partes tem-se
du = (X; — Qi)efé(xifei)QdXi = u = —e"3(Xim6)®
v X; N do — ?:lXiQ_XidLXi( b X7) _ b X?—2X?
i X7 (CF, XP)* (CF, XP)°
oo 1 Ry
(X — 03) Xje~ 20 15 R GRS 1o
D X2 L D X2
e =14 =14 —00
% P y2 2
+ i1 X; —2X; e_%(Xi_(’i)QdX-
(X7, x2)* ’
o i=1“%
1 2X: _1l(x._p.)2
= /( Pox2 p122>62(X101)dXi
R =1 (i X7)
logo
(X — O)IX. P T 7 ]. 2.’1,'2 1( 0 )2
ElV————| = - ‘ e 2\ dxy..dx
|: X'X :| ;_4 _4 (X’X (X’X)2> 1 p
(o) o0
1
= p/ / (X’X> e 30 .
—0oQ — o
P
o0 ) 22I2
_ =1 —5 (i 01)
e 2 dry...dx
/ / (X'X)? bt
oo —00
(o) o0
1
= p// (X’X) e 3@i=0) dzy...dz
—0oQ — o
7 2
—// <X’X> ¢~ 3(@i=0)) dry...dzy
—00 —0o0
1
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Assim,

#(000) = re- 2 (28] Z52%] 4]

- a3 e[ 0- o)

— 2 g

< p.

[
No teorema seguinte, serd demonstrado que o coeficiente de encolhimento utilizando p — 2 é 6timo.
Esse é um importante resultado da teoria do estimador de James-Stein abordado no artigo de Brandwein e

Strawderman (1990). Considere estimadores da forma

8o(X) = <1 - H)(a]z) X

observe que para a = 0 tem-se o estimador usual do(X) = X.

Teorema 2.15 (a) O estimador §,(X) domina §o(X) = X para 0 < a < 2(p — 2) e p > 3. O estimador
0p—2(X) = <1 X'X) X tem o risco uniformemente menor que qualquer outro estimador nesta classe.

(b) O risco de 8,—2(X) para @ = 0 é igual a 2 para toda dimensdo p > 3.

Demonstragdo:

(a)

#(50,0) = E |8 —eu?}

- [H( X >X_

o]

axX ||
_ EH(X _g)- X
X2
. X(X—-86
Xl 1]

(2.28)



1 - Xz(Xz ei)
- p+a2E[ 2]—2@25) >
[1X]] i=1 M X2
=1’
) 1 u d X;
= p+a HX||2 —QCLZE dr; m ;
> X;
L Jj=1
p
X2 _-2Xx2
2 1 = R !
=1 Z XJQ
L \J=! i
1 X2 — 2[|X]?
_ pia? B Pl X]| 1 X]|
X% 2)?
(I1x1%)
1 1
= +a2E —2a(p—2)F | ——=
! L\XHQ] w2 [\XH?]
1
= p+[a2—2a(p—2)]E[2].
[1X]]

a? —2a(p—2) <0 0<a<2p-—2)

o polindmio a? — 2a(p — 2) assume o minimo para a = p — 2. Logo,

K (84,0) < Z(60,0) = p,

(b) Para @ = 0, observando que X =(X7, ..

para0 < a < 2(p — 2).

Xp)eX ~N(0,I)comb = (6y,...

distribui¢do qui-quadrado com p graus de liberdade, logo

pelo lema 2

?ep)’

X||? tem uma
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B (8p-2,0) = B 8,2 — O[]’

e H( x| )X ]

— B [Ix)7] - £ [2”;”§||X|2] —(p-27E [HXIHQ]
(p—2)?
p—2

2.5.6 O estimador de James-Stein para o caso de variancia conhecida

Como proposto por Lemehmann e Casella (1998, p. 368), o estimador de James-Stein deve ser
estudado considerando X ~ N (0, 021) com o2 conhecido. Ainda nesta situaco, o estimador de James-
Stein domina o estimador média amostral.

Se X =(X1,...,X;,) ~ N (6,1I) entdo, o estimador §(X) = X, isto €, uma tinica observagdo, ndo é
um estimador admissivel para a média 6.

Suponha agora uma populagcdo N (9, 021), o2 conhecido.

X ~ N (8,0%1) Y:~N<,g.
g

O estimador 6(Y) = Y néo é admissivel para g, logo existe 0" (Y) que domina §(Y) =Y, isto é,

% (8,0) <

e fb-4f

y@—g m@.
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Fazendo a mudanca de coordenadas X = oY

x)dx <

) - 7 ’ (x)dx
3 [ [ oo (5) = 6] tpmoix < 25 [ [l = 616 ()i
for(5) o)< o

o que significa que o estimador od* ( %) domina o estimador §(X) = X para uma populagio NV, (0, 021).

Particularizando o resultado para a média, X ~ N <u,, %I) o estimador §(X) = X ndo é admis-

sivel como estimador de 6.

Por essa resultado, podemos obter a expressdo do estimador de James-Stein no caso geral

utilizando o estimador o§* (%) que tem menor risco, temos

A S (e DA [P b S
NN N 21 %/n

Se n = 1 o estimador de James-Stein para N (9, 021) é

85 (X) = <1 - 2@2) X

2.6 Generalizacoes do estimador de James-Stein

O estimador de James-Stein é obtido como um encolhimento do vetor de dados X na direcdo da

origem

075 (X) = (1 _ Q;TXQ) X.
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Suponha que se tenha algum tipo de informac¢do que sugira que um determinado vetor p seja uma boa

estimativa do vetor de médias 8. Neste caso, € possivel se definir uma generalizac¢do do estimador de James-

para 6. O estimador fica da seguinte forma, como representado pela Figura 4

0s5(%) =+ (1~ e ) 059

X — _p=2 N x_
K o (1 ) X

RN

9.IS(X)

FIGURA 4: Geometria do estimador de James-Stein com encolhimento na direcao do ve-
tor p.

Esse estimador domina §(X) = X qualquer que seja o vetor p pois

@ (éJS,e) — E [(éus _ 9)2}
(p—2)°
D 2 O — )

Se @ = p entdo o risco € 2 e, portanto, se p € muito maior que 2 o risco deste estimador € bastante inferior
ao risco de §(X) = X (EFRON; MORRIS, 1975).

Uma forma de se ter uma boa estimativa de 0 é utilizar a média amostral X = %. Substituindo
n= % por X, encolhendo todo X; na dire¢io de X, uma ideia sugerida por Lindley (1962) como citado

em Efron e Morris (1975). Definindo o estimador e representado geometricamente na Figura 5

N S p—3 _
Opm(X) =X+ (1 X X)X X)> (X -X). (2.29)

em que X = (X, ..., X). Neste caso, p — 3 é mais apropriado que p — 2 uma vez que os dados ja foram

utilizados na estimac@o de 6. Esse estimador também domina (X)) = X, pois



77

7 (65.0) = By [(éJS(X) - 0)2]

S - 2\ 2
p—3+ 50, (6, 0)
A
v <1 B (Xffl;)j(;(fxﬂ (X-%)
X N
aEM(X)

FIGURA 5: Geometria do estimador de James-Stein com encolhimento na direcio do ve-
tor X.

2.7 O paradoxo de Stein

O método de estimacdo utilizando o estimador de James-Stein foi usado por autores como Efron e
Morris (1977) que utilizaram as médias observadas para estimar quantidades ndo observadas e evidencia o
paradoxo de Stein. De forma a contribuir com a compreensao da ideia proposta nestes artigos, os resultados
foram expandidos.

Efron e Morris (1975, 1977), propuseram a estimacdo das médias de rebatidas observadas durante
as primeiras semanas de jogos da liga de baseball nos EUA. Consideraram a média das rebatidas dos 18
maiores jogadores através de suas 45 tentativas de rebatidas até 26 de abril de 1970, isto representa cerca
de um décimo de uma temporada completa. O problema era prever a média de rebatidas de cada jogador
durante o restante da temporada usando apenas os dados da primeira coluna da Tabela 1. Essa amostra foi
escolhida porque queriam entre 30 e 50 rebatidas para assegurar uma aproximagao satisfatoria da binomial
pela distribui¢do normal. Para testar o método, incluiram um jogador extremamente bom e diferenciado,
Clemente, criando uma situagdo favoravel para o estimador de James-Stein. Efron e Morris (1975) assumi-
ram que a média observada de rebatidas dos jogadores é uma boa aproximacao para a verdadeira habilidade
de rebater dos jogadores, nao observada, para o restante da temporada.

Seja @ = (04, ...,018) o vetor da verdadeira habilidade de rebater e seja X =(X1, ..., X1g) o vetor
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das observacdes feitas em 26 de abril de 1970. Efron e Morris (1975) fizeram vérias suposicdes razodveis
para simplificar a aplicacdo do estimador de James-Stein. Cada rebatida foi modelada como uma varidvel
aleatéria que segue o modelo Bernoulli onde a probabilidade do jogador i obter um sucesso € p;. Seja X o
nimero total de sucessos obtidos na realizacido de 45, turnos de rebatidas independentes, X segue o modelo
binomial, X;~ B(45, p;). Utilizando o teorema central do limite, a aproximagao da binomial pela normal

para cada x; € feita através da varidvel

Y; ~ N(45p;, 45pi(1 — p;))
Y; 1

— ~ N\ pi, =pi(1 —pi) ).
I (p 4519( p)>

Como a variincia de X; depende da média, a transformacgdo arcsen € utilizada para estabilizar a variancia
da distribui¢@o binomial. Temos que var [Y;] = 45p;(1 — p;), aplicaremos uma transformagio f(Y;) que
tem uma varidncia constante, pois o estimador de James-Stein requer variancias iguais. Pela expansdo de

primeira ordem da série de Taylor

)= fp) +  —p)f(p)
)~ F)P = —p)2(f'()°

Aplicando a esperanca em ambos os lados da equagao, tem-se o método delta

var [f(Y)] = var [Y] [f'(p)]?
~ g(p)[f'(p)]>.
Seja,
1
flp) = dp,
/ o) 2



logo,

1
=B [ iy

realizando o completamento de quadrado sob o termo dentro da raiz

flp) = V45 :
/ Vi- (-3

fazendo a substituicdo u = p — % du = dp, de modo que

f(p):\/‘g/\/(l)iizd“

substituindo v = 1/2 sensy, obtendo du = 1/2 cosydy e (%)2 — u? = 1 cosy, de forma que

1 1
\/45/du:/1/20087d'y
(1)2—u2 1/2cos~y

V(2

= V45
= V4barcsen(2u)

— V/45arcsen(2p — 1).

Podemos nos certificar que esta transformacdo nos fornece varidncia igual a 1, ou seja,

2

var [f(V)) = 90) | - [ ——do

BT 4o 2
2
- M ﬁ 1/2 1 d
o(0) ap/[g(p)] [g(p)]1/2 p

a 2
- [ap/ dp]

a 2
~[50+)
=1.
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Como Y = f(X) definimos
yi = V45 arcsen(2z; — 1). (2.30)

Como z; é uma estimativa de p; a média 6; de Y; é dada aproximadamente por §; = f(p;). Por-
tanto, Y; ~ N (6;,1), 6; = /45 arcsen(2p; — 1). O problema é estimar @ a partir de uma observacio Y
aproximadamente distribuida por N ((0),I).

Efron e Morris (1975) implementaram o estimador de James-Stein, encolhendo na dire¢io Y =

18
<118 > yi> 1,3, definido anteriormente como estimador de Efron-Morris dado na equacio (2.29),
i=1

055 (Y) =5+ 1—18(18_3) (y-¥)
;(yi—)’)2

As estimativas obtidas @ podem ser retransformadas para as médias de rebatidas usando o inverso

en (V)

da transformacdo de (2.30), ou seja, p; =

A estimacdo da verdadeira habilidade do jogador de rebater em termos da razdo das médias de acerto
observadas ¢ dada por x; = ﬁfM V', O processo essencial de Stein é encolher todas as médias individuais
para a média geral y. O procedimento de James-Stein faz uma suposicdo preliminar que todas as médias
ndo observadas estdo préximas da média geral y. O paradoxo de Stein consiste no fato que seus estimadores
resultam em uma estimacao melhor que a simples média individual de cada jogador, como pode-se verificar
na Tabela 2.7 e de forma mais diddtica na Figura 6 obtida em (JAMES-STEIN...,2014).

Analisando a Figura 6, o estimador de James-Stein estd mais préximo da média para a maioria dos
jogadores. O paradoxo de Stein vem do seguinte fato: Clemente, que estd no topo da Tabela 2.7 e € conside-
rado um jogador excepcional devido a sua performance nos anos anteriores, ¢ uma realizacao independente
de Munson, na parte inferior da Tabela 2.7. Por que o bom desempenho de Clemente aumenta a predigdo
para Munson? O estimador de James-Stein acrescenta o fator || X|| no seu coeficiente de encolhimento que
engloba todos as médias, assim os dados de Clemente afetam a estimativa de Munson e cada um dos demais
jogadores. Comparando os dados apresentados na Tabela 2.7 pode-se verificar que p; = ]5;7 S se aproxima
mais da média p;, para a maioria dos jogadores, que o estimador de mdxima verossimilhanga z; = ﬁfM v,

Um método de comparar ambas as técnicas consiste em encontrar o erro quadratico total de cada es-

. 2
timador como exposto na Figura 7. As médias observadas y tem um erro quadrético total HHEM vV 9H =

. 2
0,0777 enquanto que o erro quadratico total dos estimadores de James-Stein é H@J S HH = 0,022. Se-

gundo este critério de comparacio, o método de James-Stein é 3,5 vezes mais preciso. Ainda com foco no



TABELA 1: Dados dos 18 maiores jogadores da liga de baseball do inicio da temporada
de 1970 e valores transformados y; ¢ 6;.

zi = prMY i pi =p]°
Jogadores estimador de média das retransformacdo  y; 0;
maxima rebatidas para o do estimador
verossimilhangca restante da temporada  de James-Stein

Clemente, Roberto  18/45= 0,400 0,346 0,290 -1,35  -2,10
Robinson, Frank 17/45=0,378 0,298 0,286 -1,66  -2,79
Howard, Frank 16/45=0,356 0,276 0,281 -1,97 -3,11
Johnstone, Jay 15/45=0,333 0,222 0,277 -2,28  -3,96
Berry, Ken 14/45=0,311 0,273 0,273 -2,60 -3,17
Spencer, Jim 14/45=0,311 0,270 0.273 -2,60  -3,20
Kessinger, Don 13/45=0,289 0,263 0,268 -2,92  -3,32
Alvarado, Luis 12/45=0,267 0,210 0,264 -3,26 4,15
Santo, Ron 11/45=0,244 0,269 0,259 -3,60 -3,23
Swaboda, Ron 11/45=0,244 0,230 0,259 -3,60 -3,83
Unser, Del 10/45=0,222 0,264 0,254 -3,95 -3,30
Williams, Billy 10/45=0,222 0,256 0,254 -3,95 -343
Scott, George 10/45=0,222 0,303 0,254 -3,95 2,71
Petrocelli, Rico 10/45=0,222 0,264 0,254 -3,95 -3,30
Rodriguez, Ellie 10/45=0,222 0,226 0,254 -3,95 -3,89
Campaneris, Bert 9/45=0,200 0,285 0,249 -4,32  -2,98
Munson, Thurman 8/45=0,178 0,316 0,244 -4,70 -2,53
Alvis, Max 7/45=0,156 0,200 0,239 -5,10 -4,32
Média Geral 0,265 0,265 0,265

FONTE: Adaptada Efron e Morris (1975).
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Williams, Billy -
Unser,Del -
Swaboda, Ron -
Spencer.Jim -
Scott, Gecrge
Santo,Ron -
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.  PRobinson Frank - Legenda
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[==]
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FIGURA 6: Comparacédo das médias estimadas para a habilidade de rebater dos jogadores
de baseball.
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erro quadratico médio € apresentada a Figura 7 que calcula o o erro quadritico médio de cada jogador para
o estimador de maxima verossimilhanga e o estimador de James-Stein (JAMES-STEIN..., 2014). O erro
quadratico médio do estimador de maxima verossimilhanca é menor apenas para os jogadores Swaboda,

Rodrigues e Clemente.

Williams, Billy —
Unses,Del -
Swaboda,Ron -

Spencer,Jim —

]

ik |' r‘[ T r

[N

Scott, George -

Santo,Ron -
Rodriguez Ellie -
Rebinson,Frank -
Type
Petrocelli,Rico -

Munson, Thurman — .
Stein

Jogadores

Kessinger,Don -
Johnstone, Jay -
Howard, Frank —
Clemente, Roberto -
Campaneris,Bert -
Berry, Ken -

Alvis, Max -

Alvarado,Luis -

0.000 0.005 0.010 0.015 0.020
ErroQuadratico

FIGURA 7: Comparagéo do erro quadratico médio entre o estimador de maxima verossi-
milhanga e o estimador de James-Stein.
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2.8 A geometria do estimador de James-Stein
Nesta secdo, serdo apresentadas a representacdo geométrica e interpretagdo da ideia inicial de Stein

para introduzir este estimador de encolhimento.

2.8.1 O argumento geométrico original de Stein

A quantidade de encolhimento permitida para garantir que o estimador de encolhimento preserve
a dominacgdo do estimador média amostral, ¢ livre de suposicdo de normalidade. Brandwein e Strawder-
man (1990) enfatizam a escolha da quantidade de encolhimento, considerando estimadores esfericamente
simétricos, em vez das demonstragdes sobre os ganhos adquiridos com o encolhimento.

O desenvolvimento do argumento geométrico é devido a Stein (1962) e explicitado com detalhes
em Brandwein e Strawderman (1990). Seja X= (X1, ..., X;,) um vetor aleatério p-dimensional com vetor
de médias 6 = (6, ...,6,) com componentes independentes e varidncias supostas conhecidas, o2. Como
E[(X — 0)] = 0, tem-se que E [(X — 6)'6] = 0 e, portanto, em média pode-se afirmar que os vetores
X — 0 e 0 sdo ortogonais. Considere uma realiza¢do X desse vetor aleatério. Pode-se esperar que os vetores
X — 0 e 6 sejam quase ortogonais. Como E [||X||2} superestima ||@||%, ou seja, E [HXHﬂ = po? + |02
€ razodvel supor que para algum valor de a préximo de 1 o vetor aX esteja mais préximo do vetor 6 que o
proprio vetor X. A ideia é projetar o vetor 8 na dire¢do de X e o vetor resultante desta projecdo, ou algo
proximo disto, pode ser um estimador melhor. Esta projecdo depende de 8 e, portanto, ndo € vélida como
estimador. Denotando essa projegdo por (1 — a)X o problema serd aproximar o valor a.

2
X" =

Supondo a ortogonalidade entre X — @ ¢ 0 e assumindo que | X||* = E [HXHﬂ, ou seja,
po? + FE [H9||2] e similarmente supondo que ||X — 0> = E [HX - 0||2] = po? aplica-se o teorema de
Pitdgoras, conforme Figura 8 (b).

Considere o tridngulo retingulo ABC, entdo

Iy ® IX —6]* — a®|IX*

~ po? —d?||X|.

Considerando o tridngulo retingulo OAB, temos que [|6]|*> = [|X]||* — ||X — 0||*>. Agora considere o
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FIGURA 8: Projecdo do vetor de pardmetros 8 no vetor de dados X.

triangulo OAC

IYI> = lle)* — 1 —a)?IX|*

= |IX[* X — 61" — (1 - a)?|X]|*

1R

X% = po® — (1 —a)?|IXI*.

Igualando essas duas equagdes temos:

po’ — | X|* = |IX[* - po® — (1 - a)*[|IX]?
2 2
(1—2a) [IX|[* = [IX[* —2po”
2| X|? = 2po?
- 2
X

assim o estimador de 0 sugerido por este argumento geométrico €

N 0.2
0;5(X)=(1—a)X = (1”‘;”2>x

Observe que o argumento acima nfo depende da normalidade de X e, é vdlido mesmo que 0 seja
um pardmetro de locacdo. O argumento geométrico funciona para qualquer o2. Este argumento sugere a
possibilidade de melhoria do vetor ndo viesado X através do encolhimento em direcdo a origem de forma

geral.
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2.9 Estimadores esfericamente simétricos
Brown e Zao (2012) apresentam uma elaborada justificativa geométrica para o estimador de James-
Stein, como serd detalhadamente descrito nesta seco. A ideia € justificar geometricamente o teorema de

Stein, ou seja, o estimador média amostral da normal multivariada é admissivel se, e somente se, p > 2.

Definicao 2.17 Estimadores esfericamente simétricos sdo aqueles que satisfazem
6 (X) =o(IX[)X

para alguma funcdo escalar ¢.

Note que se ¢ < 1 o estimador & € um estimador de encolhimento simples uma vez que, o encolhimento esta
na direcdo do préprio X. Uma das grandes vantagens de se considerar estimadores dessa forma € possibilitar
o estudo da varidvel multidimensional em um sistema de coordenadas bidimensional. O estimador de James-
Stein é um estimador esfericamente simétrico em que ¢ € uma fungdo escalar. A justificativa é clara, pois
se X estd sobre uma esfera de raio r entdo, a imagem de X pelo estimador § estard em uma esfera de raio
o(r)r, pois [|[0(X)]| = o(||X|]) [|X]| = ¢(r)r. Seja E[X] =0 e ﬁ o vetor unitario na direcéio de 6. Dessa
forma, a projecdo ortogonal do vetor X pertencente ao espaco RP, na direcdo do vetor 8 pode ser escrita de
maneira tnica na forma P9X =X H‘;%Hﬁ’ conforme Figura 9. Definimos, entdo, a varidvel aleatdria

unidimensional, X; = X - ”%2", ou seja, um escalar pois, representa o produto interno entre dois vetores.

Um outro vetor aleatério definido por X(5) = X — PgX.

]RP
ISEad 0 A
X
X(2)
0 L Z=(Xy, | X))
o |- 7= [l
!
!
l1ell i
1
!
RP—! o

FIGURA 9: Representagdo bidimensional para estimadores com simetria esférica.

O vetor X2 pertence ao subespago vetorial de dimens@o p — 1 perpendicular ao vetor 6, ou seja,
um hiperplano de dimensio p — 1. Temos que a esfera SP~2 contida neste hiperplano, estd centrada na

extremidade do vetor PQX =X3 ﬁ e tem raio HX(2) H Podemos representar cada esfera SP~2 como um
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ponto em R?. Para definirmos as coordenadas em R?, em um dos eixos representaremos HX(2) H € no outro

eixo representaremos a coordenada X ;. Analisando a norma de X,
2 2 2
X7 = 1X1)° + || X2 ]

e a quantidade de encolhimento do vetor X € dada por

2
¢wxm=¢<4W+NXmH>

e, portanto, ndo depende da direcao de X(z) mas, apenas de sua norma. Em razio desse fato, definiremos a
coordenada do segundo eixo por HX(Z) H =R

Um vetor aleatério Z neste espago R? é dado por Z = (X7, R). Observe que cada vetor Z em R?
corresponde a uma esfera SP~2 no espago afim p-dimensional perpendicular { A X ”g%”, conforme Figura
9.

A distribui¢do das coordenadas do vetor aleatério Z = (X3, R) sdo definidas a partir de X ~
N, (6,1) entdo, como X; € uma varidvel univariada X1 ~ N (||@]| ,1) e como o vetor X2y € uma projegdo
ortogonal no subespago perpendicular ao vetor de médias, este vetor € normal X gy ~ Np_1 (0,1), por-
tanto, R? = HX(2) H2 é soma de quadrados de normais padrio independentes, logo R? ~ X;2;—1~ Segue da
normalidade e da ortogonalidade que X; e R sdo independentes.

O estimador com simetria esférica 6(X) = ¢(||X|)X definido em RP, pode ser definido no R?
como o estimador &'(Z) = ¢(||Z||)Z.

A relagdo fundamental entre X = (X 1 X(z)) e Z = (X1, R) é que a funcgdo perda quadratica dos
seus estimadores sdo iguais. Observando que nesse novo sistema de coordenadas o vetor de médias 8 tem

coordenadas 6 = (]|6]|,0), tem-se

16(X) -6l = o (IX])X — 6|
(6 (1X11) X1, ¢ (IXI) X2)) — (161}, 0)]?

= e (IX]) X1 = [011F + || (IX])) Xz ||

(
I (I1ZI) X1 — 1J[I1* + ¢ (I1Z]) || X 2|
(
(

1 (I1Z11) X1 = |81[11* + ¢ (|| ZI]) B?
= |l&'@) —lel|f”
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A funcio risco desses estimadores é dada por
#(5,6) = Eg 1300~ 0] = [ - / 16(X) 01> [T #(as.00)d.

A ideia é aplicar o Teorema de Fubinni para cada Z em R2. Fixado Z € R? considere
Az ={X = (X1,X(9)), talque Z = (X1,R)},

onde R = HX(Q) |- Vimos que Az é uma esfera em um subespago afim. Sobre Az, [|§(X) — 6|* ¢ uma

constante e, portanto,

[ 1600) ~ 01 T] £ o101 = 6) - 0] / TT f(ev 0
Az

Definindo

9(55177’):/Hf(37i79i)d1’i
Az
tem-se
#8.6) = [+ [16%) - 0 T[ f(as. 00z,
RP
_ //|5 = 0 ] f (s, 0)das

= /Hé’(Z) —HHQg(xl,T)dxldr

Como os dois estimadores possuem a mesma fung@o risco, o problema de admissibilidade de §¢(X) =
X em relagdo aos estimadores simétricos esféricos d(X) = ¢ || X|| X pode ser estudado em duas dimensdes
assim como a admissibilidade do estimador 8,(Z) = Z em relagio aos estimadores simétricos esféricos

8" (Z) = ¢||Z|| Z. Tem-se que

E[Z] = (E[X1], E[R]) = ([|6]|, E[R]) .
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Como R? ~ X;2>—1 logo £ [Rz] = p — 1. Desse fato prova-se que

p—1
A X1
=1
~ N(0,1)
2/ p—1
1 4
ZX3—1~N<0,>
p= =1 —1
-1
1 X 4
- X2~ N1, —/—
s (1)
=1
p—1
Y X ~N(p-1,4p-1)
=1

p—1
Assintoticamente, temos que R? = Y. X? ~ N (p — 1,4(p — 1)). Sabendo que R = v R?, para
i=1
determinar F'[R] utilizaremos o delta método

E
E

Quando p cresce esta aproximagao fica cada vez melhor, portanto uma observacio tipica do vetor
aleatdrio Z deve estar préxima do ponto (||6]|,/p — 1), conforme Figura 10.

Como se quer minimizar a distancia da estimativa ao ponto (||@]|,0) é razodvel que se realize um
encolhimento na dire¢do de Z até um vetor §'(Z) com distancia minima ao vetor (||@|| , 0), Figura 11 . Stein
considerou que o argumento geométrico era tao claro que poderia servir como base para a demonstracdo da

inadmissibilidade de 8((Z) = Z. O argumento é baseado no fato que se p € suficientemente grande o valor



3'(2)

e (ol vp—1)

lell

FIGURA 10: O estimador §'(Z) como encolhimento do vetor Z.

observado Z deve estar proximo ao vetor (||6]|,/p — 1) e satisfaz 1Z))? > ||6]*.

N

e 6= fiel Vo)

S

\
\
\
\
\
\

(el 0)

|

|

T
I
I

1
!

FIGURA 11: Uma observagao tipica de Z que satisfaz || Z|| > ||6]|.

Mas, como Z estd préximo de £ = (||@]|, v/p — 1)

1Z* = [16]* +» — 1.

de zero. Segue que

Desta forma, pode-se afirmar que || Z||> = [|0]]* + p + J(y/p) em que 1 é funcdo de aproximagdo proxima

ol = /IZ1? - p— 9(v/p)

I1Z]

é entdo sugerido por

L PTIGP)

izy*

Utilizando semelhanca entre os tridngulos retdngulos Ap ap € Apac da Figura 12, o fator de encolhimento

90
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o8| _ [oa|
|0A]| |0C||
izl el
Wl = alz
e
1z
(nzu 1—““;@)
. iz
1z

- ()

Stein entdo, propde estimadores da forma

500 = (1- 1) %

O argumento acima ndo € suficiente para a demonstragéo da inadmissibilidade pois, tem-se que fixar ||@|| e

fazer p crescer. O argumento teria que ser uniforme em 6 e p, isto é, ocorrer simultaneamente ||@| — oo e
llp|]| — oco. De fato, o argumento acima faz com que Py (|| X|| > ||@]) tende a 1 quando p é grande como
mencionado, mas com 6 fixado. Portanto, um argumento geométrico mais elaborado é necessario para de-
monstra¢des heuristicas da inadmissibilidade de d¢(X) = X, complementando os argumentos geométricos
de Stein.

Para quantificar a quantidade de encolhimento necesséria, vamos supor que Z = £. Tal fato néo é
arbitrério, pois espera-se que Z esteja proximo de €. Aplicando o teorema de Pitdgoras, conforme Figura 12

Portanto, considerando Ao 45 temos que ||€]|* = [|0]|*+p—1 e utilizando semelhanca de tridngulos



B=zZ=¢=(l6ll,vp—1)

5(2)

0 A =0 Xy

FIGURA 12: Geometria do estimador 6timo &' (Z).

para Apap e Apac temos

05| _ o]
loa]— foc|

el _ el

[ EAG]

o 162
5 — i

e e =+
5 |13 | el
I7O1=""q

Il < ||£||1>

5 =
="

15)]| = (1 o ) el

5(€) = (1 - 15‘”21) 3

Substituindo £ por uma observagdo tipica Z tem-se

assim,

que em termos de varidvel original X nos da o estimador

5, 1 (X) = 8(X) = (1 _ ﬁ};”i) X

92
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Como neste argumento ndo hd necessidade de p — oo, ele sugere a inadmissibilidade de dp(X) = X.

Mas, aqui novamente se tem um erro, pois o argumento é também valido para p = 2 e §;(X) ndo domina

d0(X) = X. Um pouco mais de geometria, é necesséario. O que se tem é que, com alta probabilidade, Z

estd proximo de £. Na tentativa de se modelar esta variabilidade em torno de £, vamos considerar 2 valores

equiprovaveis para Z,

& = (101 £ 1,v/p—1).

Observe que X1 ~ N (]|0||,1) e, portanto simétrica em relagdo a ||@||. A varidncia de X; é iguala 1, e a

variancia de R, isto é, a varidncia do vetor aleatério Z, na dire¢do ortogonal a 6, ndo reflete bem a variagdo

do vetor aleatdrio X, em razio disto serd desprezada. Como vamos considerar um encolhimento na dire¢do

do vetor Z, fica também enfatizado que a variag¢do na direcdo ortogonal a 8 parece ser de menor importancia.

Considere, entdo, o estimador obtido por encolhimento da forma

5c(Z) = (1 - yzC||2> Z

Nos pontos & e &_ as estimativas dc(£+) e do(€-) s@o

oc(+) = (1 - |£j2> &t

- (=) (or£1ve=1) e

e definem perdas Ly e L_

Ly 6c(¢x) — (1611, o)1

= (- ) e e

2

- ((1- ng‘) (o) =1) - ||0||)2+ ((- usiu> (W—O))Q

- [ e >]2+<1—u§j|2>2<p‘”

LY+ L.

Vamos considerar o risco condicional, dado que Z = ¢, ou Z = &

, conforme Figura 13, isto €, a perda
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média (risco) para estes dois valores de Z é dada por

% (5c.,0) = 5 |[15c (&) — (1611 0)|* + [[6c (&) — (161l )|

DN |

el -1 lle o +1

FIGURA 13: Representagdode Z =&, e Z =& .

Como o risco é uma soma de quadrados aplicando o teorema de Pitdgoras, podemos decompor o

risco na direcdo de X; e de R que denominaremos R\(Ei e R(ﬁi’ entao,

Z (5c,0) = % (L(” + L(f)) + % (Lf) T L(f))

_ 1) (
- R\ﬁﬂ: +R\§i )

Vamos comparar com o risco de dp para a mesma condi¢do Z = £ ou Z = £

P (60,6) = %’nao(m—(ueu 0)I1> + lldo(¢-) — (161,01
= 3 H(H€H+1 Vo= 1) = (el o+ [[(1e1 - 1. vo 1) - (el OH]
- gl ve=D (vl
= %12—#( p—1)2+(—1)2+( p—l)z]
= lJé(p—l).

Para o estimador &g, tem-se %‘(;i =1le ,9?‘(2 =p—1.
A diferenga dos riscos dos estimadores do(X) = X e d¢, dado pela equagdo (2.31), na diregdo de

X e de R respectivamente sdo



95

%(,80,0) — #(6.,0) =1 — Y

:1—1(1;(1) s ))

1 ciel+1) o cdel -1y
- 2[<1 [k )+< e )]

2 2 _
:1_1[1_2c<||eu+1> ol +1?* |, 2c (1] - 1)

2 e AR le- |12
c2(|6] — 1>2]
le|®
1 <2c<||e|| +1) (el +1)* 208l -1)  C*(le] - 1>2>
2\ el e le- |1 le|®

R#(80,0) — %(,6,,0) = (p— 1) — 7Y

I R (R )

1 2C(p—1) C*(p-1)
— _ 1 _ _ _
=3 Ak AR
2C(p—1)  C*(p— 1)]
—1- -
P Tk AR

-jo-n 5325 - (1)
2 [r2 T et eI

A diferencga entre os riscos destes estimadores € obtida pela soma da diferenca entre os riscos na

duas direcdes, que reordenada € dada por

A\&i = \§:i:
= Cle|

1 1

Cpl — o+~
(um Tk )+ p<ug+u2+\§_12>
<||0||+ +p—1+<||0||—1>2+p—1>

eI le-1I*

1 1 1
: 1) ()
“lel ||s+u e H> (p 2 T

lembrando que ||€+]|* = (|@]| £ 1)? +p — 1.
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Observe que se [|£4 || = [|£-|| a diferenca entre os riscos seria positiva pra qualquer (Cp — $C?) >

0, ou seja, 0 < C' < 2p. Em particular, € positiva para p > 2. o que sabemos ndo ser verdade para a diferenca
1 1

entre os riscos ndo condicionais. Mas, de fato || || > || || portanto, T 0.
TSR SR 1 oy
[ € IPllE- 117
(16l = 1)* +p—1— |6l +1)* +p -1
- eI g1
el
eI g1
S W 1 o 31
lecl® - lle-1? e 1171 11®
(16l = 1)* +p— 1+ | (6] +1)* +p -1
e 11112
_ el —2)6l +1+p—1+(0]* + 20| +1+p -1
N [
191 +p
e 1%l 11*

Portanto, a diferenca no risco condicional parap > 2 é

A, = p_‘%\fi

= clol (- ) + (o0 5¢2) <||si||2: T
"
- e [(co-2-F 1o+ (e0- 5 )]

2 7 )te e ( )7
= — 2 Alew-2)—- =)0+ (Cp—20+20 - =
AR K =2y = 5 ) Iel+ e 2 )"

2(Jl” + ) (ew--S)

e+ P lE- ] 2

2
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Para p = 2, a diferenca entre os riscos condicionais €

2 [l ) e
S =PI (-5 )+ (0= )2
2 [/ O?
AR <—2) |9||2+4C—02]
2 [/ O?
TPl <—2) (||0||+2)+40] (2.32)
+HITNE-1" L

que pode ndo ser positivo. Para p > 3, a diferenca entre os riscos condicionais serd positiva se

O valor médximo da diferenga entre os riscos condicionais ocorrerd se C' = p — 2, Figura 14. Em particular

(p—2) 2(p\-2) le}

FIGURA 14: Representacdo gréfica da equagdo C'(p — 2) — %2 = 0, cujo valor mdximo

expressa a cota superior para a diferenca entre os riscos condicionais com
p = 3.

a diferenga € positiva para p > 3 e C' = p — 1, valor motivado pelo argumento geométrico apresentado
na Figura 12. Por outro lado, a melhor escolha para a constante, em (2.32), é o valor ligeiramente menor
C = p — 2. A melhoria é menor ¢ isto pode ser considerado como uma penalidade necessaria devido a

aleatoriedade de X. Se ||@]|* ndo for muito préximo de zero tem-se
2 2 2 2 2
1" = 101" +p =1~ [|0I" +p~ [+ " ~ lE- 1"

Utilizando estas aproximagoes a diferenca dos riscos condicionais de fato ndo depende do £+
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€ tem-se

2 (llo)F +») (e _02)

A >
13
& e PP 2

2 (/161 +p) (C(p_2> 02)

(1617 +») (161 + ) 2

2
2 C?
B (H9ll2+p) <C(p_2)_ 2>

como a diferenca entre os riscos condicionais ndo depende de £, temos uma boa aproximagao para a diferenca

Q

entre os riscos nao condicionais

A = R(0,80) — R(6,5¢)

2 < C?
N o———— C(p—2)—)>0.
1611 + p 2

Portanto, toda esta construcao geométrica € uma motivacao heuristica para a ndo admissibilidade do

estimador & para p > 3. Esta aproximacdo melhora quanto maior for o valor da |6

, uma vez que se tem

uma maior liberdade para se escolher £ e £ proximo de €.

2.10 Estimador de James-Stein com encolhimento na direcao de um vetor arbitrario
Seja i = (p1, ..., f1p) um vetor arbitrario que pode ser considerado como uma priori para o verda-
deiro vetor de médias 0, tem-se, entdo, uma versdo do estimador de James-Stein dado por

é:u+<1—HXp__zH2>(X—u).

Esses resultados sdo dos trabalhos de Stein (1956), James e Stein (1961) e Lindley (1962). A interpretacio
geométrica desse estimador estd exposta na Figura 15.

Uma observago trivial € que ao se fazer um encolhimento da forma awv uma esfera de raio r centrada
em 6 se transforma em uma esfera de raio ar centrada em o como na Figura 16.

A demonstragdo € trivial pois

laX — ab|* = [af*|X — 8] = |of*r? = (ar)?

De fato, esta propriedade € valida quando o encolhimento se d4 na direcdo de um vetor qualquer .



FIGURA 15: Encolhimento na dire¢do de um vetor arbitrario .

X
aX

FIGURA 16: Encolhimento na dire¢éo da origem.

FIGURA 17: A geometria do encolhimento na direcao do vetor ft.
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De acordo com as Figuras 17 e 18
pt+a@—p)=(1-a)u+ab

=X -0 = (X~ p)— (0 +mn]*

Logo, o encolhimento na dire¢do de p satisfaz

o (X = 1) = (6 — w* = (@)X — 1) — (0 — )]
= (@)*|X -0

= (2%

=

047“)2

(X —p)
ar

(N2 Py

FIGURA 18: Encolhimento preserva a circunferéncia.

2.10.1 Estimador de James-Stein com encolhimento na direcéio do vetor 1 = (1,...,1)

_ iXi ZP:XZ
SCX:(Xl,...,Xp) seja X = %’“.71‘:;
A _ _3 B
o (1_pr—5{|]2> (X - X) (2.33)

sugerido por Lindley (1962). Veja a Figura 19
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FIGURA 19: Encolhimento na dire¢do do vetor X.

2.11 Justificativas heuristicas para o fator de encolhimento

Ao longo do tempo, vdrias justificativas heuristicas, utilizando a geometria foram desenvolvidas
no sentido de se ter uma compreensdo intuitiva do estimador de James e Stein e de outros estimadores de
encolhimento. De fato, o préprio Stein se utilizou desse recurso quando apresentou, pela primeira vez,
seus resultados. Nesta sec@o, algumas novas justificativas sao apresentadas sempre no sentido de ressaltar a
compreensdo intuitiva do fendmeno do melhor desempenho de estimadores obtidos por encolhimento.

Justificativa 1. Abordaremos o fato que levou Stein a desenvolver sua teoria. Como abordado na
se¢do 3, se X é uma variavel aleatéria p-dimensional com E[X] = 0 e cov[X] = o021 entdo, F [||X||2} =
||9||2 + po?. Tem-se, entdo, que, apesar de cada componente X; estimar 6; de forma ndo viesada, isto é,

P
pode-se supor que as estimativas X; = x; estejam préximas das componentes ¢; para todo i, » XZ-2 ndo é
i=1

uma boa estimativa de ||0]|%, de fato i X? tem tendéncia a superestimar |0,

Para o caso unidimensional,zlzai)de-se argumentar o seguinte: vamos supor por simplicidade que a
densidade fx(z) da varidvel aleatéria X seja simétrica. Os pontos x1 = 6 — h e xo = 6 + h tal que
(0 — h)? = 22 << 23 = (6 + h)? como pode ser claramente visto no grafico da fungdo quadritica

g(x) = x? (Figura 20).

Fixado h, a média do valor observado entre estes dois pontos € dada pela média ponderada

Fx(0+h) O+ )+ fx(0 — h)(0 — h)? Fx(0+ 1) [(9 LR+ (0 — h)ﬂ

= fx(0+h)[20> +2R7] .
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6—h 6 6+h

FIGURA 20: Gréfico da fungdo quadritica g(x) = 2.

Pode-se agora calcular o valor esperado de X2 da forma
E[X? = 2/fX(9 + h) [0 + h?] dh
0
_2/fX(u) 4 w0 du (w=0+h)
]
= 202/fX(u)du + Q/fX(u)(u — 60)%du
0 0

=0 + 2% / fx(u)(u—60)*du
= 6%+ o2

Esta é a ideia probabilistica para justificar, de forma intuitiva, o fato de X2 superestimar 6.

Justificativa 2: Considerando o caso p > 2, uma justificativa probabilistica para o caso normal € a
seguinte. Se X ~ Ny (0, 021), considere em R” uma base ortonormal em que um dos vetores desta base
é ﬁ Por uma transformag@o ortogonal B, € possivel transformar esta base na base candnica e, e, ..., €,
tal que o vetor ﬁ é levado no vetor e1. Se Y = (Y1,...,Y,) = BX entdo Y ~ Ny, (||6]/ e1,0%I) e
|Y]]* = || X]||®. Tem-se marginais, Y; ~ N (/6] ,02%) eY; ~ N (0,02),i=2,...,p.

0 2 S ~
Portanto, como X ~ N M, 1], (ﬁ) tem distribui¢do qui-quadrado ndo central com 1 grau de
g (e (e
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. R - . 0|’
liberdade e pardmetro de ndo centralidade H 2” . Neste caso

E[IXI?| = B |IYIP]
=EY]+E[Y?] +.. + E[Y;]

Y, 2
— o’F <1> +o2 4. +o?
o
9 Ie|* 9
=0 |l1+-—-|+{@-1o
g
= ||0|* + po*.

A ideia € utilizar tal fato para se ter uma informacao para a quantidade de encolhimento necessario.

Seja 0 < o < 1 e se quer saber o valor de « tal que E [[|aX||] seja igual a ||@]|*. Tem-se

101> = & [[laX]P
161> = o2 [IX]?]
161> = a2 (16]> + po?)

2
._ el
1617 + po?

. IEllR
- 2
10 + po?

utilizando a aproximagdo a = vb ~ b quando 0 < b < 1, tem-se

19>
612 + po?
_|16]? + po? — po?
6l + po?
po?
6P+ po?

Utilizando ||X||* como estimador de ||0]|* + po? tem-se que

2
o~ (1 _po 2) .
[1X]

Este valor € semelhante ao coeficiente do estimador de James-Stein.
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Justificativa 3: Dado um vetor de médias 0 e uma “nuvem” de pontos equidistantes de 0 represen-
tados por uma esfera conforme a Figura 21 . Uma realizagdo X = x ocorre com igual probabilidade em

qualquer ponto desta esfera.

FIGURA 21: Nuvem de dados ao redor do vetor de médias 6.

Os pontos amostrais x que possuem norma menor ou igual a ||@|| formam uma calota esférica que
possui drea menor que a drea do seu complementar na esfera. Isto pode ser visualizado construindo uma
nova esfera com raio ||@|| e fazendo-se a intersecdo dessas duas esferas, com raios ||| e R < ||0||, que gera

uma calota esférica, como na Figura 22.

FIGURA 22: Intersecio entre as esferas.

Como esses pontos sdo equiprovaveis, é mais verossimil observar x com ||x|| > ||@|| do que ||x| <

. . . . 2 2 . A . ~
||0]]. Este fato justifica heuristicamente que F [HXH ] > ||0||°. Vejamos a consequéncia dessa construgao.
A geometria nos auxilia a visualizar que valor observado X = x como estimador de 8 pode ser melhorado

utilizando o processo de encolhimento. Considere a esfera, isto €, a “nuvem de pontos” em uma regido que
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ndo contém a origem. Se encolhermos esses pontos, quais pontos da esfera trarfamos para mais perto do
centro da esfera? A resposta é que mais da metade dos pontos da esfera ficardo mais préximos do centro.
Visualizando em duas dimensdes, podemos observar que os pontos que estiverem pontilhados na esfera irdo
se afastar com o encolhimento na dire¢do da origem, mas os pontos que estao além da linha pontilhada irdo

se aproximar (HARRIS, 2012).

-2

o
°

~

w

po
=0 -
~

)

FIGURA 25: Encolhimento para |0 = 8.

Para calcularmos qual a proporcionalidade entre as areas das calotas resultantes da intersecdo das
duas esferas, utilizaremos geometria plana. Tem-se que drea da calota esférica=27 Rh, conforme Figura

26. Estabelecendo a seguinte notagdo drea da calota=AC, 4rea total da esfera=ATE e drea complementar da

calota=ACC.
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S

FIGURA 26: Calota resultante da intersecdo entre as esferas.

AC AC

ATE ~ AC + ACC
AC

AC
- sendo o

= —. 2.34
a+1 ACC (2.34)

Como para levarmos em conta o volume da nuvem de pontos vamos propor como coeficiente de

encolhimento o quadrado da razdo entre as areas da calota e do seu complementar. Logo, temos que

AC _ 2nRh _ h

ATE  47R? 2R (235)
Igualando (2.34) e (2.35)
i o«
2R a+1
h(a+1)=2Rxa
a(2R—h)=nh
h
= 2.36
“T R -h) (2.36)

Considerando a calota destacada na Figura 26, temos a representacio da secdo da calota esférica na Figura
27.

Para o tridngulo ABC, em destaque na Figura 27, temos

16] 1 = ]l cosy 2.37)
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(o]
(¢}

lell

A

FIGURA 27: Representacdo geométrica da se¢do da calota esférica.

Para determinarmos o cos(y), consideremos o tridngulo isésceles ADC', conforme Figura 28. Logo,

D

q R

c
lell
el
b
) 2
A

FIGURA 28: Representacdo do tridngulo isésceles.

== sen(2) 1ol
sen(%) = 2@“



Aplicando identidades trigonométricas temos que

sen(y) = 2sen (7) cos (%)
= 2 \]|79H 1-— sen2

- ||9||\/ 4||0||

e, ainda,

cos?(y) = 1—sen®(y)

2 2
)
16]] 46|

Retornando para a Equagdo (2.37)

101l =1 = |0]] cos v

HGH—Z—HHH\/ ||9||< 4\|]ZQ||>
z—ue||< \/1 ‘JZH (1‘4;}2\2))

h=R-1

R? R?
h:R—HOHHO\\/l— 2(1— )
o \' ~ 1jg]

e de acordo com a Equacio (2.36)

Sabendo que

I
(2R — h)

_Jl6] + 0] 2 )
||0|r e

a =

2R— R+ 0] — |0 (/1 — & 1_R2>
16]° 40|"

utilizando aproximag@o por série de Taylor para a fung¢do f(z) = /(1 + x) temos que f(x) =

108

f(0) +
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f/(0)z =1+ Lz segue que

R - o)+ 101 (1~ b5 )
R

R+WW—WHQ—;

R_ R

_ et
R+ Lo
2(|0]]

Para associar o estimador de James-Stein, cujo fator de encolhimento é do tipo (1 — /3), com a propor¢do «

temos que

(1-0) =«
b=1—«
R2
N ]
2[| @]
R2 R2
_ P aep ~ e
R2
e
R2 5
101l : ¢
=1 considere desprezivel
R+ 5 210
2[|@]
R2
I
R
_ R
[

Comparando o fator de encolhimento do estimador de James-Stein

2
- oc°p—2
OJS:<1— >X,
n X

através da deducdo heuristica, encontramos um fator de encolhimento

a=(-8=(1- 1)




110

CONCLUSAO

* A abordagem geométrica do estimador de James-Stein é uma ferramenta util na compreensio de suas
propriedades analiticas. Na andlise do estimador de James-Stein, como um caso particular de estima-
dores obtidos por encolhimento(shrinkage) como, por exemplo, estimadores esfericamente simétricos,

descreveu-se detalhadamente seus aspectos analiticos e geométricos.

* A interpretacdo heuristica do estimador de James-Stein é abordada geometricamente e busca uma
interpretacio para o fator de encolhimento que heuristicamente se assemelha ao fator de encolhimento

do estimador de James-Stein.
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APENDICES

APENDICE A - Teorema de Bayes e casos para a normal

Considere uma quantidade de interesse desconhecida 6 . A informagdo de que dispomos sobre 6,
resumida probabilisticamente através de p(f), pode ser aumentada observando-se uma quantidade aleatdria
X relacionada com 6. A distribui¢do amostral p(x|f) define esta relagdo. A ideia de que apds observar
X = z, a quantidade de informacéo sobre § aumenta é bastante intuitiva e, o teorema de Bayes ¢ a regra de

atualizacdo utilizada para quantificar este aumento de informa¢do (EHLERS, 2014).

~ p(0iz)  p(z|0)p(0)  p(x|0)p(0)
PO =2y = ) [p(fayde

3.1

Note que zﬁ’ que ndo depende de 6, funciona como uma constante normalizadora de p(z|0). Para
um valor fixo de z, a fungio I(6; x) = p(z|@) fornece a plausibilidade ou verossimilhanca de cada um dos
possiveis valores de 6 enquanto p(f) é chamada distribui¢io a priori de 6. Essas duas fontes de informaco,
priori e verossimilhanga, sdo combinadas levando a distribuigdo a posteriori de 0, p(6|z). Assim, a forma
usual do teorema de Bayes é

p(0]z) oc 1(6; x)p(0).

Note que, ao omitir o termo p(z), a igualdade em (3.1) foi substituida por uma proporcionalidade. Essa
forma simplificada do teorema de Bayes sera titil em problemas que envolvam estimacio de parametros ja
que o denominador é apenas uma constante normalizadora. A constante normalizadora da posteriori pode

ser facilmente recuperada pois p(6|x) = kp(z|0)p(0) onde

= / p(210)p(6)d8 = Eglp(X10)] = p(x)

¢é chamada distribui¢ao preditiva.

0la) = Kl

1) Caso Normal com ¢ conhecido:
a) Considere a observagdo de uma varidvel aleatéria Y = (Y7,...,Y},) com distribuicio ¥ ~
N (9, 02) com o2 conhecido e admita-se a priori § ~ N (O, 7'2). Para determinar a distribuicio a pos-

teriori pelo teorema de Bayes, temos que

p(0ly) o< U(y|0)p(0).



A funcio de densidade de y € dada por

Portanto,

1 — 5 1 1
p(6ly) o exp ] <503 2 (=0 b e { -
(270 )n/2 20% Z 2m7? 277
1 ¢ 2 1
OCGXP{—N (yi — 0) —pe }
=1
2 2
xexp{ —= | = 5 + =
o T
1|1 [ = 0
o exp{—2 [(72 <ny — 2923/Z +n02> + = }
i=1 i=1
n n 9
1 n 20 Z Yi Z Yi
xexpl —= |? =+ = | - —=! exp { — =2
o2 72 o2 202
n
20 ;
1 (0% +nr? 02 Z; di
x exp 5 o212 2 (02+n72)
0-27-2
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n 2 n 2
1 <a2 +n72) 0 Z; Ui z; Y
xexpy —5 | —55— - - | ——
2\ o?r o2 (af;rg-z) o2 (JZJQF:;a)
- n 9 )
> Yi 3
1 /o“+nT 0 =1 )T 1 (0?4 nt? g:lyl
xexpl —= | —5—5— - exp ¢ =
P 2 o212 a2 (02+n72> P 2 o272 o2 (02+nr2>
n o272 o272
\ L
2
1 2 _
OCeXpq — 0 — VERA
2 <02+n72> (W + TQ)
Logo,
2 2,2
Oy ~ N T o7

(oj 4 Tz) Y o2 e

n

b) Considere a observacdo de uma varidvel aleatéria Y = (Y7, ..., Y;,) tal que Y| ~ N (o, ) com
o2 conhecido e admita-se uma priori o ~ N(0,02). Observando que Y depende de «, para determinar a

distribuicdo de Y, utiliza-se o conceito de mistura, que é dado por:

[ e a0 e g}
= exp —a)®p ———=expy ——a’ ¢ da
2702 207 2mo? 204

1 2 2 1 2
= —2 ———a*bd
\/27?000[/\/%6362?{ 20 (y ya—i—a) 2‘73 } “
1 1 1 2y 1y?
2
= =+ = o - 2o bd
o | e |(52) (o) <2 o)
1 {1y2}/1 11 [2 2y203] g
= —F/——exXpy— 5 ex — o | — (6}
V2100, P o? V2T P 2 ( ‘722_:'2 ) (0'2 +0'a)
1 { 1y2}/ 1 { 11
= eXpq ——>5 ex - =
V2moo, P o2 Vor p 2 ( 022_;72 )
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S ex _LyQ + y?0q (0 + 0a) e
V2700, P o2 (0% +04)20%2 024 04

2
1 11 ya2
— - ——Z7a 1\
/\/27reXp{ 2 [ o202 [a a2+aa] “
02+Ua

1 [ 1 o2 )
- zﬂa+%fw{f%fWﬂ+%Jy}
B 1 [—02 +a%2+ 2] ,
B 21 (02 + 04) exp{_ 20% (0% + 0a) } Y }

1 11 )
N Wwe){p{f?(ahr%)}y}
B 1 11 )
B 27 (02 + 04) exp{ _2(02-1-00)} Y }

flaly) o flyla)g(a)

1/1 N 1 Y ( yo2 >2
X expl ——=|—=5+—5] |a— —
2\o2 o2 i 02(0%+é) (02 + 02)
1 2 77
X eXpy T o [O‘_ ana 2 ]
2 <02+g§) (U + aa)
Assim, concluimos que a posteriori
2 2.2
o oo
Y~N B , e ).
ot 8 (G )

2) Caso normal com o2 desconhecido: Considere a observagio de uma varidvel aleatéria Y =

(Y1, ..., Y,) com distribuigdo Y| ~ N(a, 1) e admita-se a priori a ~ N(0,0?) com 0% desconhecido.
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Para determinar a distribuic@o a posteriori pelo teorema de Bayes temos que

glaly) oo l(a;y)g(a)
1

sl o) il )

1
2
1 2
x eazp{—2 <a2—2ay+y2+32>}
1
2

Assim, a posteriori tem distribui¢do normal

o? o?
Y~N .
ol (02+1Z/> 02+1>

Para o caso multivariado, considerando
2 .
yilai ~ N(ag,1) e a; ~ N(0,0%) i=1,2,...,n.

Considerando « = (a1, a9, ...,an) ey = (Y1,Y2,-..,Yn)’, usando a nota¢do para a distribuicdo normal

n-dimensional,

Yja ~ N(a,I) e  a~ N(0,0%])



onde I é a matriz identidade de ordem n x n. A regra de Bayes nos fornece a distribuicio a posteriori

logo,

g(ely)

X

X

)2 1 1 2
— ——€Xx ——
Voro2l P 2021

(4 - 2ya +a?) — -’
expy 57 ya+« 2021
1 2
erp 2I<a —Qay—i—y + 21)}
1 2 1+L 2 + 2
erp 2 @ I o?] ey
-(1+%) 7 1
2 (1+52) 7
1 ( o1 )2}
erp | ———37 ~ Y
25D (0% +1)
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APENDICE B - Cilculo da Preditiva Multivariada
Dado o modelo
Y1 = anpapxl + enx1

A distribuicdo da marginal de Y dado « € dada por
Vi~ N (Xa, A7)
atribuimos uma informacao a priori sobre o pardmetro « tal que
a~N(0,B71) 3.2)

Para calcularmos a preditiva, devemos calcular a seguinte integral da funcéo densidade da marginal de Y'|0

e a funcdo densidade a priori e integrarmos em relacdo a «, ou seja,

f) = / F(¥10)g()da

= / ! 7 exp (—1(Y—X04)/A(Y—Xa)>
(2m) 121 A1) 12 2
= ! - T /exp ((Y—Xa)/A(Y—Xa)—i—o/Ba) do
(2m)P| A2 (B2

1

1
n T~ ©xXp (—2a’Ba> da
(2m) 2| B~1| /2

queremos o completamento de quadrados em « para o seguinte termo:

(Y - Xa) A(Y — Xa)+d'Ba = Y'AY —2Y'AXa+ (Xa) A(Xa) + o' Ba

= Y'AY —2Y'AXa+d (X'AX + B) o
ou seja, queremos determinar W tal que:

(a=W) (X'AX +B) (a—=W) = ..-2Y'AXa+d (X'AX + B)a
= o (X'AX +B)a—2W'(X'AX + B) a

+W' (X'AX + B)W
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Entdo, W = (X’AX + B) ' X’AY. Observe que : Y'AXa = W/(X'AX + B)a.

(Y —Xa)A(Y = Xa)+o'Ba = Y'AY +d' (X'AX + B)a —2W' (X'AX + B) a

= Y/AY + o/ (X'AX + B)a—2W' (X'AX + B) a
+W' (X'AX + B)W - W (X'AX + B) W

= (a—=W) (X'AX + B) (a = W) +Y'AY

~-W' (X'AX + B)W
logo, retornando a preditiva, temos que:

f(Y) o exp [Y'AY — W' (X'AX 4+ B) W]
x exp [YAY = YAX(X'AX + B) ' (X'AX + B) (X'AX + B) ' X'AY|
X exp [Y AY = Y'AX (X'AX + B) T XAV |

v'(A-AX(x'AX +B)'x'4)v].
e a posteriori é

flelY) o« exp[(a—W) (X'AX +B) (a — W)+ Y'AY — W' (X'AX + B) W]

flelY) o« exp[(a—W) (X'AX + B) (a — W)]

Portanto, a posteriori é uma normal com média W = (X'AX + B)_lX 'AY que é o estimador de Bayes

do vetor de pardmetros .
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ARTIGO 1: Estimadores tipo James-Stein e suas propriedades via simulacao computacional

Artigo redigido conforme as normas da Revista Brasileira de Biometria - artigo submetido em maio

de 2016.



ESTIMADORES TIPO JAMES-STEIN E SUAS PROPRIEDADES
VIA SIMULACAO COMPUTACIONAL

Cristiane Alvarenga GAJO!
Lucas Monteiro CHAVES?
Devanil Jaques de SOUZA?

® RESUMO: O estimador de James-Stein para a média de uma normal multivariada
independente com varidncias iguais, é obtido por encolhimento adaptativo do estimador
média amostral. Esse estimador domina o estimador média para as dimensdes maiores
ou iguais a trés. Neste trabalho, sdo apresentadas variacGes deste estimador para o caso
normal independente com variancias distintas e para o caso geral, em que o estimador é
obtido utilizando-se a métrica de Mahalanobis. Justificativas geométricas e um estudo
do comportamento desses estimadores por simula¢gdo computacional para a dimensao
trés sao apresentadas, utilizando o erro quadrético médio como medida de qualidade.

= PALAVRAS-CHAVE: Estimador de James-Stein; Normal Multivariada; Métrica de
Mahalanobis.

1 Introducao

Stein (1956) em seu artigo “ Inadmissibility of the usual estimator for the mean
of a multivariate normal distribution” apresentou uma prova de que o estimador
de maxima verossimilhanca de uma populacao normal multivariada, isto é, a média
amostral, é inadmissivel. Esse resultado foi um choque para o mundo estatistico
com consequéncias em vérias areas. Em James e Stein (1961), ¢ apresentado
explicitamente um estimador que domina a média amostral. Esse estimador passou
a ser denominado estimador de James-Stein e é dado por

I'Universidade Federal de Lavras, Departamento de Ciéncias Exatas, CEP: 37200-000, Lavras, MG,
Brasil. E-mail: cristianegajo@yahoo.com.br

2Universidade Federal de Lavras, Departamento de Ciéncias Exatas - DEX, CEP: 37200-000,
Lavras, Minas Gerais, Brasil. E-mail: lucas Qdez.ufla.br

3Universidade Federal de Lavras, Departamento de Ciéncias Exatas - DEX, CEP: 37200-000,
Lavras, Minas Gerais, Brasil. E-mail: devanil @dez.ufla.br
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0,6(X)=[1-02P X, > 3.
75 (X) ( ||X||2) p

em que X tem distribuicdo normal independente multivariada de dimensdao p >
3 e a variancia o2 conhecida. O estudo do estimador de James-Stein apresenta
varios aspectos como: relacoes com teoria Bayesiana empirica, propriedades de
fungoes harmoénicas e uma rica abordagem geométrica. Uma referéncia abrangendo
estes varios aspectos é Gajo (2016), em que se abordam as referéncias bésicas da
teoria. Neste trabalho, modificacdes do estimador de James-Stein sdo justificadas
geometricamente e estudados por simulagao computacional.

2 Uma justificativa geométrica para estimadores de encolhi-
mento

O estimador de James-Stein é um caso particular de estimador obtido por

encolhimento (shrinkage). De fato, é um estimador de encolhimento adaptativo,
2 (p—2)
- . X . : -
motivacoes de Stein, para obtengdo deste estimador, é o fato que um estimador néo

pois o fator de encolhimento o

depende do valor observado X. Uma das

viesado 6 = (él, . ék) do vetor de parametros 6 = (61, ...,0;) apresenta a seguinte
deficiéncia, nem sempre observada.

P p
= Zvar {éi} + Z (912
=1 =1
=3 var 8] + o)

Portanto, apesar de 0; estimar de forma nao viesada 6;, ||0]|2, superestima ||0]|2.
Surge desse fato a ideia de encolhimento. Stein utilizou argumentos geométricos
para justificar a construcao do seu estimador. Neste trabalho, uma nova justificativa
geométrica é apresentada.

Considere a “nuvem de pontos” obtida por uma amostra {xi,...,x,} com n
grande, conforme Figura 1.

Como X ~ N(0,02I), esta nuvem possui, com alta probabilidade, simetria
esférica com o vetor de médias @ no centro da nuvem. Considere os pontos desta
nuvem que estdo proximos a superficie de uma esfera centrada em 6 com raio igual
ao desvio padrao o. Esses pontos sao aproximadamente equiprovaveis em razao da
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Figura 1 - Nuvem de dados ao redor do vetor de médias 6.

independéncia das componentes do vetor aleatério X. Considere uma outra esfera
centrada na origem e de raio ||]|. A intersecdo dessas duas esferas gera na esfera
centrada em ||0|| duas calotas esféricas, conforme Figura 2. A calota definida pelos
vetores x tais que ||z|| < ||0]] tem evidentemente &rea menor que a calota definida
pelos vetores x com ||z|| > ||@]|. Portanto, é intuitivo que ao se amostrar um vetor z
sobre a esfera de centro 6, como todos os pontos sobre esta esfera sdo equiprovéaveis,
a probabilidade de se observar um vetor com ||x|| > ||0]|| é proporcional a area da
calota, o que significa que é mais provével se observar um vetor de comprimento
maior do que ||8]|. Desta forma, temos uma justificativa heuristica para o fato que

E [||X||2] = ||6]| + po > ||0]|>. A ideia do encolhimento é agora justificada pois,

ao se realizar o encolhimento podemos obter duas calotas esféricas ||x|| > ||6]| e
[|z|| < |0]| com areas iguais.

Figura 2 - Intersegao entre as esferas.
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3 Estimadores tipo James-Stein

Uma questdo pertinente é o porqué do estimador de James-Stein nao dominar
a média amostral para o caso geral X ~ Ny (0, 0‘2B). Certamente, isto ocorre em
razao da nao simetria esférica que ocorre pela presenca de covariancias. Tem-se,
entao, simetria eliptica que talvez nao seja muito adequada para o encolhimento
na dire¢do da origem. O encolhimento de elipses na dire¢do da origem sdo elipses
Figura 3, pois

Figura 3 - Simetria eligptica para encolhimento.

Outras opgoes de direcdo para o encolhimento seriam as dire¢Ses dos
autovetores, que respeitam a simetria eliptica. Qual dessas direcOes seria a
mais adequada para o encolhimento, visando diminuir o erro quadratico médio?
Para identificar a melhor direcao, serd utilizada simulacao computacional. Uma
possibilidade de encolhimento ¢ a de se ter encolhimento com taxas diferentes para
cada coordenada.

X, a1 a1 Xy
X = : e o= ; = a®X =

Xp Qp apXp
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apXp

em que 0s «; devem depender das variancias em cada direcdo principal que valem
2 . ~ ~ . ~ - . . ~

$-, com \; autovalor. Os vetores canonicos e; nao sao diregoes principais a nao ser

que

2
0'1 DY 0
cov[X] = : Lo
0O ... o2
pois, neste caso, a elipse possui como eixos de simetria os eixos coordenados. Estas

consideragbes geométricas levam a definicdo de um estimador tipo James-Stein
modificado descrito na subsegao seguinte.

3.1 Estimador tipo James-Stein para o caso normal independente com
variancias distintas

Considere
X]_ 91 0'% 0 0
X5 0 0 o3 0
X = ~ Np )
Xp Op o o0 - 02
O estimador James-Stein modificado para variéncias distintas, no caso p = 3,
é
2_1
L= ot ) X
HJSmod (X): 1_U%W X2

1—of e ) Xs
Esse estimador tem valores diferenciados para o coeficiente de encolhimento em cada
coordenada. Assim, o estimador de encolhimento tera direcao diferente do vetor X,
isto é, a direcao do encolhimento nao é radial em relacao & origem.
Para exemplificar, suponha o estimador em R?, X = (X, X5), considerando
0? =1e 03 =2. Tem-se que

R 1 2
0 moc X) = l- 55— )(7 l1-—— 1 X
75 mod (X) < X12+X22) ! ( X12+X22> 2

encolhe menos encolhemais

Ocorre um encolhimento maior na coordenada de maior variabilidade, o que diminui
a variabilidade do estimador nesta dire¢ao, conforme Figura 4.
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i i

Figura 4 - 075 moa (X) com simetria eliptica no R2.

3.2 Estimador tipo James-Stein para o caso geral

Considere a situacdo geral X = (X1, Xo, ..., X2) ~ N, (60, %) em que em que X
é uma matriz conhecida, simétrica e positiva definida (ANDERSON,2003). Neste
caso, 0s eixos principais da elipse nao sao mais paralelos aos eixos coordenados.

A ideia é fazer uma transformacao linear na varidvel X tal que a nova variavel
tenha distribuicdo normal independente. Para isto, é necessério o processo de
diagonalizacao da matriz 3.

De forma geral, este processo pode ser entendido conforme se segue. A
decomposi¢do espectral da matriz ¥ dada por ¥ = PAP’, em que P & a matriz
composta pelos autovetores de X em suas colunas e pelos autovalores \; A deX
(FERREIRA, 2011). A inversa de ¥ ¢ dada por 7! = PA~!P’ e esta expressio
pode ser generalizada para obter qualquer poténcia com expoente real da matriz 3,
particularmente para o expoente 1/2

/2 — pAY2P,

Considere o vetor Y=(Y7,Ys,...,Y,) obtido pela transformacdo linear de
Mahalanobis (MARDIA; KENT; BIBBY, 2003).

Y = 212X
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Como cov[X] = X, tem-se que

cov[Y] = cov[E72X]
= 2 2cov[X]|m1/2
_ »-1/25-1/2
_ s-1/251/2501/257—1/2
-1

O vetor aleatério Y tem distribuicao normal multivariada e o estimador usual
de James-Stein é dado por

0,5(Y) = (1 - 1’;/?) Y

—l1- p—2 »-1/2x

(2—1/2)()/ (2—1/2X)

(1 S ) »-12x.
X'y txX

Como E[Y] =X Y2E[X] = £71/20 ¢ a matriz P ¢ ortogonal, o vetor X pode ser
recuperado pela transformacio X = £/2Y. Obtém-se entdo em relacio & variavel
X um estimador tipo James-Stein definido por

075man(X) = 20 ;5(Y)

-2
X'y X
A secdo seguinte apresenta um estudo computacional para este estimador no
caso particular em que se tem que a variavel aleatéria X é uma normal multivariada

equicorrelacionada e, portanto, a matriz X expressa por X = V2 pV%, e p é a matriz
de correlacao populacional dada por

1p...p

pl-..p
P=1 . . -

pop 1

com a matriz V2 = diag(y/0?).

3.3 Estudo computacional

Por simulacao Monte Carlo, sdo avaliados os estimadores propostos 8 7smod €
0 75man para p = 3, comparando-se o desempenho dos mesmos com o estimador
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meédia amostral. A avaliacao dos estimadores se deu por meio do erro quadratico
meédio, que seré estimado por

ool = o)’

Jj= =1

EQM(f) = %Z
j=1

em que éj é a estimativa de 0 obtida na j-ésima amosta e m é o numero total de
amostras. Para as simulacbes, considerou-se apenas o caso p = 3 e as rotinas foram
desenvolvidas na linguagem R.

Para a simulagao, gerou-se uma normal multivariada independente de
dimensao p = 3, e o vetor de médias variando em um reticulado contido no cubo
(—10,10) x ( —10,10) x ( — 10, 10), totalizando 9.261 pontos no reticulado. Os
estimadores sdo avaliados para apenas uma observacao da normal multivariada
tridimensional. Para o calculo do EQM, o processo é repetido 100, 1000 e 10000
vezes, conforme Tabelas 2, 3, 4, 5 e 6. Contabilizou-se a porcentagem de vezes que a
estimativa do erro quadratico médio dos estimadores de James-Stein modificado foi
menor do que a estimativa do erro quadratico médio correspondente do estimador
média usual, que no caso é o proprio valor observado da normal uma vez que a
amostra é de tamanho unitario. As rotinas necessarias para a implementacdo e
avaliacao dos testes foram realizadas, utilizando o programa R em sua versao 3.0.2
(R CORE TEAM, 2014).

Na Tabela 1, com o objetivo de avaliar o comportamento da estimativa do
erro quadratico em relacao ao ntimero de repeticoes, a comparacdo se faz entre o
estimador de James-Stein usual e a média amostral. Como era de se esperar, a
partir do nimero de repeti¢bes 1000, praticamente em 100% dos casos o estimador
de James-Stein possui estimativa de erro quadratico médio menor do que a média
amostral. Portanto, a escolha dos numeros de repeticoes 100, 1000 e 10000 é
adequada para a comparagao.

Tabela 1 - Comparagao do erro quadratico médio dos estimadores James-Stein
0;5(X) e o estimador usual X, para p = 3.

Namero de Variancias EQM(0,5(X)) < EQM(X)
repetigdes (%)
100 o2 =05 =o03=2 76,58
0% =05 =05 =10 92,60
1.000 ol =03 = ag = 97,70
0?2 =03=05=10 99,74
10.000 07 =05 =03 = 100
0’% = o‘% = O’g 10 99,97

Na Tabela 2 é comparado o estimador James-Stein modificado com variancias
0? = 2,05 = 4eo0? =09, e também com varincias 07 = 1,05 = 2 e 03 = 4.
Constata-se, entdo, que de forma aparentemente independente do ntmero de

repeticdes e dos valores das variincias, o estimador de James-Stein modificado
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domina o estimador média em torno de 72% das vezes. Uma questdo interessante,
a qual nao foi abordada, seria detectar no reticulado cibico, qual a regiao em que o
comportamento do estimador modificado tem desempenho ainda melhor, e analisar
se essa regiao estd relacionada a geometria eliptica da normal.

Tabela 2 - Comparagdo do erro quadratico médio dos estimadores James-Stein
modificado 05 mod (X) e 0 estimador usual X, para p = 3.

Nuamero de Variancias EQM (é]s’ mod (X)) < EQM(X)
repetigoes (%)
100 02 =203=403=9 75,58
0?2 =1;0% = 2;0% = 70,79
1.000 07 =2;05 =4;05 = 75,20
0 =1;03 =2;03 = 71,13
10.000 0% =2;05 =4;03 = 75,42
02 =1;03=2;02 =4 71,18

Nas tabelas 3, 4, 5 e 6, os resultados obtidos para o estimador 0 JSmah S840
apresentados para o caso em que a normal multivariada é equicorrelacionada para
valores do coeficiente de correlacao p = 0,0.2,0.5 e 0.9.

Em todas as tabelas e para todos os valores de correlacao, para 1.000 ou 10.000
repeticoes, obtém-se que o estimador 0 JSmah domina o estimador média amostral
em uma proporcao superior a 91%.

Tabela 3 - Comparagdo do erro quadritico médio do estimador obtido pela
transformacao de Mahalanobis é.lsmah (X) com correlagao p = 0 (sem
correlagao entre os pares de varidveis) e o estimador usual X, para p = 3
e tamanho da amostra 1.

Namero de Variancias EQM(0 jgpap (X)) < EQM (X)
repeticoes (%)
100 a§ = og = o‘% =2 78,01
G'% =05 ? o5 = %O 92,79
0'% = 2;o% =4; U% =9 90,70
of =105 =205 =4 85,70
1.000 ol =03 =03=2 97,85
a; = 0’% j o‘% = %0 99,75
G'% = 2;(7% =4; O'% =9 93,97
of =105 =205 =4 91,37
10.000 oi=03=03=2 99,99
a; =03 = o5 = %o 99,95
o7 =205 =4;05 =9 94,26
of =102 =2;05 =4 92,25

Uma observagio interessante é que o efeito da correlacao sobre o desempenho
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dos estimadores ndo é muito relevante. Este fato é um tanto quanto inesperado, uma
vez que, a correlacao alta implica que a simetria eliptica da normal multivariada
tem preponderancia em um dos eixos principais.

Tabela 4 - Comparacao do erro quadratico médio do estimador obtido pela
transformacao de Mahalanobis 6 ssmah (X), considerando a correlagao
entre os pares de variaveis de p = 0, 2, e o estimador usual X, para p = 3
e tamanho de amostra 1.

Namero de Variancias EQM(0 jgmap (X)) < EQM (X)
repeticoes (%)
100 02 =03=03=2 78,51
o0f =05 =05 =10 92,54
G’% = 2;0% =4; U§ =9 91,23
of =1;05 =2;05 =4 86,36
1.000 02 =03=03=2 97,53
0f =05 =05 =10 99,83
0 =202 =4;02=9 94,08
of =102 =2;05 =4 91,72
10.000 of=o02=02=2 99,98
0f =05 =05 =10 99,92
O’% = 2;0% =4; 032, =9 94,42
a% = l;ag = 2;032, =4 92,26

Tabela 5 - Comparagdo do erro quadritico médio do estimador obtido pela
transformacao de Mahalanobis 6 7smah (X), considerando a correlacédo
entre os pares de variaveis de p = 0, 5, e o estimador usual X, parap =3
e tamanho da amostra 1.

Numero de repetigdes Variancias EQM(GJSm_ah(X)) < EQM(X) (%)

100 o7 =03 = ag = 80,40
0?2 =03=05=10 92,80

O‘% =205 = 4; O‘% =9 92,29

02 =105 =202 =4 87,81

1.000 07 =03 =03=2 96,65
0?2 =0=02=10 99,28

0'% = 2;0’% =4; og =9 94,57

a% = 1;0% =205 =4 92,46

10.000 ol =03 =03=2 99,44
o =05 =035 =10 99,95

02 =202=402=9 94,88

02 =103 = 2;0% =4 92,96

Uma observacao interessante é que o efeito da correlagdo sobre o desempenho
dos estimadores nao é muito relevante. Este fato é um tanto quanto inesperado uma
vez que a correlacao alta implica que a simetria eliptica da normal multivariada tem
preponderdncia em um dos eixos principais.
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Tabela 6 - Comparacdo do erro quadritico médio do estimador obtido pela
transformacao de Mahalanobis é.fsmah (X), considerando a correlagao
entre os pares de varidveis de p = 0, 9, e o estimador usual X, para p = 3
e tamanho da amostra 1.

Ntmero de repetigoes Variancias EQM(0 ;5man) < EQM(X)(%)

100 02 =03 = ag =2 86,63
O‘% = Ug =03 =10 94,82

0f =202=4;02=9 93,95

of =105 =2;05 =4 90,69

1.000 ol =03 = ag =2 98,19
0?2 =03=05=10 99,51

O‘% = 2;0% =4; a% =9 95,78

O’% = 1;0% = 2;032, =4 94,52

10.000 of =03 = o'g =2 99,26
0?2 =02=02=10 99,94

02 =202 =4 o‘% =9 96,02

O‘% = 1;0% =205 =4 94,99
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4 Conclusao

A abordagem geométrica permite uma justificacgdo natural e intuitiva aos
estimadores tipo James-Stein estudados. A questdo do encolhimento na direcio
dos eixos principais é abordada e apresenta-se promissora para futuros estudos.
O desempenho desses estimadores para os casos independentes e com varidncias
distintas, bem como no caso equicorrelacionado, é superior ao desempenho do
estimador média para a amplitude do vetor de meédias analisado e, portanto,
apresenta-se como uma op¢ao viavel em possiveis aplicacoes.
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ESTIMATING BOUNDED MEAN VECTOR IN MULTIVARIATE
NORMAL: THE GEOMETRY OF HARTIGAN ESTIMATOR

Cristiane Alvarenga GAJO!
Leandro da Silva PEREIRA?
Lucas Monteiro CHAVES3
Devanil Jaques SOUZA?

» ABSTRACT: The problem on estimating a multivariate normal mean N, (0, I) when it is
supposed that the mean vector is bounded arouses practical and theoretical interest since
under this hypothesis it’s possible obtain estimators which dominate the sample mean
estimator in relation to square loss. Generalizing previous results obtained for univariate
normal, J.A. Hartigan obtained for multivariate normal with independent components
a Bayes estimator defined on a bounded closed convex set, with non-empty interior,
which dominate the sample mean estimator. In this work, this result is presented in
detail for the case where the convex set is a sphere centered at origin and a geometrical
interpretation, useful to understand the phenomenon, is presented. Others estimators
based on Gatsonis et al. work are proposed and the risk of these estimators are compared
through simulation for the cases p = 2 and p = 3.

» KEYWORDS: Multivariate Normal; Convex Sets; Uniform Priors; Bayes Estimator.

1 Introduction

After Stein’s result (1956) which obtained a shrinkage estimator for the mean
vector of a p-variate normal, N, (6,I), which dominates the usual estimator ¢ (X) =
X, in relation to squared risk, there was an intense search for other estimators which
dominate 6 (X). In this line of thought, it arises the problem of, supposing the mean
vector 6 is restricted to a limited set C C RP, | obtain estimator which dominate

LUniversity Federal of Lavras, Department of the Exacts Sciences, Postal Box 37, CEP: 372000-000,
Lavras, MG, Brazil. E-mail: cristianegajo@yahoo.com.br

2University Federal of Lavras, Department of the Exacts Sciences, Postal Box 37, CEP: 37200-000,
Lavras, MG,Brazil. E-mail: lespleandros@hotmail.com
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9 (X) when to the risk function is restricted to # € C. Generalizing previous results
from Casella-Strawderman (1981), Gatsonis et al. (1987), Hartigan (2004) obtained
a generalized Bayes estimator from a uniform priori in a bounded closed convex set,
with non-empty interior C and smooth enough border that has squared risk smaller
or equal of ¢ (X) for any 6 € C. Since the result is stated for general convex sets
it is necessary the use of technical results as measure theory and the fact that the
paper is too succinct, makes it comprehension difficult, both for the mathematical
steps and for a intuitive justification of the result.

In this paper, Hartingan’s result is redone in details, supposing C a sphere
centered at origin and emphasizing the geometrical aspect. Others estimators
based on Gatsonis et al. work are proposed and a computational simulation study
related to risk reduction is performed. It is also proved that for origin-centered
hypercube Bayes estimator also dominates the maximum likelihood estimator. The
used notation is as close as possible to the papers Gatsonis et al. (1987) and
Hartigan (2004).

2 Bayes estimator related to uniform priori dominates mean
estimator

Consider the random vector X = (Xq,...,X,) ~ N, (0,I), 0 = (01,...,6,) €
C C RP with C as a ball centered at origin and radius m. Probability density of X
can be written as

1 1 2 P 1 1 2 2
fx (x50) = ——e 200 =TT e 20" =TT 6 (2 — 6)
i=1

(2m)® 1 (2m)*
in which ¢ (2) = \/%6*522. Is used, with certain abuse of the notation, ¢ (x — 0) =

fx (:L‘h...l'p;a) = 1_2[1(15(1'1 — 91)

Considering a uniform priori on C given by 7 () = #(C) it has a posteriori

_ O g(x=0)
™ (0]x) = To ) ooy [0 0)0"

Bayes estimator T (x) = (T1(x),...,Tp(x))is given by the posteriori mean,

e.g.
[6;6 (x— ) do
T = O
N FIESOL
c
JO0p(x—06)do
For simplicity is used the notation T (x) = quS(—O)dH Squared risk of this
% —
C
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estimator is given by

Rt (6) = Ey

(T (x) - eﬂ -3 / (T(x) — 6)%6 (x — B)dx.

i=1g,

For the estimator § (X) = X, not considering any restriction about mean vector 6,
the risk is

1=p.
1

i (X — )

i=1

Ry (0) = Eo [IIX — 0| = By

o

P

1

The boundary 9C of the p-dimensional ball C is a (p — 1)-dimensional sphere. The
unit normal vector to OC in a point 6 € dC is given by ﬁ =n(0).

ac n(6)

Figure 1 - Sphere unit normal field.

If p(x) =p(x1,...%p) = [ ¢ (x — ) db, then

C
dp 0 B
oz axl/‘ﬁ(x_e)dg_/ 7P 040
C C
= / 0 _1 pe*%2<$-*91>2d9:/7 (x — 0) (z; — 6;) O
J or; (2m)2 J

_ —xi/as(x—e)de+/ai¢<x—e>do:—xip<x>+Ti<x>p<x>,
C C

and therefore T; (x) = x; + ﬁ g; (x).

Comparing risks for a vector ¢ in the interior of C
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Rr(€)—Rs() = Re(6)-p
= Ec[IT—¢)?] - Be [IX - €]

= B [IT-¢) - X - ¢

1 9
+2/(X1 51) TX)% (X)g‘b (X—f) dX:|
RP
For calculate this integral observing that
0
22 (=) = —6(x - (1~ &), )
thus, using (1)

1 Jp _ e (x—g) - OP
-8 i o tedx = [ (u=6)0(x-6) 5T () dx
RP RP

B 0 1 0Op
[ (protc=9 05 72 09 ) ax
RP
using integration by parts
1 ) “Bl v 1 9p(x)
TR o M TP on b0 o
e
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-/ L@(ii‘;(x)— (s 52 ) ]aﬁ(x—f)dx
4

From this identity follows that,

[ (o) om—om= [ [ v

RP Re
1 Jp
5 e (99O (=) ax
1 [0%p Op
[ g+ - ) 2 o x - 9 ax
IRlp(x) [83612 O ]

Replacing this equality in the expression Rt (§) — Rs (§) we have

P 2
Re(©) - Rs(©)= [ Y [(lj@g(x)) P2 op(lx)ggxﬂwx—odx
RP i=1

:/zp: [1 (gip (x) — (i — &) g—; (x)) ¢ (x=¢)

~ |p(x ;
RP
1 Op
+2 (xi — &) b (%) 9 (x) ¢ (X_g)] dx
p 2
_ / > ﬁ [g;; (%) + (xi — &) g; <x>} 6 (x—€) dx
RP i=1
Note that p (x) = [ ¢ (x — 60)d®, gf (x)=—[o¢(x—0)(z; —0;)db,
C i C
2
gw?(x) = */ [0 (= 0) (2 = 6. + ¢ (x — 6) | a0
c
= [otx=0) [ -6~ 1] ao
c
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hence

g;; (x) + (2 — &) gf, ( )=/¢(x—9) {( — ;) —1](19—
3 K3 &
(371 fz) / (b (X - 9) (371 91)d9
C
c
Using the following equality
9¢
5o (x—0) = —0(x—0)(xi~0)
¢ 9
96 (x—0) = 20, (x—0)(x; —0;) —p(x—0)

= O(x—0) (2 =0 — 9 (x—0) = | (@~ 0" — 1] 6 (x ~ 0),

replacing in equation (2) and sum in i we have

;Bi?(x”(“ } /ZBZ? (x—0) + (i~ &) o0 (x 0)}10.

Z

If g(z1,....,2p) = (g1(z1,....Tp), o, gp(T1, ..., Tp)) 1s & vector field, then the
divergence theorem ensure us that the volume integral of the divergent of the field
in a ball is equal to surface integral given by the inner product of the field with unit

normal field
/V gdv—/(g n)ds.

aC
Considering the vector field

(o7 =)= (01 =€) (=)o (x =) = 5= ) 0 0))

90,
=gradp (x —0) — (x =€) o (x = 0),

in which grad¢(x — 0) is the gradient field of the function ¢ (x — ). Therefore
grado (x — 0) = (x — 0) ¢ (x — 0) and the gradient field can be expressed as

gradg (x —0) —(x =) ¢ (x—0) = (- 0) ¢ (x = 0).

Applying the divergence theorem we have equality

[vee-nom-na= [ c-noe-0- ()
C

Sp—1
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in which n(x) = ﬁ is the unit normal field to sphere SP~1. Now it is possible to
have an interesting geometrical interpretation as described on Figure 2. The angle
between the vector £ — 8 and the unit normal vector, for any £ in the interior of the

ball and any vector 6 in the border SP~!, is bigger than 90°, so the inner product
of these vectors is always negative that is, (£ —0) - (L) < 0. So

[

ICRHCEDY /p(lx) /<£0>¢<x9>-<nzn)ds b (x— €)dx| <0

and hence T estimator dominates mean estimator §.

n(6

)
O
oc— s N

Figure 2 - The angle between n(f) and £ — 6.

2.1 Some new results

Comparison between Bayes estimator T and the usual estimator § (X) = X is
not really fair, because 0 estimator does not consider that the mean vector parameter
is bounded. A more suitable estimator to compare is the maximum likelihood
estimator in relation to parametric restriction.

X
mo—, X[l =m
S (x) = { Il
X7

Ix|| < m.

A Hartigan-kind integral formula for the difference between the risks of these
estimators would be excessively complex. However, an interesting observation is
that the comparison can be obtained through the analysis of unidimensional case
developed by Gatsonis et al. (1987). They also considered an uniform priori in the
interval [—m,m], getting the Bayes estimator

I™ 06 (x— 0) do
Om (2) = ™ o(x—0)do
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0 dominates the usual § estimator, and dominates the maximum likelihood unit
estimator 62/% for 6 in an interval close to [—3m, 2m].

To use the unidimensional result consider the case in which the parametric
restriction defines a hypercube centered at origin, i.e. 8 = (61, ...,6,) with |6;] <m
i = 1,...,p. Observe that for practical applications this restriction can be more
natural than ||| < m. In this case, Bayes estimator T has components in the form

Jo:o(c—0)d0 [0 11 6 (x; — ;)0
Ly FTrer T
o ({JH ¢ (x; — 0;)do
finm 0:¢ (x; — 6;)db; f:nm f:nm li @ (ij - gj)de
B 7 6 (zi — 0;)db; me~-~f1nmlj¢($j —0;)do

7 0i¢ (x; — 6;)db;
= m = Om (371) .

S, b (x — 6;)db;

Then follows that Hartigan estimator for the hypercube is expressed in terms
of the unidimensional estimator obtained by Gatsonis et al. (1987) as T'(x) =
(0m (X1),...,0m (Xp)). this estimator will be denoted by d,,(x). In this case the
difference is

Re ()~ Roye (6) = B [IT() — €] - B [|o2% ) — €]

= Y B[m - &f] - B [0 ) - &
_ iE [\(5m($i) _fiﬂ - E “6%%:&) —fiﬂ :

By the result of Galtonis et al. (1987) for f%m <z < %m, we have R (§) —

Rsne (§) < 0 and therefore T dominates ML The case where the restriction is a
sphere will be studied through computational simulation.

2.2 A study through computational simulation

Aiming to relate Hartigan’s result (2004) with the estimators studied in Casella
and Strawderman (1981) e Gatsonis et al (1987) a computational simulation in
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dimension 2 was performed. In these papers, the estimators

ML
O™ s

Maximum likelihood restricted estimator
g'(z)
5m x)=2x —|— s g ) =
@)=+ o
69 (z) = m tanh(maz)

d(m—z)+P(m+z)—1

® is the distribution function of the standard normal and the mean limited in
interval (—m,m).

The results was:

° 521 is minimax for 0 < m < mg ~ 1,056742 and dominates 5%1’ for m < 1.

e J,, dominates usual mean estimator, e.g, it has risk smaller than 1.
e §,, dominates 62

in the approximated interval (—%m 3

,gm)-

20

15
3

Risk
10

05

on

Figure 3 - Estimator risk for dimension 1 and m=1

For a multivariate normal mean case with the vector mean limited to a sphere
in R? with radius m these results can be generalized:
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Figure 4 - Estimator risk for dimension 1 and m=2

e Hartigan T estimator generalizes estimator ¢,,.

e Estimator 00, will be generalized in the form

69 (x) = (mtanh(mzy), ..., mtanh(maz,)) .

e 0, can be also generalized as §,,(x) = (0, (1), .., O (Tp))-

Observe that estimators 62, (x) and 6,,(x) are in fact generating estimatives on
a p-dimensional m sided hypercube,{(z1,...,xp) € R?, —m <z; <m, i = 1,...,p.
However these estimatives more concentrated in the m radius sphere inside the
hipercube. Therefore it makes sense to compare &9, (x) and d,,(x) with the
estimators 627 and T which generate only estimatives in the sphere. Since there
isn’t an explicit formula for the risks of these estimators the comparation were
obtained through simulation.

Simulation was carried out at is software R environment. A reticulate was
built in the sphere for values 8 = (61, 605). For each value of 6 a sample of the two
dimensional normal Ny (6,1) ) is generated. Then, it is obtained a discret version
of the risk graphics. For the analisy, bidimensional sections of these graphics in the
trdimensional space were plotted Figuras (6, 7 and 8).
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risk for dimension 2 and m= 2.
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Figure 7 - Estimator risk for dimension 2 and m= 3.

Through graphic analysis we obtain:
e Unidimensional minimax estimator 42, when generalized to dimension 2
completely loses its relative advantages to other estimators.

e Hartigan estimator T(x), dominates d,,((x)) for the sphere of radius m = 3.
For radius 2 and 1 and 6 close to the border of the sphere an inversion happens
with d,,(x) dominating T(x).

e Hartigan estimator T(x) dominates the maximum likelihood estimator

SML(x) except when 6 is close to the sphere’s border. This fact was intuitively
expected since, 6% (x) tends to produce estimates on the border.

3 Conclusion
The mathematical theory of Hartigan’s estimator is accessible and for the

sphere has a geometrycal meaning. The properties of unidimensional estimators for
the bounded mean changes when generalized to the two dimensional space.
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APENDICE C - Simulacao Computacional para o Artigo 1

Simulagdo para normais tridimensionais com o objetivo de comparar o EQM
do estimador média amostral com o estimador de James-Stein modificado
ml: média 1

m2: média 2

m3: média 3

s21: variéncia 1

s22: variancia 2

s23: variédncia 3

ss: tamanho da amostra

H H= H= H= H= H= H= H

inicio=Sys.time ()

NormMult3 <- function(ml,m2,m3,S3521,S822,523,ss) {

X = as.vector(1:9)

x[1] <= rnorm(l,ml,sqgrt(S21/ss)) # First component mean
x[2] <= rnorm(l,m2,sqgrt (S22/ss)) # Second component mean
x[3] <= rnorm(l,m3,sqgrt (S23/ss)) # Third component mean

x[4] <— x[1]172+x[2]72+x[3]172 # The squared norm of the vector of means
x[5] <= (1-S21/ss/(x[4]1))*x[1] # Shrinks the first component

x[6] <= (1-S22/ss/(x[4]1))*x[2] # Shrinks the second component

x[7] <= (1-S23/ss/(x[4]1))*x[3] # Shrinks the third component

x[8] <= (x[1]-ml)"2+(x[2]-m2) "2+ (x[3]-m3) "2

x[9] <= (x[5]-ml) "2+ (x[6]-m2) "2+ (x[7]-m3) "2

X

list (egmx = x[8], egmshr = x[9])
}

521 <= 10

S22 <= 10

523 <= 10

ss <=1

mul = (-10:10)
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mu2 = (=10:10)

mu3 (-10:10)
NL = length(mul)xlength (mu2) xlength (mu3)
resu <— matrix (0,NL, 6)
colnames (resu) <- c("média 1", "média 2", "média 3", "EQMX", "EQMShr",
"Indicador EQMShr<EQM")
L <=0
nrep <- 100000
for (1 in l:length(mul)) {
for (j in 1l:length (mu2)) {
for (k in l:length (mu3)) {
L <L +1
resul[L,1l] <-— mul[i]
resulL,2] <- mu2[j]
resul[L, 3] <- mu3l[k]
for (z in l:nrep) {
res <- NormMult3(mul[i],mu2[j],mu3[k],S21,522,S523,ss)
resul[L,4] <- resu[L,4] + res$Seqmx/nrep
resu[L,5] <- resulL,5] + res$egmshr/nrep
}

if (resul[L,5]< resul[L,4]) resul[L,6] <=1

}
sum(resul, 6]) /NLx100
min(resul,4])

mean (resul,4])

max (resul,4])
min(resul,5])

mean (resul, 5])

max (resul,5])



APENDICE D - Simulacio Computacional para o artigo 1- Transformacio de Mahalanobis

# Simulagdo para normais tridimensionais com o objetivo de
# comparar o EQM do estimador obtido com a transformacédo
# de Mahalanobis com o estimador média amostral

# p: valor atribuido para a correlagdo entre pares de variaveis

# Funcdo que calcula poténcia de matrizes
PotMat <- function (alpha, A)
{

av <- eigen (A)

kern <- av$values”alpha

res <- av$vectors%$*%diag(kern) $x%t (avSvectors)

return (res)

# Gerar a matriz sigma = M
p <-0.5

rho <- matrix( c(l,p,p,e,1,0,2,P,1), 3,3)

521 <= 10
S22 <= 10
523 <= 10

V <- matrix(c(s21,0,0,0,822,0,0,0,5823),3,3)
Vroot <- PotMat (1/2,V)
M <- Vroot%*%rho%*%Vroot

inM <- solve (M)

# Funcdo para comparar o EQM dos estimadores
NormMult3 <- function(ml,m2,m3,S521,S522,523,ss) {
X = as.vector(1l:9)
x[1] <= rnorm(l,ml,sqgrt(S21/ss))

x[2] <= rnorm(l,m2,sqgrt (S22/ss))
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x[3] <= rnorm(l,m3,sqgrt (S23/ss))

x[8] <= (x[1]-ml) "2+ (x[2]-m2) "2+ (x[3]-m3)"2

x[9] <= (x[5]-ml) "2+ (x[6]-m2) "2+ (x[7]-m3) "2

list (egmx = x[8], egmshr = x[9])

ss <—= 1

mul = ml = (-10:10)
muz = mz2 = (-10:10)
mu3 = m3 = (-10:10)

NL = length (mul)*length (mu2)xlength (mu3)
resu <— matrix (0,NL, 6)
colnames (resu) <- c("média 1", "média 2", "média
3", "EQMX", "EQMShr", "Indicador EQMShr<EQM")
L <=0
nrep <- 100000
for (1 in 1l:length (mul)) {
for (j in l:length (mu2)) {
for (k in l:length (mu3)) {
L <-L + 1
resul[L,1l] <— mull[i]
resul[L,2] <- mu2[j]
resul[L, 3] <- mu3[k]
for (z in 1l:nrep) {
res <- NormMult3(mul[i],mu2[]j],mu3[k],S21,S822,S823,ss)

resulL,4] <- resul[L,4] + resSegmx/nrep
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resu([L,5] <- resulL,5] + res$egmshr/nrep

}

if (resu[L,5]< resul[L,4]) resullL,6] <=1

sum(resul[, 6])/NLx100
min(resul,4])

mean (resul,4])

max (resul,4])
min(resul,5])

mean (resul, 5])

max (resul,5])



