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RESUMO

Experimentos de mistura sdo essenciais em muitos campos, incluindo industrias quimicas, far-
macéuticas e de produtos de consumo como o café. Basicamente, um experimento de mistura
combina componentes em varias propor¢des e observa os valores de uma ou mais respostas para
cada mistura por meio de modelos estatisticos. O modelo linear de Scheffé e o modelo de Kro-
necker sdo duas formas de modelos de primeira e segunda ordem, respectivamente, comumentes
usados para analisar dados de experimentos de misturas. Uma ferramenta para visualizar o com-
portamento dos dados ajustados pelo modelo adotado sdo os graficos trace-plot, que permitem
estudar os perfis médios dos componentes, de tal forma que, partindo-se do pressuposto de uma
mistura de referéncia e realizando pequenos incrementos em um dos componentes sobre os ei-
xos direcionais de Cox, identifica-se o efeito produzido na mudanga das propor¢des dos demais
componentes e no valor predito obtido pelo modelo. Ao utilizarmos os modelos supracitados, o
efeito de cada componente € interpretado por meio dos tracos lineares ou quadraticos, descritos
pelos ajuste dos modelos polinomiais. Entretanto, em experimentos que envolvem por exemplo
blends de cafés, fatores externos tais como a altitude, tipo de processamento e grau de torre-
facdo, podem influenciar diretamente a relacao funcional dos dados com a varidvel resposta,
causando oscilagdes aleatdrias e justificando a utilizagdo de modelos mais acurados. Seguindo
esta motivacao, este trabalho tem como objetivo apresentar uma nova familia de parametriza-
coes do modelo linear de Scheffé, com a especificacdo de um pardmetro capaz de perturbar os
efeitos direcionais, a qual denominamos Modelo de Hermite. Esse modelo foi construido por
meio de polindmios ortogonais de Hermite, onde aplicou-se a fun¢do da restricao da soma uni-
tdria em combinagdes de diferentes mondmios do produtério de polindmio de Hermite. Neste
estudo propomos um aprimoramento do procedimento utilizado na construcao do gréfico trace-
plot, com polindmios de Hermite, no estudo de caso de avaliac@o sensorial de blends de cafés.
Também € apresentado duas propostas de correcdo na matriz de delineamento do modelo de
Hermite com o intuito de conservar o modelo linear de Scheffé sem perder as informagdes
adicionais presentes no modelo de Hermite.

Palavras-chave: Blends de cafés. Modelo de Hermite. Modelo de Scheffé. Efeitos direcionais.
Trace plot.



ABSTRACT

Mixing experiments are essential in many fields, including chemical, pharmaceutical and con-
sumer product industries such as coffee. Basically, a mixture experiment combines components
in various proportions and observes the amounts of one or more responses for each mixture
through statistical models.The linear Scheffé model and the Kronecker model are two forms of
first-and second-order models, respectively, commonly used to analyze data from experiments
of mixtures. A tool to visualize the behavior of the data adjusted by the adopted model are the
trace-plot graphs, which allow the study of the average profiles of the components, in such a
way that, starting from the budget of a reference mixture and making small increments in one of
the components on the Cox directed axes, the effect produced by changing the proportions of the
other components and the predicted value obtained by the model is identified. When using the
aforementioned models, the effect of each component is interpreted through linear or quadratic
traces, represented by the adjustment of the polynomial models. However, in experiments invol-
ving coffee blends, for example, external factors such as altitude, type of processing and degree
of roasting, can directly influence the functional relationship of the data with the response va-
riable, causing random oscillations and justifying the use of more accurate models. accurate.
Following this motivation, this work aims to present a new family of parameterizations of the
Scheffé linear model, with the specification of a parameter capable of perturbing the directed
effects, which we call the Hermite Model. This model was built using orthogonal Hermite
polynomials, where the unitary sum constraint function was applied in combination of different
monomials of the Hermite polynomial product. In this study, we propose an improvement of
the procedure used in the construction of the trace-plot graph, with Hermite polynomials, in the
case study of sensory evaluation of coffee blends. Two correction proposals are also presented
in the design matrix of the Hermite model in order to preserve the linear Scheffé model without
losing the additional information present in the Hermite model.

Keywords: Coffee Blends. Hermite Model. Hermite Correction. Scheffé Model. Directional
Effects. Trace Plot.
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1 INTRODUCAO

O café se sobressai como uma das commodities mais negociadas em todo o mundo.
Essa planta pertence a familia Rubidcea e ao género Coffea. Com um total de 103 espécies
identificadas, somente o Coffea Arabica Lineu e o Coffea Canephora Pierre tém relevancia
significativa na produg¢do mundial (FERRAO et al., 2019).

Diante da disputa acirrada no mercado e consumidores cada vez mais exigentes, indus-
trias alimenticias como a de café passaram a investir em estratégias que possibilitam melhorar
a qualidade e o valor de seus produtos. Dentre essas estratégias, cita-se a criagdo de blend. Um
blend consiste na mistura de dois ou mais tipos de cafés que podem ser da mesma espécie ou
de diferentes espécies, podendo vir a ser de diferentes regides e safras (FERNANDES et al.,
2003).

Uma alternativa que vem ganhando alta apreciag@o sdo os blends de Ardbica e Conillon
(variedade da espécie C. Canephora). Como o café Ardbica possui maior qualidade e o Conillon
menor custo, os blends destas matérias primas detétm uma alta competitividade no mercado,
ganha espacos e chama atenciio dos principais segmentos de cafés no mundo (FERRAO et al.,
2019).

Em andlises de blends de café, em que as matérias primas (componentes da mistura)
sdo explicitas em forma de proporg¢des e a variacdo de uma componente ndo pode ser realizada
sem que haja uma alterac@o dos contetidos das outras, a técnica estatistica mais apropriada é o
planejamento de experimentos com misturas (VILLAFRANCA, 1999).

Por se tratar de propor¢des, as componentes de uma mistura ndo podem assumir valores
negativos e as somas das propor¢des devem resultar em 1, isto é, 100% da mistura (CIRILLO,
2015). Com essas restrigdes, os delineamentos de misturas sdo construidos sobre a regido ex-
perimental simplex. Cada ponto experimental contido no delineamento simplex forma uma
mistura.

Para analisar os pontos experimentais, € necessario um modelo estatistico. Os primeiros
modelos foram construidos na década de 50, em que os polindmios candnicos de Scheffé, pu-
blicados em 1958, sdo o marco para o desenvolvimento de toda a teoria de mistura (BROWN et
al., 2015).

Por serem os modelos base sobre os quais a teoria de experimentos de misturas foi toda

desenvolvida, muitos pesquisadores se dedicaram a constru¢do de novas extensdes e parame-
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trizacOes dos polindmios de Scheffé. Dentre varios trabalhos, podemos citar o de Draper e
Pukelsheim (1998) que apresentaram uma reparametrizacdo quadratica do modelo de Scheffé
denominada de modelo de Kronecker, um dos mais famosos modelos de anélise de dados para
delineamentos mistura.

Ao trabalhar com dados de propor¢des, € interessante analisar como as componentes das
misturas se comportam e como o valor predito obtido pelo modelo reage a pequenas mudan-
cas nas propor¢coes de um dos componentes. Tais mudancgas sdo realizadas ao longo de eixos
direcionais, dentro os quais se destacam os eixos direcionais de Cox, partindo-se de uma mis-
tura de referéncia. Por exemplo, ao ajustar modelos como o linear de Scheffé ou o quadratico
de Kronecker, podemos interpretar a relacao funcional entre os dados e a varidvel resposta ao
longo desses eixos direcionais de Cox usando tragos lineares ou quadraticos, respectivamente
(VINING; CORNELL; MYERS, 1993).

Muitos experimentos de mistura sao afetados por fatores externos como em experimen-
tos que envolvem blends de cafés, fatores externos tais como a altitude, tipo de processamento
e grau de torrefagdo, podem influenciar diretamente a relacdo funcional dos dados com a va-
ridvel resposta, causando oscilacdes aleatdrias e exigindo a utilizagdo de modelos sofisticados
(KLEINWACHTER; SELMAR, 2010; BOREM et al., 2019; TELES; BEHRENS, 2020; CI-
RILLO et al.,2017).

Frente ao exposto, este trabalho tem por objetivo principal propor uma familia de pa-
rametrizacoes no modelo de Scheffé, através de modelos polinomiais de Hermite, capazes de
controlar o comportamento estaciondrio em torno de uma média dos modelos tradicionais de
Scheffé. Além disso, os objetivos especificos sao:

a) aperfeicoar a abordagem utilizada na construcio do grifico trace-plot no estudo dos efei-

tos direcionais de Cox;

b) apresentar uma abordagem metodoldgica inovadora para a andlise de experimentos que
envolvam blends de cafés.

A disposi¢do do trabalho € dada em formato de artigo, sendo constituido por duas par-
tes. A primeira parte € estruturada mediante uma introdugdo, a explicitacdo dos objetivos da
pesquisa e uma revisdo tedrica. Por outro lado, a segunda secdo engloba a apresentacdo de dois
artigos, cada qual abordando aspectos especificos correlatos ao tema central de experimentos
de misturas.

No primeiro artigo, denominado "Proposi¢do de uma familia de parametriza¢do no mo-

delo de Scheffé aplicado em delineamento de mistura, com inclusdo de um parametro per-
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turbador nos efeitos direcionais de Cox", apresentamos uma abordagem inovadora na criacao
de modelos de mistura como alternativa aos polindmios canonicos de Scheffé de primeira or-
dem. O termo de perturbagado foi construido através do produtério dos polindmios ortogonais
de Hermite de segundo grau, aplicados as propor¢des de cada componente da mistura. A imple-
mentacio desses modelos foi analisada de forma gréifica, expondo o efeito direcional de cada
componente da mistura ao longo dos eixos direcionais de Cox.

No artigo dois, intitulado "Proposta de uma correcdo de Hermite em modelos de mistura:
uma abordagem comparativa ao modelo de Scheffé no estudo de caso de avalia¢do sensorial de
blends de cafés.", apresentamos uma melhoria no método empregado na criagdo do gréfico
trace-plot com polinémios de Hermite, no estudo de caso de avaliacao sensorial de blends de
cafés. Adicionalmente, incorporamos a implementacao de um método de corre¢do na matriz de
delineamento, com o propdsito de preservar o modelo linear de Scheffé, sem perder as informa-

¢oes adicionais presentes no modelo de Hermite.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Para a abrangéncia integral deste estudo, faz-se necessdrio empreender uma revisao bi-
bliografica sobre experimentos de misturas.

A principal referéncia em experimentos de mistura, Cornell (2002), estabelece que, em
problemas de mistura, geralmente se considera que a resposta medida depende exclusivamente
das proporcdes dos componentes presentes na mistura e nao da quantidade total da mistura. Em
outras palavras, as caracteristicas do produto resultante de uma mistura dependem apenas da
natureza de seus ingredientes e das propor¢des relativas entre eles, e ndo da quantidade total da
mistura.

Cornell (2002) também observa que hd casos em que essa defini¢ao precisa ser ampliada,
pois a resposta pode ser afetada pela quantidade total da mistura. No entanto, ao longo desta
tese, consideraremos apenas o caso geral.

Nesse cendrio, os pontos experimentais sdo representados por dados composicionais,
em que cada fator corresponde a um componente da mistura, e os fatores experimentais re-
presentam valores proporcionais da mistura, ao invés de quantidades ndo restringidas. Deste
modo, a0 assumirmos uma mistura com g componentes, em que x; representa a proporcao do i-
ésimo componente, € necessdrio impor as seguintes restricoes de propor¢des sobre as varidveis
independentes.

0<x; <1 e Y xi=1 2.1)

No caso extremo em que uma das proporcoes € igual a 1 e as demais sdo obrigatoria-
mente iguais a zero, a mistura € composta por apenas um componente; neste caso, a mistura é
chamada de pura.

Para uma compreensdo mais aprofundada deste estudo, os proximos tépicos relevantes

estdo organizados em se¢des e subsecdes.

2.1 Delineamentos em experimentos de mistura

Geometricamente, todas as possiveis misturas de um experimento com ¢ componentes

q
estao contidas no espaco gerado pela restri¢do in = 1. Este espago assume a forma de um
i=1
simplex regular de dimensao g — 1.

19



2.1.1 Simplex

O conceito de simplex é comumente usado na topologia algébrica para generalizar a
constru¢do de um tridngulo para qualquer nimero de dimensoes.
Formalmente, sejam ag, ay, ..., a; pontos de R”, o hiperplano estendido por estes pontos

consiste em toda combinagdo linear p = Agag+ A1a; + . .. + Axa; em que A; é um nimero real e

k
Z Aia; = 1 (ARMSTRONG, 1983). Lima (2012), nomeia essa combinag¢do de afim e se A; > 0
g? comi=1,2,...,k, entdo p serd uma combina¢do convexa dos pontos ag, a1, .. ., di.

Nesta linha, Lima (2012), afirma que um conjunto X C R" € convexo se, € somente se,
toda combinagdo convexa de elementos de X ainda pertence a X. E o conjunto de todas as
combinag¢des convexas de um conjunto arbitrario de X C R” € um conjunto convexo que recebe
o nome de a envoltoria convexa de X e estd contido em qualquer conjunto convexo que contenha
X. Desta forma, a envoltdria convexa de X consiste no menor conjunto convexo contendo X. E
geometricamente representa a interse¢io de todos os conjuntos convexos que contem X.

Sejam ag, ai, ..., a; pontos independentes em R” com k < n, ou seja, a; —aop, ...,

ay — ap sdo vetores linearmente independentes. Por exemplo, os pontos ag = (0,0,...,0), a; =

(1,0,...,0), ..., a, = (0,0,...,1) formam um conjunto de pontos independentes em R", uma
vez que a base candnica 3 = {ej,e,...,e,} é obtida por e = a; —ap = (1,0,...,0), ep =
ay—ag=(0,1,...,0), ..., e, = a, —ap = (0,0,...,1). Como a dimensdo de R”" ¢é igual a n,

entdo R" admite no maximo n + 1 pontos independentes.

Podemos tomar também k < n pontos independentes de R”. Se tomarmos apenas n pon-
tos independentes, por exemplos ag = ey, ..., a,—1 = e, poderiamos formar com esses pontos
n— 1 vetores independentes contidos em R”, e estes n — 1 vetores formam um conjunto de ve-
tores linearmente independentes de R” de dimensdo n — 1. Este conjunto ag = e, ..., a,—1 = e,
de pontos independentes de R” é fundamental para desenvolvermos as teorias de experimentos

de mistura pois, veremos mais adiante, que tais pontos correspondem as misturas puras.

k
O conjunto S = {(agp,ay,...,a) de todas as combinag¢des convexas p = Z A;a; é 0o menor
i=0
conjunto convexo que contém os pontos independentes ag,ay,...,a;. Esse conjunto S recebe o

nome de simplex de dimensao k (ou K-simplex), ou seja, um simplex € a envoltdria convexa do
conjunto agp,ay,...,a; (LIMA, 2012).

Note que a dimensao do simplex € igual ao nimero de pontos independentes menos 1,
isto €, um simplex de dimensao zero € gerado por apenas 1 ponto independentes, de dimensao 2

por 3 pontos independentes, de dimensao 3 por 4 pontos independentes e assim sucessivamente.
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Uma representacdo geométrica destes espacos topoldgicos € apresentada no exemplo a
seguir retirado e obtido em Armstrong (1983).

EXEMPLO: A visualizacao geométrica de um simplex € possivel para no maximo em
R3. Em dimensdes simplexas 0, 1, 2 e 3 um simplex representa respectivamente um ponto, um

segmento de reta, um tridngulo e um tetraedro.

Figura 2.1 — Simplexes de dimensdes 0, 1, 2 e 3.

0-simplex = ponto ag

1-simplex = segmento de reta

ag aj

2-simplex = tridngulo =

~
ay)

3-simplex = tretraedro

Fonte: Armstrong (1983).

A seguir apresentaremos os principais elementos de um simplex segundo Lima (2012).

Dado um simplex S = (ag,ay,...,a), os pontos independentes ag, ai, ... € aj cons-
k k
tituem os vértices do simplex S. Se p = Z?Lai eScomAg>0,...,Ax >0e Z?Li =1, os
i=0 i=0

nimeros A; recebem o nome de coordenadas baricéntricas do ponto p. E se todas as coordena-
das baricéntricas do ponto p sdo positivas, diz-se que p é um ponto interior de S. O conjunto
dos pontos interiores de S € convexo e constitui o que se chama um simplex aberto. Os pontos
de S que ndo sdo interiores,ou seja, que possuem alguma coordenada baricéntrica nula, formam
o bordo de S.

Fixado um subconjunto {io,ii,...,i -}, com r < k, o simplex (a;,,a;,,...,a;,) ¢ chamado

face de S. Particularmente, cada vértice de S € uma face (de dimensao zero).
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Dado um conjunto convexo arbitrdrio C C R", diz-se que p € C é um ponto extremo de
C quando p ndo pertence a segmento de reta aberto algum contido em C. Os pontos extremos
do simplex S = (ap,ay,...,ax) sdo os seus vértices ag,ay,...,a.

Pela figura 2.1 € facil perceber que os vértices do 3-simplex sdo os pontos aj,as,as

e aq. O bordo € formado pela unido dos segmentos de retas apa, apaz, apas, aiaz, ayas €
aaz. E o 3-simplex admite faces de dimensdo 0, 1 e 2. Sendo as faces de dimensdo O os
vértices e as de dimensdo 1 cada segmentos de reta do bordo. Ja as faces de dimensdo 2 sdo
S1 = <a0,a1,a2>, S2 = (ao,al,a3>, S3 = (ao,az,a3> € S4 = (al,az,a3> que geometricamente
representam triangulos.

Note que para cada mistura X = (x,x2,...,%,) podemos escrever X como:

q
X =(x1,0,....x) =x1(1,...,0) +...+x4(0,....1) = ) xia (2.2)
i=1
sendo a; = (1,0,...,0),...,a, = (0,0,...,1).

Pela equacdo 2.2 € fécil perceber que as restri¢cdes das propor¢des sao andlogas as res-
tricdes das coordenadas baricéntricas A; de um ponto p = Zq: Aia; pertencente a um simplex
S = <a1,...,aq>, basta tomarmos A; = x; € p = X. Ademali; tomando por exemplo, x; = 1
e as demais proporc¢des iguais a zero teremos o ponto p = Zq:xl-ai =a; = (1,0,...,0). Desta
forma, cada ponto @; passa a indicar uma mistura pura, folr?rllada apenas pelo componente i.
Consequentemente, as misturas puras representam geometricamente os vértices de um simplex
S= <a1 =(1,0,...,0),...,a,= (0,0,...,1)>.

Devido a essa associac@o entre o espaco simplex e os pontos experimentais de mistura,
os planejamentos usados para ajustar modelos de misturas sdo os delineamentos simplex. E
como o espago geométrico € um simplex, todos os pontos de um delineamento de uma mistura
com g componentes devem estar nos vértices, bordas ou faces, ou no interior do simplex regular
de dimensdo g — 1.

Vale ressaltar que a regido experimental de um delineamento simplex € mais restrita que
a regido gerada por um delineamento fatorial. Por exemplo, no caso de um experimento fatorial
com 2 fatores a regido experimental € limitada em um quadrado. Devido a restri¢do x; +x; = 1
de uma experimento de mistura a regido experimental passa a ser apenas a reta x, = —x; + 1
(1-simplex) contida no quadrado.

Analogamente, para ¢ = 3 componentes, tem-se a restricdo x| +xp +x3 = 1, que dentro

de um cubo, representa um tridngulo equilatero (2-simplex). A visualiza¢do geométrica é pos-
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sivel para experimentos de no maximo g = 4 componentes, cuja regido experimental € limitada
em um tetraedro (3-simplex). E estes resultados sdo compativeis ao discutido no exemplo da
secdo anterior.

Os principais delineamentos utilizados em experimentos de misturas sdo: o delinea-
mento latice-simplex, delineamento centréide simplex e o delineamento extremo vértice que

iremos aborda-los de forma detalhada nas préximas secdes.

2.1.2 Delineamento latice-simplex

Propostos por Scheffé (1958), os delineamentos latice-simplex s@o os primeiros tipos de
delineamentos introduzidos na literatura para experimentos de misturas. Um l4tice-simplex é
um arranjo ordenado de pontos uniformemente espagados em um simplex (CORNELL, 2002).

Um delineamento ldtice simplex {g,m} consiste em um delineamento de ¢ componentes
com pontos que sdo igualmente espacados, cuja a proporcao do i-€simo componente assume um

dos valores:

L (2.3)

I

1
xi:()v_a
m

Os pontos experimentais do delineamento latice-simplex {g,m} consiste em todas as

possiveis combinacdes de misturas formadas por estas m + 1 propor¢des. E o nimero total de

pontos pode ser determinado pela férmula:

m-+q—1 —1)!
ER M. 2.4)
m m!(g—1)!
Por exemplo, se tivermos uma mistura composta por 3 componentes e desejarmos ajustar
24+3-1

um polindmio de grau 2, isto €, ¢ = 3 e m = 2, teriamos x; =0, %, % =0, %, le =6
2

Resultando em um delineamento com P = 6 pontos experimentais suja a matriz do delineamento

¢é dada por:

(e —_
(e
S - O O

(TR ST
O NI= =

=

A Figura 2.2 ilustra o latice-simplex {3,2}.
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Figura 2.2 — Planejamento latice-simplex 3, 2 para os componentes X1, X> e X3.

(1,0,0)
Xi

(1/2, 1/2, 0) (1/2,0,1/3)

*
X2 X3

(0,1,0) (0, 1/2, 1/2) (0,0,1)

Fonte: Os autores (2023).

2.1.3 Delineamento centréide simplex

No delineamento simplex-centréide, introduzido por Scheffé (1963), o arranjo de pontos
¢ constituido apenas pelas misturas dos componentes que estdo presentes em proporcdes iguais.

Esses pontos sao:

a) g permutagdes de (1,0,0,...,0) que formam as misturas puras;
q . 11 . o
b) permutacgdes de IR ,0 | que correspondem as misturas bindrias;
2
q . 111 ) L
c) permutacoes de 3330 ,0 ] que correspondem as misturas terndrias;
. . . - . 11 1
d) e assim por diante, além do ponto central (centréide geral) especificado por: | —, —,..., = |.
q 4 q

O arranjo de pontos de uma mistura com g componentes consiste em um delineamento
centréide simplex com 29 — 1 pontos distintos.
Para efeito de ilustracdo, geramos um delineamento centréide simplex para ¢ = 3 com-

ponentes. Os pontos experimentais sdo formados por: 3 permutagdes de (1,0,0) que formam
3 3!

as misturas puras; =
P 211!

11
= 3 permutagdes de (E’ X ()) que correspondem as misturas

111
bindrias; tréide | =, =, |.
1narias; € O centroi C<3 3 3)
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A matriz de delineamento € constituida por 7 pontos:

00 1
010
1 00
1 1
0 7 3
1 1
7 2 0
1 1
2 0 5
1011
3 3 3

Todas essas 7 possiveis misturas estdo representadas na Figura 2.3.

Figura 2.3 — Planejamento centréide simplex para os componentes X1, X> € X3.

(1,0,0)
X1

(1/2, 1/2, 0) (1/2,0,1/2)

]
(1/3, 1/3, 1/3)

&
X2 X3

(0,1, 0) (0, 1/2, 1/2) (0, 0,1)

Fonte: Os autores (2023).

2.1.4 Pontos Axiais

Delineamentos axiais consistem principalmente de misturas completas ou g-componentes
combinadas em que mais pontos sdo posicionados no interior do simplex (CORNELL, 2002).
Essa adi¢do de pontos no interior do simplex se faz necessaria quando o interesse do pesquisa-
dor € fazer predi¢cdes sobre as propriedades da mistura completa.

Nos delineamentos simplex apresentados anteriormente, a maioria dos pontos experi-
mentais estdo localizados nas bordas ou fronteiras do simplex, desta forma, tais delineamentos
ndo permitem uma andlise completa da mistura. Neste caso, Cornell (2002) sugere o uso de
delineamentos axiais que permitem que mais pontos sejam distribuidos internamente através do

uso de eixos axiais.

25



Cornell (2002) define o eixo do componente i como a linha imagindria que une o ponto
base x; =0, x; = qu para todo j # i até o vértice oposto onde x; = 1, x; = 0, para todo j # i.
O comprimento do eixo € definido no sistema de coordenadas simplex como uma unidade. Os
pontos axiais sdo posicionados apenas nos €ixos componentes.

A forma mais simples de delineamento axial é aquela cuja os pontos estdo posicionados
equidistantes do centréide <é, Cl], ceey é) em direcdo a cada um dos vértices. A distancia para
o centréide, medida nas unidades de x; é denotada por A e seu valor méaximo é (¢ —1)/(q). A
Figura 2.4 mostra os eixos dos componentes 1,2 e 3 em um sistema de trés componentes com

0s pontos axiais posicionados equidistantes do centrdide.

Figura 2.4 — Eixos axiais para os componentes xj, Xo € X3.

x1=1

Eixo Axial X1

Eixo Axial X2

Eixo Axial X3

—b
X2 =1 X1=0 x3=1

Fonte: Os autores (2023).

Recomenda-se que os pontos axiais estejam localizados no meio da reta entre o ponto
centréide e o vértice x; = 1, e assim, terfamos A = (¢ — 1)/2q. Diante dessa situaco, os pontos

axiais podem ser definidos em func¢do do nimero de componentes g por:

qg+1 1 1 I g+1 1 1 1 q+1 2.5)
zq 72q7"‘72q 7 2q7 Zq 7"'72q ) ) 2q72q7"'7 2q N M

Exemplificando para ¢ = 3 temos trés pontos axiais a serem incluidos nos delineamentos

simplex-lattice {3,2} e centréide simplex.

2Ly (L 271) (112
36'6)\636)\663)

As figuras 2.5 e 2.6 ilustram as novas regides experimentais dos delineamentos simplex-

lattice {3,2} e centréide simplex com a adi¢do dos pontos axiais.
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Figura 2.5 — Planejamentos de um simplex-lattice {3, 2} para os componentes x1, x> € X3 com
0s eixos axiais.

(1,0, 0)
X1

[ ]
(2/3, 1/6, 1/6)

(1/2, 1/2,0) (1/2, 0, 1/2)

® [ ]
(1/6, 2/3, 1/6) (18, 1/8, 2/3)
&
X2 X3
(0, 1,0) (0, 1/2, 1/2) (0,0,1)

Fonte: Os autores (2023).

Figura 2.6 — Planejamentos de um centréide simplex para os componentes xj, X € X3 com 0S
eixos axiais.

(1,0, 0)
X1

L ]
(2/3, /8, 1/6)

(1/2,1/2,0) (1/2,0,1/2)

L ]
(1/3, 1/3, 1/3)

[ ] L]
(1/6, 2/3, 1/6) (1/6, 1/6, 2/3)

-
(0, 1,0) (0, 1/2, 1/2) (0,0,1)

Fonte: Os autores (2023).

2.1.5 Delineamento extremo vértice

Nos delineamentos estudados anteriormente sdo impostas apenas as duas restricdoes usu-
q
ais aos componentes, 0 < x; <1 e in = 1. Entretanto, muito problemas praticos podem
exigir que pelo menos uma quantidacllzlml’nima de determinado componente esteja presente na
mistura, ou entdo, que um componente nao exceda um limite maximo.
Para atender essas exigéncias, sdo adicionados limites inferiores ou superiores nas pro-

por¢des dos componentes da forma L; < x; < U; sendo L; o limite inferior e U; o limite superior

para a propor¢do do componente i.
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Os limites foram introduzidos pela primeira vez por McLean e Anderson (1966) e ga-
rantem que a regido simplex ndo seja extrapolada. Nesse caso, trabalha-se com uma sub-regiao
do simplex.

Delineamentos de mistura pelo extremo vértice com regido restrita geralmente apresen-
tam altos niveis de multicolinearidade o que pode afetar a varidncia das estimativas obtidas
no ajuste do modelo. Para reduzir estas correlacdes, Cornell (2002) recomenda transformar os
componentes originais em pseudocomponentes.

Quando duas ou mais propor¢oes sdo limitadas inferiormente aplica-se a transformacao
em L-pseudocomponentes definidos em termos dos componentes originais e seus limites infe-
riores. Considerando um experimento com g componentes e L; > 0, sendo x; a propor¢do do

componente i, a transformagao para L-pseudocomponente € feita pela equagao:

I q
= 1—Ll’ emqueL:i:ZlLi<l. (2.6)

E a transformagdo de retorno para os componentes originais € dada por:

xi=Li+x/(1-L). (2.7)

Por outro lado, se duas ou mais propor¢cdes dos componentes sdo limitadas superior-
mente, Crosier (1984) sugere a utilizagdo dos U-pseudocomponentes definidos por:
« Ui—xi

q
x; = , emquelU = ZUZ' > 1. (2.8)
U-1 i=1

E a transformacao de retorno do U-pseudocomponentes para os componentes originais

¢ dada por:

x,-:Ui—i—xf(U—l). (2.9)

Com essas transformagdes em L-pseudocomponentes ou U-pseudocomponentes, as no-
vas componentes (pseudocomponentes) passam a assumir valores entre O a 1 sobre a sub-regido.
Para entendermos a construcao das sub-regides experimentais dentro do simplex consi-
dere primeiramente um experimento de mistura formado por trés componentes em que apenas

os limites inferiores sdo impostos as componentes, isto €,

Ly <x Ly <x Ly < x3.
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A regido que satisfaz as restri¢Oes apresentadas acima € apresentado na Figura 2.7.

Figura 2.7 — Sub-regido do simplex original redefinido como um L-pseudocomponente para as
componentes X, X € X3.

xX1=1

X2=1 X'3=1

X2=1 ' 7' X3=1
Fonte: Os autores (2023).

Note que o formato da sub-regido experimental € um tridngulo inscrito dentro do tri-
angulo original. Portanto, a inclusdo de limites inferiores nesta mistura ndo altera a forma do
espaco.

De modo geral, se apenas limites inferiores sdo impostos as propor¢des dos componen-
tes da mistura, a regido experimental continua sendo um simplex, entretanto, menor e inscrito
no interior do simplex original. Ademais, se em todas as componentes forem impostos os mes-
mos limites inferiores (L1 =L, =... = L) o centréide do simplex da sub-regido coincidird com
o centroide do simplex original.

Por outro lado, se sdo especificados apenas limites superiores as propor¢des das compo-
nentes de uma mistura, a sub-regido experimental corresponderd a um simplex invertido. Este
simplex pode estar totalmente contido no interior do simplex original ou se estender além dos
limites do mesmo. No primeiro caso, a sub-regido experimental ¢ simplesmente o simplex in-
vertido gerado pela imposicao dos limites. No segundo caso, a regido experimental passa a ser
a regido de interseccdo do simplex invertido com o simplex original.

Como ilustragdo, considere um experimento de mistura formado por trés componentes

em que apenas os limites superiores sao impostos as componentes, isto €,

A duas possiveis de sub-regides experimentais sao descritas nas Figuras 2.8 e 2.9.
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Figura 2.8 — Sub-regido do simplex original redefinido como um U-pseudocomponente para
as componentes x, xp € x3 quando a regido experimental € um simplex invertido
totalmente contido dentro do simplex original.

X2=1 ‘ 7 X3=1
Fonte: Os autores (2023).
Figura 2.9 — Sub-regido do simplex original redefinido como um U-pseudocomponente para as

componentes x1, x> € x3 quando a regido experimental € dado dela intersec¢do do
simplex invertido com o simplex original.

X2=1 X3=1
Fonte: Os autores (2023).

A condic¢do para que a regido experimental de um experimento de mistura seja um sim-

plex invertido contido inteiramente no interior do simplex original é:

q
Y Ui—Unin <1, (2.10)
i=1

em que U,,;, € o minimo entre os ¢ limites superiores.
E por fim, se sdo especificados ambos os limites superiores e inferiores as propor¢des das

componentes de uma mistura, a sub-regido experimental corresponderd a regido de intersec¢ao
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da regido gerada pelos limites interiores com a gerada pelos limites superiores. Como a regido
gerada pelos limites inferiores sempre esta contida no interior do simplex, entdo logicamente, a
intersec¢do da regido gerada pelos limites interiores com a dos limites superiores estd contida
no interior do simplex original.

A Figura 2.10 mostra uma possivel sub-regido experimental para um experimento de

mistura formado por trés componentes impondo-se limites superiores inferiores as componente:

Ly <x1 <U Ly <x<U L3 <x3 < Us.

Figura 2.10 — Uma possivel sub-regidao do simplex original quando sdo impostas limites inferi-
ores e superiores as componentes X1, X, e X3.

X2=1 X3=1

Fonte: Os autores (2023).

Ao exemplificar as sub-regides experimentais geradas com a adi¢Oes de restrigdes nas
componentes, hd necessidade de escolha sobre os limites inferior (L;) e superior (U;) da propor-
¢ao x; de cada componente i da mistura. Cornell (2002) afirma que quando algumas ou todas as
propor¢des de componentes sao restritas colocando limites inferior e superior no x;, o0 primeiro
passo para determinar se deve usar os L-pseudocomponentes ou os U-pseudocomponentes é
verificar a consisténcia dos limites superior e inferior.

Convém ressaltar a possibilidade do pesquisador definir de forma inconsistente tais limi-
tes, no sentido de que todas as misturas ndo estejam envolvidas na regido de interesse definida
por novas coordenadas obtidas em relagdo aos limites. Portanto, é preciso checar essa consis-

téncia. Esse processo se inicia calculando-se as quantidades:

R =U;—L,. 2.11)
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q
Ry=U-—-1, emqueU=ZU,~. (2.12)
i=1

q
Rp=1—-L, emqueL:ZLi. (2.13)
i=1

Caso R; > Ry, entdo este indica um limite superior U; inconsistente, e se R; > Ry, 1ss0
indica um limite inferior L; inconsistente. Limites inconsistentes devem ser substituidos por
respectivos limites implicitos, U = L; + Ry e Lj = U; — Ry, a fim de tornar o conjunto de

restricdes consistente.

2.2 Modelos classicos de mistura

Cada ponto experimental contido no delineamento escolhido forma uma mistura que €
executada de forma sequencial e independente. Para analisar os resultados é necessario um
modelo estatistico. Os modelos mais usados em experimentos de mistura sdo os polindmios

candnios de Scheffé e o modelo de Kronecker que serdo apresentados a seguir.

2.2.1 Modelo de Scheffé

Os primeiros modelos de mistura, presente na literatura, sdo os polindmios candnicos
desenvolvidos por Scheffe (1958). Tais modelos constituem basicamente uma reparametrizacao
dos modelos de regressao usuais, de modo que, a restricao unitdria seja confundida com o
intercepto ou algum termo.

Para ajustar um modelo polinomial de regressiao aos dados de um experimento composto

por g componentes, os modelos linear e quadratico sdo respectivamente:

q
y=PBo+ Y Bixi+e (2.14)
i=1

q q q9 4
y:ﬁ0+2ﬁixi+2ﬁiixl'2+2 Zﬁ,‘jxixj-i—g (2.15)
i=1 i=1 i=1j=1,
i#]
sendo, € ~ Normal(O,Gz).
Essas equagdes ndo sdo adequadas para a descri¢do de misturas por ndo considerarem a

restricao da soma das componentes resultar em 1. Entretanto, € possivel incluir tal restricao aos

modelos de regressdo linear e quadratico.
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A inclusdo proposta por Scheffé (1958) deu origem aos famosos polindmios candnicos
q

de Scheffé. Para o modelo linear, o autor sugere que a restricao Zx,- = 1 seja imposta no efeito
i=1
do intercepto:

q
y = ﬁo+2/3ixi+8
i=1
q
= 1o+ Bixite
i=1

q q
= PoY xi+) Bxite
= =

|
MQ

(Bo+Bi)xi+

~.
—

Bixi+ €. (2.16)

Il
.MQ

N
I
—_

No caso do modelo quadrético temos que a restricao Z x;i=11implicaemx; =1— Z X
i=1 j=1,
i)

e assim, x7 = x;(1 — Z x;j). Considerando essas restri¢des no modelo quadritico obtemos:

j.: 1.7
i#]j

y = ﬁO"‘Zﬁzxz"’Zﬁux +ZZﬁz/szj+€

i=1j=1,
i#]

= ﬁ02x1+2ﬁ1xz+2ﬁ11x1 1_ ij +Z Zﬁljxlx]—l-s

i=1j=I,
t#/ i#]

q q q qa 4
= ﬁOin+Zﬁixi+Zﬁiixi_Z Y Bixixj+ Y Y Bijxixj+e
i=1 =1 i=1 i=1j=1, i=1j=1,
i#] i
q qa 4
= Y (Bo+Bi+Bi)xi+ Y. Y (Bij—Bi)xixj+¢
= ==
l i
= Zﬁ xl+Z Z Biixix; + €. (2.17)

i=1j=I,
i#j

As equagdes (2.16) e (2.17) sdo chamadas de polindmios candnicos de Scheffé de primeira e
segunda ordem, respectivamente.
As formas candnicas de Scheffé, comumente usadas para modelos de mistura sdo quatro:

linear, quadrdtica, ctibico completo e cibico especial. A tabela a seguir apresenta as equagao



geral desses quatro modelos bem como o calculo do nimero de pardmetros dos modelos para

um experimentos de mistura com g componentes, considerando-se € ~ Normal(0,62).

Tabela 2.1 — Modelos Candnicos de Scheffé com as especificagcdes do nimero de parametros do
modelo para uma mistura com g componentes.

Modelo | Equacio | n°de parmetros
q
Linear y= Z Bixi + € q
Quadrdtico y= Z Bixi + Z Z Bijxix;+ € q(g+1)/2
i=1j=
J#l
Cubico Completo y = Z Bixi + Z Z Bijxix;+ q(q* +5)/6
i=1 i=1j=1,
i#]
g9 4
Y ) i (i —xj)+
i=1j=1,
J#i
9 4 4
Y Y Y Biwrixjxicte
i=1j=1,k=1,
J#i k J
Cibico Especial y= Zﬁ,x, + Z Z Bijxixji+  q(g+1)(g+2)/6
i=1j=1,
i)
9 4 4
Z Z Z Bi jrxix jxi + €
i=1 j=1,k=1,
J#i kA

Fonte: Cornell (2002)

2.2.2 Modelo de Kronecker

O modelo de Kronecker é uma outra fun¢ao de regressdo muito utilizada para analisar
dados de experimentos com misturas (DRAPER, 1998). Tal modelo consiste em uma reparame-
trizacdo do modelo quadratico de Scheffé. Essa reparemetrizacdo pode ser obtida substituindo

os termos lineares x; do modelo de Scheffé pelo produto de x; pela restri¢io unitdria.

x,zlxi— x,—x + Zx,xj
j=1,

J#i

] M-Q

Aplicando essa substituicao nos termos lineares, obtemos:
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A(Y

i=1

q
ﬁlx Z

MQ HM

qg (4
x,-x.,- + Z Z ﬁijxl-x'ﬁ—s
i=1j=1,
J#i

MQ

1

Il
_

i

Lj
J

q
= ZﬁixinFZ (Bi+ Bij)xixj+ €
i=1 i=1j
j

=k

=
‘;Ai

= Zﬁ,x —1—2 Bl]x,xj+8
i=1j=1,

J#i
E portanto o modelo de Knonecker para g termos é um modelo com apenas termos

quadréticos definido por:

y= Zﬁ,x —I—Z Z Biixixj + €. (2.18)
i=1j=1,
A

sendo € ~ Normal(0,62).

2.2.3 Modelo multiplo Scheffé

Em algumas situacdes praticas, os componentes das misturas podem ser compostos por
outros subcomponentes. Esses tipos de experimentos sdo conhecidos como experimentos de
mistura de componentes categorizadas (CORNELL; RAMSEY, 1998) ou ainda experimentos
de mistura de misturas (M°M) (PIEPEL, 1999).

Cada componente da mistura é chamado de componente principal e 0os componentes
da mistura contidos nos componentes principais sao chamados de componentes secundarios
(KANG et al., 2011).

Como descrito em Kang et al. (2011), em M°M, as duas restri¢des usuais de mistura
devem ser impostas em ambos 0os componentes, principais e secundarios da mistura. Assumindo
que existam M componentes principais e que cada c¢; seja a propor¢ao do i-€simo componente

principal com i = 1,..., M. As c; propor¢des assumem as restri¢oes:

0<¢ <1 (2.19)

agS
D
I
(@]

~
I
_
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E sendo o i-ésimo componente principal composto por m; componentes secundarias
cujas as propor¢Oes sdo denotadas por x;; para j = 1,...,m;. As propor¢des dos componentes

secundérios devem atender as restricoes:

m;
Y xj=1 e 0<x;<I. (2.20)
i=1

A figura 2.11 ilustra a estrutura de uma mistura de misturas formada por M compo-
nentes principais em que cada i-ésimo componente principal é composto por m; componentes

secundarios.

Figura 2.11 — Estrutura de mistura de misturas.

Xim 1

Xim i

Tp1

xa'di'.“l,‘f

Fonte: kang et al. (2011).

Um dos mais simples modelos para experimentos de mistura de misturas é o modelo
multiplo Scheffé. A construc¢do deste modelo ocorre fixando-se as proporgdes dos componen-
tes principais, de modo que o modelo miltiplo Scheffé se torne um modelo em fung¢do das pro-
porcdes das componentes secunddrias, respeitando as restri¢des unitdrias das equagdes (2.19)
e (2.20). Ou seja, se todos as proporgdes cis sdo fixas, ajustando-se os modelos de mistura
fi(xi1,xi2, ..., Xim;) para as componentes secunddrias do i-ésimo componente principal, 0 mo-
delo Miltiplo Scheffé corresponderd ao um produto dos f;(x;1,Xi2, - .., Xim,), conforme descrito

na expressao (2.21):

<

y:Hﬁ(xil,xiz,...,ximi). (221)

i=1
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O produtério do modelo (2.21) instigou a implementa¢do de um termo multiplicativo no

desenvolvimento da proposta metodolédgica desta tese.

2.3 Efeitos direcionais

Em experimentos de misturas, muitas vezes desejamos investigar os efeitos que as com-
ponentes causam na resposta do modelo. Esse efeito pode ser estudado ao variarmos as propor-
¢oes das componentes ao longo de eixos direcionais construidos dentro do simplex.

Quando € possivel experimentar sobre a regido simplex total, Cornell (2002) recomenda
que seja feito um estudo dos efeitos direcionais ao longo dos eixos axiais abordados na secao
2.1.4. Nesse caso, toma-se como mistura de referéncia o centroide s = (s1,...,54) € varia uma
quantidade A; na propor¢ao do componente i, de modo que a nova propor¢do do componente i
se torne x; = s; + A;.

Esse acréscimo (A; > 0) ou diminui¢do (A; < 0) na propor¢do da componentes i se
da ao longo do eixo axial i referente a componente i que se deseja estudar. Sobre esse eixo,
os valores das propor¢cdes de cada um dos outros ¢ — 1 componentes sdo iguais e dados por
xj=(1-x)/(g—1), para j # .

Contudo, para medir o efeito do i-ésimo componente variando uma quantidade A; em
uma mistura de referéncia diferente do centroide, Cornell (2002), argumenta que € mais apropri-
ado usar a Dire¢do de Cox. Essa dire¢do € muito indicada também em delineamentos extremos
vértices em que as proporcdes dos componentes da mistura sao restritos por limites inferiores e
superiores € o centréide da regido restrita € diferente do centrdide do simplex completo.

A dire¢do Cox do componente i € uma linha imagindria projetada da mistura de referén-
cia s = (s1,...,5¢) para o vértice x; = 1. Normalmente, s serd o centréide da regido restrita ou
a mistura cujas coordenadas sdo as médias das coordenadas dos vértices extremos da regido de
interesse (COX, 1971; VINING; CORNELL; MYERS, 1993).

A Figura abaixo consiste em um exemplo retirado de Cornell (2002) que ilustra a dire¢ao
de Cox para estudar o efeito da componente x; em um experimento de mistura formada por trés
componentes, onde foram impostas as restricdes 0.1 < x; <0.4,0.5 <xy ex3 <0.1. A direcao
Cox € indicada pela linha tracejada e foi construida considerando a mistura de referéncia sendo

o centroide da subregido, s = (s1,52,53) = (0.25,0.70,0.05).
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Figura 2.12 — Direcdo Cox indicada pela linha tracejada para medir o efeito de aumentar (ou
diminuir) a propor¢do x; do componente 1.

X1

Mistura de
referéncia

X2 X3
Fonte: Cornell (2002).

Quando a propor¢do s; do i-ésimo componente € mudada por uma quantidade A; na

direcdo Cox, entdo a nova propor¢dao do componente i se torna:

xi=s8;+A;. (2.22)

E sobre o eixo direcional de Cox, ao alteramos a propor¢do do i-€simo componente uti-
lizando a expressdo (2.22), as proporcdes dos g — 1 componentes restantes podem ser ajustados

usando:

Xj=S8;— =95 (2.23)

para j=1,2,....q, j # .

Cornell (2002) enfatiza que a quantidade, 1 — s;, no denominador da expressao 2.23 é
o valor positivo mdximo que A; pode assumir, e neste caso, x; = 0 para todo j # i. Nesse
sentido, ressalta-se que A; pode ser negativo, e quando este for o caso, o minimo valor que A;
pode assumir é —s; € assim a proporcao a do i-ésimo componente utilizando a equagdo (2.22)
se torna zero.

O ajuste das g — 1 componentes com a equacao (2.23) garante que as proporcdes relativas
de quaisquer dois componentes j e k (j # i,k # i) na nova mistura permanecem 0s mesmos que
sua propor¢do na mistura de referéncia, isto €, x; /X =s g /St J,k # i (VINING; CORNELL,;

MYERS, 1993). Essa afirmagao pode ser facilmente comprovada uma vez que:

xj _sj(l=si=A)/(L—s:) _s;
o os(l=si—A)/(1—s) s

(2.24)
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Em outras palavras, sobre o eixo direcional de Cox, quando alteramos a propor¢do do
componente i de s; para x; = s; + A;, a proporcdo relativa dos componentes j e k, j.k # i, ndo se
alteram.

Para se analisar o efeito direcional usualmente plota-se os tragos de resposta. Uma vez
que existe um eixo direcional para cada componente, hd um traco de resposta separado para
cada componente (VINING; CORNELL; MYERS, 1993).

Segundo Cornell (2002), o traco de resposta é um grafico dos valores de resposta estima-
dos, usando o modelo ajustado ao longo das direcOes definidas pelas equagoes (2.22) e (2.23).
E as etapas executadas na construcdo do traco da resposta sdo as seguintes:

PASSO 1: Escolha o modelo de sua preferéncia para realizar as predi¢des da resposta
na regido experimental.

PASSO 2: Selecione uma mistura de referéncia.

PASSO 3: No eixo direcional x;, incremente o componente i por um valor A; usando
a direcao Cox, afastando-se da mistura de referéncia em direcdo ao vértice x; = 1 (A; > 0) ou
afastando-se do vértice (A; < 0). Mantenha as propor¢des dos outros componentes nas mes-
mas propor¢des da mistura de referéncia s conforme equacdo 2.23.Para cada valor de A;, um
conjunto de coordenadas define uma mistura no eixo direcional x;. Escolha apenas algumas
misturas no eixo direcional x; para fazer a predi¢do das respostas, lembrando que apenas as
misturas dentro da regido experimental sao vélidas.

PASSO 4: Substitua as coordenadas de cada mistura gerada na etapa 3 no modelo ajus-
tado para obter os valores de resposta preditas ao longo do eixo direcional x;. Repita as etapas
3 e 4 nos outros x; eixos direcionais, j =1,2,...,q, j # i.

PASSO 5: Plote os valores de resposta preditas versus as alteragdes feitas em x; para
cadai,i=1,2,...,q. Haverd g gréficos.

Sobre a andlise dos tragos Cornell (2002) ressalta trés pontos muito importante: (1)
componentes com intervalos mais curtos terdo tracos de resposta mais curtos; (2) ao ajustar o
modelo de combinagdo linear em que os tragos serdo linhas retas, os componentes com tracos de
resposta mais ingremes sdo considerados como tendo o maior impacto sobre a resposta; (3) dois
ou mais componentes com tracos de resposta muito parecidos, e assumindo aproximadamente

a mesma faixa de valores, tem efeitos aproximadamente idénticos na resposta.
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2.4 Polinomios de Hermite

Um dos principais objetivos deste trabalho € a constru¢do e andlise de modelos de mis-
turas via polindmios de Hermite de segundo grau. Desse modo, se torna indispensdvel uma
revisdo sobre polindmios ortogonais de Hermite.

Suponha que f(x) e g(x) sejam duas fung¢des reais e continuas em [a,b]. Seja w(x) uma
funcdo positiva que € Riemann integrdvel em [a,b], chamada fun¢do peso. O produto interno de
f(x) e g(x) com relagdo a fungdo peso w(x), denotado por (f - g)w, é definido segundo Khuri

(2003) por:

b
(F &) = / F)g(x)w(x)dx. (2.25)

As fungdes f(x) e g(x) sao ditas ortogonais (com respeito a w(x)) se (f-g)w =0.

Khuri (2003) argumenta que podemos facilmente estender a defini¢cao de ortogonalidade
para uma sequéncia de fungdes continuas definidas em [a,b]. Uma sequéncia {f,(x)}>_, de
funcdes continuas definidas em [a,b] sdo ditas ortogonais com respeito a w(x) se, e somente se,
(fin* fu)w(x) = O para todo m # n.

Particularmente, os polindmios sao fungdes continuas definido nos reais. Portanto, uma
sequéncia {p,(x)};_ € ortogonal com relagdo a w(x) se, e somente se, (Pm * Pn)w(x) = 0 para
todo m # n. Por exemplo, para w = e’%, tem-se que w > 0 e w € Riemann integral em R.
Assim uma sequéncia de polindmios {p,(x)};_, € dita ortogonal com relagdo a w(x) = e_%,

Se € somente se

/ ) Pn (x)pm(x)e*%dx =0. (2.26)

o

X

A fungdo w(x) = e~ 2 € a fungdo peso do polindmio de Hermite versdo probabilistica.
Existem duas abordagens de polindmios de Hermite: a abordagem probabilistica e a abordagem
fisica. Tais versoes se diferem apenas pela funcdo peso. Neste trabalho serd abordado a versao
probabilistica e para fim de simplificagdo iremos chama-los apenas de polindmios de Hermite.

Os polinémios de Hermite, denotados por {Hn (x)};_,, receberam o nome do matema-
tico franc€s Charles Hermite (1822-1901). Eles sdo definidos pela férmula (2.27) de Rodrigues
(KHURI, 2003).
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XZ
(9
H,(x)=(—-1)"eT ——~ n=0,1,2,... (2.27)

dx»
Na férmula (2.27) de Rodrigues € dificil visualizarmos H, (x) como um polindmio, pois
¥2 . - —x2 . .
aparece a fung¢do exponencial e e as derivadas da fun¢do e 2 . Entretanto, conforme indica
a tabela (2.2), ao desenvolvermos uma derivada de qualquer grau n maior que 1, obtemos uma

2
fungdo polinomial de grau n multiplicando a fungdo e~ 2.

Tabela 2.2 — Construcao dos cinco primeiros polindmios de Hermite pela representacdo de Ro-
drigues.

2
)
Grau | Derivada — 5~ | Polindomio de Hermite Hn (x)

x2
n=20 ez 1
,‘62

n=1 —xe~ 7 X

x2
n=2 e_T(XZ—l) -1

x2
n=3 ez (3x—x3) X —3x

x2

n=4 e 7 (x4—6x2+3) X —6x243

Fonte: Os autores (2023).

Sucessivamente, pode se desenvolver H,, (x) para qualquer n e obteremos os polindmios
na forma cldassica ag +ajx+ ...+ ax" com a, # 0.

Uma grande vantagem de se trabalhar com a sequéncia de polindmios de Hermite é
que ela pode ser construida a partir de relagcdes de recorréncias, reduzindo muito os custos
computacionais.

Recorréncia 1:

d(H,
Hﬁﬂ)zﬂ#@%—( &», n=0,1,2,..
dx
Recorréncia 2:
H, 11 (x) = xH,(x) — nH,—1(x), n=1,2,.. (2.28)

em que, Hy(x) =1 e H(x) = x.
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As relagdes acima definem relagdes de recorréncia para a sequéncia {H, (x)};_,. Como
Hy (x) = 1, é possivel provar por indugao que em ambas relagdes Hy, (x) € um polindmio de grau
n e seu coeficiente lider € igual a 1. A relacdo de recorréncia 2 € um pouco mais simples por
nao usar derivadas.

Outra representacdo para os polindmios de Hermite H,(x) é dada em (2.29) conhecida

como férmula de Kendall e Stwart (KHURI, 2003):

4]

6
n n 5
2% 1! I TRE s s TR (2.29)

emque n!l =n(n—1)(n—2)...(n—r+1).
Para compreendermos essa outra representacao, vamos novamente desenvolver os 5 pri-

meiros termos dessa sequéncia. Por defini¢do, se n < r entdo, nll = 0, assimparan=0oun=1

temos nl"l = 0. Para n =2 tem-se que n? =2x (2-24+1)=2en¥ =0l = .. =0. Para
n =3 segue que nl2l = 3 x 3—-2+1)=6e n¥ = plol = = 0. Por fim, para n = 4 obtem-se
2 =4x(@-241)=12,n =4x3%x2(4—4+1)=24enll =nl¥l = .. = 0. Assim:
Hy(x) =x"=1;
H(x)=x'=ux;
2
Hoo— 2 0_,2_4
2 axnt T
6x
_ 3 _ 3
H3(x) = TR 3x;
1262 2440
_ 4 EY 4 g2
Halx) =5 = g ¢~ +3

O Teorema a seguir € o resultado mais importante desta secao.
Teorema 1. A sequéncia {Hn (x)};_, de Hermite é uma sequéncia de polindmios ortogonais
2
~ ~ ==
em relagdo a fungéo peso w(x) = e 2~ sobre (—co,o0).
Demonstracao:
A ~ . ~ . .
Os polindmios e a fung¢do peso w(x) = e 2 sdo fungdes continuas em todos os reais

entdo sejam m,n inteiros ndo negativos e ¢ definido como:

¢= / " ¢ Hyp(x) Hy (x)dx. (2.30)
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Para provarmos que {H,(x)}_, forma uma sequéncia de polindmios ortogonais em
2
~ ~ ==
relagdo a fungdo peso w(x) = e 2 sobre (—oo, o) basta provarmos que ¢ = 0.

Substituindo a representacdo de Rodrigues da equacao (2.27) na expressao (2.30):

(o
I
I
3 8
3
—~
Ra))
(8N
g
|
[
=
Q
S
QU
3
VRS
N\
S
~
Q
=

n 7x2
Integrando por partes tomando u = Hy,(x)dx e dv = % <e2) dx, temos que:

o (e () ()

2
2 n—1 =% 2
Como e” 2 — 0 quando x — £ e H’”(x)diTez € um polindmio multiplicado por e 2~
entao: oo
Hy,(x)d" e
o . =0. (2.31)
Portanto,
d(Hy(x)) @' [ 2
— +1 m
c= (-1t [SERED L (e ) ax (232)
I d do, u =" ¢ gy = 2 (5 ) g
ntegrando por partes novamente tomando, u = == e dv = S5 | €2 X, temos
que:
d* (H, (x)) d" 2 2
2 _x
e= (-2 [N (e ax (233)
Repetindo o processo de integragdo por partes mais m — 2 vezes, € impondo n > m,
obtém-se:

c— (_1)m+n /m d" [flm(x)] ar—n (e_xj) dx. (2.34)

o dx™ dxn—m

Usando a representagio H,(x) de Kendall e Stuart é facil ver que:

m—4 —6

_ ¥
Yoot T 23 % 31

dx™ dxm

d™ H,, dam 2] (4] [6]
[ (x)] [ m m m—2 m —4 m 4
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d™ [Hp(x)]
——= =ml.
dxm m
Assim,
c= (=" /_mm!dx”’" (e 7 ) dx
[=S] dn—m x2
c=(=1)""m! ppT= (e_Z) dx.
—co dx

E como n > m, entio:
o Jn—m 2 dn—m—l 2
L dam (e Z)dx:W e )=0

Logo, ¢ = 0. Analogamente, se prova que ¢ = 0 também para n > m. Portanto,

/oo e_%Hm(x)Hn(x)dx =0, m#n.

—o0

O que prova que {H,},_, € uma sequéncia de polindmios ortogonais em relacao w(x)

[

¢~T sobre (—oo,00).
u

A prova do Teorema (1) se deu supondo que H,, e H,, s@o polindmios de grau distintos.

No caso em que m = n, isto é, H, e H,, sdo polindmios de mesmo grau, temos que:
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3 CONCLUSOES

Em conclusio, o aprofundamento no referencial teérico apresentado destaca a diversi-
dade de abordagens existentes para a compreensdo de experimentos de misturas. Os efeitos
direcionais de Cox desempenham um papel crucial na andlise de tais experimentos, uma vez
que a metodologia de Cox ndo apenas identifica associacdes, mas também esclarece como cada
componente presente na mistura influencia diretamente os resultados.

No entanto, diante da inevitdvel interferéncia de fatores externos nas misturas, surge
a plausibilidade de oscilacdes aleatdrias nos tracos dos efeitos direcionais dos componentes.
Nesse contexto, a incorporacdo de polindmios ortogonais ndo candnicos no modelo estatistico
surge como uma estratégia promissora para abranger tais oscilagdes.

A andlise criteriosa de polindmios ortogonais sugere que os polindmios de Hermite po-
dem representar uma solucdo eficaz para a captura de padrdes e tendéncias presentes em expe-
rimentos de mistura. Essa escolha estratégica ndo apenas oferece robustez a modelagem esta-
tistica, mas também realca a adaptabilidade do modelo para lidar com a variabilidade inerente
as misturas sujeitas a influéncias externas.

A conjuncao entre o estudo do efeito direcional e a incorporacdo de polindmios ortogo-
nais nao candnicos na modelagem de experimentos de mistura é explorada na parte dois deste
trabalho. Acreditamos que essa abordagem ndo apenas enriquece o entendimento tedrico, mas
também fornece uma estrutura analitica robusta para a investigacdo de experimentos de mistu-
ras em condi¢cdes complexas e dindmicas, como na formulagdo de blends de café, aprimorando

a capacidade de otimizacdo, personalizacao e tomada de decisoes.
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RESUMO

Na modelagem de delineamentos de mistura, destaca-se o uso do gréfico trace plot, que permite
ao pesquisador analisar os efeitos direcionais da mistura em relacdo a um ponto de referéncia
especifico. Ajustando o modelo linear de Scheffé, esses efeitos direcionais sdo representados
de forma linear, sem oscilagdes aleatorias, exceto pelo erro experimental imposto pelo modelo.
Assim, as estimativas dos efeitos direcionais ndo sdo afetadas por interacdes complexas que
poderiam indicar perturbagdes. Com base nesse argumento, este estudo tem como objetivo
propor uma familia de parametrizacdes capazes de capturar as oscilagdes aleatdrias que so
desconsideradas pelo modelo de Scheffé. Essas parametriza¢Oes sdo baseadas nos polindmios
ortogonais de Hermite, empregados na constru¢do de um termo multiplicativo adicional ao
modelo de Scheffé, chamado de "termo de perturbacdo”. A utilizacdo deste modelo para o
estudo gréfico dos efeitos direcionais revelou ser uma técnica qualitativa de facil implementagao
e eficiente na verificacdo da confiabilidade dos dados experimentais.

Palavras-chave: Trace-plot. Efeitos direcionais. Modelos de Misturas. Scheffé. Hermite.
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ABSTRACT

In the modeling of mixture designs, the use of the trace plot graph is highlighted, as it allows
researchers to analyze the directional effects of the mixture relative to any specific reference
point. By adjusting the Scheffé linear model, these directional effects are represented in a li-
near manner, without random oscillations, except for the experimental error imposed by the
model. As a result, the estimates of the directional effects remain unaffected by complex inte-
ractions that could indicate perturbations. Based on this argument, the objective of this study is
to propose a family of parameterizations capable of capturing the random oscillations that are
disregarded by the Scheffé model. These parameterizations are based on the orthogonal poly-
nomials of Hermite, employed in constructing an additional multiplicative term in the Scheffé
model, referred to as the "perturbation term."The utilization of this model for the graphical exa-
mination of directional effects has proven to be a readily implementable qualitative technique
that efficiently verifies the reliability of experimental data.

Keywords: Trace-plot. Directional effects. Mix Models. Scheffé. Hermite.
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1 INTRODUCAO

A mistura de diferentes ingredientes ou componentes em proporgdes especificas € uma
pratica comum em diversos campos para alcancgar resultados desejados. Os experimentos de
mistura desempenham um papel fundamental na investigacdo sistematica de como essas pro-
porcdes influenciam a resposta do experimento.

Para conduzir adequadamente os experimentos, é essencial empregar delineamentos
apropriados. Os delineamentos de misturas consideram pontos experimentais representados
por dados composicionais, onde cada fator corresponde a um componente representado por x;,
sendoi=1,...,qg e g onumero total de componentes. A combinagdo das proporcdes € caracte-
rizada por um tratamento ou ponto experimental, sujeito a restricio da soma unitdria zq:xi =1
(CORNELL, 2002). -

A andlise dos pontos experimentais requer modelos estatisticos que sejam adequados
para representar a relacdo entre os componentes da mistura e a resposta de interesse (COR-
NELL, 2002). Um dos primeiros e principais modelos utilizados € o dos polindmios candnicos
introduzidos por Scheffé na década de 50 (SCHEFFE, 1958), que reparametriza os modelos de
regressao usuais para incorporar a restri¢ao unitdria.

As principais vantagens do modelo de Scheffe € a sua simplicidade e facilidade de in-
terpretacdo. Seu modelo linear assume que a resposta € uma funcdo linear das proporcdes dos
componentes. Os coeficientes do modelo fornecem informagdes diretas sobre os efeitos linea-
res dos componentes na resposta, facilitando a andlise e a tomada de decisdes (PIEPEL, 2006).
No entanto, o modelo de Scheffe também tem suas limitagdes, pois na pritica, nem sempre esta
relacdo sera linear.

Ao longo dos anos, diversos estudos t€ém sido conduzidos com o objetivo de aprimorar
a modelagem de experimentos de misturas, por meio de reparametrizacdes e extensdes dos
modelos cldssicos propostos por Scheffé.

Cornell (2011) exibe uma revisao completa da evolu¢do dos modelos de experimentos
de mistura até 2011. Algumas das abordagens incluem a classe de modelos polindmios de Cox
(COX, 1971); a reparametrizacdo quadratica do modelo de Scheffé, conhecida como modelo
de Kronecker (DRAPER; PUKELSHEIM, 1998); o modelo de varidvel de folga para relaxar
o efeito da multicolinearidade nos delineamentos (CORNELL, 2000); a geracdo de modelos

de Mistura Quadratica parcial opcional ao polindmio quadratico de Scheffé (PIEPEL; SZY-
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CHOWSKI; LOEPPKY , 2002); o modelo de mistura linear de declividade de componentes
(PIEPEL, 2007). Apés 2011 podemos citar a classe de modelos generalizados proposta por
Brown et al. (2015) e o modelo de regressao Simplex aumentado (RODRIGUES et al., 2022).

Estabelecido o modelo, torna-se vidvel estimar os efeitos direcionais de cada compo-
nente na resposta do experimento, o que permite identificar os componentes mais relevantes e
compreender suas influéncias (VINING; CORNELL; MYERS, 1993). Para esta investigacao
adotaremos a dire¢dao de Cox (COX, 1971; PIPEL, 2006).

Em se tratando da interpretacao gréfica desses efeitos direcionais, verifica-se que o ajuste
do modelo linear de Scheffé reproduz perfis lineares dos componentes (VINING; CORNELL;
MYERS, 1993). Todavia, dada hipdtese de que a especificagdo das proporcdes podera estar
sujeita a erros de medicdes, torna-se coerente assumir que os efeitos estejam submetidos a
oscilacdes aleatdrias. A presencga de perturbagdes pode tornar esse estudo do efeito direcional
mais desafiador, pois as variacOes imprevisiveis podem obscurecer ou distorcer os verdadeiros
efeitos dos componentes.

Neste contexto, este trabalho propde uma nova parametrizacdo para o modelo de Scheffé
por meio de polindmios ortogonais de Hermite, incorporando um termo de perturbacdo. Dessa
forma, adotando o modelo proposto, o grafico trace-plot dos efeitos direcionais do componentes
apresentard perfis com comportamento estaciondrio em torno de uma média, em contraste com
os perfis perfeitamente lineares dos componentes encontrados ajustando o modelo linear de
Scheffé.

Com esta nova abordagem, é possivel agregar informacdes a interpretabilidade do gra-
fico trace-plot no estudo de efeitos direcionais. Essa metodologia auxilia na compreensdo mais
detalhada do comportamento das misturas e possibilita andlises mais complexas em experimen-

tos de mistura.
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2 METODOLOGIA

Em consonancia com os objetivos propostos, a metodologia utilizada para obten¢do do
termo de perturbacdo no modelo linear de Scheffé, sua validagdo e utilizacdo no estudo dos

efeitos direcionais € descrita nas se¢des seguintes.

2.1 Construcao da nova parametrizacao utilizando polinomios ortogonais de Hermite em

delineamentos de mistura com ¢-componentes.

Um polindmio de Hermite H,(x) de grau n, onde n € N, pode ser obtido utilizando a

formula de Rodrigues apresentada em (2.1), conforme especificado em Khuri (2003).

H“”Z<—1>”£M

= n=0,1,2,... 2.1)
X

Nessa representacdo, os polindmios de grau 0, 1 e 2 sdo expressos como Hy = 1, H] =x
e Hy = x> — 1, respectivamente. Esses polindmios sdo essenciais para a formulacio da proposta

de parametrizacdo expressa por (2.2).

q q
y = (ngxd+2aiH1(x,~)—|—ﬁ H>(x;)+¢€
i=1 i=1
q q 5
= o+ Y axi+B]J(xi—1)+e (2.2)
i=1 i=1

sendo, € ~ Normal (0, 2).

O modelo expresso por (2.2) ndo incorpora a restricao usual de mistura, o que o torna
inapropriado para a condugdo de experimentos envolvendo misturas. No entanto, essa limita-
¢do pode ser superada por meio da decomposi¢io do produto notdvel da soma pela diferenca,
oferecendo uma abordagem para a aplicacdo da mencionada restri¢do em polindmios de grau 1.

q
Dessa forma, € possivel incorporar a restricdo de mistura Zx,— = 1, ou de maneira equivalente,

i=1
q

xi=1-— Z xj, a0 modelo proposto em (2.2), como descrito a seguir:
J=1 J#
q q
xi—1l=1-Y xj—1==Y x; (2.3)
=1 =1

]_ ) ]_ 0
J# J#
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q q
xitl=1-Y x;j+1=2-) x; (2.4)
J=1 =1
J# J#

Substituindo as igualdades (2.3) e (2.4) no modelo dado em (2.2) obtemos:

q q
y = 060+Zaixi+l3n(xi2—1)+3
i=1 i=1

q q q
= Z((Xo—i—OC,)X,—I—ﬂH —ZX] Z—ZXJ' +€
i=1 =1\ =l J=1,
j# i#i
2
q q q
= Yo xu+B[]|| Xa| +2u-2| +e (2.5)
i=1 i=1 j=1,
j#

O modelo da expressao (2.5) é adequado para experimentos de mistura.
Uma abordagem adicional para imposicao da restricdo de mistura no modelo proposto
q
por (2.2) consiste em iniciar o processo com o desenvolvimento do produtdrio l—l(xl2 —1)e,em
seguida, aplicar a restricdo de mistura nos mondmios resultantes desse desenV(l)T\l/imento.

Independentemente do procedimento adotado para a imposi¢do da restricao de mistura,

o modelo proposto em (2.2) serd reparametrizado para a formulagdo estabelecida em (2.6):

q
y=Y Bixi+Puu+e, (2.6)
i=1

sendo € ~ Normal (0, c?).

A expressdo (2.6) engloba uma familia de modelos de misturas com uma termo de per-
turbacdo u. Denominamos a familia em questdo, por familia de modelos de Hermite, devido
a sua constru¢do com base nos polindmios ortogonais de Hermite. Os modelos de Hermite
também podem ser entendidos como uma familia de parametrizacdes do polindmio candnico
de Scheffé de primeira ordem, acrescido de uma covaridavel u, com a capacidade de perturbar os

efeitos direcionais das misturas em analise.
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E notdvel enfatizar que a covaridvel u corresponde a um termo adicional, constituido
como um fator multiplicativo. Sua constru¢do foi instigada pela abordagem do produtério do
modelo Multiplo Scheffé para experimentos envolvendo misturas de misturas, conforme anali-

sado por Kang et al. (2011).

2.2 Cenarios de simulacio e especificacao dos valores paramétricos utilizados na valida-

¢ao da parametrizacao de Hermite considerando q = 3 componentes.

Para a valida¢do dos modelos de Hermite adotou-se 1.000 realizagcdes Monte Carlo,

simuladas no Software R, considerando todos os cendrios definidos na Tabela 2.1.

Tabela 2.1 — Cendrios para valida¢do da nova parametrizacdo em funcdo do tamanho amostral
(n) e coeficiente de determinagdo (R?) utilizados na simulagdo Monte Carlo.

Tamanho amostral (n) | Coeficiente de determinacio (R?)
0.30
20 0.70
0.90
0.30
50 0.70

0.90
Fonte: Os autores (2023).

O coeficiente de determinacdo R? presente na Tabela 2.1 é uma medida entre 0 e 1 que
avalia a qualidade do ajuste do modelo. Basicamente, esse coeficiente indica quanto o modelo
foi capaz de explicar os dados coletados. Quanto mais préximo de 1, melhor o ajuste aos dados
do modelo proposto.

Para cada situacdo descrita na Tabela 2.1, considerou-se os valores paramétricos do

modelo de Scheffé dado por (2.7) e 0 modelo de Hermite expresso por (2.8).

3
y=Y Bixi+e, 2.7)
i=1

sendo € ~ Normal (0, 62).

3
y=Y Bixi+ Buu+ €, (2.8)
i=1

sendo &€ ~ Normal (0,62) e 62 = '
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Em ambos os modelos, os valores paramétricos assumidos para os coeficientes foram
fixados em B; = 1.5, B, = 0.5 e B3 = 0.6. Em se tratando dos valores paramétricos assumidos
para o coeficiente referente a 3,, dado o propdsito de verificar a contribui¢do do pardmetro do
modelo de Hermite, definiu-se os valores f3, = 0.07 (baixo), B, =média(fB, B2, 83) = 0.866
(médio) e B,= maximo {1, B2, B3} = 1.5 (alto).

Em funcdo do desenvolvimento desta teoria, a validacdo do modelo de Hermite em
(2.8) em comparacao ao modelo de Scheffé apresentado em (2.7), foi feita inicialmente pela
expressdo da acurdcia (2.9). Avaliada por meio do viés relativo das estimativas dos pardmetros
do modelo B;, (i = 1,2,3), obtidas como médias das distribui¢des empiricas dos pardmetros,
geradas em 1.000 realizacdes Monte Carlo em comparag@o aos valores paramétricos fixados no

modelo.

Bi— B
B |

Em se tratando da precisdo, utilizou-se a raiz quadrada do erro médio de predi¢do

(RQMP) em (2.10).

bias =

(2.9)

RQMEP = (2.10)

2.3 Critérios para construcao do grafico trace-plot e das estimativas dos efeitos direcio-

nais.

Ap6s a validagdo da familia de modelos proposta, considerou-se a dire¢do de Cox para
obtencdo das estimativas dos efeitos direcionais do i-ésimo componente (i = 1,2,3). O estudo
foi realizado variando-se as propor¢des das componentes ao longo de eixos direcionais cons-
truidos dentro do simplex.

Para cada componente i podemos definir um eixo direcional ao projetar uma linha ima-
gindria ligando uma mistura de referéncia s = (s1,...,5) ao vérticex; = 1, comi = 1,...q. Sendo
valida como mistura de referéncia qualquer ponto contido no simplex.

Neste estudo, consideramos duas misturas de referéncia distintas, a primeira caracteri-
zada por 51 = (0.1,0.2,0.7), foi tomada préximo ao vértice x;. A segunda mistura, s, definida
como o centroide, as coordenadas foram obtidas como média dos experimentos simulados em

1000 realiza¢des Monte Carlo.
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A medicao do efeito do i-ésimo componente foi realizado variando-se uma quantidade
A; = 0.2 na propor¢do do componente i da mistura de referéncia ao longo do eixo direcional
i. Com essa variacdo, a nova proporcdo do componente i se tornou x; = s; + A;. Os valores
das propor¢des de cada um dos outros g — 1 componentes restantes foram calculadas usando a
€Xpressao por x; = w para j=1,2,....qe j#i.

Definidos todos os pontos experimentais sobre os eixos direcionais, o ajuste dos modelos
foi realizado na melhor situacdo avaliada como cendrio, n = 50 e R* = 0.90. Para a realizacio

de todo o procedimento foram construidas fun¢des no software estatistico R (Core Team, 2020)

para obtenc¢do dos resultados e geragdo dos graficos através do pacote ggplot 2.
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3 RESULTADOS E DISCUSSOES

Dado o procedimento metodolégico, os resultados obtidos sd@o expostos em quatro se-

coes: 3.1- Desenvolvimento da familia de modelos de Hermite para uma mistura com g = 3

componentes; 3.2- Viés e acurdcia da parametrizacdo de Hermite; 3.3 — Construcdo dos graficos

trace-plot para o estudo dos efeitos direcionais e 3.4- Aplicacdo.

3.1 Desenvolvimento da familia de modelos de Hermite para uma mistura com =3 com-

ponentes.

A incorporagdo da restricdo de mistura no modelo proposto em (2.2), quando g = 3,

serd executada por meio de dois procedimentos. A parametrizacdo mediante ao procedimento

1 pode ser realizado substituindo-se ¢ = 3 no modelo fornecido na expressao (2.5):

i 2
q q q
y = Zai*xi—l—ﬁH Zx_,- +2x;—2
i=1 i=1 || j=1,
J#
r 2
3 3 3
= Zai*xi—I—ﬁH ij +2x—2
i=1 i=1 | | /=1,
J#i

1=

[2003 — 24 (xy —|—x2)2] +e.

+&

+ €

3
= (Xi*xi+ﬁ [2)61 -2+ (Xz +X3)2] X [2)62 -2+ (x1 +X3)2] X
=1

(3.1)

3
O modelo obtido em (3.1) pode ser escrito na forma geral y = Z Bix; + Buu, com B; =

=1

o, Bu=Peu= [2x1 —24(x —I—xg)z} X [2x2—2+(x1 —|—X3)2} X [ZX3—2+(x1 —|—x2)2}.

Por outro lado, ao optarmos por utilizar o procedimento 2, desenvolvemos o produtério

do modelo proposto em (2.2) obtendo o modelo expresso por 3.2.

3 3
y = Oto+2a,~xi+ﬁn(xi2—l)+8
i=1 i=1

2.2

3
2.2.2 2.2 2.2
= ao+Z(xixi+[3(x1x2x3—xlxz—x1x3—x2x3 (3.2)

i=1
43+ x5 —1) +e.
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2 2.2 2.2.2

O modelo expresso em (3.2) possui monomios de especificagdes 1, x; , X7, xjx7, € x7x5x3

comi=1,2,3. O uso da restricdo de mistura pode ser realizada no efeito do intercepto para um
confundimento com o termo linear e sobre os termos quadraticos, sendo: x7 = x1 (1 —x; —x3) =
— XXy — 1 2 =x—x1x — 2 =x3—x1x3 — Os modelos d
X1 — X1X2 — X1X3, ana ogamente, Xy = X2 —X1X2 —X2X3 € X3 = X3 — X1X3 — X2X3. S mModelos de
misturas, introduzindo a restricdo em combinagdes destes mondmios, encontram-se descritos

na Tabela 3.1.

A parametrizagdo mais simples da Tabela 3.1, em que u = x3x3x3 — x}x3 — x3x3 — x3x3 —

2x1x2 — 2x1x3 — 2x2x3, foi obtida impondo a restricdo de mistura apenas nos mondmios 1 e xl-2 do

modelo da expressdo (3.2). Para tal parametrizagdo, substituimos x%, x% e x% por X| — X1 X2 —X1X3,

X2 —X1X2 — X2X3 € X3 — X|X3 — XpX3, respectivamente. Desta forma, x% +x% +x% =1-2x1x, —

2x1x3 — 2x2x3, resultando no modelo de parametrizac@o descrita na equagao (3.3).

3
222 22 22 22
y = 060+Zaixi+ﬁ(x1xzx3—xlxz—xlx3—xzxs

i=1
4343+ 1)+¢
3
222 22 22 22
= lao+ Y oy + B(xfxax35 — x7x5 — x7x5 — X3%3
i=1
1 —2x1xp —2x1x3 —2x0x3 — 1) + €
5 : 222 22 22 22
= Z opx; + Z 06X + B (X]x5x5 — XTX5 — X]X3 — X33
i=1 i=1
—2x1xp — 2x1x3 — 2x0x3) + €
3
2.2.2 2.2 2.2 2.2
= Y Bixi+ B(x{x3x3 — xjx; — xx3 — x5x3 (3.3)
i=1
—2x1xp — 2x1x3 — 2x2X3) + €.

Para o modelo dado por (3.3) temos B, =B eu = x%x%x% — x%x% — x%x% — x%x% —2X1X0 —

2x1Xx3 — 2x2X3.
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Tabela 3.1 — Diferentes combinacdes para a composicdo da covaridvel u com a imposi¢cao da

A

7z

aria nos monomios.

restri¢ao unit

Exixe — exl — xl — £x¢ ExT ex ] Exl ) 1 Exlx — Sxly—
ﬁk X¢ xXixe . xXlxe RWRATNR X+ uﬁmNRlTNR. RMT R.NR.NlTWR RlTNM.NW. NRNM«
Cxly — mRNRAR.m + RNRG&”| X Rék.m“| ExCx XG — Exixix + exix X¢ + Exlxix — Exix x4
c'C C C C € 'C [ €

xvlyvly _ €42yl iy — €40yl €Tl _ € Urly — STyl Sxirly — Svlnly— — Svlaly o [y ly <1y ¢
RmRNR NR RNRMITNR Rmk NRNR RMATNRNRNRN mRmR X mR X RnTmR RNR mRNR X n NRNRNRO NRNR NR T
WR._. mkl_. WR._. €xtx — exlx — Txlx — mkwk+ wRNR.T mamul. mR:T_. NRWQTT MR:T_. mxwx — mRmRI
Oxly — extx1 Extxlxc — Exlxlxc — Sxixlyc — €xtoaly 4+ xxl Sxxly — exlyl
NNRMR mR Rﬁkhn_umk Rﬁkm . MNR XC . Mwmmkm. . Mkmkn_lm RNRNRMWT RmRmRm NRmR X+ o .
€ — & Tl — I — Iy — ExTxl xly — Iy— = Salye
RmRNR NR RNRMITNR Rmk NRNR RMATNRNRNRN NRmR X mR X Rn_va RNR mRNR X n NRNRNRO NRNR 1

mRNRN — @ZRN — NRCmN POy Exly

T2 T
Ul — exTxl Sxixlyr — extx! xoxlx7 — €xlxl Sxlxly — €xlxl ExOxly—
. NRNR mR uﬂkn_v WRNWN mRNRmRnT WNM WN WNMNRMATmRNRmR mRmRﬂRATmRNmRNR
xlx7 — €xT by — I — Iy — €xTxl Il — Ix— —
NR X RN NR RNRmnTNR Rmk NRNR Rm|_|NRNRNRN NRmR X mk X RnTmR RNR mkmk X n

C

fxbrlro

(e

£xTxg — exlxg — Wolxg — mxwkn_‘ m&@l. mxmul. mﬁkl_]

! Tyl (VY VY PV vl DY Svrav | vixvive — exvarvive — Sxixvive — Eviyly — (1 1y ¢
XX 4 X LX + 2XEx — 2X0X — 20X — Exlxlyg + ExTroxg — Exex g — 2xxlxg — 2xexox = n XX X
[ Uyl 1 ¢ _N NN ¢t Chel Tyl C Crel
— — €xixl €x¢C — €x7¢ € Ix7 — € ¢ — ¢ I € —
mmxmx Nxmw W X xm._. kﬁ RNRM - X Rmkm._.m RHNR kmm NRNRNRM.T xmxmw me Mlm XXX o
Ixlxy — &xT Tl — I — Iy — Yxixl Ul — Iy— =
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Fonte: Os autores (2023).

Nesse contexto, independentemente da escolha do procedimento 1 ou 2, a imposicao da

restricdo de mistura no modelo proposto em (2.2), resultard em um modelo ajustado E(y) =

3

)}

i

A

Bix; + Buu. Desta forma, enunciamos o modelo da expressdo (2.8) como uma familia de

A

1



modelos, deixando a critério do pesquisador a escolha de uma das sugestdes apresentadas nesta

secao.

3.2 Viés e acuracia da parametrizacao de Hermite.

Ao proceder com o ajuste dos dados simulados nos modelos propostos, foi constatado
que os oito modelos conduziram a previsdes idénticas para a varidvel de resposta. A congruén-
cia entre esses resultados pode ser esclarecida pela origem comum desses modelos a partir do
modelo geral proposto na equagdo (2.2), além do fato de que os dados simulados jd obedecem
a restricao usual de mistura.

Consequentemente, para viabilizar a validacdo da metodologia proposta e realizar uma
comparacao de eficdcia entre os modelos de Hermite e 0 modelo de Scheffé, foi decidido adotar
apenas a forma mais simples de parametrizacdo do modelo de Hermite presente na Tabela 3.1,
expresso pela equacdo (3.3). Os resultados da acuracia e precisdo para o referido modelo e o de
Scheffé, encontram-se descritos na Tabela 3.2.

Os dados apresentados na Tabela 3.2 revelaram que em uma situagdo na qual a esti-
mativa do coeficiente 3, possui uma baixa influéncia nas previsdes do modelo, indicada pelo
valor paramétrico 3, = 0.07, os modelos de Scheffé e Hermite demonstraram precisdo seme-
lhante. As discrepancias nas casas decimais surgiram devido as flutuagdes no erro de Monte
Carlo. Com o aumento do valor paramétrico, refletindo uma contribui¢cao mais significativa nas
previsdes do modelo, a precisdo do modelo de Hermite foi aprimorada em comparagdo com o
modelo de Scheffé.

Em relacdo a acurdcia, percebeu-se que em todas as situagdes, os vieses das estimativas
dos parametros do modelo de Hermite foram inferiores a 0.2 , com exceg@o do parimetro f, =
0.07 nos casos configurados pela baixa e média qualidade de ajuste, isto é, R> = 0.30 ¢ R* =
0.70.

Analisando os vieses médios obtidos, nota-se que ao aumentarmos o peso do parametro
Bu para 1.5, os valores do viés médio dos parimetros do modelo Hermite sdo muito menores
que os obtidos para as de Scheffé. Todavia, tais resultados sdo sensiveis a qualidade de ajuste
do modelo e tamanho amostral. Ademais, fixando o 3,, hd um aumento no viés médio a medida

que diminuimos o R?.
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Tabela 3.2 — Estimativas do viés e erro quadratico médio de predicio (RQMEP) em diferentes
tamanhos amostrais classificados pelo coeficiente de determinagdo para os mode-
los Scheffé, e Hermite com influéncia baixa, média e alta da covariavel definida
como combinagdo linear das interagdes.

R? Modelo RQMEP Viés
B | B [ B | B
Tamanho amostral (n = 50)
Hermite: 3,=0.07 0.2951  0.0100 0.0103 0.0123  0.1865
0.90 Hermite:3,=0.866 0.2085  0.0003 0.0135 0.0016  0.0090
Hermite:3,=1.5 0.1003  0.0007 0.0039 0.0058 0.0036
Sheffé 0.2984  0.0298 0.0681 0.0618
Hermite:3,=0.07 0.5689  0.0075 0.0998 0.0725 0.8130
0.70 Hermite:B,=0.866 0.3960  0.0317 0.0009 0.0235 0.0428
Hermite:f3,=1.5 0.1480  0.0005 0.0100 0.0079  0.0042
Scheffé 0.5754  0.0132 0.1117 0.0835
Hermite: 3,=0.07 1.3201  0.0424 0.1486 0.0017 1.1056
0.30 Hermite:,=0.866 0.9053  0.0411 0.0572 0.0063 0.0071
Hermite:3,=1.5 0.3099  0.0045 0.0199 0.0128 0.0066
Scheffé 1.3337  0.0160 0.0232 0.1032
Tamanho amostral (n = 20)
Hermite: 3,=0.07 0.2646  0.0130 0.0138 0.0029 0.03786
0.90 Hermite:3,=0.866 0.1948 0.01364 0.0262 0.03156 0.03146
Hermite:f,=1.5 0.0961  0.0071 0.0034 0.0010 0.0035
Scheffé 0.2736  0.0327 0.0831 0.0575
Hermite: 3,=0.07 0.5194  0.0285 0.0423 0.0307 0.5554
0.70 Hermite:f3,=0.866  0.3666  0.0211 0.0111 0.0287  0.0180
Hermite:3,=1.5 0.1428  0.0155 0.0162 0.0284  0.0202
Scheffé 0.5364 0.0414 0.0734 0.0046
Hermite :f3,=0.07 1.2744  0.0057 0.0852 0.0844 1.1112
0.30 Hermite:B3,=0.866 09178  0.0270 0.0334 0.0239 0.0710
Hermite:3,=1.5 0.4791 0.0077 0.1177 0.0407 0.0453

Scheffé 1.3179 0.0374 0.0903 0.0627
Fonte: Os autores (2023).

Contudo, em todos os cenarios analisados, os resultados dos vieses médios e RQMEP
sofreram uma redu¢do a medida que o valor paramétrico foi aumentado. Portanto, h4 evidéncias
para afirmar que adicionando uma covaridvel ao modelo de Scheffé, dada a parametriza¢do por
meio do modelo de Hermite, o modelo resultante tornou mais preciso e acurado a medida que

aumentamos o peso do pardmetro f3,.

3.3 Construcao dos grificos trace-plot para o estudo dos efeitos direcionais.

Para a construcao dos graficos adotamos o modelo de Hermite expresso em (2.8), com

inclusdo do pardmetro 3, dado pela expressdo (3.3), e o modelo de Scheffé dado por (2.7).
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A analise dos efeitos direcionais de Cox foi realizada pela construgdo dos graficos trace-
plot. As respostas preditas foram plotadas para as misturas definidas em cada um dos trés raios
direcionais. No eixo da abcissa, encontram-se os valores da coordenada x; ao fixarmos o raio
xi, i = 1,2,3. Para cada modelo, seguindo este procedimento, os graficos sdo ilustrados nas
Figuras 3.1 e 3.2.

Figura 3.1 — Trace-Plot em relacdo aos eixos direcionais xp,x; € x3 tomando como referéncia a
mistura s; = (0.1,0.2,0.7).
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Fonte: Os autores (2023).

Os resultados ilustrados nas figuras 3.1 e 3.2 apontam que o perfil linear das trés retas,
ao ajustarmos o modelo de Scheffé, é mais sensivel as mudancas feitas na propor¢ao da com-
ponente x1, uma vez que a maior inclinagio ocorreu nesse eixo direcional, independentemente
da mistura de referéncia adotada. Esse comportamento € justificado pelo fato de atribuirmos
um maior peso no pardmetro B;. Como os pesos dos pardmetros B, e B3 foram préximos, o

comportamento do traco ao longo dos dois eixos direcionais foi bem semelhante.



Figura 3.2 — Trace-Plot em relagdo aos eixos direcionais x1, x2 € x3 tomando como referéncia a
mistura definida como o centroide.
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Fonte: Os autores (2023).

Os tragos dos modelos de Hermite evidenciaram um comportamento estaciondrio em
torno do traco de Scheffé, com oscilagdes provocadas pela covaridvel de perturbacado u, inde-
pendente do peso adotado para o parimetro f3,,. E evidente que quanto maior o peso atribuido a
Bu, maior € a oscilag@o do trago. Sendo o trago gerado pelo modelo de Hermite com f3, = 0.07

bastante semelhante ao de Scheffé, independentemente da mistura de referéncia.

3.4 Aplicacao.

Considere o exemplo apresentado em Cornell (2002) onde sucos concentrados de me-
lancia (x7), abacaxi (x,) e laranja (x3) foram usados como ingredientes primdrios de um ponche
de frutas. Dez misturas dos concentrados dos trés sucos foram avaliadas quanto a aceitacio
geral por meio de anélise sensorial com trés repeticdes. Os ponches foram pontuados em uma
escala de 1 (muito ruim) a 9 (muito bom). As proporcdes dos ingredientes, as pontuacdes e suas

médias estio listados na Tabela 3.3.
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Tabela 3.3 — ClassificacOes gerais de aceitacao do ponche de frutas.

Melancia | Abacaxi | Laranja | Pontuacdo | Média das pontuacdes

Amostra X1 X X3 Y Y
1 1.00 0.00 0.00 4.3,4.7,4.8 4.60
2 0.65 0.35 0.00 6.3,5.8,6.1 6.07
3 0.30 0.70 0.00 6.5,6.2,6.3 6.33
4 0.30 0.35 0.35 6.2,6.2,6.1 6.17
5 0.30 0.00 0.70 69,7.0,74 7.10
6 0.65 0.00 0.35 6.1,6.5,5.9 6.17
7 0.54 0.23 0.23 6.0,5.8,6.4 6.07
8 0.80 0.10 0.10 54,58,6.6 5.93
9 0.40 0.40 0.20 5.7,5.0,5.6 5.43
10 0.40 0.20 040 5.2,64,64 6.00

Fonte: Cornell (2002).

Considerando os experimentos descritos na Tabela 3.3, os modelos ajustados foram os
de Scheffé e Hermite. A Tabela 3.4 apresenta algumas estatisticas para nos auxiliar na avaliacao

da qualidade dos ajustes dos modelos aplicados.

Tabela 3.4 — Estatisticas para o ajuste dos modelos no experimento de ponches de sucos.

Parametros (p-valor) R?
ﬁl | ﬁz | ﬂ3 | ﬁu ajustado
Modelo de Scheffé
5.1358 (1.47¢7 %) 6.4352 (9.40¢7°)  7.4896 (3.39¢~°) - 0.9937

Modelo de Hermite

5.1721 (2.296705) 6.6043 (0.001925) 7.6588 (0.000896) 0.1969 (0.882769) 0.9927
Fonte: Os autores (2023).

Os resultados descritos na Tabela 3.4 evidenciam que no modelo de Scheffé todos os
parametros foram significativos € no do modelo de Hermite a contribuicdo do parametro de
pertubacdo, f,, nao foi significativa. Entretanto, a parametrizagdo proposta, incorporando-se
polindmios de Hermite, resultou em um valor do R? compativel com o modelo de Scheffé, com
alto poder de predi¢ao.

A elevada qualidade de ajuste dos modelos justifica a constru¢do dos gréficos trace-plot
(Figuras 3) assumindo os efeitos direcionais de Cox. Os graficos foram gerados para as misturas
definidas em cada um dos trés eixos direcionais tomando como mistura de referéncia o centréide

s = (0.534,0.233,0.233), calculado pela média das coordenadas dos pontos experimentais.



Figura 3.3 — Trace-Plot em relacdo aos eixos direcionais x1,x, € x3 do experimento de ponches
de sucos.
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Fonte: Os autores (2023).

Ao analisar a figura 3.3, podemos notar que os padrdes dos tracos gerados ajustando o
modelo de Hermite revelaram um comportamento estacionario em torno do trago de Scheffé.
Observa-se também pequenas oscilagcdes que sdo ocasionadas pelo termo de pertubacdo u. A
proximidade entre esses padrdes de tragos pode ser explicada pelo fato de que a contribui¢do do
parametro f3, foi baixa, com um valor de 0.1969, o que representa uma influéncia significativa-
mente menor em comparacdo com os outros parametros. Este resultado estd em concordancia

com as obtidas por meio da simulacao Monte Carlo.
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4 CONCLUSOES

O termo de perturbac¢do u do modelo de Hermite, proporcionou a visualizag¢do das oscila-
¢oes aleatdrias provocadas por imprecisdes das medi¢des dos dados. As variagdes na magnitude
do peso atribuido ao parametro 3, nos modelos ajustados aos dados tiveram um impacto direto
nas amplitudes das oscilagdes presentes nos gréficos estudados. Quanto mais pronunciadas
forem essas oscilagdes, maiores serdo as indicacdes de potenciais erros.

Deste modo, a utilizacdo do modelo de Hermite possibilita que os pesquisadores esta-
belecam uma faixa de valores na qual os efeitos direcionais manifestam seu comportamento.
Dentro dessa faixa, a avaliacdo visual das amplitudes das oscilagdes pode ser empregada como
uma abordagem qualitativa eficaz para identificar possiveis erros nas medi¢des dos dados. Con-
sequentemente, o0 método proposto enriqueceu a andlise dos efeitos direcionais, concedendo
aos pesquisadores a capacidade de realizar uma avaliacdo qualitativa da confiabilidade de seus

dados.
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ARTIGO 2

PROPOSTA DE UMA CORRECAO DE HERMITE EM MODELOS DE MISTURA
UMA ABORDAGEM COMPARATIVA AO MODELO DE SCHEFFE NO ESTUDO DE
CASO DE AVALIACAO SENSORIAL DE BLENDS DE CAFES
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RESUMO

Em experimentos de misturas, ¢ comum adotarmos os modelos de Scheffé ou de Kronecker
na modelagem estatistica. Em relacdo as técnicas graficas, utiliza-se o grafico trace-plot com
o proposito de inferir o efeito direcional nos componentes em relag@o a varidvel resposta. Em
experimentos que envolvem blends de cafés, é notavel que fatores externos, como a altitude, o
tipo de processamento e o grau de torrefacdo, podem influenciar diretamente a relacdo funcional
dos dados com a varidvel resposta, causando oscilacdes aleatérias. Ao realizarmos um estudo
dos efeitos direcionais por meio do grafico trace-plot, adotando-se o modelo linear de Scheffé
ou o quadratico de Kronecker, as oscilagdes aleatdrias sdo desconsideradas. O objetivo deste
estudo € propor um aprimoramento do procedimento utilizado na construcdo do grafico de trace-
plot, utilizando polindmios de Hermite, no estudo de caso de avaliacdo sensorial de blends
de cafés. Este procedimento se baseia em uma nova parametrizacado denominada "modelo de
Hermite"e inclui correcdes na matriz de delineamento associada a esse modelo. Salientamos
que ao ajustar-se o modelo de Hermite, a matriz de delineamento perde a propriedade de que
a soma das linhas seja igual a um, justificando assim a necessidade de corre¢do. Concluiu-se
que o gréfico trace-plot gerado pelo modelo de Hermite proporcionou uma interpretacdo mais
precisa dos efeitos direcionais nos componentes em comparacao ao modelo de Scheffé. Além
disso, as correcoes foram capazes de preservar o modelo linear de Scheffé, sem comprometer
as informacdes adicionais presentes no modelo de Hermite.

Palavras-chave: Blends de cafés. Modelo de Hermite. Corre¢cao de Hermite. Modelo de
Scheffé. Efeitos direcionais. Trace plot.
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ABSTRACT

In experiments involving mixtures, it is common to adopt the Scheffé or Kronecker models
in statistical modeling. Concerning graphic techniques, the trace-plot graph is used with the
purpose of inferring the directional effect on the components concerning the response variable.
In experiments involving coffee blends, it is noteworthy that external factors, such as altitude,
type of processing, and degree of roasting, can directly influence the functional relationship of
the data with the response variable, causing random oscillations. When conducting a study of
directional effects through the trace-plot graph, using the linear Scheffé or quadratic Kronec-
ker model, random oscillations are disregarded. The objective of this study is to propose an
enhancement of the procedure used in the construction of the trace-plot graph, using Hermite
polynomials, in the case study of sensory evaluation of coffee blends. This procedure is based
on a new parameterization called the "Hermite model"and includes corrections to the design
matrix associated with this model. It should be noted that by adjusting the Hermite model, the
design matrix loses the property that the sum of the rows equals one, justifying the need for
correction. It was concluded that the trace-plot graph generated by the Hermite model provi-
ded a more accurate interpretation of the directional effects on the components compared to
the Scheffé model. Additionally, the corrections were able to preserve the linear Scheffé model
without compromising the additional information present in the Hermite model.

Keywords: Coffee blends. Hermite Model. Hermite correction. Scheffé model. directional
effects. Trace-plot.
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1 INTRODUCAO

Os delineamentos de mistura, mencionados por Cornell (2002), correspondem a uma
drea da estatistica experimental que tem como principal caracteristica a exigéncia de uma res-
tricdo unitaria em cada ponto experimental, definida por x;, ou seja, Zq:x,- = 1. Com essas
restri¢des, os delineamentos de misturas sdao construidos sobre a regiéolz)lcperimental simplex.
Cada ponto experimental contido no delineamento simplex forma uma mistura.

A imposi¢ao da restricdo de misturas cria uma situagiio propicia para a modelagem de
respostas continuas, com covaridveis, representativa em uma classe de modelos de dados com-
posicionais. Vdrios modelos de regressdo com diferentes parametrizagdes sao propostos para
modelar tais experimentos, a mencionar os modelos de mistura de Scheffé e Kronecker (NE-
POMUCENA; SILVA; CIRILLO, 2013; BROWN et al., 2015).

Com a defini¢do de um modelo linear, independente da parametrizagdo, um dos resul-
tados mais atrativos € a facilidade em estudar os efeitos direcionais na direcdo de Cox (COX,
1971; PIEPEL, 2007). Sobre os eixos direcionais de Cox, pretende-se determinar os perfis
médios dos componentes. Para tal, parte-se do pressuposto de uma mistura de referéncia e
caminha-se, com pequenas variacdes sobre os eixos direcionais, com o intuito de inferir o efeito
produzido no valor predito do modelo (PIEPEL, 2007).

Em produtos relacionados a cafés, mais especificamente na formulacio de blends, fato-
res externos, tais como altitude, tipo de processamento e grau de torrefacdo, podem provocar
alteracdes nas caracteristicas fisico-quimicas e sensoriais dos blends (KLEINWACHTER; SEL-
MAR, 2010; BOREM et al., 2019; TELES; BEHRENS, 2020; CIRILLO et al., 2017). Torna-se
plausivel assumir que os graficos Trace-Plot dos efeitos direcionais dos componentes estejam
sujeitos a oscilagdes aleatdrias, tornando a andlise sensorial complexa.

Em relacdo ao grau de torrefacdo, a interferéncia na qualidade da bebida, devido as
variagdes de aromas, sabores e a diversidade de compostos quimicos, € relatada por Alvarado
e Linnemann (2010) e Baqueta et al. (2019). Caso o processo de torrefacao ndo seja feito
adequadamente, com o controle das varia¢des de tempo e temperatura, a consequéncia é a perda
de umidade e temperatura interna do grao, afetando diretamente o perfil aromético da bebida,

como sugerido por (YANG et al., 2016).
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No contexto apresentado, € sugerido que se reexaminem os modelos convencionais,
propondo novas parametriza¢des, de modo que os novos elementos obtidos para a andlise dos
efeitos direcionais dos componentes possam filtrar as oscilagdes aleatérias.

Com essa motivacdo, o propoésito deste estudo € utilizar os polindmios ortogonais de
Hermite no aprimoramento da modelagem estatistica de experimentos de misturas. Esse método
visa melhorar o procedimento empregado na criacdo do grafico de trace-plot, com €nfase na
andlise dos efeitos direcionais dos componentes. O desenvolvimento do método proposto foi
realizado em duas abordagens.

A primeira abordagem trata da modelagem de misturas e envolve a proposi¢do de uma
parametrizacdo para o modelo de Scheffé. Nessa parametrizacdo, fazemos uso do Modelo de
Hermite e adicionamos um termo chamado "parametro de perturbacao,"representado por . A
implementagdo de um parametro de perturbacdo altera a matriz associada a parametrizagdo,
resultando na perda da propriedade de que a soma de suas linhas seja igual a um. Portanto, a
segunda abordagem concentra-se na proposta de duas corre¢des na matriz de delineamento de
mistura.

A primeira abordagem trata da modelagem de misturas e envolve a proposicao de uma
parametrizagdo para o modelo de Scheffé. Nessa parametrizacdo, fazemos uso do Modelo de
Hermite e adicionamos um termo chamado "parametro de perturbagdo,"representado por u.
A implementacdo desse parametro de perturbacdo altera a matriz associada a parametrizacao,
resultando na perda da propriedade de que a soma de suas linhas seja igual a um. Portanto, a
segunda abordagem concentra-se na proposta de duas corre¢des na matriz de delineamento de

mistura.
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2 METODOLOGIA

Em consonéncia com os objetivos propostos, a metodologia utilizada para elaboracdo do

modelo de Hermite e a correcao na matriz de delineamento s@o descritas nas secdes seguintes.

2.1 Parametrizacao do modelo de Scheffé via polinomios de Hermite na inclusiao de um

parametro de perturbacao (3,).

A especificagdo do modelo de Hermite é dada em (2.1).

q q
y=o0oHo+ Y oiH(xi;)+ B[ [Ha(x:) + ¢, (2.1)
i=1 i1

sendo ¢ o nimero de componentes da mistura, @; e  os pardmetros do modelo, € ~ Normal
(0,02) e H,(x) um polindmio ortogonal de Hermite de grau n. A representagio do polindmio
de Hermite adotada para o desenvolvimento deste trabalho foi a formula recursiva de Rodrigues

expressa na equagdo (2.2) , especificada no Livro do Kruri (2003).

2
Hy(x) = (—1)"eT — %
(W)= (-1)'e —

N

n=0,1,2,... (2.2)

Nessa representacao, os polindmios de grau 0, 1 e2sdo Hy=1, Hi =xe Hy = 21,

respectivamente. Deste modo, a simplifica¢do na escrita do modelo é dada em (2.3)

q q
y=ao+ Y axi+B[]0F —1)+e, (2.3)
i=1 i=1
€ ~ Normal (0, 62). No caso de g = 3, tem-se a expressao (2.4):
3 3
y = oo+ Y axi+ B[ -1 +e
i=1 i=1
3 3
= o+ ) oixi+B]Ji—D(xi+1)+e. (2.4)
i=1 i=1

3
Impondo a restri¢do de mistura, Zx,- = 1, sobre os termos (x; — 1) e (x; + 1) obtemos,

i=1
respectivamente as expressoes (2.5) e (2.6) :
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3 3
xi—1l=1-Y xj—1==Y x; (2.5)
j:17 ]:17
J#i j#i
€
3 3
xi+l=1-Y xj+1=2-Y x; (2.6)
j:17 .]:17
j# J#i

Substituindo as igualdades (2.5) e (2.6) no modelo dado em (2.4) obtemos o modelo
2.7):

3 3 3
y = Zai*x,-+[3H —ij Z—ij +e€

i=1 =t | =, =1,

J#i J#

i 2
3 3 3
= ZOCi*xi-l-ﬁH ZXJ' +2x;—2| +¢€

i=1 i=1 | | j=1.

J#i

3
= Y ofxi+ B [2x1 -2+ (x +x3)2] X [2x2—2+(x1+X3)2} X
i=1

[2x3 =24 (x1 +x2)%] +&. (2.7)

Podemos reescrevendo o modelo (2.7) na forma simplificada (2.8) tomando-se f3; = ¢,

Bu=Beu= [2x1 —24(x +X3)2} X [2x2—2—|—(x1 +X3)2} X [ZX3 —24(x +x2)2}.

3
y= Zﬁixi—FﬁuM—i-S. (2.8)
i=1

Convém ressaltar, que o desenvolvimento para obtermos o modelo (2.8) pode ser esten-

dido com facilidade para qualquer nimero de componentes. De modo que, o intercepto 0 seja
2

q q q
confundido com os termo linear

o;x; € 0 termo u se torneu:H ij +2x;—21.
i=1 i=1 | | j=1,
J#i

E neste caso, teremos o modelo de Hermite (2.9) aplicdvel a qualquer niimero de componentes.

q
y=Y Bixi+Buu+e. (2.9)
i=1
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2.2 Proposicao de duas correcoes na matriz de delineamento de mistura com inclusiao do

efeito de perturbacao representado por (u).

Considere o modelo (2.9) na forma matricial, dado em (2.10)

Y = [X|U]B +¢, (2.10)
€m que ) _ ) )
Y1 X111 X12 ... Xig | U1
Y — yz' , [X|U] _ X2 1. X22' .. qu. us 7
i Yn i | Xnl Xn2 .. Xpg | Un i
€]
&

B:[ﬁ1 B ... ﬁq ﬁu] e €=

€n

A necessidade de impor corre¢des no delineamento de mistura € justificada pelo fato
de que matriz aumentada, [X|U], ndo contempla a restri¢io unitdria. Logo, propomos duas
correcdes, doravante denominadas por Corrections Hermite Designs (CHDs)

As CHDs permitem corrigir o delineamento de Hermite da forma Y = [X]|U]B + € para
um delineamento de Scheffé Y = [X*|3 + €, usando o fato de u = IZI(xi2 — 1) ser constituido
apenas por varidveis que satisfazem a restri¢do usual de mistura. (l)zéiesenvolvimento tedrico

encontra-se no anexo.

2.3 Experimento sensorial e preparacao dos blends de cafés.

As formulagdes dos blends (Tabela 1), foram definidas utilizando-se de cafés com dife-
rentes padroes de qualidade, considerando as proporcdes dos cafés: ardbica comercial torrado e
moido (CAC), Canéfora (CC) e ardbica especial (CAE), sendo esse, representado por um gené-
tipo da cultivar Bourbon Amarelo processado via seca (amostras k = 1 a 9) e cereja descascado
(amostras k=10 a 18). Os procedimentos adotados para realiza¢io e preparo das amostras foi
dado, segundo o protocolo da Associacio Americana de Cafés Especiais (SCAA).

Seguindo essas especificacdes, dois experimentos foram planejados, em que cada amos-

tra correspondeu a um blends definido pelas proporcdes, conforme descreve a Tabela 1.
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Tabela 2.1 — Composi¢ao dos blends formados pelos cafés: ardbica comer-
cial torrado e moido (CAC), ardbica especial (CAE) e Canéfora

(CO).

Experimento 1: Bourbon amarelo | Experimento 2: Bourbon amarelo
processado via seca. processado via imida.
Amostra CE CT CC Amostra CE CT CC

Codificagao X1 X X3 Codificagdo X1 X X3

no modelo no modelo
1 0.340 0.330 0.330 10 0.500 0.000 0.500
2 0.000 0.000 1.000 11 0.500 0.500 0.000
3 0.340 0.000 0.660 12 0.340 0.000 0.660
4 0.000 1.000 0.000 13 0.340 0.330 0.330
5 0.670 0.330 0.000 14 0.670 0.330 0.000
6 0.340 0.660 0.000 15 0.000 0.000 1.000
7 1.000 0.000 0.000 16 1.000 0.000 0.000
8 0.500 0.000 0.500 17 0.000 1.000 0.000
9 0.500 0.500 0.000 18 0.340 0.660 0.000

Fonte: Os autores (2023).

Cada experimento foi executado em sessdes distintas com intervalos de 24 horas, em
fun¢do do numero excessivo de avaliagdes. O grupo de individuos avaliadores foi composto
por cinco provadores qualificados, no sentido de serem considerados aptos a diferenciacao das
amostras nos experimentos sensoriais.

Os blends foram avaliados recebendo notas que variaram de 0 a 10 para as caracteristicas

qualitativas da bebida: nota final, amargor, corpo, sabor e acidez.

2.4 Construcao do grafico trace-plot

Considerando os experimentos descritos na Tabela 1, os modelos ajustados foram, Scheffé,

Hermite e Scheffé com as corregdes propostas, nomeadas por CHD1 e CHD?2. Para cada mo-
delo, utilizou-se a direcdo de Cox (COX, 1971). A direcdao de Cox consiste em uma linha
imagindria ligando uma mistura de referéncia s = (s1,...,54) ao vértice x; = 1, com i = 1,...q.
Sendo valida como mistura de referéncia qualquer ponto contido no simplex.

Especificamente, para medir o efeito do i-€simo componente na direcdo de Cox, varia-
se uma quantidade A; na propor¢do do componente i da mistura de referéncia ao longo do eixo
direcional i. Com essa variagdo, a nova propor¢do do componente i se torna x; = s; + A;. Os
valores das proporcoes de cada um dos outros ¢ — 1 componentes restantes sao recalculados

usando a expressdo x; = % para j=1,2,....ge j #1i(COX, 1971; CORNELL, 2002).
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No calculo das estimativas dos efeitos direcionais dos componentes x; (i=1,2 e 3), fixou-
se a mistura de referéncia como sendo o ponto centroide s = (0.340,0.330,0.330). Para reali-

zacdo de todo o procedimento, foram construidos scripts no software R (Core Team, 2022).
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3 RESULTADOS E DISCUSSOES

A Tabela 3.1 apresenta algumas estatisticas para nos auxiliarmos na avalia¢do da quali-

dade dos ajustes dos modelos aplicados ao estudo dos blends de cafés.

Tabela 3.1 — Estatisticas para o ajuste dos modelos nos blends de cafés.

Modelo parametros (p-valor) R?
ﬁl | ﬁz | ﬁ3 | ﬁu ajustado
Experimentol
Scheffé 5.5542 (9.69¢7%) 1.5390 (0.05307) 3.7611 (0.00104) - 0.9587
Hermite ~ 6.0021 (0.000553)  1.8564 (0.050388)  4.0622 (0.002309)  0.9942 (0.380167) 0.9582
CHD1 7.994 (0.113) -2.407 (0.511) 5.220 (0.125) - 0.9147
CHD2 9.288 (0.000236) 1.271 (0.334203) 5.708 (0.003029) - 0.9587
Experimento2
Scheffé 6.9915 (3.14¢7) 3.0097 (5.92¢7%)  4.0619 (1.00e%) - 0.9942
Hermite  6.5990 (2.07¢7%)  2.7315 (0.000117)  3.7980 (2.16e=%%)  -0.8713 (0.060269)  0.9968
CHDI1 11.19253 (0.037) -0.02667 (0.994) 2.49325 (0.415) - 0.9494
CHD2 11.6255 (8.37¢797)  3.6752 (0.000667)  5.7761 (4.96¢%) - 0.9942

Fonte: Os autores (2023).

Por meio dos resultados descritos na tabela 2, pode-se observar que a parametriza¢io
proposta, incorporando-se polindmios de Hermite, bem como, as correcoes CHD1 e CHD?2
realizadas na matriz de delineamento, resultam em um valor do R2, compativel com o modelo
de Scheffé, com alto poder de predi¢do. A ocorréncia destes resultados foi percebida em ambos
experimentos, diferenciados pelo tipo de processamento, considerando a varidvel resposta nota
final.

Em se tratando da significancia dos parimetros, convém ressaltar, que a contribui¢do do
pardmetro de pertubacio, 3, incorporado no modelo de Hermite pode ser significativo ou néo.
Em ambos experimentos, os parametros relacionados a corre¢io CHD?2 apresentaram estimati-
vas melhores que os da corre¢cdo CHDI..

A qualidade de ajuste do modelo foi mantida, todavia, pela variabilidade dos dados, em
todos os modelos especificos do experimento 2, o coeficiente R? gerou estimativas levemente
superior ao experimento 1. Com grios processados via imida na composi¢@o dos blends des-
critos no experimento 2, houve compatibilidade dos resultados com o modelo de Scheffé em
ambos os experimentos. Portanto, ndo ha evidéncias estatisticas para atribuir vantagens expres-
sivas do modelo de Hermite e suas correcdes.

Dada a elevada qualidade de ajuste dos modelos, prosseguiu-se com a construcdo dos

gréficos trace-plot (Figuras 3.1 e 3.2) assumindo os efeitos direcionais de Cox.
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Figura 3.1 — Trace-Plot em relacdo aos eixos direcionais x1,x; € x3 do experimento 1.
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Fonte: Os autores (2023).

Figura 3.2 — Trace-Plot em relagdo aos eixos direcionais x1, x; € x3 do experimento 2.
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Fonte: Os autores (2023).

No eixo da abcissa, encontram-se os valores da coordenada x; ao fixarmos o eixo direci-
onal x;, com i = 1,2,3 e no eixo da ordenada, as respostas preditas para a nota final. Os gréficos
foram gerados para as misturas definidas em cada um dos trés eixos direcionais.

Os resultados ilustrados nas figuras 3.1 e 3.2 evidenciam que, ajustando-se os modelos
lineares de Scheffé, independentemente de aplicarmos ou ndo as CHDs, a resposta de predi-

¢do € sensivel as mudangas feitas nas propor¢des das componentes x; € xp. Sendo diretamente
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proporcional a componente x| € inversamente proporcional a componente x;. Porém se anali-
sarmos o comportamento do traco ao longo do eixo direcional x, foi mais estdvel, uma vez que
seu traco apresenta um perfil horizontal ao eixo da abcissa, com baixa inclinagao.

O comportamento dos tracos do modelo de Scheffé foi preservado no modelo de Her-
mite, de modo que o traco do modelo de Hermite apresentou oscilagdes entre +1 e -1 em torno
do grafico de Scheffé, sendo mais sudveis no experimento 2. Essa ocorréncia evidencia um
comportamento estaciondrio do traco de Hermite em torno do perfil linear do modelo de Scheffé
pode ser interpretada como um efeito aleatdrio, atribuido a hipétese de algum erro nas medi-
¢oes da varidvel resposta e até mesmo ao grau de qualificacdo do provado e a rigorosidade da
conducio da anélise sensorial.

Com esta expectativa, a0 comparar os experimentos 1 e 2, consideramos o modelo de
Hermite plausivel de implementacdo, e ficou nitido que o experimento 1, cujos cafés foram
processados via natural, apresentam maiores oscilacdes em relagdo ao experimento 2.

No que se refere a aplicagdo das CHDs, € notdrio que as mesmas provocaram incremento
na inclinag@o das retas sobre os eixos direcionais, sentidos principalmente nos eixos x| € xj.
Esta variacdo mais acentuada da inclinacdo se deu pela incorporacdo das informacdes contidas
na varidvel u do modelo de Hermite no perfil linear do modelo de Scheffé através das corre¢des

CHDI e CHD2.
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4 CONCLUSOES

Contudo, acreditamos que a amplitude e suavidade das oscilagOes estdo relacionadas
com o grau de qualificacdo do provador e a condugdo da andlise sensorial. Uma baixa amplitude,
aliada a uma curva suave, ¢ um forte indicio de um alto grau de qualificacdo dos provadores e
de uma condugdo rigorosa da andlise sensorial.

Além disso, a aplicacdo das CHDs para corrigir a matriz de delineamento foi capaz
de preservar o modelo linear de Scheffé sem perder as informagdes adicionais presentes no
modelo de Hermite. Uma mudanca abrupta na inclina¢do da curva gerada pelas corre¢des, em
comparagdo com a inclinag¢do da curva original gerada pelo modelo de Scheffé, também pode
ser interpretada como um indicio de falta de qualificagdo do provador.

Deste modo, em termos préticos, a interpretacdo dos efeitos direcionais através dos mé-
todos propostos pode ser realizada como uma técnica inicial para avaliar o grau de qualificagdo
e a rigorosidade na conducdo da andlise sensorial. Assim, o pesquisador tem maior confianga

na interpretacio dos efeitos direcionais.
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APENDICE A - Anexo

As CHDs foram construidas fundamentadas na propriedade apresentada no Lema (1):

Lema 1. Se xy,...,x,4 sdo as propor¢oes de mistura com q componentes, entdo:

Demonstracao:

q
Dado u = I_I(xl2
i=1

Assim,

E portanto,

* Se g éimpar, —1 <u <0.

e Segépar,0<u<l.

Logo,

0< |uf <1

— 1), pelas restricdes de um experimentos de mistura temos que,

0< xl-z <1

0-1< x—1 <1-1

—1< ¥—-1 <0.

1

0<|uf <1

Teorema 1. Considere as CHDs dadas por:

: I
X = xilu| = = |ul 4~ (D)
a q

gzn(—M)+@, @
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q
sendo u = I_I(xl2 —1).
i=1
As correcoes (1) e (2)satisfazem as restricoes usuais de um experimento de mistura.

Demonstracao:

As restri¢des usuais em delineamento de mistura sdo satisfeitas na correcao (1) uma vez,

que por construcdo, temos que:
/ 1 1 1
=5l = ful + ~ =]+ (1~ |u]).

Mas pelo lema anterior, 0 < |u| <1, assim (1 — |u|) > 0. Como x;, || e g também sdo

. . . ~ /
todos maiores ou iguais a zero, entdo x; > 0, uma vez que

1 1

X = Xilu| = —|u[+ -
q

gxilu| 41— [ul
q

1+ u|(gx; — 1)
q

1+ |ul(g—1)

q
I+qg—1

q

IN

IN

Logo, 0 < x; < 1. E portanto a primeira condi¢ao de mistura ¢ satisfeita.

q
. ~ / 7 7 71°
A condicdo le- = 1 também € vdlida uma vez que,
i=1

i=1 i=1 q
91 91
= Y- Y+ Y
i=1 i—14 i=1
= |ul.1—g.~|u[+qg.—
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. / -~ . ~ . . .
Ao considerarmos X;, as restricoes de mistura novamente sio satisfeitas po1s, por cons-

/ u u — |u u
xi:xi(l—u)—&—g:xi (q—||>—l—g
q q q q

Mas ¢ > 1,0 < x; < 1 e pelo Lema anterior, 0 < |u| < 1, assim x;- > 0. E ao reescrevermos:

G i)l
- l
’ q q°

q°xi — qxilul + |u]
2

trugao:

q
_ q*x; + u|(1—xiq)
7
< g*xi+ (1 —xiq)
= )
q
gxi +1—gx;
S T
q
1
=7
< 1.

Logo, 0 §x; <1.

q
. o~ ! . L . . ! .
Provaremos agora que a condicio Z x; de mistura é satisfeita por x;, conforme o seguinte
i=1
desenvolvimento:

L I |M|> Iul]
x; = xi|ll—— | +—
b = Lps(-7) @
\u|> I . Ju|
< q ; ,Zzlqz
M) qlul
= 1—— |+ |
( q 2
u u
= 1 ||+U|
q q

[
Convém ressaltar que as CHDs foram construidas para um nimero genérico g de compo-
nentes. Assim, considerando-se um ndmero g qualquer de componentes, € possivel aplicarmos

uma CHD na matriz do delineamento Hermite. Os novos pontos experimentais do delineamento



gerado pelas CHDs, podem ser ajustados usando o modelo cldssico de Scheffé.
q
Y =) B +e. 3)
i=1

O novo modelo (3) possui a mesma forma do cldssico polindmio candnico de Scheffé,

porém considera-se no ajuste as varidveis corrigidas do modelo Hermite.
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