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RESUMO

A busca por uma regularidade na expansdo decimal motivou ao
desenvolvimento de novos campos da matematica, envolvendo diversas areas da
ciéncia. O fascinio pela Razdo Aurea levou varios matematicos a estuda-la, e
esses estudos levaram a conclusfes de que se trata de um nlmero com
caracteristicas muito especiais, entre elas a irracionalidade e a estética.
Objetivou-se neste trabalho apresentar uma proposta de atividade que enriqueca
0 estudo de numeros Irracionais no Ensino Fundamental. Optou-se por uma
abordagem, baseada no aspecto histdrico, manuseio de régua ndo graduada e
compasso, método axiomatico-dedutivo e no uso de tecnologias em sala de aula,
em especial o software matematico Geogebra. Esse software se torna uma
ferramenta adicional para o aprendizado, pois a sua utilizagdo na etapa final de
cada atividade apresenta o conteldo de uma forma atraente e lidica para
construcdo do conhecimento.

Palavras chave: Numeros Irracionais. Raz&o Aurea. Software Geogebra.



ABSTRACT

The search for regularity in the decimal expansion induced the
development of new field in mathematics, involving many areas of science. The
fascination by the Golden Ratio has led many mathematicians to study it, and
these studies led to conclusions of what comes to be a number with very special
characteristics. Among these are irrationality and aesthetics. This work aimed at
presenting a proposal of activity which enriches the study of irrational numbers
in Primary School. We opted for an approach based on the historical aspect,
handling of a non-graduated ruler and compass, deductive-axiomatic method and
on the use of technologies in the classroom, especially the Geogebra
mathematical software. This software has become an additional tool for learning,
for its use in the final stage of each activity presents the content in an attractive
and playful form in constructing knowledge.

Keywords: Irrational Numbers. Golden Ratio. Geogebra software.
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1 INTRODUCAO

O estudo dos numeros Reais — conjunto formado pelos numeros
Naturais, Inteiros, Racionais e Irracionais’= é retomado varias vezes no ensino
bésico, visando acompanhar a evolucdo do aluno. Porém, enquanto os outros
nimeros sdo amplamente discutidos, os Irracionais sdo trabalhados apenas de
forma superficial ao longo do terceiro ciclo do Ensino Fundamental.

De acordo com Pommer (2011), os nimeros Irracionais geralmente néo
sdo ensinados no ensino basico com a devida complexidade. Ou seja, 0s
nlmeros irracionais sdo tratados com viés empirico e simplificado, o que
descaracteriza aspectos essenciais que permitiriam entender a natureza
semantica deste tema. Em seu trabalho apresentado no Encontro Paranaense de
Educacdo Matemética em que foram analisados livros indicados pelo PNLD

(Plano Nacional do Livro Didatico), Pommer concluiu:

Que os aspectos destacados nos livros didaticos somente
iniciam um processo de explicar o conceito de ndmeros
irracionais. Ha uma lacuna entre a introducédo inicial das
raizes inexatas, feita através de uma abordagem pseudo-
empirica, relatando situagdes e contextos praticos e,
posteriormente, ha a introducdo do conceito de numero
irracional. Deste modo, as colegdes analisadas ndo destacam
aspectos essenciais frente a problematica e a complexidade
do tema. (POMMER, 2011, p.10)

Analisando a histéria da matemética, percebe-se que o0s conceitos
matematicos foram construidos como respostas a questionamentos provenientes
de diferentes contextos. Prova disso € que 0s nimeros Irracionais surgiram como
resposta do homem a necessidade de comparar medidas no momento em que a

habilidade de contar, que ele dominava, ja ndo era suficiente para responder a

! Numeros com representacdo decimal infinita e no periodica.
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questdo de quantas vezes uma grandeza cabe em dois segmentos diferentes, ou
seja, a incomensurabilidade®.

Nos dias atuais, depara-se com desafios e dificuldades que podem vir a
gerar 0 insucesso escolar de muitos estudantes, 0 que vem a retroalimentar a
necessidade de aprimorar o trabalho com os conteidos e a didatica em sala de
aula. Isso sugere, entdo, uma metodologia de trabalho que priorize abordagens
cada vez mais ricas e consistentes, propiciando o desenvolvimento cognitivo.

Neste trabalho, € proposto como método de estudo despertar a
curiosidade dos educandos sobre os nimeros Irracionais, por meio de uma breve
exposicdo histérica da Razdo Aurea’. Essa abordagem é acompanhada de
descricBes e analises desde 0 seu suposto surgimento, passando pelo primeiro
registro até os dias de hoje. Também é discutida sua utilizacdo na arte, na
arquitetura e os mitos que a cercam.

O ensino da matematica por intermédio da histéria é reforcado pelos

Parametros Curriculares Nacionais PCN (Brasil, 2005), que indicam que:

Em muitas situagdes, o recurso a Histéria da Matematica
pode esclarecer ideias matematicas que estdo sendo
construidas pelo aluno, especialmente para dar respostas a
alguns “porqués” e, desse modo, contribuir para a
constituicdo de um olhar mais critico sobre os objetos de
conhecimento. (PCN, 2005)

Em um segundo momento, faz-se uma representacdo numérica da Razéo
Aurea, acompanhada com uma introducdo tedrica e propriedades algébricas
interessantes que podem ser desenvolvidas junto aos alunos com a finalidade de
aproxima-los da matematica pura, caracterizada como metodologia axiomatico-

dedutiva.

2 Segmentos que ndo possuem unidades de medidas comuns s&o incomensuraveis.
® Modo especial de dividir um segmento em duas partes.
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Por fim, sdo apresentadas trés atividades praticas com a utilizacdo de
uma régua ndo graduada e compasso e o software matematico Geogebra para a
construcdo do Ponto Aureo de um segmento, Retangulos® e Triangulos Aureos.
Uma abordagem dessa forma possibilitara ao aluno comparar a matematica do
passado com a do presente, bem como desenvolver valores favoraveis para sua
melhor aprendizagem.

Esse estudo disponibiliza aos professores uma ferramenta didatica que
permite lidar com a prética dos ndmeros Irracionais, por meio do NUmero
Aureo, de forma a favorecer o aprendizado deste contetdo pelos discentes. Para
isso, é reforcada a linha pedagdgica sobre o aspecto historico e a metodologia
axiomatico-dedutiva, que permitirdo abordar a irracionalidade e a
incomensurabilidade de forma ludica e prazerosa. Serdo despontadas no item

seguinte, as metodologias a serem utilizadas nas atividades.

* Retangulo com comprimento e largura na Proporgdo Aurea.
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2 METODOLOGIA

Nesta proposta acredita-se que o conhecimento é adquirido a partir da
construcdo coletiva ou individual dos discentes. Nesse sentido serdo utilizadas
quatro metodologias, abalizadas na bibliografia de Zabala (1998) e Pitombeira
(2010), em que o eixo principal € a formacdao participativa e qualitativa do aluno.
Essas metodologias sdo: 1) Contextualizagdo histérica, 2) Experimentos e

Construces, 3)Metodo axiomatico-dedutivo e 4) Tecnologias em sala de aula.

2.1 Contextualizacéo histérica

A primeira metodologia de trabalho é a contextualizacao histérica. Essa
contextualizacdo auxilia o aluno a desmistificar a ideia de que a matematica é
uma ciéncia estagnada, acabada e, acima de tudo, inatingivel.

Apresentar a matematica construida por diferentes povos, em diferentes
épocas, ajuda os alunos a entenderem 0s conceitos, procedimentos e sistemas
matematicos. Ademais, a interdisciplinaridade entre a matematica e a historia
contribui para formagdo do educando, uma vez que evidencia o conhecimento

ndo compartimentado.

2.2 Experimentos e construcgdes

Os experimentos e construcdes, segunda metodologia desta proposta de
trabalho, possibilita que o aluno veja, explore e sinta de forma concreta,
conceitos e propriedades matematicas, por meio do uso de régua e compasso. A
utilizacdo desses recursos proporciona o desenvolvimento de uma habilidade

matematica muito importante, a de fazer comprovacoes.
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Por meio da verificagdo das teorias matematicas, em exemplos
especificos e concretos, 0os alunos comecam a perceber que as propriedades
podem ser veridicas ou, por outro lado, questionar sobre sua veracidade. Esses
experimentos e construcfes sdo praticas essenciais a serem desenvolvidas pelos
discentes, para que eles entendam a validade da propriedade, e ndo se limitem a

apenas grava-la e memoriza-la.

2.3 Método axiomatico-dedutivo

Os Pardmetros Curriculares Nacionais (Brasil, 2005), para 0 ensino
fundamental, enfatizam a importdncia da demonstragdo em matematica,
procurando dar orientacGes para o estudo de teoremas pelos alunos, com
posterior demonstracdo formal, privilegiando as conjecturas e as rela¢fes que as
vinculam com o discurso tedrico.

A terceira metodologia utilizada, axiomatico-dedutiva, esta relacionada a
um processo de validacdo de um fato matematico e que o registro de uma
demonstracdo deve ser apoiado em axiomas ou argumentos matematicos ja
comprovados. O encadeamento l6gico desses argumentos deve convencer 0s
discentes da veracidade da proposicdo matematica em questdo, ficando, a
mesma, portanto, demonstrada.

Durante o estagio seguinte da prova, o estudante pode organizar, por
meio de relagdes construidas de maneira coerente, algumas justificativas
(“argumentos”) garantindo, assim, sua participagdo na construgdo do

conhecimento.
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2.4 Tecnologias em sala de aula

As tecnologias da informacdo e da comunicacdo, quarta metodologia
empregada, estdo cada vez mais inseridas na sociedade. O seu uso no cotidiano é
evidente, com exemplos notérios nos bancos, supermercados, farmacias, entre
outros. Portanto, a utilizagdo dessas tecnologias em classe é essencial para a
formacdo de um cidaddo pleno, que possa desenvolver e aplicar o seu
conhecimento matematico no dia a dia e consiga aproveitar as potencialidades
desses recursos para sua aprendizagem.

Os Softwares matematicos oferecem ferramentas que facilitam o
desenvolvimento e o entendimento de conceitos. Dentre outras possibilidades, o
uso de figuras elaboradas em aplicativos pode auxiliar o aluno a entender as
figuras geométricas como classes, diferenciando-as de um simples desenho. As
novas tecnologias contribuem para a construgdo de teorias que permitem fazer
simulacGes de técnicas e procedimentos matematicos.

Essa proposta metodolégica visa ao uso dos programas de computador
como suporte para o trabalho de simulagdes de atividades pedagogicas. Esse
método é facilitador para a realizacdo de trabalhos em grupos, objetivando
completar os blocos de exercicios sequenciados, ou até mesmo melhoré-los, ja
que podem incluir a autocorrecéo.

Contudo, a aprendizagem exige um contexto de intercdmbios afetivos.
Por este motivo, 0 uso dos suportes da informatica ndo tem que nos levar a uma
situacdo de trabalho estritamente individual e, sim, como mais um dos recursos
que pode ser utilizado para alcancar determinados objetivos educacionais da
melhor maneira possivel.

Segue no item seguinte, um breve historico da Razdo Aurea, que se
apresenta como um método de estudo capaz de despertar a curiosidade dos

educandos sobre os nimeros Irracionais, em especial, 0 Nimero Aureo.
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3 BREVE HISTORICO DA RAZAO AUREA

Serd iniciado o breve histérico com o autor de um dos livros mais
importantes da historia matematica: Euclides. A vida desse autor € tdo misteriosa
que até mesmo o local do seu nascimento é desconhecido. E muito provavel que
ele tenha estudado em Atenas, com alguns dos alunos de Platdo, ja que Proclo
(485 d.C.) diz a seu respeito:

Esse homem viveu no tempo do primeiro Ptolomeu... ele é,
entdo, mais novo que os discipulos de Platdo, porém mais
velho do que Aristételes e Arquimedes. (PROCLO apud
LIVIO, 2011, p. 94)

No livro Elementos, de Euclides (300 a.C.), uma obra de treze volumes
sobre geometria e teorias dos nimeros, aparece a primeira defini¢do da Razdo
Aurea, denominada como razdo extrema e média. Ele estava interessado na
interpretacdo geométrica e em seu uso na construgdo do pentagono e de alguns
s6lidos platénicos.

A definicdo de Euclides no Livro IV de Razdo Média e Extrema é que:

Observando a Figura 1,

[ ]
J

Figura 1 Segmento dividido na proporcio Aurea

Se a linha AB é dividida pelo ponto C, entdo: (segmento maior) /
(segmento menor) é igual a (segmento inteiro) / (segmento maior), em outras

palavras:
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AC AB
CB=4C.

De acordo com Livio (2011), em Elementos, Euclides tentou abranger a
maior parte do conhecimento matematico de seu tempo. Entdo, antes do primeiro
registro, deve-se analisar um pouco da histéria do pentagrama e sua relacéo
estreita com a Raz&o Aurea.

Alguns dos mais antigos registros da histéria do pentagrama vém da
Mesopotamia, mais especificamente em Uruk, por volta de 3.200 a.C.. Nesta
época formas de pentagrama foram encontradas em tabuleta de argila e, também,
em Jemdet Nasr, onde foi identificado em um vaso e uma rosca de Girar.

Também foram encontrados pentagramas em outra regido do antigo
Oriente Meédio, especificamente no deserto de Israel, esses estavam
representados em raspadores de pedra do periodo calcolitico (4.500 a.C. — 3.100
a.C.). Diante disso, paira uma duvida se essas civilizacBes antigas estavam
cientes das propriedades geométricas dessas figuras, em particular da Razédo
Aurea.

Apesar dos Babilénios (2.000 a.C.) terem aproximagdes para a 0 nimero
irracional Pi, ndo existe absolutamente qualquer evidéncia matematica de que
eles tinham ciéncia da Raz&o Aurea.

Ja no antigo Egito o estudo deve ser mais cuidadoso, pois se depara com
fortes evidéncias de que a Raz&o Aurea pode ser encontrada nas proporcdes da
grande piramide de Gizé e em outros monumentos egipcios antigos. Embora seja
possivel identificar que a Razdo Aurea apareca em artefatos egipcios, em
algumas dimensdes e medidas, ndo é possivel provar com documentacBes ou
projetos arquitetbnicos as extensdes dessas obras de arte. Sdo dos matematicos
gregos 0s primeiros registros do estudo sobre a Razdo Aurea, em cujo meio

intelectual se insere Pitagoras.
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Pitagoras nasceu por volta de 570 a.C. na ilha de Samos, no mar Egeu, e
migrou entre os anos 530 e 510 para Crotona, uma colbnia ao sul da Italia.
Pitagoras aparentemente ndo escreveu nada, mesmo assim sua influéncia era tao
grande que seus seguidores mais aplicados formaram uma sociedade secreta e
eram conhecidos como pitagdricos.

Para os pitagoricos, 0 numero cinco era de suma importancia. Prova
disso é o fato do pentagrama, isto é, uma estrela de cinco pontas ser o simbolo
dessa irmandade. Ele tem relagdo estreita com o pentdgono regular, pois
conectando todos seus vértices por diagonais é obtido o pentagrama. No

pentagono regular AECPE = (FIGURA 2), tem-se que suas diagonais

determinam um pentagrama e, também, um pentagono regular menor F&HIJ
no centro, cujas diagonais formam um pentagono e um pentagrama ainda menor.
Essa progressdo pode prosseguir infinitamente, criando pentagonos e

pentagramas cada vez menores.

Figura 2 Representacdo do pentagrama

Uma propriedade notavel dos diversos pentagramas representados na
(FIGURA 2) é que se olharmos os segmentos de linha em ordem crescente de
comprimento podemos provar facilmente, por meio da geometria elementar, que
cada segmento é maior que seu antecessor por um fator que é exatamente igual

ao Ndmero Aureo. Mais importante ainda, podemos usar o processo de criar
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uma série de pentagonos e pentagramas encaixados indefinidamente com
tamanhos cada vez menores, para provar rigorosamente que a diagonal e o lado
do pentadgono sdo incomensuraveis, ou seja, que ndo possuem medidas comuns
entre si.

Conforme Livio (2011), Kurt Von Fritz entre outros pesquisadores,
sugere que os pitagoricos foram os primeiros a descobrir a Razdo Aurea e a
incomensurabilidade. Entre eles destaca-se a pessoa de Hipaso de Metaponto,
que utilizou o pentagrama e o pentagono, combinados com o conhecimento
geométrico de meados do século V a.C. para descobrir a irracionalidade.
Contrapondo a opinido mais tradicional de que esses conceitos foram
inicialmente observados por meio da razdo entre a diagonal e o lado do
guadrado.

Platdo (428 a.C.), uma das mentes mais influentes da Grécia antiga, foi
influéncia nos trabalhos da sua e de outras geracdes, sobretudo por duas areas: 1)
a incomensurabilidade e 2) os sélidos Platénicos. A primeira area reconhece que
da mesma forma que um numero par pode ser a soma de dois pares ou de dois
impares, a soma de dois nimeros irracionais pode ser ou ndo um irracional, uma
linha reta racional dividida numa secdo Aurea fornece um exemplo desse caso.
Ja na segunda os sélidos Platdnicos, dodecaedro e o icosaedro possuem suas
areas e volumes diretamente ligados & Razio Aurea.

Existem divergéncias quanto ao uso ou ndo da Razio Aurea no
Pathernon, ele foi seriamente questionado por George Markowsky, matematico
da Universidade do Maine em 1992, em seu artigo intitulado “Conceitos
equivocados sobre a Razdo Aurea”, do College Mathematics Journal,
Markowsky aponta o fato de que partes do Parthenon, na verdade, ultrapassam o
eshoco do Retangulo Aureo. Dessa forma, ndo se pode afirmar que a Razdo
Aurea foi usada no projeto do Parthenon, pois embora os pitagoricos possuissem

consideravel conhecimento, a maioria dos teoremas matematicos referentes a
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Razdo Aurea parece ter sido formulada apds a constru¢do do Parthenon. Logo
sua construcdo pode ter sido baseada em alguma nogéo predominante de padréo
estético.

O ltimo grande Gebmetra grego que desenvolveu teoremas
relacionados & Raz&o Aurea foi Pappus de Alexandria (340 d.C.), que apresentou
um novo método de construcdo do dodecaedro e do icosaedro, ja trabalhados por
Platdo, e com comparacdes entre os volumes dos sélidos platénicos, todos
envolvendo a Raz&o Aurea. Ap6s sua morte e com a curiosidade intelectual do
ocidente totalmente devastada, em funcgdo de ataques a biblioteca de Alexandria
por romanos, cristdos e mulgumanos e o fim da Academia de Platdo em 529
d.C., o interesse pela Raz&o Aurea entrou em um longo periodo de hibernagio. O
salto significativo teve de esperar o aparecimento do mais ilustre matematico da
idade média, Leonardo de Pisa.

Leonardo de Pisa (1170-1240), mais conhecido como Leonardo
Fibonacci, em seu livro Practica Geometriae (Pratica de Geometria), publicado
em 1223, apresentou novos métodos para o calculo da diagonal e da éarea do
pentagono, calculos dos lados do pentdgono e do decagono, a partir do diametro
do circulo inscrito e circunscrito e computagdes de volumes do dodecaedro e do
icosaedro, todos intimamente ligados & Raz&o Aurea. Contudo, sua contribuigio
mais importante e que lhe trouxe mais fama, deriva de um problema
aparentemente inocente, que consta no seu livro Liber Abaci (Livro do Abaco -
1202):

Um homem pbds um par de coelhos num lugar cercado por
todos os lados por um muro. Quantos pares de coelhos
podem ser gerados a partir desse par em um ano, se
supostamente, todo més cada par da a luz um novo par, que
é fértil a partir do segundo més. (PISA, apud LIVIO, 2011,
p.116)
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O numero de pares de adultos segue a sequéncia: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,
34, 55, 89, Sendo cada termo, a partir do terceiro, igual a soma dos dois termos
anteriores. Ela foi denominada no século XIX, pelo matematico Frances
Edouard Lucas (1842-1891) por sequéncia de Fibonacci. A medida que se
avanca nessa sequéncia, a razdo entre dois nlmeros sucessivos de Fibonacci
oscila em torno da Razdo Aurea (TABELA 1), propriedade descoberta em 1611

pelo famoso astronomo Johannes Kepler.

Tabela 1 Sequéncia de Fibonacci e a Razdo Aurea

Sequencia |[1]1]2]| 3 5 8 | 13 21 34 55 89
de Fibonacci
Razéo 1 1 15 1666.. 1,6 1,625 1,615.. 1,619... 1,618... 1,618..

O francés Luca Pacioli, nascido em 1445, durante a estadia em Mil&o,
completou o trabalho de trés volumes intitulados Divina Proportione (A
Proporcdo Divina). Foram publicados em 1509, detalhando a Raz&o Aurea em
estudo dos solidos geométricos e outros poliedros. Esse trabalho expressou o
desejo de revelar a artistas, por meio da Razdo Aurea, o segredo das formas
harménicas e, para assegurar sua atratividade, obteve os servicos do ilustrador
dos sonhos de qualquer escritor, o proprio Leonardo Da Vinci.

O segundo volume de Divina Proportione é um tratado sobre proporcées
e suas aplicacdes na arquitetura e na estrutura do corpo humano. O tratamento de
Pacioli foi baseado, em grande medida, no trabalho do eclético arquiteto romano
Marcus Vitruvius Pollio (70 a.C. - 25 a.C.).

Vale ressaltar que, antes de Pacioli, a Razdo Aurea era conhecida apenas
por nomes pouco referenciados como “Razéo extrema e média” ou “Propor¢édo
gue tem uma média e dois extremos”. A divulgacdo de A Divina Proporcéo, em

1509, renovou o interesse pela Razdo Aurea.
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Em outubro de 1597, o persistente interesse de Kepler produziu um
resultado interessante (FIGURA 3):

Se uma linha dividida nas razdes médias e extrema se
constréi um triangulo retangulo, de modo que o angulo reto
esteja sobre a perpendicular colocada no ponto de seccéo,
entdo o lado menor terd 0 mesmo tamanho do maior
segmento da linha dividida. (KEPLER apud LiVIO, 2011,
p.173).

Figura 3 Tridngulo de Kepler

Kepler acreditava que a Razdo Aurea serviu como instrumento
fundamental de Deus na criacdo do universo. Ele suportou provacoes
inimaginaveis, entre elas a perda de trés filhos em menos de seis meses. Morreu
no dia 15 de novembro de 1630 e foi enterrado em Regensburg e de modo
condizente com sua vida turbulenta, as guerras destruiram seu tamulo sem
deixar vestigios.

Em meados do século XIX, o matematico francés Jacques Phillipe Marie
(1786-1856) descobriu a formula®:

2l -]

® Demonstracdo: HENFEZ, Abramo. Elementos de Aritmética. 2ed. SBM, 2011. p. 26.
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que aparentemente ja era conhecida por Leonard Euler (1707-1783) e
permite encontrar o valor de qualquer nimero de Fibonacci em funcdo de sua
posi¢do™ na sequéncia.

O Renascimento produziu uma importante mudanca de direcdo na
historia da Razdo Aurea. A partir de entdo, esse conceito deixou de ficar restrito
a matematica e encontrava seu caminho nas explicacdes dos fendmenos naturais
e nas artes.

O primeiro artista e tedrico da arte a utilizar a Razdo Aurea foi,
provavelmente, o francés Paul Seérusier (1864-1927). Principalmente para
verificar e, ocasionalmente, checar suas invencdes de formas e suas
composicdes. Segundo Sérusier o conceito de Razdo Aurea se propagou em
outros circulos artisticos, especialmente os cubistas como Juan Cris (1887-1927)
e 0 escultor Jaques Lipchitz (1891-1973).

Outro tedrico da arte que teve grande interesse pela Razdo Aurea no
inicio do século XX foi o americano Jay Hambdge (1867-1924), que definiu
uma simetria que chamou de Simetria Dindmica e continha a espiral logaritmica,
que é diretamente ligada & Raz&o Aurea.

O italiano Mério Merz (1925-1967) por sua vez, foi o artista que
transformou a sequéncia de Fibonacci em um importante ingrediente de sua arte.
Ele se baseia no fato da sequéncia estar por tras de varios padres de
crescimento na natureza.

Outro defensor vigoroso da aplicacio da Razdo Aurea na arte e na
arquitetura, segundo Doczi, foi o Suico Charles Edouard Jeanneret (1887-1965),
mais conhecido como Le Corbusier. A busca por uma propor¢do padronizada
culminou na introducéo de um novo sistema proporcional chamado Modulor que
supunha fornecer uma medida harménica baseada na escala humana e

universalmente aplicavel na arquitetura (FIGURA 4).
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Salvador Felipe Jacinto Dali Doménech, Marqués de Pubol, um dos
mais importantes pintores contemporéneos (faleceu em 1989), mestre do
surrealismo, € mais conhecido como Salvador Dali. Sua obra “O Sacramento da
Ultima Ceia”, mostrada na (FIGURA 5) ndo ¢é a mais conhecida, mas é o mais
ilustrativo exemplo do uso da proporcdo Aurea e de simbolos correlatos nas

artes plasticas.

Figura 5 “O Sacramento da Ultima Ceia”

Em algumas obras, tais como: Madonna Ognissanti (Giottodi Bondone),
Madonna Rucellai (Siena Duccio di Buoninsegna), Madonna Santa Trinita

® Disponivel em: www.google.com.br/serach?q=obras+de+le+corbusier&hl.
" Disponivel em: www.bpiropo.com.br/pc20070266.html.
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(Cenni de Pepo), obras de Leonardo da Vinci como Virgem dos Rochedos, Sao
Jerdnimo e Mona Lisa e, também, pinturas do pontilista francés Georges Seurat
(1859-1891), ndo puderam ser comprovadas o uso da Razdo Aurea, além de
estarem mais inclinadas a propor¢do 1,6, ndo é possivel comprovar o emprego
de nmeros Irracionais somente com medicdes.

Em 1999, no trabalho do cientista da computacdo Divakar Viswanath,
aluno de pos-doutorado no Mathematical Sciences Research Institute na
Califérnia, ele se perguntou: Suponha que vocé comece com 0s numeros 1, 1,
como na sequéncia original de Fibonacci, mas agora, em vez de somar o0s dois
nlmeros, para obter o terceiro, joga-se uma moeda para decidir-se se somam 0s
dois ou se subtrai o ultimo ndmero do anterior. Ele observou que se ignorassem
0s sinais negativos, a raiz n-ésima do n-ésimo nimero da sequencia é bem
préxima do namero irracional 1, 13198824... e quanto mais alto fosse o termo da
sequéncia, mais préximo desse nimero seria.

A importancia do trabalho de Viswanath se deve ndo sé a descoberta de
uma nova constante matematica, mas ao fato de que isso ilustra muito bem como
aquilo que aparenta ser um processo totalmente aleatério pode levar a um
resultado inteiramente deterministico. Outra importante licdo retirada do seu
trabalho € que até mesmo um problema aparentemente trivial de oitocentos anos
ainda pode surpreender.

Esse breve historico tragado sobre a Razdo Aurea, na qual se inclui uma
possivel origem dos nimeros Irracionais, auxilia a desmistificar a ideia de que a
matematica é uma ciéncia estagnada, conforme afirmado anteriormente. No item

seguinte sera exposta uma introduc&o teérica sobre o Nimero Aureo.
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4 INTRODUCAO TEORICA: O NUMERO AUREO

Nesta secdo serdo apresentadas demonstragdes algébricas relacionadas a
Razdo Area, que podem ser desenvolvidas junto com os alunos, como atividade
ou avaliacdo, com objetivo de aproxima-los da matematica pura. Essas
demonstracdes, caracterizadas como um método axiomatico-dedutivo, sdo
importantes, pois poderdo dar aos discentes orientagdes para o0 estudo da Razdo

Aurea, conforme afirmam os PCNs (Brasil,2005).

4.1 Determinag&o do Nimero Aureo

Diz-se que um segmento AF esta dividido na Razdo Aurea quando o é
seccionado por um ponto C em duas partes, de tal forma que a maior parte seja

média proporcional entre 0 menor e o segmento todo, em outras palavras:

medfAC) medi AT} AE

medfCE) —mealAC "

1.1- Tt

Designando med€dC} = x ¢ medfdE} = @ (em uma apresentacio

inicial, recomenda-se utilizar ® =1 para uma melhor compreensédo dos
estudantes e, posteriormente, passa-se para a generaliza¢do), pretende-se achar x

de tal forma que:
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=R
I

Ea
||’ﬁ

=

Sendo x e (&=x%)¥ valores ndo nulos, multiplicam-se ambos os lados
por %% — x}, obtendo a equagio:

XCH+ax—a2=0

Deve-se achar o valor de x que satisfaca essa equacdo do segundo grau,
logo:

—atJat -4l i—a-?
21

ou seja,

Racionalizando®,

8 Obter uma fracio equivalente com denominador racional
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2 1445 2:1+c:§‘.rl 1445

—1+45 14+485= 5-1 =2 = 1,6180..
1445
Esse valor é representado pela letragrega ® =" 2

4.2 Demonstragdo que o Numero Aureo é Irracional

Para demonstrar que o Numero Aureo é Irracional serd empregado o

mesmo método utilizado por Aristoteles’, “Reducéo ao Absurdo” *°.

Primeiramente a demonstracdo que ¥ é um ndmero Irracional:

Suponha que V5 seja racional, logo 3 p, g= N | primos entre si, tal que V5 =

B
& .. Elevando ao quadrado ambos os lados, obtém-se:

B
5=(4)*= 5¢° = p*

Como os expoentes resultantes da decomposi¢do em fatores primos de

todo quadrado perfeito sdo pares, chegamos a um absurdo, pois 0 expoente do
nimero 5 é impar, logo V5 & um namero Irracional.
Agora a demonstracio que FV(E) + @), Yo  FE@ ¢ irracional:

Suponha que SC¥(5 Y + @ ) seja racional, logo3 p, q €N tal que F(¥(E) +

1
@) = ¢, entdo:

° Bibliografia auxiliar: Tépicos de Histéria da Matematica, Tatiana Roque.

10 Assume-se como verdade o contrario do que queremos provar e, entdo, chega-se a
uma contradig&o.
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B ¥ — apg B - alig

Vi =fg-a=+5= fg |, mas B¢ .

0 que é um absurdo, pois como provado anteriormente¥ =3 é Irracional.

1 1+ 4F
Fazendo @ =1e f =2 provamos que ® =2 é um nimero

Irracional.

4.3 Propriedades do Nimero Aureo®
O ndmero Aureo tem vérias propriedades, dentre elas:

1) O Numero Aureo tem a propriedade de produzir seu quadrado

simplesmente somando a si mesmo o ndmero 1, ou seja, * = ® +1 ¢ o seu

1
inverso, subtraindo o nimero 1 de si mesmo, ou seja, ® = ®—1

(1445 1445 1445 1+245+5 6+245
L 2 =( 2 ) ( 2 )= 4 = + =

+ 2 =1+ 2 =1+

2) Somar duas poténcias naturais consecutivas de ® resulta na préxima

poténcia de ® . Como j4 se sabe que ®* = 14+ ® entdo, segue que:

"+ 0™ = 0L 4+ 0)= O 0 =0™F YneN
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4.4 Triangulo retangulo e a Raz&o Aurea

Se sobre a hipotenusa a e os catetos b e ¢ de um triangulo retangulo,

sendo a, b e c € R | sdo construidos Retangulos Aureos, entdo a soma das areas
dos Retangulos Aureos sobre os catetos sera igual & area do Retangulo Aureo
sobre a hipotenusa (FIGURA 6).

Figura 6 Triangulo retangulo e a Raz&o Aurea

Para provar essa afirmagao sera utilizado o teorema de Pitagoras™.

b
Sejam os Retangulos Aureos de comprimento b e larguras @ e

C
comprimento ¢ e largura @ , entio:

E|=
T+

O
8| o
+
o
=1
g
I
2
I
QD
g a

' Dado um & ABC com angulo & BAC reto se medfBC} = a med(@E} =c ¢
medfAC) = b entdo: &% = b¥ 4 3
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Que é exatamente a area do Retangulo Aureo de comprimento igual a a
a
e largura @ .

4.5 Triangulo de Kepler

Segundo Kepler:

Se numa linha dividida nas razfes médias e extrema se
constréi um triangulo retangulo, de modo que o angulo reto
esteja sobre a perpendicular colocada no ponto de seccéo,
entdo o lado menor terd o mesmo tamanho do maior
segmento da linha dividida. (KEPLER apud LiVIO, 2011,
p.173), (FIGURA 7).

Figura 7 Triangulo de Kepler

Demonstracéo:
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De acordo com a definicdo de Euler e observando a (FIGURA 7), pode

ser deduzido que:

a 1+473
=b-a= 2 =0(

=] ey

Pelo caso (Angulo, Angulo) ** da semelhanca de triangulos conclui-se

ques ADC & ACE | portanto,

b-a

X
B =" x ., ou seja, X* = ¥b—qa} )

De acordo com (1), pode-se deduzir que:

a
h=ad® eflb—agi=n 3

Substituindo (3) em (2) obtém-se:

%8 =£ﬂ.ﬂ>}€%}=&-x’ =gf=px=a coD

Nos itens anteriores foram explicitadas as duas primeiras etapas
propostas para a introducdo do conceito de irracionalidade no ensino
fundamental: 1) Um breve histérico da Raz&o Aurea e 2) A demonstragio ou o
Método axiomatico-dedutivo por meio da Introducéo Tedrica.

As préximas duas etapas deste trabalho que sdo: 3) Os experimentos e
construgdes e 4) Tecnologias em sala de aula; serdo apresentadas por meio de

12 Se dois triangulos possuem dois angulos congruentes, logo sdo semelhantes.
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trés atividades. Nessas atividades estdo incluidos: o passo a passo dos
procedimentos usados com a régua e 0 compasso, as demonstragdes sobre o que

est4 sendo desenvolvido e a utilizagdo do software Geogebra.
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5 ATIVIDADES

Nesta parte serdo apresentadas trés atividades, com suas respectivas
solucdes, que podem ser trabalhadas pelo professor, com intuito de enriquecer o
ensino de nameros Irracionais. Na atividade | é apresentada a construcdo do
Ponto Aureo de um segmento, nas atividades 11 e 111, a construcdo do Retangulo
e do Triangulo Aureo. E, em cada uma, sio desenvolvidos os procedimentos
usados com a régua e 0 compasso, as demonstracdes sobre o que estd sendo
desenvolvido e, por fim, a utilizacdo do software Geogebra. Fica como sugestao

deixar uma das atividades como exercicio de avaliacéo.

5.1 Competéncias e habilidades

Refletir sobre como melhorar o desempenho dos alunos com uma
atividade pressupde, antes de tudo, pensar nos objetivos a serem alcancados.
Baseado na Matriz de Referéncia (INSTITUTO DE AVALIACAO E
DESENVOLVIMENTO EDUCACIONAL - INADE, 2012),essa proposta de
atividade tem como metas capacitar o estudante para que ele possa construir
significado para os nimeros Irracionais e 0s reconheca como parte integrante
dos numeros Reais, além disso, o educando deve ser capaz de utilizar
representacGes algébricas na producdo e interpretacdo de escritas matematicas e,
por fim, usar o conhecimento geométrico para fazer a leitura e a representacédo
da realidade e agir sobre ela utilizando nog¢Bes de proporcionalidade entre

medidas de segmentos.
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5.2 Publico alvo

Estudantes do9°ano do ensino fundamental, por possuirem maior

maturidade e mais conhecimentos nesta etapa escolar.

5.3 Pré-requisito

a) Numeros Racionais.

b) Definicdes de: Ponto Médio, Mediatriz, Segmento de reta, Reta
perpendicular.

c) Razdo™ e Proporcao™.

d) Semelhanca de triangulos;

e) Conceitos basicos do Software Geogebra.

f) Noc0es basicas de construcdo geométrica®.

5.4 Tempo previsto para aplicacdo

a) A parte historica, ja& mencionada neste estudo, requer uma aula de
50 minutos.

b) Na introducéo tedrica a proposta é uma aula de 50 minutos.

c¢) Em cada atividade serdo utilizadas duas aulas de 50 minutos,

subdivididas em:

12 aula: Apresentacdo do tema e o desenvolvimento com régua e

compasso.

3 Divis#o entre dois nimeros
" |gualdade entre duas razdes
5 Bibliografia auxiliar: GIONGO, Afonso Rocha. Curso de Desenho Geométrico.
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22 aula: Laboratdrio de informatica para utilizacdo préatica do Software

Geogebra.

5.5 Avaliacdo

A finalidade da avaliagdo é ser um instrumento educativo que informa e
faz uma valoracdo do processo de aprendizagem, seguido pelo aluno, com o
objetivo de Ihe oportunizar, em todo momento, as propostas educacionais mais
adequadas.

Os contetdos desenvolvidos nas atividades apresentadas, diz respeito a
construir um significado para os nameros lIrracionais, além de produzir e
interpretar escritas algébricas e geométricas por meio do estudo do NuUmero
Aureo. Deve-se verificar o que o aluno aprendeu sobre esse contetido. Portanto,
a avaliacdo poderd ser desenvolvida por uma prova ou trabalho que aborde a
irracionalidade e os conceitos algébricos e geométricos sobre a Razdo Aurea. Ja
os contetidos procedimentais, que envolvem a pratica com régua e compasso € 0
Software Geogebra, implicam no interesse de fazer, e 0 conhecimento sobre esse
interesse pode ser verificado pelo professor por meio da participagdo do discente

ao longo do desenvolvimento da presente proposta.

5.6 Dificuldades previstas

Sao conhecidas as dificuldades estruturais enfrentadas pelas instituicGes
publicas no Brasil, portanto, é bem possivel que algumas escolas ndo estejam
equipadas com laboratérios de informatica, o que dificulta a realizagdo da
terceira etapa de cada atividade, o uso do Software Geogebra. Nesse caso, torna-
se fundamental maior énfase ao uso da régua e compasso, pois Sdo recursos mais

acessiveis e, também, possibilitam a comprovacao tedrica de forma prética.
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Alguns discentes apresentam dificuldades no manuseio da régua e do
compasso, portanto recomendamos a organizacdo da classe em grupos, o que
dinamiza e facilita o aprendizado, além de possibilitar ao educando o trabalho
em equipe.

Sobre o aspecto teérico, uma das possiveis dificuldades enfrentadas
pelos alunos serd a simbologia e a familiarizagdo com a matematica pura, ou
seja, demonstracdes. O professor deve enfrentar essa dificuldade com um
preparo anterior dos discentes, ao logo do processo de aprendizagem, ndo

deixando nunca de expor os significados das formulas e dedugdes.

5.7 Atividade |

Construcdo do Ponto Aureo de um segmento utilizando régua ndo

graduada e compasso e o software matematico Geogebra.

1° Passo

Encontrar o ponto médio’® do 4B ., (FIGURA 8).

1) Com centro no ponto 4 e raio maior que a metade da med{AE)
tragar um arco que intersecta o AE

2) Com compasso centrado no ponto £ e o mesmo raio anterior, tragar
um arco que intersecta o E,obtendo os pontos 4° e B’ interseccdo desses
arcos.ﬁ é mediatriz'’ do E, pois A" e B' distam igualmente dos

pontos 4 e B . Logo 4B MA'E" = {M}, sendo M ponto médio do AF .

18 ponto de equilibrio de um segmento de reta.
7" LLugar geométrico equidistante de dois pontos.
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Figura 8 Ponto médio de um segmento

2° Passo

Construir um B€ perpendicular'® ao 4E tal que med{ET} = med(EM}
= med{dM} (FIGURA 9).

1) Tracar a AE , prolongando o AE

2) Marcar o ponto M simétrico ao ponto ¥ em relagdo ao ponto B .

3) Com centro no ponto #" e raio maior que mﬂﬁm}, tracar um
arco que intersecta o MMT

4) E centrado em M e 0 mesmo raio anterior, tracar uma arco que
intersecta o MM gbtendo os pontos 4" ¢ B interseccdo desses arcos.

5 A AE ¢ a mediatriz do W, portanto perpendicular aﬁ e

passando pelo ponto & . Centrado no ponto £ marcaro ponto C na mediatriz

A"B")3™ tal que med{BEM} = med(BTY com isso obtém-se um BC

perpendicular ao AC,

¥ Intersectam-se formando um &ngulo de 90°.
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Figura 9 Segmento perpendicular

3° passo

Determinar o ponto N na hipotenusa do &48C  (FIGURA10).

1) Tracar a hipotenusa AC
2) Com o centro no ponto C e raio igual a med{CE)} tracar um arco que

intersecta 0 A€ no ponto N.

Figura 10 Ponto N na hipotenusa-"l_f-'

4° Passo

Determinar o Ponto Aureo do E, (FIGURA 11).
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1) Com centro no ponto 4 e raio igual a med (AN}, tracar um arco que
intersecta 0 AB no ponto £ ,que é Ponto Aureo do AB

(=

Figura 11 Ponto Aureo E noAE

5.7.1 Demonstracgao

a
Seja mediAB = a  com@ €K | Jogo med(EC) = 2 por construgo,

aplicando o teorema de Pitagoras’ no &4E5C

—_— i
meaf@ATY =a*+y; = med{AC)=

n

ayg
2

Observe que medAN} = med@TY _medfNC} por construcdo
mediVC ) = mediBC ) logo,

avs @ ﬂ{:"—?_iﬁ
med@Nr="2 72 9

medi{AB ¥
Fazendo a razdo mediAE? e como Med{AE} = med(AN} tem-se:
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Racionalizando,

04%) 3(1445) 1443
w1\ 1+¥8) =—5=7 =77 -0 cop

5.7.2 Geogebra

Agora a construcdo do Ponto Aureo do B utilizando o Software

matematico Geogebra.

1° Passo:

Utilizando o botdo “Segmento definido por Dois Pontos”, construir o

AE (FIGURA 12).
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€7 GeoGebra E=EE e

Arquivo Editar Exibir Disposicies OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

/= o)1t [ NN (&5

= Obietos Livres, / Reta definida por Dois Pontos
"
a,
/
—
=
/
-7

Segmento definido por E)
Dois Pontos >

@ A=1(3.09,

> B=1{6.63,
= Objetos Deper

“ a—354

Segmento definide por Deis Pontos

Segmento com Comprimento Fixo

Semirreta Definida por Dois Pontos

Caminho Poligonal

vetor Definido por Dois Pontos

Vetor a Partir de um Ponto

Entrada: =

Figura 12 Construgdo do segmento AE

2° Passo:

Com o botdo “Ponto Médio ou Centro”, criar o ponto médio M do AB
(FIGURA 13).
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©F GeoGebra E=5| [E5<5)

Arquivo Editar Exibir Disposicies Opcies Ferramentas Janela Ajuda

Mover: Arraste ou selecione

um ou mais objetos (Esc) -
Janelade | a =]
- objetd | ® Novo Ponto
@ A
5B Ponto em Objeto
= Objetd =
= m Vincular / Desvincular Ponto
w a
>{ Intersec3o de Dois Objetos
_0- Ponto Médio ou Centro
A "M B
o< MNimero Complexo
Entrada =

Figura 13 Ponto médio do AE

30 Passo:

Com o botdo “Reta Perpendicular”, construir a reta r perpendicular ao

AB que passe pelo ponto & (FIGURA 14).

£ GeoGebra E=SEoH ==

Arquivo Editar Exibir Disposicies Opcgdes Ferramentas Janela Ajuda

Reta Perpendicular

lgebra

= Objetos Livres
@ A=(3.00,2.41)
& B=(6.63,2.41) [~ — RetaParalela

= Objetos Dependentes
S M= (4.86, 2.41) <7 Mediatriz

- @ a=3.54 \

4 bix=6.63

Janela de

Reta Perpendicular

— Bissetriz

A) RetaTangente

\O Reta Polar ou Diametral o M 2
;»’- Reta de Regress3o Linear

5‘ Lugar Geométrico

Entrada =
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Figura 14 Reta perpendicular aoAB

40 Passo

Com o botdo “Circulo dados Centro e um de seus Pontos”, criar um

circulo de centro no ponto & que passe pelo ponto M e marcar o ponto C

interseccao da reta r com o circulo, (FIGURALS).

7 GeoGebra [Er=| | =<
Arquive Editar Exibir Disposigbes Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
Novo Ponto D
Janela de Algebra a de Vi "
2 (=3 circulo gades Centro & Um de seus Pontos ]
= Objetos Livres
L@ A= (3.09, 2.41)
L B=(65.63, 2.41) ((*) circulo gades Centro & Raio
= Objetos Dependentes B
H @ C=(6.63, 4.18) [ - Compasso
S M = (4.86, 2.41) — o
> a=354 _ .
S hxeBE3 O Girculo definido por Trés Pontos
P o (x— 6.63)° 4+ (
{ ™ semicirculo Definido por Dois Pontos
1 B
"} Arco Circular dados Centro & Dois Pontos P
< 3 Arco Gircular definido por Trés Pontos
Ly sstor Circular gados Centro & Dois Pontos
=)  setor Gircular gefinido por Trés Pontos
e v
Entrada: =

Figura 15 Circulo de centro B

5% Passo

Tracar a hipotenusa AC do AAEC . Depois, construir um circulo de
centro no ponto C que passe pelo ponto5 e marque o ponto N intersecgdo com
o AC. Para finalizar, tracar o circulo centrado no ponto 4 e que passe pelo

ponto N e marcar o ponto £ | intersec¢do com o AB (FIGURA 16).
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TF GeoGebra (= [ >

Arquivo Editar Exibir Disposicies OpgSes Ferramentas Janela Ajuda

) X el = By Mover: Arraste ou selecione
AN | N Slie=—= | um ou mais obietos (Esc)

Janela de Visualizacso EEE

= Objetos Livres

D A =1(3.09,2.41)

S B=1(6.63, 2.41)
jef

Dependentes
(6.63, 4.18)
A1)

5
— 6.63)% + (
(x — 3.00)? + (1

2 e
Entrada =

Figura 16 Ponto Aureo doAE
"E" 0 Ponto Aureo do 4B .

5.8 Atividade Il

Construir um Retangulo Aureo utilizando uma régua ndo graduada e

compasso e o software matematico Geogebra.

1° Passo

Tragar o AE e oseu ponto médio, (FIGURA 17).

1) Com o compasso centrado no ponto 4 e raio maior que a metade da

medfAE} tracar um arco que intersecta 0 A5 .

2) Centrado no ponto & e o mesmo raio anterior, tracar um arco que

intersecta o E, obtendo os pontos A" e B' interseccdo desses arcos. 4'E" é
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mediatriz do A, pois 4’ ¢ B' distam igualmente dos pontos 4 e B . Logo

AE N A"E" = {M}, sendo M ponto médio de AE |

Figura 17 Ponto médio de AB

2° Passo

Construir um BC perpendicular ao A8, tal que medf{ECY = med{AF}
(FIGURALS).

1) Tracar a ﬁ, prolongando o AE

2) Marcar o ponto '’ simétrico ao ponto M em relagdo ao ponto 5 .

3) Com centro no ponto M e raio maior que mﬂﬁm}, tracar um arco
que intersec¢édo MM'

4) Com centro no ponto M e 0o mesmo raio anterior tracar um arco que
interseccio MM" | obtendo os pontos A" e B" | interseccio dos arcos.

5 A AE ¢ a mediatriz do W, portanto perpendicular a AE e
passando pelo ponto B . Com centro no ponto B transferir medfZE} para a

mediatriz E. Logo foi construido um BC perpendicular ao AB tal que,

med(BL } = medfAL)
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Figura 18 Segmento perpendicular a AE

30 Passo

Construir o 2 na Razdo Aurea com E, (FIGURA 19).

1) Centrado no ponto M e com raio igual a med{(MT) tracar um arco

que intersecta 48 no ponto D . O AD esta na Razdo Aurea com 0 4B |

Figura 10 A8 na Razao Aurea com 2D

4° Passo
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Construir o Retangulo Aureo ADEF | (FIGURA 20).
1) Construir as retas R; e R, perpendiculares ao AD passando
respectivamente, pelos pontos I e 4 | utilizando 0 mesmo método do 2° passo.

2) Construir a reta R; perpendicular ao EC passando pelo ponto C, tal

que; RsM1 Ri={E }e RyM R={F }.

R2 R
F c E

R3
A B 5]

Figura 20 Retangulo Aureo

O quadrilatero APEF ¢ um Retangulo Aureo.

5.8.1 Demonstracgao

Demonstrag&o que no retangulo A0EF  temos a Razao,

Seja medfAE} = a | tal quex € R |ogo,
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o

Pois M ¢é ponto médio doAEB . Aplicando o Teorema de Pitdgoras no
AMEC temos,

med(MCY? = med{MB}? + med(BC)? )
Substituindo (1) em (2), pode-se escrever:

ays
2

o2
mE’dM}Z: |‘.I=+¥ = mas,

med{MC) = mm‘(HI!}, logo:

ays
med(TD}="3 .

Como medfAD} = med (AN} + med(MT) entio,

m&‘:‘iﬁﬂ]‘:§+§:ﬁ(“T{)

Sabe-se que med{AEY = meafEC) = med(DE} = o |

mediAD3
Fazendo a razio mea@iDE} conclui-se que:
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= o ="z =0 CQD.

5.8.2 Geogebra

Agora a construcdo do Retangulo Aureo a partir de um AE de medida
qualquer, utilizando o Software matematico Geogebra.

1° Passo

Utilizando o botio “Reta definida por Dois Pontos”, tracar a A&,
(FIGURA21).

ﬁ) GeoGebra e el

wo Editar Exibir Disposicte coes Ferramentas Janela Ajuda

DR =S ERANE O

Janeta de Aigen TEE
anet Q‘”EL/R‘GTGDDP‘ BEE)

,s:(msj -~" Seamento definido por Dois Ponto:
= Objetos Deper

9 a:-0.04x%  °*®  sagmanta com Comprimenta Fi

=" Semireta Definida por Dois Pontos
= caminno Poiigonal
o Vetor Definido por Dois Pontas

=
« % Vetor a Partir de um Ponto

»
o

Entrada =

Figura 21 Reta definida por dois pontos

2° Passo

Com o bot&o “Ponto Médio ou Centro”, criar o ponto médio ¥ do E,

(FIGURA22).
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i E=mE=n==)

Arquivo Editar Exibir Disposicies Opgles Ferramentas Janela Ajuda
+I» || Ponto Médio ou Centro Q

| B8 P fo [ [ B2 N [

o EEE
Novo Ponta
» Ponto em Objeto

> m Vincular / Desvincular Ponta
S mn

D> intersecio ge Dois Objetos

e Ponto Médio ou Centro

eZ MNumero Complexo

A M B
=

Entrada

Figura 22 Ponto médio de AE

3° Passo
Utilizando o botdo “Reta perpendicular”, construir uma reta

perpendicular a AE e passando pelo ponto5 | (FIGURA23).

T GeuGebra [E=n|E=m ===
Arquivo Editar Exibir Disposiches Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
‘i Reta Perpendicutar >
Janela e Aigeofa) G| & | icu [B]E5]
= Objetos Livres L] Teteberpendicular
> A=(072,178) | _
@ B=(5.16,1.82) || RetaParalela
= Objetos Dependentes|
@ M= (294, 1.8) Mediatriz.
@ a:-0.04x +4.44y = N
B i [P TR
AD RetaTangente
€D Reta Polar ou Diametral
2~ Retade Regress3o Linear
& Lugar Geomeético
A 0 5
Entrada; =

Figura 23 Reta perpendicular a AE

4° Passo



57

Com o botdo “Circulo dados centro e Um de seus Pontos”, construir um

circulo centrado no pontoE e que passe pelo ponto4 , marcar o ponto C

interseccdo do circulo com a reta perpendicular a E, (FIGURAZ24).

¥ GeoGebra == ===

Arquivo Editar Exibir Di OpcBes Fe tas Janela Ajuda
l} A / - A)‘ X ABC G Circulo dados Centro e Um de
e Jl) i [IE N A= 5 .| seus Pontos
Janela de Algenfa]([F[=] [Janela de Visuz SEE
e e g ) Gl il S S A (=3 circulo dados Centro e Um de seus Pantos B
= Objetos Livres

> A=(0.72.1.78)
- B=(5.16, 1.82) (¥ irculo dados Gentro & Raio
= Objetos Dependentes
@ C=(5.12,6.26) ()| Compasso
> M=(2.94,18) |
> a: 0.04x + 444y = ~

> b:_a.44% . 0.04y = Circulo definido por Trés Pontos
» c:(x —5.16)7 -

Semicirculo Definido por Dois Pontos

Arco Circular dados Centro & Dois Pontos

=5 c
43 Arcocircutar gefnido por Trés Pantos
&) setor circutar sados Centro & Dois Pontos

A m ]

Setor Circular definido por Trés Pontos

Entrada =

Figura 24 Circulo de centro em & que passa por 4

50 Passo

Com o botdo “Circulo dados Centro e Um de seus Pontos”, construir um

circulo centrado no pontoM e que passe pelo ponto C, marcar o ponto D

interseccdo do circulo com a 48 | (FIGURA25).



58

3 teatieben = |
Arquiv Editar Engir Disponigies Opghes Famamentas Jonala Auda
[ g || circate daasa Cantra » m e
\| mous Pontos -
EEE

Citeulo dados Centro » fais

= Compasso

4 cirulo denics por Trés Pantos

Semiciculo Datinido por Dois Pontos

&%} Arco Circutar dados Ceniro w Dois Pontas Pl e ot
¥ 3 aco Circutar desnido por Teés Pantas
£ Betar Cueutar asos Cants o Dois Pansas
~—

) setor Cucutar catinido pos Trés Portos

Eniradn

Figura 25 Circulo de centro em M que passa por C

6° passo
Com o botdo “Reta Perpendicular”, construir retas Rie R,

perpendiculares aoAE passando, respectivamente, pelos pontos A4 e D |
(FIGURAZ26).

€ GeoGebra [E=njE=n=~=]
Arquivo Editar Exibir Disposicdes Opces Janela Ajuda
NGl 3 +[amc [ ezl [ < || Mover Aweste ou seiecione um
) ol - J== | oumais apjetos (Esc) -
=i
5 kem
oA o
4 =] Retaparatea
- Cbjet es
@c ) O Mediat
20 R1 R2
om 1
£ n
@ g
@< /D) Reta Tangente 7 N
2 | -
@ d:
> - = Q) Reta potar ou Diamear
@ r - A M B D
‘
;/'- Reta de Regre
>3 Lugar ceometrico e
<L |
Fntrad; =

Figura 26 Retas R1 e R2 perpendiculares a AE

7° passo
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Utilizando o botdo “Reta perpendicular”, construir uma reta R

perpendicular ao EC que passe pelo ponto C, marcar os pontos E e F, sendo

Rs1 Ry ={F}eRs" R,={E}, (FIGURA 27).

TF GeoGebra
Arquive Editar Exibir Disposigbes OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

B s = )=
Janela de Algeb (=] .

— Gbietas Livies %~ RetaPerpendicular

@ A=(0.72,1.78) e
@ B=1(5.16,1.82) = — RetaParalela
= Objetos Dependentes |
@ C=(5.12, 6.26) S< Mediatriz = 2
(@ D=(7.9,1.84) <
(@ E=(7.86,6.28)

2 Fioss osa | |«La Bissems

: M= (2.94, 1.8) R3

h a:-0.04x + 444y = |~

i B 444x_0.04y | ) RetaTangente

: S (x— 5.16)7 4

: = Y 9] A M B D

c
o Reta Polar ou Diametral
d:(x— 2.94)% | = %

e: 4.44x - 0.04y = =
T 4.44x -0.0ay = + % Reta de Regress3o Linear
9:0.04x - 4.44y = |

& Lugar Geométrico

Entrada: =

VUL 0 vooe

Figura 27 Reta R3 perpendicular a EC

O quadrilateroAEPEF ¢ um Retangulo Aureo.

5.9 Atividade 111

Construir um triangulo isosceles'®, com sua base na Razdo Aurea com os
lados congruentes (Triangulo Aureo), utilizando uma régua ndo graduada e
compasso e o software matematico Geogebra.

1° Passo

Construir um ponto B* simétrico ao ponto 4 na AE (FIGURA 28).

* Triangulo com dois lados e dois angulos de medidas iguais
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1) Tragar um AF e com compasso centrado em B marcar na 45| o

ponto B simétrico ao ponto 4 em relagdo ao ponto B .

Figura 28 Ponto B’ simétrico ao ponto A

2° Passo

Com o compasso centrado em 5 construir oarcidB’}, (FIGURA29).

Figura 29 arct4B"}

30 Passo

Dividir o A8 em cinco partes de medidas iguais, (FIGURA30).

1) Tracar uma reta R qualquer obliqua, passando pelo ponto 4 .

2) Com abertura constante no compasso marcar cinco pontos (C’,D’,E’,

F’ e G’) equidistantes em R e trace o &'E"
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4) Construir retas S;,S, ,S; e S, paralelas a &5 passando por C’, D’,
E’eF.

5) Marcar os pontos {C}= S1 NAE  {D}=S2 NAF  {E}=S3NAF
e {F} = S4NAEF  Pelo Teorema de Tales®, conclui-se que MeafAC} =
med{C D} = med{DE)} = med(ET} = med{FE}

Figura 30 Divisdo do segmento AF

4° Passo

Localizar o ponto H interseccdo de dois arcos com raio de med(AE"}
(FIGURA 31).

1) Centrado no ponto 4 e raio igual & med{AE") tracar o arco C, (ver
figura).
2) Centrado no ponto 8’ e raio igual & med(AT") tracar o arco C..

3) Marcar o ponto {H}=C; 1 C,.

% Sejamr, s e t retas paralelas, escolhemos Ae A’ € r,BeB’€ seCeC’ € tde

modo que A, B,C e A’,B’,C’ sejam dois ternos de pontos colineares. Entdo

med(aF) _ med (A7)

medfBC) mea(BC')



62

G % G
H

Figura 31 Ponto H interseccéo de dois arcos

50 Passo

Dividir o arcf4E} em cinco segmentos de arco de medidas iguais,
(FIGURA 32).

1) Tracar semirretas ﬁ, ﬁ,ﬁ e ﬁ.
2) Marcar os respectivos pontos{l} = HC 1 arc{4B"}, {3} =
HD narc{4B"), (K} = HE marc{AB"} ¢ {L} = HF narc{45"),

Figura 32 Pontos I, J, Ke L

6° Passo

Tragar 0 segmento Bl ¢ E, (FIGURA33).
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Figura 33 Triangulo Aureo

ORAEI ¢ isosceles com medida do #AEI = 36° portanto é um

Triangulo Aureo.

5.9.1 Demonstragao

Demonstragdo que o &4EI (FIGURA34) é um Triangulo Aureo, ou
seja, medi AV = 2 =0

Figura34 & ABI
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Observe que o BAIE g isosceles e #ABI =360 entiao 454l = 4514
= 72°. Seja med{AE} = mediBI} = @  com& € R e seja também o ponto D

intersecciio de BI com a bissetriz do angulo #8AI | os triangulos &4 ¢
8ABL g3o isosceles, pois#EALD = 448D = 36% e £ALN = #AID =720

se medfdl} = x entao medidl} = mediED} = med{AD)} = logo

tem-se,
ms'dfm} =0 —X.

Como #BAI = &#AEI ¢ #AIF ¢ comum ao &4l ¢ go &4DI pelo

caso (Angulo, Angulo) de semelhanca de triangulos temos, &84l & &ADT |

entdo aplica-se a proporcionalidade:

X

- —-x

bl =)

Sendo x e & valores ndo nulos, multiplicamos ambos os lados por x(%

—X), obtendo a equacao:

C+Ex—02=0

Deve-se achar o valor de x que satisfaca essa equacao do segundo grau,

logo:

2.1 , OU Sgja,
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Como se trata de medidas positivas considera-se ¥z = 0, portanto:
-t
med{dB) « af=1++5 ) 2
medfAl} =Xz = — T =—1445.,

Racionalizando,

2 1+43 2:'_:'1-1-6?] 1445
—1++5 . 1448 = 5-1 =2 - 1,6180.. CQD.

5.9.2 Geogebra

Agora vamos construir um Triangulo Aureo utilizando o Software
matematico Geogebra.

1° Passo

Com o botdo “Semirreta Definida por Dois Pontos”, crie a E,
(FIGURA 35).



©F GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Disposicies Opgies Ferramentas Janela Ajuda

L JAE [ ]elle]

Janela déAl
& hletos tives | Reta gefinida por Dois Pontos

L@ A=(2.92,
L@ B=(622, ||«
=i Objetos Deper

PP @004k

Segmento definido por Dois Pontos

Segmento com Comprimenta Fixo

Semirreta Definida por Dois Pontos

Caminho Paligonal

Wetor Definido por Dois Pontos

Wetor a Partir de um Ponto

[l e

[E=NECE =)

Semirreta Definida por Dois
Pontos

3

4 [l »

Entrada.

Figura 35 Semirreta definida por dois pontos

2° Passo

66

Com botdo “Reflexdo em Relagdo a um Ponto”, clique no ponto 4 e

depois no ponto B e criar o ponto B" simétrico de 4 em relagdo ao ponto &

na 48 | (FIGURA 36).

T GeoGebra =N Eom| =)
Arquivo Editar Exibir Disposicies Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
ES Mover: Arrasts ou selscions um [ ]
. oumais objetos (Esc) [
Janela de Visualizagio - Sl
< x Reflexiio em Relagdo a uma Reta ==
B_(5.22, . .* Reflexfio em Relacdo a um Ponto
= Objetos Depen
@ B =(9.52, _Q Reflex3o em Relagiio a um Circulo (Invers&o)
@ a:-0.0ax+ |
e Rotagio em Torno de um Ponto por um Angulo
- = | Translagio por um Vetor
.=~ Homotetia dades Centro & Razio
A Gl Gl
ral—
< [l v
Entrada =

Figura 36 Ponto B’ simétrico ao ponto A

3° Passo
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Com o botdo “Semicirculo Definido por Dois Pontos” tracar

o aretAE} (FIGURA 37).

€7 GasGabra E=m T |
Aquive Gonar Cupir Disposicles Opgdes Ferramentas Jansla Auca
Ml ! . = el =z , | Semicircuto Definido por Doin Pontos L
5 ) {1 B ) |m L "f.. - ABCH=2 ke .| Selecions dois pontas -

Circuta dadas Céntra o Um de seus Pontos
) Citcuso dados Cario @ Ralo
Comeasse
5 m004x + 23y =1 —
s { ) ciruso detinio por Trés Pantos
(™ ssmecroulc Desnico por Dois Postos
)| aco Circutar asges Carts # Dols Pontos
"3 een Cireutar gasnigo por Trés Pentos
)| Setor Circular sages Cenra  Dois Portas
) etor Circular definido por Trés Pntss
Entraca: =

Figura 37 arct4E’}
4° Passo

Com o botdo “Segmento Definido por Dois Pontos”, criar o ACT

obliquo com origemem A |, (FIGURA 38).

€5 GeoGebrs [
ST Seamente definide por pois Paton =]

J ) [l Jeeelezl[ )] ssmmanngamieee 2

CEE

Vetor Definide por Dois Pontos,

Jans "
>
@
> 52, e T
5 a:0.04x 4 ~
@ b=11 - Semirreta Definida por Dois Pontos
@ c=1037
S50 caminho Poligonal
~ A B B'
~oC

% VetoraPartir de um Ponto

Entraga: =

Figura 38 Segmento AC obliquo

5° Passo
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E preciso um segmento dividido em cinco partes com medidas iguais
(FIGURA 39), seréa utilizado um método alternativo. Com botéo “Reflexdo em
Relag¢do a um Ponto”, criar 0s pontos:

D" simétrico ao ponto 4 emrelagdoa C';
E" simétricoa €' emrelacioa D';
F' simétricoa D' emrelacdoa E' e

G" simétricoa E' emrelagdoa F'.

entas Janeia Auaa
- o oo Segmento definido por Dois Pontos ]
<As |2t lleecmsf||L )] SSitGons doie pontes

k: Reflex@o em Relagio a uma Reta

.*"| Henexao em Rrelacao a um Fonta

2| RenexSio em Retacio a um Girculo (nverso)

e m Fonto parnm Anguie

Figura 39 Segmento AG" dividido em cinco partes de medidas iguais

6° Passo

Com o botdo “Segmento definido por Dois Pontos” tracar os segmentos

AT TD D'E° FF F'G ¢@'B (FIGURA 40).
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€7 GeoGebra E=mEen )

Arquivo Editar Exibir Disposices Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

Segmento definide por Dois Pontos @l
.| Selecione dois pontos

Janela de Algebr:
fr:';m:s eee ™ Reta definida por Dois Pontos HEE
9 A=(282,
D B=(6.22, o Segmento definido por Dois Pontos
9 C=(375,
= Objetos Deper | 2® | segmento com Comprimento Fixa
9 B -(9.52
9 D' =457,
9 E=(54,5 -~ semiretaDefinida por Dois Fontos
5 F=(6.22,
5 oS =L caminho Poligonal
2 b=14
5 c=1037
5o’ | vetorDeinico por Dois Pontos
S e=-11
@ r=1a % VetoraPartir de um Ponto
5 a-11
2 n=aa7

Figura 40 Segmentos AC" C'D* D'E" E'F' F'G" ¢ G'E"

7° Passo
Com o botdo “Retas Paralelas”, trace retas Ry, R,, Rz e R4 paralelas ao

G'B" passando respectivamente pelos pontos €', D' E' e F' marcar os pontos
{C}=R,N4F {D}=R,N4F {E}=RyNAF e{F}=R,N3F, (FIGURA
41).
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¥ GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Disposicbes Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

BB == {12 | [ P [

Jansia de Agebr= DG | &

Reta Perpendicular

Gbjetos Livre L2

> A=-(292,048) [

5 B-(6.22, .0.44) ||~ RetaParalela
» c'=(375,1.21) | T
Objetos Dependente| || Mediatriz
Gyt suryigliPas

5 C=(a.24,-0.6) ]

> b (aoe, 0am || 5] Bisserz

5 D= (4.57,-1.94)

> E=(6.88, 0.43) -

S e 2en || LA RetaTangente
@ F-(8.2,-042) |1

> F=(6.22.-3.39) |7 Q| Reta Polar ou Diametral
5 6'=(7.05,4.12)

2 @:-0.08x+33y+ | &

) b=11 :*"| Retade Regressao Linear
5 c=1037 -

va=14

ve=11 O Lu

i r=14

»g=11

) n=4.47

D=1

S i=11 =

5 k=14

=11

> m=11

5 n=4.47 -

Entrada:

Figura 41 Divisdo do segmento AF em cinco partes iguais

Para facilitar visualmente a construcdo, clicar com o botdo direito do

mouse sobre as retas e clicar em “Exibir Objeto”, com isso ir4 ocultar as retas

eles foram construidos unicamente para dividir o AF em cinco partes de
medidas iguais, (FIGURA 42).

7 Geatabes
Argusvo Edtar Exipir Disposicies Op(Ses Fermamentas Janela Apsda

Pl |
=" || Mrasie ou sebecions um ou mais objios [Esc) -

=
A S
— foota 5 Heln passando pod C' @ parasels a n
Ewaclor=as+n
Foima Paraméwcs
Hapinar Rasiro

Capiar para a Linha oe Comandas

c]

Figura 42 Ocultar objetos

8° Passo
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Com o botdo “Circulo dados Centro e Um de seus Pontos” criar um
circulo de centro no ponto 4 e passe pelo ponto &' e de centro no ponto B e

passe pelo ponto 4 , e marcar o ponto H intersecdo desses dois circulos. Para

facilitar visualmente oculte os dois circulos, (FIGURA 43).

7 Gondeb I |

A Edter Ewbe Duposighes Opgles Feramantss uneis Ajucs

s | Cemta dados Contio e L de seus Ponios
2" | Setecions o centic s, depois, um ponto do drailo

a-1i2 L aE ¢
-1 \ | 8 \ ] T
hedar 4 Bernr Circular csanias per Trda Pantos A /
=172 W \o . /
1=132 N \

Erwaoa (o]

Figura 43 Ponto H intersec¢do de dois circulos

9° Passo

Com botdo “Semirreta definida por Dois Pontos”, criar as semirretas
E:, ﬁ, HE ¢ HF ¢ marcar os pontos {I} = HC narcfAB"} {3} =
Hﬂﬁ:}ﬂ:{:&ﬁ‘r}, {K} = HE marc{AE") ¢ {L} = HFﬁm‘c{AEr}, (FIGURA
44). Também oculte as semirretas, pois foram construidas para dividir o

arciAE Yem cinco partes de medidas iguais.
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Figura 44 Pontos I, J, KelL

10° Passo
Com o botéo “Segmento definido por Dois Pontos”, tragar 0s segmentos

BI ¢ Al | (FIGURA 45).

€7 Geataaes o R
B L e ———
A == * w e £ . el ase Sagmesto defisdo gor Dot Ponios
. | ollli =3l = o [lamc | _azelll] o
. =l - fEn————— -

= et defirisa per Dois Penins

i : — e -
g - y K
a=132 | %50 Cammno Fasgonsl /
=13 ([ e v ols o £ g ™as o |
rsar | e —
S 1=338
R
i=122
122
rhept 17

Figura 45 A ABI Aureo

180"
Como #4BI ="§ = 36° ¢ mediAE} = medBI} obtém-se o

Triangulo Aureo.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O ensino dos numeros Irracionais exige do docente possuir o dominio
das demonstracfes algébricas, das generalizacbes e da percepcdo de
regularidades para proporcionar ao estudante construir o raciocinio légico e
desenvolver a capacidade de abstracio. E preciso, além disso, instigar os alunos
a questionar, esclarecer suas davidas e compreender seus prdprios erros,
levando-os, dessa maneira, as descobertas e comprovacdes. Dito de outra forma,
o professor ndo deve se limitar a repassar aos discentes apenas formulas prontas
e sem sentido aparente.

A presente proposta aponta como metodologia eficaz para o aprendizado
dos ndmeros Irracionais, conforme afirmam os PCNs (Brasil, 2005), além da
representacdo algébrica, a apresentacdo do contexto historico e o uso de novas
tecnologias. A contextualizacdo vai permitir aos discentes compreender as
origens desta ciéncia, bem como o seu constante processo de transformacéo e
aprimoramento, ja o uso de régua e compasso juntamente com novas tecnologias
possibilitardo maior envolvimento dos alunos no assunto abordado.

Nessa linha, tivemos a oportunidade de nos integrar com alguns aspectos
historicos da Razdo Aurea, desde longa data até os tempos atuais. S&o eles que
permitirdo aperfeigoar os conhecimentos sobre a irracionalidade dos nimeros. A
presente proposta representa uma forma diferenciada de se trabalhar com o
Ntmero Aureo, dinamizada e facilitada com a utilizagdo do software matematico
Geogebra e 0 manuseio de régua e compasso, comumente utilizados no Ensino
Fundamental.

Contudo, em termos praticos, buscou-se desenvolver atividades que
possam ser utilizadas com objetivo de criar oportunidades para uma

aprendizagem significativa, levando para sala de aula uma sequéncia didatica
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diferente. Nesse sentido, o docente pode aprimorar suas dindmicas educacionais
de forma a garantir melhor aprendizado dos contetdos pelos alunos.
Adicionalmente, pode constituir mais um recurso para o desenvolvimento de
diversos contelidos do Ensino Fundamental e Médio, tais como poligonos
regulares, razdes, propor¢des, equacBes do segundo grau, funces, graficos,

entre outros.
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