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Se ndo puderes ser um pinheiro, no topo de uma colina,
Sé um arbusto no vale, mas sé

O melhor arbusto a margem do regato.

Sé um ramo, se ndo puderes ser uma arvore.

Se ndo puderes ser um ramo, sé€ um pouco de relva

E dd alegria a algum caminho.

Se ndo puderes ser uma estrada,

Sé apenas uma senda,

Se ndo puderes ser o Sol, sé uma estrela.

Nao é pelo tamanho que terds éxito ou fracasso...

Mas sé o melhor no que quer que sejas.

(Pablo Neruda)



RESUMO

O estudo do crescimento animal ajuda a definir pontos importantes ao
longo da sua vida e também a tracar estratégias de manejo de maneira que as
épocas de venda ou abate sejam definidas com mais precisdo. A utilizacdo de
curvas ndo lineares para modelar o crescimento tem sido muito frequente na lite-
ratura. Tais fun¢des geralmente fornecem um bom ajuste aos dados, seus parame-
tros s@o interpretdveis biologicamente e normalmente t€ém menos parametros que
as fungdes lineares no que se refere a modelagem do crescimento. A estrutura dos
residuos, no entanto, em grande parte dos casos ndo € considerada de maneira ade-
quada, ja que em algumas situacdes os dados sdo obtidos em tempos irregulares,
ou seja, em tempos que nao sdo igualmente espacados. Ajustou-se modelos para
o peso médio de 160 animais da raca hereford considerando residuos autorregres-
sivos de primeira ordem regulares (AR(1)) e irregulares (IS-AR(1)). Os modelos
de crescimento utilizados neste estudo foram o Logistico, o Gompertz e o Von
Bertalanffy. Uma nova parametrizacao do modelo IS-AR(1) foi apresentada; apds
a estimacdo dos parametros em cada um dos casos (regular e irregular) os mode-
los foram comparados por meio do critério de informagdo de Akaike e também
da soma de quadrados dos residuos. Os valores dos parametros dos modelos de
melhor ajuste foram utilizados para fazer simulacdo de dados. Da simulacio fo-
ram retiradas, sucessivamente, amostras de tamanho 100 e entdo os modelos foram
novamente ajustados e comparados. Verificou-se que considerar a estrutura autor-
regressiva irregular melhorou a qualidade do ajuste dos modelos em praticamente
todos 0s casos.

Palavras-chave: Modelos de crescimento. Erros irregulares. Modelos autorregres-

S1Vos.



ABSTRACT

Studying animal growth aids in defining important points over its life, as
well as to trace management strategies in a way in which the sale and slaugh-
ter periods be defined with more precision. The use of non-linear curves to model
growth has been very frequent in literature. Such functions generally provide good
data adjustment, its parameters are biologically interpretable and, normally, pre-
sents less parameters than the linear functions in regard to growth modeling. The
residue structure, however, in a large portion of the cases, is not adequately consi-
dered, since, in some situations, the data are obtained at irregular periods, that is,
in periods which are not equally spaced. The models were adjusted for the ave-
rage weight of 160 animals of the Hereford breed, considering regular (AR(1)) and
irregular (IS-AR(1)) first order autoregressive residues. The growth models used
in this study were the Logistic, Gompertz and Von Bertalanffy. A new patterning
of the IS-AR(1) model was presented; after the estimation of the parameters in
each case (regular and irregular) the models were compared through the Akaike
information criteria and through the square sum of the residues. The parameter
values of the models with the best adjustments were used in data simulation. From
the simulation, size 100 samples were successively removed, and the models were
newly adjusted and compared. It was verified that to consider the irregular autore-
gressive structure improved the quality of the model adjustment in practically all
cases.

Keywords: Growth models. Irregular errors. Autorregressive models.
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1 INTRODUCAO

A internacionaliza¢do do nosso pais é algo indiscutivel. A cada dia que se
passa estamos conquistando uma visibilidade em escala mundial. Mais especifi-
camente, o setor alimenticio tem 6timas proje¢des de crescimento para os proxi-
mos anos, segundo estudo do Ministério da Agricultura, Pecudria e Abastecimento
(BRASIL,2014). Desta forma estudos para se conseguir a otimiza¢do dos proces-
sos de producdo, melhor qualidade dos produtos, reducdo de custos e outros sdo
de fundamental importancia para que o setor continue em ascensao neste cendrio.
Dentro desta ascensdo, a pecudria € um setor de destaque.

Avaliar os processos de desenvolvimento animal permite conhecer pontos
importantes ao longo do seu crescimento. Este conhecimento faz com que es-
tratégias de manejo sejam realizadas, com o objetivo de maximizar o potencial do
animal, seja para producéo, venda ou abate. A modelagem auxilia na compreensao
das operacdes de um sistema, sendo usada como mecanismo de predi¢do, previsao
de crescimento, época de abate, controle de alimentacdo, dentre outros.

Na literatura atual € possivel encontrar muitos exemplos de estudos feitos
na tentativa de modelar o desenvolvimento animal. Na maioria dos casos o es-
tudo do crescimento € feito utilizando-se curvas nio lineares, uma vez que estas
curvas possuem um nimero pequeno de pardmetros que sdo em sua maioria biolo-
gicamente interpretdveis (MAZZINI et al., 2005). Cada modelagem, no entanto, é
acompanhada de erros, que podem ser causados por fatores conhecidos ou aleatd-
rios. A estrutura desses erros, ou seja, independéncia ou nio, homocedasticidade
ou nao, regularidade ou ndo € de fundamental importancia para que os resultados
sejam mais precisos.

Percebe-se que em muitos estudos a estrutura dos erros (dependéncia e va-

riabilidade) ndo € considerada de maneira adequada, assim como, a irregularidade
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na coleta dos dados, que normalmente ¢ desprezada. A coleta de dados muitas
vezes € feita em intervalos de tempo diferentes, resultando assim em um conjunto
irregular de valores. O que se tem feito, na maioria dos casos, € considerar erros
independentes e regulares (observagdes coletadas em intervalos de tempo iguais).
Isso pode introduzir vérios vieses como, por exemplo, pode acontecer a suaviza-
cdo dos dados (ERDOGAN, 2005), também diminuir flutuacdes sazonais assim
como reduz as informagdes contidas no conjunto de dados (ECKNER, 2013a).
Observando estes aspectos surge a seguinte questdo: Analisar curvas de cresci-
mento considerando uma estrutura mais razodvel referente aos erros ird ajudar a
melhorar o ajuste dos modelos? Com o objetivo de analisar tal fato utilizando fer-
ramentas de séries temporais e assim contribuir para a melhoria na qualidade dos
ajustes e, consequentemente, as previsoes € que se apresenta este trabalho.

Sendo mais especifico, neste estudo ajustam-se as curvas de crescimento
Logistico, Gompertz e de Von Bertalanffy para dados de peso corporal de animais
bovinos da raca Hereford em diferentes idades entre o nascimento e, aproximada-
mente, dois anos considerando erros autorregressivos de primeira ordem e obser-
vagdes coletadas em espacos de tempo iguais e diferentes. Pretende-se verificar se
o fato de considerar a irregularidade na coleta dos dados melhora a qualidade do
ajuste dos modelos. Apds o estudo dos dados reais sdo feitas simulagdes que obje-
tivam avaliar e confirmar a eficiéncia do método utilizado neste trabalho. A andlise
sera feita utilizando o método proposto por Erdogan et al. (2005) no entanto, uma
nova parametrizacdo do modelo € proposta com o objetivo de resolver algum pro-
blema de limitagdo computacional que possa ocorrer. Também se pretende obter

todas as demonstragdes omitidas no artigo deste mesmo autor.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo apresentamos alguns artigos relacionados a modelos de

crescimento e os principais conceitos utilizados para a realizac¢do deste trabalho.

2.1 Revisao bibliografica

Virios modelos de regressao ndo linear estdo disponiveis na literatura e
sdo utilizados para a modelar dados de crescimento nas mais diversas dreas do
conhecimento. Muitos trabalhos consideram a estrutura de erros independentes
ou autorregressivos, nio levando em considera¢@o, também, os periodos de tempo
em que os dados foram coletados. A seguir sdo apresentados alguns artigos que
usaram tais estruturas de erros e ndo observaram a irregularidade, quando havia,
nos dados. Nos artigos em que nio € destacada a estrutura dos erros, estes foram
considerados independentes.

Tedeschi et al. (2000) analisaram o crescimento de animais da raca Gu-
zera e seus cruzamentos alimentados a pasto, com e sem suplementacdo. Para este
estudo foram utilizados dados de 119 animais, entre machos e fémeas, nascidos
em 1977 e 1978. Varios modelos nao lineares foram ajustados aos dados com o
uso do software SAS e, em seguida, foram comparados. Os autores concluiram
que o modelo de Richards apresentou maior dificuldade de convergéncia, as fun-
coes Brody tenderam a superestimar o peso adulto enquanto as funcdes Gompertz
modificada e Logistica tendem a subestima-lo. A fun¢do que foi selecionada pelos
indices de comparagao foi a Gompertz.

Oliveira, Lobo e Pereira (2000), utilizando dados de crescimento e repro-
ducdo de 573 vacas da raga guzera entre 1961 e 1985, na fazenda Canoas, em

Curvelo-MG, compararam modelos ndo lineares para descrever o crescimento dos
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animais com o objetivo de estabelecer um padrdo médio de crescimento. Ajusta-
ram os modelos Brody, Von Bertalanffy, Logistico, Gompertz e Richards e ava-
liaram a qualidade de ajustamento. O modelo Richards apresentou dificuldades
computacionais para a convergéncia e os outros modelos se mostraram adequados
para descrever o crescimento sendo que o escolhido para representar a curva média
de crescimento dos animais foi o Von Bertalanffy por apresentar um ajustamento
superior no conjunto de critérios.

Mazzini et al. (2003) estudaram o crescimento de bovinos da raca here-
ford, nascidos de 1992 a 1994 na Agropecudria Recreio no municipio de Bajé-RS.
Neste estudo eles ajustaram os modelos ndo lineares Brody, Gompertz, Logistico,
Richards e Von Bertalanffy com o objetivo de comparar as cinco fungdes de cres-
cimento considerando-se os modelos ndo ponderados e ponderados pelo inverso
da variancia dos pesos. Eles utilizaram o software SAS para a andlise dos da-
dos e concluiram que de forma geral, baseados no seu estudo, a ponderacao pelo
inverso das variancias dos pesos melhorou a qualidade do ajuste. As funcdes de
Gompertz e Von Bertalanffy foram as que melhor se ajustaram aos dados, a fun¢io
logistica embora tenha mostrado um bom ajuste aos dados tendeu a subestimar o
peso adulto e as demais tiveram um pior desempenho. Os métodos de compara-
cdo utilizados foram: a interpreta¢do bioldgica dos parametros, o coeficiente de
determinagdo ajustado, o quadrado médio do residuo, o erro de predi¢do médio,
o teste t de Student para as estimativas dos parametros “A"e “k"e o percentual de
convergéncia.

Lopes et al. (2011) usaram registros de animais, bovinos da racga nelore,
criados em sistema extensivo de criacdo, nascidos entre 1987 e 2007, para deter-
minar qual o modelo ndo linear € mais adequado para descrever o crescimento dos

animais. Por meio do procedimento NLIN do SAS os modelos Brody, Logistico,
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Gompertz e Von Bertalanffy foram ajustados aos dados e comparados utilizando os
critérios: quadrado médio do residuo, coeficiente de determinacio ajustado, erro
de predicao médio e desvio médio absoluto dos residuos.

Souza et al. (2010) analisaram dados de crescimento de animais da raca
Indubrasil no estado do Sergipe. Foram 1201 bovinos com, no minimo, 8 pesa-
gens coletadas em intervalos de aproximadamente trés meses do nascimento até
aproximadamente dois anos. Utilizando o procedimento NLIN do SAS ajustaram
os modelos Brody, Von Bertalanffy, Richards, Logistico e Gompertz aos dados de
peso-idade e comparando-os por meio do quadrado médio dos residuos, do esti-
mador de maxima verossimilhanca da variancia residual, do coeficiente de deter-
minag¢do dentre outros. Ap0s a definicdo do modelo de melhor ajuste, calcularam
a taxa de crescimento absoluto e avaliaram a influéncia de fatores (sexo, fazenda,
més e ano de nascimento) sobre os pardmetros da curva.

Silva (2009) utilizou modelos ndo lineares para estudar o crescimento de
vacas da raca nelore e cruzadas. Os modelos Brody, Gompertz, Logistico, Von
Bertalanffy e Richards foram ajustados aos dados de peso de animais de quatro
cruzamentos criados em sistema de producdo intensiva que foram submetidos a
trés niveis de suplementagdo pés-desmama. O objetivo foi comparar os modelos e
avaliar a influéncia de efeitos de ambientes e grupos genéticos sobre os pardmetros
estimados. O ajuste dos modelos foi feito utilizando o procedimento NLIN do
SAS pelo método de minimos quadrados ordindrios e ponderados pelo inverso da
variancia dos pesos.

McManus, Louvandini e Campos (2010) estudaram dados de peso e altura
de quatro grupos genéticos de cavalos criados pelo Exército brasileiro. Estimaram
curvas de crescimento gerais usando os modelos de Gompertz, Brody, Logistico,

Weibull e Richards, segundo o procedimento PROC NLIN do programa SAS. A
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comparagdo do ajuste foi feita observando o quadrado médio dos residuos e o
coeficiente de determinacdo.

Mazucheli, Souza e Philippsen (2011), utilizando dados de crescimento
de codornas, fizeram uma andlise de regressdo ndo linear usando o modelo Gom-
pertz, sob a suposicao de homogeneidade e heterocedasticidade multiplicativa dos
residuos. Para isso, utilizaram o peso de 414 animais, dentre machos e fémeas,
e ajustaram o modelo utilizando a maximizacdo da fungdo log-verossimilhanca
e, sob o enfoque bayesiano, via métodos MCMC. Aqui a maximizagdo da log-
verossimilhanca foi feita por meio de procedimentos do SAS/NLMIXED, com
erros independentes.

Mansano (2012) avaliou as caracteristicas do crescimento morfométrico
e composi¢do corporal de girinos de Ra-touro em cativeiro. O experimento foi
realizado utilizando um total de 3240 girinos de ra-touro com peso médio inicial
de 0,044 g e comprimento total médio de 12,79 mm procedentes de uma mesma
desova, que foram alojados em 18 caixas de amianto de 100 litros de capacidade.
Os dados de peso vivo e comprimento total foram obtidos no inicio do experi-
mento e com 13, 23, 33,42, 55 e 64 dias e em seguida os modelos Gompertz, Von
Bertalanfty, Logistico e Brody sdo ajustados. Aqui, a conclusdo obtida foi que os
modelos Gompertz e Logistico sdo adequados para descrever o crescimento em
peso e comprimento de girinos de ra-touro em cativeiro.

Mazzini et al. (2005) estudaram o crescimento de bovinos da raca here-
ford, porém considerando heterocedasticidade e residuos autorregressivos. Neste
trabalho foram utilizados os modelos Brody, Gompertz, Logistico e Von Berta-
lanffy que, para cada animal, foram ajustados de acordo com os seguintes mé-
todos: quadrados minimos ordindrios (QMO), quadrados minimos ponderados

(QMP), quadrados minimos ponderados generalizados com erros autorregressi-
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vos de primeira (QMPG-ARI1) e segunda (QMPG-AR2) ordem. O software SAS
foi utilizado para o ajuste dos modelos e a comparagdo destes foi feita utilizando
o percentual de convergéncia, quadrado médio do residuo, coeficiente de determi-
nagdo ajustado e erro de predi¢do médio. Chegaram a conclusdo de que os mode-
los Gompertz e Von Bertalanffy ajustados pelos métodos QMP, (QMPG-AR1) e
(QMPG-AR?2) foram indicados para descrever o crescimento de novilhos hereford
até os dois anos de idade.

Prado (2011) estudou o crescimento dos didmetros transversal e longitudi-
nal de frutos de coqueiro da variedade and verde utilizando os modelos Logistico
e Gompertz. Os modelos foram ajustados aos dados pelo método de minimos
quadrados e por meio do método iterativo de Monte Carlo via cadeias de Markov
considerando uma estrutura de erros independentes e autorregressivos de primeira
ordem (AR(1)). A qualidade do ajuste foi feita por meio da avaliacio do coefici-
ente de determinacio ajustado, desvio padrao residual e critério de informacao de
Akaike. A conclusdo obtida foi de que o modelo Logistico proporcionou melhor
qualidade de ajuste em ambos os métodos de estimacdo dos pardmetros. Ainda é
feita uma andlise usando dados simulados, que sdo comparados aos dados reais, e
pelo resultado concluiu-se que o método de simulagdo foi eficiente uma vez que

apresentou estimativas proximas aos valores paramétricos.

2.2 Modelos de crescimento

O primeiro modelo de crescimento foi proposto por Thomas Malthus em
1798 (MALTHUS, 1798). Essa atitude foi resposta a diversas conjecturas de ou-
tros estudiosos da época que enxergavam um mundo perfeito, no qual a populagdo
e 0s recursos para a sobrevivéncia caminhavam em perfeita harmonia. Malthus en-

tao sugere um modelo em que a populagdo, se ndo controlada, cresceria de maneira
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exponencial e a capacidade de producdo aumentaria apenas linearmente, causando
em certo momento um colapso.

Com o passar dos anos a ideia de se modelar o crescimento foi utilizada
também por diversos outros autores que, baseados na ideia original, propuseram
modelos matematicos para descrever o crescimento nao apenas de populagdes, mas
também o crescimento animal, vegetal, etc. Esses modelos sao, normalmente, nao
lineares e, na atualidade, t€ém sido amplamente utilizados por pesquisadores das
diversas areas do conhecimento. Por exemplo, Veloso et al. (2012) avaliam gend-
tipos de frangos caipira, Costa et al. (2009) avaliam o crescimento de tildpias de
diferentes linhagens utilizando modelos ndo lineares. Silva et al. (2012) propdem
uma andlise genética de curvas de crescimento de bovinos, McManus, Louvandini
e Campos (2010) usaram curvas de crescimento em quatro espécies de cavalos.
Ja Prado (2011) avaliou o crescimento de frutos de coqueiro e Fernandes (2012)
avaliou o crescimento do fruto do cafeeiro em diferentes alinhamentos de plantio,
dentre outros.

Os modelos nio lineares, geralmente fornecem um bom ajuste com menos
parametros do que modelos lineares em relagdo ao crescimento. Além disso, apre-
sentam parametros ou funcdes de pardmetros com interpretacdo bioldgica. Essa

mesma ideia é defendida por Loaiza-Echeverri (2011, p. 10) que diz que

os beneficios de se utilizar modelos ndo lineares, em detrimento aos line-
ares, reside no fato de que os modelos ndo lineares sintetizam um grande
ndmero de medidas em alguns parametros e t€ém um significado biol6-
gico, uma vez que utilizam mensuragdes subsequentes no tempo sobre o
mesmo individuo e sdo facilmente comparadas entre diferentes cendrios
de producaio.

A Tabela 1 apresenta alguns dos principais modelos nao lineares que sao

utilizados para modelar o crescimento animal.
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TABELA 1 Expressoes de alguns modelos ndo lineares.

Modelo de curva de crescimento Referéncia
(_e(ﬁrﬂe)wi)) Gompertz

yi = Pre T e Gompertz e Philos (1825)
Logistico

- B2—PBaxi)—1 )
yi=Pi(l+e )7 e Ratkowski (1983)

Michaelis-Menten

R (. -1 .
yi = Prai(wi + )™ +ei Michaelis ¢ Menten (1913)

yi = Bi(1 — PoeP3%i)3 +¢; Von Bertalanffy (1957)
o /6’2,6154 +51xf4 te Michaelis-Menten
vi= Byt al ! Modificado Lopez et al. (2000)

Fonte: Silveira (2010).

Para todos os modelos apresentados na Tabela 1, o pardmetro /31 representa o peso
adulto maximo ou assint6tico do animal e o parametro (3 a taxa de maturidade
ou velocidade de crescimento. Os modelos que apresentam o pardmetro (34 pos-
suem ponto de inflexdo varidvel, cuja localizacdo é determinada pelo parametro
em questdo. Os demais modelos ou apresentam ponto de inflexdo fixo ou ndo pos-
suem, como ¢ o caso do modelo Michaelis-Menten. De forma geral, ndo hd uma
interpretacdo pratica para o pardmetro S2. Uma excecdo é o modelo Michaelis-
Menten no qual este parametro representa a idade na qual se atinge a metade do
peso adulto (SILVEIRA, 2010). Em cada modelo y;, x; € e; representam o peso
observado do animal, o tempo da medi¢do do peso do animal e o erro respectiva-
mente, no tempo <.

Nas etapas iniciais da vida, o crescimento é mais acelerado e o aumento
de peso € maior do que o que ocorre proximo a idade adulta, observando-se uma
curva de evolugdo sigméide ascendente. A medida que o individuo desenvolve-se,
a velocidade de crescimento se altera e apresenta mudanca na curvatura, identi-
ficando o ponto de maior velocidade de crescimento corporal, o que ocorre no
chamado ponto de inflexdo. Depois deste ponto de inflexdo, o crescimento dimi-

nui paulatinamente e a taxa de crescimento é cada vez mais lenta. Essa tendéncia
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continua até que o crescimento se estabiliza, fato que matematicamente corres-
ponde com a assintota horizontal (GOMEZ; MUNOZ; BETANCUR, 2008). No
que segue apresenta-se alguns comentarios sobre os modelos Logistico, Gompertz
e Von Bertalanffy que serdo utilizados neste trabalho.

O modelo logistico, ou modelo de Verhulst, foi proposto por Pierre Fran-
cois Verhulst em 1838. O objetivo inicial foi a tentativa de descrever o comporta-
mento do crescimento da populagdo humana. O modelo em questio foi proposto
com a expressao (1):

mp’e™t

= 1
b np'e™t +m — np' M

em que p’ representa o nimero da populagdo inicial e m e n sdo constantes ar-
bitrarias. Com o passar dos anos outros estudiosos reescreveram este modelo, o
que € conhecido como reparametrizagdo, como se observa na Tabela 1 e também
em Prado (2011). A utilizacdo deste modelo nas diversas dreas do conhecimento
gerou um leque de aplicacdes em que a modelagem se mostrou eficiente. No-
vas propostas surgiram ao longo do tempo para o modelo de Verhulst como, por
exemplo, para modelar o crescimento de frutos (PRADO, 2011), modelar o cres-
cimento animal (LOPES et al., 2011), dentre outros. Neste trabalho sera utilizada
a parametrizac¢do encontrada em Silveira (2010), como apresentado na Tabela 1.

Proposto em 1920 por Benjamin Gompertz, o0 modelo Gompertz também
sofreu reparametrizacdes ao longo dos anos. Sua proposta inicial foi modelar o
crescimento da populacdo. Muitas outras aplicacdes foram feitas utilizando tal
modelo. Zeviane (2013) sugere uma parametriza¢do para o modelo, de modo que
os parametros sdo mais facilmente interpretaveis.

Ludwig Von Bertalanffy foi um biélogo e estudioso que nasceu em Atzger-
dorf no ano de 1901. O modelo proposto por Von Bertalanffy teve como objetivo

estabelecer uma relacdo entre o metabolismo e o peso corporal dos animais (BER-
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TALANFFY, 1957). Em sua pesquisa o autor objetiva comparar individuos de uma
mesma espécie e de diferentes tamanhos. Com o passar dos anos este modelo foi
utilizado para muitas outras modelagens. Alguns exemplos desta diversificagdo no
seu uso podem ser encontradas nos trabalhos de Henriques e Casarini (2009) que
avaliam o crescimento de mexilhdes em banco natural na Ilha de Palmas-SP, e de
Lopes et al. (2011) que estudaram o crescimento de bovinos da raga Nelore da

regido norte do Brasil, dentre outros.

2.2.1 Métodos de estimacao para regressao nao linear

Gallant (1987) estima os pardmetros de uma regressao nao linear adotando
convengdes andlogas a estimag@o paramétrica para uma regressao linear. A utili-
zacdo do método de minimos quadrados se mostra eficiente também para uma

regressdo nao linear. Seja entdo a equacdo de uma regressao nao linear dada por:

yi = f(z;,0)+e, i=1,..n

em que y; representa cada varidvel observada, f(x;, @) representa o0 modelo que
foi adotado para descrever a varidvel, z; e 6 representam a varidvel independente
e o vetor de parametros respectivamente, e e; € a componente aleatdria ou erro que
¢ i.i.d. (independente e identicamente distribuido) e e; ~ N(0,02). No caso em
que ndo ocorre o i.i.d. tem-se dados correlacionados e torna-se apropriado utili-
zar os modelos da familia autorregressivos integrados e médias méveis (ARIMA),

propostos por Box e Jenkins (1976), para trabalhar com os dados. Vetorialmente
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esta equagdo pode ser escrita como:

] [ f@e ] [a]
Y2 f(l’g,e) €2
. = . + .

L Yn | _f(xnva)_ | En |

A soma de quadrados dos erros neste caso é dada por:
SQ= 21 lyi — f (x:,0)]%.

Para obtermos o valor que minimiza a soma de quadrados é necessério
fazer a derivagdo de SQ em relagdo a cada componente do parimetro 8 e, em
seguida, igualar a zero, resultando assim num sistema de equacdes normais nao
lineares. A solugdo deste sistema ndo linear ndo pode ser encontrada de forma
explicita, como ocorre no caso de um modelo linear; necessitando de métodos ite-
rativos para a sua resolug¢@o. Hé vérios métodos iterativos na literatura que podem
ser utilizados para a solucdo de um sistema de equacgdes ndo lineares, dentre eles
podemos citar Método do gradiente, Método da secante, Gauss-Newton, Newton
Raphson. A func¢do gnls do software R, que serd utilizada neste trabalho para o
ajuste dos modelos tem como método padrao o Gauss-Newton e, por esse motivo,

segue-se uma breve descri¢do do método.

2.2.1.1 O método Gauss-Newton

Assim como a maioria dos métodos iterativos, neste método € necessa-
rio um valor inicial para os pardmetros, o que comumente € chamado de “valor
inicial arbitrdrio”. A partir dai, pelo método de minimos quadrados, utilizando

uma expansdo de primeira ordem em série de Taylor como aproximacdo da fungao
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de regressdo ndo linear a raiz da equacgdo ou soluc¢do do sistema de equagdes é
aproximada (GALLANT, 1987).

Seja entdo o conjunto de valores iniciais dos pardmetros dados pelos valo-
res 89 = [9(1), «98 N 02] em que p € o nimero de pardmetros do modelo. Obtidos
os valores iniciais e fazendo a expansio em série de Taylor até a primeira ordem
centrada neste ponto tem-se:

ro)= 10+ 2% o)

or(e°) . . .. = A
em que % ¢ a matriz de derivadas parciais em relacdo a cada parametro 6.

0
Para simplificar, trate 6f(§g ) por F' (00). Desta forma o modelo néo linear pode

ser reescrito matricialmente por:

Y =/(0)+e,
0
Y:f(OO)—i—afa(g)(O—OO)—i-e,

Y =f(6°) + F(6°) (6 — 6°) +e.
A aproximagado da soma de quadrados é
SQE=||Y — 1 (6°) — F(8°) (6 — 6°)|*.

O valor que minimiza a soma de quadrados, 8, pode ser encontrado usando-se a

expressao

0 = [F'(6°)F(6°)] " F'(8°) [Y — f (6°)] .

Terminado este primeiro processo, se o critério de convergéncia, que € adotado
pelo pesquisador, ndo for satisfeito inicia-se um novo ciclo e o novo valor de 6

para o passo seguinte serd ' = 6" + 0*, e assim sucessivamente até que o critério
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seja satisfeito.
A Tabela 1 apresenta alguns modelos ndo lineares cujos erros podem ser
uma série temporal, uma vez que as observagoes formam um conjunto ordenado

no tempo. Estes s@o, geralmente, correlacionados.

2.3 Séries Temporais

Tentar descrever o futuro tendo por base dados e informagdes passadas é
um dos principais objetivos da andlise de séries temporais. Estes objetivos podem
ser alcancgados utilizando-se, basicamente, dois enfoques: andlise no dominio tem-
poral ou de frequéncias. Nos dois casos objetiva-se construir modelos para a série
temporal. No dominio temporal sdo propostos modelos paramétricos e no dominio
de frequéncias os modelos propostos sdo nao paramétricos. Neste estudo utiliza-se
apenas o enfoque no dominio temporal.

Morettin e Toloi (2006) conceituam uma série temporal como sendo qual-
quer conjunto de observagdes ordenadas no tempo e citam quatro interesses prin-
cipais para sua andlise: investigar o mecanismo gerador da série temporal; fazer
previsdes de valores futuros da série (a curto ou em longo prazo); descrever apenas
o comportamento da série e procurar periodicidades relevantes nos dados. Uma sé-

rie temporal Y; geralmente pode ser decomposta das seguintes maneiras:

Y, =T+ St + et ()

Y, = T} Sieq 3)

em que 7; € a componente de tendéncia, S; é a componente de sazonalidade e e;
¢ a componente aleatéria com média zero e variancia finita. Em (2) diz-se que os

efeitos da série sdo aditivos e em (3) diz-se que a série possui efeitos multiplica-
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tivos. De maneira mais formal, uma série temporal pode ser entendida como uma
realizacdo de um processo estocdstico, ou seja, um processo governado por leis
probabilisticas.

Um processo estocdstico é normalmente entendido como um conjunto
de varidveis aleatdrias que dependem de outras varidveis como, por exemplo, o

tempo. Em outras palavras, um processo estocdstico € o conjunto de todas as pos-

siveis trajetdrias de um fendmeno ou processo fisico.

2.3.1 Processos estacionarios

Morettin e Toloi (2006) definem um processo estocéstico e = {e;, t € T'},
em que 7' é normalmente tomado como o conjunto dos nimeros inteiros ou dos
ndmeros reais, como fracamente estaciondrio ou estaciondrio de segunda ordem

(ou em sentido amplo) se, e somente se:
1. E[Y:] = pu = p, constante, para todo t € T
2. E[Y?] < oo, paratodo t € T}
3. y(t1,t2) = cov (Ys,, Y:,) € uma funcdo de |ty — ta.

Essa classe de processos é de suma importancia na anélise de séries temporais, pois
o ajuste de modelos para a correlagdo € feito considerando estas caracteristicas.
Observando-se as caracteristicas de um processo estaciondrio e conside-
rando as decomposicdes (2) e (3) percebe-se que uma série temporal que possui as
componentes de tendéncia e sazonalidade é claramente ndo estaciondria, pois ao
menos uma das condi¢des ndo € satisfeita. Entdo, faz-se necessaria a identificagdo
e a eliminagdo de tais componentes para que se tenha um processo estaciondrio.
A inspecdo visual da série temporal assim como testes especificos que foram cria-

dos para a deteccdo destas componentes ajudam pesquisadores no trato das séries
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temporais. Esquivel (2012) cita alguns testes que sdo utilizados para testar a ten-
déncia numa série temporal, dentre eles tem-se o teste de Wald-Wolfowitz, o teste
de Cox-Stuart (ou Teste do Sinal), etc. Além de testes para a tendéncia, a des-
cricdo de alguns testes para a sazonalidade podem ser encontrados em Morettin e
Toloi (2006) dentre os quais estdo o teste de Kruskal-Wallis, o teste de Friedman,
e o teste da andlise de varidncia. Outro teste bastante utilizado para detectar a

sazonalidade, assim como o periodo em que ela ocorre € o teste de Fisher.

2.3.1.1 Operadores

Para a constru¢do dos modelos matematicos para as séries temporais e
também facilitar a manipulacdo destas Box e Jenkins (1976) utilizam alguns ope-

radores. Sdo eles:

1. Operador translagdo para o passado B. Aplicado a um elemento da série
temporal num instante ¢ retorna o seu valor imediatamente anterior. Aplicando-
se sucessivamente este operador, n vezes, por exemplo, tem-se 0 n-ésimo

valor anterior ao instante ¢. Desta forma, tem-se:

BY; =Y, 1;B*Y; =Y, 9;--- ;B"Y; = Y;_,,.

2. Operador diferenca A. E definido como a diferenca entre dois pontos con-

secutivos da série. Assim tem-se:

AY; =Y, =Y.

Utilizando o operador B dentro desta relacdo obtem-se:

A=1-B.
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2.3.2 Modelos Autorregressivos

Box e Jenkins (1976) propuseram modelos para o ajuste da correlagdo em
uma série temporal. A metodologia proposta por eles tem sido bastante utilizada na
literatura e foi também a técnica aplicada neste trabalho. A ideia aqui € representar
um elemento da série temporal num instante ¢ como uma combinacio linear de
alguns valores passados até um tempo p.

Desta forma para a série estaciondria e;, 0 modelo autorregressivo de or-

dem p, AR(p), é dado por:

et = p1ei—1 + Yaet_o + -+ pper_p + ag, “4)

emque ¢ = [p1, 2, -, pp € 0 conjunto dos pesos e a; ¢ uma varidvel aleatdria

com média zero e varidncia constante o2

. A componente a; é chamada ruido
branco. Aplicando-se o operador translacdo para o passado, B, em (4) consegue-
se resumi-la em ¢(B)e; = a, em que p(B) =1 — @1 B — paB? — -+ - — ¢, BP é
0 polindmio autorregressivo de ordem p. De acordo com Morretin e Toloi (2006)

este processo é estaciondrio quando as raizes de p(B) = 0 estiverem fora do

circulo unitario. Os processos de primeira e segunda ordem, AR(1) e AR(2),

et = pep—1+ay

et = piret—1+ p2er_2+ ay

sdo de uma importincia pratica considerdvel (BOX; JENKINS, 1976). Segundo
Morettin e Toloi (2006) os processos AR(1) e AR(2) sdo estaciondrios quando

—“l<p<lepr+p2<l,p2—p; <1,—1 < g < 1, respectivamente.
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2.3.3 Dados Irregulares

A coleta dos dados nem sempre € fécil de se fazer, o que pode resultar em
uma série ndo igualmente espacada aqui definida para a situacdo em que os dados
ndo sdo coletados em intervalos iguais de tempo. De acordo com Erdogan et al.
(2005) este tipo de série ¢ comum em muitas aplicacdes da vida real quando as
medigdes sdo restritas por condicdes praticas. Os autores destacam ainda, que é
uma pratica comum ignorar os momentos (irregularidades) e tratar os dados como
se fossem regulares e que este fato pode claramente introduzir um viés significante
nas estimativas dos parametros, levando a predicdes incorretas.

Eckner (2013b) também reforca esta ideia dizendo que

talvez a maioria das abordagens comuns seja transformar dados ndo
igualmente espacados em dados igualmente espacados usando alguma
forma de interpolagdo - a maioria frequentemente linear - e entdo aplicar
métodos existentes para séries temporais igualmente espagadas. Porém,
transformar dados de séries temporais usando tal caminho introduz va-
rios vieses.

Dai a preocupacio em se considerar a estrutura original da série temporal.

2.3.4 Analise de dados irregulares

Erdogan et al. (2005) propdem um método para analisar uma série tem-
poral irregular (dados ndo igualmente espacados). Em sua proposta os autores
consideram uma série temporal Y; que ndo possui a componente sazonal e pode,
entdo, ser decomposta como

Y;g = b(t) +€t

em que b(t) é uma func@o deterministica que representa a componente de tendén-
cia e e; € a componente de ruido aleatéria. Geralmente, apenas os valores de Y;

podem ser observados. Entdo, o primeiro passo € estimar a componente b(t) e
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extrair a componente aleatdria.
Seja {yt,,t;} uma amostra de Y;. Assumindo que b(¢) é um polindmio de

grau p em ¢ e, portanto,
by(t) = po + pit + pat® + -+ + ppt?

em que p € um inteiro ndo negativo e p = [po; p1; - - -; pp| € 0 vetor de coeficien-

tes. Este vetor pode ser estimado usando o método de minimos quadrados, ou seja,

deve-se minimizar a soma de quadrados dos residuos dada por ) " (v, — by(t:))?.

Define-se entdo e;, = y;, — bp(t;) e trata-se {es,, t;} como uma amostra de e;.
Ap6s ajustado o polindmio os autores definem um processo estaciondrio

autorregressivo de primeira ordem para dados irregulares como:

Definicao. (Processo IS-AR(1)) Uma série temporal {e;,, ¢; } é (IS-AR(1)) estaci-

ondria amostrada irregularmente se {e;} € estaciondria e se para cadat e A; > 0,

A
Ct+A;, = P € + OA;Et+A; (5)

em que €4, ~ N(0,1) e cov(er, e5) = O paracadat # se 0‘2Ai = o? (1;f;§i)
para algum o > 0.

Estimacdo Paramétrica: Dado um conjunto de observacgdes {ez,, €, , ..., €, } de
ey, define-se A; = t;41 — t; paratodoi =0,1,2,...,n — 1.

Uma vez que Efe;] = 0 e cov(es, €5) = 0 para todo t # s, pode-se estimar
¢ pelo método de minimos quadrados. Em particular precisa-se encontrar ¢ &€
(—1,1) minimizando Y7 (€t — apAieti)Z. Uma vez que A; > 1 para todo ¢
esta soma € uma fun¢do convexa de ¢, e pode ser minimizada usando otimiza¢ao

convexa.

Para estimar o, define-se ¢; = ey,,, — (¢)*'es,. Na equagdo (5) tem-se
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que ¢; ~ N (O,O’zAi). Assim, usando o estimador de maxima verossimilhanca dos

residuos €, €, , ...€;, , tem-se que o estimador de o é

n—1
5= 1 E ( 1 ler., — pDies ).
n 4 I '
=0 1—p?

Uma demonstracido de como se obtém o estimador ¢ analiticamente ¢ dis-
ponibilizada no Apéndice.

Neste trabalho, para a representacdo da componente de tendéncia, utili-
zamos algumas curvas ndo lineares que sdo conhecidas como modelos de cresci-
mento. Desta forma ao invés de estimar-se os coeficientes do polindmio, obtive-

mos os valores das estimativas dos parametros das curvas nao lineares.

2.4 Avaliadores de qualidade

Ha vérios métodos para se medir ou avaliar a qualidade de ajuste de um
modelo e entdo, se for o caso, fazer comparacdes entre modelos. Neste trabalho os
métodos utilizados serdo o critério de informacgdo de Akaike (AIC) e pela soma de
quadrado dos residuos (SQ).

O critério de informacgdo de Akaike, AIC, é dado por
AIC = In(QME) + 2@+,

em que QME € o quadrado médios dos residuos, p o ndmero de pardmetros do
modelo e n o tamanho da amostra.

A soma de quadrados dos residuos, SSE, é dada pela expressao

SQ= 5 (yi — )2

i=1

em que ¥; € o valor observado e ;€ o valor ajustado.
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3 MATERIAL E METODOS

Neste trabalho serdo considerados dados reais e dados simulados. Para
os dados simulados serdo utilizados os valores paramétricos obtidos do ajuste dos
modelos com os dados reais. Os dados reais sdao informagdes relativas ao peso
corporal de animais, machos nao castrados, da raca Hereford, obtidos por meio do
trabalho de Emiliano (2013). Foram consideradas as dezesseis primeiras pesagens
de 160 animais, desde o nascimento até aproximadamente dois anos de idade. Os
pesos médios dos 160 animais nas 16 pesagens estdo apresentados na Tabela 2 e
também na Figura 1.

TABELA 2 Valores médios dos pesos observados de 160 animais em fun¢do da idade.
Idade (em dias) Peso (em kg)

0 35,00
168 189,97
214 213,76
243 243,64
275 281,12
311 324,39
344 363,90
377 404,22
414 443,92
472 489,51
508 518,54
542 541,34
594 559,21
624 583,81
660 611,76
692 639,24

Fonte: Emiliano (2013)

Os modelos Gompertz, Logistico e Von Bertalanfty serdo ajustados aos

dados considerando uma estrutura de erros autorregressivos de primeira ordem



33

500
|
[+]

peso
300
l

o
I I I I I I I I

0 100 200 300 400 500 600 VOO

idade

Figura 1 Valores médios reais de peso em funcdo da idade de 160 animais da raga
Hereford

regular e irregular (observag¢des ndo igualmente espagadas). Considerando, entdo,
as parametrizacdes apresentadas na Tabela 1, tem-se as seguinte estruturas dos

residuos:

e = pei—1+a;

e = oMei1+a
em que A, representa o intervalo de tempo entre duas observag¢des subsequentes e
a; é uma varidvel aleatéria com média 0 e variancia constante o2, chamada ruido
branco.

Inicialmente cada um dos modelos, Logistico, Gompertz e Von Berta-

lanffy serd ajustado aos dados reais utilizando-se a funcéo gnls do software R
considerando-se uma estrutura regular e independente dos residuos. Em seguida
os residuos serdo tomados por meio da diferenca entre o valor observado e o va-
lor ajustado. Obtidos os residuos, serd entdo, considerada a estrutura regular e

irregular destes para o ajuste dos modelos AR(1) e IS-AR(1), respectivamente.
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As somas de quadrados para o caso regular (SQR) e irregular (SQIR) ,

nesta sequéncia, sdo dadas pelas equagdes (6) e (7), nesta ordem.

n—1
SQR = (er,,, — per,)? ©6)
=0
n—1 9
SQIR =) " (er,,, — p™er,) . 7)
=0

No caso de residuos irregulares (equagdo (7)) utilizando o método de dis-
cretizacdo do espago paramétrico, minimiza-se (7) para os residuos de cada um
dos modelos. Este método consiste em testar “todas” as possibilidades para ¢
dentro do espaco paramétrico e verificar qual proporciona a solucdo desejada.
Para isso, serd feita a discretizagdo do espaco paramétrico, a saber o intervalo
real | — 1, 1], em nimeros numa escala de 0,0001. Dessa forma tem-se o conjunto

{—0,9999, —0,9998, - - - ,0,9999} como espago paramétrico.

3.1 Reparametrizacao do modelo IS-AR(1)

Ao considerar a estrutura irregular dos residuos, insere-se no modelo es-
tatistico poténcias cujos expoentes sdo nimeros muito grandes e as bases sdo nu-
meros muito pequenos. Isso torna o processo computacional de célculo invidvel
ou muitas vezes impossivel, uma vez que computacionalmente hd um limite ma-
ximo de casas decimais suportado. Apds esse limite os valores sdo reconhecidos
como sendo zero. Com o objetivo de evitar tal fato uma modificacdo no modelo é
proposta.

Seja entdo o modelo original IS-AR(1) dado pela equag@o (5) e o processo
de minimizacdo dado pela equagdo (7). Ao invés de trabalhar com as distancias

reais entre os pontos, trabalhar-se-4 com uma transformacao linear das distancias
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dada por

A
0 = min(A;)’ (®)

em que min(A;) refere-se a menor distancia entre observacdes consecutivas. As

novas expressoes serdo respectivamente:

Ct+5; = gpéiet + 05;€t+6;» (9)
n—1 5
D (et — ) (10)
=0

Essa transformacdo reduzird, em muitos casos, o espaco paramétrico de
@ para 0 < ¢ < 1 uma vez que se tem expoentes fraciondrios. Para encontrar o
valor que minimiza a soma dada pala equagdo (10) utiliza-se também o método
de discretizag¢do do espago paramétrico, sendo que a escala utilizada para tal € a
mesma usada para o caso regular.

Ap6s ajustados, os modelos serdo comparados por meio do critério de
Akaike para identificacdo do melhor ajuste. As estimativas dos parametros do mo-
delo melhor ajustado sero utilizadas para fazer simulacio de dados para cada um
dos modelos, a saber Logistico, Gompertz ¢ Von Betalanffy. Para cada um deles
serd gerada uma simulac¢io de peso animal do 12 ao 7302 dia apds 0 nascimento
(n = 730). Em cada simulac@o os erros serdo gerados como autorregressivos de
primeira ordem.

A cada simulag@o (n = 730) ajustamos o respectivo modelo; por exemplo,
para a simulagdo feita com o modelo Logistico, a curva Logistica serd ajustada
considerando as diferentes estruturas de erros (regular e irregular). Em seguida
serdo retiradas, sucessivamente, amostras aleatdrias de tamanho cem das simula-

coes e ajustado o modelo para as n observagdes restantes. A cada retirada de uma
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amostra os modelos serdo novamente ajustados e comparados. Isso serd feito com

0 objetivo de verificar a eficiéncia do método considerado neste trabalho.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Para ajuste dos modelos e estimagdo de seus parametros foi utilizada a
funcéo gnls do software R. Apds ajustados os modelos, foram obtidos os residuos
de cada ajuste e, entdo, tratados como autorregressivos de primeira ordem (AR(1)).
As estruturas regular e irregular dos residuos foram consideradas para a estimagdo
do parametro autorregressivo.

A Tabela 3 apresenta os valores estimados dos pardmetros que minimiza-

ram as somas de quadrados dos residuos para cada um dos modelos,

TABELA 3 Valores estimados dos pardmetros para o ajuste dos modelos aos dados reais
considerando as estruturas regular e irregular, e as somas de quadrados dos
residuos em ambos o casos.

Pardmetros Modelos
Logistico Gompertz Von Bertalanffy

b1 660,854  745,4478 819,245

B2 9,270 1,069079 0,668134

B3 0,00702  0,004071 0,00301

® -0,0758 0,1442 0,4236
SQR 1465,192  1142,094 1059,316
p(R) 0,4477 0,3632 0,4695

SQIR 1295,272  1051,974 1050,843

em que ©(IR) é a estimativa do parAmetro autorregressivo quando é considerada
a estrutura irregular dos residuos, SQIR é a soma de minimos quadrados quando
considera-se essa mesma estrutura, ¢ € o parametro autorregressivo quando consi-
derada uma estrutura regular dos residuos e SQR € a soma de minimos quadrados
para esta estrutura. Em cada ajuste considerando as diferentes estruturas dos re-
siduos os valores de (31, B2, € 3 sd0o 0s mesmos, alterando apenas os valores dos

parametros autorregressivos.
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Observou-se em cada modelo qual a estrutura de erros proporcionou me-
lhor ajuste observando-se a soma de quadrado de residuos e também o critério de
informacdo de Akaike (AIC).

A Tabela 4 apresenta os valores do AIC em cada um dos casos citados an-
teriormente para os dados reais. Percebeu-se que quando se considera a estrutura
irregular dos residuos ha uma melhora no ajuste dos modelos, no caso do modelo
Logistico a soma de quadrados de residuos chegou a diminuir 12 %. As estima-
tivas dos parametros autorregressivos também mudaram quando foi considerada a
estrutura irregular chegando, no caso do modelo Logistico, a mudar de sinal (Ta-
bela (3)). Em todos os ajustes o valor do AIC foi menor para os modelos com
erros irregulares, seguindo a mesma tendéncia das somas de quadrados, indicando
assim que houve melhor ajuste quando se considera esta estrutura.

Fez-se entdo uma simulacao de dados de crescimento utilizando-se as es-
timativas obtidas para os pardmetros dos modelos que melhor se ajustaram aos
dados. Nas figuras 2, 3 e 4 estdo apresentadas as simulagdes para os modelos

Logistico, Gompertz e Von Bertalanffy, respectivamente.

TABELA 4 Valores do AIC (dados reais) quando foram ajustados os diferentes tipos de
modelos considerando as estruturas regular e irregular dos erros.

Tipos de erros . Modelos
Logistico Gompertz Von Bertalanffy
regulares 5,653823 5,4047 5,32946
irregulares 5,530558  5,3225 5,32143

Cada simulacgdo contém pesos que variam do primeiro até o septuagésimo
trigésimo dia apds o nascimento, totalizando 730 valores.
Os dados simulados foram ajustados a cada um dos seus respectivos mo-

delos considerando-se as diferentes estruturas. Neste caso os ajustes foram coin-
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Figura 2 Simula¢@o de dados de peso animal, do 12 ao 7302 dia apds o nascimento, para
o modelo Logistico
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Figura 3 Simulacdo de dados de peso animal, do 12 ao 7302 dia ap6s o nascimento, para
o modelo Gompertz
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Figura 4 Simulag@o de dados de peso animal, do 12 ao 7302 dia apds o nascimento, para
o modelo Von Bertalanffy

cidentes uma vez que as observacdes sao igualmente espacadas. Isso mostra que
o modelo IS-AR(1) pode ser visto como uma extensdao do modelo AR(1) usual.
Foram retiradas, sucessivamente, sete amostras aleatorias de tamanho 100 de cada
uma das simulacdes. A cada retirada, para amostras de tamanho n (730, 630, 530,
430, 330, 230, 130, 30), ajustou-se os respectivos modelos considerando-se as di-
ferentes estruturas dos residuos. Objetivou-se com isso verificar se a observancia
de tais estruturas melhora a qualidade do ajuste dos modelos. As Tabelas 5, 6 e 7
apresentam os resultados de cada ajuste a medida em que se retirou as amostras.
Percebe-se nas Tabelas 5, 6 e 7 que quando o ajuste foi feito com todos
os dados simulados as estimativas dos parametros foram proximas das estimativas
reais. A medida que foram sendo tiradas as amostras as estimativas foram se dis-
tanciando e oscilando em torno das estimativas reais; porém em todos os casos, ou
quase todos, as estimativas do modelo irregular foram mais precisas. Apenas para

o modelo Gompertz (Tabela (6)), quando n = 30 ou 630, as somas de quadrados
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TABELA 5 Valores estimados para os pardmetros do modelo Logistico a medida que fo-
ram sendo retiradas as amostras e as somas de quadrados de residuos de cada

ajuste.
Valores reais
(31=660,854 (32=9,27 B5=7,02¢3 p=0,4477
Valores estimados
n B B2 B3 ¢ (IR)  SQIR @ SQR

30 65745 9,23 7,10d4e3 0,5572  1343,83  0,0664 1367,37
130 655,83 948 7,134e¢73 0,6006 7221,61 0,1879  7401,05
230 659,69 9,42 7,063e¢7% 04852 12883,51 02248 13148,06
330 658,79 9,52 7,113e73 04608 18661,40 03094 1934822
430 659,53 941 7,077e® 04935 23437,34 0,3950 23834,60
530 659,54 941 7,084e73 04599 28402,12 03929 2892741
630 660,09 942 7,079¢7% 04430 32306,11 0,4078 32899,46
730 660,23 9,40 7,072e7% 04348 36300,44 0,4348 36300,44

foram menores para o caso regular.

As Tabelas 8, 9 e 10 apresentam os valores do AIC para os modelos com
dados simulados.

Observa-se que em praticamente todos os casos a observancia da irregu-
laridade nos dados proporcionou a redu¢do da soma de quadrados dos residuos

levando, assim, a um melhor ajuste do modelo.
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TABELA 6 Valores estimados para os pardmetros do modelo Gompertz a medida que fo-
ram sendo retiradas as amostras e as somas de quadrados de residuos de cada

ajuste.
Valores reais
(51=745,4478 B2=1,069079 [s=4,071e3 ©=0,3632
Valores estimados

n___ B Ba B p(R)  SQIR % SQR
30 740,05 11,0863 4,164e—3 0,0001 159590 -0,3170 1432.01
130 737,90 11,0778 4,148¢3 0,3576 611547 0,0642  6322,66
230 740,35 1,0786 4,125¢73 0,3558 10849,65 0,0821 11436,29
330 741,93 1,0769 4,112¢73 04124 15683,02 0,2368 16462,85
430 743,28 1,0737 4,098 0,3812 20172,34 0,2499 21359,56
530 743,88 1,0714 4,088¢73 0,4037 2520542 03346 25769,74
630 744,02 1,0713 4,087¢73 0,3879 29699,87 0,3636 29688,30
730 743,242 1,0600 4,088¢73 0,3896 34410,14 0,3896 34410,14

TABELA 7 Valores estimados para os pardmetros do modelo Von Bertalanffy a medida
que foram sendo retiradas as amostras e as somas de quadrados de residuos de
cada ajuste.

Valores reais

(31=819,245 39=0,668134 (3=3,0le 3 ©=0,4695
Valores estimados
n B B2 B3 ¢ (IR)  SQIR ® SQR

30 793,61 0,6671 3,138¢> 0,4279 1789,91 -0,0624 1824,14
130 814,92 0,6699 3,045¢73 0,5836 7901,76 0,0847  8282,98
230 822,22 0,6663 2,990e~3 0,4086 14403,25 02161 14456,50
330 821,02 0,6668 2,997¢3 0,5140 20156,07 03308 20950.85
430 819,24 0,6681 3,008¢~3 0,4327 2619230 0,3083 27193,22
530 820,55 0,6671 2,998¢73 04458 32004,60 0,3671 32639,09
630 820,82 0,6674 2,997¢ 3 04827 35930,24 0,4479 36059,00
730 820,89 0,6677 2,999¢73 04647 39551,49 0,4647 39551,49
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TABELA 8 Valores do AIC para o modelos Logistico a medida que foram sendo retiradas
as amostras.
n  erros regulares erros irregulares

30 4,387418 4,370053
130 4,166615 4,142071
230 4,116052 4,095726
330 4,120007 4,083864
430 4,05247 4,035662
530 4,029957 4,011631
630 3,980959 3,96276
730 3,928511 3,928511

TABELA 9 Valores do AIC para o modelo Gompertz a medida que foram sendo retiradas
as amostras.
n  erros regulares erros irregulares

30 4,433608 4,541967
130 4,009133 3,975815
230 3,976569 3,92391
330 3,958513 3,909985
430 3,942831 3,885644
530 3,914368 3,892226
630 3,878256 3,878646
730 3,875033 3,875033

TABELA 10 Valores do AIC para o modelo Von Bertalanffy a medida que foram sendo
retiradas as amostras.
n  erros regulares erros irregulares

30 4,675638 4,656694
130 4,279196 4,232079
230 4,210921 4,207231
330 4,199586 4,160912
430 4,1843 4,146797
530 4,150678 4,131047
630 4,07266 4,069082

730 4,014285 4,014285
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5 CONCLUSAO

Com as andlises realizadas verifica-se que, apesar da baixa escala de me-
lhora, considerar a estrutura irregular dos residuos leva a menores valores de AIC
e a menores somas de quadrados de residuos. No caso real o modelo Von Berta-
lanffy foi o que proporcionou a menor soma de quadrado dos residuos. Nos dados
simulados os modelos se ajustaram bem aos dados. A medida que foram sendo
retiradas as amostras as estimativas foram se distanciando das reais. Mesmo as-
sim, as estimativas obtidas quando se leva em consideracdo a irregularidade foram
mais proximas das reais. O que nos leva a constatar mais uma vez a eficiéncia do
método utilizado. De acordo com o Critério de Informacdo de Akaike, nos dados
simulados 0 modelo Gompertz foi o que obteve melhor desempenho em prati-
camente todos os casos. Isso mostra que cada situacdo deve ser considerada de
maneira individual. Nem sempre um modelo serd o melhor no ajuste de diferentes

tipos de dados ou em um mesmo tipo de dados com diferentes comportamentos.
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APENDICE

Nesta secdo sdo apresentadas as demonstragdes para a obtencdo do es-
timador de maxima verossimilhanca (EMV) de o, da variancia de X,,; e da
cov(Xy, X¢tn), respectivamente. Demonstracdo do procedimento para encontrar
o estimador de o utilizando o estimador de mdxima verossimilhanca.

A func¢do de verossimilhanca para o modelo (5) é dada por

n—1 A; 2

1 l[eti — ¢ zeti]
Liole.w) = [] e [y
=0 27702(%%5) 7 (1—<P )

Tomando o logaritmo natural da funcio de verossimilhanca obtem-se

n—1 n—1 A 2
1 1 [eti - ¥ Zeti]
l(L(J|€,(p)) = Zln -5 = N
20, 2 2 [ 1=p*2i
i=0 Vo2 <1If<p2l> i—0 O ( 2 )
n—1 n—1 A, 2
_ 1 1 1 [eti+1 - ¢ leti]
= 2 n T 202 (1_¢2Ai)
- - 5

1-¢

—1 —1 . 2
_ S 1 92 1-— SOQAi 1 R [6ti+1 - SDAleti]
B Z o T 2 )7 ) 7 252 4 1—p?2
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i=0 l—¢
-1 . 2
_L nz [eti+1 - @Aleti]
202 1— 22
1=0 ( 17502 )

Para obte-se o valor de o que maximiza a fungdo [(L(o|e, ¢)) tem-se a derivada

—1 2
dl(L(J|e)90)) = _n 1 1(02)*1/2 _ 1(_1) 1 nz [6ti+1 * @Aletz‘]
2 - 1 2 28
" (092 PoeE ()
Igualando a 0 obte-se o valor critico &
dL(ole.9)
do?
11, 5,1
(02) 72
~1 2
—1(—1) : nz:[etiﬂ_@&eti]
2 i
2 (0‘2) = (11—10;?)
n—1 ) 2
n ! 1(02)_ o 1 1 (€t —ptiey]
- 2 — 020
(0_2)]./22 2(02) — (1110;2 )
i — 1 1 — [eti+1 _¢Ai€ti]2
20° 2 (02) i=0 (lff;§i>
2 - S 2
n2(02) _ = [etz‘+1 *@Aleti}
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2 lz :[eti+1 - ieti]
o - n 1— 2A
(p k2
1=0 ( 17§02 )

n—1
~ 1 1
g = ﬁ 1_ 28, [eti+1 - etz]

=0 1—p2

Demonstracdo da férmula da varidncia da varidvel aleatéria e, escrita
em funcdo da varidvel aleatodria e;.

h—1

var(epyn) = var['e, + UZ " ety
=0

h—1

= var [gphet] + var Ungh_l_JetHﬂ- +
J=0

+2Z ZCOV [90 1 j h717k6t+1+k}

- (J) 2var es] + o2 Z (@hil*j) var [€;41+;]



2 hol N2
= (gph> var [ef] + o (gphil*])
=0
2h

_ (¢h)2var led] + 0 (11__:002 )

Demonstracdo da férmula da covariancia entre e; € e p,.

cov(er,eren) = El(er — Eled)(erqn — Elerrn])]
0 0
= FEletesrn — eiElerrn] — M#rh +
0 0
+Elei|Elerrall

= Eleterin)
h—1 .
= Ele(g"er+0 Yo" eiyy))
=0
h—1
= Elpe + 6t02¥7h ery14y]
7=0
h—1
= Elo"€]+ E[etUZ@h_l_]EtHﬂ‘]
=0
h—1
= @ "E[e?] + oEle; Z cph_l_]etﬂﬂ]
=0

= phvar(e]
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