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RESUMO

Este trabalho investiga certos aspectos do setor CPT-impar do f6ton do Modelo Padrao Esten-
dido (MPE) minimo na presenca de uma placa perfeitamente condutora (espelho perfeito). O
setor considerado € descrito pela eletrodinamica de Carroll-Field-Jackiw (CFJ), onde a violacao
de Lorentz ocorre devido a presenca de um tnico vetor de fundo denotado como (k4 )", que foi
tratado de forma perturbativa até a segunda ordem. Especificamente, derivou-se o propagador
modificado para o campo eletromagnético devido a presenca do espelho perfeito, e estudou-se
a interacdo correspondente entre o espelho e uma carga pontual estaciondria. Os resultados
revelam que quando a carga estd posicionada perto do espelho, surge um torque espontaneo,
que € um efeito Unico da quebra de simetria de Lorentz. Além disso, é demonstrado que o mé-
todo da imagem para esta teoria € aplicadvel quando o vetor de fundo tem apenas o componente
perpendicular ao espelho

Palavras-chave: Carroll-Field-Jackiw; Eletrodindmica Planar; Setor CPT-impar; Modelo Padrao
Estendido; Fisica de Particulas e Campos.



ABSTRACT

This work investigates certain aspects of the CPT-odd photon sector of the minimal Standard
Model Extension (SME) in the presence of a perfectly conducting plate (perfect mirror). The
considered sector is described by Carroll-Field-Jackiw (CFJ) electrodynamics, where Lorentz
violation is due to the presence of a single background vector denoted as (ksr)", which we
treat perturbatively up to second order. Specifically, we derive the modified propagator for the
electromagnetic field due to the presence of the perfect mirror, and we study the corresponding
interaction between the mirror and a stationary point-like charge. Our results reveal that when
the charge is positioned near the mirror, a spontaneous torque emerges, which is a unique effect
of Lorentz symmetry breaking. Additionally, we demonstrate that the image method for this
theory is applicable when the background vector has only the component perpendicular to the
mirror.

Keywords: Carroll-Field-Jackiw; Planar Electrodynamics; CPT-odd sector; minimal Standard
Model Extension; Particle and Field Physics.



IMPACTOS SOCIAIS, TECNOLOGICOS, ECONOMICOS E
CULTURAIS

O trabalho tem como foco principal a investigacao tedrica de aspectos do setor CPT-impar do
Modelo Padrao Estendido (MPE), especificamente na eletrodindmica de Carroll-Field-Jackiw
(CHJ), que envolve a violagdo da simetria de Lorentz. Embora o estudo seja predominantemente
tedrico e voltado para a fisica fundamental, ele tem o potencial de gerar impactos tecnoldgicos
e sociais indiretos, principalmente no longo prazo, como por exemplo: desenvolvimento de
novos materiais e dispositivos, especialmente em cendrios onde a simetria de Lorentz € vio-
lada; tecnologias quanticas, onde os estudo de efeitos quanticos em sistemas com violagdo de
Lorentz pode contribuir para o avanco de tecnologias quanticas, como computa¢cdo quantica
e comunicacdo quantica. A compreensido de como a violacdo de Lorentz afeta as interacdes
entre particulas e campos pode ser relevante para o controle de qubits e a manipulagdo de es-
tados quanticos. Embora os impactos sociais diretos possam nao ser imediatamente evidentes,
o avan¢o no entendimento da fisica fundamental, como a violacdo de Lorentz, pode levar a
mudancas paradigmaticas na nossa compreensdo do universo. Isso pode influenciar a educagdo
cientifica e a forma como ensinamos fisica, além de inspirar novas geracoes de cientistas. No
entanto, a realizacdo desses impactos dependerd de avancgos futuros tanto na teoria quanto na
tecnologia experimental.



SOCIAL, TECHNOLOGICAL, ECONOMIC AND CULTURAL
IMPACTS

The work primarily focuses on the theoretical investigation of aspects of the CPT-odd sector of
the Standard Model Extended (SME), specifically in Carroll-Field-Jackiw (CFJ) electrodyna-
mics, which involves the violation of Lorentz symmetry. Although the study is predominantly
theoretical and aimed at fundamental physics, it has the potential to generate indirect technolo-
gical and social impacts, particularly in the long term, such as: development of new materials
and devices, especially in scenarios where Lorentz symmetry is violated; quantum technolo-
gies, where the study of quantum effects in systems with Lorentz violation could contribute to
the advancement of quantum technologies, such as quantum computing and quantum commu-
nication. Understanding how Lorentz violation affects interactions between particles and fields
could be relevant for qubit control and the manipulation of quantum states. Although direct
social impacts may not be immediately evident, the advancement in understanding fundamental
physics, such as Lorentz violation, could lead to paradigm shifts in our comprehension of the
universe. This could influence scientific education and how we teach physics, as well as inspire
new generations of scientists. However, the realization of these impacts will depend on future
advances in both theory and experimental technology.
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11
1 INTRODUCAO

Efeitos da gravitacdo quantica devem ser considerados em uma escala de energia da or-
dem de 10! GeV (escala de Planck) (WILCZEK, 2005). Uma abordagem possivel do espago-
tempo nessa escala de energia envolve uma quebra espontanea das simetrias CPT e relativisticas.
Tais investigagdes t€m sido conduzidas principalmente no contexto do Modelo Padrao Esten-
dido (MPE) (COLLADAY; KOSTELECKY, 1997; COLEMAN; GLASHOW, 1999; COLLA-
DAY; KOSTELECKY, 1998). As anisotropias espago-temporais do modelo sdo introduzidas
por meio de quantidades tensoriais que surgem como valores esperados no vacuo de campos de
uma teoria mais geral. Os efeitos ocasionados por esses tensores constantes sdo interpretados
como uma violacao da simetria de Lorentz em um referencial particular (transformagdes ativas).
A busca das consequéncias de uma possivel quebra da simetria de Lorentz tornou-se um campo
ativo de pesquisa. Os limites dos valores experimentais dos pardmetros que violam a simetria
de Lorentz nos diferentes setores do MPE foram fixados a partir de diversos contextos fisicos

(KOSTELECKY; RUSSELL, 2011).

1.1 Uma Breve Digressao Historica

Em 1899, Max Planck prop6s um sistema de unidades absolutas fundamentado em cons-
tantes universais: a velocidade da luz ¢, a constante gravitacional G, a constante de Planck 4 e as
constante de Boltzmann kp (WILCZEK, 2005). Com essas constantes, é possivel definir unida-
des de massa (mp), comprimento (/p), tempo (p) e temperatura (7},) permitindo que grandezas
fisicas possam ser expressas em relacdo a escala de Planck, ou seja, em termos adimensionais.
Durante o século XX, verificou-se que ¢, G e h (a constante reduzida de Planck) desempenham
papéis cruciais na formulacdo de conceitos fundamentais da fisica, como a unificacdo de es-
paco e tempo na relatividade especial, a relagdo entre curvatura do espaco-tempo e densidade
de energia na relatividade geral, e a dualidade onda-particula na teoria quantica. A Tabela 1.1
apresenta a relacd@o entre as unidades de Planck e as constantes fundamentais.

Um dos trabalhos pioneiros no campo da gravitagdo quantica que combina as constantes
¢, G e h foi o artigo de 1936 do fisico soviético Matvei Bronstein (cuja imagem esta repre-

sentada na Figura 1.2) (BRONSTEIN, 2012). Ao tentar quantizar a Relatividade Geral (RG)
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linearizada', Bronstein formulou relagdes de comutacdo para os desvios da métrica de Min-

kowski, derivando um principio de incerteza analogo ao principio de Heisenberg:
Apy~ —+Gp™—— (1.1)

onde Ap,, Ax e At representam as incertezas do momento, da posi¢do e do tempo, respec-
tivamente. As constantes G e h correspondem as constantes gravitacional e de Planck. Os

parametros p e V se referem a densidade e ao volume de um corpo teste.

Tabela 1.1 — Relag@o entre as unidades de Planck e as constantes fundamentais.

Unidade Expressao  Ordem de grandeza
Gh
Comprimento de Planck [, =4/ — 1073 m
c
hc g
Massa de Planck mpy=1\l"G 107° kg
Gh
Tempo de Planck Ip=1\|—5 107% s
c
hie? 32
Temperatura de Planck 7, =4/ —5 10° K
Gk

A equacdo (1.1) revela um principio de incerteza similar ao da Mecanica Quantica (MQ),
mas com uma contribui¢cdo adicional associada ao efeito do procedimento de medida sobre o
campo gravitacional. Nas escalas usuais de experimentos descritos pela MQ, a contribui¢do gra-
vitacional é extremamente pequena em relagdo ao primeiro termo da equagdo (1.1). Entretanto,
na escala de Planck os efeitos gravitacionais tornam-se significativos (BRONSTEIN, 2012). A
Figura 1.1 permite comparar diferentes ordens de magnitude de escalas de comprimento com a
escala de Planck.

O trabalho de Bronstein sugere que a MQ, por si s, € insuficiente para descrever a fisica
na escala de Planck, sendo necessaria uma teoria de gravitagdo quantica para este regime. No
entanto, ¢ amplamente conhecido que a RG € uma teoria ndo renormalizdvel. Do ponto de vista
histérico, o sucesso do MP - uma teoria renormalizdvel - sugeriu a necessidade de modificacio
da RG para descrever os efeitos gravitacionais no nivel quantico (PETROV; NASCIMENTO;
PORFIRIO, 2023).

! Na qual a métrica geral é expressa por guv = Nuv + hyy, com My sendo a métrica de Minkowski e
hyy um pequeno desvio.
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Figura 1.1 — Comprimento de Planck /p e outras ordens de magnitude associadas com vdrias escalas de

comprimentos caracteristicos.
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Fonte: (WOLFE, 2005)

Figura 1.2 — Matvei Bronstein.

Fonte: (GORELIK, 2005)
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No final da década de 1980, Alan Kostelecky e Stuart Samuel demonstraram que a si-
metria de Lorentz pode ser quebrada por tensores que emergem de um limite de baixas energias
da teorias de cordas. Essa quebra resulta em um efeito gravitacional andlogo ao mecanismo
de Higgs. Kostelecky e Samuel (1989b), Kostelecky e Samuel (1989a), Kostelecky e Samuel
(1989c¢).

Ainda no ambito das teorias de dimensdes D > 4, em 1991, Kostelecky e Potting mos-
traram que o teorema CPT ndo € vdlido em geral nas teorias de cordas, sendo aplicdvel apenas
em casos especificos. Esse resultado indica que a teoria de cordas, devido a sua natureza nao
local, permite a quebra espontanea de simetrias discretas, ou pelo menos a combinagao delas
(SCHWARTZ, 2008; POLCHINSKI, 1994; KOSTELECKY; POTTING, 1991).

Com o objetivo de facilitar investigagdes experimentais sobre a validade das simetrias
de Lorentz e CPT, Colladay e Kostelecky desenvolveram o modelo teérico do MPE minimo
(COLLADAY; KOSTELECKY, 1997; COLEMAN; GLASHOW, 1999; COLLADAY; KOS-
TELECKY, 1998). Este modelo incorpora ao MP todos os termos possiveis (respeitando a
renormalizabilidade do MP e a invariancia de calibre SU(3) x SU(2) x U(1)) que envolvem
tensores de fundo constantes. Para cada setor do MPE, as contribui¢des que violam a simetria
de Lorentz na Lagrangiana sao classificadas em dois tipos: CPT-impar e CPT-par. Os termos

CPT-impar quebram a simetria CPT, enquanto os termos CPT-par preservam essa simetria.
1.2 Motivacao e Revisao da Literatura

Em particular, o setor eletromagnético do MPE minimo é composto por uma parte CPT-
impar e uma parte CPT-par. A parte CPT-impar € descrita pela eletrodinamica de Carroll-Field-
Jackiw (CFJ), onde 2 Lagrangiana de Maxwell é adicionado o termo ~ g4V®B (kar) uAvFap
(CARROLL; FIELD; JACKIW, 1990), com (k4r)* sendo o vetor de fundo responsivel pela
violag@o de Lorentz. Os efeitos do termo CFJ tém sido amplamente estudados na literatura no
contexto da eletrodinamica classica (BORGES; FERRARI, 2022; RIBEIRO; SILVA; JR, 2023;
BARREDO-ALAMILLA; URRUTIA; JR, 2023; SILVA et al., 2021; JR et al., 2020), correcdes
radiativas (ALFARO et al., 2010; ANDRIANOV et al., 2009; BRITO et al., 2021; SANTOS;
SOBREIRO, 2017; FELIPE et al., 2014), eletrodinamica quantica (QED) (GOMES; MALTA,
2016; ADAM; KLINKHAMER, 2001; ADAM; KLINKHAMER, 2003), defeitos topolégicos
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(CASANA et al., 2014; CASANA; SOURROUILLE, 2013), entre outros. Os limites experi-
mentais também sdo conhecidos (KOSTELECKY; RUSSELL, 2011).

O setor CPT-par ¢ obtido adicionando o termo ~ (Kg)H vap FuvFyp a Lagrangiana de
Maxwell, onde o tensor de fundo (K )*"*P

les sensiveis a birrefringéncia e 9 ndo birrefringentes (KOSTELECKY; MEWES, 2002a). Al-

possui 19 coeficientes independentes, sendo 10 de-

guns aspectos envolvendo este setor foram investigados em (BORGES; BARONE; HELAYEL-
NETO, 2014; BORGES; BARONE, 2019; BORGES; BARONE, 2016; CASANA et al., 2010;
CASANA; JR; SILVA, 2010; CASANA et al., 2009; KOSTELECKY; MEWES, 2001; KOS-
TELECKY; MEWES, 2002b; KOSTELECKY; MEWES, 2006; SANTOS; JR, 2018).

As teorias de campos quanticos na presenca de condi¢des de contorno ndo triviais t€m
sido objeto de grande interesse e exploracdo na literatura, encontrando amplas aplicagdes em
vérias dreas da fisica. Exemplos incluem estudos onde potenciais tipo § acoplados a cam-
pos sdo usados para descrever fronteiras materiais (BARONE; BARONE, 2014b; CAMILO;
BARONE; BARONE, 2013; OLIVEIRA et al., 2021; MILTON, 2001; BORDAG; MOHI-
DEEN; MOSTEPANENKO, 2001; MILTON, 2004; BORDAG; KIRSTEN; VASSILEVICH,
1999; GRAHAM et al., 2002; GRAHAM et al., 2003; SUNDBERG:; JAFFE, 2004; CAVAL-
CANTI, 2002; BARONE; BARONE, 2014a), investigacOes relacionadas a eletrodindmica de
Lee-Wick (BARONE; NOGUEIRA, 2015; BARONE; NOGUEIRA, 2016; BLAZHYEVSKA,
2012; BORGES et al., 2020; BORGES; BARONE, 2022), e o exame de certos aspectos de te-
orias planares devido a presencga de condicoes de contorno (BORGES; BARONE, 2022; BOR-
GES et al., 2020; BORGES; BARONE; OLIVEIRA, 2022).

Teorias envolvendo a quebra de simetria de Lorentz sob a influéncia de condi¢des de
contorno merecem investigacdo adicional, uma vez que configuracdes eletromagnéticas em ex-
perimentos reais sao tipicamente cercadas por condutores. Esses condutores precisam ser de-
vidamente considerados em modelos teéricos. Nesse contexto, os primeiros estudos sobre a
violacdo de Lorentz com condi¢des de contorno para o setor eletromagnético do MPE minimo
foram realizados na referéncia (BAILEY; KOSTELECKY, 2004).

E bem conhecido que o efeito Casimir (CASIMIR, 1948; SPARNAAY, 1958) € uma das
manifestacdes mais diretas da existéncia de flutuagdes quanticas do vacuo. A maneira mais sim-
ples de explorar esse efeito € a situacdo onde ocorre a interacdo entre duas placas paralelas lo-
calizadas no viacuo. No contexto do MPE minimo, as primeiras investigacoes do efeito Casimir

foram realizadas nas referéncias (FRANK; TURAN, 2006; KHARLANOV; ZHUKOVSKY,
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2010). Também mencionamos varios outros trabalhos relacionados ao efeito Casimir em um ce-
ndrio com violacdo de Lorentz (CRUZ; MELLO; PETROV, 2017; CRUZ; MELLO; PETROV,
2018; SANTOS; KHANNA, 2016; SILVA; BELICH; HELAYEL-NETO, 2016; MARTIN-
RUIZ; ESCOBAR, 2016; SILVA; MELLO, 2020; MARTIN-RUIZ et al., 2020; MOJAVEZI;
MOAZZEMI; ZOMORRODIAN, 2019; CRUZ; MELLO; PETROV, 2019; ESCOBAR; ME-
DEL; MARTIN-RUIZ, 2020; ERDAS, 2020; VALUYAN, 2020; CRUZ; MELLO; MOTA,
2020; BLASONE et al., 2018; DANTAS; MOTA; MELLO, 2023; ROHIM; ROMADANI;
ADAM, 2024; ARAUJO; FURTADO; MALUF, 2024; MELLO; CRUZ, 2023; MARTIN-
RUIZ; ESCOBAR, 2017).

Adicionalmente, estudos exploraram a eletrodindmica de Maxwell com violacdo de Lo-
rentz devido a presenca de um condutor perfeito (espelho perfeito) no MPE minimo (BORGES;
BARONE, 2017) e no MPE n@o minima (BORGES; BARONE, 2020), a qual inclui termos com
violagdo de Lorentz contendo derivadas de ordem superior (KOSTELECKY; MEWES, 2013;
KOSTELECKY; MEWES, 2009; KOSTELECKY:; LI, 2019), bem como efeitos relacionados a
presenca de um espelho semitransparente (BORGES; FERRARI; BARONE, 2020; BORGES;
FERRARI, 2022).

Focando no MPE minimo, a referéncia (BORGES; BARONE, 2017) investigou algumas
caracteristicas do setor de calibre CPT-par com violagdo de Lorentz na presenca de uma placa
perfeitamente condutora. No entanto, uma investigacdo similar para o setor de calibre CPT-
impar ainda nao foi considerada na literatura até o momento. Explorar esse aspecto pode ser
de interesse para compreender os tipos de fendmenos fisicos que podem surgir nesse setor na
proximidade de um condutor. Além disso, tem havido um interesse significativo em entender

as caracteristicas da eletrodinadmica CFJ.

1.3 Objetivos

Esta dissertacao é dedicada a exploracdo dos efeitos de uma placa perfeitamente con-
dutora sobre uma particula carregada no contexto do setor CPT-impar de f6tons puros do MPE
minimo. Especificamente, focamos no modelo CFJ, investigando os efeitos da violac¢do de Lo-
rentz decorrentes da presenga de um tinico espelho perfeito. O vetor de fundo (kar)* € assumido

como sendo muito pequeno, € o tratamos perturbativamente até a segunda ordem.
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1.4 Estrutura Textual

No Capitulo 2, utilizando o formalismo funcional, serdo obtidos resultados classicos
da Eletrodinamica de Maxwell. Na Secdo 2.1, serd calculado o propagador livre do féton,
seguido pelo célculo da energia e da forca de interacdo entre duas cargas pontuais. Com base na
metodologia apresentada em (BORDAG; ROBASCHIK; WIECZOREK, 1985), na Secdo 2.2,
serd derivado o propagador da teoria na presenca de uma fronteira condutora. Utilizando este
propagador, serdo calculadas a energia e a for¢a de interagdo entre uma carga pontual e a placa
condutora. Ao final do Capitulo 2, sera feita uma breve discussao sobre o método das imagens.

De forma andloga, no Capitulo 3, investigaremos os efeitos da Eletrodinamica de CFJ
tanto na auséncia (Secdo 3.1) quanto na presenca (Secao 3.2) de fronteiras materiais. Na Sub-
secdo 3.1.1, serd derivado o propagador livre para o campo de calibre, que serd utilizado na
Subsecdo 3.1.2 para calcular a energia e a for¢ca de interacdo entre duas cargas pontuais. Tam-
bém serd calculada a presenga de um torque entre as duas particulas. Na Subsecdo 3.2.1, serd
derivado o propagador do campo de calibre na presenca de uma placa condutora. Em seguida,
na Subsecdo 3.2.2, serdo calculadas a energia e a forca de interacdo entre uma carga pontual
estaciondria e o espelho perfeito.

Na Subsecao 3.2.3, comparamos os resultados obtidos nas subsecdes 3.2.2 e 3.1.2, veri-
ficando que o método das imagens € valido quando o vetor de fundo possui apenas a componente
perpendicular ao espelho. Por fim, na Subsecdo 3.2.4, demonstraremos que a proximidade de
uma carga com o espelho induz um torque espontaneo no sistema, fendmeno que estd ausente
na eletrodinamica de Maxwell convencional com um espelho perfeito.

O Capitulo 4 € dedicado as consideragdes finais e conclusdes, consolidando os principais

resultados e expondo algumas perspectivas futuras.

1.5 Convencoes

Ao longo deste texto, o espago-tempo de Minkowski possui dimenséo (3 + 1) com mé-
trica nPY = (1,—1,—1,—1). Utilizaremos também a convengdo para o pseudo-tensor de Levi-
Civita €912 = 1. Além disso, adotamos o sistema de unidades naturais, em que & = Uy =

¢ = h =1, cujas quantidades &y, Uy, ¢ e h sdo: a permissividade elétrica do vicuo, a permea-
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bilidade magnética do vécuo, a velocidade da luz no véacuo e a constante reduzida de Planck,

respectivamente.
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2 FONTES DE CAMPO E FRONTEIRAS NA ELETRODINAMICA DE
MAXWELL

A teoria eletromagnética de Maxwell € uma das descrigdes mais bem-sucedidas da fi-
sica. Contudo, € possivel modificar o eletromagnetismo usual (NOVELLO, 2010; KRUGLOV,
2017; HEISENBERG; EULER, 1936; BORN; INFELD, 1934). Como referido no Capitulo 1,
uma possibilidade € introduzir a quebra da simetria de Lorentz, o que induz naturalmente uma
modificacdo da teoria de Maxwell a partir do fato de o eletromagnetismo ser uma teoria relati-
vistica. Tal perspectiva nos permite interpretar o modelo maxwelliano como uma aproximagao
de uma teoria mais geral. O propésito deste capitulo é apresentar a metodologia necessaria para
a andlise da extensdo do eletromagnetismo de Maxwell que serd investigada posteriormente.

Serdo apresentados alguns resultados da Eletrostatica que sdo bem conhecidos na litera-
tura (GRIFFITHS, 2011; MACHADO, 2002; JACKSON, 1983). Mais especificamente, na se-
¢do 2.1, € calculada a energia e a for¢a de interacao entre duas cargas puntiformes. Em seguida,
na secao 2.2, sdo realizados célculos semelhantes para a interacdo entre uma carga puntiforme e
uma placa perfeitamente condutora e infinita. Ao contrario do que € feito na literatura usual, tais
efeitos fisicos serdo calculados via método de integrais de caminho de Feynman (FEYNMAN;
BROWN, 2005), que servird como base para o desenvolvimento do capitulo 3. Ao final do
capitulo, serdo comparados os resultados obtidos para a forca de interacdo entre placa e carga,

calculados via integrais de caminho e via método das imagens.

2.1 Fontes e Campos Na Eletrodinamica de Maxwell

A teoria eletrodindmica cléssica € descrita por meio das equagdes de Maxwell (MA-

CHADO, 2002) (em termos de unidades naturais)

V-E=p (Lei de Gauss); 2.1

V.-B=0 (Lei de Gauss para o magnetismo); 2.2)
JoB )

VXE= 3 (Lei de Faraday); 2.3)
JE . R

VxB=J+— (Lei de Ampere-Maxwell), 2.4)

ot
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juntamente com a for¢a de Lorentz
F=g(E+vxB), (2.5)

de modo que as quantidades E e B representam os campos elétrico e magnético, respectiva-
mente. Tais campos sdo gerados pelas densidades de carga p e corrente J (respectivamente),
quantidades essas que sdo provenientes da distribuicdo de carga g e de sua velocidade v. As
equagdes de Maxwell expressam como os campos sdo gerados e como eles interagem entre
si, enquanto a for¢a de Lorentz descreve a dindmica das cargas em decorréncia dos campos
(GRIFFITHS, 2011; MACHADO, 2002).

Por meio do formalismo Lagrangiano, € possivel associar as equagdes (3.2 e 3.3) como

equagdes de movimento ! advindas da densidade Lagrangiana 2> (LEMOS, 2013)
L = ! F*VF, HA 2.6
= — Z ‘uv + J IJ 9 ( M )

em que J* = (p,J) é uma fonte externa, e A* = (¢,A) é chamado de quadripotencial, onde
o potencial elétrico ¢ e o potencial vetor A sao grandezas derivativas dos campos E e B, res-
pectivamente (GRIFFITHS, 2011; MACHADO, 2002; HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY,

2006). Por sua vez, o tensor do campo eletromagnético F*V é definido como sendo
FHY =9HAY — 9VAH, (2.7)

ou em termos da representacdo matricial

EL 0 -By B
(Fvy= | A 2.8)

Ey -B, B, 0

I As equacdes (3.4 e 3.5) sdo ditas “geométricas”, pois nio sdo obtidas explicitamente por meio do mé-
todo variacional, e sim por propriedades geométricas do tensor eletromagnético dual F**¥ (JACKSON,
1983).

2 Apenas por economia de nomenclatura, este trabalho ird se referir a densidade Lagrangiana apenas
como “Lagrangiana”.



21

Associado ao tensor F*V, tem-se também o seu respectivo tensor dual
kLY 1 uvpo
F — 58 ch, (2.9)

no qual € possivel mostrar que dy F**¥ =0 3, resultando nas equacdes homogéneas (3.4 e 3.5)

(JACKSON, 1983).
2.1.1 O Propagador do Féton Livre
Qualquer elemento de matriz de um observavel fisico pode ser calculado por meio da

funcdo de Green de N pontos GW) (x1,x2,...,x5) (GOMES, 2002). Tal func¢ao pode ser gerada

através da n-ésima derivada funcional:

SNz[J)
G ceoxy) = (=N 2.10
(Xl,Xz, ,)CN) ( 6J<X1)5J(XN) -0 ( )
tal que o funcional Z[J] é chamado funcional gerador e é definido como
ZlJ] = / DAES. (2.11)

A notagdo [ ZA representa a soma sobre todas as configuracdes do campo A(x) e S é a acdo
provida pela integracio em d*x da Lagrangiana do setor de interesse.

Para o setor do f6ton, a ag@o S € descrita em termos da Lagrangiana (2.6) acrescida por
um termo de fixagdo de calibre proporcional a (QHA“)z, de modo a redefinir a Lagrangiana de
Maxwell como

1

1
L == Fa = o () A, (2.12)

com Y sendo o parametro de fixac@o de calibre. Tal termo adicional € essencial a quantizacdo
da teoria (FADDEEV; POPOV, 1967; GOMES, 2002; BARCELOS-NETO, 2017).

Um objeto de particular interesse € a funcdo de Green de dois pontos G? (x,y), também
chamada de propagador completo da teoria. Na auséncia de interacdes, essa funcio é o propa-
gador da teoria livre, denotado por Dy (x,y) (GOMES, 2002; FEYNMAN; BROWN, 2005).
Por meio do propagador da teoria livre, na prescricao de Feynman (propagador de Feynman) é

possivel representar as demais fungdes de Green perturbativamente através da representagdo em

3 Essa identidade ¢ trivialmente satisfeita ja que dj,dp€"¥P° = 0.
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termos de diagramas de Feynman, uteis para o célculo de processos de espalhamento da Teoria
Quantica de Campos (TQC) (PESKIN, 2018; GOMES, 2002). No que segue, estaremos inte-
ressados apenas no propagador de Feynman da teoria livre. Para simplificar notacdo, o termo i€
serd omitido ao longo dos célculos.

Em geral, o propagador livre pode ser calculado de maneira simples utilizando o se-
guinte método: integrando por partes a acdo definida pela Lagrangiana (2.12) e assumindo que
quaisquer termos de quadridivergéncia vao a zero sobre o bordo do quadrivolume Q(x), obtém-
se

1
S = —/ d*xA 0" A, —/ d*x JHA,, (2.13)
2)a Q
em que o operador diferencial é dado por

1

Em seguida, utiliza-se o método das funcdes de Green (GOMES, 2002), de modo que o propa-

gador livre seja a inversa do operador O,y :

Ao reescrever a equagao (2.15) no espago dos momentos, obtém-se a respectiva representagao

do propagador livre 4
Dy (p) = —— |- &)PuPr 2.16
,ulp)___z rlu/l_( - ) > ) (2.16)
p p
em que
Dy (x.y) = / L0ty (), (2.17)

Escolhendo o calibre de Feynman y = 1, tem-se por fim

~ Nua
D;L?L(p) = _%-

* Em nossa convenciio omitimos o fator i = y/—1 na defini¢io do propagador livre. A funcio de Green
de dois pontos calculada de Z[J] serd G?) (x,y) = iDyy (x,y).

(2.18)
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2.1.2 Energia e Forca de Interacao

Obtido o propagador da teoria, pode-se calcular a energia de interacdo associada a uma
fonte J* por meio da relacdo (BARONE; BARONE, 2014b; OLIVEIRA et al., 2021; BARONE;
NOGUEIRA, 2015; BORGES; BARONE, 2022; BORGES et al., 2020; BORGES; BARONE;
OLIVEIRA, 2022; BORGES; BARONE, 2017; BORGES; BARONE, 2020; BORGES; FER-
RARI, 2022)

1
E = ﬁ//d4xd4yJ“(x)Duv(x,y)JV(y), (2.19)

sendo que o intervalo de tempo 7 deve ser tomado no limite 7 — oo,

Seja uma fonte do tipo J* (x) = gin*8(x —a;) +¢g2n*°83(x — a;) que descreve duas
cargas pontuais g € g nas respectivas posi¢des a; e a (como mostra a Figura 2.1). A partir
do propagador (2.18) e da relagdo (2.19), tem-se que a energia média de interacdo entre as duas

cargas puntiformes (CC):

1
cC= 57 Xa'y|qin X—ap)+qan X—az)| Duvix,y) |q1N y—a
E. o d4 d4 [ ,11053( )+ ,11063( )}D ( )[ VO53( )+
+q2n"°8° (y —ay)]

2 2
_ 192 //dxodyOD{)O(xo,yo;R)—i- —(C]1 +43) //dxodyOD{)O(xo,yo;O),

2T 2T
(2.20)

tal que
d4p O)ei\p|Rcose _|_e—i|p|Rc059

. 07,0
Di)o(xo,yo;R)E—/(M)4e iy > . (2.21)

Em (2.20) e (2.21), a notagao WMe y0 representam as componentes temporais de x e y (respec-
tivamente), R = |a; — ay| e o fator cos 6 é proveniente do produto interno entre p e (a; — ap),
com 6 sendo o angulo polar.

Desconsiderando efeitos de auto-interacdo (termos proporcionais a qiz), o célculo da
energia se reduz apenas a primeira integral (proporcional a g1¢g>) do lado direito da equagdo
(2.20). Essa integral pode ser resolvida primeiramente integrando em x° (ou y°) e em seguida

integrando em p® = ( pO,O,O,O), de modo que

Ecc = q192 d3p e—iIPIRcos® 1 ,ilp|Rcos®
2 J () p?

(2.22)
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Reescrevendo (2.22) em coordenadas polares e resolvendo a integracdo, tem-se que a energia

de interagdo é dado por

q192
Ecc=-——. 2.23
cc=R (2.23)
A partir da expressdo acima, calcula-se a for¢a de interacao
dEcc  qiq2
Fro=—— = 1222 2.24
cc OR ~ 4nRY’ 2.24)

que corresponde justamente a lei de Coulomb para duas cargas pontuais.

Figura 2.1 — Duas cargas pontuais interagentes gq; € g» (em vermelho) separadas por uma distdncia R =
|al - az" tal que a; = (0707ai)‘

@3

T (h‘T

R

ai qz‘i
| a2

2.2 Fronteira Material na Eletrodinamica de Maxwell

Esta se¢do segue a mesma forma metodoldgica da secdo 2.1. A diferenca é que agora
o interesse € calcular os efeitos introduzidos pela presenca de uma fronteira material. Com
1ss0, faz-se necessdrio introduzir condi¢des de contorno que contenham as informagdes sobre
a fronteira material imposta ao problema. Em linhas gerais, é possivel fixar as condi¢des de
contorno no funcional gerador da teoria, de forma que se possa calcular o propagador com as

correcdes da fronteira.
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2.2.1 O Propagador do Féton na Presenca de uma Placa Condutora

A presenca de uma superficie condutora impde condi¢des de contorno no campo de cali-
bre Ay, de forma que a forga de Lorentz sobre tal superficie deve ser nula (BORGES; BARONE,
2017). Esta condicao é dada por:

n“FJv (x) =0, (2.25)

em que n* é um vetor normal a superficie. Vamos assumir a superficie condutora como um

3

plano (x1 ,xz) a uma distancia a da origem do eixo x’, como ilustra a Figura 2.2 e, de modo que

nt =n;t =(0,0,0,1). Nesta configuragdo, a condigdo de contorno (2.25) é dada por:
5y () e = &P 90Ap (¥) [y =0 . (2.26)

O funcional gerador com as condi¢gdes de contorno (2.26) pode ser escrito na forma:

Z[J] = / DA 42
o (2.27)
- /@AS[F3*V(‘X)|X3:a]elfd x,?’

onde ZA. é a medida de integracdo das configuracdes que satisfazem a condi¢do de contorno
(2.26). A delta funcional 6[F5),(x)|3_,] age como um filtro, permitindo a existéncia apenas dos

campos cuja configuracdo corresponde a condicdo Fy,, (x)|3_, = 0.

Figura 2.2 — Placa condutora perfeita sobre o plano (x!,x?) a uma altura a da origem do eixo x°.

£C3
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Por conseguinte, a transformada de Fourier da delta funcional é dada por

SIFL ()] = / PBexp (i / 448 (= a)Bv(x|)F3*V(x)) , (2.28)

tal que By(x)) € um campo auxiliar advindo da transformada do funcional, de modo que tal

campo s6 depende das coordenadas paralelas a placa xﬁ = (x%,x",x%).

E possivel verificar que o campo auxiliar exibe simetria de calibre
k k
BY () — BY (x)) + 9y AW (x). (2.29)

Portanto, € necessaria a aplicacdo do método de Faddeev-Popov (FADDEEV; POPOV, 1967)
para que a integral sobre ZB nao contenha as ambiguidades de calibre. Deste modo, define-se
o funcional

F[By(x))] = 9By (x))) = f(x)), (2.30)

onde f (x||) € uma funcao arbitréaria. Aplicando (2.30) em (2.28), podemos escrever

8[F3*V(x)‘x3:a] ~ /@BS[F[BV(X|)] —f(x||)]exp (i/d4x5(x3 —a)Bv(X|)F3*V(x)) . (2.31)

O préximo passo € integrar por partes o argumento da exponencial acima e aplicar o truque de
"t Hooft (BORGES; BARONE, 2017) através da redefini¢cao da equacao (2.31) por meio de um
funcional conveniente de f(x|):

81730 (3)|o—a) =N [ 25 [ ZBSIF(By(x))] ~ £(x))]

X exp (—i/d4x5(x3 —a)Ag (x)83vaﬁ 8an(x|)> (2.32)

cexp (5 [ 480 -0 ()R 0)O0 ~a) ).

Aqui, O(x,y) é uma funcéo arbitrdria, N é uma constante (na qual foi absorvido o determinante

de Faddeev-Popov) e & é uma constante de fixagdo de calibre (em geral, diferente do pardmetro
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Y do propagador livre que aparece em (2.16)). Ao substituir (2.32) em (2.27), obtém-se que
Zc|J] :N/@A_@Beifd4x‘$exp (—i/d4x8(x3 —a)Ag (x)£3vaﬁ8an(x|))

J 4. 44 3 Qx,y

X exp (_i/d xd"yé(x” —a)By(x)) 5—=-—

Em seguida, escolhemos uma mudanca de varidvel em (2.33) que desacople os campos

Ag(x) e Bv(x). Tal desacoplamento ¢ possivel por meio da translagdo:
AP ) =+ AP+ [ dDR(x.0)80° — e " 0yBy ), (234)

em que Dﬁa(x,y) € o propagador da teoria livre sem fronteiras. Aplicando (2.34) no segundo

fator com a exponencial na primeira linha de (2.33) , obtém-se

/ 483 — a)Ag ()£ P 9By (x)) — / 48 (8 — a)Ag(x)e) P 9By (x))
+ [ 8 —a) [dsDy(x3)30° - el 9sBo(v)es P dal)
_ / d*x8 (X — a)Ag ()& P 9uBy (x))

- / d*xd*y8(x* —a)8(y* —a)By (x)) By (v )&f ** &5 %P 0 (x) 0y (y) D (x. ).
(2.35)

Analogamente, aplicamos a mesma transformagio em [ d*x.# que aparece na equagio (2.33) .
Essa operacdo ocorre em duas etapas (veja a defini¢do (2.13)):

(1) termo quadratico no campo Ay,:

/ deA L (x) 0"V Ay (x) / A4 XA (x) 07V Ay (x)

+ / 3z, (x) 01V Dy (x,2) (2 — )P 95 B, (z))

+ [ did'sDua(x.)80° - el ™ (9,83 () O AV

+ /d4xd4yd4zDua(x,y)3(y3 - a)efw (9yBg (yH)) O"VD,, (x,2)8(z° — a)%pwL dpBp (7))

N / d*xAy (x) MV Ay (x) +2 / d*yAa()8(* = a)el 9,8 (v))

B 9°Dj 4 (x,y) oA
+/d4xd4y5(x3 —a)&, WBB(yH) (W 5(y3—a)83p Bp(xH),

(2.36)

em que na terceira linha foram feitas duas integracdes por partes.



28
(2) Termo de fonte:

/d4xJ“(X)Au(x) _>/d4XJ”(x)Au(x)+/d4xd4yJ“(X)Dua(xa)’)5(y3_a)s3ﬁya873ﬁ(yll)

= /d4xJ“(x)Au(x) +/d4xd4yJ“(y) (W) 5 —a)efWBﬁ ()

(2.37)
Substituindo os termos (2.35, 2.36 ¢ 2.37 ) em (2.33), obtém-se entdo
Z] =N / DADBE I oxp [i / d*x8(6 — a)l* (B (x, )}
. (2.38)
1
X exp {—5 /d4xd4y5(x3 —a)d(y’ — a)Bv(XH)WV”(x,y)Bn(M)] 7
em que
dDoy (x,y)
Vi — 4. . VYo oulX, m
I'(x) = /d V&, (—(9)6?’ )J (y) (2.39)
© 2
2D 2
WVTC(x7y) = 83\’05)« 837”/’) AP (x7y) 1 a Q(x>y) (240)

ox%ayr & 8va8y7r” '
Nota-se que (2.38) pode ser escrita como um produto de dois fatores, sendo eles o fun-

cional gerador da teoria livre Z[J] e o termo correspondente a presenga da placa Z[J]:
Z.[J] = Nz|J)Z|J), (2.41)
onde

ZlJ) = / PA 1452 = 7[0]exp (—% / d*xd*yJ* (x)Dyy (x, y)JV(y)) (2.42)

ZU]=N / DBexp [i / d* x5 (3 —a)lv(x)Bv(x|)]

. (2.43)
i
cexp |5 [ day60 - )80° - a)B W50l
Como veremos a seguir, é possivel expressar Z.[J] dado (2.41) na forma usual
i
Z[J) = Nexp (—5 [ttt Dy (e <y>) | 2.44)

em que

Dﬁv<x7y):D#V(xay)+Duv(xay)' (245)
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O termo Dyy(x,y) corresponde a corre¢do da placa ao propagador livre Dyy(x,y). Vejamos

agora como isso € feito.

A fim de se obter a forma (2.42) para o funcional Z[J], é necessario primeiro tratar os

termos WVH(x,y) e IV (x) e estabelecer a forma da fungdo Q(x,y). Segue que o primeiro termo

de (2.40) resulta-se em

9°Dj,(x,) d* ;
vali . TYp Ap\%Y) P _in(x—y) .. var . myp NAp
tal que
n3 n3T ¥
83va/1nxp837ryp - _ nv3 nwr nvy
naS nan: nay
-1 0 0
(2.47)
=—10 nvn nvy
0 nom nay
_ nwrnay_ nvynom’
que leva a
Vi 2 VT
up n,py—p,p
£3voc/183757fp_zppapy: H H 5 H ‘ . (248)
p p
Aqui, usou-se a definicdo de métrica paralela
i =0 —nhn"”, (2.49)

pe pﬁl = (po, pl p2) representam (respectivamente) os momentos perpendicular e paralelo a

placa. Definindo

_ [ d'p P 920(x,y) d*p P
oty == Cnt P2 dxydvx, -/

(2m)* p?

e~ iPlx—y) (2.50)
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e tomando & = 1 em (2.40) e substituindo (2.46) e (2.48) em (2.40) tem-se entdo que

9°Dj,(x,y) 92
vm _ o VAL TYP Ap\XsY) 0(x,y)
WY (x,y) = & & X%y aXvHa)’ﬂH

4 . nvﬂ'pz _pvpﬂ: pvpn
_/ d*p e,p(xy)< | 7 i [ IIZH (2.51)

(2m)* p p

4 \% )
— d”p AP —iplxy) M Pj
(2”) P’

de onde concluimos que a transformada de Fourier de W"”(x,y) no calibre & = 1 é dada por

VT 2
i P

W) =——15 (2.52)

Segue que do integrando de (2.39) e da representacdo de Fourier do propagador livre que

Yo
ovradDy(ry) / Ly intey & 2P (2.53)
& ox% (2m)* P

Substituindo a identidade (2.53) em (2.39) resulta que

. d4p —ip(x— €3yipa
=i / d*ya* (y) / o) P y>7“. (2.54)

Note que em ambos os objetos IV e WY s6 existem componentes do momento de integragdo

que sdo paralelas a placa. Utilizando as integrais (ver o apéndice A)

4 B 3 3 i3 (B3
/ dip 7Y _/ : pH e P y>/ e (2.55)
(2m)* 2r)  p?
€
3 i (P =y P I
/ é’;c) e p2 _ _%ell—‘pﬁ—y?ﬂ7 com I'= p|27 (256)

em (2.51) e (2.54) obtém-se entdo que

zr|x S
WVTE 2/ d p” F lp||(xH—y||) (257)

T3 13
el =y

v 1 4. 7u d3p” —ip(x=y) o VY il
i (x):—i/d N (y)/we 1))y S (2.58)
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Definindo WY™ em (2.57) somente em termos das componentes x| e y| ao longo da

placa, obtemos
W) = [ dxdyS( — a)3(° — a) W (x.y)

d? pH e 2e—lP||(XH—Y||) (2.59)
=3 G A
De forma andloga, da equacao (2.58) obtemos
1 4 d3pH ) o vy elr|y _a‘
1Y (x)) E_E/d yJ“(y)/We PIIe )T py e — (2.60)

Substituindo (2.59) e (2.60) em (2.43), expressa-se Z[J] por

— N/ 9D Bexp [—é /d3xd3va ()WY (x)1,3)1) B (y))) + i/d3xlv (x||)Bv(x|)] :
(2.61)
Note que a integral na exponencial de (2.61) apresenta um termo quadratico no campo
auxiliar dado por By (x)W"” (x|, )Bu(y|)) € semelhante ao termo quadrético AyO"" Ay no
funcional da teoria livre . Além disso, o segundo termo IV (x| )By (x|) € andlogo ao acoplamento
do campo do féton com um termo de fonte A, J*. Isso indica que é possivel expressar (2.61) na

forma

Z[J] = Z[0]exp {—% / dw) d 2y I (w)| Vo (w2 )% (2)) | » (2.62)

onde Vg (w|,z||) € ainversa de W"Y"(x||,y||). Essa € a mesma relagdo existente entre o propaga-
dor livre Dy (x,y) e o operador diferencial O+ (x).

Para calcular Vg (w)|,z)|) aplica-se o método de fungdes de Green dado por

/d3y|WV”(X|,y|)Vne(y||,Z|) =1%,8°(x—2)). (2.63)

Tomando a transformada de Fourier em ambos os lados da equacao (2.63) tem-se que

dp e~ Pl =) PIl iy o
2/ 2" Z#V’”’(””) n"/(z )H o, 209

em que Vyg( p|) € a representagdo de Fourier de Vzg(y|,z|). Comparando os integrandos da
equagdo acima, tem-se que

i N
S P Vre (p)) = M, (2.65)
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que resulta em
- 2i
Vzo(p)) = —T Mo (2.66)

Para obter a forma (2.62), toma-se a seguinte translacao para o campo auxiliar:

By (x))) = By(x|) +/d3y||Vn9(X||7y|)Ie(y|)- (2.67)

Aplicando a transformacao acima no segundo termo do exponencial de (2.61) (termo de fonte)

tem-se entao

[ o) = [ @i By + [ dnd 1 () Vao i), 268)

Tomando a mesma transformacao (2.67) para o primeiro termo do exponencial de (2.61) (termo

quadratico do campo), obtém-se

/dsxd3va(x)an(x|,y|)B,r(y|) — /d3xd3va(x||)Wm(x|,y||)Bﬂ(y|)
b [ By W) [ d Voo (210 Gz

+/d3Z|V,r9(x||,Z|)19(Z||)/d3xd3yWV”(x|,y||)Bﬂ(y)

(2.69)
+ [ vy [ a2 VeI GpW S ep,3y) [ &V (o2 ow))
= /d3xd3va(X|)WV”(x|,y||)Bn(y)+2/d3x|Bv(X|)Tl¥;19(X|)
+/d3Z|d3W||Ie(Z)Vag(Z|,W|)Ia(W|).
Substituindo os termos dados em (2.68) e (2.69) em (2.61), resulta que
_ _ i
ZJ] = Z[0]exp {—§/d3W|d3Z||1a(w|)Vae(W|,Z|)IG(ZH) , (2.70)
em que
1%(w)) = / A (x) £ (x, ) 2.71)

°(z)) = /d4yfv(y)f9v(x,Z)a (2.72)
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com

- 3
1 p” o () o O el —al
f%(xawll) — ) (27[) ip||(w) =X, & HP”IT’
1 1 &k o'y —al
6 _ LA ik (=) ¢ 87
£, (x2) = - (27[) ik)| (2 )’H)g3 Vka, (2.73)
[ A e )
Vo (W) 2) = —2i / o ]
e
rz,/p|2 , =./k 2 "= ﬁ (2.74)
Ao substituir as relacdes (2.71) e (2.72) em (2.70), obtém-se entdo o andlogo a (2.42)
para Z[J]:
_ _ i _
20 =Z0exp | -5 [y (0D (6310 @79
donde
Dyv(x,y) /d W||d 2 f G 6wy ) Ve (W), zH)f (x,2)))- (2.76)

Para calcular Dy (x,y) substitui-se (2.73) em (2.76), tomando as simplificagdes adequadas nos

momentos de integracdo, resultando por fim que

_ p i - Pu, P il(]x* —al+(y*—al)
Dyuv(x,y) = 2 (27r)| p|| (3 =¥)) <77uv _ “pz V> e - . Q2.77)
I

Como discutido anteriormente (ver a equagdo (2.45)), o propagador final da teoria deve
ter forma

Dizv<x7)’) :DMV(X7Y)+Duv(an>7 (2.78)

0 que nos leva a

X d4p in(x—y) TuA
C — _ ip(x—y) _(HA
D,uv(’@)’) / (277:)46 2

j ; 2.79
pH —lpH xH yH) Pu”va e’r(|x3—a\+|y%—a|) ( )
2 Nuv — Pﬁ T .

2.2.2 Energia e Forca de Interacao Placa-Carga

Semelhante ao que foi feito na secdo 2.1, a energia de interacdo associada a uma fonte

JH é dada por meio da equacéo (2.19). No contexto de fronteiras materiais, um dos casos mais
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simples e recorrente na literatura € o da carga pontual localizada em um ponto acima de um
plano condutor perfeito (GRIFFITHS, 2011; JACKSON, 1983; MACHADO, 2002).
E possivel representar a fonte J* associada a carga pontual sobre o plano condutor por

meio de

JH(x) = gn*83 (x—b), (2.80)

em que ¢ é uma carga pontual localizada em b = (0,0,5) e com distancia R = |b—a| do espelho
(Figura 2.3 ). Aplicando as equagdes (2.80) e (2.79) em (2.19) tem-se que a energia de interacao

entre a placa e a carga g (PC) é dada por

2
Erc = g_ / [ dtady82(x)) 8 = b) oo ) 8(3))8 (5" )

/d 0,4 / PH _,po(xo_yo) (1 B (pO)Z ) e2iIR
0)2 _ n2 T
(") Pj| 2.81)

¢ [ 4 e PPIR

4/ 2r? Jp)

q2

" 167R’

Na primeira igualdade da expressdo acima utilizamos #°Dy,y (x,y)n% = Dgo(x,y) e despreza-

mos o termo de auto-interagdo em Dy (x,y).

Figura 2.3 — Carga pontual g e o plano condutor separados por uma distincia R.

‘q
)
R

Por consequéncia, a equacao (2.81) resulta na forca de interacdo entre a carga e a placa:

- _ - _ (2.82)
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que condiz com o resultado conhecido na literatura (GRIFFITHS, 2011).
2.2.3 O Método das Imagens

Nesta subsecdo € feita uma breve digressdo em relacdo ao método das imagens e ao
teorema de unicidade da equagdo de Laplace. Tal discussdo se faz importante principalmente
no capitulo 3, onde sera testada a validade do método das imagens para a eletrodindmica de
CFl.

O teorema de existéncia e unicidade da equagdo de Laplace nos assegura que, estabe-
lecidas as condig¢des de contorno do sistema, o potencial eletrostitico ¢ (x) é tnico. Tal resul-
tado implica que sistemas eletrostéticos distintos, mas com condicdes de contorno iguais, vao
apresentar exatamente a mesma solucdo (GRIFFITHS, 2011; JACKSON, 1983; ZANGWILL,
2013). No caso da carga pontual localizada em um ponto acima do plano condutor infinito,

tem-se que as condi¢des de contorno para a equacgdo de Laplace sdo:

opc(a) =0 ao longo da placa;
(2.83)

opc(x) — 0, paraquando [x|> |b|.

Lembrando que a = (0,0,a) é a posigio do espelho (em relagio ao eixo x*) e b = (0,0,b) é a
posicdo da carga g, de modo que R = |b — a| € a distancia entre a placa e a carga.

Seja um sistema de duas cargas pontuais g € —qg separadas a uma distancia 2R, cujas
posi¢des sdo a; = (0,0,a+R) e a; = (0,0,a — R) respectivamente. O potencial de Coulomb

para esta configuragdo € dado por

a4  q
Aw|x —ay| 4x|x—ap|

dcc(x)

(2.84)

O potencial descrito por (2.84) exibe as mesmas condi¢cdes de contorno de (2.83), levando a
conclusio que > ¢pc(x) = @cc(x), para x* € [a, o).

O fato de ambas as situacdes (PC e CC) apresentarem o mesmo potencial implica que a
forca de interacdo entre a carga e a placa € andloga a forca de interagdo entre uma carga g € —gq.

Neste caso, dizemos que a placa atua como um espelho que projeta uma “imagem especular” de

> A priore consideramos que a placa infinita estd descarregada. Entdo o lado diametralmente oposto da
placa em relacdo carga possui ¢pc(x) = 0.



36

sinal invertido de ¢, de modo que a carga-imagem —gq € projetada a uma distancia R em relacao
ao espelho e diametralmente oposta a ¢g. Tal descri¢do € exemplificada na Figura 2.4.

Conclui-se pela equacdo (2.24) que ©

q2 2

q
Fec(2R) = — = - =
cc(2R) An(2R)? ~  167R2

(2.85)

a
—~
e

Fp

condizendo com o resultado obtido em (2.82). Essa equivaléncia ficou conhecida como método
das imagens (ou método dos espelhos). Em linhas gerais, o problema descrito no inicio da se¢c@o
2.2 pode ser resolvido de forma quase trivial pela equagdo (2.85). Contudo, o método funcional
descrito nesta secdo serd indispensdvel para analisar esse problema em modelos de extensdo do

eletromagnetismo como o que serd abordado no préximo capitulo.
Figura 2.4 — Equivaléncia entre a configuragdo placa-carga e um sistema de duas cargas de sinais opostos.
Inicialmente (a esquerda da seta vermelha) o sistema é representado por uma placa (barra

vertical em cinza) e a carga (ponto em vermelho). Depois (a direita da seta) o sistema &
reconfigurado para uma carga g e sua carga imagem —g.

&
%Cl

&
/;Cl

#

b
\'q

Zi

7
W

6 A notagio Foc(2R) faz referéncia a forga exercida pela configuracio de duas cargas separadas por uma
distancia 2R, enquanto Fpc(R) se refere ao sistema placa-carga a uma distancia R.
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3 FONTES DE CAMPO E FRONTEIRAS NA ELETRODINAMICA DE
CARROLL-FIELD-JACKIW

O principal propésito deste capitulo é investigar efeitos fisicos na eletrodinamica de
Carroll-Field-Jackiw (CFJ). Primeiramente, o estudo € feito para o cendrio de uma teoria livre
de fronteiras e, apds isso, com a presenga de uma fronteira material.

Mais especificamente, assim como foi feito no capitulo 2, serd calculado na secdo 3.1
o propagador livre da teoria de CFJ na auséncia de fronteiras e, posteriormente, seus efeitos
fisicos sob a energia, a forca de interacdo e o torque sob a particula. A partir da secdo 3.2
serdo fixadas as condi¢Oes de contorno impostas pela placa, as quais atribuirdo correcdes ao
propagador da teoria (se¢do 3.1). Apds isso, os efeitos fisicos decorrentes da condicdo de
fronteira serdo calculados e as quantidades com e sem a presenga da placa serdo comparadas.

Finalizando o capitulo, verifica-se que o método das imagens ndo € aplicavel na eletrodindmica

estendida de CF]J.
3.1 Fontes Na Eletrodinamica de CFJ

O modelo CFJ faz parte do setor eletromagnético CPT-impar do SME minimo e € des-
crito pela seguinte densidade Lagrangiana (COLLADAY; KOSTELECKY, 1998; CARROLL;
FIELD; JACKIW, 1990):

1 1 1
L= g FuF = (3ud*)” + &P (kar)y AvFap —J*Ay G.D

que € uma extensao da densidade de Lagrangiana (2.12). O vetor de fundo constante (kAp)“ =
(kg - KaF) representa o parametro de violagéo de Lorentz, com dimensio de massa. Dado que o
vetor de fundo € significativamente menor do que qualquer escala fisica de massa do problema,
(kap )" serd tratado perturbativamente.

De modo andlogo ao caso das equacdes de Maxwell, é possivel obter duas equacdes

de movimento a partir da Lagrangiana (3.1). Essas sdo as equagdes de Maxwell-Carroll-Field-



Jackiw, (MOREIRA; LUZ, 2021):

V-E+ (ksr)-B=0p (Lei de Gauss Modificada);
VxB-— %—I;: — (kap) X E+ (ka F)OB =] (Lei de Ampere-Maxwell Modificada);
V-B=0 (Lei de Gauss para o magnetismo);
VXE= _8&_]: (Lei de Faraday).

As duas ultimas equagdes sdo as equacdes geométricas usuais.

3.1.1 O Propagador do Féton Livre

38

(3.2)
(3.3)
(3.4)

(3.5)

Semelhante ao que foi feito no capitulo 2 (ver inicio da secdo 2.1), a Lagrangiana (3.1)

pode ser reescrita da seguinte forma:
1 \
L — EA#@’“ Ay —JHA,
de modo que na teoria modificada dada em (3.1) tem-se que
1 P qa
O propagador D*Y (x,y) deve satisfazer a equagio

ﬁuva,l (xv)’) = nul64 (x—y) .

(3.6)

3.7

(3.8)

Usando o calibre de Feynman y = 1 e transcrevendo a equacao (3.8) para o espaco dos momen-

tos, o problema se reduz a resolver

[—szw + 2i8,uvpa(kAF)ppa} D\;l (p)= Mua-

(3.9)
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Pode-se resolver a equagdo (3.9) por meio de um Ansatz, cuja forma geral deve ser

(BORGES; FERRARI, 2022)

D" (p) =ain*+azp" p* +az(kar)" (kar)* +as(kar)¥ p* +asp® (kar)* +ace" P (kar) g ps-

(3.10)
Ao substituir (3.10) em (3.9), chega-se ao sistema
(
—arp? +2iag (ki) p* = [(kap) - )] = 1,
—ayp* — 2ia6<k,%F) =0,
—azp* —2iagp* =0,
(3.11)

—asp? +2iael(KGy) - p] = 0,

—asp® +2iag|(K3) - p] = 0,

—a6p2 +2ia; =0,
\

cuja solugdo prove

vy L 4kar)®  Akar) PRIV [y L Akar)? pRpY (kar)* (kar)"
D (p) = pz{H[ p? p* H {n”+ P p?

4((kar) - 2i
_w[(kAF)“PVWLP“(kAF)V]+?€”V“ﬁ(kAF>aPﬁ}-
(3.12)
Considerando a aproximacao
4(kar)?  4[lkap)- P21 ) 4(kar ) H(kar) - pl?
{1+[ (AZF) 4 AFB pl ]} ~l— (A;") n [( AFZ pl , (3.13)
p P pP p

até a segunda ordem de (kgp)H, tem-se finalmente que

D,LLV(X V) = _/ d4p o—ip-(x—) 4+ 4[(kar) .p]2 - 4 (ksz) n“v+ 4 (kZ\F) pHpY
| (m)t P p* p? P p?
+1?8“vaﬁ (kAF)apﬁ+ ( AF)p2< AF) N [( 1;];) p] [(kAF)'uPV+(kAF)Vp“}

(3.14)
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3.1.2 Energia, Forca de Interacao e Torque

Conforme foi visto no capitulo 2, a energia de interacdo entre duas cargas puntiformes
¢ dada pela equacgdo (2.20). Utilizando o propagador (3.14) e assumindo que as cargas estdo
separadas por uma distancia R, conforme foi mostrado em (BORGES; FERRARI, 2022), a

energia de interacdo entre duas cargas pontuais na teoria de CFJ é dada por

919 R [(kar) -RJ?
Ecc = #}? [1+7 (3(kAF)2—AFT>} (3.15)

Aqui, R = a; —ay, tal que a; e a, sdo as posicdes das cargas q; € g» respectivamente, de tal
modo que R = |R|.

Da expressao (3.15) obtém-se a for¢a de interagdo entre cargas no modelo de CFJ:

JdEcc q192 1 3 372
FCC = — OR = — 4T —ﬁ + E (kiF)H + [(kAF) } . (316)

Note que tanto a equagdo (3.15) quanto (3.16) apresentam um termo do tipo Coulombiano.
Deste modo, ao tomar ks — 0, recupera-se os limites corretos descritos pelas equacdes (2.23)
e (2.24).

Além das correcOes para a energia e forga de interagdo, o modelo de CFJ exibe efei-
tos fisicos nao previstos pela eletrodindmica de Maxwell. Em geral, os vetores R e kqr ndo
apresentam a mesma direcdo. Com isso, o sistema de duas cargas pontuais ndo descreve um

potencial central, como descreve a lei de Coulomb. Ao assumir que os vetores R e kqr formam

um angulo O entre si e assumindo que g = —¢gp = ¢, tem-se entdo que a energia de interacao
toma a forma:
2 2
cc g~ [1  R(Kar) 2
Edipoto = =3 |z ¥ =5 (3—cos”0) | . (3.17)

O subindice “dipolo ” remete ao segundo termo dentro dos colchetes na equacdo acima, o qual
se assemelha a uma contribuicao do tipo dipolo (BORGES; FERRARI, 2022). Por meio da

equacdo (3.17), tem-se a existéncia de um torque

cc JE  ¢*R(kar)?

Tdipole - _% - 87T sin(29) (3.18)

que aparece como um efeito exclusivo da quebra da simetria de Lorentz.
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3.2 Fronteira Material na Eletrodinamica de CFJ

Nesta secao considera-se a fronteira material como uma superficie perfeitamente con-
dutora. Conforme discutido na referéncia (BORGES; BARONE, 2017), a presenca de tal su-
perficie em um cendrio de viola¢do de Lorentz impde uma condi¢do de contorno no campo de
calibre de tal forma que a forca de Lorentz sobre ela deve ser nula. Como foi visto no capitulo

2 secdo 2.2, esta condi¢do € dada por
n“FLv =0. (3.19)

No que segue, sera apresentado o cédlculo detalhado do propagador na teoria de CFJ conside-

rando a condi¢do de contorno (3.19).
3.2.1 O Propagador do Féton Na Presenca de Uma Placa Condutora

Estabelecida a condi¢do de contorno e seguindo de maneira totalmente andloga os pas-
sos descritos pelas equagdes (2.27), (2.28) e (2.31) na secdo 2.2 do capitulo 2, tem-se que o

funcional gerador € da forma
Zc[J]=N / PADB 147 exp {—i / d'x § (¥ —a)Ag (x) &P 9uBy (x|)}

920 (x,y)

§(y’—a)By(x))| . (3.20)
250 o)

X exp [—é /d4x d*y & (x3 — a) By (xH)
Novamente, & é o pardmetro de fixagao de calibre do campo auxiliar By (x)). A fungdo Q(x,y)
¢ arbitraria, advinda do método de Faddeev-Popov.

Como j4 foi visto no capitulo anterior, o proximo passo se da pela translacao:
AP (x) — AP (x) + / d*yDP, (x,y) 8 (y* —a) &7 3,B (y) (3.21)

onde agora, Dg(x,y) € referente ao propagador livre de CFJ descrito pela equagdo (3.14) .
Ao aplicar a transformacdo (3.21) no funcional gerador (3.20), tem-se um resultado
andlogo ao obtido em (2.35) , (2.36) e (2.37). Vale ressaltar que, diferentemente do opera-

dor diferencial (2.14) da teoria de Maxwell, o operador *Y (x) descrito por (3.7) contém um
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termo de derivada de primeira ordem, fazendo com que o operador se modifique ao executar a
integracao por partes.
De maneira direta, ao aplicar (3.21) em (3.20), tem-se que o termo A, (x) O*VAy(x) se

transforma da seguinte maneira:

/ dxA, () OFVA, (x) / A XA, () ORVA, (x)

+ [ didt A, () 04D (x,2)3( ~ a)ef By )

+ / d3d*yDya (x,9)8(y° — )&l (3,8 (y))) OV Ay (x)

+ / A3y d* 2D g (x,9)8(° — )&l (3,B5(3))) 6Dy (x,2)8(2° — )P 3B, (2
_ / XA (x) OFV A, (x) + / d*xd*zA L (1)t 84 (x— 2)8(2 — a)ef 9y B, (2))
+/d4xd4y5(y3 —a)ef ™ (3yBp (v)))) Dua(x,y) OHV Ay (x)

+ / d*xdyd*eDya(x,y)8 (v} — a)el ™ (B () n 84 (x — 2)8(> — a)ef** DBy 2 ).
(3.22)
Definindo C% = §(y* —a)el "™ (9yBg(y))) Av(x), tem-se que

/d4Xd4yDu(x(xay) ﬁ“vcva = /d4Xd4y D/.La(xa)’) [Dn”v - 28”VPG(kAF)paG} Cva

= /d4xd4y (On*Y Dualx,y)) CF + /d4xd4y [2e"YP9 (kaF ) pds Dpa(x,y)] G,
(3.23)

de modo que, pela propriedade antissimétrica do tensor de Levi-Civita, ao fazer (t <— v tem-se

que

[ dtxdts @ Dualx. )Gt + [ dxdy 26" (kap)pdo Dualx.y)] G
= /d4xd4y [DT]“V —28”Vp6(kAF)pao} Dva(x;)’)cua

(3.24)
= /d4xd4yﬁ“vaa(x,y)Cﬂa

_ / drd*y5 (3 — a)e ™ (3,B5(v))) Au (x).

Assim, segue que

/ A3, () RV A (x) — / d*xAy (x) MV Ay (x) + 2 / d*yAa(y)8(y* —a)ef " B (y))

B ale (x,y) oA
+/d4xd4y3(x3 —a)&; yaBB(yH) (W 5(y3—a)83p By (%)),

(3.25)
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similar ao termo encontrado em (2.69).
Ao desacoplar os campos Ay (x) e By(x) , tem-se novamente um funcional gerador

descrito pelo produto

Zc[J]=NZ[J|Z|J], (3.26)
tal que
ZJ] = / PA 192 = 7]0]exp {—% / d*x d*y J* (x) Dy (x,y)J" (y)] , (3.27)
Z[J] = /.@Bexp [i/d4x §(x*—a)I¥ (x)By (x|)}
X eXp {—% /d4x d*y & (x3 — a) 0 (y3 — a) By (xH) WY (x,y) By (y”)} ) (3.28)

Similar ao que foi feito no capitulo anterior, define-se

vyo a
I (x) = —/d4y A <wDa“ (x,y)) JH(y) (3.29)
(3.30)

Vo . TYP 82D/IP (x,y) 1 azQ(x,y)

WY (x,y) = &"%¢, ERENT g ERSEI . (3.31)
Para que a integral (3.28) tenha forma analitica gaussiana, toma-se
2 3]?
oty =~ [ (;l;z;e_,-p-(x_y) L Allor)- o, ! [(k;:) [

em que foi escolhido o calibre £ = 1. Além disso, (kAF)3 € a componente do vetor de fundo

perpendicular a placa. Substituindo (3.29) e (3.31) em (3.28) e usando (3.14) e (3.32), tem-se
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que a expressao (3.31) toma a forma

d? Py (¥=) [(kAF) mr 3 [(kAFﬂ2
e—l X - I
W) = 2/ = {r’l [le_ 2p} +— ]
2[("“)”'1’”] Y (e I
+ Pﬁ [PH (kar)| + (kar )| PH] — 2 (kar )| (kar)|
—i(kar)® ”V%HT} (3.33)

onde foram empregadas as integrais (12) ,(13) e (14) no apéndice A. Analogamente, segue que
1" (x) Z/d4y Fu (o) 740 (3.34)

tal que

1 dp) (ol vy 1(3[il|y*—al|—1] 3 )
f‘;t (y7x||) = 5 (271:)3 € 2 (XH yH) 83 IJ‘DH’Y _1+§ pﬁ +|y —Cl|

2
. ([(kAF)3]2+ [(kAF)|2~p|} ) N (i ]y’ _2a | —1] (i(kAF>3 (" —a) [(kAF)H 'p\l]

Pj Py
I 3_al—
-2 (kf‘F)”> + [F|y Pﬁ | 1} [2(kAF)u83vyap||y(kAF)|a
+iMu3 <(kAF)|‘|/pﬁ -p| [(kAF)H 'PHD +i(kar)? (n”Vupﬁ —P‘|'P||u>]
\4 % 3 eiF|y3—a|
+ [ (KaF) | Pl — M| [(kAF)H 'PH] (' —a) p—F— (3.35)

onde (kAp)ﬁl = ((kAF)O (kar)', (kar)? ,O) é o quadrivetor de fundo paralelo a placa.
Segue, pelas equagdes (3.28), (3.33) e (3.34), que

ZlJ] = / PBexp {i / dx 1" (x|) By (x”)}

e {_% [ &3y @y By (o) W (x).9)) B (yn)} - (3.36)
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Aplicando a transformacgdo
By (x1) = By () + [ @y Vo (x12) 1 (3)) . (3.37)
tal que Vyg (x),y) € a inversa de W™ (x|, y|), satisfazendo a relagdo
[ W (o) Vao (3,2) = 8° (3 2))- (3.38)
Para calcular Vzg(y|, 7)), propde-se o seguinte ansatz:

Ve (v):2) = a1Mze +@2p|zP |6 + a3(kar)|z(kar)jo +asp|z(kar) o +as(kar)|zP|o
+as€nep3pﬁ +Cl7€n9p3(kAF)ﬁ + dsp\|n€9ap3pﬁ (kar)|f +a9p|\9€mp3pﬁ (kar)|f
+a10(kar) |z€oap3P| (kar)ff +ari (kar)|o€rap3p] (kar )

+ap <8nap3pﬁ (kAF)ﬁt> («9(97u;>31??|/|l (kAF)ﬁ)> :
(3.39)

Substituindo (3.39) em (3.38), tem-se que

d3pH 2i [(kAF)H 'P|}2 [(kAF)’j}z i [(kAF)3]2
Vre (vaZH) - / (27[)3{_F ll‘l‘ Zpﬁ - 2pﬁ ]n||7z:9+Fp—Tp”n.p”6

] F\n F i <k ) ‘
_ 4 (kar )z (Kar) o +4_[ oy Pie (ar)ja + (kar) o

r pﬁ r pﬁ
2i i 3 p\ —ip)-(y-2))
_f?(kAF) Eropap) pe VI (3.40)
[

Substituindo (3.37) e (3.40) em (3.36), obtém-se o resultado semelhante a (2.62) (visto no ca-

pitulo 2):
Z[J] = Z|[0]exp {—%/d“x d*y J* (x) Dy (x,9)J* ()| (3.41)
onde é possivel identificar a funcio

Dyy (x,y) = - / doyd’z 4 (x, 1) Vas (0),2)) 15 (v.2)) - (3.42)
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Substituindo (3.35) e (3.40) em (3.42) tem-se, ap6s uma algebra longa mas elementar,

que

. 3
Duv (x,y) = —é :;Tp)':; e*"pl\’("l\*yu) [(ﬂ“uv o p”;%?”v> [1 —I—M(x3,y3,p“)}

+[F (p))],, + 1 —al =1] [Ba(p))],, + O0F =a) [B (py)]
=T —a| 1] [E(p))],, — [T —a| 1] [T |y’ —a| 1] [ (p))],,

~ (¥ =a) [T |5’ —a| =1] [Fs (p))] ., — (" =a) [Fr (p))] ,,
@) [T —al 1] [Fs ()] (P —a) 67 —a) [ <p>},W]

eil“(\x3—a|+|y3—a\)

X = i (3.43)

Na expressao acima foram utilizadas as seguintes defini¢des:

M (2,5, py) :_% {[(hpﬂﬁ@] [ 7 <1F(|x —a|+]y —a\> 2)

L () [(kAF)” .p”} [iF(! Pal (¥ —a)

+p£ﬁ(k*2‘F)” [il"(|x3—a|+ [y —al) —2)]

—i—(\x3—a]2+|y3—a\2)

+1y —al| (y3—a)) — (=)

.\ [(kAF)H 'P]z [(’CAFW2

2t 2

(3.44)

[ ()] = l%{muv 17 (r)) — | (kar)y 'Pﬂ + |Gar)y Py ] P (kar )

| l. (3.45)
+ (kar) |y PIIV] _Pﬁ (kar) |y (kar )y — (Kir) I P||ul?||v} + p_ﬁ (kar)’ Euvmpﬁ ;
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1
[ (pH)LW = _p_ﬁ{z(kAF)v [Pﬁ (kar ) — [(kAF)H 'PH} puu} - ipﬁnwgyaﬁ (kAF)ﬂXPﬁ
~(kar)? |ipfeuvsp] + s (T (kar)j = [ (ar)y 2y ) o)

- [(kAF)3]2 (nuuvpﬁ —Pnupnv)} ,

(3.46)
B (py)],, = _i{z(kAF) [Pz (kar )y, — [(k e ] ] — ip{Mv3guays (kar){ Pl
uv I v | P | AF) | " P||| Pllu) — IP[TIv3€uays (KaF )| P
~(kar)? |ipTeuvysp] + v (PF (ar) = | (kae) -y i)
2
- [(kAF)3] <m|uvpﬁ —P|wp||v>} ; (3.47)
[F3 (PH)LW = _pi2|{_p||v8ua)/5 (kAF)ﬁCPh/‘F [(kAF)H 'PH] 8uvy3pﬁ
+i (kar)® [(kAF)Hu Plv— [(kAF)H 'PH} nllu\/} } a (3.48)
1
2 (PH)LW = _p_ﬁ{_z(kAF)u [Pﬁ (kar) |y — [(kAF)“ 'P||} PHV} —ipﬁnwgvam (kAF)ﬁCPﬁ
+ (kar)’ [ipﬁeuvxspﬁ + N3 (pﬁ (kar )|y — [(kAF)H 'pu] P||v>}
2
+ [(kAFﬂ (nHuvpﬁ —puupuv)} ; (3.49)
I& (PII)]MV = _%{nu3nv3 [Pﬁ (kE\F>H - [(kAF)H 'P||r} + (kar)’ [Tlm <Pﬁ (kar) v

P)
- [(kAF)H 'PH] pnv) +Mv3 (Pﬁ (kar ) — [(kAF)H 'PH] P||u>]

+ [(kAF)S]Z <n||uvpﬁ _pH,LlpHV> } , (3.50)
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B (py)] = pi;l{nus(wimv— [kar) -y (ar)y)

o (kar ) (ar) P = [ Gear )y -y v )| (3.51)

1 a
[F (PH)LW = 2 [Puugvam (kar)| Pﬁ + [(kAF)” 'P||} Euwlspﬁ” (3.52)
I

+i(kar)’ (p”u (kar) v — [<kAF>u 'PH] ”iwvﬂ ’

[F (pH”,W = _piﬁ [nv3 <<k3\F>||p||u - [(kAF)” 'P||} (kAF)H”) (3.53)
+ (kar)’ (Pnu (kar) |y — [(kAF)H 'P” rlH,uv)] (3.54)

2
[F9 (pH)Lw = p%z[_muv [(kAF)” 'p” - (kZ\F)”PHuPHv (3.55)
+ | ar)ypy | (pyw Cear )y + Gear) oy ) | - (3.56)

Substituindo as expressoes (3.41) e (3.27) em (3.26), o funcional gerador na presenca

de uma placa perfeitamente condutora torna-se

Zc[J] = Zc [0]exp [—% /d4x d*y J* (x) (Duy (x,y) + Dyy (x,)) J" (y)] : (3.57)

A partir da expressao (3.57), podemos identificar o propagador da teoria (3.1) na presenca de

uma superficie condutora até segunda ordem no vetor de fundo:
D" (x,y) = DM (x,y) + D" (x,y) . (3.58)

Note que o propagador (3.58) € composto pela soma do propagador livre (3.14) com a correc¢ao

(3.43), que leva em conta a presenca da placa condutora. No limite (k4r)* — 0, o propaga-
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dor (3.43) reduz-se a0 mesmo encontrado na eletrodindmica de Maxwell na presenca de uma
superficie condutora, expresso em (2.79).
Podemos verificar a consisténcia do resultado (3.58) levando em conta que a solucao

que descreve o campo produzido por uma fonte externa é dada por (SOARES et al., 2024)

AP ) = [ dy DE (5,05 (0) (359

Substituindo a equagdo (3.59) em (2.26), reescrevemos a condi¢@o de contorno da placa condu-

tora como segue:

aDPP X,
/d4y [&vaﬁ%] Jp (y)‘x3:a =0, (3.60)

implicando em

IDEP (x,y)

83V06ﬁ T :O . (361)

X3 =a

Substituindo a equagdo (3.58) em (3.61) e utilizando as interacdes (12) , apos longas manipu-
lagdes algébricas, podemos verificar explicitamente que a condicao da placa condutora (3.61) é

satisfeita.
3.2.2 Energia e Forca de Interacao Placa-Carga

Usando o propagador (3.58) obtido na sec¢do anterior, consideraremos nesta se¢ao a
energia de interagdo entre uma carga pontual estaciondria e a placa condutora, que pode ser

calculada a partir de

E= s [dixd'y (D (v0) 77 () (3.62)

conforme apresentado na sec¢do 2.2 do capitulo 2.
Escolhemos uma carga pontual localizada na posi¢cdo b = (0,0, ), perpendicular a placa,

como j4 foi mostrado na Figura 2.3. A fonte externa correspondente € dada por:
JH(x) =gnH983 (x—b) | (3.63)

onde g € carga elétrica.
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Substituindo as equagdes (3.63) e (3.43) em (3.62), utilizando as expressoes (3.44),
(3.45), (3.47), (3.48), (3.49), (3.50), (3.51), (3.52), (3.53), (3.55) e calculando as integrais ',

obtemos que a energia de interacdo entre a placa e a carga € dada por

Epe = —%/dzpf_w :2{ < +R\/7)[ [kAF }

Pj

2
2 ' +4(k31F)|] —2R? [(kAF)3]2} . (3.64)

Este resultado pode ser simplificado utilizando coordenadas polares e integrando sobre o angulo

sélido, resultando em

6]2

Epc = —ﬁ{z[l—ZR2 kAF /dpe — 6[(kAF)3]2+5(kf2§F)]

( / i +3 / _ZRP>}. (3.65)

A primeira integral no lado direito da equacao (3.65) é dada por

- |
/O dp e R0 = —. (3.66)

No entanto, as integrais restantes sdo divergentes devido a singularidade em p = 0 no inte-
grando. Isso exige o uso de algum tipo de regularizagdo. Uma forma de regularizar € inserindo

um parametro €, como segue

672Rp 72Rp
/ dp — [T apt—" —[Ei(1,2Re)] (3.67)
0 P €

e—ZRp —2Rp e—ZRe
0 p

onde Ei(n,s) é a fun¢do integral exponencial (ARFKEN; WEBER, 1995), definida por

co ,—1I§
Ei(n,s):/1 Cdi comR(s)>0,n=0,12,.... (3.69)

' O resultado por ser obtido forma mais simples calculando as integrais na seguinte sequéncia: d°x, d°y,
dx°, dp° e dy°.
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No final dos célculos devemos tomar € — (. Portanto, a energia de interagdo toma forma:

Epc = —%{%[1_%2 [(kAF)3]2}_[6 [(kAF)3]2+5(k§F)|J (%)}.(3.70)

Expandindo o fator dependente do regulador €,

e2Re
= —R+0(e), (3.71)
obtemos que
2
B q 1 ) 312 312 ) 1
Epc = _E{E[l_zR [(kAF) ] ]— [6 [(kAF) ] +5(kAF)H] (_R+ §> }(3-72)

Na expressdo (3.72), note que o termo singular ndo depende da distancia R. Desse modo, ele
ndo afeta grandezas como o torque e a forca. Uma vez que estamos tratando de uma teoria livre,
podemos entdo simplesmente absorver o termo singular em uma redefinicdo do ponto zero da

energia

2
q
Epc=—-—

16w | R

l+R(5 (ki) +4 [(m)ﬂz)] . (3.73)

Vale ressaltar que (3.73) é um resultado perturbativo até a segunda ordem no vetor de fundo
(ver equacgao (3.13)). O primeiro termo no lado direito reproduz o resultado obtido na eletrodi-
namica de Maxwell, enquanto que as contribui¢des restantes sdo devidas a quebra da simetria
de Lorentz.

A partir da (3.73), obtemos a forca de interagdo entre a placa condutora e a carga

dEpc ¢

Fpo = ———v = ——
pc OR l6x

— 22

1 2 312
5 +5 (), +4 [tar)] | (3.74)
No limite kqr — 0, a for¢a de interagdo acima reduz-se ao termo coulombiano.

3.2.3 O Método das Imagens

A partir da expressao (3.16), podemos obter a forca de interagdo para o caso especifico

em que temos duas cargas opostas g = g € g2 = —q colocadas a uma distancia 2R. Nesse
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arranjo, obtemos que

q2

Fec(2R) = Ton

1 2 3]?

3 +6 (K3 4| (kar)?] ] . (3.75)
Considerando que as componentes espaciais do vetor de fundo paralelas ao espelho ndo sejam
nulas, observamos que a equacgdo (3.74) € diferente da expressao (3.75). Por outro lado, no
arranjo em que o vetor de fundo tenha apenas a componente perpendicular ao espelho, ou seja,
Karp = (0,0, (kAF)3 ) , as expressoes (3.74) e (3.75) tornam-se equivalentes entre si, mostrando
que o método das imagens € valido neste caso.

Em geral, até a segunda ordem em (k47 )", 0 método da imagem ndo € vélido para o
setor de calibre CPT-impar do MPE minimo para a condi¢do de placa condutora (2.26). Vale
ressaltar que esse resultado contrasta com o setor de calibre CPT-par do MPE minimo, no qual o
método da imagem permanece valido (BORGES; BARONE, 2017). No entanto, para o modelo
nao minimo de violag¢do de Lorentz considerado em (BORGES; BARONE, 2020) o método da

imagem nao ¢ valido.
3.2.4 Torque devido a quebra da simetria de Lorentz

Quando fixamos a distancia entre a carga e o espelho, a partir da equacdo (3.73) obtemos

um torque sobre a particula em relacdo a placa. Para calcular esse torque, definimos 0 < o < 7

como o angulo entre a normal ao espelho e o vetor de fundo ks de tal forma que (ki F) 1=
2 inl 312 2 2 . .

ki sin“(a) e [(kAF) } =k cos” (), como representado na Figura 3.1. Assim, a expressao

(3.73) se torna

211 :
Epc(a) = _1q6—n = (ng)R(4+s1n2 (a)) , (3.76)
e o torque € dado por
aEpc(OC) q2 2 .
=T T Ten (kir) Rsin 2a) . (3.77)

O torque (3.77) ndo ocorre na eletrodindmica de Maxwell usual, tornando-se um efeito exclu-

sivo de violacdo de Lorentz até a segunda ordem no vetor de fundo.
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Figura 3.1 — Decomposic¢io de kar = ((kar)|, (kar)?) em relagdo ao espelho, com a sendo o angulo
entre a componente (kAF)3 normal ao espelho e o vetor de fundo kar.

Se | kar |=00u a =0,7/2, 7, ndo havera torque. Para o = /4 o torque atinge a inten-
sidade maxima. Um efeito similar foi obtido na referencia (BORGES; BARONE, 2017) para
o setor de calibre CPT-par do SME minimo, assim como na referencia (BORGES; BARONE,
2020) para o cendrio do SME n@o minimo. Na Figura 3.2, o comportamento geral do torque

(3.77) € mostrado como func¢do de R e «.

167
qzkiFRO
unidades adimensionais relativas a escala caracteristica Ry = 10~ °m.

Figura 3.2 — Gréfico de Tpc X ( ) dado pela equacgdo (3.77) (eixo vertical). Os eixos estdo em
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O parametro de violacdo de Lorentz do setor CPT-impar é fortemente restrito por da-
dos de testes astrofisicos como sendo da ordem de | kyr |~ 107%> GeV (CARROLL; FIELD;
JACKIW, 1990). Vamos usar esse limite superior para obter uma estimativa da ordem de mag-
nitude para o torque (3.77). Utilizando a distancia tipica de experimentos atdbmicos nas proxi-
midades de um condutor, que é da ordem de Ry ~ 107° m, e a carga eletronica fundamental
q ~ 1.60217 x 10~ C, obtemos TpC ~ 10~% Nm. Portanto, a ordem de grandeza do efeito
¢ muito menor do que os torques mensurdveis pelos equipamentos experimentais disponiveis

(SHAO et al., 2015).
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4 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS

Neste trabalho investigamos alguns aspectos do setor de calibre CPT-impar do Modelo
Padrao Estendido (MPE). Mostramos no capitulo 2 a consisténcia do formalismo de integrais
de trajetoria para calcular efeitos fisicos (a nivel cldssico) conhecidos da eletrodinamica de
Maxwell. O capitulo serviu como preparagao para o capitulo 3, onde aplicamos o método fun-
cional a eletrodinamica de Carroll-Field-Jackiw (CFJ). Os célculos foram feitos tanto na proxi-
midade de uma placa perfeitamente condutora quanto na auséncia de uma fronteira. Obtivemos
resultados perturbativos até a segunda ordem no vetor de fundo. Calculamos o propagador mo-
dificado para o campo de calibre devido a presenga do espelho e determinamos a energia € a
forca de interagdo entre o espelho e uma carga pontual estaciondria em relacio a placa.

Demonstramos que quando a carga é colocada nas proximidades do espelho surge um
torque espontaneo na carga devido a orientacdo do espelho em relacio ao vetor de fundo. Esse
efeito € relevante no contexto tedrico por nao possuir equivalente na eletrodinamica de Maxwell.
Tal efeito pode ser significativo também no contexto da Eletrodindmica Quantica na presenga
de meios materiais. Um método potencial para medir o torque devido a quebra da simetria
de Lorentz seria por meio de experimentos com péndulos de torcao (SHAO et al., 2015). No
entanto, a sensibilidade atual desses dispositivos € da ordem de 1016 Nm (SHAO et al., 2015),
e portanto ainda sdo insuficientes para observar o efeito previsto nesta dissertacao.

Os resultados obtidos neste trabalho representam contribuicdes originais relacionadas
a eletrodinamica de CFJ (SOARES et al., 2024). Também demonstramos que o método das
imagens para a eletrodindmica de CFJ é valido apenas no cendrio em que o vetor de fundo
possui apenas a componente perpendicular ao espelho.

O presente trabalho motiva outras investigagdes no contexto do setor CPT-impar do
MPE. Tendo obtido o propagador da teoria com as corre¢des devida a presenca da placa condu-
tora (3.58), podemos calcular os campos E e B gerados pela configuracdo placa-carga na teoria
de CFJ. A partir disso, efeitos magnetoelétricos e de emissao de radiacdo eletromagnética po-
dem ser explorados sob uma abordagem (semi-)cldssica e/ou quantica. Além disso, corregdes
perturbativas da Teoria Quantica de Campos podem ser abordadas sob tal temdtica, como o
cdlculo do momento andmalo do elétron e o efeito Casimir.

Atualmente estamos investigando as contribuicdes do setor de calibre CPT-impar do
MPE para interagdes atomicas. Nesta investigag¢do, utilizamos a abordagem perturbativa de

Rayleigh-Schrodinger para calcular a correcdo do estado fundamental do dtomo de hidrogénio
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e, junto a isso, estimar a componente espacial kqr do vetor de fundo (kap)*. Atualmente o

trabalho se encontra em fase de escrita e devera ser submetido a publicacdo no comego de 2025.
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APENDICE A - INTEGRAIS RECORRENTES
Neste apéndice, fornecemos alguns detalhes sobre o célculo das integrais recorrentes
ao longo deste trabalho. Para esta tarefa, deixemos explicita a prescricdo de Feynman i€ para

deslocar os polos para fora do eixo real do plano complexo de p°. Podemos escrever

d 3 ip3(x3fy3) d 3 ip3(x3fy3)
— — (- [ . (1)

) = [ G5 ) () ~T2—ie

com o limite € — 0 implicitamente assumido. Para x> —y® > 0, fechamos o contorno de inte-
gracdo (semicirculo infinito) no semiplano superior envolvendo o polo em I"+ i€ (como ilustra
a Figura 1.a). Para x> —y3 < 0, escolhemos o contorno de integragio no semiplano inferior,

envolvendo o polo em —I" — i€ (como ilustra a Figura 1.b) (ARFKEN; WEBER, 1995).

Figura 1 — Curvas de integracdo C; e C, sobre o plano complexo. a) Curva fechada C; (semicirculo
superior) envolvendo o polo I'+ i€. b) Curva fechada C, (semicirculo inferior) envolvendo o

polo —I"—ie.
a) b)
Im Im
G
'+ '+ e
° Re ° Re
-I —.is
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O resultado da integral (1) é obtido via calculo de residuos referente aos polos contidos
na curva adotada e somando essas contribui¢cdes usando o teorema dos residuos. Mostremos
como isso € feito: Seja uma fun¢do complexa do tipo

ez(xz elOCZ

f(Z;OC,b,I’l) = (Z2 _bz)n = (Z—b)n (Z—f-b)n. ()
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Note que f(z) contém dois polos de ordem n, sendo eles zo = b e zo = —b. Temos que o residuo

referente ao polo zo = b é dado por

n—1
Re[f(@)iz0=b] = —— lim & [£(2)(z—z0)"

(n—1)! 2=z dz"!

B 1 i dn—l eioz
T 1)lend | (b))
Definindo g(z) = ¢'* e h(z) = (z+b) ™", tem-se que

dm(gh) dm1

dzm - dzm—l
m—2

- dmeZ

(g'h + h'g)

(g//h+2h/g/+gh//)

onde

e a notagio g’ = d(g)/dz e h'? = d4(h)/dz?. Segue que

dm—k ) )
y —— ezaz — (ia)m—kezaz
Z
€
k B dk—] el
d—zk(Z-l-b) " — (—1)ndzk—_](z+b)
dk—2 o
= (—1)2”(”+1)61Z,€—_2(Z+b) "2

= (—1)kn(n—}—1)(n+2>...(n_|_k_ 1)(Z—|—b)_n_k

 (—Dn+k—1)!
~ (n—D)!(z+ )tk

Substituindo (6) e (7) em (8), tem-se que

d™(gh) (ia)me'® & [m) (=1)*(io)*(n+k—1)!

dzm _(n—l)!(z+b)",;) k (z+b)k

3)

“)

&)

(6)

(7

®)
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Trocando m — n— 1 na equacao (8), e por sua vez, substituindo-a em (3) e em seguida tomando

o limite z — b, obtemos o residuo da fungdo f(z):

o)l nel (n=1) (—1H(ie) (k- 1)!
DI 20k |

Re[f(z);20 = b] = )

Assim, com base na equacao (9) juntamente com o teorema dos residuos, tem-se que ao

escolher x> —y3 > 0 (ou seja, a curva de semi-circulo superior) temos que a integral (1) toma a

forma
3 ip3 (P —y*) n—21.3_  3n—1 i3 V3T
iy [ L e i (i)
@m) [(p) — 12 —ie]" [(n—1)122"(T + ig)"
. (10)
et (=) D - ) k- 1!
=0 k 2’<(F+is)k
Ao omitirmos novamente a prescri¢do i€, temos por fim que
n—21.3 _ 3n—1ix>*—3|T
I 3 31“ — _1 nl “x y‘ e
('x 7y ’ 7n) ( ) [(l’l—l)‘]zznrn
_ 11
X"*I n—1Y) (=D)k(ilx¥* =y%|) k(n+k—l)! (1)
k=0 k 2T
Por fim, seguem algumas integrais que foram recorrentes ao longo deste trabalho:
dp3 i’ (=) i s
I 3 3‘F1 Y e S | B = i 12
('x ’y b bl ) 271,' p2 21—we 9 ( )
dp’ eiP’ (@ =) 1 i Th3_3
I 3, 3;1—~’2 _ _ - 3 .3 il —y |7 13
(x",y7:T,2) TR i crIx—yil)e (13)
dp3 eip3(x37y3)
1@y 03) = [ - —r—
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