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RESUMO 
 

Desde o surgimento do novo Coronavírus, no final de 2019, os modelos não lineares de 

crescimento ganharam destaque, tanto na mídia nacional quanto internacional. Isso se deve à 

tendência sigmoide observada na média móvel do número de casos, o que levou vários 

pesquisadores a utilizar esses modelos para compreender esse comportamento. Essa mesma 

forma de crescimento em "S"ou sigmoidal foi observada em diversos seres vivos. Enquanto 

alguns autores optaram por empregar modelos lineares para descrever esse crescimento, 

acabaram deixando de aprovei tar as vantagens inerentes aos modelos não lineares. Embora os 

modelos lineares fossem mais fáceis de estimar, uma vez que não necessitavam de métodos 

iterativos, os modelos não lineares de crescimento ofereceram uma série de vantagens, 

incluindo simplicidade, interpretação biológica dos parâmetros e a possibilidade de extrapolar 

as inferências para além do intervalo das variáveis. Além disso, outros aspectos interessantes 

foram explorados, como os chamados "pontos críticos". Esses pontos foram determinados a 

partir das derivadas das funções de crescimento, da primeira até a quarta ordem, em relação à 

variável independente (geralmente o tempo). Os pontos críticos incluíram o ponto de aceleração 

máxima, ponto de inflexão, ponto de desaceleração máxima e ponto de desaceleração 

assintótica. Além dos pontos críticos, foi possível explorar a variação entre os indivíduos, 

analisando como cada um cresceu ao longo do tempo, considerando a inclusão de efeitos 

aleatórios nos parâmetros do modelo, caracterizando- o como um modelo misto. Com essa 

abordagem,  objetivou-se, nesse estudo, estimar os pontos críticos dos modelos não lineares de 

crescimento e investigar a variabilidade entre os indivíduos,   utilizando modelos mistos. Isso 

foi feito para um único estágio de desenvolvimento e para dois estágios de desenvolvimento, 

aplicando os modelos aos dados de crescimento de Amora Preta e coco Anão Verde. Os pontos 

críticos foram obtidos, por meio das derivadas e foram repre- sentados em um gráfico que 

mostrou a taxa de crescimento, permitindo visualizar a localização de cada ponto crítico. A 

modelagem mista para a cultivar Choctaw foi realizada, utilizando o modelo logístico simples 

com efeito aleatório nos parâmetros β1 e β2 para o comprimento, bem como o modelo duplo 

logístico misto, com efeito aleatório nos parâmetros β1 e β4 em relação ao diâmetro. 

 

Palavras-chave: variabalidade; estimação; verossimilhança restrita; derivadas; comparação de 

modelos. 

 



ABSTRACT 
 
Since the emergence of the new Coronavirus in late 2019, nonlinear growth models have gained 

prominence both in national and international media. This is due to the sigmoidal trend observed 

in the moving average of the number of cases, which has led many researchers to employ these 

models to understand this behavior. This same sigmoidal growth pattern is observed in various 

living organisms. While some authors chose to use linear models to describe this growth, they 

ended up missing out on the inherent advantages of nonlinear models. Although linear models 

were easier to estimate since they did not require iterative methods, nonlinear growth models 

offered several advantages, including simplicity, biological interpretation of parameters, and 

the ability to extrapolate inferences beyond the range of variables. Additionally, other 

interesting aspects have been explored, such as the so-called "critical points”. These points were 

determined by taking derivatives of the growth functions, from the first to the fourth order, with 

respect to the independent variable (usually time). The critical points included the point of 

maximum acceleration, inflection point, point of maximum deceleration, and asymptotic 

deceleration point. Beyond the critical points, it was possible to explore variability among 

individuals by analyzing how each one grew over time, considering the inclusion of random 

effects in the model para- meters, characterizing it as a mixed-effects model. With this 

approach, the aim of this study was to estimate the critical points of nonlinear growth models 

and investigate variability among individuals using mixed-effects models. This was done for a 

single stage of development and for two stages of development, applying the models to the 

growth data of Blackberry and Dwarf Green Coconut. The critical points were obtained through 

derivatives and were represented on a graph that showed the growth rate, allowing the location 

of each critical point to be visualized. The mixed-effects modeling for the Choctaw cultivar was 

performed using the simple logistic model with random effects on parameters β1 and β2 for 

length, as well as the mixed-effects double logistic model with random effects on parameters 

β1 and β4 in relation to diameter. 

 

Keywords: variability; estimation; restricted likelihood; models comparison. 
 

  



IMPACTOS SOCIAIS, TECNOLÓGICOS, ECONÔMICOS E CULTURAIS  
 
 

A pesquisa sobre modelagem do crescimento de plantas utilizando modelos não lineares e 

técnicas de modelagem mista pode ter um impacto significativo tanto na economia quanto na 

tecnologia agrícola. Em termos econômicos, compreender melhor os padrões de crescimento das 

culturas agrícolas, como a Amora Preta e o coco Anão Verde, pode levar a ganhos substanciais 

de eficiência na produção agrícola. Ao identificar os pontos críticos de crescimento e entender a 

variabilidade entre os indivíduos de uma cultura, os agricultores podem otimizar suas práticas 

de manejo, aumentando a produtividade e reduzindo os custos de produção. Isso não apenas 

beneficia os agricultores, aumentando sua renda e lucratividade, mas também pode contribuir 

para a estabilidade econômica das regiões agrícolas, gerando empregos e impulsionando o 

crescimento econômico local. Em relação à tecnologia agrícola, a aplicação de modelos não 

lineares e técnicas avançadas de análise de dados representa um avanço significativo. Ao integrar 

esses métodos computacionais sofisticados com o conhecimento tradicional sobre o cultivo de 

plantas, abre-se espaço para o desenvolvimento de novas tecnologias e práticas agrícolas mais 

eficientes e sustentáveis. Isso pode incluir o desenvolvimento de sistemas de monitoramento 

automatizado do crescimento das plantas, a implementação de algoritmos de otimização para o 

manejo agrícola e a criação de dispositivos e sensores inteligentes para coleta de dados em tempo 

real. Essas tecnologias têm o potencial de revolucionar a agricultura, tornando-a mais produtiva, 

sustentável e adaptada às necessidades específicas de cada cultura e região. Em última análise, 

isso pode impulsionar a inovação e o crescimento no setor agrícola, contribuindo para o 

desenvolvimento econômico e o bem-estar social. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



SOCIAL, TECHNOLOGICAL, ECONOMIC AND CULTURAL IMPACTS 
 

The research on modeling plant growth using nonlinear models and mixed modeling techniques 

can have a significant impact on both the economy and agricultural technology. Economically, 

gaining a better understanding of the growth patterns of agricultural crops, such as Blackberry 

and Dwarf Green Coconut, can lead to substantial gains in agricultural production efficiency. By 

identifying critical growth points and understanding variability among individuals within a crop, 

farmers can optimize their management practices, increasing productivity and reducing 

production costs. This not only benefits farmers by increasing their income and profitability but 

can also contribute to the economic stability of agricultural regions by generating jobs and 

driving local economic growth. In terms of agricultural technology, the application of nonlinear 

models and advanced data analysis techniques represents a significant advancement. By 

integrating these sophisticated computational methods with traditional knowledge of plant 

cultivation, it opens up space for the development of new, more efficient, and sustainable 

agricultural technologies and practices. This may include the development of automated plant 

growth monitoring systems, the implementation of optimization algorithms for agricultural 

management, and the creation of intelligent devices and sensors for real-time data collection. 

These technologies have the potential to revolutionize agriculture, making it more productive, 

sustainable, and tailored to the specific needs of each crop and region. Ultimately, this can drive 

innovation and growth in the agricultural sector, contributing to economic development and 

social well-being. 
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1 INTRODUÇÃO 

Nos últimos tempos, houve um aumento significativo na aplicação de modelos de cres- 

cimento. Esse aumento em sua utilização foi particularmente evidente, desde o surgimento da 

pandemia de COVID-19 em 2019. Isso se deve em parte ao fato de que o número acumulado 

médio de casos, ao longo do tempo, exibe uma tendência sigmoide. Essa característica de 

crescimento é bem capturada por modelos de regressão não lineares, em especial os 

pertencentes à família Richards, como o modelo Logístico, Gompertz, Von Bertalanffy e Brody, 

conforme discutido por Fernandes et al. em 2020. 

No campo das ciências agrárias, uma diversidade de estudos tem se dedicado à utilização 

desses tipos de modelos (LIMA et al., 2019; SILVA et al., 2020; FRUHAUF et al., 2020) para 

a análise do crescimento de plantas e animais. Entretanto, os autores, dessas pesquisas, 

frequentemente não exploraram todas as potencialidades que esses modelos podem 

proporcionar, como, por exemplo, os pontos críticos do crescimento e as variações existentes 

entre os indivíduos. 

O padrão de crescimento em organismos vivos frequentemente segue uma série de 

características reconhecíveis, sendo a mais comum a forma de "S" ou sigmoide. Isso significa 

que o crescimento começa de forma lenta, avança para uma fase de crescimento acelerado ou 

exponencial, atinge um ponto de inflexão, e depois se estabiliza até alcançar a maturidade. Em 

alguns cenários, o processo de crescimento pode, até mesmo, ocorrer em dois estágios, o que é 

denominado "duplo S" ou duplo sigmoide. Nesses casos, o estágio de desenvolvimento é 

repetido duas vezes (FERNANDES et al., 2017; FERNANDES et al., 2022; SILVA et al., 

2020). 

Os modelos de crescimento não lineares apresentam distinções que os separam dos 

modelos lineares, uma delas sendo a exigência do emprego de métodos iterativos para se 

aproximar das estimativas dos parâmetros. Muitos pesquisadores evitam a utilização desses 

modelos, em razão da  necessidade desses métodos iterativos, que demandam valores iniciais 

para iniciar a aproximação. Em algumas situações, obter esses valores iniciais não é uma tarefa 

trivial. Em busca de soluções, a literatura descreve vários métodos utilizados para obter esses 

valores iniciais, como ilustrado nos estudos de Silva et al. (2020) e Silva et al. (2021), onde 

gráficos são empregados para identificar esses valores, e na pesquisa de Michan e Pinho (2014), 

que recorre a ferramentas matemáticas para essa determinação. 

Ao estabelecer o conjunto inicial de valores para a estimativa dos parâmetros, os 

modelos não lineares de crescimento oferecem várias vantagens em comparação aos modelos 
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lineares. Algumas dessas vantagens incluem a menor utilização de parâmetros, a interpretação 

direta e prática dos parâmetros, bem como a capacidade de extrapolar inferências para além do 

âmbito das variáveis em questão (MICHAN; PINHO, 2014). 

Além das vantagens mencionadas no parágrafo precedente, os modelos de crescimento 

não lineares possuem outras características de extrema relevância, como a identificação de pon- 

tos críticos, ao longo do processo de crescimento (MICHAN; PINHO, 2014). Esses pontos 

críticos delineiam fases distintas do ciclo de crescimento, enriquecendo as informações que 

podem ser obtidas ao longo desse ciclo. Os pontos críticos em questão englobam o ponto de 

máxima aceleração (PAM), o ponto de inflexão (PI), o ponto de máxima desaceleração (PDM) 

e o ponto de desaceleração assintótica (PDA) (MICHAN; PINHO, 2014; TEIXEIRA et al., 

2021). 

Os estudos conduzidos por Sari et al. (2018), Sari et al. (2019), Diel et al. (2019) e 

Teixeira et al. (2021) abordam, de maneira gráfica, o comportamento dos pontos críticos, sem 

realizar a estimativa precisa da localização de cada um desses pontos. Contudo, obter essas 

estimativas para cada ponto crítico (tanto em termos de abscissa quanto das ordenadas) pode 

ser altamente benéfico. Isso permitiria identificar com maior precisão as diferentes fases do 

crescimento, o que, por sua vez, pode ser instrumental para tomar decisões como a antecipação 

da colheita. 

Neste trabalho, foram aplicadas as parametrizações dos modelos Gompertz e Logístico, 

como apresentadas por Fernandes et al. (2015) e o modelo Brody. A integração dos pontos 

críticos e a modelagem mista proporcionou insights valiosos, possibilitando uma análise mais 

abrangente das características do crescimento, que pode ser aplicada em situações práticas 

como a otimização do manejo agrícola. 

Na maioria dos estudos, a consideração da repetição dos dados é frequentemente 

negligenciada, levando à modelagem apenas da média desses valores, como evidenciado nos 

trabalhos de Silva et al. (2020) e Silva et al. (2021). No entanto, outra informação 

potencialmente relevante para compreender o processo de crescimento é a avaliação da possível 

variação entre os indivíduos, como mencionado em Sari et al. (2019). Isso pode ser abordado 

por meio da caracterização de modelos não lineares de efeitos mistos. 

De acordo com Searle, Casella e McCulloch (2009), para que um modelo seja 

considerado de efeitos mistos, é necessário que, pelo menos um termo do modelo de regressão 

seja aleatório, excluindo-se o erro, que sempre é tratado como aleatório. Portanto, ao adotar 

abordagens que consideram efeitos mistos, é possível capturar a variação entre os frutos, o que 
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enriquece a compreensão da heterogeneidade subjacente ao crescimento e permite uma 

modelagem mais  completa e precisa. 

Portanto, o propósito deste estudo foi empregar os modelos não lineares Logístico, 

Gompertz e Brody, simples e duplo. O objetivo consistia em estimar os pontos críticos, ao 

mesmo tempo em que se investigava a potencial variabilidade entre os indivíduos. Essas 

metodologias foram aplicadas a conjuntos de dados relacionados à Amora Preta e ao Coco Anão 

Verde, com o intuito de compreender melhor os padrões de crescimento e suas nuances. 

A estrutura, desta dissertação, é delineada da seguinte forma: A primeira seção abrange 

o referencial teórico e a revisão bibliográfica, fornecendo o embasamento necessário para a 

compreensão do conteúdo apresentado. Na segunda seção, é apresentado o artigo que se 

concentra na estimação dos pontos críticos, já publicados. A terceira seção explora a aplicação 

de modelos não lineares mistos em conjuntos de dados relativos ao crescimento da amora-preta. 

A quarta e última seção aborda a construção analítica dos pontos críticos, além de disponibilizar 

os comandos em R para a estimação e criação gráfica desses pontos. 
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2 REFERENCIAL TEÓRICO 

A seguir foi apresentado toda a parte teórica que deu base aos artigos apresentados nesta 

tese. 

2.1 Amora preta 

A amoreira, pertencente à família Rosaceae - mesma família das rosas - faz parte do 

gênero Rubus. Essa planta dá origem à amora preta, um pequeno fruto com um peso variando 

entre 4 e 7 gramas, de coloração negra e sabor que pode variar entre ácido e doce-ácido. Um 

traço distintivo dessa espécie é a forma como seus frutos se agrupam, sendo classificados como 

frutos agregados. Esses agrupamentos consistem em dezenas de frutos verdadeiros, também 

conhecidos como minidrupas ou drupetes, cada um contendo uma semente no interior 

(ANTUNES; TREVISAN; PEREIRA, 2007). 

Conforme Antunes (2002) relata, o fruto in natura é constituído por aproximadamente 

85% de água, juntamente com 10% de carboidratos, minerais, vitaminas A e B, e cálcio. Isso 

proporciona diversos benefícios para a saúde humana, incluindo a regulação de hemorragias, o 

controle da pressão arterial, efeitos sedativos, propriedades antioxidantes, entre outros. 

O cultivo da amora preta ("blackberry"), no Brasil, teve início por meio de um programa 

de melhoramento genético conduzido pela Embrapa Clima Temperado. Esse programa resultou 

no desenvolvimento de três cultivares: Tupy, Guarani e Cainganue. A primeira coleção dessas 

variedades foi implantada em 1974, no município de Canguçu, no Rio Grande do Sul 

(ANTUNES; TREVISAN; PEREIRA, 2007). 

De forma oficial, em um ambiente de campo experimental, no estado de Minas Gerais, 

as primeiras coleções de amostras foram introduzidas em 1996. Isso ocorreu na Universidade 

Federal de Lavras (UFLA) e posteriormente na fazenda da EPAMIG, localizada em Caldas, 

ambos acontecendo no mesmo ano (ANTUNES, 2002). 

Curi et al. (2015) conduziram um estudo abrangendo a amora preta e a framboesa 

em Lavras, Minas Gerais. Conduziu-se, este estudo, com o objetivo de avaliar várias 

características dessas espécies. A análise realizada por esses pesquisadores resultou na 

conclusão de que a maioria das cultivares apresenta um ciclo de crescimento superior a 100 

dias. Notavelmente, a cultivar   Brazos se destacou pela maior produtividade, tornando-se uma 

opção viável para os produtores da região. 
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Para o desenvolvimento desses frutos, condições climáticas específicas são necessárias. 

Isso inclui temperaturas moderadas, durante o verão, níveis adequados de luminosidade, pre- 

cipitação pluviométrica apropriada, baixas temperaturas no inverno e, de preferência, altitudes 

superiores a 1000 metros ou, no mínimo, 200 horas de frio anual. Essas especificações climáticas 

elucidam por que as regiões sul e sudeste do Brasil são as mais propícias para o cultivo desse 

tipo de fruto (ANTUNES; TREVISAN; PEREIRA, 2007). 

A produção da amora preta está em franca expansão no mercado brasileiro, 

impulsionada por suas notáveis características, que incluem a riqueza em antioxidantes e 

pigmentos. Esse aumento na adoção da cultura da amora preta também é atribuído ao baixo custo 

de implementação em comparação com outras variedades de frutos. Isso faz da amora preta 

uma fonte adicional de renda para a agricultura familiar (CAMPAGNOLO; PIO, 2012). 

Embora seja recomendado para consumo in natura, a amora preta é suscetível a 

deterioração rápida, em decorrência de sua estrutura frágil, suscetibilidade a doenças e alto 

metabolismo. Isso resulta na possibilidade de perda considerável da produção (PALHARINI et 

al., 2015). Por essa razão, grande parte da colheita é direcionada para o processamento, sendo 

transformada em geleias, sucos, polpa para sorvetes e corantes naturais (FACHINELLO et al., 

2011). 

A seguir, será apresentada uma síntese das principais características da cultivar a ser 

analisada neste estudo. 

2.1.1 Choctaw 

A cultivar ’Choctaw’ teve sua origem no Programa de Melhoramento da University of 

Arkansas, sendo desenvolvida em 1975, a partir do cruzamento entre as variedades ’Brazos’ 

e ’Darrow’, compartilhando a mesma linhagem com as cultivares Comanche e Caingangue. 

Notabiliza-se por sua alta prolificidade, postura ereta, notável produtividade e facilidade no 

desenvolvimento de hastes. Além disso, exibe uma notável resistência ao frio durante o inverno. 

Seus frutos, caracterizados por sementes pequenas e textura firme, possuem um peso médio de 

5g e um perfil gustativo mais ácido do que doce. A floração se dá em outubro, enquanto a 

maturação ocorre em novembro (CURI et al., 2015). 

Essa cultivar surgiu a partir da colaboração entre a Embrapa e a University of Arkansas. 

Sua floração tem início no final de agosto, com a colheita agendada para novembro. A planta 

se caracteriza por apresentar espinhos e hastes eretas. Apesar de seu sabor tender mais para 

o ácido do que para o doce, os frutos são recomendados para consumo in natura. Em um estudo 
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realizado em Lavras - MG, a cultivar ’Choctaw’ demonstrou uma produtividade média de 

6.650,00 kg/ha (CURI et al., 2015). 
 

2.2 Coco Anão Verde 

O coco anão verde, cientificamente conhecido como Cocos nucifera var. nana, é uma 

variedade de coqueiro que produz cocos menores em comparação com a variedade tradicional. 

Essa planta é nativa de regiões tropicais e é apreciada por suas características compactas e frutos 

de tamanho reduzido. O coco anão verde é frequentemente cultivado em jardins, quintais e até 

mesmo em vasos, tornando-o uma escolha popular para áreas com espaço limitado. 

Uma das características mais marcantes do coco anão verde é o tamanho de suas palmei- 

ras e frutos. As árvores geralmente atingem uma altura máxima de 6 a 9 metros, tornando-as 

mais gerenciáveis em comparação com as variedades de coqueiros tradicionais, que podem 

crescer até 30 metros ou mais. Os cocos anões verdes também têm frutos menores, mas igual- 

mente saborosos e nutritivos. Eles têm uma casca fina e são conhecidos por seu conteúdo de 

água doce e carne macia. 

2.3 Crescimento de Frutos 

Nos últimos anos, tem havido um notável aumento, tanto na quantidade quanto na 

relevância de estudos voltados à modelagem do crescimento de frutos. Esse incremento pode 

ser, em parte, atribuído aos avanços tecnológicos em computação, que tornaram a modelagem 

mais  acessível, por meio de modelos não lineares de crescimento. Anteriormente, esse tipo de 

modelagem era mais complexo, em razão da necessidade de se obter estimativas aproximadas, 

por meio de métodos iterativos (MICHAN; PINHO, 2014). 

Em relação ao estudo conduzido por Benassi et al. (2006), seu objetivo era definir a 

curva de crescimento dos frutos de coco. Isso envolveu avaliar parâmetros como diâmetro 

longitudinal e transversal, bem como massas do fruto, albúmen sólido, albúmen líquido, casca, 

fibras, endocarpo e brácteas. Além disso, o estudo também buscou estabelecer a curva de 

acúmulo de água-de-coco no interior da noz e avaliar os estágios de formação, por meio de 

avaliações sensoriais. O modelo Logístico foi considerado apropriado para o diâmetro externo 

longitudinal e a massa sólida, enquanto para as demais variáveis, foi aplicada uma combinação 

do modelo Logístico com o exponencial. 
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No que se refere à análise de dados relacionados aos frutos de tamarindo, Gurjão et 

al. (2006) investigaram as mudanças fisiológicas ocorrentes, durante o desenvolvimento desses 

frutos. O propósito era obter informações para aprimorar, tanto o manejo prévio quanto o 

pós-colheita. Os resultados evidenciaram que o crescimento dos frutos seguiam um padrão 

sigmoide simples. O comprimento, a largura e espessura manifestaram duas fases distintas de 

crescimento, enquanto a massa da matéria seca revelou três fases distintas de crescimento. 

Explorando as características físicas, químicas e fisiológicas dos frutos de gabiroba, 

Silva et al. (2009) empregaram modelos lineares para examinar o desenvolvimento desses 

frutos visando a otimizar o manejo pré e pós-colheita. Embora tenham identificado um 

comportamento de crescimento sigmoidal, os autores optaram por utilizar modelos de terceiro 

grau para caracterizar tal processo. 

2.4 Modelos de regressão 

Os modelos de regressão tiveram sua origem no Século XIX, com Francis Galton, que 

realizou um estudo para examinar a relação entre a altura dos pais e a altura dos filhos. Seu obje- 

tivo era investigar se a estatura dos pais influenciava a altura dos filhos. Contudo, ele constatou 

que quando o pai apresentava uma altura muito acima ou muito abaixo da média, a altura dos 

filhos tenderia a regredir para a média, o que deu origem ao termo "regressão"(DEMÉTRIO; 

ZOCCHI, 2006). 

De maneira geral, os modelos de regressão consistem em equações matemáticas que 

estabelecem uma relação entre uma variável dependente (ou resposta) e uma ou mais variáveis 

independentes (ou regressoras). Essas variáveis são relacionadas, por meio de uma função, que 

pode ser linear ou não linear (RENCHER; SHAALJE, 2008). A forma matemática do modelo 

é a seguinte: 

 

𝒀𝒀𝒊𝒊  =  𝒇𝒇(𝐗𝐗𝐢𝐢)                                                       (2.1) 
 

Nessa expressão, 𝒀𝒀𝒊𝒊  denota o vetor que compreende as respostas observadas, 𝐗𝐗𝐢𝐢 

representa o vetor contendo as variáveis independentes e 𝑓𝑓(. ) é uma função, que pode ser tanto 

linear como não linear. 

No entanto, em contextos de estudos experimentais ou observacionais, há um fator que 

escapa ao controle direto do pesquisador. Isso torna a equação 2.1 inadequada para descrever 

de maneira precisa o fenômeno sob investigação. A razão para isso é que a equação 2.1 é exata, 
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enquanto nos estudos experimentais e observacionais existe uma margem de erro inerente. Por- 

tanto, para acomodar essa variabilidade e incerteza, se faz necessário empregar um modelo 

estatístico, cuja representação é dada pela seguinte expressão. 

 

𝒀𝒀𝒊𝒊  =  𝒇𝒇(𝐗𝐗𝐢𝐢;𝜽𝜽)  +  𝝐𝝐𝒊𝒊                                               (2.2) 
 

Nesse contexto, 𝒀𝒀𝒊𝒊, 𝐗𝐗𝐢𝐢 e 𝒇𝒇(. ) possuem as mesmas definições conforme a equação 2.1. 

O vetor 𝜽𝜽 é composto pelos parâmetros do modelo, enquanto 𝝐𝝐𝒊𝒊 representa o erro aleatório 

associado ao modelo. Como premissa inicial, assume-se que 𝝐𝝐𝒊𝒊 seja independente e provenha 

de uma distribuição normal com média zero e variância constante (HOFFMANN, 2015). 

2.5 Modelo de regressão linear fixo e misto (MLM) 

De acordo com Draper e Smith (1998), um modelo é considerado linear quando as 

derivadas parciais não estão sujeitas a nenhuma dependência em relação a parâmetros, como 

exemplificado a seguir: 

1. 𝑓𝑓(𝑋𝑋; 𝜃𝜃) =  𝜃𝜃 →  𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

2. 𝑓𝑓(𝑋𝑋; 𝜃𝜃; 𝛼𝛼) =  𝜃𝜃 +  𝛼𝛼𝛼𝛼 →  𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 =  1 𝑒𝑒 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 =  𝑋𝑋   

Em contextos de dados longitudinais, ou seja, observações obtidas repetidamente do 

mesmo indivíduo, ao longo do tempo, é esperado que ocorram erros dependentes. Ignorar essa 

característica pode resultar em ajustes inadequados dos modelos (PINHEIRO; BATES, 2004). 

Laird e Ware (1982) propuseram uma abordagem alternativa para lidar com a situação 

mencionada no parágrafo anterior, conhecida como metodologia de modelos mistos, também 

chamados de modelos hierárquicos ou multiníveis. Essa abordagem foi inicialmente 

introduzida por Henderson (1975) e ganhou maior destaque, na década de 80, com o trabalho de 

Laird e Ware (1982). 

Por definição, os modelos lineares mistos (MLM) consideram simultaneamente a 

presença de efeitos fixos e aleatórios, excluindo apenas o erro experimental, que é sempre 

considerado aleatório (PINHEIRO; BATES, 2004). 

Dependendo dos objetivos do estudo, os MLM podem ser formulados em dois estágios, 

conforme discutido por Harvielle (1977), Laird e Ware (1982), Ware (1985) e apresentado por 

Medeiros et al. (2020). 
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a) Primeiro Estágio: Considera o indivíduo i (i=1,...,n) e a medida no tempo 𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖, 

com j  (j=1,. . . ,𝑛𝑛𝑖𝑖).  No primeiro estágio, é ajustado um modelo de regressão para 

cada individuo e se baseia no comportamento dos perfis individuais. 

b) Segundo Estágio: O objetivo desse estágio é verificação a variabilidade entre os 

indivíduos, caso deste trabalho, representado por: 

 

                                 𝛃𝛃𝐢𝐢  =  𝐊𝐊𝐢𝐢𝛃𝛃 +  𝐛𝐛𝐢𝐢                                                 (2.3) 
 

Nesse cenário, 𝑲𝑲𝒊𝒊 representa-se uma matriz de covariâncias conhecida (q × p), 𝛃𝛃 é o 

vetor de parâmetros desconhecidos de ordem p, que é o foco da estimativa. Além disso, 𝐛𝐛𝐢𝐢 

denota o vetor de efeitos aleatórios, seguindo uma distribuição normal N(0, D), em que D 

representa a matriz de variâncias e covariâncias associadas à dependência e heterocedasticidade 

dos resíduos. 

A equação geral desse modelo, segundo Searle; Cassela; McCullocj (2009), Lindstrom 

e Bates (1990) é a seguinte: 

 

𝐘𝐘𝐢𝐢  =  𝐗𝐗𝐢𝐢𝛃𝛃 +  𝐙𝐙𝐢𝐢𝐛𝐛𝐢𝐢  +  𝛜𝛜𝐢𝐢                                         (2.4) 
 

Nesse contexto, 𝐘𝐘𝐢𝐢 constitui um vetor das variáveis observadas, com dimensões 𝑛𝑛 ×  1; 

𝐗𝐗𝐢𝐢 denota a matriz de delineamento dos efeitos fixos, de dimensões 𝑛𝑛 ×  𝑝𝑝; 𝐙𝐙𝐢𝐢 é a matriz de 

incidência dos efeitos aleatórios (covariáveis), com dimensões 𝑛𝑛 ×  𝑞𝑞; 𝛃𝛃 é o vetor dos 

parâmetros dos efeitos fixos, possuindo dimensões 𝑝𝑝 ×  1; 𝐛𝐛𝐢𝐢 representa o vetor dos parâmetros 

dos efeitos aleatórios, com dimensões 𝑞𝑞 ×  1; e 𝛜𝛜𝐢𝐢 indica o vetor das variáveis de erro 

aleatório, tendo dimensões 𝑛𝑛 ×  1. 

No que se refere aos parâmetros dos efeitos aleatórios (b) e aos erros aleatórios (εi), 

como premissa inicial, assume-se que sigam uma distribuição normal com média zero e matriz 

de variância e covariância: 

 
𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗(𝛜𝛜)  =  𝑬𝑬(𝛜𝛜𝛜𝛜′)  =  𝐑𝐑 

 

𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗(𝐛𝐛)  =  𝑬𝑬(𝐛𝐛𝐛𝐛′)  =  𝐃𝐃 
 

𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗(𝒀𝒀) = 𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗(𝑿𝑿𝑿𝑿 + 𝒁𝒁𝒁𝒁 + 𝝐𝝐) 
 

var(𝐘𝐘) = var(𝐗𝐗𝐗𝐗) + var(𝐙𝐙𝐙𝐙) + var(𝛜𝛜𝛜𝛜′) 
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var(𝐘𝐘) = 0 + Zvar(𝐛𝐛)𝐙𝐙′  +  𝐑𝐑 
 

var(𝐘𝐘) = 0 + Z𝐃𝐃𝐙𝐙′  +  𝐑𝐑 
 

E a esperança de 𝒀𝒀 é: 

 

𝑬𝑬(𝒀𝒀) = 𝑬𝑬(𝑿𝑿𝑿𝑿 + 𝒁𝒁𝒁𝒁 + 𝝐𝝐) 
 

E(𝐘𝐘) = E(𝐗𝐗𝐗𝐗) + E(𝐙𝐙𝐙𝐙) + E(𝛜𝛜𝛜𝛜′) 
 

E(𝐘𝐘) = 𝐗𝐗𝐗𝐗 

 

Com isso, 

Y ∼ 𝑵𝑵(𝑿𝑿𝑿𝑿 + 𝒁𝒁𝐃𝐃𝐙𝐙′ + 𝐑𝐑) 
 

Reescrevendo esse modelo de forma matricial fica, 

 

�

𝑦𝑦1
𝑦𝑦2
⋮
𝑦𝑦𝑛𝑛

� =  �

𝑥𝑥1 𝑧𝑧1 0 ⋯ 0
𝑥𝑥2
⋮
𝑥𝑥𝑛𝑛

0
⋮
0

𝑧𝑧2
⋮
0

⋯
⋮
⋯

0
⋮
𝑧𝑧𝑛𝑛

� ×  �

𝛽𝛽
𝑏𝑏1
⋮
𝑏𝑏𝑛𝑛

� =  �

𝜖𝜖1
𝜖𝜖2
⋮
𝜖𝜖𝑛𝑛

�  

 

Como modelo hierárquico, o modelo linear de efeitos mistos pode ser reestruturado 

conforme a equação a seguir: 

 

𝑦𝑦|𝑏𝑏 ∼ 𝑵𝑵(𝑿𝑿𝑿𝑿 + 𝒁𝒁𝒁𝒁𝒁𝒁′ + 𝑹𝑹)  
e 

𝒃𝒃 ∼ 𝑵𝑵(0,𝑫𝑫)                                                  (2.5) 
 

𝒚𝒚𝒊𝒊 = 𝑿𝑿𝒊𝒊𝜷𝜷𝒊𝒊 + 𝒁𝒁𝟏𝟏𝒖𝒖𝟏𝟏 + ⋯+ 𝒁𝒁𝒓𝒓𝒖𝒖𝒓𝒓 + 𝛜𝛜𝒊𝒊                                        (2.6) 

2.6 Modelo de regressão não linear de efeitos fixos 

No modelo delineado por Lindstrom e Bates (1990), os efeitos aleatórios constituem 

elementos dos componentes não lineares da estrutura do modelo, que pode ser expresso da 

seguinte forma: 

  𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑓𝑓(𝑿𝑿𝒊𝒊;β;𝒁𝒁𝒊𝒊;𝒃𝒃𝒊𝒊) + 𝛜𝛜𝒊𝒊                                                  (2.7) 
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Na estrutura apresentada: 

𝑦𝑦𝑖𝑖 = �𝑦𝑦𝑖𝑖1, … ,𝑦𝑦𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖�
′
 representa o vetor (𝑛𝑛𝑖𝑖 × 1) das respostas do i-ésimo indivíduo, em 

que  𝑛𝑛𝑖𝑖 indica o número de momentos temporais observados no i-ésimo indivíduo, os quais 

podem variar. 

𝑥𝑥𝑖𝑖 = [𝑥𝑥𝑖𝑖1, … , 𝑥𝑥𝑖𝑖1]′ corresponde a uma matriz conhecida (𝑛𝑛𝑖𝑖 × 𝑤𝑤) de valores dentro do 

indivíduo, podendo incluir apenas os instantes de avaliação. 

Os primeiros registros de estudos que abordam análise de regressão não linear remontam 

à década de 1920, com contribuições de Ronald Aylmer Fisher e W. A. Mackenzie. Contudo, 

devido à complexidade apresentada por esses modelos, apenas na década de 1970 eles 

começaram a ser explorados de maneira mais aprofundada. Esse fenômeno pode ser atribuído, em 

parte, às limitações das calculadoras da época, as quais não eram suficientemente avançadas para 

lidar com os cálculos complexos associados a tais modelos (DODGE, 2008; WYZYKOWSKI et 

al., 2015). 

A análise de regressão não linear segue o mesmo princípio dos modelos lineares, 

essencialmente buscando examinar a relação funcional entre uma variável dependente e uma ou 

mais variáveis independentes. A distinção primordial reside na natureza da função que 

estabelece essa relação. Conforme destacado por Draper e Smith (1998), a diferenciação entre 

os modelos lineares e não lineares pode ser identificada, por meio das derivadas parciais em 

relação aos parâmetros. No caso da regressão linear, após derivar essas relações, as derivadas 

não dependem de nenhum parâmetro. Em contrapartida, nos modelos não lineares, as derivadas 

parciais em relação aos parâmetros sempre serão dependentes de pelo menos um parâmetro, 

como ilustrado no exemplo a seguir: 

 

𝑓𝑓(𝑋𝑋; β;α) = θ + βα𝑋𝑋 →
𝜕𝜕𝜕𝜕
 𝜕𝜕θ

= 1,
𝜕𝜕𝜕𝜕
 𝜕𝜕β

= 𝑒𝑒α𝑋𝑋,
𝜕𝜕𝜕𝜕
 𝜕𝜕α

= α𝑋𝑋𝑒𝑒α𝑋𝑋 

 

Ao lidar com o estudo do crescimento de organismos vivos, é comum esperar um padrão 

em forma de "S" ou sigmoide. Esse padrão sugere um início de desenvolvimento acelerado, 

seguido por uma mudança na velocidade de crescimento (ponto de inflexão) e, por fim, uma 

estabilização que resulta no término do crescimento (DRAPER, SHIMIT, 2011). Embora os 

modelos lineares se ajustem razoavelmente a esse tipo de curva, especialmente os modelos de 

terceiro grau, eles carecem de interpretação prática e direta de seus parâmetros. Além disso, seu 

alcance é limitado, permitindo apenas a estimativa de valores para variáveis dependentes ou 

independentes. Diante dessa lacuna, os modelos não lineares de crescimento surgem como uma 
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classe vantajosa, com destaque para aqueles pertencentes à família Richards (como Brody, 

Gompertz, Logístico e Von Bertalanffy). 

Os modelos de crescimento da família Richards trazem consigo uma série de vantagens 

em relação aos modelos lineares, incluindo parcimônia, interpretabilidade de seus parâmetros 

e a capacidade de extrapolar inferências para além do domínio das variáveis explanatórias e de 

resposta. No entanto, até o virar do século 21, a utilização desses modelos era dificultada pela 

necessidade de empregar métodos iterativos para a obtenção das estimativas. Com o avanço 

tecnológico e o desenvolvimento de computadores mais poderosos, esses modelos tornaram-se 

mais acessíveis e, consequentemente, mais empregados. 

Apesar desse progresso, ainda nos dias atuais, alguns pesquisadores optam por não ado- 

tar esses modelos não lineares. Eles preferem utilizar modelos lineares para descrever o 

crescimento de organismos vivos, o que pode parecer uma escolha razoável à primeira vista. 

No entanto, ao aprofundar a análise das possibilidades, torna-se evidente que os modelos não 

lineares de crescimento são mais adequados. Além de estimar as variáveis de resposta, esses 

modelos não lineares oferecem informações valiosas que podem ser exploradas em maior 

profundidade. 

2.7 Modelo de regressão não linear de efeitos mistos 

Os modelos não lineares de efeitos mistos constituem uma extensão dos modelos 

lineares de efeitos mistos (BATES; WATS, 1998). Essa classe de modelos possibilita a análise 

da variação entre os indivíduos, incorporando efeitos aleatórios aos modelos. 

Conforme indicado por Bates e Watts (1990), os modelos não lineares mistos (MNLM) 

se mostram particularmente apropriados para lidar com dados de medidas repetidas, uma vez 

que conseguem capturar a dependência entre os indivíduos nesse tipo de estudo. Dessa forma, o 

pressuposto de independência, que é fundamental nos modelos clássicos, torna-se mais flexível 

nesse contexto. 

A formulação do MNLM é expressa pela seguinte equação: 

 

𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑓𝑓(𝑿𝑿𝒊𝒊;𝛃𝛃𝒊𝒊;𝒁𝒁𝒊𝒊;𝒃𝒃𝒊𝒊) + 𝛜𝛜𝒊𝒊𝒊𝒊                                                   (2.8) 
 

O vetor 𝑦𝑦𝑖𝑖 �yi1, yi2, … , yini�
’
  representa as respostas observadas, onde 𝑛𝑛𝑖𝑖 é o número de 

tempos observados para o i-ésimo indivíduo. A matriz 𝑿𝑿𝒊𝒊 �xi1, xi2, … , xini�
’
 é de dimensão 
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(𝑛𝑛𝑖𝑖 × 1) e contém os valores intra-indivíduos. O vetor 𝛃𝛃  é um conjunto de parâmetros de 

dimensão (𝑝𝑝 × 1), 𝒁𝒁𝑖𝑖 são constantes conhecidas que relacionam 𝒚𝒚𝑖𝑖 com 𝒃𝒃𝑖𝑖 ,  onde 𝒃𝒃𝑖𝑖  é um vetor 

de coeficientes aleatórios de dimensão (𝑞𝑞 × 1). A função f () é uma função não linear em 

relação aos parâmetros e 𝜺𝜺𝑖𝑖 é o erro aleatório do modelo, de dimensão (𝑛𝑛𝑖𝑖 × 1). 

Os pressupostos para as análises dos modelos consideram que os εi são independentes e 

identicamente distribuídos com média zero e matriz de variâncias e covariâncias  

𝛔𝛔𝟐𝟐𝐑𝐑𝐢𝐢(ni × ni). A matriz 𝑹𝑹𝒊𝒊 pode assumir diversas estruturas de variância e covariância, sendo 

a combinação de 𝛔𝛔𝟐𝟐𝐑𝐑𝐢𝐢 equivalente à matriz identidade 𝛔𝛔𝟐𝟐𝐈𝐈𝐧𝐧 em alguns casos. 

O vetor de parâmetros 𝒃𝒃𝑖𝑖 é considerado independente e identicamente distribuído, de 

acordo com uma distribuição normal com média zero e matriz de covariância 𝛔𝛔𝟐𝟐𝑫𝑫. Vale res- 

saltar que 𝒃𝒃𝒊𝒊 representa a parte aleatória do modelo e é independente do vetor 𝜺𝜺𝑖𝑖 (PINHEIRO; 

BATES, 2004). 

Reestruturando o modelo 2.8 de maneira matricial, podemos representar as observações 

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 com 𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 medidas repetidas da seguinte forma: 

 

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑓𝑓�ϕ𝑖𝑖, 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖� + ϵ𝑖𝑖𝑖𝑖 (2.9) 
 

onde 𝑖𝑖 =  1, 2,⋯ ,𝑛𝑛 e 𝑗𝑗 = 1,2,⋯ ,𝑛𝑛𝑖𝑖 . 

 

𝒚𝒚𝒊𝒊 =  �

𝑦𝑦𝑖𝑖1
𝑦𝑦𝑖𝑖2
⋮
𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

� , 𝝐𝝐𝒊𝒊 =  �

𝜖𝜖𝑖𝑖1
𝜖𝜖𝑖𝑖2
⋮
𝜖𝜖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖

� ,𝜼𝜼𝒊𝒊(𝝓𝝓𝒊𝒊) =  �

𝑓𝑓(𝝓𝝓𝒊𝒊,𝒙𝒙𝒊𝒊𝒊𝒊)
𝑓𝑓(𝝓𝝓𝒊𝒊,𝒙𝒙𝒊𝒊𝒊𝒊)

⋮
𝑓𝑓(𝝓𝝓𝒊𝒊, 𝒙𝒙𝒊𝒊𝒊𝒊)

�  

 

Nesse contexto, o erro aleatório ϵ𝑖𝑖 segue uma distribuição normal com média zero e ma- 

triz de variâncias e covariâncias 𝛔𝛔𝟐𝟐𝑹𝑹, onde 𝑹𝑹𝑖𝑖 é uma matriz de dimensão (𝑛𝑛𝑖𝑖 × 𝑛𝑛𝑖𝑖) que 

representa as variâncias e covariâncias. Embora em muitas situações a matriz Ri seja igual à 

matriz identidade 𝑰𝑰, a inclusão de 𝑹𝑹𝑖𝑖 no modelo possibilita especificar a estrutura de variâncias 

e covariâncias de maneira mais geral. Isso permite adaptar o modelo para diferentes padrões de 

dependência e heterocedasticidade nos dados. Vale ressaltar que a inclusão de 𝑹𝑹𝑖𝑖 torna 

desnecessária a utilização da estrutura autoregressiva de ordem (p) (WYZYKOWSKI et al., 

2015; LINDSTROM;  BATES, 1990). 
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Em diversas situações, a matriz 𝑹𝑹𝑖𝑖 é escolhida de acordo com o conhecimento prévio 

sobre a estrutura dos erros, permitindo assim uma modelagem mais precisa da dependência e 

heterocedasticidade presentes nos dados. 

 

𝒚𝒚𝒊𝒊 =  �

𝑦𝑦1
𝑦𝑦2
⋮
𝑦𝑦𝑀𝑀

� ,𝝓𝝓𝒊𝒊 =  �

𝜙𝜙1
𝜙𝜙2
⋮
𝜙𝜙𝑀𝑀

� ,𝜼𝜼𝒊𝒊(𝝓𝝓𝒊𝒊) =  �

𝜂𝜂1(𝜙𝜙1)
𝜂𝜂1(𝜙𝜙2)

⋮
𝜂𝜂𝑀𝑀(𝜙𝜙𝑀𝑀)

� 

 

𝐷𝐷 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝐷𝐷,𝐷𝐷, … ,𝐷𝐷)𝑒𝑒 𝑅𝑅 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑅𝑅1,𝑅𝑅2, … ,𝑅𝑅𝑀𝑀). Agora o modelo geral é: 

 

𝑦𝑦|𝑏𝑏 ∼ 𝑁𝑁(𝑛𝑛(𝛟𝛟,𝛔𝛔^𝟐𝟐 𝑹𝑹)),ϕ =  𝐴𝐴β +  𝐵𝐵𝐵𝐵                             (2.11) 
 

𝑏𝑏 ∼ 𝑁𝑁(0,σ2𝐷𝐷�) 
 

Em que,  

 

𝐵𝐵 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑩𝑩− 𝟏𝟏,𝑩𝑩𝟐𝟐,⋯ ,𝑩𝑩𝑴𝑴) 
 

𝑏𝑏 =  �

𝑏𝑏1
𝑏𝑏2
⋮
𝑏𝑏𝑀𝑀

� ,𝐴𝐴 =  �

𝐴𝐴1
𝐴𝐴2
⋮
𝐴𝐴𝑀𝑀

�   

2.8 Métodos de estimação de parâmetros 

Na estimação dos parâmetros dos modelos de regressão, tanto lineares quanto não 

lineares, foram empregados dois dos principais métodos: mínimos quadrados e máxima 

verossimilhança. 

2.8.1 Estimação de 𝛃𝛃 e b 

Lindstrom e Bates (1990) destacam que quando os componentes de variância 𝑹𝑹 e 𝑫𝑫 são 

conhecidos, e 𝜼𝜼 é uma função linear de β e 𝒃𝒃(η(𝑨𝑨𝑖𝑖 + 𝑩𝑩𝑩𝑩) = 𝑿𝑿𝑖𝑖β𝒁𝒁𝒊𝒊𝑏𝑏𝑖𝑖), onde 𝑿𝑿 =

�𝑿𝑿𝟏𝟏𝑻𝑻,𝑿𝑿𝟏𝟏𝑻𝑻,⋯ ,𝑿𝑿𝑴𝑴𝑻𝑻 � e 𝐙𝐙 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑍𝑍1,𝑍𝑍2,⋯ ,𝑍𝑍𝑀𝑀), a estimação de 𝜷𝜷 e 𝒃𝒃 é frequentemente realizada, 
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utilizando mínimos quadrados generalizados. Isso proporciona um método eficaz para estimar 

esses parâmetros em modelos não lineares de efeitos mistos. 

 

𝛽𝛽𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙� =  𝛽𝛽𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙� (𝜃𝜃)(𝑿𝑿𝑻𝑻𝑽𝑽−𝟏𝟏𝑿𝑿)−1𝑿𝑿𝑻𝑻𝑽𝑽−𝟏𝟏𝒚𝒚                        (2.12) 
 

e o preditor linear de 𝛽𝛽𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙� = 𝛽𝛽𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙� (𝜃𝜃) = 𝐷𝐷�𝑍𝑍−1𝑉𝑉−1(𝑦𝑦 − 𝑋𝑋)𝛽𝛽𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙� (𝜃𝜃) onde 𝑽𝑽 = 𝑨𝑨 + 𝒁𝒁𝑫𝑫�𝒁𝒁𝑻𝑻  e 𝜽𝜽 é 

um vetor contém os elementos de 𝑫𝑫 e os parâmetros em 𝑹𝑹𝑖𝑖. O vetor de parâmetros 𝜽𝜽 incluí 

todos os parâmetros ligados a variância, exceto o 𝜎𝜎 , sem especificar como 𝑹𝑹𝑖𝑖 é parametrizado. 

As estimativas de 𝜷𝜷𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍�  e 𝒃𝒃𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍�  conjuntamente maximizam a função: 

 

𝑔𝑔𝑙𝑙𝑖𝑖𝑖𝑖 = (𝛽𝛽, 𝑏𝑏|𝑦𝑦) = 1
2
𝝈𝝈𝟐𝟐(𝒚𝒚 − 𝑿𝑿𝑿𝑿 − 𝒁𝒁𝒁𝒁)𝑇𝑇𝑅𝑅−1(𝒚𝒚 − 𝑿𝑿𝑿𝑿 − 𝒁𝒁𝒁𝒁) − 1

2
σ−2𝒃𝒃𝑻𝑻𝑫𝑫−𝟏𝟏� 𝒃𝒃  (2.13) 

 

Considerando β como um valor fixo e 𝑔𝑔 como uma constante acrescida do logaritmo 

da função de densidade a posteriori de 𝑏𝑏, torna-se evidente que 𝑏𝑏 maximiza 𝑔𝑔 para um dado 

valor de β . Portanto, β�  é o estimador de máxima verossimilhança associado a uma distribuição 

aproximada de 𝑦𝑦. Similar ao caso linear, essas estimativas podem ser obtidas mediante o 

acréscimo de "pseudo dados" ao vetor de observações, conforme detalhado por Wyzykowski et 

al. (2015) e Lindstrom e Bates (1990): 

 

𝑦𝑦� = η�(𝑨𝑨𝛃𝛃 + 𝑩𝑩𝑩𝑩) + ϵ�                                              (2.14) 
 

Em que,  𝐴𝐴 =  �𝑅𝑅
−1/2𝑦𝑦

0
� , 𝜖𝜖 � ∼ (0,𝜎𝜎2𝐼𝐼) e 𝜂𝜂 �(𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵) =  �𝑅𝑅

−1/2(𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵)
𝐷𝐷�−1/2𝑏𝑏

� . 

2.8.2 Estimação de 𝜷𝜷 

Na literatura, há uma variedade de métodos para estimar parâmetros, incluindo o 

método de momentos, mínimos quadrados, métodos bayesianos, entre outros. Entretanto, ao 

lidar com modelos não lineares mistos, os métodos de máxima verossimilhança restrita (MVR) 

e máxima verossimilhança (MV) são amplamente empregados. 
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2.9 Máxima Verossimilhança (MV) 

Na literatura, existem vários métodos para estimar parâmetros em modelos estatísticos, 

sendo um dos mais fundamentais e amplamente utilizados o método da máxima verossimilhança 

(MV). O método da máxima verossimilhança é uma abordagem estatística que busca encontrar 

os valores dos parâmetros de um modelo probabilístico que maximizam a verossimilhança dos 

dados observados. 

Autores renomados como Casella e Berger (2002), Cox e Hinkley (1974), e Pawitan 

(2001) destacaram a importância da verossimilhança em seus trabalhos. A ideia central por trás 

do método da máxima verossimilhança é encontrar os parâmetros que tornam os dados 

observados mais prováveis de terem sido gerados pelo modelo proposto. Isso é feito calculando 

a função de verossimilhança, que é uma medida da probabilidade dos dados observados sob as 

condições do modelo. A estimativa de máxima verossimilhança é obtida encontrando os valores 

dos parâmetros que maximizam essa função. 

A maximização da função de verossimilhança pode ser realizada usando técnicas 

computacionais avançadas, como algoritmos de otimização. Uma vez que os parâmetros que 

maximizam a verossimilhança são encontrados, eles são considerados as estimativas de máxima 

verossimilhança dos parâmetros do modelo. 

O método da máxima verossimilhança tem propriedades estatísticas bem estabelecidas, 

como eficiência assintótica e boas propriedades de estimativas em grandes amostras. Além 

disso, o método da máxima verossimilhança oferece uma abordagem sistemática e coerente 

para a estimativa de parâmetros em modelos estatísticos, o que o torna uma ferramenta poderosa 

e amplamente aplicável em diversas áreas da análise estatística. 

De forma geral, a estrutura da função de verossimilhança é a seguinte: 

 

∫𝑝𝑝(𝑦𝑦|𝑏𝑏)𝑝𝑝(𝑑𝑑)𝑑𝑑𝑑𝑑                                       (2.15) 
 

mas a função esperança de η é não linear em 𝑏𝑏, com isso não é possível encontrar uma forma 

fechada para encontrar as estimativas (WYZYKOWSKI et al., 2015; LINDSTROM; BATES, 

1990). Com essa dificuldade, é necessário aproximar os valores das estimativas por uma 

normal multivariada. Para isso aproxima-se o erro 𝑦𝑦 − η(𝑨𝑨𝑨𝑨 + 𝑩𝑩𝑩𝑩)por série de Taylor na 

vizinhança de b. 

𝑦𝑦 − 𝜂𝜂 (𝑨𝑨𝛽𝛽 + 𝑩𝑩𝑏𝑏) ≈ 𝑦𝑦 −  �𝜂𝜂�𝑨𝑨𝛽𝛽 + 𝑩𝑩𝑏𝑏��  +  𝒁𝒁�𝒃𝒃 −  𝒁𝒁�𝒃𝒃�� 
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onde, 

 

𝒁𝒁𝒊𝒊� =  𝒁𝒁𝒊𝒊� (𝜃𝜃) =
𝜕𝜕𝜂𝜂𝑖𝑖
𝜕𝜕𝒃𝒃𝑖𝑖𝑇𝑇

|𝛽𝛽� ,𝑏𝑏� =  
𝜕𝜕𝜂𝜂𝑖𝑖
𝜕𝜕𝝓𝝓𝑇𝑇 |𝛽𝛽� ,𝑏𝑏�𝑩𝑩𝒊𝒊,  

 

𝒁𝒁� =  𝒁𝒁𝟏𝟏�(𝜃𝜃) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝒛𝒛𝟏𝟏�, 𝒛𝒛𝟐𝟐�, … , 𝒛𝒛𝒏𝒏�) =  𝜕𝜕𝜂𝜂𝑖𝑖
𝜕𝜕𝒃𝒃𝑇𝑇

|𝛽𝛽� ,𝑏𝑏�                                 (2.16) 

 
Com  𝒁𝒁 �dependendo de 𝜃𝜃, pois B e b são. Então, a distribuição aproximada de y é 

 

𝑦𝑦 − 𝜂𝜂�𝑨𝑨𝛽𝛽 + 𝑩𝑩𝑏𝑏�� + 𝒁𝒁�𝒃𝒃� −  𝒁𝒁�𝒃𝒃|𝑏𝑏 ∼ 𝑁𝑁(0,𝜎𝜎2𝑹𝑹) 
 

Sendo a distribuição aproximada de y, 

𝑦𝑦�𝑏𝑏 − 𝜂𝜂�𝑨𝑨𝛽𝛽 + 𝑩𝑩𝑏𝑏�� +  𝒁𝒁�𝒃𝒃� −  𝒁𝒁�𝒃𝒃�𝑏𝑏 ∼ 𝑁𝑁(0,𝜎𝜎2𝑹𝑹)                          (2.17) 
 

Essa expressão, em conjunto com a distribuição de b (2.11), permite que se aproxime a 

distribuição marginal de y como: 

 

𝑦𝑦 ∼ 𝑁𝑁�𝜼𝜼�𝑨𝑨𝑨𝑨 + 𝑩𝑩𝒃𝒃�� −  𝒁𝒁�𝒃𝒃� , 𝜎𝜎2𝑽𝑽��                                 (2.18) 
 

Com, 𝑉𝑉�� =  𝑉𝑉��(𝜃𝜃) = 𝑅𝑅 +   𝑍̂𝑍𝐷𝐷�𝑍𝑍𝑇𝑇�  Aplicando o logarítmico na função de verossimilhança 

na equação 2.17,fica: 

 
𝑙𝑙𝐹𝐹(𝛽𝛽, 𝜎𝜎, 𝜃𝜃|𝑦𝑦) =  − 1

2
 log |𝜎𝜎2𝑽𝑽|�  - 1

2
 𝜎𝜎2�𝑦𝑦 − 𝜂𝜂�𝑨𝑨𝑨𝑨 + 𝑩𝑩𝒃𝒃���

𝑇𝑇
𝑉̂𝑉−1�𝑦𝑦 − 𝜂𝜂(𝑨𝑨𝛽𝛽 + 𝑩𝑩𝒃𝒃�)�                    (2.19) 

 

Nesse caso, 𝛽̂𝛽 e 𝑍̂𝑍 dependem de 𝜃𝜃  e 𝛽𝛽𝑀𝑀𝑀𝑀  , 𝜎𝜎𝑀𝑀𝑀𝑀   e 𝜃𝜃𝑀𝑀𝑀𝑀   são os estimadores de de máxima 

verossimilhança de 𝛽𝛽, 𝜎𝜎 e 𝜃𝜃. 

2.10 Máxima verossimilhança restrita (MVR) 

A Máxima Verossimilhança Restrita (MVR) é uma extensão do método de Máxima 

Verossimilhança (MV) que incorpora restrições aos parâmetros do modelo, levando em 

consideração informações adicionais sobre os parâmetros estimados. Autores proeminentes, 

como Casella e Berger (2002), Cox e Hinkley (1974), e Pawitan (2001), exploraram a 

importância dessa abordagem em suas obras. 
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Na MVR, as restrições podem ser impostas de diferentes maneiras, como por meio de 

limites superiores ou inferiores nos parâmetros, relações lineares entre os parâmetros ou 

impondo que certas combinações lineares de parâmetros sejam iguais a valores pré-

especificados.  Essas restrições refletem conhecimento prévio sobre os parâmetros ou restrições 

teóricas que se deseja incorporar ao modelo. 

A principal vantagem da MVR é a incorporação de informações adicionais ao processo 

de estimação dos parâmetros. Isso pode melhorar a precisão das estimativas, especialmente 

quando os dados observados não são suficientemente informativos por si só. Ao impor res- 

trições, a MVR utiliza a verossimilhança não apenas para ajustar o modelo aos dados, mas 

também para atender às restrições impostas. 

A Máxima Verossimilhança Restrita é uma ferramenta poderosa que combina a 

capacidade do método de Máxima Verossimilhança de encontrar estimativas pontuais eficientes 

com a incorporação de informações adicionais. Isso torna a MVR uma abordagem valiosa em 

situações em que se deseja fazer inferências que levem em consideração restrições teóricas ou 

conhecimento prévio sobre os parâmetros do modelo. 

O método de Máxima Verossimilhança Restrita é particularmente útil em contextos nos 

quais os parâmetros do modelo têm interpretações específicas ou são limitados por restrições 

práticas. Ele permite incorporar essas informações no processo de estimação, tornando as 

estimativas mais realistas e coerentes com a natureza do problema em análise. Esse método é o 

mesmo usado para os estimadores de MV, exceto que o logaritmo da função de 

verossimilhança lF é: 

𝑙𝑙𝑅𝑅 = (𝛽𝛽, 𝜎𝜎, 𝜃𝜃|𝑦𝑦) =  − 1
2

log�𝜎𝜎2𝑽𝑽�𝑻𝑻𝑽𝑽�𝑿𝑿�� + 𝑙𝑙𝐹𝐹 (2.20) 
Em que 

 

𝑿𝑿𝒊𝒊 =  𝑿𝑿�𝒊𝒊 (𝜽𝜽) =  �𝜕𝜕𝜂𝜂𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜷𝜷𝑖𝑖

𝑇𝑇 |𝛽𝛽� ,𝑏𝑏� � =  � 𝜕𝜕𝜂𝜂𝑖𝑖
𝜕𝜕𝝓𝝓𝑖𝑖

𝑇𝑇 |𝛽𝛽� ,𝑏𝑏� �𝑨𝑨𝒊𝒊(2.21) 

 

e 

 

𝑿𝑿� =  𝑿𝑿�(𝜽𝜽) =  

⎝

⎛
𝑋𝑋�1
𝑋𝑋�2
⋮
𝑋𝑋�𝑀𝑀⎠

⎞ =  
𝜕𝜕𝜂𝜂𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜷𝜷𝑖𝑖𝑇𝑇

|𝛽𝛽� ,𝑏𝑏�   
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Os estimadores 𝛽𝛽𝑀𝑀𝑀𝑀, 𝜎𝜎𝑀𝑀𝑀𝑀  e 𝜃𝜃𝑀𝑀𝑀𝑀são aqueles que maximizam 𝑙𝑙𝑅𝑅 (LINDSTROM; 

BATES, 1990). 

2.10.1 Mínimos quadrado 

O método dos mínimos quadrados (MMQ) envolve a minimização da soma dos quadra- 

dos das diferenças entre os valores estimados e os dados observados. Sob determinadas 

condições, os estimadores obtidos, por meio desse método, são não enviesados e possuem 

variância mínima (DRAPER; SMITH, 1998). Para realizar ajustes em modelos utilizando esse 

método, diversos procedimentos estão disponíveis na literatura, sendo o método de mínimos 

quadrados um dos mais amplamente empregados. Gallant (1987), por meio da análise de 

resíduos, categorizou o método de mínimos quadrados em três abordagens distintas: 

 

a) Ordinários: Nessa categoria, os erros não violam nenhuma das pressuposições do 

modelo, ou seja, são distribuídos de acordo com ϵ𝑖𝑖𝑖𝑖 ∼ 𝑁𝑁(0,σ2). 

b) Ponderados: Nessa abordagem, abrangem-se situações em que os erros apresentam 

heterocedasticidade, ou seja, as variâncias dos erros não são constantes. Os erros são 

modelados como ϵ𝑖𝑖𝑖𝑖 ∼ 𝑁𝑁(0,𝑫𝑫σ2), em que 𝑫𝑫 é uma matriz diagonal ponderada pela 

variância σ2. 

c) Generalizados: Nessa categoria, os erros violam a suposição de homocedasticidade 

e/ou independência.  Os erros são representados porϵ𝑖𝑖𝑖𝑖 ∼ 𝑁𝑁(0,𝑴𝑴σ2)., em que M é 

a matriz de variâncias e covariâncias dos resíduos. A diagonal principal da matriz 

M contém as variâncias, enquanto os demais elementos são as covariâncias entre ϵ𝑖𝑖𝑖𝑖 

para 𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗. 

 

Essas categorias auxiliam na compreensão das diferentes formas pelas quais os erros 

podem se comportar em relação às suposições do modelo. A escolha da abordagem apropriada 

depende da análise cuidadosa dos dados e da seleção daquela que melhor se ajusta à realidade 

dos dados observados. 
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2.11 Métodos iterativos 

Ao minimizar a soma de quadrados, a estimativa dos parâmetros 𝜷𝜷� obtida como (X 
′X )−1X ′Y . Dado que sistemas de equações não lineares não possuem soluções explícitas                    

para estimar os parâmetros, métodos iterativos são empregados para alcançar essa estimativa.  

Esses métodos envolvem aproximações lineares da função 𝑓𝑓(𝒙𝒙,𝜷𝜷) em cada etapa, 

continuando até que um critério de parada predefinido seja atingido. 

Diversos métodos estão disponíveis na literatura, como Gradiente, Gauss-Newton, 

Newton e Levenberg-Marquardt. De acordo com Bates e Watts (1988), esses métodos se 

distinguem pela forma como 𝜷𝜷 − 𝜷𝜷𝟎𝟎 é calculado, em que 𝜷𝜷𝟎𝟎 é o valor inicial para o processo 

iterativo e 𝜷𝜷 é o valor aproximado. De maneira geral, os critérios de parada incluem: 

Convergência: A iteração cessa quando a diferença entre os valores sucessivos de 𝜷𝜷 cai 

abaixo de um limiar específico. Número máximo de iterações: Um número pré-determinado de 

iterações é definido e o processo para após atingir esse limite. Alteração pequena nas funções 

objetivo: O processo iterativo cessa quando a variação na função objetivo se torna negligível. 

Esses critérios direcionam os métodos iterativos e garantem que a estimativa dos parâmetros 

seja obtida de forma eficiente e precisa, mesmo em sistemas complexos de equações não 

lineares: 

a) Gradiente: β − β 0 = X’ε 

b) Gauss-Newton: β − β 0 = (X’X)X’ε 

c) Newton: β − β 0 = G−X’ε 

d) Maquardt: β − β 0 = [X’X + δ (X’X)−X′ε], em que (X’X)− é inversa generalizada. 

 

O método de Gauss-Newton é o mais utilizado, este usa a expansão da série de Taylor 

de primeira ordem. Vale ressaltar que mesmo com o critério de parada pré-estabelecido não é 

garantida a convergência. Para que esse método convirja e essa convergência não leve a 

mínimos globais, é necessário bons valores iniciais, caso contrário a convergência não é 

garantida. 

Na estimação dos parâmetros, o método de Gauss-Newton é o mais utilizado, este usa a 

expansão da série de Taylor de primeira ordem. Vale ressaltar  mesmo que tendo um critério de 

parada pré estabelecido, não é garantida a convergência. Outra situação que se deve ter muita 

atenção, é a possibilidade dessa convergência ir para mínimos locais e é importante ter bons 
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valores iniciais para contornar tal situação. Estudos anteriores e experiência do pesquisador 

podem ajudar a ter bons valores para a primeira iteração. 

2.12 Método de Seleção de modelo 

Para selecionar o modelo que melhor descreve a relação funcional estabelecida, os 

métodos de Critério de Informação de Akaike (AIC), Critério de Informação Bayesiano (BIC), 

coeficiente de determinação ajustado �𝑹𝑹𝒂𝒂𝒂𝒂𝟐𝟐 � e o teste da razão de verossimilhança (TRV) 

2.12.1 Critério de Informação de Akaike (AIC) 

O critério de informação de Akaike (AIC) (AKAIKE, 1974), é uma estatística de 

comparação entre modelos e foi estimado por meio da seguinte expressão: 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 =  −2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙( 𝜃𝜃�)  +  2𝑝𝑝                                            (2.22) 
 

em que 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙(𝜃𝜃�) é o logaritmo da função de máxima verossimilhança e p é o número de 

parâmetros do modelo. Para menores valores de AIC, melhor esse modelo se ajusta aos dados. 

2.12.2 Critério Informação de Bayesiano (BIC) 

O critério de informação Bayseano (BIC) (SCHWARZ,1978), um utilizado para com- 

parar modelos, da mesma forma que o AIC, sendo usado a seguinte fórmula: 

 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 =  −2𝑙𝑙𝑜𝑜𝑔𝑔𝑔𝑔(𝜃̂𝜃)  +  𝑝𝑝𝑙𝑙𝑜𝑜𝑔𝑔(𝑛𝑛)                              (2.23) 
 

sendo 𝐿𝐿(𝜃𝜃�) e  p tem as mesmas definições do AIC e n é o número de observação da 

amostra. Menores valores de BIC, indica um melhor ajusto do modelo. 

2.12.3 Coeficiente de determinação ajustado (𝑹𝑹𝒂𝒂𝒂𝒂𝟐𝟐 ) 

De acordo com Draper e Smith (1998), o coeficiente de determinação ajustado R2 é 

uma métrica frequentemente utilizada para a seleção do melhor modelo, sendo particularmente 

útil quando comparando modelos com diferentes números de parâmetros. Esse método pena- 

liza os modelos que possuem um maior número de parâmetros, introduzindo uma correção em 
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a j relação ao coeficiente de determinação (R2). Essencialmente, o R2 pondera o coeficiente de 

determinação pela quantidade de parâmetros presentes no modelo. 

A expressão do coeficiente de determinação ajustado 𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎 
2   é a seguinte:  

𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎 
2 =  1 −  

(1 − 𝑅𝑅2)(𝑛𝑛 − 1)
𝑛𝑛 − 𝑝𝑝

 

 

Nesse contexto, 𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎2  representa o coeficiente de determinação, n denota o número de 

observações, i está associado ao termo de interceptação da curva e p representa o número de 

parâmetros. Valores maiores de R2 indicam um ajuste mais adequado do modelo, tornando-o 

preferível em comparação a outros modelos em análise. 

2.12.4 Teste da razão de verossimilhança (TRV) 

O teste de razão de verossimilhança é uma técnica estatística fundamental utilizada para 

avaliar a melhoria no ajuste de dois modelos, um dos quais é um caso especial do outro. Esse 

teste compara o valor da função de verossimilhança dos dois modelos, permitindo a determina- 

ção estatística se a inclusão de parâmetros adicionais no modelo mais complexo resulta em um 

ajuste significativamente melhor aos dados. 

A ideia central do teste é comparar a diferença na deviance (ou, em casos específicos, 

na log-verossimilhança) entre os dois modelos. A estatística de teste é distribuída como uma 

qui-quadrado, com graus de liberdade igual à diferença no número de parâmetros entre os dois 

modelos, conforme descrito por Lehmann (1986) e abordado por Pinheiro e Bates (2004). 

Autores como Neyman e Pearson foram pioneiros na formulação desse teste, 

contribuindo para o desenvolvimento dos fundamentos estatísticos por trás dele. A técnica de 

teste de razão de verossimilhança é amplamente utilizada em diferentes áreas da estatística, 

especialmente na modelagem estatística, inferência estatística e seleção de modelos. 

Nesse contexto, consideramos que L2 é o modelo mais abrangente e L1 é o modelo mais 

restrito, com menos parâmetros. Vale ressaltar que L2 possui uma verossimilhança maior do 

que L1, e o logaritmo natural da verossimilhança de L2 é maior do que o logaritmo natural da 

verossimilhança de L1. 

As hipóteses subjacentes ao teste de razão de verossimilhança são as seguintes: 

H0: Os parâmetros adicionais introduzidos em L2 não são estatisticamente significativos 

e podem ser eliminados, tornando-o igual a L1. 
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H1: Os parâmetros adicionais em L2 são estatisticamente significantes e, portanto, há 

uma melhoria significativa no ajuste em comparação com L1. 

O teste de razão de verossimilhança compara a diferença entre os valores logarítmicos 

das verossimilhanças dos dois modelos com a distribuição de uma estatística de teste, geral- 

mente seguindo uma distribuição qui-quadrado com graus de liberdade igual à diferença no 

número de parâmetros entre os dois modelos. Esse teste permite tomar decisões estatísticas 

objetivas sobre a adequação e a complexidade dos modelos mistos em estudo 

Dessa forma, a estatística do teste da razão de verossimilhança é formulada da seguinte 

maneira, conforme apresentado por Wyzykowski et al. (2015) e Pinheiro e Bates (2004): 
 

𝐿𝐿 =  − 2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐿𝐿1
𝐿𝐿2

=  −2[𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙(𝐿𝐿2) − 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙(𝐿𝐿1)]                    (2.24) 
 

L1 e L2 representam as verossimilhanças dos modelos mais restrito e mais geral, 

respectivamente. A estatística de teste deve ser positiva e segue uma distribuição qui-quadrado, 

com graus de liberdade igual à diferença no número de parâmetros entre os dois modelos (geral 

- restrito). As condições de regularidade, conforme descritas por Pinheiro e Bates (2004), para 

n variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas (i.i.d.) com função densidade 

de probabilidade (fdp), são as seguintes: 

a) O espaço paramétrico Θ é um intervalo aberto; 

b) A distribuição de probabilidade acumulada, F(x), tem suporte comum; 

c) 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝛽𝛽) admite a 3ª derivada continua em 𝛽𝛽 ; 

d) ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥;𝛽𝛽) 𝑑𝑑𝑑𝑑∞
0      pode ser derivado três vezes dentro do sinal da integral; 

e) A informação de Fisher, 𝐼𝐼𝐹𝐹(𝛽𝛽), satisfaz: 0 <  𝐼𝐼𝐹𝐹(𝛽𝛽)  <  ∞, em que: 

 

𝐼𝐼𝐹𝐹(𝛽𝛽) = 𝐸𝐸 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕[𝑓𝑓(𝑥𝑥;𝛽𝛽)]

𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2

=  −𝐸𝐸 �
𝜕𝜕2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙[𝑓𝑓(𝑥𝑥;𝛽𝛽)]

𝜕𝜕𝛽𝛽2
� 

 

f) Existe a terceira derivada satisfazendo: 

 

�
𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙�𝑓𝑓(𝑥𝑥;𝛽𝛽)�

𝜕𝜕3 �  ≤ 𝑀𝑀(𝑥𝑥) 

 

para ∀ 𝑥𝑥 ∈  𝐴𝐴 em 𝐸𝐸[𝑀𝑀(𝑥𝑥)]  < ∞. 
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Considerando as condições de regularidade, a estatística L segue assintoticamente uma 

distribuição qui-quadrado (𝜒𝜒𝑟𝑟 
2 ), em que r é o número de graus de liberdade, calculado como a 

diferença entre a quantidade de parâmetros do modelo mais restrito e o modelo mais geral. 
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ARTIGO 2 - ADJUSTMENT OF MIXED NONLINEAR MODELS ON 

BLACKBERRY FRUIT GROWTH 
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ARTIGO 3 - DEMONSTRATION OF CRITICAL POINTS IN NONLINEAR 

GROWTH MODELS LOGISTIC AND GOMPERTZ, AND PROVISION OF R 

STATISTICAL SOFTWARE SCRIPTS 
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TERCEIRA PARTE 
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1 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

As técnicas propostas, nesta tese: pontos críticos e modelos mistos, apresentaram as 

seguintes conclusões: 

O primeiro artigo utilizou os resultados analíticos dos pontos críticos de forma 

satisfatória. Ao se analisar os modelos propostos encontraram-se estimativas de pontos críticos 

que podem ser utilizados para escolher o melhor momento da colheita dos frutos, garantindo 

assim, maior validade ao fruto. 

Os modelos não lineares efeitos mistos foram avaliados no artigo 2. Houve resultados 

satisfatórios, com os melhores ajustes para o modelo Logístico e duplo Logístico, com a 

inclusão do efeito aleatório aos parâmetros 𝛽𝛽1 e 𝛽𝛽2  para o simples e 𝛽𝛽1  e 𝛽𝛽4  para o duplo. 

De forma analítica, foram encontradas as estimativas dos pontos críticos dos modelos 

sigmoide simples e generalizados esses resultados, para os modelos duplos, porém, vale 

salientar que, para que essa generalização seja feita, é necessário ter cautela, pois não foi 

possível demonstrar os seus resultados, somente a utilização nos dados do segundo artigo desta 

tese. 

Para trabalhos futuros ficam possibilidades de demonstrar os pontos críticos da segunda 

fase do crescimento analiticamente ou via simulação e a inclusão de efeitos aleatórios nesses 

pontos. 
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