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"E uma vez que vocé comeca a
duvidar, que para mim € uma parte
muito fundamental da minha alma:
duvidar e perguntar. E quando vocé
duvida e pergunta fica dificil de
acreditar.”

Richard Feynman






RESUMO

Uma estratégia alternativa aos métodos tradicionais de regularizacio, desenvol-
vida para necessdrias manipulacdes e cdlculos envolvendo amplitudes perturbati-
vas, provenientes de Teorias Quanticas de Campos, contendo divergéncias, deno-
minada Célculo Perturbativo Preditivo, é aplicada em uma investigagdo com obje-
tivo de verificar a possibilidade de consisténcia neste tipo de calculo. O nivel de
aproximacdo é "1-loop", em um modelo contendo diferentes espécies de férmions
massivos de spin 1/2 interagindo com bdsons de spin 0 e spin 1, com paridades
pares e impares, formulado em dimensao espaco-temporal D = 14 1. Serd consi-
derado o célculo explicito das amplitudes e a verificacdo das relacdes entre fungdes
de Green bem como das respectivas identidades de Ward e ainda a possibilidade de
ambiguidades. Teoremas de baixa energia sdo igualmente considerados. Ao final,
sdo apresentadas as conclusdes que apontam para a impossibilidade de obter con-
sisténcia no cendrio usual onde as amplitudes sdo interpretadas como quantidades
regularizadas. Sao identificadas violacdes em relacdes de simetria ¢ em limites
de baixa energia em amplitudes ndo andmalas, completamente similares aquelas
identificadas nas amplitudes andmalas em métodos tradicionais. As conclusoes
apontam para necessidade de construirmos uma nova interpreta¢do para as ampli-
tudes perturbativas a fim de se obter a desejada consisténcia.

Palavras-Chaves: Amplitudes Perturbativas. Ambiguidades. Calculo Perturbativo
Preditivo. Identidades de Ward. Regularizagdes.



ABSTRACT

A alternative strategy to the traditional regularization methods, developed to per-
form manipulations and calculations involving perturbative amplitudes containing
divergences, coming from Quantum Field Theories, which we call Predictive Per-
turbative Calculation, is applied in an investigation in order to check the possibility
of consistency in this kind of calculation. The level of approximation is the 1-loop,
in the context of a model containing different species of massive fermions of spin
1/2, interacting with bosons of spin 0 and spin 1, having even and odd parities and
formulated in the space-time dimension D = 1 + 1. It is considered the explicit
calculation of the amplitudes, the verification of relations among the Green func-
tions and the associated Ward identities as well as the possibility of ambiguities.
Low-energy theorems are also considered. At the end it is presented the conclusi-
ons of the investigation, which reveal that it is not possible to obtain consistency
in the usual context, where the perturbative amplitudes are assumed as regularized
amounts. Violations in symmetry relations are identified, as well as in low energy
limits, even in non-anomalous amplitudes, in a way completely similar to those
identified in anomalous amplitudes, in traditional methods. The conclusions re-
veal that it is necessary to find a new interpretation for the perturbative amplitudes
in order to obtain the desired consistency.

Keywords: Perturbative Amplitudes. Ambiguity. Predictive Perturbative Calcu-
lation. Ward’s Identities. Regularizations.
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1 INTRODUCAO
1.1 Apanhado histérico

A Teoria Quantica de Campos (TQC) é um sofisticado aparato tedrico cons-
truido com a finalidade de descrever as particulas fundamentais e suas interacdes.
Os ingredientes principais desta construg¢do sdo a Mecanica Quantica e a Relativi-
dade Restrita.

A origem das ideias acima mencionadas data do inicio do século X X e impli-
caram na quebra de alguns paradigmas.

Em 1905, Einstein apresenta a Teoria da Relatividade Restrita, modificando
o conceito de tempo e espaco absolutos presente nas teorias cldssicas. A exigén-
cia de que as leis fisicas devem manter a mesma forma matematica em todos os
sistemas de referéncia, relacionados por transformagdes de Lorentz, implicou em
modificagdes significativas na Mecanica Newtoniana no regime de altas velocida-
des relativas entre dois observadores em referenciais inerciais.

Concomitantemente com as idéias bem sucedidas de Max Plank, na descri-
cdo do espectro de radiacio térmica de corpos negros e de outros experimentos
notdveis como o efeito fotoelétrico e com a introducdo da quantizacio da ener-
gia Schrodinger e Heinsenberg, independentemente, desenvolveram a Mecanica
Quantica que igualmente implicou em drasticas modificagdes conceituais presen-
tes nas teoria ditas cléssicas.

Na Mecénica Quantica as informagdes a respeito da dindmica de uma particula
estd contida na funcéo de onda v (?, t), funcao da posicao T edo tempo ¢. Esta
funcdo é determinada pela solucdo da equacgao diferencial de segunda ordem

Hy (T,t) = By (Y1), (L.1)

onde H ¢é o operador hamiltoniano construido a partir da forma cldssica mediante

a aplicagdo da prescri¢do de Schrodinger que associa 0 momentum ? da particula

com sua posicdo através de 7= —iﬁ? e a energia desta com o tempo por F =
iﬁ%, sendo £ a constante de Plank. As solu¢des da equagido acima sdo ainda

submetidas a exigé€ncia de serem de quadrado integravel. Este conjunto de ideias
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foi muito bem sucedido na descri¢ao de fendmenos em escala atomica, permitindo
finalmente a compreensio da estabilidade de dtomos e moléculas, o que através
das Leis da Mecanica Cldssica ndo se mostrou possivel.

Embora bem sucedidas as ideias da Mecanica Quantica e da Relatividade Res-
trita, elas ndo eram compativeis. A razio estd na forma ndo covariante da equacdo
de Schrodinger, o que implica na néo invaridncia frente a mudanga de sistema de
referéncia, e sendo assim, contraditério as ideias da Teoria da Relatividade.

Naturalmente a descricdo de particulas fundamentais no regime relativistico
exigia desenvolvimentos adicionais. A ideia imediata parecia ser a aplicacdo da
prescri¢do de Schrodinger na forma relativistica para a energia da particula, ge-
rando assim uma equagdo de onda relativistica e invariante frente a transformacdes

de Lorentz, ou seja, a partir da relacdo relativistica entre momentum e energia,
2 2 2 2 4
E°=p°c"+m°c, (1.2)

onde c € a velocidade da luz no vicuo e m a massa de repouso da particula, obte-
mos a equacao
(O+m?) ¢ (T,t) =0, (1.3)

proposta por Klein e Gordon, onde [ é o operador D’lambertiano.

A aplicacdo desta equacdo, de modo similar a equacdo de Schrodinger, ndo
se mostrou satisfatéria. Entre outros aspectos, a presenca de uma derivada tem-
poral de segunda ordem em relagcdo ao tempo, introduzida pelo operador [J, ndo
permite interpretar o médulo ao quadrado das solugdes como uma distribuicdo de
probabilidade pois esta quantidade néo € positiva definida.

A fim de contornar estas dificuldades, no inicio dos anos 30, Dirac propos
uma equacio de onda relativistica, porém com derivadas lineares nas coordenadas
espago-temporais,

(iv"9, —m) ¢ (T, t) =0, (1.4)

onde y* sdo matrizes.
Esta proposta introduziu aspectos revoluciondrios tais como o surgimento na-
tural do spin do elétron, que até entdo ndo era relacionado com o espago-tempo.

Além disso permitiu a interpretacio da existéncia de antiparticulas como uma si-
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metria fundamental fato que, no que diz respeito ao elétron, acabou se confirmando
com a descoberta do pésitron por Anderson em 1932.

Apesar dos aspectos surpreendentes, a equacdo de onda relativistica de Dirac
mostrou-se limitada a descri¢do de particulas livres e de spin 1/2 assim como a
Equacdo de Klein e Gordon se limita a descrever particulas de spin 0. Estas obser-
vagdes sdo casos particulares da situagdo geral: cada particula livre, de acordo com
seu spin, € descrita por uma equacdo de onda relativistica especifica. A descri¢do
das interagGes entre particulas relativisticas exige desenvolvimentos adicionais, o
que nos leva ao surgimento da TQC.

Neste contexto, a interpretagdo das solug¢des das equagdes de onda relativisti-
cas ndo podem ser tratadas como funcdes de onda, mas como campos relativisticos
que devem ser quantizados, a luz da segunda quantizacdo. Estes campos cor-
respondem as particulas interagentes e os campos surgidos na quantizacdo estdo
associados as particulas intermediarias trocadas na interacdo (PESKIN; SCHROE-
DER| [1995)). Sendo assim as interacdes entre os campos quanticos e relativisticos
ddo origem a novos campos.

Neste cendrio surge a Eletrodindmica Qudntica (EDQ), uma teoria de calibre
(SCHWINGER, |1953)), com simetria local U (1), através da qual é possivel des-
crever todos os fendomenos envolvendo elétrons e positrons, por meio da emissiao
e absor¢do de bdsons virtuais, os fofons, assim como processos de criacio e ani-
quilagdo de pares elétron-pdsitron, entre outros.

A teoria quantica e relativistica das interacdes eletromagnéticas produziu os
melhores resultados da histdria da ciéncia na comparagdo entre predicao tedrica e
resultados experimentais (DITTRICH; REUTER| [1986)). Por esta razdo a EDQ
serviu de modelo para a construgdo de outras teorias como a Cromodindmica
Quantica, para as interacdes fortes, a Teoria Eletrofraca, para intera¢des fracas
e eletromagnéticas e, posteriormente, o0 Modelo Padrdo das Particulas Elemen-
tares, que representa a visdo atual da fisica em termos de particulas e interagdes
fundamentais.

Apesar do sucesso sem precedentes da TQC como uma ferramenta adequada
para a investigacdo das consequéncias de simetrias para as interagdes entre cam-

pos relativisticos, para tornar possivel a apreciacdo de suas predi¢cdes, muitos
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problemas tiveram que ser contornados. O formalismo estd intimamente ligado
a linguagem dos célculos perturbativos devido a dificuldade de obtencdo de solu-
coes exatas das equacdes de movimento obtidas para os campos, usualmente nio
lineares e/ou acopladas.

O fato de as solugdes serem perturbativas ndo representaria, em principio, um
problema. Entretanto, neste tipo de solugées em TQC'’s aparecem indefinicdes ma-
temadticas associadas a divergéncias. Assim, é necessdrio interpretar as expressoes
obtidas para os processos fisicos separando as partes divergentes das partes finitas
e, sO entdo, eliminar os infinitos de modo consistente.

Este processo é usualmente feito com a utilizacdo de técnicas de regularizacio
seguida de renormalizacdo. No processo de regularizacdo as amplitudes pertur-
bativas que apresentam divergé€ncias sdo modificadas, através de alguma prescri-
¢do que as torne finitas. Manipulacdes e cdlculos passam a ser entdo permitidos.
Ao final das operagdes, torna-se necessario remover as modifica¢des introduzidas
através de algum processo de limite, e este "limite de conexao", na prescricdo de
regularizacdo utilizada, permitiria retornar as determinacdes da teoria e, portanto,
das simetrias para as amplitudes.

Porém, devido a presenca de divergéncias nas amplitudes as operacdes inter-
medidrias e a tomada do referido limite sabidamente ndo comutam. Com isso, €
uma situacdo comum as amplitudes perturbativas dependerem do método especi-
fico de regularizagdo utilizado, bem como da sequéncia especifica de operagdes
efetuadas nos passos intermedidrios. Deste modo, as amplitudes podem ser con-
taminadas com ambiguidades e, como consequéncia, apresentarem violacdes em
relacdes de simetria, violagdes de principios basicos de TQC como: unitariedade,
quebra de invariancia de escala, perda da homogeneidade do espaco-tempo, entre
outras.

Quanto as ambiguidades, elas se manifestam na forma de dependéncia das
amplitudes com escolhas arbitrdrias feitas em passos intermedidrios, e assim im-
plicam na destruicao do poder de predi¢do da teoria, uma vez que, se assim for, ndo
determina um resultado Unico para as amplitudes. Diferentes usudrios do referido
formalismo podem encontrar diferentes resultados para uma mesma investigacao.

H4 evidentemente excecdes localizadas para as sentencas colocadas acima,
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para métodos especificos aplicados a teorias especificas, como no caso da EDQ.
Porém, a situacdo geral, pode ser resumida de modo simples: dentre os métodos
tradicionais de regularizacdo ndo hd um que seja consistente e que possa ser apli-
cado sem restricdes a qualquer teoria ou modelo e ndo hd um que seja aplicdvel
sem restrigdes que produza resultados consistentes.

Neste contexto € razodvel nos questionarmos se € possivel, de fato, interpretar
adequadamente as amplitudes fisicas sob o ponto de vista das regularizacdes. Este
€ o aspecto principal deste trabalho: em um cendrio simples procederemos uma
investigacdo detalhada com o intuito de mostrar que a interpretacdo de amplitu-
des perturbativas como quantidades regularizadas ndo nos permite a obtencdo de
resultados consistentes para nenhuma forma especifica de regularizagdo. Mostra-
remos que violacdes de relacdes de simetria e de teoremas de baixa energia podem
ser caracterizadas como inevitdveis para amplitudes ndo and6malas quando uma
interpretacio universal € adotada.

As conclusdes claras e transparentes produzidas por estdo investigacdo estdo
intimamente relacionadas a utilizacdo de uma estratégia alternativa aos métodos
tradicionais utilizados nas manipulagdes e cdlculos envolvendo amplitudes diver-
gentes em TQC que fazem uso de regularizacdo. Através da referida estratégia,
proposta e desenvolvida originalmente por O. A. Battistel (BATTISTEL] [1999),
€ possivel modificar significativamente este cendrio, eliminando completamente o
papel da regularizagdo em célculos perturbativos de TQC’s. Nos referiremos a esta
estratégia como Cdlculo Perturbativo Preditivo (CPP), uma vez que sdo obtidas
amplitudes perturbativas livres das ambiguidades intrinsecas a estes tipos de cdlcu-
los. As simetrias do espago-tempo, invariancia de escala, unitariedade e simetrias
internas dos campos sdo preservadas.

Nesta abordagem, nenhuma quantidade fisica, em momento algum, aparece
em uma expressdo matematicamente indefinida (ou seja, no interior de uma inte-
gral de Feynman divergente). As partes divergentes das amplitudes sdo automati-
camente separadas em objetos padronizados e s@o func¢des apenas de uma escala
arbitrdria com dimensao de massa. Tais objetos jamais sdo, de fato, integrados e
apenas propriedades gerais para os mesmos sdo estabelecidas. A renormalizacdo

de teorias, assim como a determinacio de elementos do grupo de renormalizacio,
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como fungdes beta, podem ser efetuados sem a mencao sequer de alguma regula-
rizacdo, representando ganhos conceituais significativos.

Como o uso deste método ndo possui limitagdes de aplicabilidade de natu-
reza alguma, nos possibilita reescrever completamente a linguagem dos calculos
perturbativos de TQC’s de modo significativamente vantajoso. E possivel tratar
teorias formuladas em dimensdes espago-temporais impares e pares, renormaliza-
veis ou ndo, divergéncias ultravioletas e infravermelhas simultaneamente, assim
como fornecer uma descricdo transparente e universal das anomalias. Com isso
investigacdes conclusivas podem ser feitas em cendrios onde a utilizagdo de regu-
larizacdes usuais ndo permitem conclusées inequivocas e definitivas.

Consideraremos uma teoria muito geral, onde diferentes espécies de férmions
massivos interagem via emissao e absorcao de bdésons escalares, pseudo-escalares,
vetoriais e axiais. A estrutura &, portanto, a mesma do Modelo Padrdo das Parti-
culas Elementares. A dimensao do espaco-tempo € assumida como D = 1+ 1,
permitindo o tratamento das amplitudes, com contagem de poténcias indicando a
possibilidade de divergéncias em um cendrio mais simples, sem, entretanto, qual-
quer perda conceitual.

Por outro lado, TQC’s formuladas em dimensdo D = 1 + 1, t€m a sua prépria
importancia tanto no contexto formal quanto no fenomenolégico. No contexto for-
mal a importincia de tais teorias reside principalmente no fato de, nesta dimensao,
ser possivel a formulacdo de modelos exatamente soliveis dispondo-se assim de
uma rara situacdo onde ambos os caminhos perturbativo e exato sao disponiveis
(ABDALLA et al., |1991). Tal laboratério permite testes a respeito dos procedi-
mentos perturbativos em uma situacio privilegiada. Isto torna-se util desde teorias
de gauge simples como a EDQ até no contexto de Teoria das Cordas. No campo
fenomenolégico por outro lado podemos encontrar interesses especificos em apli-
cacdes da Fisica da Matéria Condensada, tais como a fisica do grafeno.

Os seguintes capitulos, além de mostrarem o desenvolvimento do cdlculo das
amplitudes perturbativas, através do uso da estratégia CPP, irdo nos proporcionar
um completo exame das relacdes de simetria existentes na teoria, além de passos
intermedidrios que nos servirdo de guia na busca da consisténcia desejada. Para

isto, lancaremos mao de dois vinculos: as relagdes entre as funcdes de Green, que
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nos dardo a possibilidade de relacionar func¢des de diferentes pontos, e, portanto,
fungdes com diferentes graus de divergéncias, e as proprias relagdes de simetria
da teoria, ponto importante para a investigacdo apresentada.

O presente trabalho foi organizado do seguinte modo: no capitulo 2 apresen-
tamos o modelo geral, a partir da especificacdo da lagrangiana de interacdo. Neste
passo, construiremos as amplitudes perturbativas ao nivel "1-loop"de aproximagao
e poderemos constatar a possibilidade de divergéncias. No capitulo 3 estabelere-
mos inicialmente as relacdes entre funcdes de Green, que sdo identidades validas
para as expressdes ndo integradas das mesmas, as quais esperamos manter preser-
vadas apods a implementagdo da dltima regra de Feynman como consequéncia da
linearidade da operacao de integracdo. Em seguida, consideraremos as relagdes de
simetria da teoria ou identidades de Ward, que devem ser preservadas pelas am-
plitudes apds a integracdo no momentum do "loop". No capitulo 4 efetuaremos os
calcularemos propriamente ditos das funcdes de Green associadas as amplitudes
fisicas. Tais cédlculos serdo considerados a luz da estratégia a qual nos referimos
anteriormente, onde as partes divergentes s@o separadas das partes finitas, sendo
que somente as dltimas sdo, de fato, integradas. De posse das formas explicitas das
amplitudes, verificaremos a consisténcia dos resultados obtidos inspecionando se
todas as relagdes entre fun¢des de Green, estabelecidas no capitulo 3 ao nivel do
integrando, sdo satisfeitas apds a integra¢do. Ja no capitulo 6, verificaremos sob
que condig¢des as relagdes de simetria da teoria podem ser preservadas e se as pos-
siveis ambiguidades presentes nas amplitudes podem ser eliminadas. No capitulo
7 consideraremos as formas gerais das amplitudes e estabeleceremos teoremas de
baixa energia esperados para as formas calculadas das amplitudes. Por fim, no

capitulo 8 apresentaremos nossas consideracdes finais e conclusdes.
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2 O MODELO E AS AMPLITUDES PERTURBATIVAS
2.1 A Lagrangeana

Na construcdo de uma teoria quantica de campos, associamos as particulas,
cuja dindmica queremos descrever, campos e com estes construimos um funcional,
a lagrangeana L, que € funcdo dos campos e de suas primeiras derivadas espaco-
temporais (PESKIN; SCHROEDER| [1995)),

t;
L (65, 0u01) = /t AL (61, 0u5) @.1)

0

onde £ ¢é definida como densidade de lagrangeana e ¢; sdo os campos.
Podemos escrever, esquematicamente, este funcional como a soma de duas

partes distintas,

L (¢i, 0u0i) = LF (¢4, 0udi) +L1 (¢4, 0u0i) (2.2)

O termo L (¢4, 0,¢;) , refere-se a langrangiana livre, que estard ligado as equa-
¢des de onda relativisticas as quais devem obedecer os campos ¢;, de acordo com
seus spins. No caso de particulas de spin 1/2 este termo é dado pela lagrangeana

livre de Dirac,
Lr =9 (x) (iy"0, —m) 1 (z), (2.3)

onde ) (x) € o campo espinorial, m a massa e y* uma representagao para as matri-
zes de Dirac, no caso que consideraremos no presente trabalho, em duas dimensdes
[Al

Jd o termo L7 (¢, 0,¢;) , refere-se a lagrangiana de interagdo, cuja estrutura
depende do contetido de simetria considerado relevante, a ser implementado na
construcdo da teoria.

No presente trabalho, consideraremos um modelo muito geral, onde diferentes
espécies de férmions massivos interagem com diferentes espécies de bésons. Cam-
pos fermidnicos acoplam-se a campos bosonicos de spin 0 (escalares e pseudo-
escalares) e de spin 1 (vetores e pseudo-vetores) em um espago-tempo bidimensi-
onal (LOWENSTEIN; SWIECA| 1971).
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Os termos de interacdo sao construidos, em mais baixa ordem, acoplando-se
aos bdésons com as densidades fermidnicas correspondentes, sem envolver deriva-
das dos campos.

Ela é dada por

Lr = iGg(V,A%W) b, + iGp(Vay3 BTy, (2.4)
—ev (T Cw, ) (4,), — ea (Barsy" D™ow, ) (W),

onde ¢ € um campo escalar, m € um campo pseudo-escalar, ¥ é um campo espi-
norial massivo, A, é um campo vetorial e Wl‘j‘ ¢ um campo axial (pseudo-vetor).
Os indices a, b e ¢ sdo relativos aos diferentes sabores dos férmions e bdosons e
Aabe pabe Cabe o Dabe s30 os operadores que conectam as diferentes espécies de
férmions e bdsons, que nesta investigacdo nido desempenham papel relevante. As
constantes Gg, Gp, ey, e e4 sdo as constantes de acoplamento. Elas sfo inputs
do modelo, ou seja, estes pardmetros ndo sao determinados pela teoria, mas sio
necessdrios para que ela tenha poder de predicdo, e sdo, portanto, determinadas
experimentalmente. Estas constantes podem ser independentes ou relacionadas,
dependendo do contetido de simetria implementado na teoria. Para os fins especi-
ficos deste trabalho, elas ndo desempenhardo nenhum papel. Serdo assumidas, por
simplicidade, como iguais a unidade.

Seguindo os procedimentos de uma TQC, com a lagrangiana construida defi-

nimos a agao,

S = / d*xL (¢, Opdhi) (2.5)
impomos o Principio da Minima Acdo, que nos leva a condicio:
oL 0 oL
— — — | =——— | =0, (2.6)
0pj Oz (5 (@@j))

as conhecidas equacdes de Euler-Lagrange. Como para cada campo teremos uma
equacdo de movimento, este procedimento ird gerar um ndmero de equagdes di-
ferenciais igual ao nimero de campos presentes da teoria, cuja parte livre, como
vimos, serd dada pela equagdo de onda relativistica correspondente. J4 com a
presenga da parte de interacdo teremos, um conjunto de equagdes diferenciais aco-

pladas e possivelmente, ndo lineares. Solucdes exatas sdo possiveis em raros casos
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e por isso, somos obrigados a buscar solucdes através de métodos perturbativos.
Caso determindssemos as solucdes exatas, terifamos uma descricao completa de to-
dos os processos possiveis envolvendo os campos presentes na teoria, permitidos

pela simetria assumida na constru¢do da mesma.

2.2 Regras de Feynman

Serd assumido a existéncia de métodos e procedimentos bem estabelecidos
para a quantizacdo do modelo e para o desenvolvimento das séries perturbativas
para as amplitudes correspondentes aos processos pertinentes a teoria e que es-
tes procedimentos sdo sintetizados pelas regras de Feynman (WEINBERG], [1996).
Também assumiremos que € possivel construir uma adequada interpretacdo dos
termos da série perturbativa, na ordem perturbativa desejada, em termos dos dia-
gramas de Feynman (FEYNMAN]| 1949). Como exemplo, consideremos a repre-

sentacdo diagramitica que descreve a auto-energia do f6ton na figura|[l]

Figura 1 — Auto-energia do féton

Esse processo é representado por duas linhas externas bosonicas. As linhas
internas, as quais estamos interessados, sdo descritas por uma circunferéncia no
diagrama e sdo representadas por setas no sentido hordrio. O primeiro termo da
série (primeiro diagrama do lado direito), corresponde a propagacio livre do f6-
ton, e os seguintes correspondem a corre¢des em ordem crescente na constante de
acoplamento.

Neste contexto, nossa tarefa se resume a encontrar todos os diagramas pos-
siveis, capazes de conectar as linhas externas que caracterizam o processo esco-
lhido, utilizando para isso as expressdes para os propagadores e os vértices, de

acordo com as regras de Feynman, para cada processo fisico. O papel das regras
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de Feynman ¢ fazer a associag@o entre as expressdes matemadticas e os diagramas.
Para o caso deste trabalho, as regras de Feynman utilizadas serdo as seguintes:

1) Para cada linha fermidnica interna associamos a expressao

S (k + ki;my) = w 2.7)
D;
onde
D, = [(k Fk)? - m?] , 2.8)

e k = k- . As quantidades Sg sdo os correspondentes propagadores fermidnicos
na prescri¢do de Feynman, no espaco dos momentos. Eles correspondem a funcio
de Green para a parte livre da teoria. Carregam momento k + k; e massa m;.
O termo k; € o momento arbitrario interno e sua arbitrariedade esta associado a
liberdade de rotulacdo das linhas internas do loop, consistente com a conservacio
de energia e momento em cada vértice.

2) Os operadores de vértices I'; sdo quantidades pertencentes ao conjunto

Fi — {1773,704770473}, (29)

0s mesmos que aparecem na lagrangiana de interacdo, no acoplamento das cor-
rentes fermidnicas com os campos bosonicos, responsdveis pelo carater escalar,
pseudo-escalar, vetorial e axial, respectivamente.

Com propagadores e operadores de vértices podemos construir as amplitudes
desejadas, que sao funcdes de Green, de um e dois pontos, puramente fermidnicas,
ao nivel "1-loop"de aproximacao, cuja contagem de poténcias revele a possibili-
dade de divergéncias. Devemos impor a conservacio da energia e do momento nos
vértices,

q = ki, - kj, (210)

onde ¢ € identificado como o momento externo, dado pela diferenca entre os mo-

mentos internos. Esta quantidade ndo € arbitraria, por sua vez, a soma
Q:ki—i-kj .11

seria completamente indefinida. Isto significa que qualquer dependéncia de al-
guma amplitude fisica na quantidade () implicaria em ambiguidades. O grau de di-

vergéncia considerado na presente investigagdo ndo contamina as amplitudes com
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tais termos, o que invariavelmente ocorrem em dimensdes maiores onde graus de
divergéncia superior ao logaritimico. Como estamos tratando de loop puramente
fermidnicos, devemos tirar o traco do produto dos propagadores e vértices, visto
que estes formam uma matriz.

Especificadas as regras de Feynman, construiremos as formas matemdticas das
amplitudes em duas etapas: primeiro definimos as amplitudes para um tnico va-
lor do momento do loop k, tarefa esta que nos acuparemos neste capitulo. Em
um passo posterior, apds adotarmos uma representacio conveniente para os pro-
pagadores das linhas internas, integraremos sobre todos os momentos irrestritos
do loop. Esta operacdo, sé serd efetuada apds a especificacdo da estratégia que
utilizaremos para as adequadas manipulagdes e cdlculos envolvendo amplitudes

divergentes.

2.3 Construcao das amplitudes perturbativas

De acordo com as regras de Feynman citadas na se¢@o anterior, teremos para

funcdes de um ponto
t' = Tr Sk (k + ki;my)], (2.12)

cujos tracos das matrizes de Dirac nos levam a

- (k+Fk)* mi
= ————Tr (Tyva) + =Tr (T). 2.1
¢o= S g+ M @1

Esquematicamente podemos visualizar estas fungoes na figura 2]

k+ kq

Figura 2 — Diagrama de Feynman para as fungdes de Green de um ponto

Quanto as fungdes de dois pontos, teremos:

t9 = Tr [1;Sp (k + ki;m1) TjSp (k + kayma)] (2.14)
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cujos traco nos fornecem:

(k +k1)* (k + k2)”

i Tr (Tivaljvs) + 2Ty (I,T;)  (2.15)
D12 D12
k+ kp)® k + ko)?
+m2QTT (I’mafj) + mlgTT (Firj’w) )
Dis D12

onde D12 = DlDQ.

Podemos visualizar estas fungdes através da figura[3]

k+ k

k+ ko

Figura 3 — Diagrama de Feynman para as fungdes de Green de dois pontos

As amplitudes de nosso interesse serdo as de um ponto, dadas por[2.13] con-
tendo um dnico propagador fermidnico interno, e as fun¢des de dois pontos, dadas
por[2.15] contendo dois destes propagadores, pois, como mencionado, nos detere-
mos apenas em amplitudes cuja contagem de poténcias indica a possibilidade de
divergéncia (linear e logaritimica).

A fungido de um ponto escalar (S) pode ser colocada na forma
t5(k1,m1) = Tr[Sp(k+ki;my)]

= 2m <;1> , (2.16)

bastando tomar o operador de vértice I'; = 1 na equagdo e efetuar os tragos
de Dirac com o auxilio de[A]
Tomando o vértice I'; = <3, teremos a funcdo de um ponto pseudo-escalar

(P), que é obtida identicamente nula pelas propriedades dos tragos de Dirac,

tP (k1,m1) = Tr[ysSr (k+ ki;my)]
= 0. 2.17)
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Do mesmo modo, I'; = ~,,, teremos a fun¢do de um ponto vetorial (1),

ty (kimi) = Tr[ySe (k+ ki)

B R

E, por tdltimo, para I'; = +,,73, teremos a fungdo de um ponto axial (A),

tﬁ (k1,m1) = Tr[vuv3Sk (k+ ki;my)]

kv 1
R (CARTTES | R

As expressdes correspondentes para as amplitudes de dois pontos podem ser
igualmente obtidas pela escolhas dos operadores dos vértices na expressao [2.15]
Omitiremos o argumento das funcdes de dois pontos, de modo a ndo sobrecarregar
a notacdo, dado que todas elas sdo fungdes de k1, ko, m1, € mo.

Sendo assim, temos a fung@o escalar-escalar (S.S)

%% = Tr[Sp (k+ ki;mi) S (k + ka; ma)]

el () (8) - (3): e

onde adotamos ¢ = k1 — ks.

A fung¢@o pseudo-escalar-pseudo-escalar (PP),

t"P = TrySe (k + ki;mi) v3SF (k + ka;ma)]

[(f — (my —mz)ﬂ <D112> - (52) - (51) . Q2D

A fung@o escalar-pseudo-escalar (S P), por sua vez, é dada por:

tF = Tr[Sp (k + ki;m1) 1Sk (k + ko;mo)]

kakﬁ ka kﬁ 1
= 200 | 22 1k <)+ka<)+kak ()]
[( D1 ) P\ Dy '\ Dia 126\ Dyy

(2.22)

onde a troca dos operadores nos fornece a fungdo P.S relacionada a fungdo SP

por uma troca de sinal.
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Agora vamos explicitar as fun¢des de Green, com um indice de Lorentz, co-

megando pela escalar-vetorial (SV'),

ty" = Tr(Sp(k+ki;mi)vuSr (k + ka;mo)]

k 1
= 2 {(mQ +myq) (D’l‘) + (mak1, + mikay) <Dm>] , (2.23)

que ¢ idéntica a fungdo vetorial-escalar (V'.S).

A fungio escalar-axial (S A) ficara:

tiA = Tr[Sp(k+ ki;mi) vuv3Se (k + ks mo)]

k> 1
= —264a [(m1 + mg) <D12> + (m1k§ + mokf) (Dm)} )

(2.24)
idéntica a axial-escalar (AS).
A fung¢@o pseudo-escalar-vetorial (PV),
tV = Tr{sSe (k+ ki;mi)v,Sr (k + kaymo)]
k< 1
= 2 a _ . a @ - ,
€u |:(’I7’L1 mg) <D12> + (m1k2 mgkl ) <D12>:|
(2.25)

relacionada a fungdo vetorial-pseudo-escalar (V' P) por uma troca de sinal.

A fung¢@o pseudo-escalar-axial (PA),

thd = TriysSp (k+ ki;ma) vysSe (k + kaymo)]

k 1
= —2(m; —my) <Dl;2> — (makay — mokyy) <D12> , (2.26)

que relaciona-se a axial-pseudo-escalar (AP) por uma troca de sinal.
Agora consideraremos as amplitudes com dois indices de Lorentz. Primeira-
mente, a vetorial-vetorial (V'V'), associada ao conhecido tensor de polarizagéo do

vacuo, pode ser colocada na forma

= TrySr (k+kim) 1Sk (k + kayma)]
_ [(k+k1)u (k+ ko), + (kE+ k1), (k:+k2)u]
D12
—2 (k4 k1) - (k4 ko) + 2m1m2]
Dy '

(2.27)

+9u |:
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Podemos reescrever a expressdo acima em uma forma mais conveniente. Para tal,

primeiro definimos as quantidades:

(k+ k1)# (k+ko), £(k+ k), (E+ k’g)u

(£) — 2.2

t e (2.28)

Da onde identificamos a forma compacta
tyy =t + gt (2.29)

A amplitude axial-axial (AA),
tht = TrysSe (k + kiyma) 7y3SE (k + ka;ma)]
_ [(k—l—kl)u (k+ ko), + (E+ k1), (k+k2)uj| (2.30)
Dio
|:2(]{2+k1)(]{7+k’2) 2m1m2:|
—Yuv + .
Dis Dy

De modo semelhante ao que fizemos para a amplitude V'V, podemos colocar a
amplitude A A na forma

ot =15 — gt (2.31)

Resta apenas a funcdo axial-vetorial (AV') para ser considerada. Teremos

thy = Tr[y3Se (k+ kiym) %Sk (k + ko mo)]
k+k k+ko), +(k+Ek k+k
B NS h ™
Dio
(k}+k1)ﬁ(l€+k2)#—(k‘—l—kl)u(k‘—i-]@)ﬁ]
Dz
(k + k1) (k + ko)?
D
. _2(kt ki) (k+ ko) N 2mimsa
" Do Dy |’

+2¢f [

+25a,6’g,uu

a qual pode ser escrita como:

B(5) _ 8y

SP
vigy —Eutp — Gt

toy =e — gttt (2.33)
Com isso concluimos a tarefa de explicitar as amplitudes de um e dois pontos

apo6s a tomada dos tracos de Dirac. Um importante aspecto a ser notado ap6s estas
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operacdes € o fato de todas as amplitudes serem combinacdes de apenas cinco

estruturas:
1 ke 1 ky kuky

Dy’ Dy’ Di3’ Dy’ Dig

Assim, quando implementarmos a dltima regra de Feynman, ou seja, quando

(2.34)

integrarmos sobre todos os momentos irrestritos do loop, identificaremos, por con-

tagem de poténcias, a possibilidade de divergéncias linear na estrutura

d’k K,
= 2.35
/ (22 Dy’ (2.35)
e logaritimica nas integrais
2 2
/dk‘l/dk‘ kuky (2.36)
(27‘1’)2 Dl’ (271')2 D12 ’

sendo necessario, a adogdo de alguma prescri¢do para o tratamento destas estrutu-
ras a fim de que as amplitudes fisicas possam adquirir algum sentido fisico, como
Veremos no que se segue.

Neste ponto, podemos resumir o problema relacionado ao calculo de amplitu-
des perturbativas de um modo simples: devemos estabelecer uma estratégia que
permita calcular estas quantidades, a respeito do carater divergente, tal que as ex-
pressdes obtidas preservem as simetrias pertinentes a elas e estas sejam obtidas

livres de ambiguidades.
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3 RELACOES DE SIMETRIAS
3.1 Identidades de Ward

Sabe-se que, tanto na Mecanica Classica quanto na Mecanica Quantica, pode-
se associar simetrias a leis de conservacdo. A invaridncia da lagrangiana, frente
a um conjunto de transformagdes, decorre da existéncia de simetrias e estas es-
tardo associadas a quantidades conservadas. Formalmente esta conexdo pode ser
estabelecida pelo Teorema de Noether (WEINBERG], [1996)). Assim, para cada si-
metria implementada na constru¢@o da lagrangiana de uma teoria devemos ter uma

corrente conservada, o que € representado pela condigao:
dujt = 0. (3.1)

Evidentemente que a corrente conservada associamos observdveis fisicos. Na
EDQ, onde teremos uma tnica espécie de férmion, a invaridncia de gauge leva a

existéncia da corrente vetorial

J(x) = P(@) (@), (3.2)
conservada. A quantidade fisica associada € a carga elétrica.

No modelo considerado, devido a presenca de diferentes espécies de férmions
massivos, a corrente fermidnica vetorial ndo é conservada e o divergente desta cor-
rente estabelece uma conexdo com a corrente escalar (TREIMAN et al.,|[1985)). Do
mesmo modo o divergente da corrente fermiOnica axial, estabelecerd uma relacio

com a corrente pseudo-escalar. Isto pode ser visto facilmente a partir da defini¢do

3i(%)ab = Ya(2)Titp(2), (3.3)

com o operador de vértice I'; caracterizando as densidades escalar S(x), pseudo-
escalar P(x), vetorial V,,(x) e axial A, (x).
Tomando a divergéncia das correntes e utilizando a equagdo de Dirac, chega-

mos nas Identidades de Ward,

A Vh(x) = (my — my) Sap(2)

: (3.4)
AL, () = (mg +my) Pap(z)
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onde a corrente vetorial s6 serd conservada quando as massas forem iguais e a
corrente axial quando as massas forem nulas.

Quando calculamos processos fisicos, estas relacdes de simetria estardo pre-
sentes nas amplitudes correspondentes. Manter validas estas relagdes de simetria
¢ crucial para a renormalizacdo. Se uma identidade de Ward € violada de modo
inevitdvel teremos uma anomalia e a teoria correspondente somente poderd ser
renormalizdvel mediante a constru¢ao de um mecanismo de cancelamento de ano-
malias (BERTLMANN], 2001). Assim para cada amplitude calculada, carregando
um indice de Lorentz axial ou vetorial, teremos uma propriedade de simetria para

ser verificada.

3.2 Relacoes entre funcoes de Green

Podemos identificar, no calculo perturbativo, outro conjunto de identidades,
ainda mais primordial que as relacdes de simetria. NO6s as denominamos rela-
coes entre fungdes de Green. Elas podem ser estabelecidas para as expressdes nao
integradas das amplitudes perturbativas, sendo necessdrio apenas a utilizacdo da
dlgebra das matrizes de Dirac e a linearidade da operacdo de traco. Estas relagdes,
funcionam como preciosos vinculos de consisténcia para os cdlculos perturbativos.

Quando as estruturas envolvidas sio explicitamente calculadas, ou seja, as fun-
coes de Green sdo integradas, estas relacdes devem continuar sendo validas de
modo automadtico e universal. Manté-las significa, num primeiro passo, preservar
a linearidade da operacdo de integragdo. Posteriormente, a consisténcia serd dada
pela exigéncia adicional de preservacio das identidades de Ward.

A fim de explicitar tais relagdes, consideramos inicialmente a seguinte identi-
dade:

1 1
1 — k) { }
(hy = k) %+%1—’m1%ﬁgk+%2—m2
1 1
- k) (3.5)
TR S T
util para o caso em que um indice axial estiver envolvido. Agora, utilizando a
relacdo

ki_kj:(%"i_ki_mi)_(k""%j_mj)"i'mi_mﬁ (3.6)
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podemos reorganizar o lado direito, convenientemente, de forma a obter:

1 1
Ff, —m bR —
1 1
L Iy Sy A——_

3.7

1 1
Ft+ b —mi PE+ fy—my

Tomando o tragco em ambos os lados da equacdo acima, que € uma operacio

+ (m1 +mg)

linear e ciclica, identificamos:
qut;S;A = tP (k‘g, mg) + tP (kil, ml) + (m1 + TTLQ) tSP. (38)

Esta é uma relagfo entre as fungdes de Green SA, SP e P. Se implementarmos a
regra de Feynman remanescente, esta relagdo se tornard uma rela¢do entre ampli-

tudes do célculo perturbativo, tal que
qMTEA =1F (k’g, m2) + " (k‘l, ml) + (m1 + mg) 757, (3.9)

A relagdo [3.9] pode ser visualizada através dos diagramas apresentados na fi-

gura

k+k1 k?+/€2 k+k71 k+k1
g Qv"% - Q% + sz + (my+my) Q%
_k’-‘er k+ ko

Figura 4 — Relacdo entre func¢do de Green esperada para a amplitude SA

Seguindo o mesmo procedimento podemos estabelecer outras identidades en-
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volvendo amplitudes com vértices axiais. Elas sdo:

¢t =t (keyma) — 2 (ki) — (my +mo)tY (3.10)
gty = ) (k2,ma) — 8] (kr,ma) + (my +mo)t) " (3.11)
q“tﬁs = —tP (ky,mg) — tF (k1,m1) — (m1 +mg) tF° (3.12)
gth = 15 (kayma) + % (k1 ma) + (my + ma) 7 (3.13)
q"tﬁp = —t9 (ko,mg) — t° (k1,m1) — (my + ma) tFF (3.14)
gt =t (ka,ma) —t) (k1,m1) — (my +ma) t)4 (3.15)
¢ty =ty (kayma) —t), (k1,ma) + (my+mo) 7. (3.16)

Seguindo o mesmo raciocinio, podemos estabelecer identidades andlogas quando

um indice de Lorentz for carregado por um operador vetorial. Usando a relagio,

. 1 1
“H_@){%+%—nﬁmk+h—nm}

1 1
:{k+m—mﬁh‘h%+m—mﬁ
1 1

k+%2*m2_k+k1*m1
1 1

By Sy

(3.17)

estabelecida apenas com a utilizacdo da dlgebra das matrizes de Dirac. Quando é

tomado o tragco em ambos os lados, poderemos identifica-la com a relagao
¢t =t (ka,ma) — t° (k1,m1) + (m1 — ma) t55. (3.18)

Ap6s integrarmos esta expressao estabelecemos uma relacdo entre amplitudes

do célculo perturbativo,
¢T3V =T5 (ky,ma) — T (k1,ma) + (my — mg) T, (3.19)

que pode ser visualizado nos diagramas de Feynman na figura 5]
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Outras relacdes entre funcdes de Green envolvendo vértices vetoriais podem

ser encontradas. Elas sdo:

qutz‘//;}/ = tl‘,/ (kz, mg) — t,‘j/ (k‘l, ml) + (m1 — mg) tl‘,/s (3.20)
¢ty =ty (kaymo) =t (ki,ma) + (my —mg) " (3.21)
¢ty = 5 (ka,ma) — t° (k1,m1) 4+ (m1 — mg) t°° (3.22)
¢t = t° (ky,ma) — t° (k1,m1) + (m1 — ma) t5° (3.23)
gtV =t (ka,ma) — t¥ (k1,m1) + (m1 — ma) t™° (3.24)
¢t)" =t (ka,ma) — 7 (ki,m1) + (m1 —m2) t5F (3.25)
¢t =t (keyma) — £} (ky,my) + (my —m2) t25 (3.26)
qytl‘//lf1 = tﬁ (k‘g, mg) — tﬁ (/{31, ml) + (m1 — m2> tﬁA. (3.27)

Além destas relagdes, também temos outras identidades que podem ser es-
tabelecidas, envolvendo as fungdes de Green com um nimero par € um nimero
impar de matrizes -y3, estabelecidas pelas propriedades do tensor de Levi-Civita
em D =1+ 1. Entre elas

t;‘ (]{1, ml) = 2501/1, [tv (kla ml)] “ (3.28)
tﬁs (kh my, k27 m2) - Eau [tVS (kla my, k2> mQ)] “ (329)
tﬁv (kb my, k27 ’I’)’LQ) - an, [tPA (kla my, k2> mQ):| “ (330)

que devem igualmente permanecer validas apds a integracdo ser efetuada em am-
bos os lados.
Além das propriedades acima consideradas, quando calculamos amplitudes

perturbativas outros aspectos gerais devem ser observados para a consisténcia des-

NEY ktke ket ki k+ ki
q" va _ <:> _ Q + (m1 —ma) Q
]{7+l€2 k+k2

Figura 5 — Relag@o entre funcio de Green esperada para a amplitude SV
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tes cdlculos. Sdo simetrias fundamentais do espaco-tempo, indispensdveis para
que a teoria tenha poder de predi¢do, como homogeneidade, unitariedade e invari-
ancia de escala.

A homogeneidade do espago-tempo se manifesta, na constru¢io das amplitu-
des perturbativas, na independéncia destas com a arbitrariedade existente na esco-
lha para os momentos carregados pelas linhas internas aos loops, k1 e k2. Quando
as amplitudes sao finitas ou logaritimicamente divergentes esta independéncia é
automatica. Isto se deve ao fato de uma escolha poder ser levada a outra através de
um shift no momento de integracdo. Quando as divergéncias sio de grau linear ou
maior, as amplitudes ndo possuem esta invaridncia automaticamente pois ao shift é
necessdrio uma compensacao na forma de termos de superficie. Assim, diferentes
escolhas para quantidades arbitrarias, podem levar a diferentes expressdes para as
amplitudes. Neste cendrio ndo héd poder de predi¢do, pois a teoria ndo determina

de modo tnico suas consequéncias fenomenolégicas.



34

4 CALCULO DAS AMPLITUDES

Ap6s escrevermos as expressdes correspondentes as amplitudes fisicas ao nivel
"1-loop"de aproximagcdo [2.3] percebemos que a implementac@o da tltima regra de
Feynman tornaria as expressdes quantidades matematicamente indefinidas. Assim,
a fim de completar os cdlculos das amplitudes, necessitamos adotar uma prescri¢cao
para contornar este problema, separando adequadamente as quantidades potenci-

almente divergentes para que possamos proceder a integracdo das partes finitas.

4.1 Calculo Perturbativo Preditivo (CPP)

A prescricdo que adotaremos na presente investigacdo, ¢ fundamentada em
ideias muito simples e permite evitar a introdu¢do de modificacdes nas amplitudes
perturbativas, como € tipico em prescri¢des tradicionais que utilizam-se de técni-
cas de regularizacdo. Vamos nos referir a este procedimento como Calculo Pertur-
bativo Preditivo (CPP), uma evolugdo formal da chamada Regularizagdo Implicita
(RI). A estratégia, proposta e desenvolvida por Orimar Antdnio Battistel, tem sido
aplicada em diferentes contextos na literatura.*

Na formulacio que utilizaremos no presente trabalho, a mencionada estraté-
gia elimina completamente o papel da regularizacido em cdlculos perturbativos de
TQC"s. Seu principal aspecto é a adogdo de uma representa¢do conveniente para
os propagadores das linhas internas, gerando uma sequéncia de termos com con-
tagem de poténcias decrescente no momento do loop, de tal modo que quando a

integracdo é tomada, toda a dependéncia nos momentos internos esteja presente

*Entre indimeros trabalhos, podemos citar: Violagdo das simetrias de Lorentz e CPT induzida por
correcdes Radiativas (BATTISTEL; DALLABONA| 2007 BATTISTEL; DALLABONA| 2001}
FARITAS et al.| 2008} BATTISTEL; DALLABONA| 2006, BATTISTEL; DALLABONA| [2005),
O poder de predicdo do modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL), (GAMBIN et al.||2007) (BATTIS-
TEL; DALLABONA| 2009)(BATTISTEL et al.| [2012) (FARIAS et al.l 2006; BATTISTEL et al.|
2008} BATTISTEL; KLEIN] 2003; BATTISTEL; DALLABONA| [2012),Anomalias em identida-
des de Ward para funcdes de trés pontos (FONSECA et al.,[2013), (BATTISTEL; NEMES| [1999),
(BATTISTEL; DALLABONA/ [2002), Ambiguidades e relagdes de simetria em amplitudes diver-
gentes envolvendo densidades fermidnicas tensoriais (DALLABONA; BATTISTEL, 2004)),Arbi-
trariedades, anomalia AV e gera¢do de massa em D=14+1(FONSECA et al., 2013), (BATTISTEL
2004).
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em integrais finitas e nenhum parametro fisico esteja presente em integrais diver-
gentes.
Esta forma conveniente é proporcionada rescrevendo o propagador fermidnico

através da seguinte identidade:

—_

1 i (2k; - k:+k:2+>\2 m2)?

ey 4.1)

S

7=0
(—)N+! (2k k+ k2 4+ 22 —m2) !

+

onde k; é o momento (arbitrrio) para uma linha interna e A\?> é um parimetro
(arbitrdrio) com dimensdo de massa. Este pardmetro desempenha um papel de
escala comum as partes finitas e divergentes e absorve a arbitrariedade existente
na separacdo da expressdo em uma soma de termos correspondentes a diferentes
graus de divergéncia.

Na expressdo acima, o valor de /N deve ser tomado como o valor do grau su-
perficial de divergéncia da amplitude perturbativa de maior grau. Isto garante que
ao implementarmos a Ultima regra de Feynman, a dependéncia com os momentos
das linhas internas estard sempre em integrais finitas.

O maior grau superficial de divergéncia residird nas fun¢des de um ponto e é
linear, pois neste caso, temos trés poténcias de £ no numerador e duas no deno-
minador, tal que k>k~2 = k. Sendo assim, se fizermos N = 1, na expressio

ficamos com

1 1 (RN —mi) 42)
D1 (k2 _ )\2) (kg _ )\2)2 .
—2k¢ ka + (KT + 2k -k + A% — m%)2
b (k2 - 22)? (k2 — \2)2 D ’

e a representacdo para o propagador fica na forma

2 2 _ 2
Sp = [(k+F)+mi] {(k:2 1 A2) - (kl(];); )\2)2 1)

ko (k%+2k1-k+vm§)2}

4.3)

2k

(k2 — A2)? (k2 — X2)? Dy
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E importante notar que a tnica propriedade assumida para validar esta operacio é
a linearidade da operacdo de integragao.

Quando o grau de divergéncia envolvido for logaritimico, o valor N = 0 po-
derd ser adotado para evitar esfor¢o algébrico desnecessdrio. Na@o hd restri¢cido
sobre valores maiores que o minimo, pois ao final o resultado poderad sempre ser
reduzido aquele correspondente ao menor valor aceitdvel.

Implementando a tltima regra de Feynman, as integrais divergentes, assumirao

duas formas padronizadas,

d’k 1
Pk kuk,
/ (2m)? (l<:2i>\2)2' (*+3)

E adotaremos, por conveniéncia, os objetos em termos dos quais as quantidades

divergentes serdo escritas como sendo combinagdes adequadas destas formas:

A2k 1
2\ _ _
Tiog (/\ ) = / (2#)2 (k2 — \2) (4.6)
c
2k 2k,k a2k g
2\ _ nhy - uv
B (V) = / (2m)? (k2 — A2)? / (2m)* (k2 =A%)’ @

As razdes desta escolha ficardo claras posteriormente.

As integrais finitas obtidas serdo resolvidas sem restri¢des e as divergentes
serdo mantidas sem qualquer modificacdo adicional. Estas tltimas ndo necessita-
rdo ser resolvidas em nenhuma situacdo e apenas propriedades basicas para elas
serdo estabelecidas. Fica claro neste ponto, que o uso de regularizacdo pode ser

completamente evitado. Podemos agora nos ocupar do calculo das amplitudes.

4.2 Amplitudes Fisicas

Com a adogdo da estratégia descrita acima podemos completar o cdlculo das
amplitudes perturbativas consideradas no capitulo anterior. Comecgaremos pelas
mais simples, porém com grau de divergéncia mais severo; as fun¢des de um

ponto.
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4.2.1 Funcoes de Green de um ponto

A expressdo obtida para a fungéo escalar (S) :

75 = 2mih (k,mi,\?), (4.8)
onde 2k
1
I (K2, m?,\? :/() 4.9
1 ( 1 1 ) (27_(_)2 Dl ( )

nos revela a possibilidade de divergéncia logaritimica.

Fazendo N = 0 na identidade .1] e utilizando métodos usuais de integragio,
conforme pode ser visto em [D] encontramos para 4.9] o resultado dado por [D.18]
Desta forma

- 2
s 2 t my
T (ki,my) = 2my [Ilog (3?) — <47T> In <A2>] : (4.10)
Conforme a fungdo pseudo-escalar é identicamente nula.
Por sua vez a fun¢@o vetorial (V) fica:

Ty = 2[Iy (kf,m}, ) + ky.dy (K7, m3,0%)] 4.11)
onde 21 N
2,2 y2\ _ o

Ly, (K, m3, X%) _/(%)2 (D1> 4.12)

nos revela a possibilidade de divergéncia linear.
Fazendo N = 1 na identidade 4.1| e resolvendo as integrais finitas, podemos
ver que a solucdo nos leva a um cancelamento exato destas, restando apenas o

termo [D.30] onde
TY (ki,ma) = =2k Doy (X?) . (4.13)

E interessante notar o cardter completamente arbitrario da expressdo, caracterizado
pela presenca das quantidades k; e \2.
Com os mesmos ingredientes utilizados acima, teremos a funcdo de um ponto
axial (A);
T (ki,m1) = —2epua [T (K3, mi, %) + kST (KT, mi, A?)]
= 2,00k Ay (V) (4.14)
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que também pode ser escrita como:
T2 (ki,my) = ap [TV (k1,m1)]” (4.15)

Isto completa o calculo da amplitudes de um ponto.

4.2.2 Funcao de Green de dois pontos

Comegando pela funcio escalar-escalar (S5) ;
TS = — [ = (m1+m2)?| I (4% m3 ) (4.16)
+1h (k3,m3) + I1 (ki,m?)

onde para a integral finita adotamos a definicdo

Pk (1
Iy (¢%,mi, m3 =/ () (4.17)
(4", mim3) (2m)? \ D12
procedendo as operagdes necessdrias e substituindo [D.3T|em §.16] obteremos

755 — —ﬁ { 2 (my +m2)2} Xo (2 m3,m3) (4.18)

_(4;) [m (ié) +1In <T’§)] + 21155 (A?) .

Na expressdo acima, definimos as fungdes

ZZk

1
d
2 2 2 _
) ) ) - 5 4.19
Xk(mi,m3,q°, 2) /0 Q(m%,m%’q27z) ( )

com k = 0,1, 2..., onde o polindmio ) (m%, m3, ¢?, z) ¢ dado por

2 2 2 2 2 2 2

Q (mi,m3,¢% 2) = ¢*z (1 = 2) + (mi —m3) z —mj. (4.20)

A integracio no pardmetro de Feynman pode ser facilmente completada. E,
entretanto, conveniente para nossos presentes propdsitos, manter a representagao
integral. A partir de agora omitiremos o argumento das fungdes y’s e das integrais

de Feynman.
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Agora consideramos a fungdo escalar-pseudo-escalar (SP) ;
T = —26"% (Ipap + koploa +kialog + kiakasla), — (4.21)

onde introduzimos a integral finita

d’k ko
Lo = [ 25 ([ Fa) 422
? /(27r)2 <D12> (422

Usando o resultado [D.32] é facil perceber que as propriedades do tensor de

Levi-Civita levam a um resultado identicamente nulo para esta expressdo. Assim
75 = 0. (4.23)

De forma similar, este mesmo resultado pode ser obtido para a amplitude PS.

A fung@o escalar-vetorial (SV'), por sua vez, pode ser escrita como:

va = 2[(m1 4+ ma) Iy + (mika, + mokyy) I2]
7
= @Qqu [(m1 +m2) x1 —mixol, (4.24)

que é idéntica a amplitude V' S.

A fungio escalar-axial (SA), ficard

T;fA = =24 [(m1 +ma) Iy + (miky + mak?) I5]
1

) 2" [(m1 4+ m2) x1 —mixol, (4.25)

que € idéntica a funcdo AS.

Esta amplitude também pode ser escrita como
T4 =, [T°V]". (4.26)
A fung¢do pseudo-escalar-pseudo-escalar (P P) ficara:

TPP = {qQ—(ml—mQ)Q} I, — I (k%,m%)—h (k%7m§)

= (4;) [® = (m1 = m2)?] xo 4.27)

+(4ir) [ln <T§> + In <ZL§>] — 21155 (X%) .
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Por sua vez, a fungdo pseudo-escalar-vetorial (PV'), assumird a forma:

va = —2eq, (M1 —m2) IS+ + (m1k§ — mokT') I]
1

= @QEuaqa [((m1 —ma2) x1 —maxo] - (4.28)

Ela se relaciona com a amplitude V' P por uma troca de sinal, devido a uma per-
mutacdo impar da matriz 3.

A fung¢do pseudo-vetorial-axial (PA) , assumird a forma:

TPA = —2[(my —ma) Iy + + (mika, — mokiy,) 5]

7

) 2, [(m1 —ma2) x1 —m1xo] - (4.29)

Esta se relaciona com a amplitude A P por uma troca de sinal. Ela ainda podera
ser escrita como

TPV = cau [TF4]" (4.30)

A fungido de dois pontos vetorial-vetorial (V'V') pode ser obtida primeiramente

desenvolvendo a quantidade TlS?,L), que fica:

T = 2D + Qulay + Qulay + (kiukoy + k1kou) I, (431)
onde 2k
alp

Ioap = , 4.32

2o / (2m)? <D12 > (*32)

¢ dada por[D.34]
Utilizando o resultado encontrado para a amplitude PP podemos escre-
ver a amplitude V'V como:

1

(4m)

i X1
= i e o] e =

5 2q,qvx1 (4.33)

(4m)

. 2
9, (A2) + ——g,,In [ 21
+ u()‘)+(47r)gu n(m%

7
20, (M7 —m3) X1+ —— G [q2 — (m1 — m2)2] X0

" (4m)
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Neste mesmo raciocinio, a amplitude axial-axial (AA) ficara:

aa b 2
Tw, - (47_[_)4 [Q;LQV — Gud ] [X? - Xl] (434)
i 2 2 2 i 2 2
- (471') quu (q —mj + m?) X1+ (47‘() Guv [q - (ml + m2) X0

; 2
9N, (A2) 4+ ——gIn [ T2
280 (%) + g (1

E, finalmente, calculamos a fungéo vetorial-axial (AV'). Primeiramente de-

senvolvemos a quantidade T;E,j). Inicialmente escrevemos

qHQV - CIVQu) I

5 (4.35)

() = qMIQV—qVIQW(

onde () é arbitrario, dado pela soma dos momentos internos k1 € ks.
Substituindo os resultados[D.34} [D.32]e[D.31] obtemos um resultado nulo para

este tensor,

Ti) =0, (4.36)
Sendo assim,
T = - (4;) 4¢;! (4540 — 9504°] [x2 — x1] @37
—i-(4iﬂ)26uu (q2 —m3+ m%) X1 — (4;)@“, [qz — (my — m2)2] o
—22,/Ag, (3?) - (4;)5#,, In <Z§> 7

que se relaciona com a amplitude andmala V' A por uma troca de sinal.

Com isso concluimos a tarefa reservada para este capitulo. Como observacao
final, notemos que todas as amplitudes foram escritas em termos das fungdes x/.s,
onde reside a dependéncia nos momentos externos. Quanto a parte divergente, ela
foi mantida sem modificacdes e estd presente nos objetos A% (A?) e Ijpg (A?) .
As arbitrariedades intrinsecas, como a escolha para os rétulos das linhas internas
do "loop"e da escala comum as partes finitas e divergente foram mantidas. Resta-
nos agora verificar a consisténcia dos resultados obtidos, verificando primeiro se
as relagcdes entre fungdes de Green foram preservadas pelas operagdes efetuadas e,

posteriormente, se as relagdes de simetria podem ser satisfeitas.
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5 RELACOES ENTRE FUNCOES DE GREEN

No capitulo anterior, explicitamos as amplitudes ao nivel "1-loop"de aproxi-
macdo, cuja contagem de poténcias revelou a possibilidade de divergéncias: as
funcdes de um e dois pontos puramente fermidnicas. Fizemos isso no contexto de
uma estratégia especifica para as necessdrias manipulagdes e calculos envolvendo
amplitudes contendo divergéncias em solugdes perturbativas de TQC’s.

Com a ado¢do do CPP foi possivel evitar modificacdes das amplitudes em
passos intermedidrios como é comum no contexto de métodos de regularizagao,
como veremos mais adiante. Nos resultados obtidos estdo preservadas todas as
arbitrariedades intrinsecas aos referidos cdlculos (BATTISTELL 2004).

Nossa tarefa agora, € verificar se as operacdes realizadas sdo consistentes, 0
que implica em ndo ter nenhuma simetria implementada na construcio da teoria
violada. Para tal, verificaremos se as identidades, as quais denominamos relacdes
entre funcdes de Green, para as expressdes ndo integradas das amplitudes foram
preservadas pelas operacdes feitas até aqui, para as versdes integradas. Em outras
palavras, significa apenas preservar a propriedade de linearidade da operacdo de
integracdo, o que no contexto dos métodos usuais para o tratamento de amplitudes

divergentes € algo longe de ser trivial.

5.1 Verificacdo das relacoes entre funcoes de Green

Comecamos tomando a fungdo S A, dada por ao contrairmos com o re-

sultado obtido, teremos:

7

@ 260" q" [(m1 + m2) x1 —maxo] - (5.1

SA
q"T,
O resultado € identicamente nulo devido as propriedades do tensor de Levi-Cevita:

ewq’q" = 0. (5.2)

De acordo com a eq. [3.8] esperamos ter a identidade

T3 =T (ka,ma) + TF (ky,ma) + (mq +ma) TF, (5.3)
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satisfeita. O zero idéntico obtido para a contracdo € consistente com a identidade,
pois tanto a fun¢do P, dada por como a fun¢do S P, dada por foram
obtidas identicamente nulas.

A relacdo € igualmente valida para a contragio com a amplitude AS, pois
q“TMAS = —TP (k‘g, mg) — TP (/61, ml) — (m1 + 77’L2) TPS. (5.4)

Agora consideremos a expressdo obtida para a fungdo SV, dada por Se
observamos a expressao obtida podemos ver que esta funcdo € finita. A contracio

desta com o momento externo ¢g* é dada por

i
(4m)
ao passo que no lado direito da relagéo 5.4 aparecem amplitudes divergentes dadas
por e de modo que estas divergéncias ndo se cancelam exatamente.

Numa primeira inspecao tenderiamos a concluir pela impossibilidade de satisfazer

¢"TSV = —2¢% [(m1 +ma) x1 —mixol, (5.5)

esta identidade. Entretanto, notemos que na equacdo [5.5] aparece a fungdo xi,
mas na expressdo para a fungio 5.5, apenas a fung@o . Estas fun¢des podem ser

relacionadas, como pode ser visto em[E] através da identidade

m2
2¢°x1 = (¢* +mi —m3) xo + In <m;) : (5.6)
2
eliminando a fungdo x; em favor de xg teremos
sV i 2 2
@Y = e i ma) |6 = k)’ 57)
1 m?
— In(—L).
Gz (- (71
Agora notemos que na expressdo para a amplitude S, tomando k; = 0, podemos
identificar
2 2 i m3
Log (m1) = log ()\ ) — @ln 2 ) (5.8)

A expressdo obtida nada mais é do que uma propriedade universal de escala para
o objeto logaritmicamente divergente, que pode ser obtida diretamente. Com isso

podemos identificar

: 2
Tog (m2) — Tog (m32) = —ﬁ In <m§> . (5.9)
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Isto permite relacionar o termo finito surgido nas reducdes da funcio y; para a
funcdo xo com os objetos divergentes que aparecem nas relacdes entre as funcdes
de Green SV, SSe S.

Podemos entdo escrever

@Y = s o ma) |6 = b me)’ e 6.10)

— (m1 +m2) [log (m7) = Tiog (M3)] ,

que corresponde precisamente ao resultado desejado pois podemos identificar isto

com a relacdo
¢'T3Y =T° (ka,ma) — T (k1,m1) + (mq — my) T, (5.11)

E importante perceber que este tipo de identidade, ao contrdrio do que foi
feito aqui, é praticamente impossivel de ser satisfeita exatamente no contexto de
métodos usuais de regularizacdo.

A relacdo acima € igualmente valida para a contragcdo com a amplitude V'S, tal
que

¢"T) % =T5 (ky,ma) — T (k1,ma) + (mq — mg) T (5.12)

¢ satisfeita.
Agora consideramos a fungdo AP. A contracdo com o resultado obtido nos

fornece

7

/.LTAP:
T T (4

24 [(m1 — ma2) X1 —maxo - (5.13)

Como no caso da amplitude SV considerada acima, este resultado é finito e no
lado direito esperamos quantidades divergentes. Ao reduzirmos a funcdo y para
a fungdo x( encontramos a conexdo desejada através da propriedade de escala[5.9]

do objeto logaritimicamente divergente /g ()\2). O resultado disto serd a relagdo
T = —T% (ky,ma) — T% (k1,m1) — (m1 +ma) TFP. (5.14)
A relagdo é igualmente vdlida para a contra¢do com a amplitude P A, tal que

q’“TlfA :TS (kg,mg) +TS (kl,ml) + (m1 —I—mg) TPP (5.15)
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¢ satisfeita.
A préxima relagdo refere-se a amplitude PV, dada por §.28] Contraindo a

funcdo PV com o momento externo teremos

7

,uTPV:
T T (4

2¢,0q"q% [(m1 — m2) x1 —m1xo] - (5.16)

O resultado ¢ identicamente nulo devido as propriedades do tensor de Levi-

Civita. Este resultado é consistente com a identidade
Ty =T" (ky,ma) — T (k1,m1) + (my — ma) T, (5.17)

pois tanto a fung@o P, como a funcéo P.S foram obtidas identicamente nulas.

A relacdo € igualmente vélida para a contragdo com a amplitude V' P, tal que
PTVE =TT (ky,ma) — T (ky,my) 4 (mq —ma) TP (5.18)

¢ satisfeita.
A préxima relagdo envolve a fun¢do V'V, dada por f.33] Para esta amplitude

estabelecemos:
Ty =T) (ka,mo) = T) (ki,m1) + (m1 —ma) Ty . (5.19)

Como esperamos que esta identidade seja mantida apds a integracdo, a expressiao
obtida para a contracio da TXVV com o0 momento externo, por comparacao deve-
mos identificar as amplitudes 7)Y e 77", o lado direito da identidade acima. Note
que isto deve ser vdlido em qualquer dimensdo espaco-temporal e que o lado es-
querdo possui um grau de divergéncia menor do que aquele do lado direito. Esta
identidade deve ser mantida ainda na presenga de termos potencialmente ambiguos
e/ou violadores de simetria.

Tomando o resultado[4.33| para a amplitude V'V e contraindo com o momento
externo teremos,
i

(4m)

;
Ty = ——=2q, (m?—m3)x1 —
® (4)
;
+—q {qQ — (m1 —m2)?| xo

2¢*q X1 (5.20)

(4m)

2B (W) & g (™
q LAuv (47[_)%/ m% >
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usando[3.6]
‘ 2 2 2
7 qg-+mj—m
T = gy (= m3) <q; 2>X0 (5.21)

7
—@Q%Tnl (m1 —m2) xo
1 qy 2

m
+2¢" A (V) + G (m} —m3) In <mé) . (5.22)

Podemos facilmente identificar o dltimo termo com a diferenca entre duas ampli-

tudes de um ponto V,
T) (ka,ma2) — T, (k1,m1) = 2¢" A (M), (5.23)

€ 0s outros termos que aparecem na equacao podem ser identificados como a am-
plitude SV, escrita em termos da fung¢do xo. Provando que a identidade [3.21] é
mantida apds a integra¢do. Esta identidade € igualmente vélida quando contrair-
mos com o segundo indice de Lorentz.

Agora consideremos a relacdo que envolve a contragcdo do momento externo
com a amplitude AA, dada por[.34] Quando contraimos com o primeiro fndice, a
relagdo com a amplitude A A é proporcional a diferenca entre duas fungdes de um

ponto vetorial V' e proporcional a amplitude PA, como estabelecido na equagao

3.15]
q#T;‘VA =TV (ky,mg) — TV (k1,m1) — (mq +mg) TXA. (5.24)

Contraindo a expressdo 4.34] com o momento externo, teremos:

1

(4m)

i
Tt = 2q, (m} —m3) x1

2q,q° 5.25
(@) Qq” X1 (5.25)

+(4i7r>qy {qz — (m1 + m2)2} X0

. 2
2" Ay (A2) + ——q,In [ 21
20" B (V) + (5 “<m%
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Reduzindo em termos da funcio yg teremos:

. 2 2 2
AA 1 qg°+mi—m
P = e (mi - m3) (q; 2) X0 (5.26)

1

(4m)

. 2

v Qu 2 2 my
+(47T7) ? (ml — mz) lIl <’rn,%) .

Como vimos, o ultimo termo € identificado como a diferenca de duas fungdes

2q,m1 (m1 +ma) xo + 2¢" A (/\2)

de um ponto V' e os outros termos podem ser identificados com a amplitude PA
escrita em termos da fungdo Y, satisfazendo a relagdo esperada.

A contracdo com o segundo indice axial, de modo semelhante, mantém a rela-
cdo entre fungdo de Green preservada.

Até aqui todas as relacOes entre funcdes de Green esperadas em foram

TAV

obtidas satisfeitas incondicionalmente. Resta-nos ainda verificar a amplitude 7},

dada por4.37

Para esta, esperamos que a contracdo com o vértice vetorial nos forneca
¢’Th = Ti (ka,mo) — T (k1,ma) + (my —mo) TS (5.27)

Contraindo com a expressdo obtida para a amplitude AV, teremos inicialmente

vmAV i v 2 2 2
¢ Ty = (4 2o (¢° —mi+m3) xa (5.28)
)
- (47r) 5/wqy [q2 - (m1 - m2)2} X0

—e 220" AP ()\2)_L V1 Wﬁ
Eupaq u (471_)6,Wq n m% .

Usando [5.6] podemos escrever

; 2 2 2
7 qg°+mi—m
Ty = - ( 47T)E,Wq” <q§2> (m? —m3) xo (5.29)

? v 2
+(417)2€“Vq mi (m1 — m2) X0 — €M52q“Aﬁu ()\ )
v 2

i q 2 2 mi
———€w— (M7 —mj)In <> ,
(47T) Hv q2 ( ) m%
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onde identificamos o ultimo termo com a diferenca entre duas amplitude A, e,
como pode ser facilmente verificado, os outros termos correspondem aos termos
relacionados com a amplitude A.S, escrita em termos da funcgéo yo.

Da modo semelhante, a relacdo para a amplitude V A, quando contraida com

o indice de Lorentz vetorial, é preservada, tal que
Ty =T (ka,mo) — Tpt (ky,my) + (my —mo) T4 (5.30)
Faltando apenas a contragdo com o indice axial, onde esperamos ter a relacdo
Ty =T (ka,ma) — T (k1,ma) — (ma + ma) TSV (5.31)

satisfeita. Sendo assim, primeiramente estabelecemos a expressao:

- 2 2 2
AV _ ¢ q° +m7—mj 2 2
T, = @sﬂyqﬂ (q2> (ml — m2) X0 (5.32)
7
~ (4m)
l a9 2 m%
+@€#l’? (m1 — m2) ln (Tn%
7

(4m)

2e,,q"my (M1 +ma) xo — 26,3¢" A5, (X?)

—QE/W(]“A% (/\2) — deq".

Observando o resultado obtido para a funcdo PV, identificamos
¢TIy = Tp(ka,ma) — T (k1,ma) — (ma+mo) TV (5.33)
B (2 i
—2e,,q" [AB ()\ )} — ;z-:m,q“,
o que implica que a relagdo esperada[5.31| somente serd satisfeita, se
AP (A2) = -1 5.34
s (V) o (5.34)

Neste ponto € importante ressaltar que a violacdo de uma relacio entre a fun-
coes de Green implica na violacdo de um dos principios matematicos mais ele-
mentares: a linearidade da operacgdo de integragao.

Sendo assim, o préximo passo é calcular explicitamente, o valor do objeto
A% ()\2) para enfim podermos verificar se a relacdo foi de fato violada.
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Trata-se de uma diferenga entre objetos divergentes. Usando o resultado

inicialmente escrevemos

d’k k2 d’k 1
Aﬁlg (/\2) = 9% [/ (27T)2 (k2 — /\2)2 _/ (271_)2 (k2 — )\2)} ) (5.35)

utilizando a linearidade da operagdo de integracdo, podemos facilmente perceber

que o resultado € finito, ou seja:

A’k A2
A O2) = /
5 (A7) 9p (2m)2 (k2 — 22)2

= ¢} (;ﬂ) . (5.36)

Este resultado independe de qualquer prescri¢do e outro resultado para este objeto

implicaria na viola¢do da propriedade de linearidade da operacdo de integracdo.
Notemos que isto corresponde ao traco do objeto A 5 ()\2).

Concluimos entao a tarefa de verificar a preservacdo de todas as relagdes entre
fungdes de Green estabelecidas no capitulo 3, pelas versdes integradas das am-
plitudes perturbativas, mantendo assim a linearidade da operacdo de integracdo
preservada. Trata-se de um restritivo teste de consisténcia para o método utili-

zado.
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6 AMBIGUIDADES E IDENTIDADES DE WARD

No capitulo anterior consideramos as relacdes entre funcdes de Green com o
intuito de verificar a consisténcia das operacdes realizadas. Essencialmente com
isso, testamos se as operacdes envolvendo manipulacdes de integrais divergentes
preservam a linearidade da operacdo de integracdo. Se em alguma delas tivésse-
mos obtido a violag@o desta propriedade o préximo passo, que é a verificagdo das
relacdes de simetria, ndo faria qualquer sentido. Isto porque, como as equagdes
de movimento sdo equacdes diferenciais, é crucial para a causalidade a lineari-
dade das operagdes de diferenciacdo e integracdo. Trata-se de um teste necessario
mas ndo suficiente para a consisténcia dos cdlculos perturbativos. A consistén-
cia somente serd obtida se as amplitudes calculadas puderem obedecer as relagdes
de simetria assim como puderem exibir as propriedades gerais necessarias para a
construcdo do poder de predi¢do como estarem livres de ambiguidades.

Para obtermos a consisténcia serd evidentemente necessario alguma interven-
cdo sobre o carater divergente das amplitudes diferentemente das relagdes entre
funcgdes de Green onde as amplitudes perturbativas sdo mantidas intactas. Assim
neste capitulo nos questionaremos essencialmente se é possivel que as amplitudes
satisfacam as relacdes de simetria ainda que para isso seja exigido alguma condi-
cdo sobre as quantidades divergentes presentes. A andlise que faremos aqui serd

crucial para a construc¢do das nossas conclusdes.

6.1 Ambiguidades

Antes de considerarmos as identidades de Ward, consideremos um aspecto
que, na presente investigacio, desempenha um papel secunddrio, devido a dimen-
sdo espaco-temporal adotada. Trata-se da possibilidade de as amplitudes pertur-
bativas dependerem das arbitrariedades existentes na escolha da rotulago para os
momentos das linhas internas, que efetivamente ocorre quando as amplitudes pos-
suem grau de divergéncia superior ao logaritimico (BATTISTEL, 2004).

No presente caso termos destes estdo presentes apenas nas amplitudes de um

ponto V e A através da dependéncia com o momento k; adotado para a linha
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interna, como mostram as expressées:

T (ki,m)|, —2k8 Ay (N?) (6.1)
T (kyoma)| = 20500 k] Apy (A%). (6.2)

Além da ambiguidade associada a escolha do momento da linha interna estas am-
plitudes sdo também ambiguas de escala pois o objeto Ay, (A?) pode depender
de \? que é igualmente arbitrério.

Se nos questiondssemos a respeito da possibilidade de eliminar as ambiguida-
des inerentes aos célculos perturbativos poderiamos considerar que as ambiguida-
des fazem de fato parte destes cdlculos e exercer o direito de escolhé-las conveni-
entemente, bastando escolher k1 = 0 e o problema teria sido resolvido, mas teria-
mos que assumir que se tivermos termos que sao dependentes das escolhas para as
linhas internas, terfamos uma violacao na homogeneidade do espaco-tempo, dado
que uma translacdo nos momenta traria consequéncias fisicas.

Entretanto, se observarmos a relacio obtida para a amplitude V'V, que € em-

blemadtica para a consisténcia das teorias de gauge, em especial a EDQ,
¢y =T, (ka,me) =T (ki,mu) + (ma —ma) TV, (6.3)

para satisfazermos esta identidade de Ward, que exige que o divergente da corrente

vetorial seja proporcional a corrente escalar, devemos ter simultaneamente
TY (ky,mo) =T (k1,m1) = 0. (6.4)

Nesta situa¢do, ndo podemos tomar simultaneamente k1 = kg2 = 0. Assim ndo

nos resta outra possibilidade além de impor a propriedade para o objeto divergente
A (A?) =0. (6.5)

Este tipo de propriedade € por isso denominada de relagdo de consisténcia (RC).

Assumindo esta condi¢ao teremos
T, (kv.ma) = Ty (ki,mi) = 0, (6.6)

independente do valor dos momentos internos arbitrérios. Isto significa que os re-

sultados ndao dependem da escolha, como deve ser. Como consequéncia teremos
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que assumir esta propriedade como universal, ou seja, em todos os lugares onde
esta aparece o valor nulo deve ser assumido. Posteriormente nos questionaremos
da razoabilidade disto mas, por ora ndo temos outra solu¢do para evitarmos a pre-
senca de ambiguidades nas amplitudes perturbativas. Assim, retirando os termos
A (>\2) teremos para a amplitude V'V a expressao:

i

TVV = L4 v — Guv 2 [ - &] - —2 v 6.7
o @) [auay — 90d”] | x2 2 | ™ () 2 (6.7)
i

7
+@29uu (m% - m%) X1 + @guu {QQ - (ml - m2)2] X0

n ? | m?

— nl—|.
(4w i

que, como vimos, passa a ter as propriedades

Ty, = (m1—mo)T)" (6.8)

Ty = (mi—ma) TSV, (6.9)

satisfazendo as identidades de Ward correspondentes. Deste modo considerando
apenas estas duas amplitudes poderiamos dizer que nao haverd chance de consis-
téncia se a RC nao for satisfeita.

Para a amplitude A A, teremos:

rAA i 2
T/J,l/ = (47_[_)4 [QMql/ - g,ul/q ] [X2 - Xl] (610)
i 2 2 2 i 2 2
- (477) Q.Q,uu (q —mi+ m2) X1+ (47‘1’) uv |4 — (ml + m2) X0

(™
(m ™" \m3 )~
que possui as propriedades esperadas

T = (mi+mo) TP (6.11)
Tyt = (mi+mo) T, (6.12)

também satisfazendo as identidades de Ward.
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Quanto a amplitude AV teremos:

75 —ﬁ%f lasav — 9504°] [x2 — x1] (6.13)
JF(LT)%W (q2 —mi + m%) X1 — (4105/”/ [q2 — (m1 — m2)2] X0
- 2
—ﬁéw In <:%> ,
e entao
@1y = (mg—mo) T (6.14)
Ty = (m1+ma)T)F (6.15)

satisfazendo as identidades de Ward para os indice vetorial e axial.

Notemos que todos estes resultados s@o consequéncia da anulacdo idéntica das
funcdes de um ponto V' e A.

Para as demais fun¢des com um indice de Lorentz que nio contém a quanti-
dade AP (/\2) mas a quantidade [j,, ()\2) a situacdo ndo é a mesma. Os resulta-
dos obtidos

¢'TSY = T5 (ka,ma) — T° (k1,m1) + (m1 —ma) T®®  (6.16)
TP = T (kyyma) + T (ky,ma) + (my +ma) TVP (6.17)

mostram que a presenca das fun¢des de um ponto S néo se cancelam simultanea-
mente, e ¢ dificil exigir que o objeto
5 d*k 1
Iog () = /WW—V) (6.18)
seja nulo. Deste modo a condigdo necessdria e suficiente A7 (A\?) = 0 para as
identidades de Ward envolvendo as amplitudes com dois indices de Lorentz ndo
garante a satisfacdo das identidades envolvendo um indice vetorial. Seria neces-
sdrio que Ijog (/\2) = (. Embora a primeira exigéncia, que é uma diferenca entre
integrais com o mesmo grau de divergéncia, em principio possa ser satisfeita pa-
rece ndo ser razodvel que a segunda exigéncia acima o seja.
Antes de prosseguir vamos nos questionar a respeito de como os métodos tra-

dicionais de regularizacdo tratam estes dois objetos.
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6.2 Objetos divergentes e Regularizacoes

Na segdo anterior, vimos que os objetos A% (A\?) e I, (A?) devem ser nulos
para que possamos ter resultados consistentes com a manuten¢do das identidades
de Ward. Nosso objetivo agora é verificar como tratamentos representativos de

divergéncias especificam o valor deste objeto.

6.2.1 Regularizacao Dimensional (RD)

No contexto da Regularizagdo Dimensional (RD), consideramos que a integral
nos momentos,
d*k 1
I1(2 =
i Na—w)
= , 6.20
(4m)° T(a) (—Q2? — H2)*™¥ (020

também € valida para o caso em que a integral diverge, através da substituicdo, do

(6.19)

lado direito da equagdo[6.19] da fun¢do Gamma de Euller pela sua sua continuagao
analitica Gamma de Weierstrass, na regido onde a < w. As divergéncias emergi-
rdo como pdlos em valores especificos de w, pois a dimensao do espago-tempo é
assumida como continua e complexa (ASHMORE, [1973), (BOLLINI; GIAMBI-
AGI,[1972) e (VELTMAN; HOOFT, [1972).

A relac@o que estamos interessados aqui, correspondente ao objeto A ,,,, pode
ser obtida pela diferenciagdo adequada de ambos os lados da Eq. em relagcdo
ao momento @), e, depois disto, tomando () — 0.

Seguindo este procedimento, nés encontraremos

/ d*k 1 B i Na—w) 6.21)
2m)* (k2 = 2A)% T (4m)? T(a) (A2 '
>k kuk, i1 MNa—w-—1)
/ (271‘)2w (k2 — X2)° = (47 )° §guyf(a) (_)\2)&_“)_1. (6.22)
Por comparacio, € imediato perceber que
Ak 2k, k, d2vk G
= . 2
/ (2m)* (k2 — A2)? / (2m)2 (k2 — A2 623
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Assim, a RC' que emergiu de nossa andlise, € automaticamente satisfeita nesta
prescricdo. E possivel dizer, que a consisténcia da RD reside precisamente neste
fato: a anulagao de todos os termos de superficie, dado que a relagao [6.23| pode ser

identificada como

2k 9 ky
A (V) = (—)/ 2 O [(kg - AQJ =0. (6.24)

Notemos entretanto que este resultado € incoerente com aquele que assumimos

para a manutencdo da relacdo entre func¢des de Green envolvendo a fungdo AV,
dado por[5.36] Isto porque o resultado identicamente nulo oferecido para o tensor
A, ndo € consistente com o valor ndo nulo para seu traco.

Agora, se utilizamos outro caminho para resolver o objeto A, na RD, che-
garemos a um resultado diferente daquele acima. Para tal primeiro notamos que
a integracdo simétrica é uma propriedade decorrente da expressdo acima para a
integral nos momentos

Kint3 2 _g,uu/ d*k 5. .
/ (QW)zwk:uk,,f (k%) = % (zﬂ)%k f (k) (6.25)

da onde chegamos a seguinte relacao:

5 on 8| [ 4%k A LR
AG (X)) = d U (@n? (2 22)? /(27T)2(k2_v)] (6.26)

que é finita e consistente com o valor obtido para A% (A%).

Assim na RD dois resultados sdo possiveis para o objeto A . Isto serd ver-
dade para qualquer objeto que possua a estrutura matematica de um termo de su-
perficie. O resultado nulo entretanto levaria, por coeréncia, a uma quebra da li-
nearidade na integracdo pois na amplitude AV terfamos um termo anémalo que
quebraria a relacdo entre funcdes de Green. Entretanto, se admitirmos que o va-
lor deste objeto € ndo-nulo estaremos automaticamente violando as identidades de
Ward.

Por fim, obviamente que o objeto Ij,s € ndo nulo na RD pois

A2k 1 B i P(Oz . w)
/ (27T)2w (k2 — \2)@ = (dn)° T(a) (—A2)" (6.27)

serd ndo nulo para o = 1. A forma integrada possuird um p6lo em w = 1.
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6.2.2 Regularizacao Covariante de Pauli-Villars (PV)

Segundo a prescri¢do de Pauli-Villars (PV'), uma integral com um grau ar-
bitrario de divergéncias, pode ser regularizada ao fazermos (PAULI; VILLARS,
1949)

N
(2 . ) k2 . aoy talm Z; (k?iA?) (6.25)
que pode ser escrita como
1 ol G
(=8 AL, Z; (k2 - AZ)’ (6:29)

onde c; = 1e A2 = )\2.
A escolha dos pardmetros ¢;s e A’s deve ser feita de modo a construir uma
superposi¢do, que conduza a resultados desejaveis. Um grau arbitrario de diver-

géncias nos leva a

L1 (oA (R -A) . (- AR)
(B2 —22) " (k2 =A%) (k2 — A2) (K2 — A2) ... (K2 — A%)

(6.30)

se todos os pardmetros A/ s tiverem a mesma magnitude, podemos escrever

1 1 A2 - A\
S SN . 31
(2= 22) " a2 iee (K2 — \2) <k2 - A2> ©.3)

Assim a regularizacdo de Pauli-Villars pode ser vista como uma modificagio

no integrando da forma

d2wk 1 dek‘ 1
lim G (k% A%)|, (6.32
/A (2m)?@ (k2 — A2)* - /A (27)%7 (k2 — A2)® [A;Lnoo ( z)] (6.32)

onde

A2 _ A2 N
G (K*, A2) = <M> : (6.33)
e,
lim G (k% A}) =1 (6.34)

A?Hoo

€ o chamado limite de conexao.
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Como o objeto A, € logaritmicamente divergénte, usamos N = 1;

2k, k, 1
2 .
Ay ()\ ) — hm cz/ [ — ) - Gu ] 7 A2 (6.35)

~ m / d’k [ kb } k% (co+ c1)
C NoeoJa (2m)? (K2 — A2) I (k% — A7) (k2 — A7)

— lm / d2]€ [ 2kuk1j _ :| (C()A%—i-ClAg)
wise Ja (an? L2 —03) 9| (k2 Z2) (k2 - A3)

N
Usando a condi¢@o ) ¢; = 0, teremos
i=0

2\ 1
B (V) = Jim_ [ o)

d%k 2k, k v (A2 - A?)
[(k? —MV)? (R - V)] GET I

onde podemos identificar claramente a func¢io regularizadora

(X —4%)

G (K* A7) = GE )

(6.37)

A integral acima pode ser facilmente resolvida utilizando as técnicas descritas em

e[C] tal que

) i , 22 A?
A ()\ ) = _7(471)9’“/ Alzlinoo 1+ A2 In 2
i

= —ng, (6.38)

mostrando o cardter ndo-nulo deste objeto.
Seguindo os mesmos procedimentos, podemos mostrar através da regulariza-

cdo de Pauli-Villars que o trago deste mesmo objeto é dado por
B\ — 0
A% (V) = —d5 <%) . (6.39)

Portanto o resultado é ndo nulo para ambos; o tensor A, € seu trago A’BB.

Quanto ao objeto ), este € ndo nulo na regularizagdo PV pois

d2wk 1 ()\2 _ Az)
/ (2m)% (k2 — X2) (k2 — A?) (6.40)
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serd nao nulo. A forma integrada possuird um In (1){—2) . Com os resultados ob-
tidos é facil perceber que ndo serd possivel obter resultados consistentes para as
amplitudes perturbativas. Para satisfazermos as identidades de Ward deveriamos
obter A,,, = 1o, = 0 mas, mesmo que isto fosse possivel, isto levaria a violagdo

de linearidade na amplitude AV com a presenga de um termo andmalo.
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7 LIMITES DE BAIXA ENERGIA

Nos capitulo precedentes analisamos as relagdes entre funcdes de Green e as
relacdes de simetria para as amplitudes consideradas na presente investigacao.
Neste vamos acrescentar um outro aspecto que costuma fazer parte das anélises en-
volvendo as solucdes perturbativas de TQC, em especial aquelas conectadas com o
problema das anomalias (BERTLMANN| [2001)). Trata-se dos teoremas ou limites
de baixa energia. A fundamentagdo é bastante simples. Para cada amplitude, de
acordo com suas caracteristicas tensoriais, € possivel escrever uma forma geral e
obter propriedades igualmente gerais para a contragdo dos indices tensoriais com
0os momentos externos. Faremos isto, desenvolveremos as expressdes gerais para
cada amplitude e estabeleceremos expectativas para um limite cinemético. Es-
peramos acrescentar novos elementos na andlise que estamos fazendo a cerca da

possibilidade de consisténcia no célculo perturbativo.

7.1 Amplitude VV

Sabemos que esta amplitude, pela sua defini¢do em termos das regras de Feynman,
€ um tensor simétrico de dois indices, sendo que podemos construir seu carater ten-
sorial, a partir do momento externo ¢ € do tensor métrico g,,,,. Isto nos leva a uma

forma geral dada por

Ty = g [F1 ()] + quaw [F2 (4%)] (7.1)

onde F} (q2) e (q2) sdo duas fungdes escalares arbitrarias.
As contragdes com 0os momentos externos deste tensor geram outras amplitu-

des de acordo com as identidades de Ward. Assim contraindo uma vez, teremos

Ty = ¢gu [F1 ()] + @ quaw [F2 (¢*)]
= ¢ [P (P) + PR ()], (7.2)

Mas isto deve estar relacionado com a amplitude SV pela identidade de Ward

TV = (m1—ma) Ty, (7.3)
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que € um tensor de um indice cujo carater tensorial deve ser construido a partir do

momento externo ¢, o que nos leva a uma forma geral dada por
TV =q,F (¢%), (7.4)
onde F3 (qZ) ¢ uma funcgdo escalar arbitrdria . Assim esperamos que
[F1(¢°) + ¢ F2 (¢°)] = (ma — ma) By (¢°) - (7.5)

De modo semelhante, a contragdo de SV com o momento externo deve esta-

belecer uma relacio com a amplitude S.S' de acordo com a identidade de Ward
TV = (my —mg) T (7.6)
A amplitude S'S por sua vez é um escalar e deve ter a forma geral
T5% = Fy (¢%) (1.7)
onde Fy (¢?) é uma fungdo escalar arbitraria. Com isso as relagdes
¢ [TV ] = a [(m1 — ma) T5V] = (m1 — mp)? T (7.8)
implicam em

¢ [Fi () +*F2 ()] = (mi—m2) ¢ Fs () (7.9)
= (m1—mg)’ Fy(q?). (7.10)

Isto quer dizer que no ponto cinemdtico ¢> = 0 esperamos que as fungdes

arbitréria satisfacam:

[P () + PR ()] oy = O (7.11)
¢F3 ()| pg = 0 (7.12)
Fi ()| pey = O (7.13)

O aspecto importante disto é que, inequivocamente, isto estabelece que a am-
plitude SS deve se anular em ¢? = 0. Como j4 calculamos esta amplitude, podemos

verificar se esta propriedade € satisfeita.
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Verificando a expressao [d.18]e usando a relagao [5.8] temos

TSS — _(427) |: 2 _ (ml + m2)2] XO + Ilog (m%) + Ilog (m%) . (714)

Fazendo ¢* = 0, obtemos para a fungdo xo (¢*, m3, m3)

1 m%
Xolp—o = 75—y In () , (7.15)
! (m? —m3) — \mi
mostrando que a amplitude 7°°° ndo se anula em ¢ = 0, tal que

; 2
SS 1 mi + me ms 9 9
%% oy = ) (ml — m2> In <m%) + Liog (Mm3) + Liog (m7) . (7.16)

Portanto, podemos concluir sem nenhuma divida que o limite de baixa ener-
gia,
SS
T \quo 0, (7.17)
ndo pode ser simultaneamente satisfeito com a relacdo estabelecida para o diver-

gente da corrente vetorial com a corrente escalar nem mesmo que o objeto diver-

gente ), pudesse ser assumido identicamente nulo.

7.2 Amplitude AA

Assim como o tensor de polarizacdo no vacuo, a expressiao para a amplitude
AA, dada por[6.10] é um tensor simétrico de dois indices, sendo assim sua forma

geral, é dada por

T2 = g [G1 ()] + auaw [G2 (67)] (7.18)

onde (1 (qg) e G (q2) sdo funcgdes escalares arbitrdrias. A contragdo com o

momento externo ¢*, resulta em
T = ¢"guw [G1 ()] + ¢"auan [G2 (%))
= ¢ [G1 () + G (¢%)]. (7.19)

O divergente da corrente axial, por outro lado, estabelece uma conexdo com a

corrente pseudo-escalar dada pela identidade de Ward

Tt = (my +mo) TS, (7.20)
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A amplitude AP ¢é um tensor de um indice, sendo entdo sua forma geral ¢ dada
por
TP = 4,63 (4%), (7.21)

onde G3 (q2) ¢ uma funcio escalar arbitraria. Desta forma estabelecemos uma

relacdo entre as fungdes arbitrarias
[G1(¢%) + G (¢°)] = (m1 +m2) ¢°G3 (%) . (7.22)

Por sua vez a contragcdo com o momento externo na amplitude PA estabelece

uma relacdo com a amplitude PP de acordo com a identidade de Ward

¢"TFA = (my +mao) TTT. (7.23)

A amplitude PP sendo um escalar terd a forma geral

=G4 (7). (7.24)
Assim, em consequéncia das relagdes
¢ ["T5] = ¢ [(m1 +ma2) TEA] = (ma + m)* PP (7.25)
estabelecemos
¢ [G1 () + G ()] = (m1+m2)d*Gs(q°) (7.26)
= (m1+m2)’Ga (). (7.27)

Deste modo no ponto cinemitico ¢ = 0 esperamos que:

¢ [G1 () + G (][ pmy = O (7.28)
G (¢*)| oy = 0O (7.29)
G (Q)\qzzo = 0 (7.30)

Um aspecto importante e imediato destes resultados é que isto estabelece ine-
quivocamente que a amplitude 777, deve se anular em ¢> = 0. Nés entdo pode-
mos verificar se o resultado obtido satisfaz esta propriedade.

Na expressdo e usando[5.8] teremos a seguinte expressao:

T = (4;) [q — (m1 —my) }Xo—flog (m3) = Tog (m1) , (7.31)
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usando(7.15] em ¢ = 0

; 2
PP _ ¢ my —ma myy 2\ 2
o= =iy (o) () e (79~ e ) 032

Isto quer dizer que nem mesmo se o objeto Ij,; pudesse ter o valor identicamente
nulo, satisfazendo portanto a identidade de Ward, o limite de baixa energia seria

conservado.

7.3 Amplitude AV

A amplitude AV [6.13] é um tensor antissimétrico de ordem dois e deve ser
construido a partir de um vetor ¢, do tensor de antissimétrico de Levi-Cevita £,43
e do tensor métrico g,g3.

A forma mais geral para este tensor é portanto:
Ty = euwHi (%) + epat®avHa (0°) + cvaq®quHs (7)., (7.33)
onde Hi (¢%), H2 (¢*) e Hs (¢*) sdo fungdes escalares arbitrarias.
A contragio com o indice axial nos fornece
Ty = ewd"Hi(¢*) + cuad®d"aHa (¢°) + €vad®®Hs (¢%)
= &waq® [(*Hs3 (¢°) — H1 ()] - (7.34)
Esta contracdo deve estar relacionada com a amplitude PV de acordo com a iden-

tidade de Ward
T = (my +mo) TP (7.35)

A amplitude PV, por sua vez, é um tensor impar de um indice sendo entdo sua
forma geral dada por
T, = evaq®Hy (%) - (7.36)

v

Com isso temos a relagdo
[¢°Hs (¢*) — H1 (¢%)] = (ma + m2) Ha (%) . (7.37)
Deste modo esperamos que no limite cinemético ¢ = 0

¢*Hs (¢%)] oy = O (7.38)
[Hi(¢°) + (m1 +m2) Hy (¢*)]] oy = O (7.39)
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As amplitudes PV e AV foram calculadas e € possivel verificar se esta relagio é
satisfeita.
Inspecionando as expressdes obtidas verificamos que obtivemos os resultados

para as quantidades acima. Primeiramente consideramos

¢°Hs (¢°) = (ZT) (m1 +m2)* xo. (7.40)

Fazendo ¢ = 0, temos

¢>Hs (q?)\q2:0 = (Zﬂ)ln (7”%) [(2”“) — 1} , (7.41)

my mi1 — mg

0 que mostra que o limite de baixa energia ndo € satisfeito.

Tomando agora as quantidades H (q2) e H, (q2) , dadas por:

)~ g () () o] o

q ms
€
2 i mi —m3 m3 2 2
(@) =~y (75 {2 + (m} —m3) xo| (7.43)

v 2
+ (471') (ml + m?) X0

podemos verificar se a relacdo prevista € satisfeita. Mas j4 estabelecemos a viola-
¢do através da funcdo Hs (¢°) .

A contragdo com o indice vetorial na amplitude AV’

T = cwd Hi (¢%) + euat®d’ aHa (%) + €vad®d” quHs (¢%)
= ewd’ [Hi(¢°) + ¢ Ha (¢%)] (7.44)

deve estar relacionada com a amplitude A.S, de acordo com a identidade de Ward
T = (m1—mg) TS (7.45)
A amplitude AS por sua vez possui a forma geral

T = ep0q®Hs (¢°) - (7.46)



Capitulo 7. Limites de Baixa Energia 65

Com isso temos a relagdo
[H (¢°) + ¢*Hz (¢°)] = (m1 —m2) Hs (¢%) (7.47)
Assim esperamos ter no ponto cinemdtico ¢ = 0 :

¢*H, (q2)\q2:0 =0 (7.48)
[(m1 —m2) Hs (¢%) — Hy (q?)]\qQ:0 = 0. (7.49)

Nos resultados que obtivemos € ficil identificar

1

20 (02) = _ 2 7
¢*Hs (¢°) (an) (m1 —ma)” xo, (7.50)
e verificar que:
: 2
9 9 ot ms 2mq B
q H2 (q )‘q2:0 = 7(47_‘_) In <7n%> |:(’rn,1—1’nz) 1:| s (751)

o que implica na violacdo do limite de baixa energia.

As quantidades envolvidas H; (q2) e Hs (q2) sdo identificadas como

0=y () () ] o

q my

1) = g () [ () + ot =] @9
+(4;) (m1 — m2)? xo

Poderiamos verificar a validade do outro limite de baixa energia envolvido. Porém,
jd estabelecemos a violagdo de modo inequivoco através da fungdo Hs (¢?) .
Assim, mesmo na condi¢do de as identidades de Ward serem satisfeitas temos

todos os limites de baixa energia envolvidos violados.
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8 CONCLUSOES

No presente trabalho consideramos um modelo bastante geral onde diferentes
espécies de férmions de spin % acoplam-se com bdsons de spin 0 e bésons de spin
1, de modo que a estrutura topolédgica € similar a do Modelo Padrao. O modelo,
formulado em dimensdo espaco-temporal D = 1 + 1, possui todos os ingredi-
entes do cdlculo perturbativo no que diz respeito ao tratamento das divergéncias.
As condi¢des entretanto, sdo consideravelmente mais favordveis pois as amplitu-
des divergentes, em ordem "1-loop"de aproximacgdo, sdo em menor quantidade e
possuem graus de divergéncia menos severos que em dimensdes maiores. Este
cendrio € adequado para o desenvolvimento da investigacdo proposta no presente
trabalho pois permite conclusdes claras e transparentes, relativamente aos aspectos
relevantes, em uma arena simples.

As amplitudes pertinentes ao modelo, ao nivel "1-loop", foram todas explici-
tadas no contexto do método que denominamos C'P P, que € uma evolugio formal
daquele denominado Regularizagdo Implicita (RI). A evolugdo se deve ao fato de
que, na nova formulagdo, o papel da regularizacio ter sido completamente elimi-
nado. O ponto principal é uma reinterpretacdo da sequéncia de operacdes adotada
na implementacdo das regras de Feynman. Todas as operacdes sdo implementadas,
como usualmente, com excecdo da tdltima delas a qual prevé a soma sobre todos
0s momentos nao restritos pelas relacdes de conservagdo de energia e momentum
em contribui¢des envolvendo "loops". Isto implica na necessidade de integrar a
expressdo obtida nas operacdes anteriores, € € isto que estabelece as indefini¢des
matematicas ou as divergé€ncias associadas.

Para dar um passo seguinte, neste caso, torna-se necessdrio regularizar as am-
plitudes e isto implica em modifica-las para a realiza¢do de alguns passos interme-
didrios o que inclui a integragc@o de objetos originalmente divergentes. A tomada
do limite, que removeria a modificagdo efetuada, sabidamente ndo comuta com
as operacdes realizadas e isto torna os resultados finais dependentes dos passos
intermedidrios e da regularizacdo utilizada. Neste cendrio ndo € possivel afirmar,
com segurang¢a, quando um aspecto surpreendente emerge em uma investigacao, se

trata-se de um efeito fisico genuino ou se € apenas um efeito da regularizacdo e das
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ambiguidades intrinsecas aos calculos. Procedendo de acordo com o método CPP
isto € evitado. Primeiro porque a implementacdo da tltima regra de Feynman ape-
nas € feita apds ser adotada uma representagdo conveniente para os propagadores
das linhas internas ao "loop".

A conveniéncia vem do fato de a referida representacdo assumir a forma de
uma expansao em poténcias decrescentes no momento do "loop". Isto nio elimina
as divergéncias mas permite separar a parte que contém as quantidades fisicas re-
levantes em termos potencialmente finitos, ou seja, que podem ser integrados sem
restrigdes ou modificacdes. Além disto, nos permite colocar as partes divergentes
em objetos padronizados onde apenas uma escala arbitraria esta presente, estando
pois estas livres de quantidades fisicas. Estes objetos divergentes ndo necessitam
ser calculados de fato para nenhum propésito. Apenas propriedades gerais ne-
cessitam ser estabelecidas. Quando a renormalizacdo € feita, por exemplo, estes
objetos sdo absorvidos sem a necessidade da integracdo ser completada.

Na presente investigacdo, a utilizagdo do método CPP permitiu estabelecer
de modo inequivoco alguns aspectos importantes que usualmente sao mascarados
pela presenca de regularizagdes. O primeiro aspecto que registramos na presente
investigacdo ¢ a associagdo do termo anémalo na amplitude AV, que usualmente é
admitido de modo natural, com a violag@o de uma relacio entre funcdes de Green,
ou seja, com a violagado da linearidade na integracdo. Quando contraimos a ampli-

tude AV com o momento externo no vértice axial obtivemos
T = T (ka,ma) — Tpt (k1,ma) — (ma+mo) TSV (8.1)

—2e,,q" [A% ()\2)} — %qwq“.

O objeto A% ()\2) que ¢é a diferencga de integrais logaritimicamente divergentes

é restringido ao valor

i
AL () =~ <27r> (8.2)

para ndo comprometer a relagdo entre funcdes de Green. Verificamos que este
valor ndo nulo é inequivoco e consequéncia apenas da validade da linearidade na

integracdo. Assim o termo andmalo existird nesta contracdo apenas se 0 objeto
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acima for assumido como identicamente nulo. Mas o valor nulo seria claramente
inconsistente.

Prosseguindo verificamos as identidades de Ward. Para as identidades envol-
vendo a contracdo de momentos externos com as amplitudes contendo dois indices
de Lorenz, AA e V'V, concluimos que elas somente podem ser satisfeitas se o ob-

jeto

A’k 2kuk, d*k v
Ay ()\2) = / (27?)2 (k2 _u)\g)Q /W(kz ﬁ A2)

d’k 0 k,
- / (2m)? Ok, {_ (k2 — X2) } ’ (8.3)

for identicamente nulo. Esta é a tinica possibilidade também de eliminarmos as

ambiguidades nas amplitudes A e V/, tornando-as identicamente nulas. Este re-
sultado garante as identidades de Ward correspondentes a primeira contragdo das
amplitudes AA e V'V com o momento externo e pode ser estabelecido no contexto
da RD e é usualmente utilizado, como mostramos explicitamente. Apesar de atra-
ente este valor € inconsistente com o valor ndo nulo necessdrio para a satisfacio
da relag@o entre fungdes de Green da amplitude AV como comentamos acima.
Claramente um tensor ndo pode ser identicamente nulo e seu traco ser ndo nulo.
O valor nulo para ambos leva a presenca de um termo violador da identidade de
Ward axial na amplitude AV identificado com o termo anémalo usual.

No que se seguiu em nossa investigacao, notamos que as identidades de Ward
correspondentes a segunda contragdo destas amplitudes, ou seja, relativas as am-
plitudes PA e SV, necessitam de outra condi¢do além daquela mencionada acima.
Isto porque a satisfacdo da relacdo de simetria exige que as amplitudes de um ponto

S se anulem, como mostra a rela¢@o entre fungdes de Green abaixo

¢TE = T (ky,ma) + T% (ky,my) 4+ (my +m2) TP (8.4)
TV = T (ky,ma) — T (ki,ma) + (my —mo) T%°. (8.5)
Mas isto somente seria possivel se o objeto divergente )., fosse identicamente

nulo. Isto ndo pode ser obtido em nenhum contexto de regularizagdo. As identida-

des assim ndo podem ser satisfeitas.
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Em seguida, para completarmos nossa andlise consideramos os limites de baixa
energia, que podem ser estabelecidos de modo muito geral para quaisquer ampli-
tudes do cdlculo perturbativo. Tomando as caracteristicas tensoriais e admitindo
que as identidades de Ward podem ser satisfeitas, verificamos que os limites de
baixa energia estabelecidos para as fun¢des S.S e PP sio claramente violados. Da
mesma forma os limites estabelecidos a partir das relagdes entre a amplitude AV
e as amplitudes PV e AS sdo também violados de modo inevitavel.

Isto tudo implica que a consisténcia desejada nos célculos perturbativos € cla-
ramente impossivel de ser obtido a partir da interpretacdo das amplitudes como
quantidades a serem regularizadas devido a presenca de divergéncias. O método
que utilizamos permite ndo comprometer a investigacdo com a presenca de regu-
larizacdes e assim possibilita estas conclusdes claras e transparentes.

A principal conclusio € que ndo € possivel estabelecer uma situagdo de ex-
cessdo para a amplitude AV e classificad-la como andmala quando a mesmo proce-
dimento € aplicado a todas as amplitudes. Os limites de baixa energia sdo todos
violados mesmo se as identidades de Ward forem assumidas validas. Mas as viola-
coes de identidades de Ward de modo inevitdvel acontece também nas amplitudes
APeSV.

Assim parece inevitdvel concluir que devemos buscar uma nova interpreta-
cdo para as amplitudes perturbativas que possa fornecer a consisténcia desejada.
Amplitudes definidas através de um critério tnico e universal, que satisfacam as
relacdes de simetria, estejam automaticamente livres de ambiguidades, estando re-
lativas as arbitrariedades associadas a rotulacdo dos momentos das linhas internas
(homogeneidade do espaco-tempo), como aquelas relacionadas a independéncia
com a escala arbitraria. Além disso, devem satisfazer aos teoremas de baixa ener-
gia de modo automatico e apresentar consisténcia com as determinagdes da unita-
riedade. Evidentemente que esta nova interpretacao ndo pode destruir os bons re-
sultados construidos com as teorias renormalizdveis , em particular a £ D(). Nesta
prescri¢do ndo pode haver escolhas de ambiguidades e ndo pode haver amplitudes
que se caracterizem como excessdes inevitdveis em um esquema geral. Quando
obtemos isto ndo temos leis nem mesmo principios mas apenas regras. E regras

ndo podem ser aceitas como a forma final de conhecimento em ciéncias exatas.
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A ALGEBRA DAS MATRIZES DE DIRAC

Serd apresentado neste apéndice a dlgebra anticomutativa das matrizes 7's de
Dirac. Estas matrizes aparecem naturalmente, dentro do contexto da Mecanica
Quaéntica Relativistica sempre que nos referirmos a particulas de spin semi-inteiro
que obedecem a equagdo de Dirac, ou seja, estas matrizes surgem no contexto de
amplitudes fisicas fermionicas. Obedecem a dlgebra nao-comutativa, desta forma
tém associadas a si, relagdes de anticomutacdo e estdo presentes na lagrangiana
de interacdo, nas fungdes de Green e, consequentemente, nas amplitudes fisicas
perturbativas, portanto no contexto deste trabalho, somos levados a considerar suas
propriedades, assim como as manipulacdes de certas quantidades envolvendo estas

matrizes v's.

Representacio e algebra das matrizes de Dirac

Consideraremos a seguinte representacdo para as matrizes v, = (71,72, 73) ,

[0 = [0 4 (1 0 A1)
" i 0 Y2 i 0 3 0 -1 |’ .
onde podemos estabelecer as seguintes relacdes: 1 = o092, Y2 = 01, Y2 =

Y17v2, onde as matrizes o;’s sdo as matrizes de Pauli associadas a Mecénica Quan-
tica Nao-Relatistica e aparecem na equag@o de Dirac para particulas de spin 1/2
(WEINBERG, [1996). Os indices 1 e 2 que aparecem nas matrizes referecem-se a
um espacgo-tempo bidimensional D = 1 + 1.
Temos também as seguintes defini¢des:
1 0

=gt = , A2
Juv = 9 0 -1 ( )

onde g, € o tensor métrico do espago de Minkowski, e

0 1
fw == (A3)

é o tensor totalmente antissimétrico com dois indices de Levi-Civita.
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Podemos estabelecer algumas propriedades gerais usando estes objetos,

Y = Guw?’ (A.4)
7= 9", (A.5)

onde usamos a notacdo de Einstein, que diz que quando um indice aparecer repe-
tido significa que deve ser feita uma soma sobre ele. Quando utilizarmos o indice
superior, estamos nos referindo a um objeto contravariante, definido a partir das
suas propriedades de transformacdo frente a um sistema de coordenadas, ja o in-
dice inferior se refere a um objeto covariante, pelo mesmo argumento.

Estas matrizes obedecem a dlgebra ndo comutativa de Clifford, dada por,

~

['Yua 'VV]+ =YY + WV = 291, (A.6)

comu,v=1,2e I a matriz identidade em 2 dimensdes.

A partir destas consideragdes, podemos estabelecer as seguintes propriedades:

YWy = 2 (A7)
Y = Ew” (A.8)
vays = 1 (A9)
YV = T3 (A.10)

Da onde podemos ver (A.10), que a matriz 3 estd associada a uma algebra anti-

comutativa. Ela anticomuta com todas as outras matrizes v's, tal que

[V3, W]y = 3% + %3 = 0. (A.11)
E conveniente definir a matriz 3 através das outras +'s,

1
v =—5e

5 YaYB- (A.12)

Dentro do contexto deste trabalho, utiliza-se uma operacdo linear chamada
traco. O trago de uma matriz quadrada € a funcdo matricial que associa a matriz a
soma dos elementos da sua diagonal principal (??). Assim, podemos calcular os

tragcos das matrizes de Dirac.
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O trago de uma matriz de Dirac € nulo,

tr(y,) =0, (A.13)

ja o trago de duas matrizes pode ser encontrado utilizando a relacdo, definida na
equagdo (A.06)

M Vu = 20 — Y Vo (A.14)

Substituindo na operacdo de trago, temos,

tr (VoY) = 290 (A.15)

Ja o trago de trés matrizes, pode ser calculado multiplicando as matrizes dentro
do traco pela identidade, que é dada pela multiplicacdo de 373, sem alterar o

produto das matrizes,

tr(mwYe) = tr (13137 )
(A.16)
€ como a matriz 3 anticomuta com as matrizes y,, temos,
tr (fYVfYMfYOt) = —tr ('YV'Y,u'Yoc)
= 0. (A.17)

Desta forma podemos associar um resultado nulo ao produto de matrizes v's
com um ndmero {mpar de matrizes, o sinal do trago é dado por (—1)" onde n é o
ndmero de matrizes presentes na operagao.

Para o trago de quatro matrizes 7's,

tr (W yYays) = tr[(29uu — V) Yavs]
= 4gupgo¢,8 - 4gyagu6 (A.18)
+49u89ua — tr [V YuYa V8]

usando a ciclicidade do traco,

ir ('YV’YMYCM’Y,B) = 29vu908 — 29va9us + 29v89ua- (A.19)
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Alguns resultados importantes que aparecem nas fungdes de Green associados
aos processos fisicos que nos propomos a estudar neste trabalho, t€ém associados a
matriz 3, complementando o estudo das matrizes de Dirac, tal que, o traco de um

nimero impar de matrizes de Dirac, com uma matriz quiral € identicamente nulo,

tr (Vay3vg--A) =0 (A.20)

pois basta anticomutar a matriz quiral com todas as matrizes dentro do trago e usar

a ciclicidade do mesmo, para obter,

tr (v37aY8---72) = —tr (V378 72) - (A.21)

J4 o trago da matriz v3 com um ndmero par de matrizes de Dirac, pode ser
calculado de tal forma que, substituindo a propriedade (A.T2) dentro da operagdo

de traco temos,

1 .,
tr(1278) =t =5 m e
= &aB ~ B> (A.22)

Como o tensor €, € antissimétrico

tr (v37a78) = 2€a8- (A.23)

Algumas identidades uteis para o cdlculo dos tragos, podem ser resumidas a

seguir:

tr (W YuYaysye) = 0 (A.24)
tr (VY18 Y8) = 2[9uw (9apgns — Gargss + Jasgsr)  (A.25)

—Gpa (GupIrs — Gurgss + Gusgpa)
+9u8 (Gvagrs — Gurgas + Gusgor)
—9u (Gva9ps — Gup9as + Guvs9ap)
+9u5 (Gvagpr — Gupgaxr + Gurgdas)]

tr (37875 ) = 2€apdsn — 2€a698y + 2€angss (A.26)
+2e859an — 2€8n9as + 2€5n9ap-
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Também podemos explorar outra propriedades das matrizes de Dirac, como a

contra¢do de matrizes 7's com quadrivetores, representada por,
k= k", (A.27)

onde podemos facilmente estabelecer as seguintes identidades:

kg + gk = 2k-q (A.28)
YE+A1E = 2k, (A.29)
YRy, = dk+2k-¢ (A.30)
Yy = —k (A.31)

Todos os resultados apresentados neste apéndice sdo suficientes e necessarios
para o desenvolvimento das manipulagdes algébricas associados as matrizes de
Dirac. Estes resultados utilizados para a construcido das matrizes que obedecem
a dlgebra anticomutativa, definida em [A.6] podem ser estendidos para qualquer
dimensdo. Mas um fato importante que deve ser mencionado é que nio € possivel
estender, para dimensdes fmpares, a defini¢io da matriz v?~*! (andloga a matriz
~3 em dimensdo D = 2), sendo assim ndo é possivel definir uma matriz quiral que
anticomute com todas as matrizes y* estabelecidas para a dada dimensao, portanto
ndo podemos estabelecer transformacdes quirais nestas dimensdes (FONSECA et
al) 2013).
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B PARAMETRIZACAO DE FEYMNAN

Para calcularmos amplitudes fisicas a partir de T'QQC's, somos levados a utili-
zar métodos perturbativos devido o fato de encontrarmos integrais razoavelmente
complicadas.

E fcil observar, por meio de contagem de poténcias, que algumas dessas inte-

grais,

P 1, k-, kREY KREY . kP
(IN) N 2 4 2 2 2 2
(27) [(k;+k1) —ml} [(k+kN) —m%

(B.1)

que sdo combinagdes de integrais de Feynman, sdo divergentes e outras finitas.
Desta forma, a possibilidade de estruturas matematicamente indefinidas, presentes
no interior dessas integrais, levou ao desenvolvimento de métodos puramente al-
gébricos que nos permite separar a parte divergente da parte finita das integrais. A
parte divergente ndo € integrada e pode ser escrita como uma combinagdo de dois
objetos divergentes bésicos. Ja as integrais finitas sdo calculadas usando métodos
usuais de integragdo, e, com o intuito de construir uma sistematizagdo para as ope-
racdes, presentes nas partes finitas, utilizaremos um "truque", que no nosso caso ¢é
o chamado de Parametrizagdo de Feynman.

O método utilizado, nos possibilitard colocar as integrais presentes no calculo
das amplitudes fisicas em uma forma geral, que simplificard substancialmente as
integracdoes dos momentos. O que faremos € utilizar identidades, reescrevendo
assim o integrando numa forma conveniente.

Comecaremos com a mais simples destas identidades, que € a seguinte:

1—/1dz L (B.2)
ab Jo [(b—a)z+al? '

Todas as identidades estdo contidas em uma forma geral, que pode ser escrita

de forma geral como

(B.3)

1 (n— 1)!/dx1.../d:cn [a1i<1 _ilx)

a1a3...0n, 14 o+ anee]™
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Na expressdo acima, os a}s podem ser identificados como os propagadores
de campos correspondentes as linhas internas dos diagramas. Porém, esta iden-
tidade ndo compreende a todas as possiveis formas que poderemos encontrar nos
integrandos, pois podemos nos deparar com integrais onde os propagadores po-
dem aparecer repetidos. Neste caso, devemos encontrar uma identidade anéloga
a acima mostrada para procedermos a parametrizacdo. Para isso, basta que deri-
vemos a expressdo acima em relacdo a algum dos pardmetros a/s. Deste modo

teremos:

1 (-5
'/dml.../dzn =1 . (B.4)
laizy

=n!
atay...ay + ot anz]" + 1

Com o uso destas relacdes, e outras que podem ser deduzidas a partir destas,
podemos construir a lista de identidades que sdo necessdrias para procedermos
a parametrizacdo das integrais finitas que surgem ao longo do presente trabalho.

Esta lista é formada pelas relacdes:

o /ldzl (B.5)
ab — Jo T[(b—a)z+a) '
1 1 (1—2)

— =2 dz—m-— B.6
a?b /0 Z[(b—a)z—ka]‘s (5.0
1 1 (1—2)?

= = 3 g B.7
a’b /0 : [(b—a)z+a]* ®B7)
1 ! (1—2)°

— =4 d—— B.8
a'b /0 z[(b—a)z+a]5 (B8
! 2 1d 17Zd ! B.9
A A R e e e
1 1 1=z (1—y—2)

— =6/ d d B.10
a?be /0 Z/o Yoyt c—aerat OO
1 1 1-z (1_y_2)2

— =12 4 d B.11
adbe 0 Z/o Th—a)yy+c—a)z+ap B0

A fim de exemplificarmos o método que acabamos de apresentar, aplicaremos
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a parametrizacdo de Feynman a seguinte integral

(B.12)

d*k (k3 4 2k - k+ A% —m3)
Ttinita = —/

(2m)" (k2 = 22)? [ (k + ka)? — i3]

que surge na solugéo da integral de Feynman (I3). Como o denominador é da

forma a?b, usaremos a parametrizagio . Onde:

a = k?— )\ (B.13)
b = (k+ko)? —m? (B.14)

assim teremos

(b—a)z—l—a:(k—l—k:gz)2+k‘§(1—z)z+()\2—m%)z—)\2. (B.15)

Renomeando
K = k+koz (B.16)
H(z) = k3(1—2)z4+ (XN —mj3)z— N\ (B.17)
logo
OH
az(z) = k3 (1—22) + A2 — m3 (B.18)
substituindo estes resultados na integral (C.2))
! OH (z) [ d*k' 1
Ifinita = —2/ dZ(l—Z){ ()/ 5 3
0 0z (2m)° [K' + H (2)]
d’K’ k!
+2k3/ . @ 3} . (B.19)
(2m)° [k + H (2)]

Impondo a invariancia de Lorentz e renomeando I ¢, para I }im.t > obtemos

271./
OH (z)/ d°k 1 (B.20)

1
I, . :—2/ dz(1—z .
finita 0 ( ) Oz (27_[_)2 [k/ +H (Z)]3
Ap6s obtermos a forma acima para a integral de Feynman finita, devemos
integrar, sob todo momento irrestrito do loop k, e para isso, devemos utilizar a

técnica de Integracdo Dimensional, que serd vista no préximo capitulo.
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C INTEGRACAO DIMENSIONAL

Vimos no apéndice anterior, um recurso matemadtico para o tratamento de inte-
grais de Feynman que nos fornece uma forma genérica para o integrando, qualquer
que seja a integral. Sendo assim, nosso objetivo agora € calcular tais integrais, ou
seja, integrar nos momentos.

Considerando a forma geral das integrais de Feynman

/ A% (1, ks bk, k2, Kk kp...)
2m)* (K +2Q-k—H?)®

(C.1)

Para que nlo seja necessdrio resolver separadamente cada uma destas integrais,
partiremos da integral mais simples e entdo encontrar um método para determinar

a solugdo das demais a partir desta solug@o.

d*k 1
1(Q) z/(%)2 2520 k= 0 (C.2)

a fim de eliminar o termo fmpar, reescrevemos o denominador da seguinte forma:

Seja

+2Q k—H?=(k+Q)° - (Q*+ H?) (C.3)

€, uma vez que estas integrais sao finitas podemos fazer um shi ft na variavel de
integracdo sem nos preocuparmos com os termos de superficie.
Tal que,
K =(k+Q) (C4

M? =Q?+ H. (C.5)

A integral (C.2)) fica escrita como

a2k 1
I(Q) = / @n ) (W2 = 3 (C.6)

Para resolvermos integrais deste tipo, utilizaremos a extensdo n = m + 1-

dimensional, tal que

d"k 1
I(Q,n)= / (27T)n (]{32 — MQ)oz (C.7)
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em um espaco de Minkowski, teremos
d"k = dkodkydks...dky = dkod™k = dk™ ! (C.8)
e como usual, as componentes do espago-tempo ficam escritas como

K = k3 —K? (C.9)
k? = ki+k3+...+k2 (C.10)

onde m = n — 1. Desta forma, a integral (C.7)) € dada por

1(Q.n) = /dnk<1M2)

_ /dmk‘/dko{ ! £ (@Il

(k2 + 12)'?) ]

A integral acima apresenta pélos em

B2o= (k24 M%) (C.12)

Bo= - (K24 Mm2)'? (C.13)

sendo assim, fica evidente que (.9) tem um problema: o integrando € singular nos
polos e (C.13), e por isso a integral diverge. Para calcularmos esta integral,
vamos estender kg para o plano complexo, e considerar o integrando como uma
fun¢do da varidvel complexa kg € C. Em outras palavras: faremos uma conti-
nuacgdo analitica do integrando no plano complexo. Sendo assim, introduziremos
um "regulador"e arbitrdrio, que tem como objetivo remover os pélos da reta real,

deslocando-os ligeiramente, ou seja,

I= /dmk/dko ! — (C.14)
{ |02+ 22)' 2 — e }

que faz com que os pdlos sejam deslocados para o eixo complexo, nos pontos

o= (K2+ M2V i (C.15)

o= -2+ M) e (C.16)
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Com o contorno C fixado, a integral f (ko)
1

k2 — [(k2 M2 - z‘g)l/?r}a

f (ko) = { (C.17)

se anula. Também podemos observar que para kg — oo, f (ko) também se anula.

Isto é, .

Jm [ (k)] = o (C.18)
entdo a contribui¢do sobre o circulo se anula e restando apenas as contribui¢des
sobre os eixos.

Fica mais facil integrar em k caso possamos passar para coordenadas esféricas,
podemos fazer isso se passarmos para o espago euclidiano por meio de uma rotagao

de Wick, de modo que

ko = iko (C.19)
kym, = kpm (C.20)
a medida invariante fica
2 7\ 2 = 2
o= (iko)” — (km) (C.21)
= — (Fmp1)’ (C22)
c,
d"k = idkodkm=idk™ . (C.23)

Fazendo a conveniente mudanca de varidveis kg = kp,11, com k,,, 1 real.

Com isso a integral kg fica

+00 “+oo
/ dkof (ko) = i / dhomsr f (i 1)

7+oo 7+oo 1
/ dkof (ko) = i / Qi1 -
—00 —00 {(Z.k?m+1)2 . [(kg + M2)1/2 . ZS] }
+0c0 1
— i(=1)" dkm _ C.24
(=1 /oo k2, + K2 A ie) €29



Apéndice C. Integragcdo Dimensional 84

A relacdo entre as integrais nos dois espacgos € dada por

n 1 ) o +o00 . 1

— 00
Como a regulariza¢do dimensional s6 muda a dimensao do espago-tempo nio
quebra nenhuma simetria deste espaco. Agora precisamos expressar 0 espago eu-

clidiano n-dimensional em coordenadas polares,

ki = ksinb,,sinf,,_1...sinfs sin 61 (C.26)
ko = ksinb,,sinf,,_1...sinfs sin 61 (C.27)
km+1 = kcosf (C.28)

desta forma, o elemento de volume em coordenadas polares em n dimensdes

“+o00 fo'e) 27 T T
/ d"k = / k™ dk / 64 / sin 05dfs... / sin™ 1 0,,d0,,. (C.29)
—0o0 0 0 0 0

A integral nos momentos fica da forma:

2 T T 00 dkk™
—1) 9 in 62dfs... in™"16,,do,, -
) /0 1 /0 sin Godf- /0 sin /o CESTEEs

(C.30)
como o integrando nédo depende de # podemos integrar nos dngulos, usando
@ T (Y (mtl
/ sin™0df = (2)—(773) (C.31)
0 r(1+%2)
1
r <2> = T (C.32)
Deste modo,
27 i T 92 m—1
/ 0, / sin Oydfsy. .. / sin™1 0,,,d6,, = % (C.33)
0 0 0 I (754)
Substituindo este resultado na integral
i) m™ / (k)" dr* )
(27T)m+1 T (m ) 0 (k2 + M2)C“ )
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usando a expressao para a funcdo Beta de Euler, obtemos:

D@ DT (- (2) [ E) T
= ) HIT () (1\422)“—(”5)r(2a) /0 e €3
Fazendon =m +1

(=1)7% (a— %)

I = K 2/ (C.36)
(47)7 T (o) (M2)*"2

A forma da expressao justifica a definicdo n = 2w, que nos fornecera:

B i I'a—w)
1(Q,w) = ((4@“) T T (C.37)

que ¢ o resultado desejado. A presenga da fungdo I' (o« — @) nos garante que este
resultado s6 € vdlido para o > o, ou seja, para integrais finitas.
Sendo assim, temos a partir da equagdo (C.2) e da discussdo feita acima a

forma geral das integrais de Feynman, ou seja,

d*k 1
1w = [ Gy iy (€39

i IMNa—w)
(4m)* D(a) (—Q2 — H2)*™¥’

onden =D = 2w.
Agora podemos calcular as demais integrais de Feynman que aparecem no
célculo explicito das amplitudes. Para calcular a primeira das integrais derivamos

a equacao em relacdo ao momento externo
o

d / d2% 1 B d i P(Oz . w)
dQr | 2m™ (R +2Q - k— H2)® — dQr (4m)° T(a) (—Q? — H2)"~’
(C.39)
da onde
A2 ky, VN Qu(a — w)
/ (27T)2w (k2 + 2Q k= HZ)Oé - ( ) (47T)w F(O[) (—Q2 _ HQ)Q_"" . (C40)
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Repetindo este procedimento podemos obter todas as outras integrais necessa-

rias, tal que,

/ d*k Kk _ i [ QuiuT'(a —w)

(2m)% (k2 +2Q - k — H2)¥ ! (4m)" [T(a) (-Q* — H?)*™
+%g,ul/l—‘(a — W 1)

(o) (—Q* — H?)* ™!

Segue abaixo, a solucdo necessdrias para o cdlculo das integrais que surgem

] (C41)

na avaliacdo das fungdes de Green. Assim sendo, apresentaremos a seguir todos

os resultados necessarios para o calculo das func¢des apresentadas neste trabalho.

/ d29k ku - ) i QuT (e —w)
(2m)™ (k2 +2Q -k — H?)™ (4m)7 T (o) (—Q? — H2)*

(C.42)
/ d>k Kk, i [ Qu@uI' (o — w)
(2m)* (K +2Q -k — H?) (4m)” [T(e) (-Q% — H2)* ™
+%glwl“(a —w-—1)
(o) (—Q* — H?)* ™!
(C.43)
/ d*k k2 i [ Q’T'(a —w)
(20> (¥ +2Q - k—H*)" — (4n)” |[T(a) (-Q? — H2)™
wl(a—w—1)
o (e mppet]
/ a2k Kk ko ks 0 [QBQQQMQVF (o —w)
2m)™ (R +2Q -k — H)" ~ (4m)° |T(a) (-Q? — H2)*

% (guﬂQaQV + gu,@QaQu + gagQqu,) (Oé —w — 1)
I(a)(—Q2— H2)* ™!
% (gal/QuQB + gauQuQB + g,uuQaQﬂ) F(Oz —w = 1)
[(e) (~Q2 — H2)*
+% (gauguﬁ + Jauvp + guugaﬁ) Na—w-— 2)]

+ (C.45)

_l’_

Dla) (~Q7 — HY)" 7
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E interessante notar que estes resultados decorrem das seguintes propriedades:
d*k
/ o) (k) By = 0 (C.46)
(2m)
d?wk g dek
————kuko f (K? 2B K f (k2 C.47)
| Gkt () = 5 [ Ok () (
d*k g +g +yg d*k
Sl 3 kl,]{?ak‘ k? uraf pavB MBVO‘/ k‘4 k2
| Grptuikaksf () e kT ()
, (C.48)

onde: g,wa8 + Guovp + Gupra = Guv9ap + Guadvp + Gup9va-
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D SOLUCOES DAS INTEGRAIS DE FEYNMAN

Neste apéndice nos preocuparemos em calcular todas as integrais que apare-
cem explicitamente nas integrais de Feynman. De uma forma geral, estas integrais
podem ser escritas tal como apresentado abaixo.

- Com um propagador:

[(h) ; (11),,] = / (;:;2 [(k J;i;u]_ mz} (D.1)

- Com dois propagadores:
d2k [1; k,; kK]
(-[2) ; (12)“ ) (IQ)‘u,z/i| = / ( A

20 (e k) = m2| [k + ko) = m2| -

Portanto, as quantidades que aparecem do lado esquerdo das expressdes acima,
estdo associadas, no caso dos diagramas contendo loops, ao fato de dever-se efe-
tuar a implementacao da dltima das regras de Feynman da teoria, ou seja, integra-
¢do sobre todos 0os momentos nao fixados pelas regras de conservagao de energia

e momentum dos vértices.

Calculo de I;

Comecaremos por solucionar a integral /1, que de acordo com a equagio 4.9

() = / (;i]; (;l) , (D.3)

por contagem de poténcias, esta integral tem grau de divergéncia logaritmico, as-

¢ dada por,

sim devemos usar a identidade 4.1} com NV = 0, da onde o integrando fica escrito

como ) ) )
ki + 2k - k+ X\ —
11 (MA2k kXN omp) (D.4)
Dy (k2= )\2) (k2 — \2) Dy
Integrando:
d*k 1 Pk (K} 42k - k+ A2 —m?
112/ 212 2 _/ 2( Lt 21 _2|— ml)a D.5)
(2m)* (k% — A?) (2m) (k* = A2?) Dy
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o primeiro termo do lado direito estd associado a divergéncia e o segundo termo

estd associado a parte convergente da nossa integral. Podemos escrever a expressao

acima como
L =Ip+1Ic
onde
ID:/ d*k (Kf +2k1 -k + 2\ —mj)
(2m)? (k2 — \2) Dy
e,

Pk 1
o= | Grp

Resolveremos somente a integral convergente.

Usando a parametriza¢do de Feynman (B.3) e redefinindo

K = k+kz
—H? = kiz(1—2z)+ (N —mi)z— N\

temos

! d*k (K] +2k1 - k+ A\ —mi)
Ic = — dz 3 5
0 (27) [(/{:’)2 4 (_HQ)}
fazendo o shi ft no numerador,
0 (—H?
k%+2k1.k+A2—m§:2k1-k’+(a)
z

onde
o (—H?)
0z

excluindo os termos impares, temos

=k (1—-22)+ 2 —m?

! Za(—H2) d*k 1
fe= /Od BE /(2@2 [(k,)zH_Hz)r

usando integracdo dimensional para resolver a integral em k, temos

o (25 ()
- ()

(D.6)

(D.7)

(D.8)

(D.9)
(D.10)

(D.11)

(D.12)

(D.13)

(D.14)

(D.15)
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desta forma a resposta da nossa integral é

L = Ic+1Ip
A%k 1 i m?2
S (L S Y D.16
/(27r)2(k2—A2) 4WH<A2> (D.16)

da onde identificamos o objeto divergente bésico,

d’k 1
I )= [ —— - D.17
log ( ) / (277)2 (k2 — \2) ( )
assim temos
2 2 2 i m%
I (m3,\?) = Log (V) — Eln =) (D.18)

Calculo de Iy,

Por contagem de poténcia dos k’s, identificamos que a integral 4.12} diverge
linearmente, de forma que ao reescrever o denominador, retirando os termos nulos

(impares), temos

Iy, = —k:f‘/ Pk 2kak, / d*k (k% +2ky -k + A% — m2)2ku.
(27T)2 (k2 — >\2)2 (27()2 (k2 _ )\2)2 [(k + k1)2 . mQ}
(D.19)
A primeira integral do lado direito da equagdo acima corresponde a parte diver-

gente da nossa integral primitiva e a segunda integral do lado direito corresponde

a parte da integral finita. Desta forma podemos escrever a equagdo acima como

Ly, =Ip+Ic (D.20)
onde )
2 (K24 2k - k+ 22 —m?) %k
IDz/dk2(1+ 1ok A - m?) Tk (D.21)
(2m)* (k2 — 22)2 [(k + k)2 — mQ}
c,

2
Io = dk _ 2kaky . (D.22)
(2m)? (k2 — A2)°
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Resolveremos a integral convergente. Desta forma, utilizando a parametriza-

cdo de Feynman e usando as mesmas defini¢des dos parametros de Feynman

feitas para a integral 11, ficamos com

e [ (PCED [ K
Ic = 8k1/0 dz (1 )< 0z >/(27r)2 [(1~<;')2+(—1LI2)}3

1 27 kK
—8k:?k:fk:1u/ dz (1 —z)z/ d k2 or (D.23)
’ @ [y + ()]

2
1 o _H2 21./ 1
_2km/ dz(1—z)z<(a)) / dk2 5
0 ¥4 (271') |:(k/)2+(_H2)j|
integrando nos momentos e reorganizando os termos
Io = ook /1d -2 [ L (-m?)
R ) L A P
1
2k1km/ dz (1 [( HQ)} (D.24)

+<4Z7r>k1“/o de(l ~2)z [a(aﬂ)] 1 leml)

resolvendo a integral ficamos com

I = @kluln(—m%)—@

: 2
= 1 47r) —— ki, In < A;) (D.25)

Voltando para a nossa integral Iy,,.

ki In (=A%)

Ilu = Ip+ IC
I @2k 2kak, i m?
= —kl |:/ (277')2 (kQ _ A2)2 - (4 )gﬂa In < )\2 >:| ) (D26)

Podemos identificar a seguinte estrutura tensorial, presente na amplitude de
um ponto V e A,

Iy, + k1 dq, (D.27)
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resolvendo

N d’k  2kak, i m?
b = 4| [ e = ot (5 )

ki U (;i];2 G - ) (4;) . (Tj)]

_ L« d2]§ 2]{Zaku _ ko g,m :|
— kl [/ (271-)2 (k‘2 _ )\2)2 / (27r)2 (k2 — )\2) (D.28)

onde o termo dentro do parénteses pode ser identificado como o objeto divergente

Pk 2ok 2k g
Aoy = T / e D.29
g / er? (2222 ) @nf (=X (D.29)

da onde ficamos com
Ly + ki = =k [Aay] - (D.30)

Calculo de I

Passamos agora para o cdlculo das integrais com dois propagadores. Comeca-
remos com primeira das integrais, que ¢ dada por (4.17). Observamos pela con-
tagem de poténcias dos k’s que esta é uma integral finita, da onde, utilizando as
técnicas descritas anteriormente, podemos facilmente chegar a

i

Iy = @xo (¢°,mi, m3) . (D.31)

Calculo de I3,

Também verificamos que por contagem de poténcias esta integral é conver-

gente, cujo resultado é dado por

Iy (q%,m3,m}) = ﬁ [qux1 (6%, mi, m3) — kiuxo (¢ mi,m3)] (D.32)
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Calculo da I,

Por inspe¢do, constatamos que a integral [4.32]é logaritmicamente divergente,

apo6s algumas manipulagdes e um certo esforgo algébrico, chegamos a

d’k k., k
2 2 2 v
12/“’ (q 7m2’m1) = / (271')2 (k‘2 i )\2)2

1 1 m3
1
+ (47T) 59/“’ (m% - m%) X1 (QQ, m%a m%)

+ﬁ [auay — 9w q’] [m (g2 m2,m3) — X (

2 2 2
q 7m17m2)]

2
. o
2 Xo\g~,miy,m
U 2 [X1 (qQ,m%,mz)_(ZIQ)]
_(4;) |:QMQV';QVQM:| [Xl (% m2,m3) — X0 (q?,;n%,mg)]
b xo (q% m3,m3)
+(47T)QHQV 1

Com esta integral calculada, ja temos a mao todas as integrais necessarias para

determinarmos as amplitudes fisicas de um e dois pontos.
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Em [4.19| definimos as fun¢des x’s. A partir de agora, vamos determinar as

relacdes existentes entre as diferentes funcdes que aparecem no decorrer deste

trabalho, de modo que possamos reduzir todas as fung¢des para a mais smples delas:

a funcdo xo (qQ, m%, m2) .

Temos
k

/1 dzz
Xk =
0 Q(m%7mgaq272)’

com k = 0,1, 2... onde o polindmio () (m%, m%, 7>, z) € dado por

Q (m%7m§7q27z) = q2Z (1 - Z) + (m% - m%) 2 m%

Omitiremos o argumento das funcdes.

Derivando [E.2]em relagdo a z,

0Q
2 ¢° (1 —2z) +mi —m3,
onde
1 0Q | - 2 2
q2|:_82 +q +m1—m2].

Fazendo k = 1 na equagio

! dzz
2 2 2\ _
X1 (q 7m1am2) - /0 Q (m%,m%,qQ,z)

substituindo [E.4]
X 21/1dz 0Q) (LY la"+mi—m) /ldz 1
! 2¢% Jo 0z Q 24> 0 Q)’
identificando

1
0
2¢°x1 = —/O dzo-(InQ) + (¢* +m} —m3) xo,

finalmente

9
m

2¢°x1 = (2 + m? —m3) xo + In <mé> )
5

(E.1)

(E.2)

(E.3)

(E.4)

(E.5)

(E.6)

(E.7)

(E.8)
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Fazendo k = 2 na equagdo
1 2
dzz
2 .2 2
X2 \qg ,my,m :/ ’ (E9)
( ! 2) 0 Q(m%,m%,qQ,z)
isolando 22 .
22 = P [—Q + (m% — m%) z—mi+ q2z} (E.10)
substituindo
I ! z m? (! 1
o = -+ [ a +/ dz () _ / dz (> (E.11)
a* Jo 0 Q ? Jo Q
2 2 1
(mf —m3 / < z >
+ dz | = |,
> 0 Q
finalmente
¢* (x2 = x1) = (mi —m3) x1 — mixo — L. (E.12)
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