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RESUMO

Em um modelo de regressdo quadritica em que, por exemplo, a produ-
cdo de determinada cultura € avaliada em funcdo de diferentes doses de nutrientes,
pode haver interesse em obter um intervalo de confiancga para o ponto critico que
represente os valores de doses que proporcionam aproximadamente a producdo
maxima da cultura. O presente trabalho tem, como objetivo, propor a constru¢io
de intervalos de confianca para o ponto critico, utilizando a metodologia bootstrap
paramétrico, inferéncia bayesiana e logica fuzzy, considerando dados de producdo
de matéria seca do sistema radicular de braquidria em fun¢do de diferentes doses de
adubacdo fosfatada. Para a andlise bootstrap paramétrico, foram consideradas di-
ferentes variancias tedricas para o erro e intervalos de confianga foram construidos
de acordo com diferentes expressdes de variancias para o ponto critico, além do
intervalo de confianca bootstrap-t. Na andlise bayesiana, intervalos de confianca
bayesiano (intervalos de credibilidade de maxima densidade a posteriori - HPD)
foram encontrados para o ponto critico, sendo que, para isso, foram definidas prio-
ris para cada pardmetro do modelo de regressdo quadrdtica, inclusive para o ponto
critico, e por meio do amostrador de Gibbs, foram realizadas inferéncias. Na ana-
lise fuzzy, por intermédio do principio de extensdo de Zadeh, um modelo fuzzy de
regressdo quadratica foi encontrado, considerando incertezas presentes nas estima-
tivas dos pardmetros obtidas pelo método dos minimos quadrados. Dessa maneira,
foram obtidos um ponto critico fuzzy e intervalos de confianga fuzzy por intermé-
dio de operagdes intervalares e o-niveis. Uma segunda analise fuzzy foi realizada
considerando a metodologia de Buckley, na qual um estimador fuzzy para o ponto
critico foi construido com base em um intervalo de confianga convencional. Pela
andlise boostrap paramétrico, os intervalos de confianca que consideraram a ex-
pressdo da varidncia com covariancia entre os pardmetros do modelo de regressao
apresentaram maior precisdo, sendo que a distribui¢do de frequéncia do ponto cri-
tico tende a uma distribui¢do assimétrica positiva e formato do tipo leptocurtico
com o aumento da variincia tedrica. De acordo com as prioris assumidas, os
intervalos de confianca bayesiano encontrados para o ponto critico apresentaram
alta precisdo. Considerando as incertezas tratadas pela andlise fuzzy, o aumento
dos niveis de confianga, baseados em a-niveis, resultaram em maior precisao dos
intervalos de confianga fuzzy. A metodologia de Buckley apresentou mais infor-
macdes do que uma estimativa intervalar convencional.

Palavras-chave: Andlise de regressdo. Bootstrap paramétrico. Inferéncia baye-
siana. Légica fuzzy.



ABSTRACT

Using a quadratic regression model where, for example, the production of
a certain culture is assessed by different doses of nutrients, might be interesting
to obtain a confidence interval for the critical point that represents the value of
doses that provide approximately the maximum production culture. This paper
has as a main goal, proposes a construction of confidence intervals for the critical
point using parametric bootstrap methodology, bayesian inference and fuzzy logic
considering data from dry matter production of signal grass at different doses of
phosphorus. For the parametric bootstrap analysis were considered different theo-
retical variances for the error and confidence intervals were constructed according
to different expressions of variances of the critical point, beyond the bootstrap-t
confidence interval.In bayesian analysis, bayesian confidence intervals (Highest
Posterior Density - HPD) were found for the critical point. Thus, priors were defi-
ned for each parameter, including the critical point, and through the Gibbs sampler
were made inferences. In fuzzy analysis, by the Zadeh’s extension principle, a
fuzzy quadratic regression model was found considering uncertainties on estima-
tes of the parameters obtained by the least squares method. Thus, a fuzzy critical
point and fuzzy confidence intervals were obtained using interval operations and
a-cuts. A second fuzzy analysis was performed considering the Buckley’s metho-
dology, in which a fuzzy estimator to the critical point were constructed based
on a classical confidence interval. For parametric bootstrap analysis, confidence
intervals considered that the expression of the variance, which take into considera-
tion the covariance between the parameters of the regression model showed higher
precision, and the frequency distribution of the critical point tends to a positive
asymmetric distribution and leptokurtic shape with increasing variance of theore-
tical. According to the priors assumed, the bayesian confidence intervals found
for the critical point showed high precision. Considering the uncertainties treated
by the fuzzy analysis, the increased levels of confidence, based on a-cuts, resulted
in higher precision of the fuzzy confidence intervals. The Buckley’s methodology
provided more information than a interval estimate conventional.

Keywords: Regression analysis. Parametric bootstrap. Bayesian inference. Fuzzy
logic.
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1 INTRODUCAO

Em diversas pesquisas, pode haver interesse em avaliar a produgdo de de-
terminada cultura em funcdo de diferentes doses de nutrientes. Considerando que
o comportamento dos dados pode ser descrito por meio de um modelo de regressao
quadratica, um dos resultados a ser analisado € a estimativa do ponto de miximo
ou de minimo do modelo, denominado de ponto critico, o qual se refere, respecti-
vamente, a estimativa da dose de nutriente que proporciona uma produ¢do maxima

ou minima da cultura.

Um modelo de regressdo quadratica, com uma variavel independente, pode
ser dado por §j; = Bo + lei + Bgm?, no qual um estimador para o ponto critico
pode ser encontrado, derivando-se 3; em relagdo a x e fazendo sua derivada igual
a zero. Dependendo da forma do modelo, o ponto critico pode ser caracterizado

como um ponto de maximo, quando Bg < 0, ou ponto de minimo, quando Bg > 0.

Admitindo que a curva do modelo apresente uma regifo suave em torno de
um ponto de maximo, o pesquisador, por questdo de economia, pode sugerir, por
exemplo, a retirada de 10% de dose de nutriente a ser aplicada, obtendo aproxima-
damente a producdo médxima da cultura. Atentando para tratamentos estatistico e
fuzzy de tal situacdo, intervalos de confianca podem ser construidos para o ponto
critico. Dessa maneira, com certo nivel de confianca, o pesquisador pode suge-
rir uma dose de nutriente que resulte num valor entre os limites do intervalo de

confianca.

Diante disso, diversas metodologias podem ser utilizadas para auxiliar na
construcao dos intervalos de confianga para o ponto critico, como: metodologia
bootstrap, que consiste na obtencdo de um novo conjunto de dados por reamos-
tragem do conjunto de dados original; metodologia bayesiana, na qual intervalos
de confianga baseados na médxima densidade a posteriori podem ser determina-
dos para parametros de um modelo e; metodologia fuzzy, em que operagdes inter-
valares fuzzy podem ser realizadas para avaliar incertezas presentes em modelos

estatisticos.
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Dessa maneira, os objetivos deste trabalho sio:

. obter intervalos de confianga para o ponto critico, considerando diferentes
situacdes experimentais através da metodologia bootstrap paramétrico, de
acordo com diferentes varidncias tedricas para o erro e diferentes férmulas

de variancia do ponto critico;

. determinar intervalos de confianga bayesiano para o ponto critico, conside-

rando intervalos de mdxima densidade a posteriori;

. obter intervalos de confianga fuzzy, considerando um ponto critico fuzzy ba-

seado na divisdo intervalar de nimeros fuzzy;

. realizar uma anélise fuzzy com base na metodologia de Buckley para deter-
minar um estimador fuzzy para o ponto critico baseado em um intervalo de

confianca convencional.
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2 REFERENCIAL TEORICO

21

Modelos de regressao

Com o objetivo de analisar a producdo de uma cultura, um pesquisador

pode fixar doses crescentes de um determinado nutriente e avaliar a influéncia des-

tas na producgdo da cultura. Tal andlise pode ser realizada por meio de uma relagéo

funcional entre as doses de nutriente, denominada de varidvel independente ou va-

ridvel regressora, x, € a producao da cultura, denominada de varidvel independente

ou varidvel resposta, ¢, por meio de um modelo de regressao.

Draper e Smith (1998) classificaram os modelos de regressao, em relacio

aos seus parametros, em lineares, linearizdveis e ndo-lineares:

a)

b)

modelos lineares: aqueles que sdo lineares em relacdo aos parametros, ou
seja, as derivadas parciais da varidvel resposta y = f (x,0), em relagdo a

cada parametro, ndo dependem dos préprios parametros:

0
%fi (z,0) = g (x) (1)

parai = 1,2,....ne j = 1,2,...,p, sendo que n é o nlimero total de observa-

¢oes e p € o nimero de pardmetros do modelo;

modelos linearizdveis: aqueles que podem ser transformados em lineares,

por meio de alguma transformacao, por exemplo:
y = Ae 2)

na qual o erro € € denominado multiplicativo;

modelos ndo lineares: s@o aqueles que nio se enquadram nos casos a) e b),

por exemplo:

y=M+4¢ 3)



18

em que o erro € é denominado aditivo e ndo existe transformagdo capaz
de tornar o modelo linear. O modelo € dito ndo-linear, pois a derivada em

relacdo ao pardmetro é dependente do parametro.

De acordo com Hoffmann e Vieira (1998), um modelo linear, denominado

de modelo de regressao linear multipla. pode ser expresso como:

Yi = Bo + Prxi1 + Poxiz + ... + Bp_1Tip—1 + & “4)

em que:
y; representa os valores observados da varidvel dependente;
Bo, B, -, Bp—1 sd0 0s pardmetros a serem estimados;

Ti1, Ti2, ..., Tip—1 representa o i-ésimo valor fixo de uma varidvel inde-

pendente;

€; sdo os erros experimentais relacionados com os valores observados y;
que, em geral, sdo considerados independentes e normalmente distribuidos com

média zero e variancia constante.

Existem vérios métodos que podem ser utilizados para a estimag@o dos
parametros, sendo que os mais comumente empregados sdo o método dos minimos

quadrados e o da maxima verossimilhanca.

Draper e Smith (1998) distinguiram os modelos de regressdo em funcio

das suposi¢des do erro da seguinte maneira:

a) modelos ordindrios: aqueles cuja estrutura dos erros ndo viola nenhuma
das pressuposicdes. Pode ser escrito de forma mais eficiente como ¢ ~
N (,u,[ 02), em que € é um vetor de erros aleatérios independentes e nor-

malmente distribuidos;

b) modelos ponderados: sdo aqueles cuja estrutura dos erros viola a pressu-
posicdo de homogeneidade de variancias. Nesse caso, diz-se que 0s erros

sdo heteroceddsticos. Escreve-se £ ~ N (u,Do?), em que D é uma matriz
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diagonal, positiva definida, que pondera a variincia o2;

¢) modelos generalizados: sdo aqueles cuja estrutura dos erros viola a pressu-
posicao de independéncia dos erros e possivelmente a de homogeneidade de
variancias. Diz-se que os erros sdo correlacionados (e possivelmente hete-
roceddsticos). Escreve-se ¢ ~ N (p,Wo?), sendo W uma matriz simétrica,

positiva definida, que representa as variancas e covariancias dos erros.

2.1.1 Modelo de regressao quadratica

Segundo Kutner, Nachtsheim e Neter (2005), o modelo de regressdo qua-

drética, com uma varidvel independente, é:

yi = Bo + Przi + Box? + & (5)

em que:
y; representa o i-ésimo valor observado de uma varidvel dependente;
Bo, 51, P2 sdo os pardmetros a serem estimados;
x; representa o i-ésimo valor fixo de uma varidvel independente;

g€; representa o i-ésimo erro aleatdrio, associado a observacdo y; que, em
geral, sdo considerados independentes e normalmente distribuidos com média zero

e variancia constante o 2.

Em termos matriciais, pode-se escrevé-lo como:

Y =XpB+¢ (©6)
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em que:
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(7

Y é um vetor de realiza¢Oes da varidvel dependente, de dimensdes nx1;

X ¢ a matriz dos coeficientes associados aos parametros ou matriz do

planejamento, de dimensdes nx3;

B é o vetor de parametros, de dimensdes 3x1;

g € o vetor de varidveis aleatdrias ndo observaveis (erros experimentais),

com dimensdes nx1, os quais sdo assumidos serem independentes e normalmente

distribuidos.

Para estimar os parametros do modelo, pode-se utilizar o método dos mini-

mos quadrados, que consiste em minimizar a soma de quadrados dos erros (SQE),

obtendo o sistema de equagdes normais (SEN). Para tanto, tem-se o vetor de erros

e 0 SQFE, conforme apresentado a seguir:

®)

)
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Derivando SQE em relagdo a 3, obtém-se:

oY’y  ofX'Y 9p'X'Xp
- ~ ~ ~ _ / /
8@ 2 8@ + 3@ 2X§~/+2XX§ (10)

na qual, denominando 8 como o vetor que anula a derivada, obtém-se o SEN, de

acordo com Searle (1971):

X'XB=XY (11)

Para o caso do modelo de regressdo quadrética em questdo, as matrizes

que constituem o SEN sdo as seguintes:

3
M=
&
M=
8
Rl V)

.
Il
—
<.
I
—

n n n
X'X=| Yw Y Y (12)
i=1 i=1 i=1
n n n
>oap yal Y
L =1 =1 =1 ]
Z Yi
i=1
n
X,}N/ = TiYi (13)
i=1
N2
> iYi
[ i=1 i

Assim, o sistema de equagdes normais X' X3 = X'Y tem a seguinte
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forma:
B n n 9 T B n T
noooy T ), > Yi
i=1 i=1 Bo i=1
n n n n
Sow oy ay Yy Bi | = 2 @iy (14)
i=1 i=1 i=1 i=1
N2 RNL3 S A Ba N9
2T DT DT > TiYi
L =1 =1 =1 | | =1 ]

Segundo Kutner, Nachtsheim e Neter (2005), o sistema de equagdes nor-

mais pode também ser escrito da seguinte maneira:
~ ~ n ~ n 9
Bo+ By i+ B2 x;
i=1 i=1
.on . n 9 . n :
Ty = Bo ). i+ Py xi + P2 ) (15)
i=1 i=1 i=1

.on .on .on
a2y =Po Y+ Py ad 4+ Pa Y af
i=1 =1 =1

<
3, S
I

-
I
—

Dado que a matriz X possui posto coluna completo, entdo X’ X é uma ma-
triz positiva definida e, portanto, invertivel. Assim, como em Kutner, Nachtsheim

e Neter (2005), a solucéo tnica € dada por:
X'XB=X'Y
(X'X)'X'X3 = (X'X)'X'Y (16)

B=(X'X)"'X"Y
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Dessa maneira, a esperanga e variancia de 5 sdo dadas por:

— (x'x)"'X'B Y] )
— (X'X)'X'X8
=5
v [@] —V [(X’X)*X’y}
= (x'x) "XV x| [(x'x) "X
-1 (18)

A covariancia entre dois elementos de ﬁ BreBj,parak,j = 0,12,k # j,

é dada por o2(X'X) ! = 02T)41,j+1, sendo Tg11 j4+1 0 elemento da (k + 1)-
ésima linha e (j + 1)-ésima coluna de (X'X) ™"

Encontrada a solucio do SEN, pode-se determinar as somas de quadrados
do modelo de regressao quadrdtica, obtendo a andlise de varidncia. De acordo com
Charnet et al. (2008), pode-se definir:

n n n

SNwi—9)"=> wi—i)*+ > i —5)° (19)

i=1 i=1 i=1

em que:

n

2
n 9 n (Z yi)

> (i —9)?= 2y — = = Y'Y —Y'JY = Y'Y — C éasoma de qua-

i=1 i=1

drados total corrigida pela média, denominada por SQT’, representando a variacio
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total de Y em torno de sua média;
n -~

SN (i—0) =YY - ﬂ/X 'Y é a soma de quadrados do erro, denominada por

i=1 ~

SQF;

n

> (0 — gj)2 = E,X 'Y — C é a soma de quadrados de regressdo, denominada por
i=1 ~
QReg, representando a variacdo das esperangas especificas de Y, dado X, em

torno da média.

Dessa maneira, tem-se que:

SQT = SQE + SQReg (20)

Na Tabela 1, tem-se o esquema de andlise de variancia para o modelo de
regressdo quadrdtica, na qual o nimero de graus de liberdade (G.L.), expressoes
para o célculo das somas de quadrados (S.Q.), quadrados médios (Q.M.) e teste F’

sdo apresentados, sendo que:

2 SQE

=QME 210
n—3

em que QME € o quadrado médio dos erros.

Tabela 1 Andlise de varidncia para um modelo de regressdao quadratica.

FV. GL. S.Q. QM F
Regressio 2 EIX'L/ -C SQzReg Q(%?Eg

~/ 5Q
Erro n-3 Y'Y -BXY 75
Total n-1 Y'Y - C
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2.1.2 Ponto critico de modelo de regressao quadratica

Seja o modelo de regressdo quadratica, com uma varidvel independente:
Ji = Bo + Pra; + Poa} (22)

A obtengdo de um ponto critico de uma dada funcdo ¢ feita conforme

Guidorizzi (2001), derivando-se o modelo (22) em relagédo a x e igualando a zero:

dg; 4 (Bo + Brwi + 621,12) . .
- = = f1+2B22; =0 (23)
dx dx

Dessa maneira, o estimador do ponto critico € dado por:

A~

Ti =1 = (24)

26,
De acordo com a derivada segunda do modelo (22), dada por:

d2j;

dz? 262

o estimador do ponto critico serd a abscissa de um ponto de maximo se (35 for

negativo e serd de minimo se 3o for positivo.

2.1.3 Intervalos de confianca para o ponto critico

Considerando que a estimativa pontual do ponto critico é dada por 7, toda
a inferéncia estatistica pode ser realizada com base nessa estimativa. O problema
da estimacdo pontual é que ela ndo avalia a precisdo da estimativa obtida. Dessa
maneira, pode-se associar medidas de precisdo, como o erro padrdo e intervalos de

confianca, traduzindo incertezas presente na estimagao pontual.

De acordo com Casella e Berger (2010), considerando uma amostra x =
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(z1,22,...,2, ), intervalos de confian¢a podem ser construidos da forma:
[L(z),U (z)] (25)
em que L (z) e U (z) sdo, respectivamente, os limites inferior e superior do inter-

valo de confianca.

Dessa maneira, para um parametro ¢, tem-se:
PLz)<O<KU (z)=1—-« (26)

para0 < « < 1, ou seja, diante de vérias realizagdes do experimento, 100 (1 — a) %
dos intervalos de confianga obtidos conterdo o verdadeiro valor do parametro 6.
Com isso, tem-se que o intervalo de confianca € uma quantidade aleatéria e o pa-

rametro uma quantidade fixa.

Intervalos de confianga para o ponto critico, cujo estimador envolve um
quociente de varidveis aleatérias, podem ser construidos considerando diferentes

metodologias.

Fieller (1954) propos um método para construgdo de intervalos de confi-

anga para um quociente de varidveis aleatdrias, na qual, de acordo com o quociente

1
z=— 27
)
em que 21 ~ N (m1,01), x2 ~ N (m2,03) e p = ML, a varidvel u = xy — pizg

terd distribuiio normal com média zero e variancia V (u) = o2 + p203. Sendo

s? e s estimadores ndo viesados de o e 02, respectivamente, o quociente

o m— (28)

V(@) s+ p2si

tem distribui¢do ¢ de Student. Dessa maneira, a um certo nivel de probabilidade
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o, tem-se:

P < % <tl=1-a (29)
V/sT+ 1P
na qual a inequacao:
Ty — [T (30)

B IS
LR
fornece os extremos do intervalo de confianga.

D’ Aulisio, Pimentel-Gomes e Nogueira (1976) estudaram a distribui¢io

do quociente:

b

r = ———
2¢

(31
que se refere ao ponto de maximo ou de minimo da func¢io de produgdo estimada:
§=a+0bP(z)+¢P (2) (32)

na qual:

Py (x) =2 —Ze P (z) = 22 — k sdo polindmios ortogonais, sendo T a

média dos valores de x € k um ndmero real;
a, b e ¢ sdo os estimadores dos parametros, sendo b e ¢ independentes;
4 s@o os valores preditos.

Para tanto, foram gerados 16000 dados de distribui¢do normal. Apds ajus-
tados através de varidncias tedricas, foram obtidos 8000 valores para x. As va-
riancias utilizadas foram 0,015625; 0,0625; 0,25; 1,00; 2,00; 4,00; 6,25 € 9,00.
Verificou-se que a distribuicdo de x foge completamente da normalidade, exceto
talvez para o valor mais baixo de o2 estudado, e que 2 medida que crescem os
valores das variancias tedricas estudadas, a distribui¢do tende a ser leptocurtica.

Além da andlise da distribuicdo, intervalos de confianca foram obtidos para z,
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considerando o método de Fieller; a férmula da varidncia comum, dada por:

Vi (z) = =2 N (33)

em que x; sdo os valores simulados e; a férmula da variancia obtida pela diferen-

ciagdode x = —2%:

VQ(x)zi Ly (b) V(@) (34)

em que V (b) e V (¢) foram obtidas pelas férmulas de varidncias usuais e, ¢ e b
sdo0 as médias das estimativas dos valores simulados. Para o2 > 0,25, o método
de Fieller resultou em intervalos de confianca com extremos infinitos, sendo que

os intervalos construidos, considerando V5 (), apresentaram maior precisao.

Freitas (1978) estudou a distribuicdo dos erros experimentais associados

ao ponto que determina a produ¢do maxima da cultura de algodao, dado por:

~

b
VI =0 (35)
2¢
para o modelo de producao:

/

yi = a+bx)? + cx; + e (36)

em que:

y; representa a produgdo obtida na i-ésima dose de nutriente, em quilogra-

mas por hectare;

x; representa a i-ésima quantidade de dose de nutriente (N, P>,Os ou

K50), em quilogramas por hectare.

Dessa maneira, os erros foram considerados aleatérios e independentes

2

com distribuicdo normal de média zero e varidncia o“. Verificou-se que a dis-
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tribui¢iio do quociente foi aproximadamente normal para as variancias 02 = 5 e
o? =10. J4 para as variincias o? = 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45 e 50, a distribui-
cdo caracterizou-se por ser leptocurtica e com assimetria positiva. Considerando
os valores simulados, intervalos de confianca considerando o método de Fieller,
Vi (/x) e V5 (y/x), conforme D’ Aulisio, Pimentel-Gomes e Nogueira (1976), fo-
ram construidos, sendo que diante dos resultados obtidos, os intervalos conside-

rando V5 (y/x) apresentaram maior preciséo.

De acordo com o trabalho desenvolvido por Freitas (1978), Nunes et al.
(2004) utilizaram simula¢do Monte Carlo para avaliar diferentes férmulas de vari-

ancias para o ponto critico de um modelo de regressdo quadrética, dado por:
§ = a+ bx + éx? (37)
no qual o estimador do ponto é dado por:

b

1‘2_2

(38)

o>

Para tanto, consideraram-se as variancias teéricas o2 = 0,1, 0,5, 1,0, 5,
10, 15, 20 e 50 para o erro. As estimativas da variincia do ponto critico foram ob-
tidas por meio das férmulas da varidncia comum, por diferenciacdo do estimador
do ponto critico (D’AULiSIO; PIMENTEL-GOMES; NOGUEIRA, 1976) e pela
férmula demonstrada para o cdlculo da varidncia de uma razao, considerando a co-
varincia entre b e ¢ (MOQOD; GRAYBILL; BOES, 1974). Intervalos de confianga
para o ponto critico foram encontrados considerando as diferentes férmulas de va-
ridncias. Pode-se concluir que a variancia do ponto critico calculada, usando-se a
expressdo que leva em consideracdo a covaridncia entre beé, apresentaram resul-
tados mais satisfatdrios, assim como os intervalos de confianca que utilizaram tal
férmula. A variancia tedrica afetou as estimativas do ponto critico, sendo que mai-
ores variancias foram relacionadas com maiores valores médios. A distribui¢cao do
ponto critico apresentou uma forte tendéncia de assimetria a direita e ao formato

leptocirtico para o2 > 10.

Hirschberg e Lye (2005) investigaram a construg@o de intervalos de confi-
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anga para o ponto critico de modelos de regressdo quadratica, utilizando o método
Delta; método de Fieller; a primeira derivada do modelo de regressdo quadritica;
inferéncia bayesiana, na qual uma priori de Jeffreys foi assumida para o ponto
critico; teste de razdo de verossimilhanca e; metédo bootstrap, no qual intervalos
de confianga percentil e bootstrap-t foram construidos, sendo que a estimativa do
erro padrdo do ponto critico foi obtida utilizando o método Delta. Diante das si-
mulagdes realizadas, os métodos bootstrap-t e Delta apresentaram maior precisao,
sendo que o método de Fieller e o teste de razdo de verossimilhanca apresentaram

intervalos de confianca com extremos infinitos.

2.2 Metodologia bootstrap

Em inferéncia estatistica, caracteristicas da populacdo sdo analisadas com
base em amostras. Considerando que a inferéncia € realizada admitindo o Teorema
Central do Limite, em que amostras suficientemente grandes sdo consideradas, a
metodologia bootstrap surge como alternativa para analisar situagdes em que as
amostras ndo sdo suficientemente grandes, assim como, para obter aproximagdes

de distribui¢des amostrais de determinadas estatisticas.

A metodologia bootstrap, desenvolvida por Efron (1979), consiste em ad-
mitir a amostra orginal como se fosse a prépria populagdo, sendo que para isso,
a amostra original deve representar bem a populacdo em estudo. Dessa maneira,
novas amostras com reposi¢do sao obtidas a partir de reamostragem da amostra
original, denominadas de amostras bootstrap, na qual representam diferentes si-
tuacdes experimentais com a idéia de que o experimento € repetido por diversas

VvezZes.

Para cada amostra bootstrap, € calculada uma estimativa para a estatistica
de interesse. Ao final do processo de reamostragem, o conjunto das estimativas
obtidas, denominadas de estimativas bootstrap, da origem a distribuicdo bootstrap,
que tem aproximadamente a mesma forma e dispersao da distribui¢do amostral da
estatistica, porém esta centrada no valor da estatistica original e ndo no valor do
pardmetro de interesse (EFRON; TIBSHIRANI, 1993). Com base nas estimativas
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bootstrap, intervalos de confianca bootstrap podem ser encontrados, realizando
milhares de remostragens para que as oscilacdes provocadas pela aleatoriedade do
processo sejam minimizadas. O niimero de reamostragem minimo € igual a 1000
e para a grande maioria das situagdes, um nimero de reamostragem igual a 2000
fornece excelentes resultados (FERREIRA, 2009).

A metodologia bootstrap pode ser implementada tanto de forma nio pa-
ramétrica quanto de forma paramétrica. No caso do bootstrap ndo paramétrico, a
amostragem ¢€ feita com reposicdo da amostra original, supondo que as observa-
¢oOes sdo obtidas a partir de uma distribui¢do empirica que designa uma probabili-
dade igual a 1 /n para cada uma das observagdes y1,y2,...,yn. NO caso paramétrico,
a amostragem ¢ realizada com base numa distribuicio ajustada as observagdes

amostrais.

A partir de uma amostra bootstrap By, = {yj.y3,....y5; }, em que y; é
uma escolha aleatéria de {y1,y2,...,yn }, calcula-se uma estimativa da estatistica
de interesse, é;f Realizando esse processo para b = 1,...,B vezes, pode-se ob-
ter, conforme Efron e Tibshirani (1993), a estimativa bootstrap do erro padrio da

estatistica de interesse:

)
0\

Mw

_ 0
em que 6; é o estimador calculado a partir da b-ésima amostra e §* = “=5— é a

média dos valores reamostrados.

Dessa maneira, a metodologia bootstrap oferece um meio alternativo para
calcular erros padrdo, com a grande vantagem de que a férmula apresentada ante-
riormente é aplicdvel a qualquer estimador (CASELLA; BERGER, 2010).
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2.2.1 Metodologia bootstrap aplicada em regressao

De acordo com Draper e Smith (1998), dois métodos de reamostragem
bootstrap ndo paramétricos podem ser utilizados em modelos de regressio, que
sd0: Bootstrap residual e Bootstrap de pares. Ambos os métodos sdo descritos a

seguir:

a) Bootstrap residual:

1. ajuste um modelo de regressdo, considerando os dados da amostra original

e obtenha os n residuos, € ;

2. selecione uma amostra aleatéria de tamanho n dos residuos £ obtidos no
passo 1, utilizando reamostragem com reposi¢do, com probabilidade 1/n

para cada residuo selecionado, obtendo £*;

3. gere novos valores de Y fazendo:

Y'=X

~

™)

+e*

em que €* sdo os residuos obtidos no passo 2 e 3 sdo as estimativas dos

parametros obtidas no passo 1;

4. ajuste um modelo de regressdo, considerando Y *, pelo método dos minimos
~s%

quadrados, obtendo novas estimativas para os parametros, 5 ;

~

5. Repita os passos 1 a 4, R vezes.
b) Bootstrap de pares:

1. reamostre com reposi¢do n pares dos valores originais (y;,z;), com proba-

bilidade 1/n para cada par;

2. ajuste um modelo de regressdo, considerando os n pares reamostrados no

passo 1, pelo método dos minimos quadrados, obtendo novas estimativas
~%k

para os parametros, (3 ;
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3. Repita os passos 1 a 4, R vezes.

Para modelos de regressio, a metodologia bootstrap paramétrico (EFRON;
TIBSHIRANI, 1993) consiste em, sob hipdtese de normalidade, tomar amostras ¢*
da distribuicdo N (0,02) ,em que o2 é o quadrado médio do erro da regressio, ge-

rando novos valores da varidvel resposta, Y, por meio do modelo Y* = X3 + ¢*,

em que [ sdo os valores estimados dos parimetros obtidos pelo método dos mini-

mos quadrados, considerando os dados originais.
2.3 Inferéncia bayesiana

Na inferéncia frequentista, um determinado parametro 6 é considerado
como um valor fixo ou constante, enquanto que na inferéncia bayesiana, 6 é con-
siderado como uma varidvel aleatéria. Dessa maneira, a inferéncia bayesiana con-
siste em assumir uma distribuicio a priori para 6, traduzir informagdes referentes
aos dados amostrais através de uma funcdo de verossimilhanca, e obter por meio
do teorema de Bayes, a distribui¢do a posteriori para 6. O grau de incerteza ou
informag@o que se tem a respeito de 6 € representado pela sua distribui¢ao a priori,
sendo que ocorrido o experimento, a inferéncia € realizada com base na distribui-

¢do a posteriori .
2.3.1 Teorema de Bayes

De acordo com Paulino, Turkman e Murteira (2003), o teorema de Bayes
¢ um dos resultados da matemaética que se propde a caracterizar a aprendizagem
com a experiéncia, isto €, modificar a atitude inicial em rela¢do aos "antecedentes",

depois de ter a informacdo adicional de que certo evento se realizou.

Considerando A; como eventos disjuntos de um espaco amostral e B como
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um evento do espaco amostral, o teorema de Bayes é dado por:

B|Ai) P(Ai)) P (B|A) P (A)
P(B) > P(B|4;) P (4)
=1

paB) = 2L (40)

em que, considerando A como pardmetros desconhecidos e B como varidveis alea-
térias correspondentes a amostra, P (B|A) representa a funcao de verossimilhanga
relacionada a distribui¢do probabilistica dos dados amostrais, P (A) sdo distribui-
codes a priori, que representam o conhecimento prévio a respeito dos parametros
e P (A|B) corresponde a distribui¢do a posteriori dos pardmetros, considerando

que o experimento ocorreu.

Com isso, a informacéio que se tem a respeito de um parametro 6, re-
presentada pela sua distribui¢do a priori, p (0), pode ser aumentada, observando-
se uma variavel aleatéria X relacionada com 6, obtendo a distribui¢do amostral
p (x|0), na qual para um valor fixo de x, a fungdo L (0;x) = p(z|f) fornece a
verossimilhancga de cada um dos possiveis valores de § (PAULINO; TURKMAN;
MURTEIRA, 2003). Assim, o teorema de Bayes é dado da seguinte maneira:

p(x0)p(0) _ p(z|0)p(0)
p(x) fp(@,a:) do

p(0lx) = (41)

em que 6 é continuo.

Como o denominador néo depende de 6, servindo apenas como uma cons-

tante normalizadora de p (6|x), o teorema pode ser reecrito como:

p(0lz) o< p(x|0)p(6) (42)

2.3.2 Distribuicoes a priori

A informagdo prévia que se tem a respeito de um determinado pardmetro
¢ representada pela sua distribuicdo a priori. Quando o pesquisador tem alguma

informag@o sobre o pardmetro em estudo, ele pode trabalhar com uma priori de-
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nominada de priori informativa. Uma priori € caracterizada como nao informativa
quando a informacdo dos dados é dominante ou quando se deseja representar o
desconhecimento sobre 6 (BOX; TIAO, 1992). Uma das prioris ndo informativas

mais utilizada € a priori de Jeffreys (1961).
2.3.3 Distribuicoes a posteriori

Considerando # como um vetor de pardmetros e #; como um parametro
especifico, a distribui¢do a posteriori conjunta, dada por p (6|x), deve ser integrada
em relagdo a todos os pardmetros, exceto a #;. Dessa maneira, encontra-se uma
distribui¢@o para ;, denominada de distribuicdo marginal de 6;, sendo expressa

por:

p(0i]z) :/---/P(Giﬂ—ﬂm) do_; (43)

em que 0_; = (01,...,0i—1,0i41,...,0;) é o conjunto complementar de pardmetros
para 6; (PAULINO; TURKMAN; MURTEIRA, 2003).

Com base na distribui¢do marginal a posteriori, que contém toda a in-
formacao probabilistica a respeito do parAmetro, estimativas bayesianas pontuais
podem ser encontradas, por exemplo, moda, média e mediana a posteriori, além
de estimativas bayesianas intervalares, através da construcdo de intervalos de cre-
dibilidade (BOX; TIAO, 1992).

2.3.4 Intervalos de credibilidade

Uma alternativa aos intervalos de confianca abordados na estatistica con-
vencional, considerados como intervalos aleatérios, é o intervalo de confianca
bayesiano, denominado de intervalo de credibilidade, no qual a quantidade ale-

atéria € o parameto.

O intervalo C' serd um intervalo de credibilidade de 100 (1 — ) %, ou
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nivel de credibilidade 1 — «, para § se P (0 € C') > 1 — «. Dessa maneira, a
defini¢do probabilistica expressa a pertinéncia ou ndo de 6 ao intervalo C'. Com o
mesmo grau de crebilidade, existe uma infinidade de regides de credibilidade, sur-
gindo o intervalo de maxima densidade a posteriori (Highest Posterior Density)
ou intervalo HPD, no qual é um intervalo de credibilidade de comprimento mi-
nimo, tomando-se os valores de # com maior densidade a posteriori (PAULINO;
TURKMAN; MURTEIRA, 2003).

2.3.5 Métodos de simulacao

Em diversas situacdes, a distribuicao marginal a posteriori de um determi-
nado pardmetro 6 é dificil de ser encontrada, devido a impossibilidade de calcular
analiticamente as integrais envolvidas. Dessa maneira, pode-se utilizar métodos
aproximados baseados em simulacdo estocdstica, como os métodos nio iterativos

e iterativos.

Dentre os métodos ndo iterativos, tém-se os métodos de reamostragem por
rejeicdo e ponderada e, os métodos de Monte Carlo. Como métodos iterativos,
tém-se os métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC), que consis-
tem em gerar valores de uma distribuicio condicional a posteriori para cada pa-
rdmetro, como os algoritmos Gibbs (GELFAND; SMITH, 1990) e de Metropolis-
Hastings (HASTINGS, 1970).

De acordo com Paulino, Turkman e Murteira (2003), o algoritmo Gibbs
ou método de amostragem Gibbs é baseado no fato de que se a distribuicdo a
posteriori conjunta, p (f|x) for positiva, entdo, é unicamente determinada pelas
distribui¢des condicionais completas, p (¢;/0—;,x). Segundo Gamerman (1997), a

amostragem Gibbs pode ser descrita da seguinte forma:

1. inicie o contador de iteragdes da cadeia [ = 1 e escolha valores iniciais

0° = (01,...0);

J

2. obtenha um novo valor #' = (0&”,...,0?)), a partir de (1), por meio de
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sucessivas geracdes de valores:

o ~p (6116870657 0,.00 D )

o) ~p (6:160.657,...00 " )

! 0 !
o ~ p (05168 6.0, )
3. mude o contador [ para [ 4 1 e retorne ao passo 2, até atingir a convergéncia.

No caso em que a forma da distribuicdo condicional completa nio € re-
conhecida, pode-se utilizar o algoritmo de Metropolis-Hastings. De acordo com
Chib e Greenberg (1995), o algoritmo de Metropolis-Hastings pode ser descrito da

seguinte maneira:

1. inicie o contador de iteracdes da cadeia v = 1 e especifique valores iniciais

0 = (61,...0");:

2. gere um novo valor #* de uma distribui¢do auxiliar proposta g (.|6);

. - o (0*|2)q(0]6%)
3. calcule a probabilidade de aceitagio o (6,0*) = min (1,%), em

que p é a distribui¢do de interesse, e gere u ~ U (0,1);

4. se u < «(6,0*), entdo, aceite o novo valor, 6%, e faca glo+l) — 0*, caso

contrério, rejeite e faga #(V+1) = (),

5. incremente o contador de v para v + 1 e volte ao passo 2.

Nos métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov, tem-se a necessi-
dade de diagnosticar a convergéncia das cadeias para a distribuicio original. Para
tanto, t€m-se os métodos informais e formais. Os métodos informais foram inici-
almente propostos por Gelfand e Smith (1990), na qual sugeriram, por exemplo,
a técnica grafica que consiste em observar a trajetdria da cadeia ao longo das ite-
racdes, sendo que apds um periodo inicial, se a cadeia apresentar o mesmo com-

portamento, entdo, pode-se concluir a convergéncia. Dentre os métodos formais,



38

podem-se destacar os critérios propostos por Raftery e Lewis (1992) e Geweke
(1992).

O critério de Raftery e Lewis (1992) estima o ntimero de iteragdes neces-
sarias para que o algoritmo Gibbs apresente convergéncia, sendo que o método
fornece as estimativas do burn-in, o nimero total de iteracdes que devem ser com-
putadas e a distdncia minima de uma iteracdo a outra (thin), para se obter a suba-
mostra aproximadamente independente. A regra de decisdo € baseada no fator de
dependéncia, que € responsdvel pelo acréscimo multiplicativo ao nimero de ite-
racdes necessdrias para se alcangar a convergéncia. Se o fator de dependéncia for

maior que cinco, pode-se concluir que a cadeia ndo atingiu convergéncia.

O critério de Geweke (1992) propde uma andlise da convergéncia baseada
no teste de igualdade de médias da primeira e da dltima parte da cadeia de tamanho
N, geralmente, as primeiras 0,1V iteracdes e as ultimas 0,5N iteracdes. Para
tanto, técnicas de andlise espectral sdo utilizadas para avaliar a convergéncia da
cadeia. A regra de decisdo é baseada na estimativa de um valor p, sendo que
se esse valor for menor que um nivel de significAncia adotado pelo pesquisador,

conclui-se que a cadeia ndo atingiu convergéncia.

2.4 Légica fuzzy

2.4.1 Conjunto fuzzy e funcao de pertinéncia

A légica fuzzy, também conhecida como légica nebulosa, 16gica difusa ou
teoria das possibilidades, é uma extensdo da légica cldssica, a qual se baseia na
teoria dos conjuntos fuzzy. A ldgica fuzzy foi inicialmente introduzida por Zadeh

(1965), tendo como objetivo, trabalhar informagdes imprecisas.

Um conjunto cldssico pode ser caracterizado por sua funcao caracteristica.

De acordo com Barros e Bassanezi (2010), sejam U um conjunto universo e A um
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subconjunto de U, a funcdo caracteristica de A é definida como:
xa:U — {01} (44)

em que:

(@) 1 sexec A
€Tr) =
xa 0 sex¢ A

sendo que x 4 € uma funcio cujo dominio é U e a imagem estd contida no conjunto
{0,1}, com x4 () = 1 indicando que o elemento x estd em A, enquanto x 4 () =

0 indica que x ndo € elemento de A.

De acordo com Tanaka (1997), um conjunto ou subconjunto fuzzy A de
um conjunto universo U ¢é definido por uma func¢ao de pertinéncia y 4 representada

por:
pa:U = [0,1] (45)

naqual 4 () € [0,1] é o grau de pertinéncia com que o elemento = de U pertence

ao conjunto fuzzy A.

Os conjuntos fuzzy podem ser expressados de maneira discreta ou conti-
nua. Quando o conjunto universo U é discreto, um conjunto fuzzy A pode ser

representado como:

N

A= pa (@) for+ pa (@) /22 + oo+ pa (@n) fon =Y pa(wi)/zi - (46)
=1

em que o simbolo / é apenas usado para associar o elemento do conjunto universo
U e seu grau de pertinéncia ao conjunto fuzzy A, assim como o sinal + que ndo

significa soma, mas sim conexao entre os elementos.

Quando o conjunto universo U é continuo, um conjunto fuzzy A pode ser
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representado como:

A= / 1o (1) /2 7)
U

em que o simbolo [ ndo tem nenhuma conexdo com integral, assim como » |, com

somatorio, no caso discreto.

Operagdes que envolvem conjuntos cldssicos como unido, intersec¢do e
complemento também podem ser realizadas por meio de conjuntos fuzzy. Sejam
A e B conjuntos fuzzy. De acordo com Tanaka (1997), as func¢des de pertinéncia
que representam 0s conjuntos fuzzy unido, intersec¢do e complementar sdo dadas,

respectivamente, por:

paup (x) = max {pua (z) up ()} (48)
pang (x) = min{pa () up ()} (49)
par(z) =1 - pa(2) Vo eU (50)
pp (x) =1—pp (z) Vo €U (51)

2.4.2 Niveis de um conjunto fuzzy

De acordo com Tsoukalas e Uhrig (1997), com qualquer conjunto fuzzy A,
pode-se associar uma colecao de conjuntos cldssicos denominados de « - niveis de
A. Um « - nivel € um conjunto cldssico que consiste de elementos que pertencem

ao conjunto fuzzy A com grau de pertinéncia maior ou igual a «, isto é:
[A]" ={z e U/pa(z) > o} (52)

para0 < a < 1.
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2.4.3 Numeros fuzzy

Com o objetivo de se trabalhar com operagdes aritméticas que envolvem
incertezas, foram definidos os ndmeros fuzzy. Tanaka (1997) define um conjunto
fuzzy A como nimero fuzzy quando o conjunto universo no qual p 4 (x) estd defi-

nida € o conjunto dos niimeros reais e satisfaz as seguintes condicoes:

¢ A é um conjunto convexo;
* existe pelo menos um valor de x que admite pertinéncia maxima (p4 () = 1);

* 114 () é continua em um dado intervalo.

Sejam A e B niimeros fuzzy com « - niveis dados, respectivamente, por
[A]Y = [a}, a§] e [B]™ = [b}, b§]. Conforme Barros e Bassanezi (2010), valem as

seguintes operagdes intervalares:

a) A soma entre A e B é o nimero fuzzy A + B, cujos « - niveis sdo

[A+ B]* = [A]" + [B]" = [a] + b7, a5 + bS] (53)
b) A diferenca entre A e B é o nimero fuzzy A — B, cujos « - niveis sdo
[A—B]* = [A]" = [B]" = [a] — b3, a5 — b] (54)

¢) A multiplicag¢do de A por A é o niimero fuzzy A A, cujos « - niveis sdo

[Aaf, Xa§] se A >0

55
[Aag, Aaf] se A <0 43

A = A4 = {

d) A multiplicag¢do de A por B é o nimero fuzzy A.B, cujos « - niveis sdo
[AB]* = [A]“[B]® = [min P, max P] (56)

— [e7 N6} alo (e Ne PN eANe
em que P = {afb7,afb3 a5 b7 ,a5b5 }.
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e) A divisdo de A por B é o nimero fuzzy cujos « - niveis sao

CRCSH I

Considerando um nimero fuzzy triangular A, sua func¢@o de pertinéncia é

da seguinte forma:

5_‘;, sea<z<u
pa(z) =3 22 seu<a<b (58)
0, caso contrario

em que gy (u) = 1, podendo ser representado de maneira simplificada por A =
(a;u; D).

A Figura 1 apresenta uma fungdo de pertinéncia triangular. Os « - niveis

desses nimeros fuzzy sao os intervalos:

[af,a3] = [(u —a) a+ a, (u — b) a + b] (59)
1.0p A
<
‘50,8
&
=]
£ 0.6}
(]
o
204t
2
& 0.2}
0.960 02 04 0.6 03 10
X

Figura 1 Representacdo de uma func¢do de pertinéncia triangular
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2.4.4 Principio de extensao de Zadeh

O principio de extensdo de Zadeh tem como finalidade ampliar operacdes

matematicas do dominio cldssico ao dominio fuzzy.

Sejam X e Y conjuntos e f uma aplicacdo de X em Y, seja A um conjunto

fuzzy em X, o principio de extensdo afirma que a imagem de A pela fungdo f

¢ um conjunto fuzzy B = f(A) em Y, cuja fun¢do de pertinéncia é dada por

B (y) = sup pua (z), sendo ilustrado na Figura 2 (PEDRYCZ; GOMIDE, 1998).
x

y

Figura2 Principio de extensdo

Segundo Jafelice (2004), o principio de extensdo pode ser descrito como:

* o grau de pertinéncia de um valor do contradominio é definido diretamente

pelo grau de pertinéncia de sua pré imagem;

* quando um valor do contradominio é mapeado por vérios do dominio, o seu
grau de pertinéncia é obtido pelo valor mdximo dos graus de pertinéncia dos

valores da entrada.

O principio de extensdo pode ser facilmente generalizado para funcgdes
de vérias varidveis. Sejam X = X; x X9 X ... X X, e Y conjuntos universos,

considere os conjuntos A; em X;, i = 1,....,n, e uma funcdo f : X — Y. Os
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conjuntos fuzzy A1, As,...,A;, sdo entdo transformados pela f, produzindo o con-
junto fuzzy B = f(A1,As,...,A,) em Y, cuja fungdo de pertinéncia é pup (y) =
supmin [pa, (1) 004, (22) ,-.spta, (x,)] para z € X, o = (z1,22,...,25) €
)gl X Xo X ... x Xpey=f(x).

Melo (2009) apresentou uma metodologia computacional que permitiu
aplicar o principio de extensdo para fungdes ndo monétonas com dois pardmetros
fuzzy. Para tanto, analisou o problema do Oscilador Harmo6nico Unidimensional,
considerando os pardmetros amplitude e frequéncia como incertos. Os resultados
obtidos mostraram que a solu¢do fuzzy aproximou a solu¢do cldssica do Oscilador

Harmonico Amortecido.

Com o objetivo de apresentar uma metodologia computacional para apli-
car légica fuzzy a funcdes matemadticas gerais, Pires (2010) utilizou o principio
de extensdo de Zadeh em grandezas termodindmicas e em equagdes de difusio,
que sdo exemplos de equagdes diferenciais parciais importantes em engenharia.
Verificou-se que os resultados tenderam a solucdo cldssica a medida que a incer-
teza diminuia, concluindo que o processo de constru¢do de funcdes de pertinéncia,

etapa de fuzzificacdo, foi bem estruturado.
24.5 Métodos de defuzzificacio

Uma das etapas importantes, que envolve um estudo baseado em logica
fuzzy, € a etapa da defuzzificagdo. A defuzzificacio consiste em traduzir um con-
junto fuzzy em um nimero real. Existem diversos métodos de defuzzificagdo,
sendo que o mais utilizado é o método do Centro de Gravidade, também chamado
de Centréide ou Centro de Area (MAMDANI, 1974).

De acordo com Barros e Bassanezi (2010), o método do Centro de Gra-
vidade (G) ¢ semelhante a média ponderada para distribuicdo de dados, com a
diferenca de que os pesos sdo os valores 14 (), que indicam o grau de pertinéncia

do valor x; no conjunto fuzzy A.
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Para um dominio discreto, tem-se:

n
Z TiftA (lﬂi)
i=0

GA)y =" (60)
;) pa ()
Para um dominio continuo, tem-se:
Jzpa (z)de
G(4) ="~ 61)

" Jua(@)de
R

em que R é aregido de integracdo.
2.4.6 Teoria da possibilidade

Na teoria estatistica, as informagdes sdo tratadas, considerando fungdes de
probabilidade ou funcdes densidade de probabilidade. A probabilidade esta rela-
cionada com a incerteza do resultado futuro de um experimento aleatério, sendo
que nesse caso, 0s eventos sdo bem definidos e a divida estd na ocorréncia dos

mesmos.

Na teoria fuzzy, as informacdes sdo tratadas por meio de funcdes de perti-
néncia, 1 (x) : Q© — [0,1], na qual p (x) indica a pertinéncia ou possibilidade de x

ser igual a um determinado valor.

Enquanto que, na teoria de probabilidade, os eventos sdo bem definidos,

na teoria da possibilidade, tem-se imprecis@o quanto a defini¢do dos eventos.

De acordo com Zadeh (1978), uma distribuicdo de possibilidade sobre o

conjunto Q # ) é uma fungdo p (x) : Q@ — [0,1], satisfazendo sup p (z) = 1.
xeQ)
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2.4.7 Estatistica e logica fuzzy

Com o avango da teoria dos conjuntos fuzzy, envolvendo nimeros fuzzy
e principio de extensdo, muitas pesquisas t€m sido desenvolvidas, combinando
métodos estatisticos com légica fuzzy (TAHERI, 2003), como no estudo de va-
riaveis aleatérias (GONZALEZ-RODRIGUES; COLUBI; GIL, 2006; AKBARI,;
REZAEI, 2009), testes de hipdteses (GRZEGORZEWSKI; HRYNIEWICZ, 1997)
e andlises de regressdao (WU, 2003; BARGIELA; PEDRYCZ; NAKASHIMA,
2007).

Uma das principais aplicagdes envolvendo estatistica e logica fuzzy, foi
introduzida por Zadeh (1968), a qual propds o estudo da probabilidade de um
evento fuzzy. Seja A um evento fuzzy, em que 4 () :  — [0,1], a probabilidade
de A é dada por:

P(A) =" (62)

em que m e n sdo, respectivamente, os nimeros de elementos de A e 2.

Tanaka, Uejima e Asai (1982) apresentaram a primeira regressdo linear
fuzzy, na qual consideraram a varidvel dependente como fuzzy. Dessa maneira, as
observagdes foram representadas por nimeros fuzzy através de fungdes de perti-
néncia triangulares simétricas, denotados por Y; = (7i,e;), i = 1,2,...M, em que

; € o centro e e; € a largura do i-ésimo dado coletado, dado como:

(63)

1— Iﬂi;yi\ sey;—e <y <y +e
py; (yi) = : :
0 caso contrario

Nesse caso, 0 modelo bdsico assumiu uma fung¢do linear fuzzy, como se

segue:

yi = Ao+ A1xi1 + ...+ Anziny = Y = AX; (64)
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sendo que X; = [X;0,Xi1,....X; N]T é um vetor de varidveis independentes do
i-ésimo dado, A = [Ag,A1,...,ANn] é um vetor de parAmetros fuzzy presente na
forma de niimeros fuzzy triangulares simétricos, denotados por A; = (ay,¢5), j =
1,...,N, na qual «j € o centro e c; a largura. Pelo principio de extensdo, obteve-se

a funcdo de pertinéncia do nimero fuzzy estimado:

1- W se X; #0
pyr(yi) =4 1 se X; =0,y =0 (65)
0 caso contrrio
em que ¢! = (€osC1,-yCN) © ol = (0,14...,N).

Buckley (2005) apresentou estimadores fuzzy baseados em « - niveis, esta-
belecendo uma relagdo com niveis de confianca de intervalos convencionais. Fal-
safain, Taheri e Mashinchi (2008) utilizaram a metodologia proposta por Buckley
(2005), apresentando funcdes de pertinéncia tinicas para estimadores fuzzy de pa-

rametros de distribui¢des Normal, Exponencial e Poisson.

Considerando um sistema baseado em regras fuzzy (SBRF), Missio e Bar-
ros (2009) trataram a varidvel de entrada do sistema como uma varidvel aleatéria,
sendo que seus valores foram estimados pelo método de Monte Carlo. Para isso,
geraram-se amostras de valores aleatérios através da distribui¢do uniforme e, em
seguida, tais amostras foram transformadas através da funcio de distribuicdo de
Weibull truncada. Dessa maneira, os valores de entrada do sistema foram dados
pelas médias das amostras obtidas. Como resultado, verificaram a existéncia de
uma aproximacdo da solu¢do obtida pelo SBRF com a solugdo apresentada pela
literatura. A dificuldade encontrada foi a de determinar uma distribuicdo de pro-

babilidade para a varidvel incerta.
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3 MATERIAL E METODOS

3.1 Dados de producio de matéria seca

Para a realizacdo deste trabalho, foram considerados dados adaptados da
pesquisa desenvolvida por Santos et al. (2002), na qual avaliaram as respostas de
fungo micorrizico arbuscular, adubagdes fosfatada e nitrogenada na producio e
qualidade da forragem de braquiardo e amendoim forrageiro consorciados. Para
tanto, foi utilizado o delineamento inteiramente casualizado em um esquema fa-
torial 5x2x2, com 4 repeti¢des, perfazendo um total de 20 tratamentos, sendo 5
doses de adubagdo fosfatada, 2 tratamentos de inoculacdo (inoculado e ndo inocu-
lado com fungo micorrizico arbuscular) e 2 tratamentos de adubacio nitrogenada

(com e sem adubagdo nitrogenada em cobertura).

Dentre as varidveis avaliadas, a producido de matéria seca do sistema ra-
dicular do braquiardo (g.vaso~!) foi influenciada significativamente pelas doses
de adubacio fosfatada (mg.kg~') quando ndo inoculada com fungo micorrizico
arbuscular e com adubacio nitrogenada em cobertura. Dessa maneira, foi consi-

derado o seguinte modelo de regressdo quadratica:
yi = Bo + Brzi + faaf + & (66)

em que:
y; representa o i-ésimo valor observado da producido de matéria seca;
Bo, 81 € P2 sdo os parametros a serem estimados;
x; representa o i-ésimo valor fixo da dose de adubagdo fosfatada;
g; € o erro experimental associado a observagao y;, £, ~ N (0,02).

Como suposi¢cdo bdsica para a realizagdo do estudo, considerou-se que

todos os pardmetros sdo significativamente diferentes de zero, principalmente para

Bo.
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A Figura 3 apresenta o comportamento da producdo de matéria seca (y)

em funcdo de diferentes doses de adubacio fosfatada (x).
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Figura3 Dados de produgdo de matéria seca em fungédo de diferentes doses de
adubacio fosfatada

3.2 Analise bootstrap

A anélise bootstrap paramétrico foi realizada, considerando as estimativas

obtidas via método dos minimos quadrados, /3y, 1, B2, 7 € 2, como os verdadei-
By

262’
Dessa maneira, 4000 reamostragens foram realizadas, caracterizando diferentes

ros valores de 3o, 31, B2, 1 e 02, sendo 7) = — o estimador do ponto critico.
situacdes experimentais, em que os erros assumiram uma distribui¢do normal com
média zero e as seguintes varidncias tedricas: o2 / 10, o2 / 8, o2 / 6, o / 4, 02 / 2, 0

e 1,502
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Intervalos de confianca para o ponto critico foram obtidos, considerando as
férmulas das variincias apresentadas por Mood, Graybill e Boes (1974) e D’ Aulisio,

Pimentel-Gomes e Nogueira (1976).

Como o estimador do ponto critico envolve um quociente de varidveis
aleatdrias, Mood, Graybill e Boes (1974) propuseram analisar a variancia de tal
quociente por meio da expansio da fungdo f (x,y) = % em série de Taylor. Assim,
de acordo com Lima (2009), a expansdo de f (z,y) em torno de (i,,u,) € dada

por:

0 0
£ @0) = £ Gmty) + 0 taty) (@ = 1) + 5 ) (= 1) +

1 [9? 0?2
+or 6—;; (Hastty) (= p1z)* + 8y8fx (papty) (7 — pig) (y — py) + (67)

0?2 H?
+ 8;; (Hastty) (Y — 11y)* + axéfy (Btastiy) (2 — pa) (Y — piy) | + -

Fazendo as derivadas parciais e uma aproximacio para funcdes de duas

variaveis, tem-se:

" 1 W 1
flay) ==+ —(r—pa) — 5 (Y= py) — —5 (@ — pia) (y — ) +
Y ,uy :uy :u’y 68
Ha 2 (68)
+E(y - ,“y)
Y

A partir da definicdo de varincia, Mood, Graybill e Boes (1974) afirmam

G0

Da aproximacdo obtida anteriormente, tem-se que:

que:

-+

E m ~He _ L ooz + %V [v] (70)

vyl oy 4 3
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»

2
Para obter £ [(g) ] , foi realizada a expansdo de f (z,y) = Zj em série

de Taylor, obtendo para fun¢des com duas variaves:

2
2

u o 2u 2py 1
flay) = =5+ =5 (2 — pe) — —5 (Y — by) + —5 (2 — p1a) "~
Hy My y 1y 1)
4y 32
— (@ = pa) (y — ) + Sy — )
Y Hy

Aplicando-se o operador esperanca matematica, obtém-se:

E

z)’ Ma: 3”326 4tz
- + V[] VYl — —5Covz,y] (72)

Dessa maneira, tem-se que:

v m ~ <Z§>2 (ulmv[ I+ uyv[ vl - MinOU [w,y}) (73)

que é a expressdo dada por Mood, Graybill e Boes (1974) para o célculo da varian-

cia de um quociente de duas varidveis aleatérias. Assim, a varidncia do estimador

do ponto critico pode ser dada por:

Vi) =W <_B}> _ i (/%)2 14 [31] N Vv [32} - 2Cov [81,52}

. 2 2 T
202 Ha, Hs, K, Ha Ha,

(74)

Para o caso em que a covaridncia entre Bl e BQ é nula (C’ov [Bl ,Bg} = 0) ,
a férmula anterior pode ser simplificada, resultando na mesma férmula apresenta
por D’ Aulisio, Pimentel-Gomes e Nogueira (1976), a qual foi obtida através da

primeira derivada do estimador do ponto critico em relagdo a z, sendo dada por:

comn( 2) LA o
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Dessa maneira, para cada reamostragem, que originou novas amostras de-

nominadas de amostras bootstrap, intervalos de confianga, considerando V) (1) e

ICT (n) = 0" £ a2/ VI (07) (76)
I1C5 (n) = 0" Fta// Vs (17) (77)

para r = 1,...,4000, em que ¢, /2) € 0 valor critico da distribui¢@o ¢ de Student

Vs (1)), foram obtidos:

parav = 15e a = 5%.

Ao término das 4000 reamostragens, as médias dos intervalos IC] (n)
e IC} (n) foram encontradas, obtendo os intervalos ICy () = [LI1;LS:] e
ICy (n) = [LI3; LS|, em que LI; e LS, sdo as médias dos limites inferior e
superior referentes aos 1C7 () e LI e LS5 sdo as médias dos limites inferior e

superior referentes aos IC% (7).

Considerando 7) como a média dos 4000 valores simulados do ponto cri-

tico e a formula da varidncia comum, V3 (7)), obteve-se o seguinte intervalo de

confianca:
1C3(n) =1 £ a2V Vs () (78)
em que:
R 2
e o (5]
Va (i) = =5 (79)

para v = 3999, R = 4000 e o = 5%.

Intervalos de confianga bootstrap-t foram gerados de acordo com Efron e

Tibshirani (1993), considerando as variancias V1 (1) e V5 (77), obtendo, respectiva-
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mente, ICy (1) e IC5 (n) com 95% de confianga:

1Cs(n) = 7=t V/VA ()51 = th o /Va ()] (30)
1Cs () = [ = 8oV Ve )31 = 257/ V2 ()| 81)

em que 7 é a estimativa obtida considerando os dados originais e, ¢! e ¢? sdo os
valores padronizados e ordenados dos 4000 pontos criticos simulados, na qual ¢!

e t? resultam, respectivamente, das padronizagdes 7" e T2

o =0
Vi)
o T
Vi)

parar = 1,...,4000.

Com os 4000 valores simulados do ponto critico foram construidos his-
togramas da distribuicdo de frequéncia e realizados os testes de normalidade de

Shapiro-Wilk, assimetria e excesso de curtose assintdtico.

Para tanto, os momentos amostrais foram encontrados conforme Mood,

Graybill e Boes (1974), no qual, para os valores simulados do ponto critico, o t-

R

z - 2 ~ =\t .

ésimo momento amostral é dado por m; = ) (777’ — 17) / R. O estimador do
r=1

coeficiente de assimetria é dado por g1 = ms3 / mg/ 2, sendo que para g1 = 0
a distribuicdo € simétrica, g; > 0 a distribuicdo € assimétrica a direita (assime-
tria positiva) e para g; < 0, a distribuicdo é assimétrica a esquerda (assimetria
negativa). O estimador do coeficiente para avaliar o excesso de curtose é dado
por ga = my / m3 — 3. Tendo como referéncia a distribui¢io normal, que possui
coeficiente de curtose igual a 0, para go = 0, a distribui¢do é denominada de me-
socurtica, go > 0 a distribuicdo ¢ denominada de leptocirtica, na qual a curva é

mais afilada e para go < 0, a distribui¢do é denominada de platicurtica, na qual a
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curva € mais achatada. Dessa maneira, os testes foram realizados , considerando
que g1~N (0,6/4000) e go~N (0,24/4000) (SNEDECOR; COCHRAN, 1980).

A Figura 4 apresenta, resumidamente, os passos utilizados para a obtencéo
dos intervalos de confianca, considerando a metodologia bootstrap para variancia
tedrica igual a 0% /8. A andlise bootstrap foi realizada no software R (R DEVE-
LOPMENT CORE TEAM, 2012), cuja rotina est4 apresentada no APENDICE A.
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3.3 Analise bayesiana

Considerando que o ponto critico do modelo de regressao quadratica é
dado por n = —%, o modelo y; = By + Brx; + 52:6? + ¢; pode ser reescrito da

forma:

yi = Bo — 2nPax; + Box? + ¢ (82)

Dessa maneira, com a finalidade de obter intervalos de confianga bayesia-
nos para os parametros do modelo, considerando os dados de producio de matéria
seca em func¢do de diferentes doses de adubacgdo fosfatada, foi analisado o vetor de

parametros desconhecidos N = (5o,52,7,0?).

Para a estimativa dos pardmetros, obteve-se a distribuicao a posteriori con-

junta, sendo que para isso foram assumidas as seguintes distribui¢des a priori:
Bo ~ N (/-1',3070%0>7 Po ~ N <M5270—,(232)9 n~N (M?WJ%) eo?~ IG (0576)'

Pelo teorema de Bayes, a distribui¢do a posteriori conjunta pode ser des-

crita da seguinte maneira:

p (Bo.B2.m.0°ly) o< L (y]Bo.B2.m,0°) .p (Bo) -p (B2) .p (n) .p (0%)

(83)

Com o objetivo de obter aproximagdes das distribui¢des marginais dos pa-

rametros, métodos MCMC foram utilizados para gerar valores das distribui¢des a
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posteriori condicionais completas para cada parametro. Tais distribuicdes condi-
cionais foram obtidas a partir da distribui¢do a posteriori conjunta. A monitora¢io
da convergéncia das cadeias foi realizada através de andlise gréfica e considerando
os critérios de Raftery e Lewis (1992), por meio do fator de dependéncia, e de

Geweke (1992), com base na estimativa de um valor p.

Os métodos MCMC foram implementados no software R (R DEVELOP-
MENT CORE TEAM, 2012) como apresentado no APENDICE B, sendo que o
pacote Bayesian Output Analysis (BOA) foi utilizado para avaliar a convergéncia

das cadeias e realizar a inferéncia sobre os pardmetros do modelo.

3.4 Analise fuzzy

3.4.1 Analise 1: ponto critico fuzzy baseado na divisio de nimeros fuzzy

Para a andlise fuzzy 1, as estimativas dos parametros do modelo de re-
gressdo quadratica foram consideradas como incertas, sendo que para isso, foram
definidos os nimeros fuzzy Bg, ,5’1 e Bg referentes as estimativas ,5’0, Bl e BQ, res-
pectivamente. Tais nimeros fuzzy foram representados por meio das seguintes

funcgdes de pertinéncia triangulares:

0, se a<ag—0
a—aotd  go qo—6 <a<a
g (@) =4 % 0 _ ! 60 (84)
T s se ap < a<ap + 01
0, se a>ag+ 6
0, se b< b()—CSQ
b=botds ge by — Gy < b <D
B O =8 s e p e s (85)
Ty se 0 X < 0+ 2

0, se b > by + o
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0, se c<co— 03
c—co+03
EAOTE - ge ¢g—03<c<
13, (€)= e B (86)
%, se cp<c<cy+03
0, se c>=co+ 03

em que ag, by € ¢o sdo, respectivamente, as estimativas dos parametros 5y, 81 €
(2 obtidas via método dos minimos quadrados que assumem grau de pertinéncia
maximo igual a 1 em cada funcdo de pertinéncia e,d1, d2 e d3 sdo, respectivamente,

os erros padrio das estimativas (g, 51 € [a.

Para realizar a discretizacdo dos niimeros fuzzy, foram considerados A,
como sendo um passo no intervalo de cada fungdo de pertinéncia, e n, como o
nimero de pontos a serem analisados, tendo, respectivamente, para 3y, 31 € Sa:
(ao + (51) — (ao — (51) 201

A == =
! n—1 n—1 ®7)

Ay — (bo+52)—(b0—(52) _ 209 (88)
n—1 n—1

As— (co+63) — (co — d3) _ 203 (89)

n—1 n—1

O principio de extensdo de Zadeh foi implementado utilizando a lingua-
gem de programacdo C++ (APENDICE C), sendo que as andlises graficas foram
realizadas por meio do software GNUPLOT 4.6. Para tanto, foi considerado o

seguinte modelo, denominado de modelo fuzzy de regressdo quadratica:

j=bo+F () +F () 90)
em que:
=3 ”ﬂa(a) 1)

i=1
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F(5) = Z . Bgi;bi) 92)

( ) Z cn:Q ©3)

Assim, de acordo com Pedrycz e Gomide (1998), obteve-se a seguinte

funcdo de pertinéncia de 3:

H(orr(3)+F(5)) (#) = R L L (@) g, (b) 15, ()] (94
Em seguida, para obter uma curva representativa do modelo fuzzy, foi uti-

lizado o método de defuzzificacdo do Centro de Gravidade para cada valor de x.

Considerando que as estimativas 3; e B2 sélo incertas, surge o ponto critico

fuzzy baseado na divisdo de ndmeros fuzzy, que é dado por:

B

- 95
2, 95)

il

Com o objetivo de determinar 77 em termos de a-niveis, foram realizadas
operacdes intervalares de multiplicacdo e divisdo conforme Barros e Bassanezi
(2010), obtendo:

ie = — [Bl}a B [ﬁna 12} _ lﬁg?) 513 ] -
2[52}06 [ /821 vzﬂgg ] 2552 6(00

_ [_ i ]

2657 2835

(96)

Dessa maneira, os a-niveis obtidos foram denominados de intervalos de

confianca fuzzy com a% de confianga para o ponto critico fuzzy.

A Figura 5 apresenta um fluxograma referente a analise fuzzy 1.



Analise fuzzy 1

Modelo de regressdo quadratica

9:Bo+ﬁ1x+ﬁzxz

Estimativas

By B B,

Numeros fuzzy

Modelo fuzzy de regressao quadratica

y=Fo+Bx+ X

Ponto critico fuzzy
_A

n= =
2p,

Intervalo de confianca
fuzzy para
0 ponto critico fuzzy

[l

Figura5 Fluxograma referente a analise fuzzy 1
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3.4.2 Analise 2: estimador fuzzy do ponto critico baseado na metodologia de
Buckley

A metodologia de Buckley (2005) consiste em considerar uma estimativa
pontual de um determinado pardmetro como incerta, sendo que tal incerteza é
definida com base em um intervalo de confianca convencional. Para isso, € estabe-
lecida uma relagdo entre um conjunto composto por todos intervalos de confianga
convencionais 100 (1 — ) %, com 0 < 8 < 1, e a-niveis, com 0 < o < 1. Dessa
maneira, o conjunto de intervalos de confianga convencionais € transformado em

um nimero fuzzy, sendo denominado de estimador fuzzy.

Um estimador fuzzy do ponto critico pode ser obtido de acordo com o

seguinte intervalo de confianga convencional:

IC1 5 (n) =N £ twpep)VV () (97)

em que v € o grau de liberdade do residuo do modelo de regressdo quadrética e

VR =W (_BE) :% (%)2 4 [31} |4 [Bz} 2000 [31,32}

= - 5 T3 L
203 13, K, Ha, F P,

como a variancia do ponto critico de acordo com Mood, Graybill e Boes (1974).

Com isso, obteve-se o seguinte estimador fuzzy para n em termos de o-

niveis:

(E)a = [E1 () ; B> (a)] (98)

(£), = |1~ toam VY W0+ tHoar V'V @) (99)
para0 < o < 1.

Dessa maneira, considerando as estimativas obtidas para os pardmetros via

método dos minimos quadrados, uma estimativa fuzzy do ponto critico foi obtida
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por meio do software MAPLE 12, cuja rotina esta apresentada no APENDICE D.

A Figura 6 apresenta um fluxograma referente a anélise fuzzy 2.



Andlise fuzzy 2

Intervalo de confianca convencional
IC, 4 (n)

Conjunto de intervalos de confianca
convencionais

a-niveis

Estimador fuzzy do ponto critico
(E)a = [’7 a2 V(A)ia+ tuaayV (’7)}

Figura 6 Fluxograma referente a andlise fuzzy 2
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

De acordo com o método dos minimos quadrados, o modelo de regres-
sdo quadratica ajustado foi igual a § = 73,1929 + 1,1413z — 0,003522, com
R? = 0,9864, que explica 98,64% da variabilidade dos dados, denotando um mo-
delo adequado para os dados de produgdo de matéria seca (y) em funcéo das doses

2 — 62 = 182,45. A estimativa pon-

crescentes (z) de adubagdo fosfatada, e o
tual do ponto critico foi de 163,0429 mg.kg~' de adubo fosfatado, resultando na

produgdo maxima de matéria seca.

4.1 Analise bootstrap

As Tabelas 2 a 5 apresentam, como exemplos, as 1% e 2¢ amostras boots-
trap para as variancias tedricas 02/10 = 18,25 ¢ 02/2 = 91,23, assim como as
estimativas obtidas para cada pardmetro do modelo e os intervalos de confianga,
considerando as férmulas de varidncias de Mood, Graybill e Boes (1974), ICT,
dada em (74), e de D’ Aulisio, Pimentel-Gomes e Nogueira (1976), IC?, dada em

(75), para o ponto critico.
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Tabela 2 Valores estimados da produ¢do de matéria seca na primeira amostra
bootstrap para variancia tedrica igual a 18,25 e, estimativas dos para-
metros (5y, £1 € B2) do modelo de regressdo quadratica, dos intervalos
de confianca dos parametros, estimativa do ponto critico (1) e intervalos
de confianga (IC} e IC3) para o ponto critico.

Doses Repeticdo Média

() 1 2 3 4 @)

0 76,2735 81,6374 74,6918 68,4722 75,2687
50 122,0854  123,6193 116,5861 121,5176 120,9521
100 155,1065  155,0959 149,3904 157,0042 154,1493
150 164,9605  178,2223 160,6313 164,8602 167,1686
200 161,6751  157,2155 167,8994 154,5995 160,3474

Parametro Estimativas IC

Bo 74,4186 [69,0783; 79,7589]

b1 1,1481 [1,0216; 1,2746]

B2 -0,0036 [-0,0042; -0,0030]

Esimativa IC} 1C;5
n 160,4942  [149,0735; 171,9149] [128,0329; 192,9555]

Tabela3 Valores estimados da produ¢@o de matéria seca na segunda amostra bo-
otstrap para variancia tedrica igual a 18,25 e, estimativas dos parime-
tros (8o, B1 € B2) do modelo de regressdo quadritica, dos intervalos de
confianga dos parametros, estimativa do ponto critico () e intervalos
de confianga (IC? e IC?3) para o ponto critico.

Doses Repeti¢cdo Média
(z) 1 2 3 4 ®)

0 75,2814 72,8466 75,0123 66,3474 72,3719
50 119,8854  127,1537 1252472 116,6153 122,2254
100 1489168 152,8784 152,2791 150,3163 151,0977
150 165,9986 167,9876 172,8200 173,5792 170,0964
200 1752504  164,3434  156,0028 164,2843 164,9702

Pardmetros Esimativas e
Bo 74,4201 [67,5066; 77,3336]
51 1,1509 [1,0345; 1,2673]
52 -0,0034 [-0,0040; -0,0029]
Esimativa IC? IC3

n 168,0744  [155,9744; 180,1743] [135,8293; 200,3195]
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Tabela 4 Valores estimados da produg¢do de matéria seca na primeira amostra
bootstrap para variancia tedrica igual a 91,23 e, estimativas dos para-
metros (5y, £1 € B2) do modelo de regressdo quadratica, dos intervalos
de confianca dos parametros, estimativa do ponto critico (1) e intervalos
de confianga (IC} e IC3) para o ponto critico.

Doses Repeticdo Média
() 1 2 3 4 ®)

0 77,1017 68,6865 72,0974 83,4879 75,3434
50 109,8889  126,4010 137,1387 120,4432 123,4680
100 125,8993 1459273 155,8368 157,7338 146,3493
150 148,7863  170,7925 166,2197 174,8097 165,1521
200 160,9462  160,3773 154,0380 164,3993 159,9402

Pardmetro Esimativas 1C

Bo 76,0534 [65,6905; 86,4163]

51 1,0546 [0,8091; 1,3001]

B2 -0,0032 [-0,0043; -0,0020]

Esimativa Ict IC;
n 166,6423  [139,5185; 193,7660]  [93,5125; 239,7720]

Tabela5 Valores estimados da produ¢do de matéria seca na segunda amostra bo-
otstrap para variancia tedrica igual a 91,23 e, estimativas dos parime-
tros (8o, B1 € B2) do modelo de regressdo quadritica, dos intervalos de
confianga dos parametros, estimativa do ponto critico () e intervalos
de confianga (IC? e IC?3) para o ponto critico.

Doses Repeticdo Média
() 1 2 3 4 )

0 71,3733 73,1046 64,4405 72,9719 70,4726
50 107,3854  122,8377 102,3631 104,9031 109,3723
100 149,1595  147,4707 175,1896 159,9557 157,9439
150 145,3169  171,7679 171,9503 174,7480 165,9458
200 155,0243  180,0145 170,2966 157,9658 165,8253

Parimetro  Estimativas C

Bo 67,5119 [56,6297; 78,3941]

51 1,1723 [0,9145; 1,4301]

B2 -0,0034 [-0,0046; -0,0022]

Estimativa IC? I1C3

i 172,9682  [144,2482; 201,6882]  [99,2959; 246,6404]
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Dando continuidade ao processo de reamostragem, a Tabela 6 apresenta os
valores médios das estimativas obtidas nas 4000 reamostragens para o ponto critico
(n) e para os cinco diferentes intervalos de confianga propostos (/C1, IC5, 1Cs,
1Cy e IC5) em fungdo das diferentes varidncias tedricas do erro experimental.
Constata-se que as estimativas do ponto critico ndo se alteraram muito, sendo que
ligeiro aumento ocorreu com o incremento da variancia tedrica. Os resultados da
Tabela 6 mostram que a varidncia residual afeta grandemente na estimacdo dos
IC para o ponto critico. A medida em que a varidncia foi aumentada, os IC
tenderam a apresentar maior amplitude, sugerindo a existéncia de menor precisao.
Tal resultado também foi verificado por Nunes et al. (2004), ao trabalharem com
diferentes férmulas de variancia do ponto critico na avaliagdo da produ¢do maxima
de cultura de algoddo. Esse fato vem alertar os pesquisadores na condugdo do
experimento com adubacgdo, na qual tem-se o interesse de estimar a dose tima.
Para se ter uma confianca maior na estimacio e provavelmente na indicagcao dessa

dose 6tima, maior precisdo deve ser buscada no experimento.

Dentre os intervalos de confianga ICy e IC5, que consideram a média
dos intervalos obtidos ao longo das amostras bootstrap, o intervalo IC'y apresenta
maior precisio; isso pode ser verificado pela menor amplitude do intervalo, talvez
devido ao fato de que o seu estimador leva em consideracdo a covariancia entre
[1 e Ba2. De acordo com o método bootstrap-t, o intervalo de confianga ICs5, que
adota a féormula da varidncia do ponto critico proposta por D’ Aulisio, Pimentel-
Gomes e Nogueira (1976), apresenta maior precisdo nas diferentes variancias ted-
ricas. Dentre os intervalos analisados, o intervalo /C5, que considera a formula
da variincia comum, apresenta maior precisdo, sendo plausivel de uso apenas nos
estudos simulados, ja que seu cdlculo € realizado com as estimativas obtidas em

cada reamostragem.
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A Tabela 7 apresenta os resultados referentes ao teste de assimetria assin-
tético (g1 ) e excesso de curtose assintético (g2 ), além da estatistica W de Shapiro-
Wilk para os valores do ponto critico nas diversas simulacdes. As estimativas dos
coeficientes de assimetria e curtose aumentaram com o incremento da variancia
tedrica. Os testes de assimetria e curtose indicam que, com o aumento da varidncia
tedrica, as estimativas do ponto critico tendem a ndo seguir ao de uma distribui¢io

normal, sendo tal resultado verificado pela estatistica W de Shapiro-Wilk.

As Figuras 7 a 13 apresentam os histogramas dos valores simulados do
ponto critico, considerando as diferentes varidncias tedricas. Pode-se visualizar
que nas menores variancias, os graficos sugerem certa aproximacgao da curva nor-
mal. Pode-se observar que a partir da variancia tedrica igual a 30,41, o ponto
critico apresenta maior tendéncia a uma distribuicdo de frequéncia com assimetria

positiva e formato do tipo leptoctrtico.

Tabela 7 Resultados para o teste de assimetria assintdtico (g ), excesso de cur-
tose assintdtico (go) e estatistica W de Shapiro-Wilk referentes aos va-
lores simulados do ponto critico.

Varincia tedrica (o) Assimetria (g;) Curtose (g2) w
18,25 0,41704* 0,31307*  0,0904"
22,81 0,4337* 0,5822* 0,9899*
30,41 0,4372* 0,2574* 0,9890*
45,61 0,5884* 0,9597*  0,9823*
91,23 1,1794* 3,6228* 0,9437*
182,45 1,4561* 4,2560*  0,9151*
273,68 3,2498* 25,1194* 0,7858*

*significativo a 5%
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Figura7 Distribuicdo de frequéncia dos valores simulados do ponto critico para
variancia tedrica igual a 18,25
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Figura 8 Distribuicdo de frequéncia dos valores simulados do ponto critico para
variancia tedrica igual a 22,81
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Figura 9 Distribuicdo de frequéncia dos valores simulados do ponto critico para
variancia tedrica igual a 30,41
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Figura 10 Distribuicao de frequéncia dos valores simulados do ponto critico para
variancia tedrica igual a 45,61
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Figura 11 Distribuicio de frequéncia dos valores simulados do ponto critico para
variancia tedrica igual a 91,23
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Figura 12 Distribuicao de frequéncia dos valores simulados do ponto critico para
variancia tedrica igual a 182,45
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Figura 13 Distribuicao de frequéncia dos valores simulados do ponto critico para
variancia tedrica igual a 273,68

4.2 Analise bayesiana

A partir da distribui¢do a posteriori conjunta dada em (83), a distribuicio

a posteriori condicional completa para o parametro 3y é dada por:

n

202 <
=1

1
.exp {—@[50 - Mﬂo]Q}

Fazendo y} = y; + 28amz; — Box?, obtém-se:

o exp {—% lvi — 5012} .exp {—%[50 - Nﬁo]Q}
Bo

i=1

p (Bol B2.m,0” y) o< exp { [yi — Bo + 2Banz; — Bou}] 2} :

(100)
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Desenvolvendo-se os quadrados, tem-se:

I — ., . 1
x eXp{—QazZ [yi® — 2y; Bo +53}} -eXp{—QG% (65 — 2Boms, +ﬂ%o}}
i=1 0

Resolvendo o somatdério e rearranjando-se os termos, considerando que os

termos que nao dependem de 5y sdo constantes, obtém-se:

2
2‘7,80

1 - 1

i=1

1 .
X exp {—20%2 [—250020 > yi +nBiod, + B’ — 2800 g, + gw%O] }
0 =1

1 n
X exp {—202 5 [53 (nago + 02) — 209 <a§0 ny + 02/%0) + UQ/L%O] }

750 i=1

n 2
2 * 2

nU%O + 02 5 980 z; Yi o g

xXexpy ——5 55— |Po— 5 3

20 5, nog, + o

que € o nicleo de uma distribuicdo normal. Dessa maneira, a distribui¢do a poste-

riori condicional completa para 3y € uma normal:

n
2 2 2

2
~ N
(BO|6277]7U 7y) 710'[230 +O'2 ’no.%o —|—O'2

(101)

A distribuicdo a posteriori condicional completa para o pardmetro Gy €
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dada por:

p (B21B0.n.0°y) o exp {—%; ; [yi — Bo + 2B2mzi — 52%2}2} :

1
. exp {—20%2[52 - M,BQ]Q}

Fazendo y; = y; — Bo, obtém-se:

(102)

1 . 2 1
o<exp{—%2 [yi + 2Banz; — Box] }-GXP{—%%[@ —M/32]2}
) 2

=1

o exp {—2; St + Boi (20— mf} exp {—2012[@ - %F}
=1

B2

Desenvolvendo-se os quadrados, tem-se:

1 = * *
o exp {_W [yiz + 2y Boxi (2n — ;) + 53@2(27] — xz)ﬂ } .
i=1
1
-exp {—22 (55 — 28211, + 13, ] }
98,

Resolvendo o somatoério e rearranjando-se os termos, considerando que os

termos que ndo dependem de (32 sdo constantes, obtém-se:
1 n n
% 2
o] -t [2 3wt 01 83 st -]
1= 1=

1
ot -2 3|
2
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ou
1
oCexpq —5 5 2 262052Zyle (2n — x)+
=1
+B30%, Z 2} (20 — x3)* + B30% — 2820 g, + 02#%2] }
i=1
ou ainda
2
o<exp{ 220 [,6’2<0522x (2n — ) +g>_
—202 <_G%2 Z yizi (20 — x;) + 0-2”/32) + UQM%Q] }
i=1
reagrupando
2 N 209 2., 2 2 NNt (9 2
052;%(77—%) +o _ngglyixi(n_xi)_‘_a 148
o exp § ———— 95252 B2 — = ;
B2 0%2 Z:lm?(Zn —x;)" + o2
1=

que € o ndcleo de uma distribui¢do normal. Dessa maneira, a distribui¢do a poste-

riori condicional completa para 2 € uma normal:

(52|5057]70-27y) ~ N =1 n )
0%2 > z(2n — z;)° + o2
=1 (103)
2 2
o%og,

A distribui¢@o a posteriori condicional completa para o pardmetro n é dada
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por:
1 — 2
» (n|Bo,B2,0%y) o exp {—202 Zl [yi — Bo + 2Banz; — Poz?] } :
1=

1 2
.exp {—202 (17— )] }
n

(104)

Fazendo y; = y; — Bo — (227, obtém-se:

n

1 . |
OCeXp{—M [y; +25277$i]2} -eXp{—%g[ﬁ—Mn]?}
=1

Desenvolvendo-se os quadrados, tem-se:

1 = * *
X exp {_M [yiQ + 2y; Bonz; + 46%1723322] } .
=1
1
.exp {—202 (7% = 2npy + 7] }
n

Resolvendo o somatodrio e rearranjando-se os termos, considerando que os

termos que nao dependem de 7 sdo constantes, obtém-se:

1 n . n 1
e {—M [zmzyi i+ G Zm?] o I 22
i—1 i—1

2
n

ou

1 2 o *
X exp {—2020727 [25277% ; Y; Tit

n
+ 45227720727 Z :UZQ +n?c? — 277(72/177 + O'QM%
i=1

}
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agrupando
1 n
2 2 2 2 2
X exp {—2020727 [77 (452%;% +o ) -
n
—2n <—520727 Z YT + 02ﬂn> + 02/%27] }

=1
reagrupando, obtém-se:

2

n n
46%0,2] S a2+ 02 —62037 Yoyt + 0'2#77
i=1 i=1
X exp { — 210202 n— !
7

n
45220727 231 xf + 02
1=

que € o ndcleo de uma distribui¢do normal. Dessa maneira, a distribui¢do a poste-

riori condicional completa para 7 € uma normal:

n
—fa07; > (yi — Bo — Box?) @i + o puy
(77|5075270-27y) ~ N =1 n )
4p302 Y 7 + o2
i=1

(105)

2 2
UGW

n
4ﬂ§a% Zl z? + o2
1=

)

A distribuicdio a posteriori condicional completa para o parAmetro o2 é

dada por:
n 1 1 &
p (0%(Bo,B2m.y) o (02) 2" exp {—202 ; [yi — Bo + 2Ponz;—
2
_@xf] } .exp {_fz}

Dessa maneira, rearranjando-se os termos, a distribuicio a posteriori con-

(106)
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dicional completa para o

x (02)—(3”“) exp {—012 <; Z [yi — Bo + 2Banm; — 52%2]2 + B) }

i=1

¢ uma gama inversa:

(02’ﬁ07ﬁ2,77;y) ~ IG <Ck* — g + Q,

, B = }Z [yi — Bo + 2Banz; — 529522]2 +5>

2 <
=1

(107)

Como as distribui¢des a posteriori condicionais completas sdo de formas
conhecidas, no caso, distribuicdo normal para 3y, P2 e 7 e, distribuicdo gama

inversa para o2, utilizou-se o algoritmo Gibbs para amostrar tais distribuicdes.

A Tabela 8 apresenta os critérios de Raftery e Lewis e, Geweke, utilizados
na andlise da convergéncia das cadeias de cada um dos pardmetros. De acordo com
o critério de Raftery e Lewis, os fatores de dependéncia (FD) de cada pardmetro
apresentam valores menores do que cinco, denotando a convergéncia das cadeias.
Pelo critério de Geweke, observa-se que os valores de p sdo maiores que o nivel
de significancia pré-fixado de 5%, ndo apresentando, dessa maneira, evidéncias

contra a convergéncia.

Tabela 8 Estimativas dos critérios de Raftery e Lewis e, Geweke, utilizados na
avaliacdo da convergéncia das cadeias amostradas.

Parametros Raftery e Lewis (FD) Geweke (valor p)

Bo 1,0149 0,4230
B 1,0149 0,9748
n 0,9904 0,3514
o? 0,9824 0,6503

Os resultados apresentados na Tabela 8 podem ser confirmados por meio
da visualizacdo gréfica do traco da cadeia, nas Figuras 14 a 17, justificando que as

cadeias se encontram em equilibrio. Ainda nas Figuras 14 a 17, t€m-se os gréficos
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das distribui¢des a posteriori marginais para cada parametro.

A Tabela 9 apresenta as média a posteriori para os parametros, assim como
o intervalo de confianca bayesiano (HPD) com coeficiente de credibilidade de 95%
para cada parametro do modelo. O intervalo de confianga bayesiano encontrado
para 7) apresenta alta precisdo, com magnitude igual a 0,1217. Intervalos de con-
fianga bayesiano com alta precisdo também foram encontrados por Buonaccorsi e
Gatsonis (1988), na qual utilizaram prioris normais para avaliar a razao de coefi-
cientes de modelos de regressdo linear simples no estudo de biodisponibilidade de
nutrientes em alimentos.
Tabela 9 Valores médios obtidos pela distribuicio a posteriori dos pardmetros e

seus respectivos limites inferior e superior dos intervalos de confianga
bayesianos (HPD).

Parametros Média HPD
LI LS
Bo 73,0006 72,9395 73,0614
B9 -0,0035 -0,0038 -0,0032
n 162,9932 162,9295 163,0547

o? 180,0873 107,2225 267,1666
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4.3 Analise fuzzy

4.3.1 Analise 1: ponto critico fuzzy baseado na divisio de nimeros fuzzy

A Tabela 10 apresenta as estimativas dos parametros do modelo de re-
gressdo quadrdtica por meio do método dos minimos quadrados e os erros padrio
das estimativas, considerando os dados de producdo de matéria seca em fungdo de

diferentes doses de adubacio fosfatada.

Tabela 10  Estimativas dos pardmetros do modelo de regressdo quadritica e res-
pectivos erros padrio das estimativas.

Pardmetro Estimativa Erro padrdo

Bo 73,1929 6,0839
b1 1,1413 0,1441
B2 -0,0035 0,0007

Considerando os erros padrio das estimativas como incertezas no modelo
fuzzy de regressdo quadrética, as seguintes func¢des de pertinéncia triangulares fo-

ram obtidas:

0, se a < 67,1090
a—67,1090
i (a) =14 . 50839 - se 67,1090 < a < 73,1929 (108)
% T2Toe s, se 73,1929 < a < 79,2768
0, se a > 79,2768
0, se b < 0,9972
b—0,9972
== se 0,9972 < b <1,1413
s, () =19 1 Sss1s (109)

=i se 1,1413 < b < 1,2854
0, se b>1,2854
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0, se ¢ < —0,0042
63%88?2> se —0,0042 < ¢ < —0,0035

1, () =9 _o0028—c (110)
—Gooor > s¢ —0,0035 < ¢ < —0,0028
0, se ¢ > —0,0028

A Figura 18 apresenta a solucdo do modelo fuzzy de regressiao quadratica
através do principio de extensdo de Zadeh, em que a escala entre 0 e 1 representa
os graus de pertinéncia de vy (producdo de matéria seca, g.vaso~!), sendo que a
regido amarela representa os valores de y com pertinéncia em torno de 1. Pode-se
observar que para cada valor de 2 (dose de adubacio fosfatada, mg.kg~') tém-se
incertezas quanto ao valor de y. Como exemplo, em z = 160, tem-se pertinéncia
em torno de 0 para y = 120 e, para y = 165, tem-se pertinéncia em torno de 1.
Ainda pode-se verificar que incertezas quanto a y sao menos presentes para valores
menores de . A Figura 19 apresenta a solu¢do defuzzificada do modelo fuzzy
pelo método do Centro de Gravidade e a solugdo cldssica obtida pelo método dos

minimos quadrados.
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Figura 19 Solugdo defuzzificada do modelo fuzzy de regressdo quadratica e solu-
¢ao classica obtida pelo método dos minimos quadrados, considerando
os dados de producdo de matéria seca (y) em funcdo de diferentes do-

ses de adubacdo fosfata (x)
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De acordo com os niimeros fuzzy 31 € (2, foi obtido o ponto critico fuzzy

em termos de «-nivel:

[0,1441c + 0,9972; —0,1441cv + 1,2854]

o _
" = [0,0014c + 0,0056; —0,0014c + 0,0084] (111)
_ | 0,1441a+0,9972 —0,1441 41,2854
~ [ —0,0014a + 0,0084" 0,0014c + 0,0056
Expressando [7]* em termos de fungdo de pertinéncia, obteve-se:
0, se r < 118,7143
D200 se 118,7143 < z < 163,0429
i () = 1,2854—0,0056 a12)
0, se x > 229,5357

A Figura 20 apresenta a funcio de pertinéncia de 7, representado as incer-
tezas quanto ao ponto critico. Como exemplo, para um ponto critico igual a 180,
tem-se grau de pertinéncia igual a 0,70 no conjunto 7, sendo que para um ponto

critico igual a 125, tem-se grau de pertinéncia igual a 0,17.
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Figura 20 Representacio gréfica da fungao de pertinéncia do ponto critico fuzzy

A Tabela 11 apresenta intervalos de confianga fuzzy para o ponto critico
fuzzy para a-niveis entre 0,20 e 1,00 . Tem-se, por exemplo, de acordo com a de-
finicdo de a-nivel, valores de = entre 160,4095 e 165,7294 pertencem ao conjunto
classico [7]%%°; nesse caso, o intervalo [7]%% = [160,4095; 165,7294] ¢ definido
como um intervalo de confianca fuzzy com 95% de confianga para o ponto cri-
tico fuzzy. Com isso, t€ém-se 95% de possibilidade de obter aproximadamente a
producdo maxima de matéria seca considerando doses entre 160,4095 e 165,7294
mg.kg~! de adubagio fosfatada. Para o = 1,00, em que se tem a pertinéncia ma-

xima, [7]"%

= [163,0429; 163,0429] representa um intervalo de confianga fuzzy
com 100% de confianga para o ponto critico fuzzy, sendo que diante das incertezas
consideradas, uma dose igual a 163,0429 mg.kg~! de adubacio fosfatada propor-
ciona aproximadamente a produ¢do maxima de matéria seca, sendo que tal dose
corresponde a estimativa pontual obtida utilizando o método dos minimos quadra-
dos. Como a maior dose de adubagdo fosfatada utilizada no experimento foi igual
2200 mg.kg~!, os intervalos de confianca fuzzy com a-niveis menores do que 0,40

nao fazem sentido prético, pois extrapolam o limite superior utilizado.

Diante dos resultados apresentados, operagdes intervalares fuzzy se mos-

tram como uma alternativa apropriada para analisar estimadores, como verificado



por Lee (2001).
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Tabela 11  Limites inferior (1) e superior (75) do intervalo de confianga fuzzy

para o ponto critico fuzzy, considerando a-niveis entre 0,20 e 1,00.

«

7

nt

5

0,20
0,25
0,30
0,35
0,40
0,45
0,50
0,55
0,60
0,65
0,70
0,75
0,80
0,85
0,90
0,95
1,00

126,3571
128,3509
130,3797
132,4444
134,5459
136,6853
138,8636
141,0819
143,3413
145,6429
147,9879
150,3776
152,8132
155,2961
157,8277
160,4095
163,0429

213,7041
209,9790
206,3405
202,7857
199,3117
195,9157
192,5952
189,3477
186,1708
183,0622
180,0198
177,0414
174,1250
171,2688
168,4708
165,7294
163,0429

4.3.2 Analise 2: estimador fuzzy do ponto critico baseado na metodologia de

Buckley

De acordo com as estimativas dos parametros do modelo de regressdo qua-

drética, considerando os dados de producdo de matéria seca em funcdo de diferen-

tes doses de adubagdo fosfatada, obteve-se a estimativa fuzzy do ponto critico em

termos de a-niveis:

<E) — [163,0429 — (15.0/2)-14,3653; 163,0429 + £(15.0/2)-14,3653]  (113)
«

em que ¢(, o/2) € 0 valor critico da distribui¢do ¢ de Student para v = 15.
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Por exemplo, para o = 0,95, tem-se que:
(E) — [162,1269; 163,9589)]
0,95

na qual, com grau de possibilidade igual a 0,95, valores do ponto critico entre

162,1269 e 163,9589 mg.kg~! de adubagio fosfatada fornecem aproximadamente

a produc¢do maxima da cultura. A Tabela 12 apresenta a estimativa fuzzy <E> do
«

ponto critico considerando a-niveis entre 0,65 e 1,00.

A Figura 21 apresenta a funcdo de pertinéncia da estimativa fuzzy, na qual
pode-se observar que a estimativa pontual do ponto critico obtida pelo método dos
minimos quadrados, x = 7 = 163,0429, apresenta grau de pertinéncia igual a
1,00. Dessa maneira, a estimativa fuzzy oferece, com certo grau de pertinéncia,
valores do ponto critico que resultam aproximadamente na produ¢do mdxima da

cultura.

De acordo com Buckley (2005), a estimativa fuzzy do ponto critico con-
tém mais informagdes do que uma simples estimativa pontual ou intervalar con-
vencional, sendo que a estimativa fuzzy contém a estimativa pontual 7 e todos
0s 100 (1 — B) %. Tal resultado também é enfatizado por Parchami e Mashinchi
(2007), na qual utilizaram a metodologia de Buckley em indices de capacidade de

processos no controle da qualidade de produtos e servigos.

Tabela 12  Estimativa fuzzy (E) do ponto critico considerando a-niveis entre
(6

0,65 ¢ 1,00.
° (2),

0,65 [156,3916; 169,6942
0,70  [157,4004; 168,6854
0,75 [158,3807;167,7052

0,85 [160,2788;165,8070
0,90 [161,2069; 164,8789
0,95 [162,1269;163,9589

[ ]
| |
0,80 [159,3383; 166,7475]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

1,00 [163,0429; 163,0429
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5 CONCLUSAO

Na estimacdo de intervalos de confianga para o ponto critico do modelo de

regressdo quadrética, conclui-se que:

1. a metodologia bootstrap paramétrico mostrou-se como uma excelente alter-
nativa para a construcdo de intervalos de confianca para o ponto critico, cujo
estimador envolve um quociente de varidveis aleatorias, e para a andlise da
distribuicdo de frequéncia diante de diferentes situacdes experimentais. Di-
ante das simulagdes realizadas, sugere-se usar intervalos de confiangca que

consideram a covariincia entre os parametros do modelo;

2. como alternativa a constru¢do de intervalos de confianca convencionais, a
andlise bayesiana mostrou-se de facil aplicacdo de acordo com as prioris
adotadas para os pardmetros do modelo de regressdo quadrética, sendo que
o intervalo de confianga bayesiano obtido para o ponto critico apresenta uma
interpretacdo mais direta do que a de um intervalo de confianca convencio-
nal, pois todas as informagdes da inferéncia estdo resumidas na distribuicao

a posteriorti,

3. as incertezas incorporadas no modelo de regressdo quadratica proporciona-
ram a obtencdo do ponto critico fuzzy, na qual por meio de operacdes arit-
méticas intervalares, resultou na construgdo de intervalos de confianca fuzzy
satisfatérios. Diante da metodologia apresentada, o pesquisador pode ana-
lisar incertezas advindas de especialistas e dados estatisticos no modelo de
regressao, e avaliar niveis de possibilidade para se obter um intervalo para o

ponto critico;

4. a metodologia de Buckley fornece uma anélise mais completa de um in-
tervalo de confianca convencional por meio de um estimador fuzzy. Dessa
maneira, o pesquisador pode avaliar o comportamento de tal estimador di-

ante de diferentes incertezas.
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APENDICE A - Rotina R, programa utilizado para a anilise bootstrap

paramétrico.

#Numero de reamostragens bootstrap
B<—4000

#Variancia tedrica
s2T<—18.25

#Dados originais
doses<—¢(0,0,0,0,50,50,50,50,100,100,100,100,150,150,150,
150,200,200,200,200)
producao<—c(76,81,91,57,115,119,124,102,129,167,150,170,
160,189,170,165,156,174,160,150)
reg<—Im(producao~doses+I(doses”2))
a0<—round(reg$coeff[1],4)

bO<—round (reg$coeff[2],4)

cO<—round(reg$coeff[3],4)

eta<—round (b0/(—2xc0) ,4)

X<—cbind(rep(1,20),¢(0,0,0,0,50,50,50,50,100,100,100,100,
150,150,150,150,200,200,200,200),¢c(0,0,0,0,5072,5072,5072,
5072,10072,10072,10072,10072,15072,15072,15072,15072,20072,
20072,20072,200172))

iXX<—solve (t (X)%+%X)

yest<—matrix (,5,4)

aest<—best<—cest<—etaest<—vector ()
sdl<—quanl<—LI1<—LS1<—AMPIl<—vector ()
sd2<—quan2<—LI2<—LS2<—AMP2<—vector ()

Lla<—LSa<—vector ()

LIb<—LSb<—vector ()

LIc<—LSc<—vector ()

doses2<—c(0,50,100,150,200)

producao0<—c(76,81,91,57)

producao50<—c(115,119,124,102)
producaol00<—c(129,167,150,170)
producaol50<—c(160,189,170,165)
producao200<—c(156,174,160,150)
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dados<—cbind (producao0 , producao50 , producaol00 ,
producaol50 , producao200)

dadoses<—matrix (,B,20)

coef<—matrix (,B,3)

for(i in 1:B)
{
for(j in l:ncol(dados))
{
for(k in 1:nrow(dados))
{
e<—rnorm (1,0, sqrt(s2T))
yest[j,kl<—a0+bOxdoses2[j]+cO=x((doses2[j])"2)+e

}
dres<—c(0,0,0,0,50,50,50,50,100,100,100,100,150,150,
150,150,200,200,200,200)
yres<—c(yest[1,],yest[2,],yest[3,],yest[4,],yest[5,])
mod<—Im(yres~dres+I(dres”2))
dadoses[i,]<—round(cbind(yres) ,4)

coef[i,]<—cbind (mod$coef[1], mod$coef[2], mod$coef[3])
aest[i]<—round (modS$coef[1],4)

best[i]<—round (mod$coef[2],4)
cest[i]<—round(mod$coef[3],4)
etaest[i]<—round((—best[i])/(2%cest[i]))
fac.doses<—factor (dres)
reg<—Im(yres~dres+I(dres”2)+I(dres”3)+I(dres”4))
anova2<—anova(reg)

VI<—anova2[5,3]*iXX
Lla[i]<—aest[i]—qt(0.975,15)*(sqrt(VT[1,1]))
LSa[i]l<—aest[i]+qt(0.975,15)«(sqrt(VT[1,1]))
LIb[i]J<—best[i]—qt(0.975,15)*%(sqrt(VT[2,2]))
LSb[i]<—best[i]+qt(0.975,15)«(sqrt(VT[2.,2]))
Llc[i]l<—cest[i]—qt(0.975,15)*(sqrt(VT[3,3]))
LScli]<—cest[i]+qt(0.975,15)«(sqrt(VT[3.,3]))

#Intervalo de confianca considerando a férmula da varidncia
proposto por Mood, Graybill e Boes (1974)
sdl[i]<—sqrt ((1/4)=((best[i]/cest[i])"2)*((VT[2,2]/(best[i]"2))
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+(VT[3,3]/(cest[i]72)) —((2%xVT[2,3])/(best[i]xcest[i]))))
quanl[i]<—((etaest[i]—eta)/sdl[i])
LIl[i]J<—etaest[i]—qt(0.975,15)*sd1[i]
LSI[i]l<—etaest[i]+qt(0.975,15)*%sd1[1i]

#Intervalo de confianca considerando a férmula da varidncia
proposto por D’ Aulisio, Pimentel —Gomes e Nogueira (1976)
sd2[i]<—sqrt ((1/4)=(((VT[2,2])/((cest[i])"2))+((best[i]"2)
*VT[3,3])/(cest[i]"4)))

quan2[i]<—((etaest[i]—eta)/sd2[i])
LI2[i]<—etaest[i]—qt(0.975,15)*sd2[1i]
LS2[i]<—etaest[i]+qt(0.975,15)*sd2[1i]

#Intervalo de confianca considerando a férmula da varidncia
proposto por Mood, Graybill e Boes (1974)
ICILI1<—mean(LI1)

ICILS1<—mean(LS1)

#Intervalo de confianca considerando a férmula da varidncia
proposto por D’ Aulisio, Pimentel-Gomes e Nogueira (1976)
IC2LI2<—mean (LI2)

IC2LS2<—mean (LS2)

#Intervalo de confianca considerando a férmula comum da
varidncia

IC3LI3<—mean(etaest)—2«sd(etaest)
IC3LS3<—mean(etaest)+2=«sd(etaest)

#Intervalo de confianca bootstrap—t considerando a férmula da
varidncia proposto por Mood, Graybill e Boes (1974)
VTl<—182.45%iXX

quanordl<—sort(quanl)

tl<—quanord1[0.975%B]

t2<—quanord1[0.025%B]

sdetal <—sqrt ((1/4)+((b0/c0)*2)x((VT1[2,2]/(b0"2))+(VT1[3,3]/
(c072)) —((2%VT1[2,3]1)/(b0%c0))))

IC4LI4<—eta—t1 x(sdetal)

IC4LS4<—eta—t2 «(sdetal)
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#Intervalo de confianca bootstrap—t considerando a férmula da
varidncia proposto por D’ Aulisio, Pimentel—Gomes e Nogueira (1976)
quanord2<—sort (quan2)

tl11<—quanord2[0.975%B]

t22<—quanord2[0.025*B]

sdeta2<—sqrt ((1/4)=(((VTLI[2,2])/((cO0)*2))+((b0O~2)*«VTI[3,3])/
(c074)))

IC5LI5<—eta—t11*(sdeta2)

IC5LS5<—eta—t22 «(sdeta2)

#Coeficientes de assimetria e curtose
ma2<—(sum((etaest—mean(etaest))"2))/length(etaest)
ma3<—(sum((etaest—mean(etaest ))"3))/length(etaest)
mad4<—(sum ((etaest —mean(etaest ))*4))/length (etaest)
ass<—ma3/(ma2"(3/2))

cur<—(ma4/(ma2”(2)))—3

asstab<—qnorm (0.95,0,(6/B)"(1/2))

curtab<—qnorm (0.95,0,(24/B)*(1/2))
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APENDICE B - Rotina R, programa utilizado para a anilise bayesiana.

library (boa)
library (MCMCpack)

#Dados originais
doses<—c¢(0,0,0,0,50,50,50,50,100,100,100,100,150,150,150,
150,200,200,200,200)
producao<—c(76,81,91,57,115,119,124,102,129,167,150,170,
160,189,170,165,156,174,160,150)
dados<—cbind (doses , producao)

x<—dados|[,1]

y<—dados [ ,2]

n<—length (y)

#Definindo as prioris
meta<—163

veta<—0.001
mbetaO<—73

vbeta0 <—0.001
mbeta2 <——0.003

vbeta2 <—0.001
alpha<—10

beta <—1800

#Definindo o numero de iteragdes
nit <—10000

beta0<—matrix (0, nit , 1)

etal <—matrix (0, nit ,1)
beta2<—matrix (0, nit ,1)
sigma2<—matrix (0, nit ,1)

#Chutes iniciais
betaO[1,1]<—73
etal[1,1]<—163
beta2[1,1]<——0.003
sigma2[1,1]<—182

ir<—0
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#Infcio da amostragem
for (ir in 2:nit)
{
#para o parametro eta
somal<—0
soma2<—0
soma3<—0
soma4<—0
i<—0
for (i in 1:n)
{
somal<—(y[i]—betaO[ir —1,1]—beta2 [ir —1,1]=(x[i]"2))=x[1]
soma2<—soma2+somal
soma3<—(x[1]”2)
soma4<—soma4+soma3
}
mediaeta<—(sigma2[ir —1,1]+*meta—vetaxbeta2 [ir —1,1]*soma2)/
(4« vetax(beta2[ir —1,1]*2)*somad+sigma2[ir —1,1])
desveta<—sqrt ((sigma2[ir —1,1]«xveta)/(4= vetax(beta2[ir —1,1]"2)
xsomad+sigma2[ir —1,1]))
eta0<—rnorm (1 ,mean=mediaeta ,sd=desveta)
etal [ir ,l1]<—etal
#para o parametro beta0
soma5<—0
soma6<—0
i<—0
for (i in 1:n)
{
somaS<—y[i]+2xbeta2[ir —1,1]xetal [ir ,1]*x[i]—beta2 [ir —1,1]x*
(x[1172)
somab<—soma6+somas
1
mediabeta0 <—(soma6+vbetaO+sigma2[ir —1,1]+*mbetal )/( vbetaO=n+
sigma2[ir —1,1])
desvbetaO<—sqrt ((sigma2[ir —1,1]«xvbetaO )/( vbetaO=n+
sigma2[ir —1,1]))
beta00O<—rnorm (1 ,mean=mediabeta0 ,sd=desvbetal)
betaO[ir,1]<—beta00
#para o pardmetro sigma2



somall<—0
somal2<—0
i<—0
for (i in 1:n)
{
somall<—(y[i]—betaO[ir ,1]+2«beta2[ir —1,1]xetal [ir ,1]=x[1]
—beta2 [ir —1,1]x(x[i]"2))"2
somal2<—somal2+somall
}
alphaa<—(n/2)+alpha
betaa<—0.5xsomal2+beta
sigma20<—rinvgamma (1, alphaa , betaa)
sigma2 [ir,l]<—sigma20
#para o parametro beta2
soma7<—0
soma8<—0
soma9<—0
somalO0<—0
i<—0
for (i in 1:n)
{
soma7<—(y[i]—betaO[ir ,1])xx[i]*(2*xetal [ir,1]—x[1i])
soma8<—soma8+soma7
soma9<—(x[i]*2)*«((2*xetal [ir,1]—x[i])"2)
somalO<—somalO+soma9
}
mediabeta2 <—((sigma2[ir ,1]+ mbeta2)—soma8=(vbeta2))/(somalO=
(vbeta2)+sigma2[ir ,1])
desvbeta2<—sqrt ((sigma2[ir ,1]+vbeta2 )/(somalO=(vbeta2)+
sigma2[ir ,1]))
beta20<—rnorm (1 ,mean=mediabeta2 ,sd=desvbeta2)
beta2[ir,l]<—beta20
1

#Fim da amostragem

# Andlise de Convergéncia

Conv <— matrix (0, nit ,4,dimnames=1ist (c(l:nit),c("betal0","etal"
"beta2 " ,"sigma2")))

Conv[,l1]<—betal

104
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Conv[,2]<—cetal

Conv[,3]<—beta2

Conv|[,4]<—sigma2

boa.randl (Conv, 0.025, 0.005, 0.95, 0.001)
boa.geweke(Conv, 0.1, 0.5)

#Lendo os dados
betaO<—as . matrix (beta0)
etal <—as.matrix (etal)
beta2<—as . matrix (beta2)

sigma2<—as . matrix (sigma?2)

#Definindo o "burn—in" e o "thin"
nit<—length (betal)

burn <—3000

pulo<—1

#Definindo os pardmetros
betaO<—betaO [(burn+1):nit ,1]
etal<—etal [(burn+1):nit ,1]
beta2<—beta2 [(burn+1):nit ,1]
sigma2<—sigma2 [(burn+1):nit ,1]

#Inicio do pulo

nit_novo <—((nit—burn)%/%pulo)
betaO_pulo<—matrix (0, nit_novo ,1)
etal_pulo<—matrix (0, nit_novo ,1)
beta2_pulo<—matrix (0, nit_novo ,1)

sigma2_pulo<—matrix (0, nit_novo ,1)

#Realizando o "thin" (pulo) individualmente para cada pardmetro
i<—0

irr<—0

for (irr in 1:(nit—burn))

{if (irr —(irr%/%pulo)*pulo==0)(i<—i+1)

if (irr —(irr%/%pulo)=pulo==0)(betaO_pulo[i,l]<—betaO[irr])

}

i<—0

irr <—0

for (irr in 1:(nit—burn))
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{if (irr —(irr%/%pulo)=pulo==0)(i<—i+1)

if (irr —(irr%/%pulo)=pulo==0)(etal_pulo[i,l]<—etal[irr])

}

i<—0

irr <—0

for (irr in 1:(nit—burn))

{if (irr —(irr%/%pulo)=pulo==0)(i<—i+1)

if (irr —(irr%/%pulo)=pulo==0)(beta2_pulo[i,l]<—beta2[irr])
}

i<—0

irr <—0

for (irr in 1:(nit—burn))

{if (irr —(irr%/%pulo)*pulo==0)(i<—i+1)

if (irr —(irr%/%pulo)=pulo==0)(sigma2_pulo[i,l]<—sigma2[irr])
}

# Intervalo de credibilidade HPD
print (boa.hpd(betaO_pulo ,0.05))
print (boa.hpd(etal_pulo ,0.05))
print (boa.hpd(beta2_pulo ,0.05))
print (boa.hpd(sigma2_pulo ,0.05))
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APENDICE C - Rotina C++, programa utilizado para a analise fuzzy 1.

#include <iostream >
#include <fstream>
#include <cmath>
#include <iomanip>
#include <stdio.h>
#include <vector>
#include <algorithm>

using namespace std;
struct quinteto {
long double valorx, valorfx , valorpa, valorpb, valorpc;

s

struct trinca{
long double valorx, valorfx, valorp;

s

double pertinencia(double,double ,double ,double );
long double operaminimo (double, double);

void ordenacao(vector < trinca > &vet);

void principioextensao (vector<trinca> &vet);

void convexo(vector<trinca> &vet );

long double centroide (vector<trinca> &veto );

ofstream defuzzy ("C:/Users/Leandro Ferreira/Desktop/
defu.gnu", ios::out);

ofstream princ ("C:/Users/Leandro Ferreira/Desktop/
extensao.gnu", ios::out);

ofstream convex("C:/Users/Leandro Ferreira/Desktop/
aposalgoritmo.gnu", ios::out);

ofstream cla("C:/Users/Leandro Ferreira/Desktop/
classica.gnu", ios::out);

ofstream difereal ("C:/Users/Leandro Ferreira/Desktop/
diferenca.gnu", ios::out);

ofstream entrada("C:/Users/Leandro Ferreira/Desktop/

fuzzybruto.gnu", ios::out);



108

int main ()
{
vector < quinteto > gvetor;
vector < trinca > vetorPonto;
quinteto controltotal;
trinca armazena;
double u,pic,a,x,cont,b,aa,bb,cc,0,auxa,auxb;
long double passo,passol ,passo2, pon,contador,c,inf,
sup, contadortotal ,z,r, infl ,picl ,supl,inf2 ,pic2,sup2,fx;
const double loop= 200;
const double inicio= 0;
cout<<" Insira o intervalo inferior , o pico e o intervalo

superior da pertinencia triangula , para cada parametro: "<<endl;
//incertezas consideradas no modelo

inf=67.109;
pic=73.1929;
sup=79.2768;
inf1=0.9972;
picl=1.1413;
supl=1.2854;
inf2=-0.0042;
pic2=-0.0035;
sup2=-0.0028;

cout<<" Digite um numero inteiro de pontos avaliados
(preferencia mais de 10) dentro da funA§Afo de pertinencia:
"<<endl;

cin>>pon;

// passos das funcoes de pertinencia
passo=(sup—inf)/(pon—1.0);
passol=(supl—infl )/(pon—1.0);

passo2=(sup2—inf2)/(pon—1.0);

a=pic;

b=picl ;



c=pic2;

Xx=inicio ;

contadortotal=—1.0;

while (x<=loop)

{

contador=0.0;

// inicio funcao classica

Z=a+bxX+CHX#X

cla<<setiosflags (ios::fixed|ios::showpoint)<<

setprecision (14.0);

cla <<x<<"

"<<z<<endl;

// fim funcao classica

//inicio parametros fuzzy

aa=inf;

while (aa<=(sup+0.01))

{

auxa=pertinencia (inf , pic ,sup,aa);

bb=inf1;

while (bb<=supl)

{

auxb=pertinencia (infl , picl ,supl ,bb);

cc=inf2;

while (cc<=sup2)

{

fx=aa+bbxx+cc*x*X;

controltotal . valorx = x;
controltotal . valorfx = fx;
controltotal . valorpa = auxa;
controltotal .valorpb = auxb;

controltotal . valorpc =
pertinencia (inf2 , pic2 ,sup2,cc);
gvetor .push_back(controltotal );
armazena.valorx = x;
armazena.valorfx =fx;

armazena.valorp = operaminimo

(controltotal .valorpa ,operaminimo

(controltotal . valorpb ,
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controltotal .valorpc));
vetorPonto . push_back (armazena);
entrada<<setiosflags (ios:: fixed|
ios :: showpoint)<<setprecision (15);
entrada <<x<<" "<<fx<<" "<<armazena.
valorp <<endl;
cc+=passo?;
}
bb+=passol ;
}
aa+=passo;
}

entrada <<" "<<endl;

//fim parametros fuzzy

principioextensao (vetorPonto);
princ<<setiosflags (ios:: fixed| ios:: showpoint)<<
setprecision (15);
for (int v=0;v<vetorPonto.size ();Vv++)
{
princ <<vetorPonto[v]. valorx <<" "<<vetorPonto[Vv].
valorfx <<" "<<vetorPonto[v]. valorp<<endl;

}

princ <<" "<<endl;

convexo(vetorPonto);
convex<<setiosflags (ios::fixed| ios:: showpoint)<<
setprecision (15);
for (int v=0;v<vetorPonto.size ();v++)
{
convex<<vetorPonto[v].valorx <<" "<<vetorPonto[V].
valorfx <<" "<<vetorPonto[v]. valorp<<endl;

}

convex <<" "<<endl;

r=centroide (vetorPonto);

defuzzy<<setiosflags (ios :: fixed!| ios:: showpoint)<<
setprecision (8.0);

defuzzy <<armazena . valorx <<" "<<r<<endl;

u=abs(r—z);
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if (u<l.e—6)

{cout<<u<<endl;

u=0.0;

cout<<"entrei"<<" "<<u<<endl;

}

difereal <<setiosflags (ios::fixed| ios:: showpoint)<<

setprecision (5);

difereal <<armazena.valorx <<" "<<(100.0xu/abs(z))<<endl;
contadortotal +=1.0;

cout<<contadortotal <<" "<<x<<endl;

x+=0.1;

vetorPonto.clear ();

}

return 0;

}

// algoritmo — ordenacao

void ordenacao(vector < trinca > &vet)
{
double b,i;
trinca orden;
b=1;
while (b<vet.size ())
{
orden.valorx = vet[b].valorx;
orden.valorfx =vet[b].valorfx;
orden.valorp = vet[b]. valorp;
i = (b—-1);
while ((1>=0)&&(vet[i].valorfx > orden.valorfx))
{
vet[i+1] = vet[i];
i= (i — 1)
}
vet[i+1]=orden;
b+=1;
}
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//algoritmo — principio de extensao

void principioextensao (vector<trinca> &vet)

{
int i,j;
double apagado;
=L
apagado=0.0;
while (j<vet.size ())
{
i= (-1
if ((vet[j].valorfx)==(vet[i].valorfx))
{
if (vet[j].valorp>=vet[i]. valorp)
{
apagado+=1;
vet.erase(vet.begin()+1);
}
else
{
apagado+=1;
vet.erase(vet.begin()+j);
}
continue ;
}j+=1;
}
}
//algoritmo — conjunto convexo

void convexo(vector<trinca> &vet)
{ double i,j,1,deletado ,r;
j.l,r=1;
deletado =0.0;
while (lI<(vet.size()—1.0))
{
i=j—1; l1=j+1;
if ( (vet[i].valorp>=vet[j].valorp)&&
(vet[j].valorp<=vet[l].valorp))



{ vet.erase(vet.begin()+j);

deletado+=1;

i=L
continue ;
}
j+=1
}
}
//algoritmo — defuzzificacao

long double centroide (vector<trinca> &veto)

{

long double numerador, diferen ,denominador, pertinen ,

c¢c,numeradorl ,numerador2 ,denominadorl ,denominador?2;

denominadorl =0.0;
denominador2=0.0;
numerador=0.0;
denominador=0.0;
numeradorl1=0.0;
numerador2=0.0;
c=0.0;

while (c<=(veto.size ()))

{ diferen=(((veto[c].valorp))—1.0);
numeradorl +=(diferen*(veto[c]. valorfx));
numerador2+=(veto[c].valorfx);
denominadorl +=(diferen);
denominador2 +=1.0;

c+=1.0; }

denominador=denominadorl+denominador2;
numerador=numeradorl+numerador?2 ;

return (numerador/denominador);

//algoritmo — funcao de pertinencia triangular

double pertinencia(double a,double b,double c,double

{
long double pert;

if (w<a)

w)
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pert=0;
else {
if ((a<=w)&&(w<=b))
{
pert = (w—a)/(b—a);
}
else {
if ((b<w)&&(w<=c))
{
pert = (c—w)/(c—b);
}else
{pert =0;}
}
}
return pert;
}
// algoritmo — operacao de minimo

long double operaminimo (double i, double j)
{

double minimo, aux;

aux=i—j;

if (aux<=0){ minimo=i;} else {minimo=j;}
return minimo;

}
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APENDICE D - Rotina MAPLE, programa utilizado para a analise fuzzy 2.

with (plots);
with(stats );

f1 163.0429 —14.3653« statevalf[icdf, studentst[15]](1 —(1/2)*xy);
f2 163.0429+14.3653= statevalf[icdf, studentst[15]](1 —(1/2)xy);
eql = x = fl(y);
eq2 = x = f2(y);

implicitplot({eql, eq2}, x =0 .. 200, y =0 .. 1, color =
black, thickness = 3, labels = [x, alphal]);



