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RESUMO 

 

A preocupação com o planejamento, ordenamento e a utilização da madeira exigem cada vez 

mais uma maior precisão. Além disso, as necessidades crescentes da predição dos multiprodutos 

das florestas têm corroborado para o emprego de diversas técnicas de modelagem para 

descrever o perfil dos fustes. Essas técnicas compreendem o uso de modelos mistos e o uso de 

aprendizagem de máquinas, tendo proporcionado ganhos de precisão. Dessa forma, este 

trabalho avaliou, além de modelos clássicos de regressão locais e modelos genéricos, a 

aplicação de métodos alternativos, como Modelos Mistos e Redes Neurais Artificiais em 

diferentes etapas da mensuração florestal (predição da altura e modelagem do afilamento do 

fuste). Os dados utilizados no presente estudo foram obtidos em plantios de Pinus spp., situados 

no município de Nova Ponte, Minas Gerais. Foram testadas diferentes configurações dos 

métodos e, a partir de medidas estatísticas de qualidade das predições, foi verificado o ganho 

de precisão com o uso das técnicas propostas. Para a avaliação das predições realizadas pelos 

diferentes métodos, em cada etapa, e seleção dos melhores modelos, foram considerados os 

critérios: raiz do erro quadrático médio (RMSE), erro médio absoluto percentual (MAPE), 

índice de eficiência do modelo (EF), desvio médio (BIAS), Critério de informação de Akaike 

(AIC), Critério Bayesiano de Schwarz (BIC), teste da razão de verossimilhança (MLRT), teste 

t pareado, teste de Wilcoxon signed rank pareado e analises gráficas das distribuições e 

histogramas dos resíduos.Todas as análises foram realizadas por meio da linguagem de 

programação R. A equação de Ratkowsky (1990) destacou-se como a mais adequada para 

explicar a interação entre altura e diâmetro das árvores de Pinus caribaea var. hondurensis. A 

inclusão do diâmetro dominante e altura dominante resultou em melhorias significativas nas 

predições da altura total das árvores em diferentes sítios e com diferentes idades. A introdução 

de efeitos aleatórios e calibração por unidade amostral demonstrou grande eficácia na melhoria 

dos modelos hipsométricos. Além disso, as alternativas de calibrações mais adequadas foram 

identificadas, sendo necessário nove árvores distribuídas igualmente em diferentes classes 

diamétricas para o modelo local na forma mista e, para o modelo que já possuía variáveis a 

nível de parcela, a calibração não foi necessária. As Redes Neurais Artificiais demonstraram 

pouca capacidade de generalização, resultando em predições viesadas para a base de dados de 

teste. Considerando a modelagem do afilamento do fuste, a modelagem com efeitos aleatórios 

e a função de autocorrelação contínua de primeira ordem proporcionaram melhorias 

significativas ao modelo de Kozak (2004), tornando os modelos mais coerentes com os dados, 

resultando em valores significamente iguais aos reais para Pinus caribaea var. caribaea e Pinus 

oocarpa. As Redes Neurais Artificiais demonstraram eficiência na predição de diâmetro ao 

longo do fuste e volume total para Pinus caribaea var. caribaea e Pinus caribaea var. 

hondurensis, gerando predições estatisticamente iguais aos valores observados de forma 

simultânea para as duas espécies por meio de variáveis dummy. Os resultados encontrados neste 

trabalho evidenciam a capacidade da modelagem mista e das Redes Neurais Artificias 

proporcionarem ganhos significativos de precisão nas predições de atributos florestais. Além 

disso, demonstrou-se a necessidade de estudos mais aprofundados sobre a otimização de 

estratégias para a seleção da estrutura mais apropriada das Redes Neurais Artificias e 

interpretação de seus parâmetros ajustados. Também, recomenda-se a adição de outros atributos 

a nível de parcela, a fim de melhorar a representação do afilamento dos fustes das árvores, desde 

que a coleta destas variáveis não comprometam a viabilidade das operações de inventário 

florestal. 

 

Palavras-chave: Modelos mistos; Aprendizagem de máquina; Relação hipsométrica; 

Volumetria florestal; Afilamento do fuste; Modelagem florestal. 

  



ABSTRACT 

 

Concerning planning, ordering, and the use of wood increasingly requires greater precision. 

Furthermore, the growing need for predicting forest multiproduct has supported the use of 

various modeling techniques to describe the profile of boles. These techniques include the use 

of mixed effect models and the use of machine learning, having provided gains in accuracy. 

Therefore, this work evaluated, in addition to classical local regression models and generic 

models, the application of alternative methods, such as mixed models and artificial neural 

networks in different stages of forest measurement (height prediction and stem taper modeling). 

The data used in the present study were obtained from Pinus spp. plantations, located in the 

municipality of Nova Ponte, Minas Gerais. Different configurations of the methods were tested 

and based on statistical measurements of the quality of the predictions, the gain in precision 

was verified with the use of the proposed techniques. To evaluate the predictions made by the 

different methods, at each stage, and select the best models, the following criteria were 

considered: root mean square error (RMSE), mean absolute percentage error (MAPE), model 

efficiency index (EF) , mean deviation (BIAS), Akaike Information Criterion (AIC), Schwarz 

Bayesian Criterion (BIC), likelihood ratio test (MLRT), paired t-test, paired Wilcoxon signed 

rank test and graphical analysis of residual distributions and histograms. All analyses were 

carried out using the R programming language. Ratkowsky's equation (1990) stood out as the 

most appropriate to explain the interaction between height and diameter of Pinus caribaea var. 

hondurensis. The inclusion of dominant diameter and dominant height resulted in significant 

improvements in predictions of the total height of trees at different sites and with different ages. 

The introduction of random effects and calibration per plot demonstrated great effectiveness in 

improving hypsometric models. Furthermore, the most appropriate calibration alternatives were 

identified, requiring nine trees distributed equally in different diameter classes for the local 

model in mixed form and, for the model that already had plot-level variables, calibration was 

not necessary. Artificial neural networks demonstrated poor generalization capacity, resulting 

in biased predictions for the test database. Considering the modeling of the stem tapering, the 

modeling with random effects and the continuous first-order autocorrelation function provided 

significant improvements to the Kozak (2004) model, making the models more coherent with 

the data, resulting in values significantly equal to the real ones for Pinus caribaea var. caribaea 

and Pinus oocarpa. Artificial Neural Networks demonstrated efficiency in predicting diameter 

along the stem and total volume for Pinus caribaea var. caribaea and Pinus caribaea var. 

hondurensis, generating predictions statistically equal to the observed values simultaneously 

for both species using dummy variables. The results found in this work demonstrate the ability 

of mixed modeling and artificial neural networks to provide significant gains in accuracy in 

predicting forest attributes. Furthermore, it demonstrated the need for more in-depth studies on 

the optimization of strategies for selecting the most appropriate structure of artificial neural 

networks and interpreting their adjusted parameters. Also, it is recommended to add other 

attributes at the plot level, to improve the representation of the tapering of tree stems, if the 

collection of these variables does not compromise the viability of forest inventory operations. 

 

Keywords: Mixed models; Machine learning; Hypsometric relationship; Forest volumetry; 

Stem tapering; Forest modeling. 

  



INDICADORES DE IMPACTO 

A precisão otimizada das estimativas dos recursos florestais geradas a partir deste estudo pode 

contribuir com uma gestão mais eficiente e sustentável das florestas plantadas de Pinus spp. e, 

consequentemente, auxiliar na preservação do ambiente e manutenção de ecossistemas 

equilibrados, uma vez que a utilização adequada de florestas plantadas acarreta em uma redução 

da pressão sobre a exploração inadequada das florestas naturais. Estes impactos sociais 

positivos concretos e diretos são capazes de contribuir para as populações que dependem desses 

recursos. A utilização de modelos mistos e redes neurais artificiais pode representar um grande 

avanço tecnológico nas etapas de quantificação da biomassa florestal, possuindo um potencial 

de uso amplo e sendo capazes de impulsionar o uso de tecnologias avançadas, como sensores 

remotos e sistemas automatizados de coleta de dados, fazendo com que esses processos sejam 

mais eficientes e atualizados. Dessa forma, estudos detalhados sobre as melhores estratégias de 

modelagem e a aplicabilidade dessas técnicas são essenciais para sua difusão e aplicação prática 

no setor florestal, tanto público quanto privado, contribuindo como potenciais impactos 

tecnológicos positivos. Predições mais precisas também podem ter efeitos econômicos 

positivos, uma vez que contribui para uma gestão mais eficaz dos recursos florestais, podendo 

otimizar a produção de madeira e outros produtos derivados, colaborando para o 

desenvolvimento sustentável da indústria florestal. Além disso, ao implementar tecnologias 

avançadas, é possível alcançar a redução de custos operacionais com uma alocação mais 

inteligente de recursos, resultando em potenciais impactos econômicos positivos. O tema 

abordado no presente estudo também possui impactos culturais potenciais, podendo influenciar 

a cultura relacionada à gestão florestal, uma vez que, a introdução de abordagens mais 

avançadas e inovadoras com ênfase na aplicação prática pode influenciar a forma como as 

comunidades locais compreendem e impactam seus recursos naturais. Todos estes impactos se 

enquadram nas áreas de Meio Ambiente e Tecnologia e produção e estão alinhados com 

Objetivos de Desenvolvimento Sustentável (ODS) da Organização das Nações Unidas (ONU), 

como ODS 13 - Ação Contra a Mudança Global do Clima, ODS 15 - Vida Terrestre, ODS 8 - 

Trabalho Decente e Crescimento Econômico, ODS 9 - Indústria, Inovação e Infraestrutura, 

ODS 12 - Consumo e Produção Responsáveis, ODS 11 - Cidades e Comunidades Sustentáveis 

e ODS 17 - Parcerias e Meios de Implementação. 

  



IMPACT INDICATORS 

 

The optimized accuracy of forest resource estimates generated from this study can contribute 

to more efficient and sustainable management of Pinus spp. plantations, consequently aiding in 

environmental preservation and the maintenance of balanced ecosystems. Proper utilization of 

planted forests reduces pressure on the improper exploitation of natural forests. These concrete 

and direct positive social impacts can benefit populations that depend on these resources. The 

use of mixed models and artificial neural networks can represent a significant technological 

advancement in the stages of forest biomass quantification, possessing broad potential for use 

and capable of driving the adoption of advanced technologies, such as remote sensors and 

automated data collection systems, making these processes more efficient and up to date. Thus, 

detailed studies on the best modeling strategies and the applicability of these techniques are 

essential for their dissemination and practical application in the forestry sector, both public and 

private, contributing to potential positive technological impacts. More accurate predictions can 

also have positive economic effects, as they contribute to more effective management of forest 

resources, optimizing the production of timber and other derived products, thereby supporting 

the sustainable development of the forestry industry. Furthermore, implementing advanced 

technologies can achieve operational cost reductions through more intelligent resource 

allocation, resulting in potential positive economic impacts. The topic addressed in this study 

also has potential cultural impacts, as the introduction of more advanced and innovative 

approaches with an emphasis on practical application can influence how local communities 

understand and impact their natural resources. All these impacts fall within the areas of 

Environment and Technology and Production and are aligned with the United Nations (UN) 

Sustainable Development Goals (SDGs), such as SDG 13 - Climate Action, SDG 15 - Life on 

Land, SDG 8 - Decent Work and Economic Growth, SDG 9 - Industry, Innovation, and 

Infrastructure, SDG 12 - Responsible Consumption and Production, SDG 11 - Sustainable 

Cities and Communities, and SDG 17 - Partnerships for the Goals. 
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PRIMEIRA PARTE 

 

1 INTRODUÇÃO 

 

A demanda crescente por produtos de origem florestal, tanto no Brasil como no mundo, 

vem estimulando a instalação de novos plantios florestais e, consequentemente, levando ao 

surgimento de novos mercados e à expansão dos horizontes para o setor florestal (Bernardi et 

al., 2021). Atualmente, o setor de base florestal brasileiro destaca-se por sua alta produtividade, 

tendo apresentado um incremento de 10,2 % ao PIB nacional no período de 2010 a 2020. Além 

disso, 9,94 milhões de hectares do país são constituídos de plantios renováveis, em que há a 

predominância de espécies dos gêneros Eucalyptus e Pinus (IBÁ, 2023). 

O setor florestal possui alguns aspectos especiais diferindo-o dos demais, como a 

dependência com o meio ambiente que, por sua vez, proporciona sérios riscos à produção, 

demandando uma constante atenção por parte dos profissionais do setor florestal. Além disso, 

a produção em larga escala com retorno a longo prazo faz com que a responsabilidade dos 

tomadores de decisões seja maior (Silva et al., 2005). Dessa forma, os diferentes setores da 

ciência florestal como silvicultura, economia e, principalmente, o manejo devem fornecer 

informações que auxiliem de forma segura a tomada de decisões (Buongiorno; Gilless, 2003). 

Frente à necessidade de informações precisas, o conhecimento sobre os processos e 

fatores que influenciam a produção florestal é essencial para a regulação da continuidade de 

suprimentos de matéria prima de qualidade para as fábricas e aumento da competitividade no 

setor florestal (Silva et al., 2021). Estes dados fundamentam o planejamento das atividades e 

estratégias econômicas de comercialização e são obtidos por meio do inventário florestal 

(Campos; Leite, 2013; Oliveira et al., 2016) que, por sua vez, é uma etapa essencial para o 

gerenciamento dos recursos florestais (Chen et al., 2019) tendo como principais variáveis para 

medição a altura total e o diâmetro a 1,3 m do solo (DAP) que podem então ser empregadas em 

modelos de predições de atributos importantes como o volume comercial e total (Clutter et al., 

1983; Van Laar; Akça, 2007; Ercanli, 2020). 

As medidas de DAP no campo podem ser obtidas de forma rápida, prática e precisa 

(Sharma; Parton, 2007), enquanto que, a mensuração das alturas requer maior tempo e custo, 

além de não ser um método de obtenção direta (Raptis et al., 2021). Desse modo, nos 

inventários florestais, geralmente são medidos todos os DAP’s e as alturas totais de apenas 

algumas árvores por parcela, tornando a predição da altura uma etapa extremamente relevante 

(Sánchez-González et al., 2007; Andrade; Leite, 2011; Floriano et al., 2006; Özçelik et al., 
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2018). A predição da altura é frequentemente realizada por meio do uso de modelos que 

relacionam a altura e o DAP (Peng et al., 2004). Essa relação de regressão da altura sobre o 

diâmetro é definida como relação hipsométrica (Schimidt, 1977). 

De posse das equações hipsométricas e os valores de DAP, estas informações podem 

ser utilizadas em equações volumétricas, permitindo assim estimar o volume total ou a um 

determinado diâmetro comercial de interesse (Miguel et al., 2018; Figueiredo et al., 2016). O 

volume é um dos principais objetivos do inventário florestal, pois é um importante indicador 

de produção. No entanto, sua obtenção de forma direta envolve um alto custo e grande consumo 

de tempo (Sousa et al., 2013; Mendonça et al. 2015), pois envolve o abate da árvore, de modo 

que, para sua obtenção, é realizada a amostragem de algumas árvores do povoamento e, por 

meio de equações volumétricas, estima-se o volume das árvores restantes. 

O volume do fuste também pode ser estimado por meio de funções de afilamento que, 

além disso, proporcionam o uso mais eficiente dos produtos florestais (Nicoletti et al., 2016), 

possibilitando a predição do diâmetro e volume a qualquer porção do fuste. Dessa forma, essas 

funções permitem a quantificação de multiprodutos de uma floresta, já que as possibilidades de 

utilização da madeira dependem do comprimento da tora e dos diâmetros máximo e mínimo 

(Kozak et al. 1969, Clutter et al. 1983, Bailey 1994; Návar et al., 2013). O procedimento de 

segmentação em multiprodutos é denominado de sortimento e é um dos instrumentos mais 

importantes para o planejamento das florestas de produção, possibilitando a quantificação da 

matéria-prima com base em suas dimensões conforme os múltiplos usos da madeira (Müller; 

Finger; Schneider, 2005). 

A modelagem de atributos florestais é, tradicionalmente, realizada por meio de modelos 

de regressão utilizando o método dos Mínimos Quadrados Ordinários (Costa et al., 2021). Esses 

modelos assumem que os dados são independentes entre si, possuem distribuição normal e 

homoscedasticidade e que não há erros de medições nas variáveis independentes. No entanto, 

essas pressuposições são frequentemente violadas, uma vez que, as bases de dados florestais 

geralmente possuem erros e outliers e as relações entre os atributos florestais são, 

frequentemente, complexas e não lineares (Ashraf et al., 2013; Liu et al. 2003; Weiskittel et al. 

2011). Além disso, os dados coletados em inventários florestais possuem estrutura hierárquica, 

contendo várias amostras de parcelas do mesmo sítio, várias árvores da mesma parcela e várias 

medidas da mesma árvore (De-Miguel et al., 2013). Essas medidas repetidas dos indivíduos 

não são estatisticamente independentes (Soares et al. 1995) e as diferenças entre as parcelas e 

entre as árvores dentro das parcelas geram duas fontes de variabilidade significantes nos dados 

(Subedi; Sharma 2011). 
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Por sua vez, os modelos mistos são adequados para lidar com essa variação e analisar 

dados que possuem autocorrelação, uma vez que permitem modelar de forma explícita a 

estrutura de covariância. Além de contemplar variáveis fixas (observáveis), os modelos de 

efeitos mistos (MEM) consideram variáveis aleatórias (não observáveis), possibilitando a 

inclusão da variabilidade do indivíduo e o ajuste de um modelo mais coerente (Pinheiros; Bates, 

2006). Desse modo, a partir desses modelos, torna-se possível a generalização de estruturas de 

correlações espaço-temporais e variância não constante (Gouveia et al., 2015). Por 

consequência, nos últimos anos, a aplicação desses modelos tem se tornado cada vez mais 

expressiva no setor florestal, sendo empregados nos diferentes estudos de mensuração 

(Calegario et al., 2005; Crecente-Campo et al.,2010; Corral Rivas et al., 2019; Sharma et al., 

2019; Ciceu et al., 2020; Fu et al., 2020; Hao et al., 2020). 

Além dos modelos mistos, nos últimos anos, as técnicas de aprendizagem de máquinas 

(AM) tem sido cada vez mais empregada em diversas áreas, incluindo a florestal, onde métodos 

como Redes Neurais Artificiais (RNA) (Diamantopoulou, 2005; Nunes; Görgens, 2016, 

Ercanli, 2020) vem sendo cada vez mais utilizados (LIU et al., 2018). Esta técnica não exige 

pressuposições sobre a distribuição, tipo e número das variáveis de entrada, possibilitando 

predições robustas e acuradas mesmo lidando com relações complexas (Tamm; Remm, 2009; 

Wang et al., 2018). 

Devido a possibilidade de se obter informações mais precisas e confiáveis e do aumento 

da generalização das predições por meio dos modelos de efeitos mistos e RNA, faz-se 

necessário estudos mais aprofundados aplicando estes métodos nas etapas da mensuração 

florestal, que por sua vez é fundamental para todo o planejamento das etapas subsequentes no 

setor florestal. 

 

OBJETIVOS 

 

Objetivo geral 

 

Avaliar a precisão de modelos tradicionais de regressão, modelos mistos e Redes 

Neurais Artificiais nas estimativas de altura total, diâmetros ao longo do fuste e volume do fuste 

de árvores de Pinus spp. 

 

Objetivos específicos 



17 

 

 

Avaliar métodos alternativos para as etapas de mensuração (predição de alturas totais, 

modelagem do afilamento do fuste e predição de volumes) avaliando modelos mistos e redes 

neurais artificiais. 

Comparar as técnicas utilizadas, com diferentes configurações, a partir de medidas 

estatísticas de qualidade das predições, verificando se há ganho de precisão com o uso de 

modelos mistos e redes neurais artificiais. 

Propor a adoção de técnicas de modelagem mista e redes neurais artificiais na área de 

Engenharia Florestal como alternativa às técnicas tradicionais de regressão nas modelagens 

hipsométrica e afilamento do fuste. 

 

2 REFERENCIAL TEÓRICO 

 

2.1 Relação hipsométrica 

 

A demanda constante por estimativas precisas nas empresas florestais justifica as 

pesquisas que visam aumentar acurácia e precisão dos métodos empregados para estimar o 

estoque volumétrico das árvores. Estes dados são fundamentais para o planejamento das 

atividades e estratégias econômicas de comercialização (Campos; Leite, 2013). A estimativa do 

volume é realizada a partir de informações obtidas por meio do inventário florestal, sendo elas, 

o diâmetro à altura de 1,30 m do solo (DAP) e a altura total das árvores (Oliveira et al., 2016). 

As medidas de DAP no campo podem ser obtidas de forma rápida, fácil e precisa 

(Sharma; Parton, 2007). Por outro lado, a obtenção das alturas envolve um grande consumo de 

tempo e custo, além de ser um procedimento menos preciso, principalmente devido ao fato de 

não ser um método de obtenção direta e aos obstáculos físicos gerados pelo declive e densidade 

do sub-bosque (Raptis et al., 2021). Dessa forma, nos inventários florestais, tradicionalmente 

medem-se todos os DAP’s e as alturas totais de apenas algumas árvores em cada unidade 

amostral, fazendo com que a estimação da altura tenha uma grande relevância (Sánchez-

González et al., 2007; Andrade; Leite, 2011; Floriano et al., 2006; Özçelik et al., 2018). 

Uma forma comum de realizar essa estimação é por meio do uso de modelos que 

relacionam a altura e o DAP, possibilitando assim a predição das alturas das árvores a partir de 

medidas diretas de diâmetro (Peng et al., 2004). Altura e DAP possuem uma relação alométrica, 

o que os tornam fundamentais para a modelagem e a previsão do crescimento e produção das 

florestas (Mayer 1936; Calama; Montero 2004). Schimidt (1977) define a relação de regressão 
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da altura sobre o diâmetro em um povoamento a uma determinada idade como relação 

hipsométrica. 

Diversos modelos hipsométricos podem ser encontrados na literatura (Curtis,1967; 

Huang et al., 1992; Huang et al., 2000; Moore et al., 1996; Huang 1999; Peng et al., 2001; 

Jayaraman; Zakrzewski, 2001; Özçelik et al., 2014; Ige et al., 2013; Akinyemi; Smith, 2013). 

Geralmente esses modelos podem ser classificados como lineares e não lineares (Lei et al., 

2009). Devido à facilidade de ajuste e o bom estabelecimento da teoria dos modelos lineares, 

estes têm sido mais utilizados. No entanto, com o avanço computacional, o ajuste de modelos 

não lineares atualmente não é mais uma limitação. 

Modelos não lineares frequentemente resultam em melhores ajustes hipsométricos 

quando comparados aos modelos lineares com o mesmo número de parâmetros (Huang et al., 

1992). Tal comportamento pode ser explicado pelo fato de que, de forma geral, a relação entre 

altura e diâmetro tende a uma forma assintótica, com a altura restringida a um limite superior 

enquanto o diâmetro não (Niklas, 1995). 

Embora o diâmetro seja amplamente reconhecido como uma variável essencial na 

estimação da altura, a sua relação com a altura varia entre estruturas florestais, é influenciada 

pelas condições do local de crescimento e também não é constante para diferentes idades, 

mesmo para o mesmo local (Calama; Montero, 2004; Sharma; Zhang, 2004; Curtis, 1967). 

Esses fatores indicam que variáveis preditoras adicionais são necessárias no desenvolvimento 

de modelos hipsométricos capazes de abrangerem uma ampla gama de dados provenientes de 

diferentes locais e idades, ao invés do ajuste individual de relações hipsométricas para cada 

unidade amostral (Temesgen; Gadow, 2004). Dessa forma, os modelos hipsométricos podem 

ser classificados em dois tipos: modelos que utilizam apenas o DAP como variável explicativa 

da altura e modelos que incluem variáveis a nível de local (Mehtätalo et al., 2015). Esses dois 

tipos de modelos são chamados de modelos hipsométricos local e regional ou genérico, 

respectivamente (Soares; Tomé, 2002; Paulo et al., 2011). 

Espera-se que os modelos locais possuam maior erro (Huang et al., 1992; Fang; Bailey, 

1998; Sharma; Breidenbach, 2015) quando comparados com os modelos que possuem variáveis 

além do DAP, como altura dominante, idade, índice de sítio (Lynch et al., 1999; Wang; Hann 

1988), densidade, área basal (Larsen; Hann 1987; Parresol, 1992; Temesgen et al., 2004), índice 

de espaçamento relativo, diâmetro quadrático médio (Saud et al., 2009; Zakrzewski; Bella, 

1988), altura média, DAP e altura das árvores dominantes (Lei et al., 2009; Sánchez-González 

et al., 2007), composição de espécies, índice de competição (Temesgen et al., 2007) e percentil 

da distribuição diamétrica  (Calama; Montero, 2004). Sendo assim, a inclusão dessas variáveis 
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pode permitir a diferenciação da altura total de indivíduos de mesmo DAP, porém em locais 

com diferentes capacidades produtivas (Leite; Andrade, 2003). 

Outro método alternativo para trabalhar com dados hierárquicos, representando locais 

com diferentes características (Ercanli, 2020) é a utilização de modelos de efeitos mistos, que 

vem sendo cada vez mais utilizados na área florestal, como no ajuste de relações hipsométricas 

(Mehtätalo, 2004; Trincado et al., 2007; Crecente-Campo, 2010; Castaño-Santamaría et al., 

2013; Bronisz; Mehtätalo, 2020; Raptis et al., 2021). 

Nos últimos anos o campo da Aprendizagem de Máquinas (AM) também tem visto um 

grande aumento de aplicações em várias áreas da ciência, incluindo a florestal (Skudnik; 

Jevšenak, 2022). Dessa forma, além dos métodos estatísticos, técnicas de AM têm sido 

utilizadas como uma forma inovadora na predição de atributos individuais e populacionais em 

florestas (Hasenauer et al., 2001; Diamantopoulou, 2005; Özçelik et al., 2008; Iliadis et al., 

2013; Binoti, et al., 2016; Chen et al., 2020) e, dentre os diversos algoritmos existentes, as 

Redes Neurais Artificiais (RNA) tem sido um dos mais utilizados na modelagem florestal 

(Castaño-Santamaría et al., 2013). Neste contexto, a estimação de altura total de árvores, 

utilizando RNA (Özçelik et al., 2013; Castro et al., 2013; Thanh et al., 2019) tem mostrado 

ganhos de precisão significantes. 

 

2.2 Predição volumétrica 

 

O conhecimento do volume de madeira em um plantio florestal é extremamente 

importante, dado o aumento da valorização da madeira e dos produtos florestais e a demanda 

do uso social, ecológico e economicamente adequado dos recursos florestais. Sendo assim, a 

preocupação com o planejamento, ordenamento e a utilização da madeira exigem cada vez mais 

uma maior precisão (Miguel et al., 2014). 

A quantificação do volume de madeira florestal é fundamental para a implementação de 

planos de manejo sustentável das florestas. Essa quantificação é realizada a partir de um 

inventário florestal que consiste na mensuração parcial da população, ou seja, de unidades 

amostrais ou parcelas e, posteriormente, os resultados são extrapolados para a área total de 

floresta. Dessa forma, estimativas da quantidade e da distribuição da madeira disponível serão 

obtidas e contribuirão para o planejamento das operações florestais (Leite; Andrade, 2002). 

A obtenção do volume de madeira pode ser feita de várias formas, como por meio do 

xilômetro (deslocamento de água), métodos de cubagem rigorosa como o de Smalian, Huber e 

Newton (Gomes, 1957) e métodos não destrutivos a partir de equações volumétricas de 



20 

 

regressão. O procedimento de cubagem utilizando o xilômetro é o único que fornece o volume 

verdadeiro, porém as equações volumétricas são mais utilizadas, uma vez que não exigem o 

abate das árvores e por serem capazes de fornecer resultados satisfatórios em relação a resíduos 

e, geralmente, a partir de cálculos relativamente fáceis de serem computados em comparação 

com outras metodologias (Martins et al., 2016). Além disso, conforme Guimarães e Leite 

(1996) e Campos et al. (1985), a aplicação de equações volumétricas constituem-se em um dos 

métodos mais eficiente de quantificar a produção volumétrica de modo a reduzir o erro do 

inventário. 

As equações volumétricas permitem estimar o volume total ou a um determinado 

diâmetro comercial de interesse, que é uma variável de difícil obtenção, a partir de variáveis de 

mais fácil obtenção como o DAP e a altura das árvores (Miguel et al., 2018; Figueiredo et al., 

2016). Os ajustes podem ser lineares ou não lineares, sendo divididos em modelos de simples 

entrada (DAP) e de dupla entrada (DAP e altura), além de suas diversas combinações (Eder et 

al., 2016). Além disso, dentre esses métodos, os modelos de dupla entrada, geralmente, 

apresentam melhores resultados (Thomas et al., 2006; Azevedo et al., 2011; Miguel et al., 

2014). 

O modelo de Schumacher e Hall (Schumacher; Hall, 1933) tem sido um dos mais 

utilizados para obtenção de equações ajustadas no Brasil, devido às suas propriedades 

estatísticas, resultando em estimativas quase sempre não tendenciosas (Miguel et al., 2018; 

Andrade, 2017; Oliveira et al., 2009; Leite; Andrade, 2002; Campos; Leite, 2006). Este modelo 

é, frequentemente, ajustado na sua forma aproximada (linearizado por transformação 

logarítmica) a partir do Método dos Mínimos Quadrados Ordinários (MMQO). Porém, quando 

o ajuste é realizado pelo Método dos Mínimos Quadrados Não Lineares, os algoritmos 

Levenberg-Marquardt e Gauss-Newton têm sido os mais utilizados (Silva et al., 2009). 

Apesar da eficiência das equações na estimação volumétrica, elas podem apresentar 

algumas limitações (Martins et al., 2016; Khan et al., 2018; Azevedo et al., 2020), como a 

necessidade de ajuste conforme as características do povoamento (Gorgens et al., 2009; Binoti; 

Binoti; Leite, 2014), devido às variações de forma dos fustes. Além disso, os modelos clássicos 

de regressão baseiam-se nas pressuposições de que as observações são independentes entre si e 

que há homogeneidade da variância, o que, em determinados casos, não ocorre (Dantas et al., 

2020). 

Os modelos mistos surgem como alternativa para a análise de dados correlacionados, 

pois permitem a modelagem explícita da estrutura de covariância, possibilitando assim, 

generalizar as estruturas de correlações espaço-temporais e a variância não constante (Gouveia 
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et al., 2015). Estudos sobre a estimativa do volume florestal por meio de modelos mistos têm 

sido cada vez mais adotados nas últimas décadas desde meados dos anos 90 (Lappi, 1991; 

Grégoire; Schabenberger, 1996) até os dias mais atuais (Gouveia et al., 2015; Dantas et al., 

2020; Cerqueira et al., 2020; Monteiro et al., 2021), uma vez que apresentam um ganho de 

precisão relevante em relação aos modelos de regressão tradicionais. 

Outra alternativa para a predição volumétrica, que dispensa as pressuposições 

estatísticas dos modelos clássicos de regressão, para representar relações não lineares entre as 

variáveis é a utilização das técnicas de aprendizagem de máquinas (AM) (Eder et al., 2016). As 

técnicas de AM disponíveis são diversas e tem recebido grande interesse por parte do setor 

florestal por possuírem potencial para aplicações que resultem na geração de estimavas com 

maior acurácia e mais eficientes (Binoti et al., 2016; Hamidi et al., 2021), como as RNA (Binoti 

et al., 2014; Görgens et al., 2014). 

 

2.3 Afilamento do fuste 

 

A forma do fuste das árvores tem sido objetivo de vários estudos e métodos de expressão 

na mensuração florestal, de forma que a sua relação com o volume das árvores é a principal 

motivação. As diferentes taxas de decréscimo do diâmetro da base para o topo do fuste causam 

variações na forma do fuste. Essa diminuição do diâmetro, conhecida como “taper” ou 

adelgaçamento, que varia de acordo a espécie, DAP e idade das árvores e com a capacidade 

produtiva do local (sítio) é o principal motivo para a variação no volume. Fatores de forma, 

quocientes de forma, ponto de forma, tabelas taper, curvas e fórmulas podem expressar a forma 

do fuste, de modo que, em todos os métodos, o objetivo principal é usar as expressões na 

estimativa do volume da árvore (Jonson, 1940; Kershaw Jr, 2016). 

A primeira tentativa de representar a forma das árvores foi realizada por Höjer no início 

do século XX. Desde então, diversas formas e tipos de modelo do perfil do fuste vem sendo 

testados, de modo que, no início, os modelos eram relativamente simples, mas, com o avanço 

computacional, modelos mais complexos foram desenvolvidos para obtenção de funções de 

afilamento, resultando em estimativas mais realistas (Figueiredo-Filho et al., 1996). 

As funções de afilamento, também chamadas de funções de taper, funções de 

adelgaçamento, modelos de perfil ou, ainda, funções de forma, são uma forma de descrever 

matematicamente o perfil de um fuste. A partir dessas funções, é possível realizar a predição 

do diâmetro a qualquer altura do fuste e, a integração dessas funções em relação a uma 

determinada altura fornece o volume contido nessa porção, de modo que, essas funções se 
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tornem essenciais na quantificação de multiprodutos de uma floresta, uma vez que as 

alternativas de uso da madeira baseiam-se no comprimento da tora e no diâmetro máximo e 

mínimo (Kozak et al. 1969, Clutter et al. 1983, Bailey 1994; Návar et al., 2013). 

Vários modelos de regressão têm sido desenvolvidos para a descrição do perfil do fuste, 

contemplando as variações de forma de cada espécie. O melhor modelo depende dos objetivos 

desejados para cada caso especifico. A variável dependente de uma função de afilamento, 

comumente, é a razão entre o diâmetro (d) a uma altura conhecida (h) e o DAP. Esses modelos 

apresentam uma grande diversidade em relação ao grau de complexidade dos ajustes e à 

qualidade das informações geradas (Assis et al., 2001; Figueiredo; Scolforo; Oliveira, 2006). 

Dentre as diversas técnicas estatísticas de modelagem aplicadas à descrição do perfil do 

fuste, pode-se citar os modelos polinomiais segmentados e não segmentados, considerando 

formas sigmoides (Kozak et al., 1969; Demaerschalk, 1973; Ormerod, 1973; Max; Burkhart, 

1976; Clutter, 1980; Guimarães; Leite, 1992; Andrade; Leite, 1998). 

Os modelos não segmentados são aqueles onde uma única função descreve a forma do 

fuste da base ao topo. Esses modelos possuem a vantagem de modelar o fuste a partir de uma 

única expressão, resultando numa maior facilidade de ajuste e aplicação (Campos; Leite, 2013). 

Diferentemente, nos modelos segmentados, ocorre o ajuste de submodelos, de modo que cada 

um descreve uma porção do fuste e são conectados com a condição de que cada função se 

conecte adequadamente aos pontos de junção. Com isso, esses modelos incluem uma maior 

dificuldade de aplicação, porém proporcionam estimavas mais acuradas em relação aos 

modelos não segmentados (Souza et al., 2008). 

As funções de afilamento ainda podem possuir o princípio da compatibilidade entre o 

volume total e os volumes comerciais estimados. Este princípio permite assegurar que a soma 

dos volumes comerciais seja sempre inferior ao volume total (Scolforo, 1997). A principal 

vantagem de se utilizar sistemas compatíveis é que estes fornecem resultados consistentes 

(Demaerschalk, 1973), uma vez que, a precisão dos modelos de afilamento é função da precisão 

da equação volumétrica da qual o modelo foi derivado. Ainda, uma função mais eficiente na 

estimação “taper” não é necessariamente mais precisa na estimação do volume (Lima, 1986;  

Fischer, 2001). 

No Brasil, diferentes modelos de afilamento já foram empregados, visando uma maior 

precisão das estimativas (Schöepfer, 1966; Hradetzky, 1976; Scolforo et al., 1998; Fischer et 

al., 2001; Soares; Leite; Vale, 2004; Menon, 2006; Pires; Calegario, 2007; Horle et al., 2010; 

Nicoletti et al., 2016; Da Silva et al., 2018; Téo et al., 2018; Farias et al., 2019; Bernardi et al., 

2021). Porém, a proposta de novas metodologias capazes de estimar o estoque volumétrico com 
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maior precisão ainda é necessária, considerando o custo que essa etapa significa para o 

inventário florestal (Binoti et al., 2014). 

As necessidades crescentes de estimar os multiprodutos das florestas têm corroborado 

no emprego de diversas técnicas de modelagem para descrever o perfil dos fustes (Souza et al., 

2008). Essas técnicas compreendem o uso de modelos mistos (Arias-Rodil et al., 2015; Li et 

al., 2021) e o uso de aprendizagem de máquinas (AM), como a utilização de RNA (Sakici; 

Ozdemir, 2018; Socha et al., 2020), tendo proporcionado ganhos de precisão. 

 

2.4 Modelos mistos 

 

Diversos modelos estatísticos podem ser expressados como modelos lineares que 

possuem ambos efeitos fixos, aqueles associados com toda a população ou com níveis repetidos 

de fatores experimentais, e efeitos aleatórios, que são aqueles relacionados com unidades 

experimentais individuais estruturadas de forma aleatória em uma população (Pinheiro; Bates, 

2000). Esses modelos são conhecidos como modelos mistos e permitem a possibilidade de se 

analisar dados correlacionados, uma vez que possuem a capacidade de modelar explicitamente 

a estrutura de covariância, possibilitando o ajuste de um modelo mais adequado.  

A utilização dos modelos de efeitos mistos, permite a generalização de estruturas de 

correlações espaço-temporais e variância não constante e, além disso, também é possível 

descrever blocos incompletos, parcelas segmentadas e dados estruturados de forma hierárquica 

(Gouveia et al., 2015; Pinheiro; Bates, 2000). Dessa forma, nas últimas décadas, o emprego 

desses modelos vem ganhando cada vez mais relevância em diversas áreas, como física, 

biologia e ciências sociais (Kuznetsova; Brockhoff; Christensen, 2017). 

Modelos mistos podem ser definidos como modelos de regressão que ocorrem em 

diferentes níveis (Bell et al., 2013).  Exemplificando, no estudo de Fu et al. (2017), foi avaliada 

a relação da biomassa acima do solo das árvores com as variáveis independentes DAP e altura, 

onde estas são medidas em diversos indivíduos (nível 1) e esses indivíduos são frequentemente 

coletados em parcelas alocadas em diferentes regiões (nível 2). Gregoire e Schabenberger 

(1996), a partir dos dados de DAP e altura e medidas repetidas de volume cumulativo ao longo 

do fuste, desenvolveram um modelo não linear de predição em que os parâmetros influenciando 

a assíntota, taxa de crescimento e forma variam entre árvores dependendo do DAP e da altura. 

 

Modelos lineares mistos 
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O modelo linear mistos pode ser expresso matricialmente, na forma geral (Pinheiro; 

Bates, 2000): 

 

𝑦 =  𝑋𝛽 +  𝑍𝑏 +  𝜀, 𝑏~𝑁(0, 𝜎𝑏
2), 𝜀~𝑁(0, 𝜎2) 

 

Em que: 𝑦 = vetor com as variáveis dependentes observadas na base de dados; 𝑋 = 

matriz de delineamento de efeitos fixos; 𝛽 = vetor com parâmetros de efeito fixo; Z: matriz de 

incidência de efeitos aleatórios; 𝑏 = vetor com parâmetros de efeito aleatório; ε = vetor com 

erros aleatórios; 𝑁 = distribuição normal; 𝜎𝑏
2 = matriz de variâncias e covariâncias dos 

parâmetros aleatórios, 𝜎2 = matriz de variâncias e covariâncias dos erros aleatórios, as quais 

podem assumir diferentes estruturas. 

Dessa forma, tem-se: 

𝑦 ~ 𝑁(𝑋𝛽, 𝑍𝜎𝑏
2𝑍′ + 𝜎2) 

A estimação dos parâmetros, geralmente, é baseada no Estimador da Máxima 

Verossimilhança (Hartley; Rao, 1967). 

 

Estimação por Máxima Verossimilhança 

 

A máxima verossimilhança tem como principal objetivo estimar os parâmetros do 

modelo da população que maximizem a probabilidade de obtenção da amostra que de fato foi 

obtida, ou seja, os parâmetros estimados devem maximizar a probabilidade da amostra. A 

identificação desses valores da amostra ocorre por meio da comparação dos dados observados 

com os dados preditos pelo modelo associado com os parâmetros do modelo e, quanto mais 

próximos os valores observados estão dos valores preditos, maior a probabilidade de que os 

dados observados provenientes são originados de uma população com parâmetros próximos 

àqueles utilizados para gerar os valores preditos (Finch et al., 2019). 

Na prática, a máxima verossimilhança é um processo iterativo onde o algoritmo busca 

por valores de parâmetros que irão maximizar a probabilidade de produzir valores preditos que 

são os mais próximos possíveis dos valores observados. 

 

Estruturas de variância e covariância 
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A seleção da estrutura de covariância residual e o modelo mais adequados é de extrema 

importância na análise de dados com observações repetidas, uma vez que ignorada pode levar 

a conclusões inapropriadas (Toral et al., 2006). Os erros-padrão das médias são dependentes da 

escolha da estrutura de covariância, de modo que, se esta for selecionada de forma inadequada, 

poderá afetar diretamente as estimativas dos parâmetros, os erros-padrão de efeitos fixos e 

aleatórios, diagnósticos e inferências. Além disso, essa seleção é influenciada pela estrutura dos 

dados, informações empíricas e disponibilidade computacional (Littell et al., 1998; Dantas et 

al., 2020). 

Algumas das estruturas de variância e covariância comumente utilizadas são a Diagonal, 

Componente de variância (CV), Simétrica composta (SC), Não estruturada (NE), 

Autorregressiva de primeira ordem AR(1), Autorregressiva de primeira ordem heterogênea 

ARH(1), Toeplitz (TOEP), dentre outras (Wolfinger ,1993; Littell et al., 2000; Dantas et al., 

2020). 

Nas ciências florestais, a modelagem mista vem sendo aplicada em diferentes estudos 

de mensuração, como em trabalhos pioneiros envolvendo estimativas de curvas de índice de 

sítio (Biging, 1985), predição do desenvolvimento da altura de árvores dominantes (Lappi; 

Bailey, 1988), ajuste de equação de altura e volume (Lappi, 1991) e predição de volume 

acumulado do fuste (Grégoire; Schabenberger, 1996). Mais recentemente, a utilização de 

modelos de efeitos aleatórios na área florestal tem sido cada vez mais abordada na predição de 

volume (Gouveia et al., 2015; Cerqueira et al., 2020; Dantas et al., 2020; Monteiro et al., 2021) 

e biomassa (Zeng, 2015; Ou et al., 2016; Chen et al., 2017; Huff et al., 2018), predição de altura 

(Raptis et al., 2021; Ogana, 2021; Skudnik; Jevšenak, 2022; Xie et al., 2022), modelagem do 

afilamento do fuste (Santos et al., 2021; Shahzad et al., 2021) e do crescimento em área basal 

(Cunha; Finger; Schneider, 2013; Di Cosmo et al., 2020), em que os modelos mistos 

promoveram ganhos de qualidade nas estimativas. 

 

2.5 Redes neurais artificiais 

 

Nos últimos anos as Redes neurais Artificiais (RNA) têm se tornado modelos de 

classificação, agrupamento, reconhecimento de padrões e predição populares e úteis em 

diversas áreas, incluindo a área florestal (Abiodun et al., 2018; Skudnik; Jevšenak, 2022). 
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RNA possuem a capacidade de adquirir e manter informação baseada em conhecimento 

e podem ser definidas como um conjunto de unidades de processamento, representadas por 

neurônios artificiais interligados por várias conexões internas (sinapses artificiais), baseados 

em neurônios encontrados no cérebro humano (Braga et al., 2007; Silva et al., 2017). 

O cérebro possui um grande número de elementos altamente conectados, chamados de 

neurônios. Estes neurônios possuem três componentes principais: os dendritos, o corpo celular 

e o axônio. Os dendritos são prolongamentos de fibras nervosas receptivos que levam sinais 

elétricos para o corpo celular. O corpo celular soma e limita estes sinais. O axônio é uma única 

fibra longa que leva o sinal do corpo celular para outros neurônios. O ponto de contato entre 

um axônio de uma célula e o dendrito de outra célula é chamado de sinapse. É a organização 

dos neurônios e a força das sinapses individuais, determinada por um processo químico 

complexo, que define a função da rede neural (Figura 1) (Hagan et al., 2014). 

 

Figura 1. Desenho esquemático de neurônios biológicos. 

 

Fonte: Adaptado de Hagan et al. (2014). 

 

Redes neurais artificiais não são tão complexas quanto o cérebro humano. No entanto, 

há duas semelhanças que merecem destaque entre as redes neurais artificial e biológica: 1) os 

blocos de construção de ambas as redes são dispositivos computacionais simples (sendo os 

neurônios artificiais muito mais simples) e 2) as conexões entre neurônios determinam a função 

da rede. 

O trabalho de Warren McCulloch e Walter Pitts, nos anos 40, é reconhecido como 

pioneiro nos estudos sobre redes neurais. Os autores mostraram que redes de neurônios 
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artificiais poderiam, a princípio, computar qualquer função aritmética ou lógica (Mcculloch; 

Pitts, 1943). 

Em uma descrição simplificada do modelo matemático do neurônio, pode-se considerar 

um neurônio de múltiplas entradas (Figura 2). Cada um dos valores de entrada p1, p2, ..., pR 

(dendritos) são multiplicados pelos seus respectivos pesos w1, w2, ..., wR, representando as 

sinapses, resultando em um vetor de valores p1w1, p2w2, ..., pRwR (Wp), que serão enviados para 

a célula de soma. O outro termo de entrada, 1, é multiplicado por um valor chamado bias (b) e 

então passado para a célula de soma. O resultado do somatório (n), geralmente chamado de 

saída da rede, servirá como entrada de uma função de ativação, que irá resultar na saída do 

neurônio (a). 

Figura 2 – Neurônio de múltipla entrada. 

 

Fonte: Adaptado de Hagan et al. (2014). 

 

Geralmente, apenas um neurônio, mesmo com várias entradas, pode não ser o suficiente 

para obtenção de bons resultados. Dessa forma, pode ser necessário múltiplos neurônios 

operando paralelamente, o que podemos chamar de camadas (Hagan et al., 2014), justificando 

assim a denominação da rede neural artificial, em que suas camadas se comunicam por pesos, 

captando a influência de cada variável de entrada sobre as mudanças na variável de saída e 

atribuindo um valor para cada variável. Portanto, uma vez que os pesos de um neurônio são 

ajustados, o conhecimento obtido estará disponível para ser utilizado na obtenção de saídas de 

interesse com base em entradas específicas. A camada em que a sua saída é a saída da rede é 

chamada de camada de saída e as outras camadas são chamadas de camadas ocultas. 

A acurácia de predição de uma RNA depende do número de camadas utilizadas e, 

principalmente, do tipo de função de ativação utilizada. No entanto, não há uma especificação 

exata do número de camadas a serem utilizadas para melhores resultados. Além disso, também 

não há, na literatura, uma recomendação específica do tipo de função de ativação a ser utilizada 

(Sharma et al., 2020). 
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As funções de ativação permitem a introdução da não-linearidade nas RNAs, 

possibilitando uma melhor adaptação à distribuição dos dados. As funções de ativação mais 

frequentemente utilizadas são a sigmoidal e a tangente hiperbólica (Heaton, 2011). Além disso, 

as RNA se destacam pela sua capacidade de aprender e de generalizar o conhecimento obtido 

para um conjunto de dados desconhecidos, tolerância a falhas e ruídos, capacidade de modelar 

diversas variáveis e suas relações complexas e possibilidade de inclusão de variáveis 

categóricas (Haykin, 2001; Dantas et al., 2018). 

Uma RNA se inicia com uma fase de treinamento, por meio da qual as conexões entre 

unidades de processamento são ajustadas a partir de um sistema de aprendizagem 

supervisionado em que os ajustes podem ser realizados com diferentes algoritmos, como 

Backpropagation ou Resilient Backpropagation, que visam a minimização do erro entre os 

valores preditos de saída e os valores reais observados até que um erro aceitável, predefinido, 

seja alcançado (Haykin, 2009; Schmidhuber, 2015; Heaton, 2008; Mohamad-Saleh; Hoyle, 

2008; De Oliveira Neto et al., 2021). 

Os modelos de RNA estão se tornando uma ferramenta de predição cada vez mais 

popular, uma vez que não é preciso obedecer a pressuposições sobre a forma de uma função de 

ajuste, de modo que, a RNA é treinada para encontrar a relação existentes entre as variáveis. 

Geralmente, as RNA são adequadas para problemas de modelagem em que: 1) há uma grande 

quantidade de dados e depende da interação de múltiplos parâmetros, 2) a área em estudo possui 

grande quantidade de dados históricos, 3) os dados disponíveis estão incompletos e 4) a função 

que determina a solução é desconhecida ou demanda grande esforço para ser encontrada 

(Bailey; Thompson, 1990; Leduc et al., 2001; Diamantopoulou, 2006). 

Maioria dessas condições são encontradas nos problemas de modelagem florestal e, 

dessa forma, diversos pesquisadores têm desenvolvido trabalhos com a aplicação de RNA na 

resolução desses problemas (Guan; Gertner, 1991; Blackard; Dean, 1999; Zhang et al., 2000; 

Liu et al., 2003; Özçelik et al., 2010; Diamantopoulou et al., 2015; LIMA et al., 2021) como 

em ajustes hipsométricos (Diamantopoulou, 2012; Soares et al., 2021; Casas et al., 2022), 

predição volumétrica (Özçelik et al., 2010; Gorgens et al., 2014; Abreu et al., 2018) e ajuste de 

funções de afilamento do fuste (Sakici; Ozdemir, 2018; Socha et al., 2020). 
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RESUMO 

 

O presente estudo teve como objetivo comparar, a partir de medidas estatísticas de qualidade, 

o desempenho de modelos não lineares de efeitos fixos e mistos e redes neurais artificiais 

(RNA) locais e genéricos na predição da altura total de árvores de Pinus caribaea var. 

hondurensis. Os dados utilizados no presente estudo foram coletados em plantios de Pinus 

caribaea var. hondurensis situados no município de Nova Ponte, Minas Gerais. Foram 

ajustados cinco modelos hipsométricos não lineares de feitos fixos e, a partir do melhor, buscou-

se desenvolver um novo modelo genérico adicionando variáveis a nível de UA. Em seguida, 

para descrever a relação hipsométrica, por meio dos modelos mistos, foi incorporada, aos 

modelos local e genérico selecionados, a variabilidade entre parcelas. Além disso, foi realizada 

a calibração, a partir da base de teste, para estimação dos novos parâmetros aleatórios e seleção 

da melhor estratégia de calibração. Também foram treinados modelos de redes neurais 

artificiais para estimar as alturas totais das árvores adotando-se diferentes tipos e configurações. 

O desempenho dos diferentes tipos de modelos testados foi avaliado com base na raiz do erro 

quadrático médio (RMSE), erro médio absoluto percentual (MAPE), desvio médio (BIAS), 

índice de eficiência do modelo (EF) e Critério de informação de Akaike (AIC). Para 

comparação dos modelos mistos entre si, foi utilizado o critério de Informação de Akaike (AIC), 

o critério Bayesiano de Schwarz (BIC), o logaritmo da verossimilhança maximizada (LogLik) 

e o teste da razão de verossimilhança (MLRT). Também, gráficos de distribuição dos resíduos 

foram construídos para auxiliar na avaliação dos modelos avaliados. Por fim, o teste t pareado 

foi aplicado, comparando os valores observados com os valores preditos pelas metodologias. 

Dentre as equações não lineares avaliadas nesse estudo, a equação de Ratkowsky (1990) foi a 

mais adequada. A inclusão dos atributos altura e diâmetro dominantes resultou em melhorias 

das predições, sendo recomendada a inclusão dessas variáveis na modelagem da relação 

hipsométrica de Pinus caribaea var. hondurensis. A inclusão de efeitos aleatórios, combinada 

com a calibração utilizando nove árvores distribuídas em diferentes classes diamétricas por UA, 

foi capaz de aumentar significativamente o desemprenho do modelo local. A utilização dessa 

técnica implica em uma redução do número de alturas mensuradas por UA. A adição dos efeitos 

aleatórios ao modelo genérico foi capaz de gerar predições satisfatórias sem a necessidade de 

calibração quando aplicada à base de teste, sendo uma estratégia viável e conveniente para o 

aumento da precisão das predições de altura total. Os modelos de redes neurais artificiais não 

foram capazes de superar os modelos ONLS genéricos nem a modelagem mista e, também, 

resultaram em uma generalização de predições com viés, não sendo assim recomendadas para 

a base de dados em estudo. Dessa forma, verificou-se a necessidade de estudo mais 

aprofundados sobre a otimização de estratégias para a escolha da estrutura mais adequada de 

RNA e interpretação de seus parâmetros. 

 

Palavras-chave: Efeito aleatório; Redes neurais artificiais; Ratkowsky; Relação hipsométrica; 

Modelagem florestal. 
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ABSTRACT 

 

The present study aimed to compare, based on statistical quality measures, the performance of 

nonlinear fixed and mixed effects models and local and generic artificial neural networks 

(ANN) in predicting the total height of Pinus caribaea var. hondurensis. The data used in the 

present study were collected in Pinus caribaea var. hondurensis located in the municipality of 

Nova Ponte, Minas Gerais. Five nonlinear fixed effects models were adjusted and, based on the 

best, we sought to develop a new generic model by adding variables at the plot level. Then, to 

describe the hypsometric relationship, through mixed effect modeling, the variability between 

plots was incorporated into the selected local and generic models. Furthermore, calibration was 

carried out, based on the test base, to estimate the new random parameters and select the best 

calibration strategy. Artificial neural network models were also trained to estimate the total 

heights of the trees. Different types and configurations of neural networks were tested. The 

performance of the different types of models tested was evaluated based on root mean square 

error (RMSE), mean absolute percentage error (MAPE), mean deviation (BIAS), model 

efficiency index (EF), and Akaike Information Criterion (AIC). To compare the mixed models 

with each other, the Akaike Information Criterion (AIC), the Schwarz Bayesian Criterion 

(BIC), the maximized logarithm of likelihood (LogLik), and the likelihood ratio test (MLRT) 

were used. Also, residual distribution graphs were constructed to assist in the evaluation of the 

evaluated models. Finally, the paired t-test was applied, comparing the observed values with 

the predicted values. Among the nonlinear equations evaluated in this study, Ratkowsky (1990) 

was the most appropriate. The inclusion of dominant height and dominant diameter resulted in 

improved predictions, and the inclusion of these variables in modeling the hypsometric 

relationship of Pinus caribaea var. hondurensis. The inclusion of random effects, combined 

with calibration using nine trees distributed in different diameter classes per plot, was able to 

significantly increase the performance of the local model. The use of this technique implies a 

reduction in the number of heights measured per plot. The addition of random effects to the 

generic model was able to generate satisfactory predictions without the need for calibration 

when applied to the test base, being a viable and convenient strategy for increasing the accuracy 

of total height predictions. Artificial neural network models were not able to overcome generic 

fixed effects models or mixed modeling and resulted in a generalization of biased predictions, 

thus not being recommended for the database under study. Therefore, there was a need for 

further study on the optimization of strategies for choosing the most appropriate RNA structure 

and interpreting its parameters. 

 

Keywords: Random effect; Artificial neural networks; Ratkowsky; Hypsometric relationship; 

Forest modeling. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

O setor de base florestal brasileiro destaca-se por sua alta produtividade e é composto 

de 9,94 milhões de hectares de plantios renováveis, onde há a predominância de espécies dos 

gêneros Eucalyptus e Pinus (IBÁ, 2023). Este setor possui dependência do meio ambiente, o 

que, por sua vez, acarreta em sérios riscos à produção, demandando um constante 

monitoramento. Dessa forma, as diferentes áreas da ciência florestal como silvicultura, 

economia e, principalmente, o manejo buscam fornecer informações que auxiliem de forma 

segura a tomada de decisões (Buongiorno; Gilless, 2003). 

Dada a demanda por informações confiáveis, o conhecimento sobre os processos e 

fatores que influenciam a produção florestal é fundamental regular a continuidade de 

suprimentos de matéria-prima de qualidade para a indústria e aumentar o poder competitivo no 

setor florestal (Silva et al., 2021). Este tipo de informação, capaz de nortear o planejamento das 

atividades e estratégias econômicas de comercialização, são obtidos por meio de levantamentos, 

como o inventário florestal (Campos; Leite, 2013; Oliveira et al., 2016). 

O inventário florestal é uma etapa essencial para o gerenciamento dos recursos florestais 

(Chen et al., 2019), onde são mensurados os atributos diâmetro a 1,3 m de altura (DAP) e altura 

total (H), que são essenciais em diversas etapas como estimativa do índice de sítio, predição da 

produtividade, projeção do crescimento, mensuração do estoque de biomassa e carbono e outros 

parâmetros importantes (Curtis 1967, Adame et al. 2008; Karatepe et al., 2022; Dong et al., 

2020; Trim et al., 2020; Yang; Burkhart, 2020; Soares; Tomé, 2002; Mensah et al., 2018). 

As medidas de DAP podem ser obtidas de forma rápida, prática e precisa no campo 

(Sharma; Parton, 2007), enquanto que, a mensuração das alturas exige maior tempo e custo, 

não é um método de obtenção direta e é altamente afetada pela dificuldade de visualização 

completa da árvore em povoamentos adensados, o que pode gerar erros consideráveis de 

medição (Castaño-Santamaría et al., 2013; Raptis et al., 2021).  

Desta forma, a predição da altura se torna uma etapa extremamente relevante, sendo 

frequentemente realizada por meio do uso de modelos que relacionam a altura e o DAP (Peng 

et al., 2004). No entanto, embora apenas o diâmetro seja frequentemente utilizado na predição 

da altura, há evidências de que variáveis adicionais, como altura dominante, idade, índice de 

sítio (Lynch; Murphy, 1995; Wang; Hann, 1988), densidade de plantio, área basal (Larsen; 

Hann, 1987; Parresol, 1992; Temesgen et al., 2004), diâmetro quadrático médio (Saud et al., 

2009), podem contribuir de forma relevante na melhoria de modelos hipsométricos, podendo 

estes serem aplicados para uma ampla gama de dados oriundos de diferentes locais e idades, ao 
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contrário do ajuste individual de relações hipsométricas por unidade amostral (UA) (Temesgen 

et al., 2004). 

Na literatura podem ser encontrados diferentes metodologias para descrever a relação 

hipsométrica para diferentes espécies florestais (Lin et al., 2022; Özçelik et al., 2013; Karatepe 

et al., 2022; Raptis et al., 2021), porém não há um consenso sobre qual método é mais adequado. 

Os modelos de regressão, pelo método dos mínimos quadrados ordinários (OLS), foram 

amplamente utilizados no passado, devido à facilidade de ajuste e o bom estabelecimento da 

teoria dos modelos lineares (Curtis, 1967). No entanto, os atributos florestais estão, geralmente, 

agrupados em estruturas com mais um nível, como as árvores dentro de diferentes UAs e as 

UAs dentro de diferentes regiões, comportamento este que a técnica OLS não é capaz de 

explicar (Pinheiro; Bates, 2000). 

Uma forma de lidar com dados estruturados de forma hierárquica é a utilização de 

modelos de efeitos mistos. Estes modelos consideram as diferenças entre grupos, podendo 

melhorar a qualidade das predições (Zhang et al., 2015; Timilsina; Staudhammer, 2013). Esta 

técnica vem sendo cada vez mais utilizada na área florestal, como no ajuste de relações 

hipsométricas (Mehtätalo, 2004; Trincado et al., 2007; Crecente-Campo, 2010; Castaño-

Santamaría et al., 2013; Bronisz; Mehtätalo, 2020; Raptis et al., 2021). 

Além dos modelos mistos, os modelos de Rede neurais artificiais (RNA) estão se 

tornando uma ferramenta de predição cada vez mais utilizada, por não depender de 

pressuposições sobre a forma de uma função de ajuste, de forma que, a RNA é treinada para 

encontrar a relação existentes entre as variáveis de entrada e saída, sendo adequadas para 

problemas de modelagem em que: 1) há uma grande quantidade de dados e depende da 

interação de múltiplos parâmetros, 2) a área em estudo possui grande quantidade de dados 

históricos, 3) os dados disponíveis estão incompletos e 4) a função que determina a solução é 

desconhecida ou demanda grande esforço para ser encontrada (Bailey; Thompson, 1990; Leduc 

et al., 2001; Diamantopoulou, 2006). Maioria dessas condições são encontradas nos problemas 

de modelagem florestal, de modo que, pesquisadores têm desenvolvido trabalhos com a 

aplicação de RNA na resolução destes problemas (Özçelik et al., 2010; Diamantopoulou et al., 

2015; Lima et al., 2021), como em ajustes hipsométricos (Diamantopoulou, 2012; Soares et al., 

2021; Casas et al., 2022). 

Deste modo, o presente estudo teve como objetivo comparar, a partir de medidas 

estatísticas de qualidade, o desempenho de modelos não lineares de efeitos fixos e mistos e 

RNA locais e genéricos na predição da altura total de árvores de Pinus caribaea var. 

hondurensis. 
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2 MATERIAL E MÉTODOS 

 

2.1 Caracterização da área de estudo 

 

Os dados utilizados no presente estudo foram coletados em uma área com, 

aproximadamente, 243 ha de plantios de Pinus caribaea var. hondurensis, estabelecidos em 

espaçamento de 2,5 x 2 m, pertencentes à empresa Caxuana, situada no município de Nova 

Ponte, Minas Gerais (Figura 1). O local possui precipitação média de 1.520 mm por ano, 

temperatura anual média de 22,2 °C, 980 m de altitude média e umidade relativa média igual a 

51%. O relevo predominante do local é do tipo plano a suave ondulado e as classes de solo são 

dos tipos LATOSSOLO Vermelho escuro e LATOSSOLO Vermelho-amarelo (Horle et al., 

2010). 

 

Figura 1 – Mapa de localização do município de Nova Ponte, MG. 

 
Fonte:Do autor (2024). 

 

2.2 Base de dados 

 

Foram utilizados dados de 602 unidades amostrais (U.A.), com área variável de 630 a 

642 m² e, em cada U.A., mensurou-se todos os DAP de todas as árvores e as H das árvores 

existentes nas duas primeiras linhas (média de 30 árvores). Além disso, as árvores dominantes 

e codominantes também foram medidas seguindo o conceito de Assmann (1970). 
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De posse dos dados, foram estimados a área basal por hectare (AB), o diâmetro 

quadrático médio (Dq) e altura e diâmetro médios das árvores dominantes e codominantes 

(Hdom e Ddom) para cada U.A (Tabela 1). Além disso, a base de dados foi separada em base 

de treino (80% = 479 UAs) e teste (20% = 123 UAs) para ajuste e avaliação dos modelos, 

respectivamente.
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Tabela 1 – Tabela descritiva dos dados. 
 TRAIN (plot= 479; n= 14505)  TEST (plot=123; n= 3784) 

 Mean Max. Min. Std. Dev. CV (%)  Mean Max. Min. Std. Dev. CV (%) 

D (cm) 15,78 36,00 6,05 4,99 31,62  15,95 32,00 6,05 4,97 31,18 

H (m) 10,93 22,60 2,50 3,14 28,70  11,26 21,00 3,20 3,18 28,23 

Age (years) 6,54 10,50 4,42 1,44 22,04  6,59 10,50 4,42 1,49 22,55 

BA (m²/ha) 31,10 70,96 8,50 10,72 34,46  32,19 58,07 12,61 9,60 29,81 

Dq (cm) 16,24 27,02 8,50 3,19 19,66  16,42 24,85 10,14 3,10 18,91 

Hdom (m) 12,93 21,57 5,67 2,76 21,32  13,26 19,86 6,79 2,82 21,25 

Ddom (cm) 20,63 31,06 10,23 3,98 19,32  20,86 29,28 13,32 3,92 18,79 
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2.3 Modelos não lineares de efeitos fixos 

 

Foram ajustados cinco modelos hipsométricos (Tabela 2) não lineares de feitos fixos, 

com dois e três parâmetros (Tabela 2), utilizando o método dos quadrados mínimos ordinário 

não linear (ONLS – ordinary nonlinear least squares), com auxílio da função “nls” utilizando 

a linguagem R. Todos os cinco modelos não lineares possuem um comportamento assintótico 

e foram ajustados à base de dados para determinação do modelo mais adequado para os plantios 

de Pinus caribaea var. hondurensis em estudo. 

 

Tabela 2 – Modelos não lineares avaliados. 

Model Function form References 

Ratkowsky 𝐻𝑖𝑗 = 𝛽0 (1 − 𝑒𝑥𝑝(−(𝐷𝑖𝑗 + 𝛽1)𝛽2)) + 1.3 + 𝜖𝑖𝑗 Citado por Ratkowsky (1990) 

Power 𝐻𝑖𝑗 = 𝛽0𝐷𝑖𝑗
𝛽1 + 1.3 + 𝜖𝑖𝑗 Stage (1975) 

Curtis 𝐻𝑖𝑗 = 
𝛽0𝐷𝑖𝑗

(1 + 𝐷)𝛽1
+ 1.3 + 𝜖𝑖𝑗 Curtis (1967) 

Micmen 𝐻𝑖𝑗 = 
𝛽0𝐷𝑖𝑗

𝛽1 + 𝐷𝑖𝑗

+ 1.3 + 𝜖𝑖𝑗 
Bates and Watts (1980); Huang et 

al. (1992) 

Mitscherlich 𝐻𝑖𝑗 = 𝛽0 (1 − 𝑒𝑥𝑝(−𝛽1𝐷𝑖𝑗)) + 1.3 + 𝜖𝑖𝑗 
Levin e Nitsan (1964); Shen et al. 

(2020) 

Onde 𝛽0, 𝛽1 e 𝛽2 são parâmetros a serem estimados; 𝐷𝑖𝑗é o diâmetro à altura de 1,3 m do solo da árvore 

𝑗 na parcela 𝑖 e 𝐻𝑖𝑗 é a altura total da árvore 𝑗 na parcela 𝑖; 𝜀𝑖𝑗 é o erro aleatório, assumindo se 

independente entre as observações e 𝑁(0, 𝜎𝜀
2). 

 

2.4 Modelos não lineares de efeitos fixos genéricos 

 

Neste estudo, buscou-se desenvolver um novo modelo genérico utilizando como base o 

modelo selecionado na etapa anterior que recebeu a adição de variáveis a nível de UA como 

covariáveis, a fim se obter um modelo represente de forma mais adequada a variabilidade entre 

as UA. Nesta etapa, foram testadas diferentes relações dos parâmetros da equação com as 

variáveis a nível de UA e diferentes combinações destas variáveis por equação.  

Uma das etapas mais importantes durante o desenvolvimento de um novo modelo 

hipsométrico genérico foi a seleção das variáveis adicionais a nível de UA, desta forma foram 

utilizadas variáveis que possuem potencial de influência na relação hipsométrica, como índice 

de sítio (IS), área basal (AB), diâmetro quadrático médio (Dq), idade (I), altura dominante 

(Hdom), diâmetro dominante (Ddom). Ao final desta etapa, o modelo de melhor desempenho 

foi selecionado, com base em estatísticas a serem mencionadas posteriormente. 
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2.5 Modelos não lineares de efeito misto 

 

Para descrever a relação hipsométrica, por meio dos modelos mistos, foi incorporada, 

ao modelo selecionado anteriormente, a variabilidade entre parcelas. A altura da 𝑗-ésima árvore 

na 𝑖-ésima parcela foi modelada como: 

𝐻𝑖𝑗 = 𝑓(𝜷𝒊𝒋, 𝐷𝐴𝑃𝑖𝑗) + 𝜀𝑖𝑗 , (1) 

𝑖 = 1,… ,𝑀, 𝑗 = 1, … , 𝑛𝑖, (2) 

𝜀𝑖𝑗~𝑁(0, 𝜎𝜀
2) (3) 

Onde 𝜷𝒊𝒋 é um vetor de 𝑝 parcelas e possíveis parâmetros específicos por árvore, 𝑓 é 

uma função (função do modelo selecionado) que relaciona a altura de uma árvore com seu 

diâmetro e 𝜀𝑖𝑗 é o erro entre parcelas que foi considerado independente e com distribuição 

normal. 

O 𝑘-ésimo elemento do vetor de parâmetros 𝜷𝒊𝒋 foi então modelado como uma função 

linear de efeitos fixo e aleatório: 

𝛽𝑖𝑗 = 𝒙′
𝒊𝒋𝒌𝜷𝒌 + 𝒛′

𝒊𝒋𝒌𝒃𝒊𝒌,  (4) 

𝑘 = 0,… , 𝑝 − 1,  (5) 

𝒃𝒊𝒌~𝑁(𝟎, 𝝈𝒌
𝟐) (6) 

Onde 𝜷𝒌 é um vetor de efeitos fixos e 𝒃𝒊𝒌 é um vetor de efeitos aleatórios associados 

com a 𝑖-ésima parcela. Assume-se que 𝒃𝒊𝒌 tem distribuição normal, com média 0 e matriz de 

covariância 𝝈𝒌
𝟐 e é independente de 𝜀𝑖𝑗. 𝒙′𝒊𝒋𝒌 e 𝒛′𝒊𝒋𝒌 possivelmente com a  𝑗-ésima árvore. 

Na forma matricial, temos: 

𝑯𝒊 = 𝒇(𝜷𝒊, 𝑫𝑨𝑷𝒊) + 𝜺𝒊 (7) 

 𝜷𝒊 = 𝑿𝒊𝜷 + 𝒁𝒊𝒃𝒊,  (8) 

 𝒃𝒊~𝑁(𝟎, 𝝈𝒌
𝟐) (9) 

Combinando essas duas equações, temos: 

𝑯𝒊 = 𝒇(𝜷, 𝒃𝒊, 𝑿𝒊, 𝒁𝒊) + 𝜺𝒊 (10) 

Onde 𝑯𝒊 é o vetor de alturas das parcelas 𝑖, 𝛽𝑖 é o vetor de parâmetros a nível de parcela, 

𝑫𝑨𝑷𝒊 é o vetor de diâmetros das parcelas 𝑖, 𝜺𝒊 é o vetor de erros entre parcelas, 𝜷 é o vetor de 

parâmetros fixos que não dependem das parcelas, 𝒃𝒊 é o vetor de efeitos aleatórios a nível de 

parcela e 𝑿𝒊 e 𝒁𝒊 são as matrizes das variáveis independentes. 

Dessa forma, foi adicionado o efeito aleatório, resultando em equações com apenas a 

inclusão do DAP e com variáveis a nível de parcela inclusas. A inclusão dos efeitos aleatórios 

foi realizada apenas no nível de UA. Assim como no estudo de Gómez-García et al. (2014), a 
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autocorrelação temporal, resultante de medidas repetidas ao longo do desenvolvimento das 

curvas hipsométricas, não foi considerada, pois a quantidade de ocasiões de medições por UA 

(1,64) era pequena. 

 

2.6 Modelos não lineares de efeitos mistos genéricos 

 

A fim de aumentar ainda mais a precisão das predições dos modelos genéricos, 

incorporou-se, em pelo menos um parâmetro do modelo genérico selecionado, o efeito aleatório 

a nível de UA, de modo que resultasse em uma equação genérica de efeitos mistos. 

 

2.7 Calibração dos modelos de efeito misto 

 

Uma vantagem dos modelos de efeitos mistos é que, havendo a disponibilidade de, no 

mínimo, uma observação dos dados, estes podem ser utilizados para a predição do vetor de 

efeitos aleatórios (Özçelik et al., 2013; Vonesh; Chinchilli, 1997). Este método pode ser 

chamado de calibração ou localização e, na área florestal, esta técnica pode ser empregada para 

a estimação dos parâmetros aleatórios de uma nova UA que não estava presente anteriormente 

na base de ajuste do modelo (Hall; Bailey 2001).  

No presente trabalho, a calibração foi realizada com a utilização de, no mínimo, os 

valores dos atributos de uma árvore presente na nova UA para estimação dos novos parâmetros 

aleatórios. Foi utilizado o algoritmo de Lindstrom-Bates por meio do método FOCE para o 

processo de calibração, onde os valores do vetor de parâmetros aleatório 𝒃𝒊, associado à UA, 

pode ser estimado a partir da equação abaixo (Camacho et al., 2022; Vonesh; Chinchilli, 1997). 

𝒃𝒊 = 𝑫̂𝒁̂𝒊
𝑻(𝑹̂𝒊 + 𝒁̂𝒊𝑫̂𝒁̂𝒊

𝑻)−𝟏𝒆̂𝒊 (11) 

Onde 𝑫̂ é a matriz de variância e covariância q x q associada com os parâmetros 

aleatórios (q é o número de parâmetros aleatórios no modelo) de todas as UA, 𝑹̂𝒊 é a matriz de 

variância e covariância m x m para a variabilidade dentro das UA, 𝒆̂𝒊 é o vetor de resíduos m x 

1 (onde é calculado pela diferença entre as alturas observadas de cada árvore dentro da 

subamostra e os valores preditos a partir do modelo contendo apenas os efeitos fixos), 𝒁̂𝒊 é a 

matriz m x q das derivativas parciais dos parâmetros aleatórios avaliados em 𝒃̂𝒊. Uma vez que 

𝒃̂𝒊 é predito, os valores das alturas podem ser calculados a partir do modelo calibrado. 

Para os modelos de efeitos mistos local e genérico selecionados, as predições calibradas 

foram obtidas e avaliadas para diferentes esquemas de amostragem e diferentes tamanhos das 

subamostras dentro de cada UA da base de teste (20% = 123 UA). As alternativas de calibração 
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foram: 1) Altura total de 1-9 maiores árvores por UA. 2) Altura total de 1-9 menores árvores 

por UA. 3) Altura total de 1-9 árvores médias por UA. 4) Altura total de 3, 6 e 9 árvores por 

UA, conforme a distribuição diamétrica, estratificada em 3 classes, da UA. 5) Sem calibração, 

utilizando apenas os parâmetros de efeito fixo para a predição e 6) Calibração completa, 

utilizando todas as árvores da base de teste, para fins de comparação com as demais calibrações. 

 

2.8 Redes Neurais Artificiais 

 

Modelos de redes neurais artificiais foram desenvolvidos para estimar as alturas totais 

das árvores neste estudo. Há diversas variáveis como o número de camadas, algoritmo de 

aprendizagem, funções de ativação, número de neurônios nas camadas ocultas e o tamanho das 

bases de dados utilizadas para treinamento, validação e teste para definir qual a melhor 

arquitetura da rede neural utilizar (Sakici; Ozdemir, 2018).  

O treinamento ocorre com mais facilidade quando os dados utilizados estão 

normatizados para um pequeno intervalo próximo de zero (Jayalakshmi; Santhakumaran, 

2011). A normatização dos dados é capaz de acelerar o processo de treinamento e reduzir viés. 

Existem alternativas de normatização de dados distintas, sendo uma delas a normatização min-

max, que converte os dados para uma escala desejada, considerando os valores mínimos e 

máximos de cada variável, de modo a manter a distribuição original dos dados (Lantz, 2019; 

Valença, 2007). No presente estudo, a normatização min-max foi aplicada para todas as 

variáveis de entrada e saída, utilizando a equação 12 (Soares et al., 2011). Desse modo, todas 

as variáveis passaram para a escala de 0 a 1. Como os dados normatizados foram utilizados no 

treinamento das redes, as saídas das redes precisam ser desnormatizadas para que se possa obter 

os valores originais de saída. A desnormatização dos valores de saída foi obtida por meio da 

equação 13. 

𝑥′ =
(𝑥 − 𝑥𝑚𝑖𝑛) ∗ (𝑏 − 𝑎)

(𝑥𝑚𝑎𝑥 − 𝑥𝑚𝑖𝑛)
+ 𝑎  (12) 

𝑥 =
(𝑥′ − 𝑎)(𝑥𝑚𝑎𝑥 − 𝑥𝑚𝑖𝑛)

(𝑏 − 𝑎)
+ 𝑥𝑚𝑖𝑛 (13) 

Em que: 𝑥’ = valor normatizado; 𝑥 = valor original; 𝑥𝑚𝑖𝑛 = valor mínimo da variável; 

𝑥𝑚𝑎𝑥 = valor máximo da variável; 𝑎 = limite inferior do intervalo de normatização (0); b = 

limite superior do intervalor de normatização (1). 

Para o treinamento das redes neurais, o pacote neuralnet (Günther; Fritsch, 2010) foi 

utilizado, em que se considerou as RNA do tipo Multilayer Perceptron (MLP) (Bishop, 1995). 
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Além disso, foram consideradas uma camada de entrada, uma camada intermediária (camada 

oculta) e uma camada de saída, sendo o valor predito. A quantidade de neurônios nas camadas 

intermediárias foi definido a partir da equação 14 (Júnior et al. 2021; Sahin et al., 2023). 

2𝑛0,5 + 𝑛2 ≤ 𝑛1 ≤ 2𝑛 + 1 (14) 

Em que 𝑛 é o número de variáveis de entrada na RNA, 𝑛1 é o número de neurônios na 

camada oculta e 𝑛2 é o número de neurônios na camada de saída. 

Com base no número da definição da quantidade mínima e máxima do número de 

neurônios na camada oculta, testou-se todas as configurações para uma camada oculta. Também 

foram testadas as funções de ativação logística (16) e tangente hiperbólica (17), nas camadas 

ocultas, e a função linear na camada de saída (18). 

𝑓(𝑠) =
1

1 + 𝑒(−𝑠)
 (15) 

𝑓(𝑠) =
1 − 𝑒(−2𝑠)

1 + 𝑒(−2𝑠)
  (16) 

𝑓(𝑠) = 𝑠  (17) 

Em que s é o valor a ser fornecido para a função de ativação. 

Três tipos de RNA foram ajustados: 1) ANN_local, que utiliza apenas o DAP como 

variável de entrada, 2) ANN_generalized, após testes prévios com variáveis a nível de UA, 

além do DAP e Hdom, utiliza o Ddom ou Dq como variáveis de entrada e 3) ANN_v, que, além 

do DAP, foi utilizada uma medida de variabilidade por UA, a variável transformada (D-Dresíduo 

padrão)/Dmédio, como proposto por Özçelik et al. (2013). Sendo então, a ANN_local comparável 

com a equação ajustada pelo método ONLS e ANN_generalized e ANN_v comparáveis com 

as equações genérica e mistas, respectivamente. Todas as combinações testadas podem ser 

observadas na tabela 3. 

 

Tabela 3 – Configurações de RNA avaliadas. 

Model Neurons Layers Inputs Output 

Activation function 
Total 

combinations Hidden 

layer 

Output 

layer 

ANN_local 3 1 DAP H 
Logistic, 

Tanh 

Logistic, 

Tanh, 

Linear 

6 

ANN_generalized 5 to 7 1 

DAP, 

Hdom, 

Dq 

H 
Logistic, 

Tanh 

Logistic, 

Tanh, 

Linear 

18 

ANN_v 4 to 5 1 
DAP, 

DAP_V 
H 

Logistic, 

Tanh 

Logistic, 

Tanh, 

Linear 

12 

Total 36 

Onde DAP_V =  (D-Dresíduo padrão)/Dmédio. 
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O algoritmo utilizado no ajuste dos parâmetros da RNA foi o Resilient Backpropagation 

with weigh backtracking, que é baseado no algoritmo Backpropagation, ajustando os pesos da 

rede neural com o objetivo de minimizar o erro, onde diferentes taxas de aprendizado são 

utilizadas para cada peso, como é abordado em mais detalhes em Riedmiller (1994). 

O critério de parada das redes neurais, durante o treinamento, foi atingido pelo número 

máximo de 100.000 iterações ou quando todas as derivativas parciais absolutas da função de 

erro quadrático médio (E) em relação aos pesos (w) (∂E/∂w) fossem menores que 1%. Uma vez 

que uma dessas condições foi atendida, a etapa de treinamento foi concluída e a melhor 

configuração de parâmetros foi selecionada, baseando-se no menor erro quadrático médio. 

Porém, os pesos iniciais de cada treinamento são valores retirados aleatoriamente de uma 

distribuição normal padrão e, para assegurar a seleção de uma rede mais adequada, cada rede 

foi treinada três vezes e a de menor erro quadrático médio foi considerada. 

Após o ajuste de todas as possíveis estruturas das redes neurais, todas foram comparadas 

entre si, considerando os desempenhos para as bases de treinamento e teste simultaneamente. 

Para a melhor RNA de cada tipo, foi extraída sua equação não linear para predição das 

alturas totais das árvores, como sugerido por Dantas et al. (2023). Para isso, um sistema de 

equações, com os coeficientes sendo os pesos obtidos para cada neurônio durante o treinamento, 

foi desenvolvido. Dessa forma, os sistemas podem ser utilizados para predição de altura de 

novas árvores que não foram fornecidas durante o treinamento da RNA. O modelo 18 define a 

relação entre a camada oculta e a variável dependente, sendo β0 o bias e β1–βn os pesos 

referentes a cada neurônio e n o número de neurônios na camada oculta. Os modelos 19 e 20 se 

referem à possível função de ativação utilizada em cada neurônio da camada oculta, podendo 

ser, neste estudo, a logística ou a tangente hiperbólica. Por fim, o modelo 21 representa o 

resultado da relação entre k variáveis preditoras e seus respectivos neurônios da camada oculta, 

resultando em uma equação para cada neurônio. 

𝑌′ = 𝛽0 + 𝛽1 ∗ 𝑧1 + 𝛽2 ∗ 𝑧2 + ⋯+ 𝛽𝑛 ∗ 𝑧𝑛 (18) 

𝑧𝑛 =
1

1 + 𝑒(−𝑤𝑖)
 (19) 

𝑧𝑛 =
1 − 𝑒(−2𝑤𝑛)

1 + 𝑒(−2𝑤𝑛)
 (20) 
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𝑤𝑛 = 𝛽0.𝑛 + 𝛽1.𝑛 ∗ 𝑋1
′ + 𝛽2.𝑛 ∗ 𝑋2

′ …𝛽𝑘.𝑛 ∗ 𝑋𝑘
′ (21) 

Onde 𝑌′ é a variável dependente normatizada (sendo a altura da árvore normatizada 

neste traalho), β0 é o bias, βn é o coeficiente associado com o neurônio n, βk.n é o coeficiente 

entre a variável de entrada k e o neurônio n, zn  é a resposta do n-ésimo neurônio da camada 

oculta após transformação pela função de ativação, wi é a soma dos produtos entre as variáveis 

de entrada e seus respectivos pesos do n-ésimo neurônio. 

 

2.9 Avaliação das equações ajustadas 

 

O desempenho dos diferentes tipos de modelos testados foi avaliado com base na raiz 

do erro quadrático médio (RMSE – Root Mean Squared Error), erro médio absoluto percentual 

(MAPE – Mean Absolute Percentage Error), desvio médio (BIAS), índice de eficiência do 

modelo (EF - model efficiency) e  Critério de informação de Akaike (AIC) (equações 22-26), 

conforme estudado por Raptis et al. (2021), Camacho et al. (2022) e Ogana e Ercanli (2022). 

RMSE = √
∑ (h𝑜𝑏𝑠 − h𝑒𝑠𝑡)2n

i=1

n − p
 (22) 

MAPE (%) =

∑
|h𝑜𝑏𝑠 − h𝑒𝑠𝑡|

hobs

n
i=1

n
h̅obs

× 100 
(23) 

BIAS =
∑ (h𝑜𝑏𝑠 − h𝑒𝑠𝑡)

n
i=1

n
 (24) 

EF = 1 −
(n − 1)∑ (h𝑜𝑏𝑠 − h𝑒𝑠𝑡)

2n
i=1

(n − p)∑ (h𝑜𝑏𝑠 − h̅obs)2n
i=1

 (25) 

AIC = −2l(θ̂) + 2p (26) 

Em que: h𝑜𝑏𝑠 = altura observada; h𝑒𝑠𝑡= altura estimada; h̅obs= altura média observada; 

n = número de observações; 𝑙(𝜃) = logaritmo da verossimilhança maximizada; 𝑝 = número de 

parâmetros ou pesos (para as redes neurais). 

Para comparação dos modelos em relação à qualidade das predições, tanto para a base 

de treino quanto para a de teste, o método de ranking relativo (27) (Poudel; Cao, 2013; Sahin 

et al., 2023) foi utilizado para a avaliação simultânea das cinco métricas utilizadas. 
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𝑅𝑖 = 1 +
(𝑚 − 1) − (𝑆𝑖 − 𝑆𝑚𝑖𝑛)

𝑆𝑚𝑎𝑥 − 𝑆𝑚𝑖𝑛
 (28) 

Onde 𝑅𝑖 = valor do ranking relativo do 𝑖-ésimo modelo avaliado (𝑖 = 1, 2, 3 ⋯𝑚).  

𝑆𝑖 valor da métrica estatística do modelo 𝑖. 𝑆𝑚𝑖𝑛 e 𝑆𝑚𝑎𝑥 = valores mínimo e máximo de 

𝑆𝑖, respectivamente. 𝑚 = quantidade de modelos sendo comparados. 

Este método permite que a melhor e pior técnicas avaliadas possuam um ranking relativo 

de 1 e 𝑚, respectivamente. O rank das demais técnicas avaliadas foi expressado por um valor 

real entre 1 e 𝑚 e, uma vez que, além da posição no ranking, o tamanho de 𝑆𝑖 também é 

considerado, este método fornece mais informações que o método tradicional de ranking que 

utiliza apenas valores inteiros referentes às posições das métricas. Este método considera como 

melhor, a métrica de menor valor, dessa forma, para as métricas em que o melhor resultado é o 

maior valor, como o EF, os valores foram multiplicados por -1 e, para o BIAS, em que o melhor 

valor é o mais próximo de zero, foi utilizado o módulo desses valores. Após o ajuste dos 

modelos de efeito fixo, o modelo com melhor desempenho foi selecionado para ser utilizado 

como modelo base nas etapas seguintes. 

Para comparação dos modelos mistos entre si, foi utilizado o critério de Informação de 

Akaike (AIC) (22), o critério Bayesiano de Schwarz (BIC) (29), o logaritmo da verossimilhança 

maximizada (LogLik) e o teste da razão de verossimilhança (MLRT). O AIC é obtido a partir 

do valor da verossimilhança e na quantidade de parâmetros, além de derivar-se da informação 

ou distância de Kullback-Leibler, que verifica a diferença entre dois modelos (Akaike, 1973; 

Floriano et al., 2006), com base nesta métrica, o melhor modelo apresentará o menor valor de 

AIC. O Critério Bayesiano de Schwarz (BIC) é uma métrica que auxilia na seleção de modelos 

e, geralmente, é empregada juntamente com o AIC e descreve a associação entre a variável 

dependente e as variáveis independentes, aumentando as chances de se escolher o modelo mais 

consistente dentre os avaliados. Avaliando este critério, deve-se optar pelo modelo que 

apresentar o menor valor de 𝐵𝐼𝐶. 

𝐵𝐼𝐶 = −2𝑙(𝜃) + 2𝑝𝑙𝑛(𝑛)  (29) 

Em que: 𝑙𝑛 = logaritmo neperiano;  𝑛 = número de observações. 

 

O MLRT teve como objetivo avaliar o resultado da inclusão do efeito aleatório nos 

modelos (Resende et al., 2014) e foi feito verificando a significância da diferença entre os 

valores de deviance (−2𝑙(𝜃)) dos modelos com e sem a incorporação da variável aleatória, 
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comparando o valor calculado com o valor tabelado, a partir do teste qui-quadrado (χ²), a 5% 

de significância. 

 

Por fim, para validar a eficácia dos métodos selecionados, o teste t pareado foi aplicado, 

comparando os valores observados com os valores preditos pelas metodologias propostas, 

utilizando a base de teste. Este teste considera a hipótese nula de que “não há diferença 

significativa” entre os valores preditos e observados contra a hipótese alternativa de que há 

“diferença significativa” entre esses valores (Sahin et al., 2023). Dessa forma, aceitando a 

hipótese nula significa que as predições resultantes dos modelos podem ser consideradas 

satisfatórias. Além disso, gráficos de distribuição dos resíduos foram construídos para auxiliar 

na avaliação dos modelos avaliados. 
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3 RESULTADOS 

 

3.1 Modelos não lineares de efeitos fixos 

 

As cinco equações não lineares locais (utilizando apenas o DAP como variável 

independente) foram ajustadas pelo método ONLS a partir da base de treino, enquanto a 

capacidade preditiva foi avaliada utilizando a base de teste. Os parâmetros e as estatísticas de 

desempenho das equações são apresentadas nas tabelas 4 e 5. 

 

Tabela 4 – Estatística paramétrica das equações não lineares. 

Parameter Value 
Standard 

error 
t-value p-value 

Ratkowsky 

b0 103,0434 32,5716 3,1636 0,0016 

b1 2,4869 0,3412 7,2896 0,0000 

b2 0,0054 0,0019 2,8488 0,0044 

Power 

b0 1,0086 0,0155 64,9733 0,0000 

b1 0,8202 0,0053 153,6254 0,0000 

Curtis 

b0 1,0524 0,0176 59,9167 0,0000 

b1 0,1907 0,0057 33,5779 0,0000 

Micmen 

b0 59,9594 1,8596 32,2428 0,0000 

b1 81,3297 3,0794 26,4113 0,0000 

Mitscherlich 

b0 34,2844 0,9433 36,3435 0,0000 

b1 0,0212 0,0007 29,8160 0,0000 

Onde foram considerados significantes os parâmetros com valor p ≤ 0,05. 
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Tabela 5 – Desempenho estatístico das equações não lineares. 

Model 
TRAIN (plot= 479; n= 14505)   TEST (plot=123; n= 3784) Overall 

rank 
RMSE MAPE EF BIAS AIC   RMSE MAPE EF BIAS AIC 

Ratkowsky 1,90 13,79 0,6329 0,0000 59783  1,96 13,66 
0,6

211 
0,2473 15821 1,00 

Power 1,90 13,80 0,6326 0,0024 59794  1,96 13,69 
0,6

202 
0,2486 15829 1,78 

Curtis 1,90 13,81 0,6326 0,0029 59797  1,96 13,70 
0,6

200 
0,2490 15830 1,94 

Micmen 1,90 13,84 0,6311 0,0117 59853  1,97 13,77 
0,6

177 
0,2555 15854 4,56 

Mitscherlich 1,91 13,84 0,6309 0,0138 59862   1,97 13,77 
0,6

173 
0,2573 15857 5,00 
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De modo geral, modelos utilizados no presente estudo foram capazes de explicar a 

variação da altura total com EF de 0,63 para a base de treino e 0,62 para a base de teste. Além 

disso, estes modelos resultaram em erros médios absolutos de 13,79% a 13,84% e 13,66% a 

13,77% para as bases de treino e teste, respectivamente. 

A equação Ratkowsky resultou nos menores valores de RMSE, MAPE, BIAS e AIC 

(1,90; 13,79; 0,0000 e 59783, respectivamente) e maior valor de EF (0,6329) para os dados de 

treinamento. Já para a base de teste, a equação resultou nos menores valores de RMSE, MAPE, 

BIAS e AIC (1,96; 13,66; 0,2473 e 15821, respectivamente) e no maior valor de EF (0,6211). 

Além disso, de acordo os valores do ranking, os modelos Power e Curtis, mesmo tendo um 

desempenho inferior, resultaram em métricas estatísticas semelhantes ao modelo Ratkowsky. 

Analisando as distribuições de resíduos dos modelos não lineares (Figura 2), percebe-

se que todas as equações resultaram em distribuições de comportamento semelhante. Além 

disso, maior parte dos valores de resíduo padronizado (>99%) estão entre o intervalo de -3 a 3, 

indicando um bom comportamento das funções na predição da altura. 

 

Figura 2 – Distribuições de resíduos dos modelos não lineares. 

 
Onde as linhas tracejadas referem-se à amplitude dos valores observados.  

Fonte: Do autor (2024). 
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Ainda, aos gráficos de distribuição de resíduos, também foram adicionados, por meio 

de linhas tracejadas, os valores mínimo e máximo observados na base de dados, sendo possível 

observar que as predições ficaram restringidas a um intervalo menor, em relação aos dados 

reais. Resumindo, a equação Ratkowsky foi a que resultou no menor valor de ranking, 

indicando ser a equação mais adequada para a base de dados em estudo. Dessa forma, o modelo 

Ratkowsky foi selecionado como o melhor modelo não linear local de estrutura fixa para 

estimar a altura total no presente estudo, sendo assim considerado como o modelo de referência 

para as etapas posteriores. 

As curvas geradas pelos diferentes modelos (Figura 3) evidenciam um comportamento 

assintótico, típico da relação hipsométrica, passando pelo centro dos valores observados. 

 

Figura 3 – Curvas dos modelos. 

 
Fonte: Do autor (2024). 

 

3.2 Modelos não lineares de efeitos fixos genéricos 
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Uma vez que o modelo Ratkowsky foi considerado como o melhor modelo não linear, 

foram adicionadas variáveis a nível de parcela, a fim de melhorar o desempenho do modelo, 

tornando-o um modelo genérico. Para isso, as variáveis índice de sítio, idade, área basal, 

número de fustes, Dq, diâmetro e altura dominantes foram adicionadas e combinadas de 

diferentes formas ao modelo, resultando em diferentes modelos genéricos de altura. A partir de 

todas as combinações geradas, selecionou-se as 5 melhores equações genéricas (Tabela 6), 

utilizando as mesmas métricas utilizadas para a seleção do modelo não linear local. 

 

Tabela 6 – Modelos genéricos não lineares. 

Model Function form 

Generalized model 1 𝐻 = (𝛽0 + 𝐻𝑑𝑜𝑚)(1 − 𝑒𝑥𝑝(−(𝐷 + 𝛽1)𝛽2)) + 1.3 + 𝜖 

Generalized model 2 𝐻 =  (𝛽0𝐻𝑑𝑜𝑚) (1 − 𝑒𝑥𝑝(−(𝐷 + (𝛽1𝐻𝑑𝑜𝑚))𝛽2)) + 1.3 + 𝜖 

Generalized model 3 𝐻 =  (𝐻𝑑𝑜𝑚
𝛽0)(1 − 𝑒𝑥𝑝(−(𝐷 + 𝛽1)𝛽2)) + 1.3 + 𝜖 

Generalized model 4 𝐻 =  (𝛽0𝐻𝑑𝑜𝑚) (1 − 𝑒𝑥𝑝(−(𝐷 + (𝛽1𝐷𝑑𝑜𝑚))𝛽2)) + 1.3 + 𝜖 

Generalized model 5 𝐻 =  (𝛽0𝐻𝑑𝑜𝑚) (1 − 𝑒𝑥𝑝(−(𝐷 + (𝛽1𝐷𝑞))𝛽2)) + 1.3 + 𝜖 

 

Após a adição das variáveis a nível de UA, a fim de se obter um modelo que 

representasse de forma mais adequada a variação entre as UA, Hdom, Ddom e Dq foram as 

variáveis que mais influenciaram o desempenho da equação, chegando a atingir uma redução 

de, no mímino, 40,2% e 43,9% no valor de RMSE para base de treino e teste, respectivamente. 

Como pode ser observado na Tabela 7, o melhor modelo genérico (Generalized model 

4) foi resultado da inclusão de Hdom e Ddom ao modelo Ratkowsky local. Dentre as 5 melhores 

equações genéricas selecionadas, a equação 4 foi a que resultou nos menores valores de RMSE, 

MAPE e AIC (1,14; 8,20 e 44852, respectivamente) e no maior valor de EF (0,8689) para a 

base de treino. Já para a base de teste, a equação obteve desempenho superior para as mesmas 

métricas (RMSE = 1,10, MAPE = 7,73, EF = 0,8806 e AIC = 11451). Deste modo, a equação 

ajustada proveniente do Generalized model 4 foi selecionada como a melhor equação genérica. 
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Tabela 7 – Desempenho estatístico dos modelos genéricos testados. 

Model 
TRAIN (plot= 479; n= 14505)   TEST (plot=123; n= 3784) Overall 

rank 
RMSE MAPE EF BIAS AIC   RMSE MAPE EF BIAS AIC 

Generalized 

model 1 
1,15 8,34 0,8650 -0,0002 45271  1,11 7,82 0,8783 0,0672 11524 3,14 

Generalized 

model 2 
1,15 8,35 0,8643 0,0173 45344  1,11 7,84 0,8777 0,0766 11543 4,23 

Generalized 

model 3 
1,16 8,38 0,8636 0,0277 45427  1,11 7,86 0,8773 0,0807 11553 5,00 

Generalized 

model 4* 
1,14 8,20 0,8689 0,0158 44852  1,10 7,73 0,8806 0,0721 11451 1,00 

Generalized 

model 5 
1,14 8,21 0,8687 0,0159 44871   1,10 7,74 0,8804 0,0719 11457 1,17 

O modelo seguido por * indica o de melhor desempenho.
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Avaliando as distribuições de resíduos dos modelos genéricos (Figura 4), é possível 

observar uma distribuição uniforme, com os valores de desvio padronizado mais próximos de 

zero. Além disso, também é possível perceber que os dados preditos estão distribuídos de uma 

forma mais ampla dentro do intervalo de valores mínimo e máximo observados, ou seja, as 

predições estão representando de forma mais coerente os valores reais. 

 

Figura 4. Distribuições de resíduos dos modelos não lineares genéricos. 

 
Fonte: Do autor (2024). 

 

3.3 Modelos não lineares de efeitos mistos 

 

De posse dos modelos local e genérico selecionados, ainda foi incorporado a estes 

efeitos aleatórios a nível de UA, na tentativa de aumentar a acurácia dos modelos. A inclusão 

do efeito aleatório aos modelos foi condicionada à capacidade de convergência do modelo e os 

resultados do teste MLRT das estruturas que convergiram podem ser observados na Tabela 8. 
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Tabela 8 – Resultados do teste MLRT para as diferentes combinações do modelo Ratkowsky 

na estrutura mista. 

Type Model 
Random 

Parameters 
LogLik BIC AIC Test MLRT p-value 

Basic 

model 

1 b1, b2 -21889,94 43846,96 43793,88 1 vs 6 15996,74 0,0000 

2 b0, b2 -21879,11 43825,29 43772,21 2 vs 6 16018,41 0,0000 

3 b0 -22221,07 44490,05 44452,14 3 vs 6 15334,48 0,0000 

4 b1 -21965,23 43978,36 43940,45 4 vs 6 15846,16 0,0000 

5 b2 -22020,94 44089,80 44051,89 5 vs 6 15734,73 0,0000 

6 None -29888,31 59814,95 59784,62 - - - 

Generalized 

model 

1 b0, b1 -21292,12 42651,32 42598,24 1 vs 4 2261,56 0,0000 

2 b0 -21709,36 43466,63 43428,72 2 vs 4 1427,08 0,0000 

3 b1 -21307,19 42662,29 42624,38 3 vs 4 2231,42 0,0000 

4 None -22422,90 44884,13 44853,80 - - - 

Onde valores p ≤ 0,05 indicam a diferença significativa do modelo em relação ao modelo base. 

 

O modelo básico local resultou em 5 estruturas mistas diferentes, onde os valores de 

AIC variaram de 43771,62 a 44452,12, BIC de 43824,70 a 44490,04 e LogLik de -22221,06 a 

-21878,81. As estruturas mistas apresentaram diferenças significativas entre si, com base no 

critério usado por Burnham e Anderson (2002) e, por meio do teste MLRT, foi verificado que 

a adição dos parâmetros de efeito aleatório resultou em uma melhora significativa dos modelos 

em todas as estruturas. Além disso, para as métricas estatísticas avaliadas (AIC, BIC e LogLik), 

a estrutura básica em que interação do efeito aleatório ocorreu com os parâmetros β0 e β2 foi a 

que apresentou o melhor desempenho, resultando na seguinte expressão:  

𝐻 =  (𝛽0 + 𝑏0) (1 − 𝑒𝑥𝑝(−(𝐷 + 𝛽1)(𝛽2 + 𝑏2))) + 1.3 + 𝜖. Sendo assim, esta estrutura foi 

considerada significativamente superior às demais. 

Já para o modelo genérico, três estruturas mistas testadas convergiram, onde os valores 

de AIC variaram de 42598,25 a 43428,72, BIC de 42651,32 a 43466,63 e LogLik de -21709,36 

a -21292,12.  O valor de AIC para as 3 estruturas apresentaram diferenças significativas entre 

si, de acordo o critério utilizado por Burnham e Anderson (2002), sendo a interação do efeito 

aleatório com os parâmetros β0 e β1 a que resultou em um desemprenho superior, de acordo o 

teste MLRT, resultando na seguinte expressão:  

𝐻 =  ((𝛽0 + 𝑏0)𝐻𝑑𝑜𝑚) (1 − 𝑒𝑥𝑝 (−(𝐷 + ((𝛽1 + 𝑏1)𝐷𝑑𝑜𝑚)) 𝛽2)) + 1.3 + 𝜖. Desta forma, os 

parâmetros do modelo genérico de efeitos fixos, da estrutura mista do modelo básico e da 

estrutura mista do modelo genérico podem ser observados na Tabela 9. 

 

Tabela 9 – Estatísticas paramétricas para as equações de estruturas fixa e mista ajustadas.  
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Parameter 

estimates 
Values 

Standard 

error 
t value p value 

Generalized Model 

β0 0,9414 0,0031 302,25 <0,001 

β1 -0,1162 0,0039 -29,84 <0,001 

β2 0,1248 0,0018 69,15 <0,001 

Basic Mixed-effects 

β0 18,3530 0,2678 68,53 <0,001 

β1 -11,2781 0,4089 -27,58 <0,001 

β2 2,4629 0,3039 8,10 <0,001 

σ2
b0 3,1190 - - - 

σ2
b2 1,9221 - - - 

σ2
b0 b2 0,1050 - - - 

Generalized Mixed-effects 

β0 1,0033 0,0055 181,70 <0,001 

β1 -0,0688 0,0068 -10,05 <0,001 

β2 0,0986 0,0020 50,09 <0,001 

σ2
b0 0,0273 - - - 

σ2
b1 0,0808 - - - 

σ2
b0 b1 -0,3740 - - - 

Onde foram considerados significantes os parâmetros com valor p ≤ 0,05. 

 

A partir da Tabela 9 é possível perceber que todos os parâmetros das equações ajustadas 

foram significativos. 

 

3.4 Calibração dos modelos de efeito misto 

 

A capacidade de predição dos modelos mistos propostos foi avaliada aplicando-os à 

base de teste, que não foi utilizada na fase de ajuste dos modelos. No entanto, diferentes 

alternativas de calibração, em que se utilizou subamostras retiradas da base de teste, foram 

testadas e o comportamento das métricas estatísticas para estas alternativas são mostrados nas 

Figuras 5 e 6 para os modelos local e genérico mistos, respectivamente. 

 

Figura 5 – Desempenhos das calibrações do modelo local misto. 
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Fonte: Do autor (2024). 

 

Figura 6 – Desempenhos das calibrações do modelo genérico misto. 

 

Fonte: Do autor (2024). 
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Uma redução nos valores de RMSE, MAPE e AIC pode ser notada conforme o tamanho 

da subamostra utilizada para a calibração aumenta para ambos os modelos. Para o modelo misto 

básico, os valores de RMSE, MAPE e AIC reduziram 44,21, 54,04 e 20,72%, respectivamente, 

sendo todas estas reduções máximas encontradas para a calibração que considerou, como 

subamostra, uma mistura de árvores de classe de tamanho menor, maior e médio, sendo 

selecionadas três árvores por classe diamétrica de cada UA (nove árvores). Além disso, um 

aumento de 63% no valor de EF também foi encontrado nesta alternativa de calibração. Isto 

indica a calibração com nove árvores selecionadas de acordo a distribuição diamétrica da UA 

como a melhor alternativa de calibração para o modelo misto básico. 

Utilizando a calibração completa como referência, é possível perceber que, para todas 

as métricas avaliadas, os valores resultantes da melhor opção de calibração foram bem próximos 

aos da calibração completa, com diferenças menores que 7,0 %, indicando que a subamostra 

foi suficiente para obtenção de predições satisfatórias. Por outro lado, a calibração utilizando 

as menores árvores por UA, foi a alternativa que resultou no pior desempenho dentre todas as 

alternativas de calibração avaliadas, sendo superior apenas à ausência de calibração. 

Considerando o modelo misto genérico, a calibração considerando as menores árvores 

por UA resultou em desempenho superior às outras opções de calibração. A calibração com as 

menores árvores gerou reduções dos valores de RMSE e MAPE na ordem de 11% para ambos. 

Já para o valor de AIC, houve um aumento de 11501 para 13016. Ainda, uma redução de 0,88 

para 0,86 no valor de EF (2.19%) também foi encontrada para esta alternativa de calibração. 

Dessa forma, a calibração com as menores árvores foi considerada a melhor alternativa. 

Diferentemente do modelo misto básico, o modelo misto genérico apresentou uma 

diferença menor entre o desempenho resultante da melhor opção de calibração e o modelo 

utilizando apenas os efeitos fixos, o que é esperado, uma vez que a este modelo já estão 

incorporadas variáveis a nível de UA. Comparando os valores da melhor opção de calibração 

com a calibração completa, percebe-se que, para todas as métricas, os valores resultantes da 

melhor opção de calibração foram muito próximos aos da calibração completa, com diferenças 

inferiores a 2,0 %, indicando que a subamostra selecionada foi suficiente para obtenção de 

predições satisfatórias. Contudo, a calibração utilizando as maiores árvores por UA, foi a 

alternativa que resultou em um desempenho muito próximos à ausência de calibração para as 

métricas RMSE e MAPE e desempenho inferior para as métricas EF e AIC, para subamostras 

de 1-9 árvores por UA, sendo assim a pior alternativas de calibração para o modelo misto 

genérico. 
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Além disso, é importante ressaltar que, o modelo misto genérico sem calibração obteve 

um desempenho superior à melhor alternativa de calibração do modelo misto básico, indicando 

que a inclusão direta das variáveis Hdom e Ddom foi capaz de superar a inclusão de apenas os 

efeitos aleatórios para explicar a variabilidade entre as UA. 

 

3.5 Redes Neurais Artificiais 

 

Três tipos de RNA foram ajustados: ANN_local, ANN_generalized e ANN_V. Sendo a 

ANN_local comparável com a equação ajustada pelo método ONLS e ANN_generalized e 

ANN_V comparáveis com as equações genérica e mistas, respectivamente. Suas configurações 

podem ser observadas na tabela 10. 

 

Tabela 10 – Configurações das melhores redes neurais artificiais testadas. 

Model Neurons Inputs 

Activation function 

Parameters Hidden 

layer 

Output 

layer 

ANN_local 3 DAP tanh Linear 10 

ANN_generalized 5 DAP, Hdom, Dq logistic logistic 26 

ANN_v 4 DAP, DAP_V logistic Linear 17 

 

 As métricas estatísticas das RNA selecionadas para as bases de treino e teste podem ser 

observadas na tabela 11. A ANN_local, que considera apenas o DAP como entrada, resultou 

em um desempenho semelhante, quando comparada à equação ajustada pelo método ONLS 

com apenas o DAP como variável independente, com desempenho levemente superior (< 1 %) 

para as métricas RMSE, MAPE, EF e AIC para a base de treino e inferior para o teste (1-5 %). 

 

Tabela 11 – Resumo estatístico das diferentes metodologias de predição de altura avaliadas. 

DATASET MODEL TYPE RMSE MAPE EF BIAS AIC t test 
Overall 

rank 

TRAIN 

(plot=487; 

n=14688) 

non linear fixed ONLS 1,90 13,79 0,6329 0,0000 59783 1,0000 7,00 

gener non linear 

fixed 
ONLS 1,14 8,20 0,8689 0,0158 44852 0,0939 3,56 

non linear mixed MIXED 0,97 7,00 0,9048 0,0005 40207 0,9477 1,00 

gener non linear 

mixed 
MIXED 0,98 7,13 0,9015 0,0095 40696 0,2431 1,97 

ANN_local ANN 1,90 13,72 0,6346 0,0000 59723 0,9994 6,96 

ANN_generalized ANN 1,06 7,67 0,8856 0,0001 42899 0,9715 1,58 

ANN_v ANN 1,62 11,76 0,7322 0,0000 55225 0,9994 5,19 

TEST 

(plot=125; 

n=3806) 

non linear fixed ONLS 1,96 13,66 0,6211 0,2473 15821 0,0000 7,19 

gener non linear 

fixed 
ONLS 1,10 7,73 0,8806 0,0721 11451 0,0001 1,01 
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non linear mixed 

(Fixed) 
MIXED 2,20 15,39 0,5223 0,3137 16698 0,0115 9,00 

gener non linear 

mixed (Fixed) 
MIXED 1,11 7,78 0,8790 0,0518 11501 0,8184 1,00 

ANN_local ANN 2,01 14,37 0,5991 -0,4380 16041 0,0000 8,19 

ANN_generalized ANN 1,34 9,23 0,8225 -0,6770 12974 0,0000 4,34 

ANN_v ANN 1,67 11,74 0,7239 -0,4662 14637 0,0000 5,96 

TEST 

(plot=125; 

n=3806) 

after 

calibration 

non linear mixed 

(Dist. 9) 
MIXED 1,23 7,07 0,8513 -0,0166 13239 0,3125 1,71 

gener non linear 

mixed (Mín.9) 
MIXED 0,98 6,90 0,8598 0,0130 13016 0,4140 1,15 

 

A ANN_generalized, que teve como entradas DAP, Hdom e Dq, foi a melhor alternativa 

dentre as redes e resultou em uma maior diferença, quando comparada à equação genérica 

ajustada pelo método ONLS, com DAP, Hdom e Ddom como variáveis independentes. A 

RNA_ generalized resultou em uma melhora de 6,58%, 6,51%, 1,92%, 99,11% e 4,35% para 

as métricas RMSE, MAPE, EF, BIAS e AIC, respectivamente, para a base de treino e piora de 

21,92%, 19,34%, 6,60%, 1038,90% e 13,30% para RMSE, MAPE, EF, BIAS e AIC, 

respectivamente, para a base de teste. 

Já a ANN_v, que teve como entradas DAP e DAP_V, foi inferior quando comparada à 

equação mista local. A RNA_V resultou em uma piora de cerca de 68%, 68%, 19% e 37% para 

as métricas RMSE, MAPE, EF e AIC, respectivamente, para a base de treino. Comparando com 

a mesma equação sem calibração, aplicada à base de teste, a RNA atingiu melhora de 24%, 

24%, 39% e 12% para RMSE, MAPE, EF e AIC, respectivamente. 

Analisando as distribuições de resíduos das RNA (Figura 7), percebe-se que a 

disposição dos resíduos da ANN_local foi semelhante aos do modelo básico ajustado pelo 

método OLS, concordando com as métricas estatísticas. A ANN_ generalized resultou em uma 

distribuição uniforme para a base de treino mas, contrariamente, para a base de teste resultou 

em uma tendência de superestimação que se manisfesta de forma mais pronunciada conforme 

os valores de altura aumentam. Tais resultados corroboram com as métricas estatísticas, em 

que, de todos os modelos, a RNA_ generalized apresentou o pior resultado de BIAS, indicando 

um viés de superestimação. Já a ANN_V resultou em resíduos simétricos, com disposição mais 

restrita em relação à amplitude dos valores reais, no entanto não houve tendência. 

 

Figura 7 – Distribuição de resíduos para as RNA ajustadas. 
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Fonte: Do autor (2024). 

 

Os coeficientes obtidos a partir dos treinamentos dos três tipos de RNA podem ser 

observados na tabela 12. 

 

Tabela 12 – Coeficientes ajustados para as RNA. 

Node β0 β1 β2 β3 β4 β5 

ANN_local 

Neuron 1 1,6423 -0,8850 - - - - 

Neuron 2 -0,2093 6,1402 - - - - 

Neuron 3 1,4926 -2,9540 - - - - 

Output -0,0335 0,5634 0,1247 -0,3328  - 

ANN_generalized 

Neuron 1 -3,3771 17,3389 -13,8469 4,0253 - - 

Neuron 2 6,1106 -1,5256 -4,8904 -0,5606 - - 

Neuron 3 -1,1331 -6,0705 -0,2003 3,7169 - - 

Neuron 4 -0,2259 1,4297 2,9516 -0,7158 - - 

Neuron 5 3,7880 -15,3048 -12,7891 -0,7530 - - 

Output -0,7988 -0,1089 -2,7279 -1,2573 4,2603 -0,8286 

ANN_v 

Neuron 1 5,3854 35,9018 -22,1109 - - - 

Neuron 2 -0,3797 -0,2629 -2,3960 - - - 

Neuron 3 1,0473 15,9499 -14,1276 - - - 

Neuron 4 0,1320 -0,4278 0,0380 - - - 

Output -0,1174 0,2031 -1,5320 0,3693 0,9556 - 
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Para melhor compreensão sobre a utilização do sistema de equações extraído da RNA, 

realizou-se a exemplificação da utilização do sistema (30-37) para obter a predição de altura a 

partir dos coeficientes obtidos com o treinamento da RNA_local. A arquitetura da RNA_local 

pode ser observada na figura 8. 

 

𝐻 = 𝐻′ ∗ (max(𝐻) − min(𝐻)) + min(𝐻) = 𝐻′ ∗ (22,6 − 2,5) + 2,5 (30) 

𝐻′ = 𝛽0 + 𝛽1 ∗ 𝑧1 + 𝛽2 ∗ 𝑧2 + 𝛽3 ∗ 𝑧3 + 𝜖𝑖

= −0,0335 + 0,5634 ∗ 𝑧1 + 0,1247 ∗ 𝑧2 − 0,3328 ∗ 𝑧3 + 𝜖𝑖 
(31) 

𝑧1 =
1 − 𝑒(−2𝑤1)

1 + 𝑒(−2𝑤1)
 (32) 

𝑧2 =
1 − 𝑒(−2𝑤2)

1 + 𝑒(−2𝑤2)
 (33) 

𝑧3 =
1 − 𝑒(−2𝑤3)

1 + 𝑒(−2𝑤3)
 (34) 

𝑤1 = 𝛽0.1 + 𝛽1.1 ∗ 𝐷𝐴𝑃𝑖
′ = 1,6423 − 0,8850 ∗ 𝐷𝐴𝑃𝑖

′ (35) 

𝑤2 = 𝛽0.2 + 𝛽1.2 ∗ 𝐷𝐴𝑃𝑖
′ = −0,2093 + 6,1402 ∗ 𝐷𝐴𝑃𝑖

′ (36) 

𝑤3 = 𝛽0.3 + 𝛽1.3 ∗ 𝐷𝐴𝑃𝑖
′ = 1,4926 + −2,9540 ∗ 𝐷𝐴𝑃𝑖

′ (37) 

Onde H’ é a altura total normatizada, β0 é o bias, β1-3 são os coeficientes associados com os neurônios 

1-3, respectivamente, β0-1.1-3 são os coeficientes entre a variável de entrada DAP e o neurônio n, zn  é a 

resposta do n-ésimo neurônio da camada oculta após transformação pela função de ativação, w1-3 são as 

somas dos produtos entre as variáveis de entrada (DAP) e seus respectivos pesos do n-ésimo neurônio. 

 

Figura 8 – Estrutura e parâmetros da RNA_local em forma gráfica. 
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Onde D é o diâmetro a 1,3 m do solo e H a altura total das árvores. 

Fonte: Do autor (2024). 

 

3.6 Avaliação geral 

 

O resumo estatístico de todas as metodologias avaliadas para bases de treino e teste pode 

ser observado na Tabela 11. É possível notar que, na fase de ajuste, a modelagem mista dos 

modelos local e genérico foi a que apresentou os melhores resultados juntamente com a 

ANN_generalized. Já para a base de teste, as melhores abordagens foram o modelo genérico 

misto sem calibração e os modelos genérico e local, com calibrações incluindo as nove menores 

árvores e a outra incluindo nove árvores, de acordo a distribuição diamétrica, respectivamente. 

Estas foram as únicas abordagens que não resultaram em predições significativamente 

diferentes dos valores reais, de acordo com o teste t. Embora o modelo genérico de apenas 

efeitos fixos tenha resultado em um bom valor no ranking e uma distribuição semelhante ao 

modelo genérico de efeito misto, ele apresentou predições significativamente diferentes dos 

valores observados. 

Resumindo, a inclusão das covariáveis a nível de UA resultaram em uma grande 

melhora na precisão dos modelos, sendo que os melhores desempenhos foram todos alcançados 

com a inclusão dessas variáveis e/ou o efeito aleatório a nível de UA, porém, das técnicas 

utilizadas, apenas os modelos de efeitos mistos foram capazes de resultar em predições 

estatisticamente semelhante aos valores reais para as bases de treino e teste. 

Mixed Generalized Ratkowsky (Fixed),  Mixed Generalized Ratkowsky (Min. 9) e 

Mixed local Ratkowsky (Dist. 9) foram os que resultaram nos melhores desempenhos, com 

resultados adequados para a estimação da altura total. Todas estas alternativas apresentaram 

distribuições de resíduos homogêneas entorno de zero e com distribuições semelhantes à normal 

(Figuras 8 e 9) tanto para a base de treino quanto de teste. Além disso, os valores de altura total 
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observados foram comparados, graficamente (Figura 10), com os valores preditos por estas 

alternativas e confirmaram a qualidade dos ajustes. 

 

Figura 8 – Dispersão e distribuição de resíduos das melhores metodologias avaliadas. 

 

Fonte: Do autor (2024). 

 

Figura 9 – Distribuição de frequência dos resíduos das melhores metodologias avaliadas. 
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Fonte: Do autor (2024). 

 

Figura 10 – Gráficos de valores observados versus preditos das melhores metodologias 

avaliadas. 
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Fonte: Do autor (2024). 
  



81 

 

4 DISCUSSÃO 

 

A partir da estatística paramétrica dos modelos, é possível perceber que todas as 

equações ajustadas possuem todos o seus parâmetros significativos, indicando que essas 

equações são capazes de descrever a variabilidade da altura total a partir do DAP (Sanquetta et 

al., 2014). 

Os resultados do presente estudo indicaram que, dentre os modelos não lineares 

ajustados pelo método ONLS utilizando apenas o DAP como variável preditora, modelo de 

Ratkowsky (1990) foi o mais adequado para a predição da altura total das árvores de Pinus 

caribaea var. hondurensis na faixa de idades avaliada. Quando apenas o DAP é utilizado como 

variável independente para predição da altura total de árvores, o erro percentual, associado com 

as predições, normalmente varia entre 10% e 20% (Long et al. 2020), como foi observado no 

presente estudo. 

Os resultados aqui encontrados também apontam uma maior eficiência de todas as 

equações quando comparadas a estudos anteriores para o gênero Pinus (Cerqueira et al., 2017; 

Rodrigues et al., 2017). Esses resultados são consistentes, uma vez que, de modo geral, a 

relação entre altura e diâmetro tende a uma forma assintótica, com a altura restringida a um 

limite superior enquanto o diâmetro não (Niklas, 1995) e, contrastando com os trabalhos 

citados, todas as cinco equações não lineares ajustadas no presente estudo são capazes de 

descrever este comportamento. Além disso, modelos não lineares frequentemente resultam em 

melhores ajustes hipsométricos quando comparados aos modelos lineares com o mesmo 

número de parâmetros (Huang et al., 1992). 

A melhora de desempenho a partir da inclusão das variáveis a nível de UA na equação 

selecionada foi nítida. Esse comportamento é esperado uma vez que a adição dessas variáveis 

é capaz de contribuir para a explicação da variabilidade dentro da UA (Ogana et al., 2020). Nos 

estudos de Crecente-Campo et al. (2010) e Uzoh (2017), os autores recomendaram a adição de 

variáveis a nível de UA para aumentar a eficiência da modelagem da relação hipsométrica. 

Sánchez et al. (2003), Canga-Libano et al. (2009) e Santiago-García et al. (2020), estudando 

espécies do gênero Pinus, recomendaram a inclusão do diâmetro dominante e altura dominante, 

assim, como no presente estudo. Os autores também ressaltaram que estas são variáveis que 

não demandam esforços extras para coleta, uma vez que são variáveis já comumente 

mensuradas nas rotinas dos inventários florestais. 

A inclusão dos parâmetros de efeito aleatório resultou em melhoras significativas dos 

modelos local e genérico em todas as estruturas avaliadas, indicando a importância da 
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modelagem mista para o aumento da qualidade dos modelos. Esses resultados estão de acordo 

com a literatura, onde já foi constatado que, normalmente, os modelos de efeito misto resultam 

em melhor desempenho quando comparados aos ajustes pelo método OLS (Temesgen et al., 

2008). De acordo Uzoh (2017), a combinação de ambos efeitos fixos, que descrevem o 

comportamento de toda a população, e aleatórios, que fornecem informações a nível de UA, é 

responsável pelo aumento na qualidade desses modelos. Além disso, a inclusão dos efeitos 

aleatórios específicos para cada UA permite que as equações superem a falta de independência 

entre as observações, provenientes da estrutura hierárquica dos dados (árvores nas UA) 

(Crecente-Campo et al., 2010). 

Além da modelagem mista, no presente estudo, foi avaliada a melhor alternativa de 

calibração, considerando a quantidade e tamanho das árvores presentes na subamostra de 

calibração, sendo as árvores de tamanho variado e as menores árvores as melhores alternativas, 

para os modelos local e genérico, respectivamente, sendo exigidas nove árvores por parcela em 

cada. 

Embora não exista um concenso sobre o número de alturas ou a estratégia de calibração 

a ser utilizada para calibrar as equações hipsométricas, diferentes pesquisas já avaliaram este 

tema (Calama; Montero, 2004; Temesgen et al., 2008; Ciceu et al., 2020). No presente trabalho, 

para todas as estratégias testadas, o aumento do número de árvores amostradas resultou em um 

aumento na precisão das predições,  concordando com os resultados encontrados por Ciceu et 

al. (2020).  

Além do número de árvores utilizadas para a calibração das equações, quais árvores 

devem ser selecionadas é um fator que influencia diretamente a qualidade das predições. Dessa 

forma, no presente estudo, a amostragem aleatória foi desconsiderada, uma vez que, estudos 

anteriores têm mostrado que o tamanho das árvores amostradas influencia a qualidade das 

calibrações (Calama; Montero, 2004). Corroborando com esses retultados, as alternativas de 

calibração testadas neste estudo, que diferiram no tamanho das árvores amostradas, resultaram 

em precisões diferentes e, para o modelo local misto, as subamostras contendo árvores de mais 

de uma classe de tamanho resultaram em desempenho superior quando comparadas com as de 

apenas uma classe. Um comportamento semelhante também foi reportado nos estudos de 

Castedo-Dorado et al. (2006) e Bronisz e Mehtätalo (2020), destacando a importância do 

tamanho das árvores para o processo de calibração. 

Os resultados superiores de EF e AIC resultantes da utilização de apenas os parâmetros 

fixos do modelo genérico misto pode indicar uma influência do grande número de parâmetros 

utilizados quando os efeitos aleatórios são considerados, uma vez que essas métricas 
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penalizaram a quantidade de parâmetros. Desse modo, a grande capacidade de predição 

utilizando apenas os efeitos fixos da equação genérica mista, representada pelas predições 

estatisticamente iguais aos valores observados, pode indicar que apenas a inclusão das variáveis 

a nível de parcela (diâmetro dominante e altura dominante) pode ser suficiente para obtenção 

de resultados personalizados por UA com alta precisão. A inclusão do diâmetro dominante pode 

representar o nível de competição na UA (Castedo-Dorado et al., 2006), enquanto que a altura 

dominante reflete a produtividade e é pouco afetada pela densidade do plantio dentro de um 

amplo intervalo de densidades (Skovsgaard; Vanclay, 2008). Além disso, para obtenção da 

altura dominante, poucas medidas adicionais são necessárias. 

A RNA que considerou apenas o DAP como entrada foi inferior à equação ajustada pelo 

método ONLS com apenas o DAP como variável independente em relação às predições para a 

base de teste. Esses resultados concordam com os de Castaño-Santamaría et al. (2013), onde os 

autores reportaram um desempenho inferior da RNA quando comparada ao método ONLS. 

Porém, considerando a base de treino, a RNA_local resultou em desempenho levemente 

superior, indicando que a RNA pode ser comparável com a equação de regressão ONLS, como 

sugerido por Özçelik et al. (2013). Além disso, discordando do presente estudo, o autor reportou 

que a RNA contendo a medida de variância do DAP foi superior à equação genérica ajustada 

pelo método ONLS contendo o diâmetro e altura dominantes. Ainda, contrastando com os 

resultados de Karatepe et al. (2022), a RNA contendo DAP, diâmetro e altura dominantes, 

quando aplicada a base de teste, resultou em predições não estatisticamente iguais aos valores 

observados e houve a presença de tendência, indicando uma baixa capacidade generalização. 

Esperava-se que as RNA genéricas seriam capazes de gerar resultados satisfatórios e 

pudessem ser facilmente aplicadas a novas parcelas, uma vez que necessitariam apenas das 

informações de diâmetros e altura dominante. No entanto, os resultados apontaram dificuldades 

de ajuste e predições contendo viés. Embora uma função não precise ser especificada, a função 

de ativação, número de camadas ocultas e neurônios por camada devem ser cuidadosamente 

escolhidos, pois diferentes estruturas podem resultar em grande diferença na qualidade das 

predições (Aertsen et al., 2010; Leduc et al., 2001). Além disso, mesmo havendo diferentes 

estratégias para guiar a seleção da melhor estrutura (Silva; Spatti; Flauzino, 2010; Júnior et al. 

2020; Sahin et al., 2023), a seleção necessita da avaliação de diversas opções por tentativa e 

erro, levando à necessidade de um grande esforço de modelagem para otimização da acurácia 

e capacidade de generalização da RNA. 

Na literatura, frequentemente as RNA são descritas como “blackbox technique”, devido 

à presença de camadas ocultas e a não linearidade das funções de ativação (Aertsen et al., 2010), 
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porém a estrutura das RNA pode sim ser interpretada, uma vez que é composta pelas 

combinações de funções e parâmetros ajustados (pesos) que, resultam em uma equação definida 

a partir da estrutura da RNA e, se analisada de forma mais detalhada, pode ter seu 

comportamento interpretado, podendo fornecer informações valiosas, uma vez que as RNA são 

capazes de extrair características não explícitas a partir dos dados fornecidos para o seu 

treinamento (Özçelik et al., 2013). A extração dos coeficientes das RNA não é uma prática 

comum entre os trabalhos de mensuração florestal (Thanh; Tien; Shen, 2019; Socha; Netzel; 

Cywicka, 2020), limitando a aplicabilidade das equações ajustadas. No entanto, no presente 

estudo, assim como em trabalhos recentes (Dantas et al., 2020; Costa et al., 2022; Dantas et al., 

2024) foi realizada a extração das equações provenientes do treinamento das RNA, onde os 

seus coeficientes são apresentados. 

Predições imprecisas das alturas das árvores pode prejudicar seriamente as estimações 

do estoque de carbono. Dessa forma, equações hipsométricas acuradas são fundamentais para 

quantificação de volume e biomassa das florestas (Kearsley et al., 2013; Cui, et al., 2022). Além 

disso, equações hipsométricas são essenciais para a compreensão da estrutura de várias relações 

que afetam o desenvolvimento de ecossistemas florestais (Peng et al. 2001; Özçelik et al. 2013). 

Dessa forma, os resultados do presente estudo foram capazes de contribuir com o 

desenvolvimento de equações hipsométricas capazes de fornecer predições confiáveis e 

personalizadas a nível de parcela para plantios de Pinus caribaea var. hondurensis. 
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5 CONCLUSÃO 

 

Dentre as equações não lineares avaliadas nesse estudo, a equação de Ratkowsky (1990) 

foi a mais adequada e possui comportamento capaz de explicar a interação entre altura e 

diâmetro das árvores de Pinus caribaea var. hondurensis. 

A inclusão dos atributos altura dominante e diâmetro dominante associados aos 

parâmetros 𝛽0 e 𝛽1, respectivamente, resultou em uma melhora nítida das predições do modelo 

Ratkowsky (1990), sendo recomendada a inclusão dessas variáveis na modelagem da relação 

hipsométrica de Pinus caribaea var. hondurensis sob condições semelhantes ao do presente 

estudo. 

A inclusão de efeitos aleatórios, combinada com a calibração utilizando 9 árvores 

distribuídas em diferentes classes diamétricas por UA, foi capaz de aumentar significativamente 

o desemprenho do modelo Ratkowsky (1990) local, resultando em predições significativamente 

iguais aos valores observados. A utilização dessa técnica implica em uma redução do número 

de alturas mensuradas por UA, quando comparada aos inventários tradicionais, onde se costuma 

medir cerca de 30% das alturas presentes na UA. 

A adição dos efeitos aleatórios ao modelo Ratkowsky (1990) genérico foi capaz de gerar 

predições satisfatórias sem a necessidade de calibração quando aplicada à base de teste, 

indicando assim a importância da inclusão de variáveis a nível de UA. Além disso, uma vez 

que essas variáveis já são comumente obtidas nas rotinas de inventário, essa é uma estratégia 

viável e conveniente para o aumento da precisão das predições de altura total. 

Os modelos de redes neurais artificiais não foram capazes de superar os modelos ONLS 

genéricos nem a modelagem mista e, também, resultaram em uma generalização de predições 

com viés, não sendo assim recomendadas para a base de dados em estudo. Dessa forma, há a 

necessidade de estudo mais aprofundados sobre a otimização de estratégias para a escolha da 

estrutura mais adequada das redes e interpretação de seus parâmetros ajustados. 
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RESUMO 

 

O presente estudo desenvolveu e analisou funções de afilamento/taper baseadas em técnicas de 

modelagem mista e redes neurais artificiais para povoamentos de Pinus caribaea var. caribaea, 

Pinus caribaea var. hondurensis e Pinus oocarpa. Os dados utilizados no presente estudo foram 

coletados em plantios de situados no município de Nova Ponte, Minas Gerais. Foram utilizados 

dados provenientes da cubagem rigorosa de 485 árvores de pinus. A base de dados foi separada 

em treino (80%) e teste (20%). Para descrever o perfil individual das árvores, por meio dos 

modelos mistos, foi incorporada, ao modelo selecionado por espécie, a variabilidade entre 

árvore, onde foram consideradas todas as combinações possíveis de um e dois parâmetros 

aleatórios. Além isso, a estrutura de erro autoregressiva contínua de primeira ordem CAR(1) 

foi adicionada para obtenção de estimativas sem viés dos parâmetros e as predições calibradas 

foram obtidas e avaliadas para diferentes alternativas de amostragem e diferentes tamanhos das 

subamostras dentro de cada árvore da base de teste. Modelos de redes neurais artificiais também 

foram desenvolvidos para estimar os diâmetros a qualquer altura dos fustes neste estudo, onde 

avaliou-se diferentes configurações de parâmetros. O desempenho dos diferentes tipos de 

modelos testados foi avaliado com base na raiz do erro quadrático médio (RMSE), erro médio 

absoluto percentual (MAPE), desvio médio (BIAS), índice de eficiência do modelo (EF) e  

Critério de informação de Akaike (AIC). Para comparação dos modelos mistos entre si, foi 

utilizado o critério de Informação de Akaike (AIC), o critério Bayesiano de Schwarz (BIC), o 

logaritmo da verossimilhança maximizada (LogLik) e o teste da razão de verossimilhança 

(MLRT). Também, gráficos de distribuição dos resíduos foram construídos para auxiliar na 

avaliação dos modelos avaliados. Por fim, testes de médias foram aplicados, comparando os 

valores observados com os preditos. Além disso, os valores preditos de volume total também 

foram obtidos e avaliados com os mesmos critérios utilizados para as predições de diâmetro. A 

equação de forma variável de Kozak (2004) foi a alternativa mais adequada dentre as técnicas 

de regressão avaliadas e, com a adição de parâmetros de efeito aleatório e estrutura de erro 

autoregressiva contínua de primeira ordem houve melhoras significativas, tornando os modelos 

mais coerentes com a natureza dos dados. Após a calibração das equações, os modelos 

resultaram em predições de diâmetro ao longo do fuste e volume total estatisticamente iguais 

aos valores observados para as espécies Pinus caribaea var. caribaea e Pinus oocarpa. As redes 

neurais artificiais promoveram resultados satisfatórios de diâmetro ao longo do fuste e volume 

total para a espécie Pinus caribaea var. hondurensis, com valores preditos não diferindo 

estatisticamente dos observados. O comportamento dos resíduos ao longo do fuste e a avaliação 

da propagação do erro para as predições volumétricas devem ser considerados na escolha do 

modelo de afilamento para uma seleção mais adequada. Além disso, recomenda-se a adição de 

outros atributos a nível de parcela, a fim de melhorar a representação do afilamento dos fustes 

das árvores, desde que a coleta destas não comprometam a viabilidade das operações de 

inventário florestal. 

 

Palavras-chave: Efeito aleatório; Aprendizagem de máquina; Kozak; Equação taper. 
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ABSTRACT 

 

The present study developed and analyzed functions based on mixed modeling techniques and 

artificial neural networks for Pinus caribaea var. caribaea, Pinus caribaea var. hondurensis 

and Pinus oocarpa. The data used in the present study were collected in plantations located in 

the municipality of Nova Ponte, Minas Gerais. Data from the rigorous cubing of 485 pine trees 

were used. The database was separated into training (80%) and testing (20%). To describe the 

individual profile of the trees, through mixed models, the variability between trees was 

incorporated into the model selected by species, where all possible combinations of one and 

two random parameters were considered. Furthermore, the first-order continuous 

autoregressive error structure CAR(1) was added to obtain unbiased parameter estimates and 

calibrated predictions were obtained and evaluated for different sampling alternatives and 

different subsample sizes within each tree in the testing database. Artificial neural network 

models were also developed to estimate the diameters at any height of the stem in this study, 

where different parameter configurations were evaluated. The performance of the different 

types of models tested was evaluated based on root mean square error (RMSE), mean absolute 

percentage error (MAPE), mean deviation (BIAS), model efficiency index (EF), and Akaike 

Information Criterion (AIC). To compare the mixed models with each other, the Akaike 

Information Criterion (AIC), the Schwarz Bayesian Criterion (BIC), the maximized logarithm 

of likelihood (LogLik), and the likelihood ratio test (MLRT) were used. Also, residual 

distribution graphs were constructed to assist in the evaluation of the evaluated models. Finally, 

mean tests were applied, comparing the observed values with the predicted ones. Furthermore, 

the predicted total volume values were also obtained and evaluated with the same criteria used 

for diameter predictions. The variable form equation of Kozak (2004) was the most appropriate 

alternative among the regression techniques evaluated and, with the addition of random effect 

parameters and continuous first-order autoregressive error structure, there were significant 

improvements, making the models more coherent with the nature of the data. After calibrating 

the equations, the models resulted in predictions of diameter along the stem and total volume 

statistically equal to the values observed for the species Pinus caribaea var. caribaea and Pinus 

oocarpa. Artificial neural networks provided satisfactory results for diameter along the stem 

and total volume for the species Pinus caribaea var. hondurensis, with predicted values not 

statistically different from those observed. The behavior of residues along the stem and the 

evaluation of error propagation for volumetric predictions must be considered when choosing 

the tapering model for a more appropriate selection. Furthermore, it is recommended to add 

other attributes at the plot level, to improve the representation of the tapering of tree boles, if 

their collection does not compromise the viability of forest inventory operations. 

 

Keywords: Random effect; Machine learning; Kozak; Taper equation. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

Medidas de volume de árvores acuradas é essencial para a descrição de plantios 

comerciais. Para a determinação do volume é necessária a disponibilidade de informações 

provenientes de métodos de amostragem a nível de árvore. No entanto, esse processo possui 

alto custo, devido à demanda de tempo e investimento de mão de obra (Schikowski et al., 2018). 

Uma alternativa de uso muito frequente na área florestal para estimação deste atributo está 

relacionada à utilização de métodos indiretos como equações volumétricas e de afilamento. As 

equações de afilamento desempenham um papel muito importante em inventários florestais e 

projeções de crescimento, assim como no próprio planejamento florestal. A partir dessas 

equações é possível obter informações relevantes para nortear a tomada de decisões nos níveis 

individual de árvore e da floresta (Trincado; Burkhart, 2006; Salekin et al., 2021).  

As funções de afilamento permitem modelar a redução do diâmetro do fuste em função 

do aumento da altura ao longo do tronco da árvore. Isso possibilita a predição do diâmetro a 

qualquer altura ao longo do fuste, permitindo assim a obtenção de volumes comerciais para 

qualquer tamanho de seção e diâmetro mínimo desejado. Dessa forma, é possivel realizar o 

sortimento dos multiprodutos da floresta e otimizar a destinação destes produtos, maximizando 

assim a receita econômica dos empreendimentos florestais. Além disso, essas equações também 

possuem aplicabilidade em estudos da qualidade do fuste, modelagem da alocação de carbono 

em diferentes porções do tronco das árvore e, também, na avaliação de impactos de tratamentos 

silviculturais na forma do fuste (Fonweban et al. 2011). 

Ao longo das últimas décadas, equações de afilamento têm sido intensivamente 

estudadas ao redor do mundo. Consequentemente, diversas funções têm sido desenvolvidas e 

aperfeiçoadas, permitindo o ganho de flexibilidade e aplicabilidade para diversas espécies 

comerciais (Pinus, Eucalyptus, Tectona) (Li et al., 2012; Stefanello et al., 2021; Hirigoyen et 

al., 2021; Rocha et al., 2022; Santos et al., 2023).  

A modelagem por meio da análise de regressão é o método de estimação de parâmetros 

mais utilizado no desenvolvimento de equações de afilamento (Kozak, 2004; Amarioarei et al., 

2020; Liu et al., 2020). No entanto, as inferências estatísticas a partir de equações de regressão 

não linear deve obedecer pressuposições como homocedasticidade da variância e ausência de 

autocorrelação dos resíduos e, nos estudos florestais, essas pressposições são raramente 

atendidas nas aplicações práticas (Sandoval; Acuña, 2022). 

Os dados utilizados para a construção das equações de afilamento do fuste possuem 

medidas repetidas de diâmetro na mesma árvore em diferentes alturas, conferindo a esses dados 
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uma estrutura hierárquica onde espera-se a presença de correlação. Dessa forma, a 

pressuposição de independência do erro exigidas pelos métodos da regressão clássica são 

violadas, levando à erros na estimação dos parâmetros (Yang et al., 2009). A técnica de modelos 

de efeito misto têm sido testada para modelagem do afilamento do fuste. Esses modelos são 

uma alternativa eficiente de lidar com estruturas hierárquicas e medidas repetidas, permitindo 

assim uma estimativa mais confiável dos parâmetros (Zhang et al., 2021).  

Além da modelagem mista, técnicas de aprendizagem de máquinas, como as redes 

neurais artificiais (RNA) têm sido cada vez mais estudadas na área florestal, uma vez que elas 

podem resultar em boas predições sem a necessidade de atender pressupostos estatísticos. As 

RNA também se destacam por serem comparáveis às técnicas tradicionais de modelagem 

estatística e por possuírem grande capacidade de lidar com relações não lineares complexas 

entre variáveis, o que não pode ser obtido com modelos de regressão, onde uma função não 

linear apropriada deve ser encontrada previamente (Lecun et al., 2015; Özçelik et al., 2010). 

Em um levantamento realizado por Terra et al. (2020), dos trabalhos realizados em 

plantios brasileiros de Pinus, os modelos predominantemente utilizados são os modelos de 

Hradetzky (1976) e Schöepfer (1966), evidenciando a necessidade de estudos considerando 

outros tipos de modelos e técnicas. Desse modo,  a fim contribuir com informações sobre 

técnicas mais eficientes para a modelagem do perfil do fuste de árvores comerciais no Brasil, o 

presente estudo desenvolveu e analisou funções baseadas em técnicas de modelagem mista e 

redes neurais artificiais para povoamentos de Pinus caribaea var. caribaea, Pinus caribaea var. 

hondurensis e Pinus oocarpa localizados na região sudeste do país. 
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2 MATERIAL E MÉTODOS 

 

2.1 Caracterização da área de estudo 

 

Os dados utilizados neste estudo foram obtidos a partir de plantios de pinus pertences à 

empresa Caxuana, localizada no município de Nova Ponte, Minas Gerais (Figura 1). O local 

possui uma precipitação média anual de 1.520, temperatura média anual de 22,2 °C, altitude 

média de 980 m e umidade relativa média igual a 51%. Além disso, o relevo é, 

predominantemente, plano a suave ondulado e os solos são dos tipos LATOSSOLO Vermelho 

escuro e LATOSSOLO Vermelho-amarelo (Horle et al., 2010). 

 

Figura 1 – Mapa de localização do município de Nova Ponte, MG. 

 
Fonte: Do autor (2024). 

 

2.2 Base de dados 

 

Foram utilizados dados provenientes da cubagem rigorosa de 139, 206 e 140  árvores 

de Pinus caribaea var. caribaea (PCC), Pinus caribaea var. hondurensis (PCH) e Pinus 

oocarpa (PO), respectivamente, com idade entre 8 e 30 anos e com espaçamento inicial de 3 x 

2 metros. Na cubagem foram medidos, com o auxílio de suta, diâmetros com casca nas alturas 

relativas de 0,5%; 1%; 5%; 10%; 15%; 25%; 35%; 45%; 55%; 65%; 75%; 85% e 95% da altura 
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total da árvore, diâmetro a 1,30 m de altura do solo (DAP) e a altura total (HT) de todas as 

árvores cubadas. 

De posse dos dados, a presença de medidas anormais foi avaliada visualmente por meio 

de gráficos de altura versus diâmetro ao longo do fuste para todas as árvores. As anomalias 

foram corrigidas, se fossem consideradas como erros de medição ou de anotações de campo, 

ou removidas, se fossem consideradas como deformações causadas pela presença de nós ou 

outros tipos de defeitos severos no fuste. Também, foi realizada a distribuição de frequência de 

indivíduos por classe diamétrica por espécie, onde foram definidas quatro classes diamétricas 

(Figura 2), sendo os valores das classes diamétricas representados pelo limite superior de cada 

classe. Além disso, o volume total de cada indivíduo foi calculado a partir da soma dos volumes 

de todas as seções, realizado pelo método de Smalian. Os valores de diâmetro relativo (diâmetro 

com casca / DAP) e altura relativa (altura da seção / HT) foram calculados (Figura 3). Os 

gráficos de dispersão dos dados de volume total em função do DAP e HT podem ser observados 

na Figura 4. 

 

Figura 2 – Distribuições diamétricas das espécies Pinus caribaea var. caribaea (PCC), Pinus 

caribaea var. hondurensis (PCH) e Pinus oocarpa (PO). 

 
Fonte: Do autor (2024). 

 

Figura 3 – Descrição dos fustes das espécies Pinus caribaea var. caribaea (PCC), Pinus 

caribaea var. hondurensis (PCH) e Pinus oocarpa (PO). 
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Fonte: Do autor (2024). 

 

Figura 4 – Gráfico de distribuição do volume total em função do DAP e altura total para as 

espécies Pinus caribaea var. caribaea (PCC), Pinus caribaea var. hondurensis (PCH) e Pinus 

oocarpa (PO). 

 
Fonte: Do autor (2024). 
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A base de dados foi separada em 80% para a base de treino/ajuste e 20% para a base de 

teste, de modo que a seleção das árvores ocorreu de forma proporcional por classe diamétrica 

para as três espécies e, quando uma árvore foi selecionada, todas as suas medidas ao longo do 

fuste foram incluídas também, de modo a preservar a estrutura de correlação das medidas 

repetidas. A estatística descritiva dos dados pode ser observada na Tabela 1.



103 

 

Tabela 1 – Medidas de dispersão e variabilidade das principais variáveis dendrométricas utilizadas no presente estudo. 

    TRAIN (trees =342, n = 5145)   TEST (trees =143, n = 2130) 

Species Variable n Min. Max. Mean Std. Dev. CV (%)   n Min. Max. Mean Std. Dev. CV (%) 

PCC 

di (cm) 

1470 

1,27 44,88 15,11 8,19 54,23  

615 

1,59 46,15 15,09 7,76 51,45 

DBH (cm) 7,64 39,47 20,59 6,04 29,32  11,78 36,92 20,58 4,89 23,77 

TH (m) 11,10 26,80 19,95 3,01 15,09  14,50 25,40 19,74 2,38 12,07 

Volume (m³) 0,0242 1,3183 0,3543 0,2467 69,64   0,0734 1,1789 0,3315 0,2087 62,97 

PCH 

di (cm) 

2190 

0,95 47,75 15,61 8,60 55,11   

900 

1,27 49,34 15,61 8,50 54,43 

DBH (cm) 7,96 41,70 21,45 6,39 29,79  7,64 40,43 21,24 6,31 29,72 

TH (m) 10,20 28,40 19,97 3,16 15,84  11,70 26,10 20,22 3,10 15,33 

Volume (m³) 0,0275 1,4763 0,3795 0,2746 72,37   0,0286 1,3147 0,3869 0,2729 70,54 

PO 

di (cm) 

1485 

1,27 48,38 16,14 8,85 54,82   

615 

1,27 48,38 17,09 9,06 53,00 

DBH (cm) 9,23 42,65 22,27 6,77 30,38  10,82 39,79 23,49 6,32 26,93 

TH (m) 10,40 28,60 19,58 3,26 16,62  14,10 29,00 20,07 3,21 16,01 

Volume (m³) 0,0328 1,9027 0,4069 0,3253 79,96   0,0640 1,5295 0,4581 0,3225 70,39 
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2.3 Funções de afilamento 

 

Dentre as diversas técnicas estatísticas de modelagem aplicadas à descrição do perfil do 

fuste, pode-se citar (i) Modelos Polinomiais (Schöepfer  1966; Bruce et al., 1968; Hradetzky, 

1976), (ii) Modelos Segmentados (Max; Burkhart, 1976; Parresol et al., 1987; Clark et al., 

1991; Fang et al., 2000), (iii) Modelos Sigmoidais (Ormerod, 1973; Guimarães; Garcia, 1992), 

(iv) Modelos Compatíveis (Demaerschalk, 1972), (v) Modelos de Forma Variável Altamente 

Flexível (Bi, 2000; Kozak, 2004) e (vi) Modelos de razão entre volumes (Amateis et al., 1987). 

Neste estudo, oito equações de afilamento foram avaliadas, para cada espécie, por meio de 

regressão linear e não linear, contemplando as técnicas i, ii, iii, iv e v (Tabela 2). 

 

Tabela 2 – Oito funções de afilamento do fuste e suas respectivas expressões matemáticas. 

Model Expression 

Shöepfer (1996) 
𝑑𝑖𝑗

𝐷𝑖

= 𝛽0 + 𝛽1(𝑍) + 𝛽2(𝑍)2 + 𝛽3(𝑍)3 + 𝛽4(𝑍)4 + 𝛽5(𝑍)5 + ɛ𝑖𝑗  

Hradetzy (1976) 
𝑑𝑖𝑗

𝐷𝑖

= 𝛽0 + 𝛽1(𝑍)𝑝1 + 𝛽2(𝑍)𝑝2 + ⋯+ 𝛽𝑛(𝑍)𝑝𝑛 + ɛ𝑖𝑗  

Max and Burkhart (1976) 

(
𝑑𝑖𝑗

𝐷𝑖

)

2

= 𝛽1(𝑍 − 1) + 𝛽2((𝑍)2 − 1) + 𝛽3(𝑎1 − 𝑍)2𝐼1 + 𝛽4(𝑎2 − 𝑍)2𝐼2 + ɛ𝑖𝑗 

𝐼1 = {
1 𝑠𝑒  𝑍 ≤ 𝑎1

0 𝑠𝑒  𝑍 > 𝑎1
 𝐼2 = {

1 𝑠𝑒  𝑍 ≤ 𝑎2

0 𝑠𝑒  𝑍 > 𝑎2
 

 

Parresol (1987) 

(
𝑑𝑖𝑗

𝐷𝑖

)

2

= (1 − 𝑍)2(𝛽1 + 𝛽2(1 − 𝑍))

+ ((1 − 𝑍) − 𝑎0)
2
{𝛽3 + 𝛽4((1 − 𝑍) + 2𝑎0)}𝐼 + ɛ𝑖𝑗 

𝐼 = {
1 𝑠𝑒  1 − 𝑍 ≥ 𝑎0

0 𝑠𝑒  1 − 𝑍 < 𝑎0
 

 

Ormerod (1973) 
𝑑𝑖𝑗

𝐷𝑖

= [
𝐻𝑖 − ℎ𝑖𝑗

𝐻𝑖 − 1,3
]

𝛽1

+ ɛ𝑖𝑗  

 

Modified Ormerod (1992) 

𝑑𝑖𝑗

𝐷𝑖

= {𝑒
[1−𝑒

(1,3−ℎ𝑖𝑗)]
}

𝛽1

[
𝐻𝑖 − ℎ𝑖𝑗

𝐻𝑖 − 1,3
]

𝛽2

+ ɛ𝑖𝑗  

 
 

Demaerschalk (1972) 
𝑑𝑖𝑗

𝐷𝑖

= 𝛽1𝐷𝑖
𝛽2(𝐻𝑖 − ℎ𝑖𝑗)

𝛽3
𝐻𝑖

𝛽4 + ɛ𝑖𝑗 

 



105 

 

Kozak (2004) 𝑑𝑖𝑗

𝐷𝑖

= 𝛼0𝐷𝑖
𝛼1𝐻𝑖

𝛼2𝑋

[𝛽1𝑍4+𝛽2(
1

exp(
𝐷𝑖
𝐻𝑖

)
)+𝛽3𝑋0,1+𝛽4(

1
𝐷𝑖

)+𝛽5𝐻𝑖
𝑄+𝛽6𝑋]

+ ɛ𝑖𝑗 

 

Onde 𝑝1 − 𝑝𝑛 = expoente variando de 0,004 a 25. 𝑋 =

(1−(
ℎ𝑖𝑗

𝐻𝑖
)

1
3
)

1−𝑞
1
3

, 𝑄 = (1 − 𝑍
1

3) , 𝑍 =
ℎ𝑖𝑗

𝐻𝑖
, 𝑞 =

1,3

𝐻𝑖
; 

𝛼0 − 𝛼2 𝑒  𝛽0 − 𝛽6 são os parâmetros a serem estimados; 𝑞 é a altura relativa onde as árvores mudam 

de neilóide para parabolóide, ou ponto de inflexão. 

 

Os expoentes testados para o modelo de Hradetzky (1976), após uma análise prévia, 

foram 0,004; 0,005; 0,006; 0,007; 0,008; 0,009; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9; 1; 2; 3; 

4; 5; 6; 7; 8; 9; 2; 21; 22; 23; 24 e 25. O método “Stepwise” foi aplicado para a seleção das 

variáveis preditoras do modelo. 

As equações de estrutura linear foram ajustadas com o auxílio da função lm(), enquanto 

as de estrutura não linear foram ajustadas com auxílio da função nls() e o método “Stepwise” 

por meio da função step(), todas do pacote stats. Para os modelos não lineares, foi utilizado o 

algoritmo de Gauss-Newton. 

O modelo de melhor desempenho por espécie foi selecionado e a este foi aplicada a 

modelagem mista, considerando o nível individual de árvore como fonte de variabilidade. 

 

2.4 Modelos de efeitos mistos 

 

Para descrever o perfil individual das árvores, por meio dos modelos mistos, foi 

incorporada, ao modelo selecionado anteriormente, a variabilidade entre árvore. O diâmetro da 

𝑗-ésima seção na 𝑖-ésima árvore será modelado como: 

𝑑𝑖𝑗 = 𝑓(𝜷𝒊𝒋, ℎ𝑖𝑗 , 𝐷𝑖 , 𝐻𝑖) + 𝜀𝑖𝑗 , (1) 

𝑖 = 1,… ,𝑀, 𝑗 = 1,… , 𝑛𝑖 , (2) 

𝜀𝑖𝑗~𝑁(0, 𝜎𝜀
2) (3) 

Onde 𝜷𝒊𝒋 é um vetor de 𝑝 árvores e possíveis parâmetros específicos por seção, 𝑓 é uma 

função (função do modelo selecionado) que relaciona o diâmetro de uma seção com sua 

respectiva altura, diâmetro a 1,3m do solo e altura total da árvore e 𝜀𝑖𝑗 é o erro entre árvores 

que será considerado independente e com distribuição normal. 

O 𝑘-ésimo elemento do vetor de parâmetros 𝜷𝒊𝒋 foi então modelado como uma função 

linear de efeitos fixo e aleatório: 

𝛽𝑖𝑗 = 𝒙′
𝒊𝒋𝒌𝜷𝒌 + 𝒛′

𝒊𝒋𝒌𝒃𝒊𝒌,  (4) 
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𝑘 = 0,… , 𝑝 − 1,  (5) 

𝒃𝒊𝒌~𝑁(𝟎, 𝝈𝒌
𝟐) (6) 

Onde 𝜷𝒌 é um vetor de efeitos fixos e 𝒃𝒊𝒌 é um vetor de efeitos aleatórios associados 

com a 𝑖-ésima árvore. Assume-se que 𝒃𝒊𝒌 tem distribuição normal, com média 0 e matriz de 

covariância 𝝈𝒌
𝟐 e é independente de 𝜀𝑖𝑗. 𝒙′𝒊𝒋𝒌 e 𝒛′𝒊𝒋𝒌 possivelmente com a  𝑗-ésima seção. 

Na forma matricial, temos: 

𝒅𝒊 = 𝒇(𝜷𝒊, 𝒉𝒊, 𝑫𝒊, 𝑯𝒊) + 𝜺𝒊 (7) 

𝜷𝒊 = 𝑿𝒊𝜷 + 𝒁𝒊𝒃𝒊,  (8) 

𝒃𝒊~𝑁(𝟎, 𝝈𝒌
𝟐) (9) 

 

Combinando essas duas equações, temos: 

𝑯𝒊 = 𝒇(𝜷, 𝒃𝒊, 𝑿𝒊, 𝒁𝒊) + 𝜺𝒊 (10) 

Onde 𝒅𝒊 é o vetor de diâmetros das seções das árvores 𝑖, 𝛽𝑖 é o vetor de parâmetros a 

nível de árvore, 𝒉𝒊 é o vetor de alturas das seções das árvores 𝑖, 𝑫𝒊 é o vetor de diâmetros a 

1,3m do solo e  𝑯𝒊 é o vetor de alturas totais das árvores 𝑖, 𝜺𝒊 é o vetor de erros entre árvores, 

𝜷 é o vetor de parâmetros fixos que não dependem das árvores, 𝒃𝒊 é o vetor de efeitos aleatórios 

a nível de árvore e 𝑿𝒊 e 𝒁𝒊 são as matrizes das variáveis independentes. 

Uma etapa extremamente importante no ajuste de modelos de efeitos mistos é a escolha 

de qual ou quais parâmetros devem ser considerados como fixos e aleatórios (Pinheiro; Bates, 

2000). Existem três métodos para realizar esta seleção: i) ajustar, individualmente, um modelo 

de efeitos fixos para cada árvore e selecionar os parâmetros que possuírem maior variabilidade 

para serem expandidos com efeitos aleatórios (Fang; Bailey, 2001), ii) avaliar como o 

afilamento do fuste varia com variações individuais nos valores de vários parâmetros da função 

de afilamento (De-Miguel et al., 2012) e iii) avaliar diferentes combinações de parâmetros a 

serem expandidos com efeitos aleatórios. 

Como também observado por Arias-Rodil et al. (2015), a segunda alternativa apresentou 

duas limitações: 1) o ajuste individual não foi possível devido o baixo número de observações 

por árvore (15 observações) que, consequentemente, impossibilitou a obtenção de parâmetros 

significativos e 2) a alta variabilidade de parâmetros entre indivíduos pode não estar relacionada 

a uma alta variabilidade na forma do fuste, uma vez que os prâmetros podem se comportar de 

forma não linear nas equações. Dessa forma, no presente trabalho, foi utilizada a terceita 

alternativa, onde foram consideradas todas as combinações de expansão possíveis de um e dois 

parâmetros aleatórios. 
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O ajuste dos modelos mistos e as suas análises estatísticas foram conduzidas com auxílio 

do pacote nlme da linguagem de programação R (Pinheiro; Bates, 2000). 

 

2.5 Autocorrelação 

 

Em análises de regressão, assume-se que os resíduos são independentes, possuem 

distribuição normal e que são aleatórios, porém, para o desenvolvimento de equações de 

afilamento, utiliza-se o conjunto de múltiplas observações de cada árvore (ou seja, dados 

longitudinais). Dessa forma, espera-se que as observações dentro de cada árvore sejam 

espacialmente relacionadas, violando assim a pressuposição de independência dos resíduos. 

Dois métodos podem ser citados para lidar com dados longitudinais contínuos, 

desbalanceados e multiníveis. A primeira alternativa é a adição de efeitos aleatório (Gregoire 

et al. 1995) e a segunda é a modelagem direta da estrutura de correlação. No entanto, a adição 

de efeitos aleatórios pode não ser suficiente para modelar a autocorrelação presente nos dados 

(Arias-Rodil et al., 2015), dessa forma, avaliou-se a necessidade de adição de uma estrutura de 

correlação. A estrutura de correlação intra-individual mais comumente utilizada quando se trata 

de dados florestais é a estrutura de erro autorregressiva de primeira ordem (AR1) (Li; 

Weiskittel, 2010), porém, como os dados de afilamento ao longo do fuste foram coletados com 

distâncias distintas ao longo do fuste, optou-se a utlização da estrutura de erro autoregressiva 

contínua de primeira ordem CAR(1) para minimizar a autocorrelação dos dados utilizados, por 

ser uma versão contínua da AR1. A CAR(1) é dada por: 

𝐶𝑜𝑟𝑟(𝑒𝑡𝑒𝑠) =  φ|𝑡−𝑠| (11) 

Onde φ representa a correlação entre duas observações com distância de uma unidade, 

𝑡 e 𝑠 representam duas observações de altura obtidas do mesmo indivíduo e |𝑡 − 𝑠| é a distância 

entre elas, ou seja, o valor de correlação entre duas observações da mesma árvore depende da 

distância absoluta entre elas. 

A utilização de CAR(1) assume que a autocorrelação diminui conforme a distância entre 

medidas sucessivas aumenta. Dessa forma, sua utilização objetivou a obtenção de estimativas 

sem viés dos parâmetros (Huang 1997; Parresol; Vissage 1998) e, para avaliar a presença de 

autocorrelação e o efeito da estrutura de autocorrelação dos resíduos utilizada, foram utilizados 

gráficos dos resíduos vs resíduos defasados de observações anteriores por árvore, além do teste 

da razão de verossimilhança entre o modelo sem e com a CAR(1). 

A estrutura de correlação foi adicionada por meio da função corCAR1() repassada ao 

argumento correlation na função nlme(). 
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2.6 Calibração dos modelos de efeito misto 

 

Uma vantagem dos modelos de efeitos mistos é que, havendo a disponibilidade de, no 

mínimo, uma observação dos dados, estes podem ser utilizados para a predição do vetor de 

efeitos aleatórios (Özçelik et al., 2013; Vonesh; Chinchilli, 1997). Este método pode ser 

chamado de calibração ou localização e, na área florestal, esta técnica pode ser empregada para 

a estimação dos parâmetros aleatórios de uma nova árvore que não estava presente 

anteriormente na base de ajuste do modelo (Hall; Bailey 2001). No presente estudo, a calibração 

foi realizada com a utilização de, no mínimo, os valores dos atributos de uma seção presente na 

nova árvore, juntamente de seu DAP e altura total, para estimação dos novos parâmetros 

aleatórios. Os valores da seção podem ser coincidentes aos da altura do DAP ou de quaisquer 

outras alturas desejadas. 

Foi utilizado o algoritmo de Lindstrom-Bates por meio do método FOCE para o 

processo de calibração, onde os valores do vetor de parâmetros aleatório 𝒃𝒊, associado à árvore, 

pode ser estimado a partir da equação abaixo (Camacho et al., 2022; Vonesh; Chinchilli, 1997). 

𝒃𝒊 = 𝑫̂𝒁̂𝒊
𝑻(𝑹̂𝒊 + 𝒁̂𝒊𝑫̂𝒁̂𝒊

𝑻)−𝟏𝒆̂𝒊 (12) 

Onde 𝑫̂ é a matriz de variância e covariância q x q associada com os parâmetros 

aleatórios (q é o número de parâmetros aleatórios no modelo) de todas as árvores, 𝑹̂𝒊 é a matriz 

de variância e covariância m x m para a variabilidade dentro das árvores, 𝒆̂𝒊 é o vetor de resíduos 

m x 1 (onde é calculado pela diferença entre os diâmetros observados de cada seção dentro da 

subamostra e os valores preditos a partir do modelo contendo apenas os efeitos fixos), 𝒁̂𝒊 é a 

matriz m x q das derivativas parciais dos parâmetros aleatórios avaliados em 𝒃̂𝒊. Uma vez que 

𝒃̂𝒊 é predito, os valores dos diâmetros podem ser calculados a partir do modelo calibrado. 

Para os modelos de efeitos mistos selecionados, as predições calibradas foram obtidas e 

avaliadas para diferentes alternativas de amostragem e diferentes tamanhos das subamostras 

dentro de cada árvore da base de teste. As alternativas de calibração foram: 1) Diâmetro a 1,3 

m do solo por árvore. 2) Diâmetro a 5,2 m do solo por árvore. 3) Diâmetros a 1,3 e 5,2 m do 

solo por árvore e 4) Sem calibração, utilizando apenas os parâmetros de efeito fixo para a 

predição. Preferiu-se a utilização de diâmetros a alturas absolutas ao invés de alturas relativas, 

pois suas obtenções são mais práticas nas operações florestais. 

No presente estudo, o diâmetro 5,2 m do solo é uma variável necessária em duas das 

três alternativas de calibração dos modelos de efeito misto. No entanto, essa variável é de difícil 
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acesso e requer uma maior quantidade de tempo para ser obtida diretamente no campo. Dessa 

forma, assim como Li e Weiskittel (2010), o diâmetro a 5,2 m do solo foi inicialmente obtido 

por meio de uma interpolação linear e, posteriormente, uma equação de predição foi utilizada 

para a obtenção dessa variável de forma mais prática e econômica, uma vez que esta variável 

não é frequentemente coletada durante as rotinas de inventário florestal convencionais (Jiang 

et al., 2005). A interpolação linear foi realizado com auxílio da função approxfun() do pacote 

stats da linguagem R (Becker et al., 1988). 

O modelo desenvolvido por Clark et al. (1991) (13) para a predição do diâmetro a 5,2 

m a partir da medida do DAP e altura total foi utilizado neste estudo. 

𝐷5,2𝑚𝑖
= 𝐷𝑖 (𝛽1 + 𝛽2 (

5,2

𝐻𝑖
)
2

) (13) 

 

2.7 Redes Neurais Artificiais 

 

Modelos de redes neurais artificiais foram desenvolvidos para estimar os diâmetros a 

qualquer altura dos fustes neste estudo. Existem diversos critérios como o número de camadas, 

algoritmo de aprendizagem, funções de ativação, número de neurônios nas camadas ocultas e 

o tamanho das bases de dados utilizadas para treinamento, validação e teste para definir qual a 

melhor arquitetura da rede neural (Sakici; Ozdemir, 2018). 

O treinamento das redes neurais funcionam de forma mais eficiente quando os dados 

utilizados estão normatizados em um pequeno intervalo próximo de zero (Jayalakshmi; 

Santhakumaran, 2011). A normatização dos dados irá acelerar o processo de treinamento e 

minimizar vieses. Existem diferentes tipos de normatização de dados, sendo uma delas a 

normatização min-max, que transforma os dados para uma escala de 0 a 1 ou -1 a 1, 

considerando os valores mínimos e máximos de cada variável, de modo a preservar a 

distribuição original dos dados (Lantz, 2019; Valença, 2007). Nesse estudo, a normatização 

min-max foi aplicada para todos as variáveis de entrada e saída, por meio da equação 14 (Soares 

et al., 2011). Dessa forma, todas as variáveis passaram para a escala de 0 a 1. Como os dados 

normatizados foram utilizados no treinamento das redes, as saídas das redes precisam ser 

desnormatizadas para obtenção dos valores reais de saída. A desnormatização dos valores de 

saída foi obtida por meio da equação 15. 

 

𝑥′ =
(𝑥 − 𝑥𝑚𝑖𝑛) ∗ (𝑏 − 𝑎)

(𝑥𝑚𝑎𝑥 − 𝑥𝑚𝑖𝑛)
+ 𝑎  (14) 
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𝑥 =
(𝑥′ − 𝑎)(𝑥𝑚𝑎𝑥 − 𝑥𝑚𝑖𝑛)

(𝑏 − 𝑎)
+ 𝑥𝑚𝑖𝑛 (15) 

Em que: 𝑥’ = valor normatizado; 𝑥 = valor original; 𝑥𝑚𝑖𝑛 = valor mínimo da variável; 

𝑥𝑚𝑎𝑥 = valor máximo da variável; 𝑎 = limite inferior do intervalo de normatização, igual a 0; 

b = limite superior do intervalor de normatização, igual a 1. 

 

O treinamento das redes neurais foi realizado por meio do pacote neuralnet (Günther; 

Fritsch, 2010), onde as RNA consideradas foram do tipo Multilayer Perceptron (MLP) (Bishop, 

1995) e com uma camada de entrada, uma camada intermediária (camada oculta) e uma camada 

de saída, sendo o valor predito. O número de neurônios na camada intermediária foi definido a 

partir da equação (16) (Júnior et al. 2021; Sahin et al., 2023). 

2𝑛0,5 + 𝑛2 ≤ 𝑛1 ≤ 2𝑛 + 1 (16) 

Em que 𝑛 é o número de variáveis de entrada na RNA, 𝑛1 é o número de neurônios na 

camada oculta e 𝑛2 é o número de neurônios na camada de saída. 

A partir do número da definição da quantidade mínima e máxima do número de 

neurônios na camada oculta, foram testadas todas as configurações para, no máximo, duas 

camadas ocultas. Também foram testadas as funções de ativação logística (17) e tangente 

hiperbólica (18), tanto nas camadas ocultas, quanto na camada de saída. Para a camada de saída, 

também foi testada a alternativa sem transformação, ou seja, a função linear (19). A funções de 

ativação avaliadas são demonstradas a seguir: 

𝑓(𝑠) =
1 − 𝑒(−2𝑠)

1 + 𝑒(−2𝑠)
 (17) 

𝑓(𝑠) =
1

1 + 𝑒(−𝑠)
  (18) 

𝑓(𝑠) = 𝑠 (19) 

 

As variáveis de entrada foram altura do respectivo diâmetro (ℎ𝑖𝑗), diâmetro à altura de 

1,3m do solo (𝐷𝑖), altura total da árvore (𝐻𝑖), 
𝐻𝑖−ℎ𝑖𝑗

𝐻𝑖−1,3
 e variáveis dummy referentes às três 

espécies (PCC, PCH, PO), resultando em sete variáveis de entrada. Como exemplo, para uma 

árvore da espécie PCH, com 𝐷𝑖=15 e 𝐻𝑖=25, onde se deseja estimar o diâmetro a 5m de altura 

do fuste o vetor de entrada na rede deve ser como a seguir: 
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[
 
 
 
 
 
 
 

ℎ𝑖𝑗

𝐷𝑖

𝐻𝑖

𝐻𝑖 − ℎ𝑖𝑗

𝐻𝑖 − 1,3
𝑃𝐶𝐶
𝑃𝐶𝐻
𝑃𝑂 ]

 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 

 5
 15
 25

 
25 − 5

25 − 1,3
0
1
0 ]

 
 
 
 
 
 
 

 (20) 

 

O algoritmo utilizado no ajuste dos parâmetros da RNA foi o Resilient Backpropagation 

with weigh backtracking, que é baseado no algoritmo Backpropagation, ajustando os pesos da 

rede neural com o objetivo de minimizar o erro, onde diferentes taxas de aprendizado são 

utilizadas para cada peso, como é abordado em mais detalhes em Riedmiller (1994). 

O critério de parada das redes neurais, durante o treinamento, foi atingido pelo número 

máximo de 100.000 iterações ou quando todas as derivativas parciais absolutas da função de 

erro quadrático médio (E) em relação aos pesos (w) (∂E/∂w) fossem menores que 1%. Uma vez 

que, uma dessas condições foi atendida, a etapa de treinamento foi concluída e a melhor 

configuração de parâmetros foi selecionada, baseando-se no menor erro quadrático médio. 

Além disso, como os pesos iniciais de cada treinamento são valores retirados aleatoriamente de 

uma distribuição normal padrão, cada estrutura de rede neural foi treinada três vezes e apenas 

a de menor erro quadrático médio foi considerada como resultado final para posterior 

comparação com as demais estruturas. 

Após o ajuste de todas as possíveis estruturas das redes neurais, todas foram comparadas 

entre si, onde foi avaliado o desempenho tanto para base de treinamento, quanto para base de 

teste. 

 

Tabela 3 – Configurações das RNA avaliadas. 

Model Neurons Layers Inputs Output 

Activation function 
Total 

combinations Hidden layer Output layer 

ANN 7 to 15 1 to 2 

DAP, HT, hi, 

H_hi_H_1.3, 

spp_PCH, 

spp_PCC, 

spp_PO 

di 
Logistic, 

Tanh 

Logistic, 

Tanh, Linear 
540 

 

2.8 Avaliação dos modelos 

 

O desempenho dos diferentes tipos de modelos testados (equações de afilamento de 

efeitos fixos, alternativas de calibração dos modelos mistos e RNA) foi avaliado com base na 
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raiz do erro quadrático médio (RMSE – Root Mean Squared Error) , erro médio absoluto 

percentual (MAPE – Mean Absolute Percentage Error) , desvio médio (BIAS) e índice de 

eficiência do modelo (EF - model efficiency) (21-26), conforme estudado por Raptis et al. 

(2021), Camacho et al. (2022) e Ogana e Ercanli (2022). 

RMSE = √
∑ (d𝑜𝑏𝑠 − d𝑒𝑠𝑡)2n

i=1

n − p
 (21) 

RMSE_ANN = √
∑ (d𝑜𝑏𝑠 − d𝑒𝑠𝑡)2n

i=1

n − k
  (22) 

MAPE (%) =

∑
|d𝑜𝑏𝑠 − d𝑒𝑠𝑡|

dobs

n
i=1

n
d̅obs

× 100  
(23) 

BIAS =
∑ (d𝑜𝑏𝑠 − d𝑒𝑠𝑡)

n
i=1

n
 (24) 

EF = 1 −
(n − 1)∑ (d𝑜𝑏𝑠 − d𝑒𝑠𝑡)

2n
i=1

(n − p)∑ (d𝑜𝑏𝑠 − d̅obs)2n
i=1

 (25) 

EF_ANN = 1 −
(n − 1)∑ (d𝑜𝑏𝑠 − d𝑒𝑠𝑡)

2n
i=1

(n − k)∑ (d𝑜𝑏𝑠 − d̅obs)2n
i=1

 (26) 

 

Em que: d𝑜𝑏𝑠 = diâmetro observado; d𝑒𝑠𝑡= diâmetro estimado; dobs= diâmetro médio 

observado; n = número de observações; 𝑝 = número de parâmetros.; 𝑘 = número de pesos. 

Para comparação dos modelos em relação à qualidade das predições, tanto para a base 

de treino quanto para a de teste, o método de ranking relativo (Poudel; Cao, 2013; Sahin et al., 

2023) (27) foi utilizado para a avaliação simultânea das cinco métricas utilizadas. 

𝑅𝑖 = 1 +
(𝑚 − 1) − (𝑆𝑖 − 𝑆𝑚𝑖𝑛)

𝑆𝑚𝑎𝑥 − 𝑆𝑚𝑖𝑛
 (27) 

Onde 𝑅𝑖 = valor do ranking relativo do 𝑖-ésimo modelo avaliado (𝑖 = 1, 2, 3 ⋯𝑚).  

𝑆𝑖 valor da métrica estatística do modelo 𝑖. 𝑆𝑚𝑖𝑛 e 𝑆𝑚𝑎𝑥 = valores mínimo e máximo de 

𝑆𝑖, respectivamente. 𝑚 = quantidade de modelos sendo comparados. 

Este método permite que a melhor e pior técnicas avaliadas possuam um ranking relativo 

de 1 e 𝑚, respectivamente. O rank das demais técnicas avaliadas foi expressado por um valor 

real entre 1 e 𝑚 e, uma vez que, além da posição no ranking, o tamanho de 𝑆𝑖 também é 

considerado, este método fornece mais informações que o método tradicional de ranking que 

utiliza apenas valores inteiros referentes às posições das métricas. Este método considera como 
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melhor, a métrica de menor valor, dessa forma, para as métricas em que o melhor resultado é o 

maior valor, como o EF, os valores foram multiplicados por -1 e, para o BIAS, em que o melhor 

valor é o mais próximo de zero, foi utilizado o módulo desses valores. Após o ajuste das 

equações de efeito fixo, a equação com melhor desempenho foi selecionada para ser utilizada 

como base nas etapas seguintes. 

Para comparação dos modelos mistos entre si, foi utilizado o critério de Informação de 

Akaike (AIC) (28), Critério Bayesiano de Schwarz (BIC) (29), o logaritmo da verossimilhança 

maximizada (LogLik) e o teste da razão de verossimilhança (MLRT). O AIC é obtido a partir 

do valor da verossimilhança e na quantidade de parâmetros, além de derivar-se da informação 

ou distância de Kullback-Leibler, que verifica a diferença entre dois modelos (Akaike, 1973; 

Floriano et al., 2006), com base nesta métrica, o melhor modelo apresentará o menor valor de 

AIC. O Critério Bayesiano de Schwarz (BIC) é uma métrica que auxilia na seleção de modelos 

e, geralmente, é empregada juntamente com o AIC e descreve a associação entre a variável 

dependente e as variáveis independentes, aumentando as chances de se escolher o modelo mais 

consistente dentre os avaliados. Avaliando este critério, deve-se optar pelo modelo que 

apresentar o menor valor de 𝐵𝐼𝐶. 

AIC = −2l(θ̂) + 2p  (28) 

𝐵𝐼𝐶 = −2𝑙(𝜃) + 2𝑝𝑙𝑛(𝑛)  (29) 

Em que: 𝑙(𝜃) = logaritmo da verossimilhança maximizada; 𝑙𝑛 = logaritmo neperiano;  

𝑛 = número de observações. 

 

O MLRT teve como objetivo avaliar o resultado da inclusão do efeito aleatório nos 

modelos (Resende et al., 2014) e foi feito verificando a significância da diferença entre os 

valores de deviance (−2𝑙(𝜃)) dos modelos com e sem a incorporação da variável aleatória, 

comparando o valor calculado com o valor tabelado, a partir do teste qui-quadrado (χ²), a 5% 

de significância. 

Além das medidas globais, foram calculados os valores de BIAS para as porções de 0 a 

100% da altura do fuste, variando de 10 em 10%. Essas medidas tivem como objetivo auxiliar 

na verificação da estabilidade de cada função ao longo do fuste. 

Por fim, para validar a eficácia dos métodos selecionados, testes pareados de média 

foram aplicados, comparando os valores observados com os valores preditos pelas 

metodologias propostas, utilizando a base de teste. Uma técnica comum de verificar a 

significância de resíduos é considerar a hipótese nula de que “não há diferença significativa” 
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entre os valores preditos e observados contra a hipótese alternativa de que há “diferença 

significativa” entre esses valores (Sahin et al., 2023).  

Assumindo-se que os resíduos possuem uma distribuição normal e ausência de outliers, 

o teste t pareado foi utilizado para aceitar ou rejeitar a hipótese nula. No entanto, o teste t é 

sensível a outliers (Schabenberger; Pierce, 2002), não recomendado para dados com 

distribuição não normal, portanto, a presença de erros elevados foi verificada considerando 

como erros aceitáveis aqueles que estavam entre os limites de -3 e 3 resíduos padronizados e a 

normalidade dos dados foi verificada por meio do teste de Shapiro-Wilk (p > 0,05).  

Desse modo, quando uma das pressuposições anteriores foi violada, o teste de Wilcoxon 

signed rank pareado foi aplicado, uma vez que é recomendado quando há a existência de 

outliers e a falta de normalidade (Hollander; Wolfe, 1973). Ou seja, aceitando a hipótese nula 

(p > 0,05), seja pelo test t ou de Wilcoxon signed rank, significa que as predições resultantes 

dos modelos podem ser consideradas como satisfatórias a um nível de 5% de significância. 

 

2.9 Avaliação da predição do volume total 

 

No presente estudo, os diâmetros foram preditos por meio de duas técnicas (modelos de 

efeito misto e RNA) enquanto que o volume foi obtido da mesma forma para ambas essas 

técnicas. Comumente o volume é obtido integrando a área seccional obtida a partir da função 

de afilamento da seguinte forma: 𝑉𝑖 = 𝑘 ∫ 𝑑𝑖
2𝜕ℎ

ℎ2

ℎ1
, onde 𝑘 =  𝜋/40000 resulta em uma 

estimativa contínua infinitésima entre duas seções do fuste (entre ℎ1 e ℎ2). Porém, neste estudo, 

os volumes seccionais foram obtidos utilizando os diâmetros preditos pelos modelos propostos, 

nas mesmas seções onde os dados da cubagem rigorosa foram obtidos e aplicando-se o método 

de Smalian. Posteriormente, os valores preditos de volume total foram avaliados com os 

mesmos critérios utilizados para as predições de diâmetro. 

 

2.10 Avaliação de predição dos métodos 

 

Para visualizar a capacidade preditiva do modelo misto e da RNA selecionados, três 

árvores de tamanhos pequeno, médio e grande, por espécie, foram selecionadas da base de teste 

e os modelos foram aplicados a essas árvores para verificar o quão eficiente foram as predições. 

Desse modo, foram gerados gráficos de dispersão das medidas reais de diâmetros das seções e 

suas respectivas alturas e as curvas correspondentes às predições dos modelos foi simulada de 

centímetro a centímetro para verificar o comportamento das curvas em relação aos valores reais.  
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3 RESULTADOS 

 

3.1 Equações de afilamento de efeitos fixos 

 

As oito equações de afilamento do fuste foram ajustadas para cada espécie pelos 

métodos OLS e ONLS a partir da base de treino, enquanto a capacidade preditiva dos modelos 

foi verificada a partir da base de teste. Inicialmente, todos os modelos avaliados foram ajustados 

assumindo-se variância homogênea dos erros e resíduos sem correlação. As estatísticas são 

apresentadas na Tabela 4, onde o ranking relativo permitiu avaliar o desempenho geral das 

equações ajustadas.
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Tabela 4 – Desempenho estatístico das equações de afilamento por espécie. 

Species Model 
TRAIN   TEST 

Summed 

ranks 
Overall rank 

RMSE MAPE EF BIAS   RMSE MAPE EF BIAS   

PCC 

Kozak 1,06 5,11 0,9832 0,0172  1,08 5,1 0,9808 0,0104 8,00 1,00 

Shoepfer 1,16 5,58 0,9799 -0,0421  1,15 5,54 0,9779 -0,0595 13,05 1,66 

Modified Ormerod 1,16 5,6 0,9799 0,1099  1,13 5,4 0,9788 0,0743 13,71 1,75 

Hradetzy 1,1 5,17 0,982 0,2117  1,11 5,14 0,9794 0,1958 14,65 1,87 

Max and Burkhart 1,17 5,62 0,9795 -0,0889  1,16 5,59 0,9778 -0,1085 14,78 1,89 

Parresol 1,36 6,75 0,9723 0,3318  1,37 6,81 0,969 0,3142 30,89 4,00 

Demaerschalk 1,78 9,06 0,9529 0,0552  1,88 9,38 0,9413 0,0429 46,08 6,00 

Ormerod 1,92 8,29 0,9451 0,5168   2,02 8,59 0,9323 0,4881 61,33 8,00 

PCH 

Kozak 1,18 5,61 0,9812 0,0166  1,15 5,48 0,9817 0,1817 9,39 1,00 

Hradetzy 1,25 5,84 0,9787 -0,2097  1,21 5,63 0,9797 -0,0541 13,13 1,50 

Shoepfer 1,28 6,11 0,9779 -0,0218  1,27 6,1 0,9778 0,1338 13,89 1,60 

Modified Ormerod 1,24 5,79 0,9792 0,0788  1,26 5,88 0,9782 0,253 14,34 1,66 

Max and Burkhart 1,29 6,19 0,9776 -0,0786  1,27 6,1 0,9778 0,0841 14,36 1,66 

Parresol 1,54 7,26 0,9681 0,3775  1,59 7,58 0,965 0,5291 36,25 4,58 

Demaerschalk 1,96 9,49 0,948 0,0611  1,93 9,36 0,9483 0,2244 48,30 6,19 

Ormerod 2,07 8,82 0,9421 0,5329   2,06 8,85 0,9411 0,6958 61,88 8,00 

PO 

Kozak 1,17 5,22 0,9826 0,0234  1,19 4,83 0,9826 0,0908 9,33 1,00 

Hradetzy 1,26 5,5 0,9796 -0,0231  1,25 5,24 0,9808 0,0428 12,17 1,37 

Shoepfer 1,31 5,85 0,9782 -0,0231  1,31 5,54 0,9792 0,0428 14,71 1,71 

Max and Burkhart 1,32 5,92 0,9779 -0,0754  1,31 5,63 0,9791 -0,0072 15,58 1,82 

Modified Ormerod 1,3 5,77 0,9785 0,0063  1,35 5,72 0,9779 0,0998 15,73 1,84 

Parresol 1,6 7,47 0,9674 0,3836  1,64 6,93 0,9671 0,4716 40,77 5,14 

Demaerschalk 1,93 8,84 0,9522 0,0446  2,04 8,8 0,9494 0,1269 48,96 6,21 

Ormerod 2,01 8,4 0,9483 0,4482   2,14 8,45 0,944 0,5572 62,53 8,00 
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De modo geral, as equações ajustadas no presente estudo foram capazes de explicar a 

variação dos diâmetros ao longo do fuste com uma eficiência média de cerca de 97% para a 

base de treino e teste para todas as espécies. Além disso, os modelos na estrutura fixa, quando 

avaliados para a base de treino, resultaram em erros médios absolutos com valores variando de 

5,11 a 9,06%, 5,61 a 9,49% e 5,22 a 8,84% para as espécies PCC, PCH e PO, respectivamente. 

Semelhantemente, para a base de teste, os valores variaram de 5,10 a 9,38%, 5,48 a 9,36% e 

4,83 a 8,80% para as espécies PCC, PCH e PO, respectivamente. Considerando os valores de 

RMSE para a base de treino, houve uma variação de 1,06 a 1,92 cm para PCC, 1,18 a 2,07 cm 

para PCH e 1,17 a 2,01 cm para PO, enquanto que para a base de teste a variação foi de 1,08 a 

2,02 cm, 1,15 a 2,06 cm e 1,19 a 2,14 cm. Ainda, os valores absolutos de BIAS se distanciaram 

na ordem 0,02 a 0,52 cm para PCC, 0,02 a 0,53 cm e 0,01 a 0,45 cm para PO para a base de 

treino, enquanto que, para a base de teste os valores variaram de 0,01 a 0,49 cm, 0,05 a 0,70 e 

0,01 a 0,56 cm.  

Dentre os oito modelos avaliados para cada espécie, o modelo de Kozak (2004) foi o 

que resultou no melhor desempenho para a base de treino, com os menores valores de RMSE 

(PCC = 1,06 cm, PCH = 1,18 cm e PO = 1,17 cm) e MAPE (PCC = 5,11 %, PCH = 5,61 % e 

PO = 5,22 %) para todas as espécies, enquanto que, para o BIAS, os melhores resultados foram 

alcançados para as espécies PCC e PCH (0,0172 cm e 0,0166 cm, respectivamente) e para PO 

o modelo Modified Ormerod (1992) resultou no melhor resultado (0,0063 cm). Ainda 

considerando a base de treino, o modelo Kozak (2004) resultou nos maiores valores de EF para 

todas as espécies com uma eficiência superior a 98 %. Considerando a base de teste, o modelo 

Kozak (2004) resultou em desempenho superior para RMSE (PCC = 1,08 cm, PCH = 1,15 cm 

e PO = 1,19 cm), MAPE (PCC = 5,10 %, PCH = 5,48 % e PO = 4,83 %) e EF (PCC = 0,9808, 

PCH = 0,9817 cm e PO = 0,9826) para todas as espécies e para o BIAS o desempenho foi 

superior apenas para a espécie PCH (0,0104 cm), enquanto que os modelos Hradetzy (1976) e 

Max e Burkhart (1976) resultaram nos melhores resultados para PCC (-0,0541) e PO (-0,0072), 

respectivamente. 

De acordo com os valores do ranking geral, o modelo Ormerod (1973) foi o menos 

adequado para todas as espécies, enquanto que, por outro lado, o modelo Kozak (2004) foi o 

que demonstrou melhor desempenho para todas as espécies. Estes resultados podem ser 

confirmados, quando se analiza a distribuição dos resíduos padronizados das equações 

ajustadas, em que, o modelo Ormerod (1973) é o que possui as distribuições menos simétricas 

e as predições mais distantes das amplitudes observadas para todas as espécies (Figuras 4-6), 

concordando com seus maiores valores de BIAS, indicando uma tendência à subestimação das 
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predições para ambas as bases de treino e teste. Dessa forma, por possuir os melhores resultados 

de rank e as distribuições de resíduos mais simétrica que os demais modelos, o modelo de forma 

variável de Kozak (2004) foi selecionado como o modelo base para a modelagem mista das três 

espécies de Pinus avaliadas. 

 

Figura 4 – Distribuição residual para as predições diâmetro pelas oito equações de afilamento 

ajustadas para a espécie Pinus caribaea var. caribaea (PCC). 

 

Fonte: Do autor (2024). 
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Figura 5 – Distribuição residual para as predições diâmetro pelas oito equações de afilamento 

ajustadas para a espécie Pinus caribaea var. hondurensis (PCH). 

 

Fonte: Do autor (2024). 

 

Figura 6 – Distribuição residual para as predições diâmetro pelas oito equações de afilamento 

ajustadas para a espécie Pinus oocarpa (PO). 
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Fonte: Do autor (2024). 

 

Após a seleção do modelo Kozak (2004), seus parâmetros foram avaliados de acordo 

sua significância a um nível de confiança de 95%, como pode ser observado na Tabela 4. Para 

todas as espécies, dois parâmetros não foram significativos, sendo β4 e β5 para PCC e PO e β2 

e β5 para PCH, de modo que esses parâmetros foram removidos dos modelos um a um para 

verificar a influência da remoção. Após a verificação, percebeu-se que a remoção dos 

parâmetros não significativos não resultou em impacto relevante na qualidade das predições 



121 

 

dos modelos nem no comportamento do BIAS ao longo das alturas relativas dos fustes. Dessa 

forma, novos modelos Kozak (2004) modificados foram ajustados sem a presença dos 

parâmetros não significativos (Tabela 5).
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Tabela 5 – Estatísticas paramétricas para o modelo Kozak (2004) e suas modificações com a remoção dos prâmetros não significativos. 

    Kozak (2004)   Modified Kozak (2004) 

Species Parameter estimates Values 
Standard 

error 
t value p value  Values 

Standard 

error 
t value p value 

PCC 

α0 0,7252 0,0336 21,5813 0,0000  0,7067 0,0282 25,0533 0,0000 

α1 0,9214 0,0095 97,0969 0,0000  0,9212 0,0094 98,1980 0,0000 

α2 0,1924 0,0206 9,3511 0,0000  0,2018 0,0185 10,9301 0,0000 

β1 0,4060 0,0191 21,2491 0,0000  0,4216 0,0147 28,7760 0,0000 

β2 0,1522 0,0748 2,0331 0,0422  0,1940 0,0381 5,0960 0,0000 

β3 0,2692 0,0180 14,9959 0,0000  0,2650 0,0173 15,3443 0,0000 

β4 0,3353 0,4381 0,7654 0,4442  - - - - 

β5 0,0069 0,0055 1,2555 0,2095  - - - - 

β6 0,1665 0,0466 3,5712 0,0004   0,2229 0,0138 16,1603 0,0000 

PCH 

α0 0,8508 0,0328 25,9136 0,0000  0,8375 0,0280 29,8999 0,0000 

α1 0,9693 0,0081 119,1984 0,0000  0,9737 0,0077 126,1300 0,0000 

α2 0,0891 0,0171 5,2000 0,0000  0,0907 0,0150 6,0598 0,0000 

β1 0,3705 0,0163 22,7679 0,0000  0,3909 0,0126 31,1459 0,0000 

β2 0,0581 0,0648 0,8968 0,3699  - - - - 

β3 0,2673 0,0149 17,9920 0,0000  0,2781 0,0121 23,0198 0,0000 

β4 1,4458 0,4012 3,6034 0,0003  1,5495 0,1894 8,1818 0,0000 

β5 0,0088 0,0047 1,8682 0,0619  - - - - 

β6 0,1555 0,0401 3,8798 0,0001  0,2233 0,0120 18,5776 0,0000 

PO 

α0 0,6872 0,0280 24,5293 0,0000   0,6707 0,0232 28,8629 0,0000 

α1 0,9129 0,0100 90,9309 0,0000  0,9093 0,0100 91,3529 0,0000 

α2 0,2174 0,0194 11,1878 0,0000  0,2288 0,0175 13,0752 0,0000 

β1 0,4089 0,0186 21,9700 0,0000  0,4048 0,0146 27,8179 0,0000 

β2 0,2411 0,0793 3,0420 0,0024  0,3865 0,0404 9,5752 0,0000 

β3 0,2025 0,0169 11,9482 0,0000  0,1956 0,0166 11,7872 0,0000 

β4 0,9295 0,4797 1,9376 0,0529  - - - - 

β5 -0,0028 0,0053 -0,5222 0,6016  - - - - 

β6 0,2503 0,0447 5,5986 0,0000   0,2337 0,0139 16,8333 0,0000 
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3.2 Modelos de efeito misto 

 

A partir dos modelos Kozak (2004) modificados, que passaram a ser compostos por sete 

parâmetros de efeito fixo, foram adicionados os parâmetros de efeito aleatório a nível de árvore. 

No total 28 combinações foram possível a partir de diferentes combinações de um e dois 

parâmetros de efeito aleatório. Das 28 combinações, 21 convergiram para a espécie PCC, 16 

para PCH e e 23 para PO (Tabela 6). De posse dessas combinações, por meio do teste MLRT, 

foi verificado se a adição dos parâmetros de efeito aleatório resultou em uma melhora 

significativa dos modelos e então foram selecionadas as melhores estruturas mistas por 

espécies. 

 

Tabela 6 – Resultados do teste MLRT para o modelo Kozak (2004) modificado para as espécies 

Pinus caribaea var. caribaea (PCC), Pinus caribaea var. hondurensis (PCH) e Pinus oocarpa 

(PO). 

Model 
Random 

Parameters 
LogLik AIC Test MLRT p-value 

PCC 

1 a1 -2062,58 4143,16 1 vs 23 215,93 0,0000 

2 a2 -2061,70 4141,40 2 vs 23 217,69 0,0000 

3 b1 -2054,11 4126,22 3 vs 23 232,87 0,0000 

4 b2 -1978,97 3975,94 4 vs 23 383,14 0,0000 

5 b3 -1979,66 3977,32 5 vs 23 381,77 0,0000 

6 b6 -2043,50 4105,00 6 vs 23 254,08 0,0000 

7 a0, a2 -2061,70 4145,40 7 vs 23 217,69 0,0000 

8 a1, a2 -2060,42 4142,84 8 vs 23 220,25 0,0000 

9 a1, b1 -1908,08 3838,17 9 vs 23 524,92 0,0000 

10 a1, b2 -1807,65 3637,29 10 vs 23 725,80 0,0000 

11 a1, b3 -1794,80 3611,61 11 vs 23 751,48 0,0000 

12 a1, b6 -1845,12 3712,24 12 vs 23 650,85 0,0000 

13 a2, b1 -1906,88 3835,76 13 vs 23 527,32 0,0000 

14 a2, b2 -1806,56 3635,12 14 vs 23 727,96 0,0000 

15 a2, b3* -1793,69 3609,38 15 vs 23 753,71 0,0000 

16 a2, b6 -1844,09 3710,18 16 vs 23 652,91 0,0000 

17 b1, b2 -1911,79 3845,59 17 vs 23 517,50 0,0000 

18 b1, b3 -1911,57 3845,14 18 vs 23 517,95 0,0000 

19 b1, b6 -1920,79 3863,57 19 vs 23 499,51 0,0000 

20 b2, b3 -1906,74 3835,47 20 vs 23 527,61 0,0000 

21 b2, b6 -1810,96 3643,91 21 vs 23 719,17 0,0000 

22 b3, b6 -1807,68 3637,36 22 vs 23 725,73 0,0000 

23 None -2170,54 4357,09 - - - 

PCH 

1 a1 -3283,73 6585,45 1 vs 18 372,17 0,0000 

2 a2 -3282,71 6583,43 2 vs 18 374,20 0,0000 

3 b1 -3383,60 6785,19 3 vs 18 172,43 0,0000 
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4 b3 -3181,87 6381,75 4 vs 18 575,88 0,0000 

5 b6 -3230,80 6479,59 5 vs 18 478,03 0,0000 

6 a0, b1 -3383,60 6789,19 6 vs 18 172,43 0,0000 

7 a0, b3 -3181,87 6385,75 7 vs 18 575,88 0,0000 

8 a0, b6 -3230,80 6483,59 8 vs 18 478,03 0,0000 

9 a1, b1 -3163,96 6349,91 9 vs 18 611,71 0,0000 

10 a1, b3 -2846,44 5714,88 10 vs 18 1246,74 0,0000 

11 a1, b6 -2877,52 5777,04 11 vs 18 1184,58 0,0000 

12 a2, b1 -3162,45 6346,89 12 vs 18 614,73 0,0000 

13 a2, b3* -2844,61 5711,23 13 vs 18 1250,40 0,0000 

14 a2, b6 -2876,12 5774,25 14 vs 18 1187,38 0,0000 

15 b1, b3 -3110,74 6243,49 15 vs 18 718,14 0,0000 

16 b1, b6 -3105,61 6233,22 16 vs 18 728,40 0,0000 

17 b3, b6 -2921,84 5865,68 17 vs 18 1095,94 0,0000 

18 None -3469,81 6955,63 - - - 

PO 

1 a1 -2197,60 4413,19 1 vs 23 274,90 0,0000 

2 a2 -2195,88 4409,76 2 vs 23 278,33 0,0000 

3 b1 -2307,83 4633,67 3 vs 23 54,42 0,0000 

4 b2 -2206,05 4430,10 4 vs 23 257,99 0,0000 

5 b3 -2193,12 4404,25 5 vs 23 283,84 0,0000 

6 b6 -2137,79 4293,58 6 vs 23 394,52 0,0000 

7 a0+b1 -2307,84 4637,67 7 vs 23 54,42 0,0000 

8 a1+a2 -2191,97 4405,94 8 vs 23 286,16 0,0000 

9 a1+b1 -2131,51 4285,02 9 vs 23 407,08 0,0000 

10 a1+b2 -1934,18 3890,35 10 vs 23 801,74 0,0000 

11 a1+b3 -1901,40 3824,79 11 vs 23 867,30 0,0000 

12 a1+b6 -1843,01 3708,02 12 vs 23 984,07 0,0000 

13 a2+b1 -2129,55 4281,11 13 vs 23 410,98 0,0000 

14 a2+b2 -1932,07 3886,13 14 vs 23 805,96 0,0000 

15 a2+b3 -1899,41 3820,83 15 vs 23 871,26 0,0000 

16 a2+b6* -1841,14 3704,29 16 vs 23 987,80 0,0000 

17 b1+b2 -2145,94 4313,87 17 vs 23 378,22 0,0000 

18 b1+b3 -2139,82 4301,63 18 vs 23 390,46 0,0000 

19 b1+b6 -2106,62 4235,23 19 vs 23 456,86 0,0000 

20 b2+b3 -2160,54 4343,08 20 vs 23 349,01 0,0000 

21 b2+b6 -2047,13 4116,25 21 vs 23 575,84 0,0000 

22 b3+b6 -2041,49 4104,98 22 vs 23 587,11 0,0000 

23 None -2335,05 4686,09 - - - 

Onde os prâmetros seguidos por * indicam as estruturas de melhor desempenho de acordo o Critério de 

Informação de Akaike (AIC). 

 

A partir da tabela 6 também é possível observar que para todas as espécies, a expansão 

de dois parâmetros obteve uma performance superior à expansão de apenas um parâmetro com 

efeito aleatório. Para as espécies PCC e PCH, as melhores estruturas mistas foram obtidas a 

partir das expansões dos parâmetros α2 e β3 e, para PO, dos parâmetros α2 e β6, com valores de 
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MLRT de 753,71, 1250,40 e 987,80, respectivamente, quando comparados com os modelos 

apenas na forma fixa. Os novos parâmetros estimados para os modelos na forma mista podem 

ser verificados na tabela 7.
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Tabela 7 – Estatísticas paramétricas para o modelo Kozak (2004) modificado na forma mista sem e com a modelagem da estrutura de autocorrelação 

(CAR(1)) para as espécies Pinus caribaea var. caribaea (PCC), Pinus caribaea var. hondurensis (PCH) e Pinus oocarpa (PO). 

Species Parameter estimates 

Mixed Modified Kozak (2004)   Mixed Modified Kozak (2004) + CAR(1) 

Values 
Standard 

error 
t value p value  Values 

Standard 

error 
t value p value 

PCC 

α0 0,6866 0,0514 13,3635 0,0000  0,6656 0,0585 11,3759 0,0000 

α1 0,9400 0,0209 45,0492 0,0000  0,9197 0,0231 39,8453 0,0000 

α2 0,1927 0,0393 4,9044 0,0000  0,2220 0,0435 5,0988 0,0000 

β1 0,4655 0,0121 38,3513 0,0000  0,4403 0,0157 28,0301 0,0000 

β2 -0,4013 0,1025 -3,9137 0,0001  0,0615 0,1008 0,6107 0,5415 

β3 0,5191 0,0443 11,7098 0,0000  0,3099 0,0427 7,2585 0,0000 

β6 0,1918 0,0103 18,6640 0,0000  0,2503 0,0139 18,0658 0,0000 

σ2a2 0,0001 - - -  0,0001 - - - 

σ2b3 0,0070 - - -  0,0040 - - - 

σ2
a2b3 0,2250 - - -  0,5310 - - - 

Correlation Structure (φ) - - - -   0,6472 - - - 

PCH 

α1 0,7732 0,0466 16,5784 0,0000  0,9710 0,0190 51,2023 0,0000 

α2 0,9697 0,0176 55,1940 0,0000  0,1231 0,0346 3,5612 0,0004 

β1 0,1216 0,0308 3,9412 0,0001  0,4112 0,0121 34,0251 0,0000 

β3 0,4099 0,0085 47,9487 0,0000  0,3120 0,0264 11,8337 0,0000 

β4 0,3571 0,0218 16,3465 0,0000  0,7855 0,4413 1,7801 0,0752 

β6 0,1784 0,3512 0,5079 0,6116  0,2480 0,0112 22,0567 0,0000 

σ2a2 0,2164 0,0080 27,0414 0,0000  0,0001 - - - 

σ2b3 0,0002 - - -  0,0058 - - - 

σ2
a2b3 0,0058 - - -  0,5910 - - - 

Correlation Structure (φ) - - - -   0,6567 - - - 

PO 

α0 0,6512 0,0451 14,4486 0,0000  0,6528 0,0495 13,1971 0,0000 

α1 0,9402 0,0210 44,8219 0,0000  0,9492 0,0218 43,5335 0,0000 

α2 0,2060 0,0366 5,6233 0,0000  0,1948 0,0382 5,0995 0,0000 

β1 0,4119 0,0089 46,0498 0,0000  0,4131 0,0128 32,1647 0,0000 

β2 0,1066 0,0362 2,9410 0,0033  0,1550 0,0673 2,3037 0,0214 

β3 0,2981 0,0137 21,7000 0,0000  0,2749 0,0245 11,2238 0,0000 

β6 0,2338 0,0151 15,4962 0,0000  0,2503 0,0168 14,8663 0,0000 

σ2a2 0,0002 - - -  0,0001 - - - 

σ2b6 0,0154 - - -  0,0142 - - - 

σ2
a2b6 0,2550 - - -  0,5210 - - - 

Correlation Structure (φ) - - - -   0,6490 - - - 
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Após a expansão dos parâmetros dos modelos modificados para a forma mista, foi 

adicionada a estrutura de autocorrelação CAR(1) e seus parâmetros também podem ser 

observados na tabela 7. A inclusão da estrutura de autocorrelação aos modelos mistos se 

mostrou significativa para todas as espécies de acordo com o teste MLRT (PCC = 381,17, PCH 

= 615,91 e PO = 457,45) (tabela 8), indicando que, mesmo após a inclusão dos efeitos 

aleatórios, um certo grau de autocorrelação dos resíduos permaneceu presente. Tal fato também 

pode ser verificado na Figura 7, por meio da análise gráfica da autocorrelação dos modelos 

modificados na forma fixa, mista e mista com adição da estrutura de autocorrelação, onde há 

uma redução da autocorrelação dos resíduos, evidenciado pela centralização da dispersão dos 

resíduos defasados no centro do gráfico após a adição dos efeitos aleatórios e da estrutura de 

autocorrelação. 

 

Tabela 8 – Resultados do teste MLRT para o modelo Kozak (2004) modificado na forma mista 

sem e com a modelagem da estrutura de autocorrelação (CAR(1)) para as espécies Pinus 

caribaea var. caribaea (PCC), Pinus caribaea var. hondurensis (PCH) e Pinus oocarpa (PO). 

Species Model logLik BIC AIC Test MLRT p value 

PCC 

Mixed Modified 

Kozak 
-1793,69 3667,60 3609,38 - - - 

Mixed Modified 

Kozak + CAR(1) 
-1603,10 3293,73 3230,21 1 vs 2 381,17 0,0000 

PCH 

Mixed Modified 

Kozak 
-2844,61 5773,84 5711,23 - - - 

Mixed Modified 

Kozak + CAR(1) 
-2536,66 5165,62 5097,32 1 vs 2 615,91 0,0000 

PO 

Mixed Modified 

Kozak 
-1841,14 3762,62 3704,29 - - - 

Mixed Modified 

Kozak + CAR(1) 
-1612,42 3312,48 3248,84 1 vs 2 457,45 0,0000 

 

Figura 7 – Distribuição dos resíduos padronizados vs resíduos defasados para as espécies Pinus 

caribaea var. caribaea (PCC), Pinus caribaea var. hondurensis (PCH) e Pinus oocarpa (PO). 
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Fonte: Do autor (2024). 

 

Analisando a dispersão dos resíduos padronizados em função dos diâmetros preditos 

(Figura 8), também é possível observar que houve uma maior centralização dos resíduos em 

torno de zero, conforme os efeitos aleatórios e a estrutura de autocorrelação foram adicionados 

para todas as espécies. 

 

Figura 8 – Distribuição dos resíduos padronizados em função dos diâmetros preditos para a 

base de treino para as espécies Pinus caribaea var. caribaea (PCC), Pinus caribaea var. 

hondurensis (PCH) e Pinus oocarpa (PO). 
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Fonte: Do autor (2024). 
 

Após a modelagem dos efeitos aleatórios e da estrutura de autocorrelação, as 

distribuições dos resíduos para as três espécies demonstram um comportamento desejável, uma 

vez que não há evidências de heterocedasticidades dos resíduos, todos estão simetricamente 

entorno de zero ao longo dos valores preditos, apenas poucos valores ultrapassaram os valores 

de -3 e 3 resíduos padronizados e os valores preditos são compatíveis com a amplitude dos 

valores observados, indicando a ausência de alguma tendência ao longo da amplitude dos dados 

utilizados no treinamento. 

Posteriormente a obtenção dos modelos mistos com estrutura de autocorrelação, estes 

foram calibrados para posterior avaliação da capacidade preditiva. No entanto, dentre as três 

alternativas de calibração sugeridas neste estudo, duas utilizaram o diâmetro a 5,2 m de altura 

do solo (D5,2) como variável. Desse modo, após a obtenção de D5,2  por meio da interpolação 

linear, ajustou-se equações não lineares para descrever a sua relação com o DAP e altura total 

(Clark et al., 1991). Os parâmetros estimados e as métricas estatísticas das equações de predição 

de D5,2 podem ser verificados na tabela 9. 
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Tabela 9 – Resumo estatístico do desempenho dos ajustes dos modelos de predição de D5,2 para as bases de treino e teste para as espécies Pinus 

caribaea var. caribaea (PCC), Pinus caribaea var. hondurensis (PCH) e Pinus oocarpa (PO). 

Parameter 

estimates 
Values 

Standard 

error 
t value p value 

TRAIN   TEST 

RMSE MAPE EF BIAS   RMSE MAPE EF BIAS 

PCC 

β1 0,9349 0,0033 283,7977 0,0000 
0,7745 3,57 0,9804 0,0177 

 
0,7599 3,60 0,9717 -0,1193 

β2 -1,7212 0,0498 -34,5783 0,0000   

PCH 

β1 0,9079 0,0028 327,7430 0,0000 
0,9176 4,02 0,9755 -0,0213 

 
0,9185 4,07 0,9762 0,0887 

β2 -1,4462 0,0414 -34,9030 0,0000   

PO 

β1 0,9225 0,0029 315,7103 0,0000 
0,8551 3,67 0,9810 0,0136 

 
0,7877 3,40 0,9817 0,0347 

β2 -1,7058 0,0422 -40,4694 0,0000   

Onde foram considerados significantes os parâmetros com valor p ≤ 0,05.
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Todos os parâmetros das equações de predição de D5,2 foram significativos a 95% de 

nível de significância. Além disso, as equações resultaram em valores médios de 0,8490 e 

0,8221 cm para RMSE, 3,76 e 3,69% para MAPE e cerca de 98% de eficiência para base de 

treino e teste, respectivamente, para as três espécies analisadas. Essas informações apontam 

uma grande capacidade das variáveis DAP e altura total em explicar D5,2, juntamente com os 

gráficos de resíduos padronizados, em que é possível observar ausência de viés ao longo dos 

valores preditos, bem como apontam a presença de variâncias homogêneas para as bases de 

treino e teste. Dessa forma, essas equações foram utilizadas para obtenção dos valores de D5,2 

para a base de teste para, posteriormente, serem utilizados na calibração dos modelos mistos 

selecionados. 

 

Figura 9 – Distribuição dos resíduos padronizados em função dos diâmetros a 5,2 m preditos 

para a base de treino e teste para as espécies Pinus caribaea var. caribaea (PCC), Pinus 

caribaea var. hondurensis (PCH) e Pinus oocarpa (PO). 
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Fonte: Do autor (2024). 
 

As métricas de desempenho das predições de diâmetro ao longo do fuste e volume total 

para as diferentes alternativas de diâmetros testados no processo de calibração são mostradas 

na tabela 10. Inicialmente é possível perceber que, independentemente da espécie ou opção de 

calibração, as predições de diâmetro possuem maior precisão em relação às de volume total. De 

acordo o rank geral, para a espécie PCC, a ausência de calibração resultou no melhor 

desempenho geral com valores superiores de RMSE (1,07 cm), MAPE (5,10 %) e EF (0,9810) 

para as predições de diâmetro, enquanto que o melhor valor de BIAS (-0,0214) foi alcançado 

por meio da calibração utilizando as medidas de diâmetro a 1,3 e 5,2 m de altura. Já para as 

predições de volume total, a opção sem calibração gerou resultados superiores apenas para 

RMSE (0,0272 m3) e EF (0,9826), enquanto que a calibração utilizando o diâmetro a 5,2 m de 

altura resultou nos melhores valores de MAPE (5,41 %) e BIAS (-0,0029 cm). Os gráficos de 
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distribuição de resíduos padronizados evidenciam um bom comportamento para as predições 

de diâmetro com e sem calibração, enquanto que para as predições de volumes seccionais e 

total há um aumento dos resíduos conforme os valores preditos aumentam, mas mesmo assim 

os resíduos para o volume total permenaceram entre o intervalo de -3 e 3 para todas as 

alternativas de calibração (Figuras 10-12).
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Tabela 10 – Resumo estatístico do desempenho das alternativas de calibração do modelo Kozak (2004) modificado na forma mista com a 

modelagem da estrutura de autocorrelação (CAR(1)) para as espécies Pinus caribaea var. caribaea (PCC), Pinus caribaea var. hondurensis (PCH) 

e Pinus oocarpa (PO). 

PCC 

Calibration method 
Diameter     Total volume  

Summed 

ranks 

Overall 

rank RMSE MAPE EF BIAS p value   RMSE MAPE EF BIAS p value 

Calib. (DBH) 1,48 5,17 0,9638 0,1301 0,0063  0,0389 6,2357 0,9645 0,0058 0,1965 29,71 4,00 

Calib. (D5.2) 1,46 5,11 0,9648 -0,0281 0,3283  0,0342 5,4180 0,9725 -0,0029 0,4599 16,87 1,69 

Calib. (DBH and D5.2) 1,52 5,25 0,9617 -0,0214 0,2091  0,0348 5,4189 0,9716 -0,0053 0,1884 23,24 2,84 

Fixed effects* 1,07 5,10 0,9810 0,0838 0,0682   0,0272 6,0717 0,9826 0,0038 0,3772 13,01 1,00 

PCH 

Calib. (DBH) 1,61 5,63 0,9640 0,3067 0,0000  0,0723 8,8559 0,9287 0,0207 0,0013 31,83 3,63 

Calib. (D5.2) 1,57 5,53 0,9660 0,1329 0,0004  0,0618 7,6427 0,9479 0,0110 0,0449 19,29 1,63 

Calib. (DBH and D5.2)* 1,55 5,38 0,9668 0,1414 0,0005  0,0588 7,2805 0,9529 0,0081 0,1399 15,34 1,00 

Fixed effects 1,18 5,65 0,9807 0,2498 0,0000   0,0505 8,4490 0,9652 0,0181 0,0030 17,64 1,37 

PO 

Calib. (DBH) 1,66 5,02 0,9662 0,1574 0,0041  0,0685 6,6701 0,9538 0,0179 0,0214 31,90 3,48 

Calib. (D5.2)* 1,61 4,84 0,9685 0,0618 0,3905  0,0589 5,7466 0,9659 0,0088 0,1797 16,26 1,00 

Calib. (DBH and D5.2) 1,67 4,91 0,9659 0,1117 0,2102  0,0608 5,9255 0,9636 0,0106 0,1480 21,58 1,85 

Fixed effects 1,20 4,97 0,9824 0,1424 0,0032   0,0472 6,4422 0,9781 0,0153 0,0256 17,13 1,14 

Onde os métodos seguidos por * indicam as altermativas de calibração de melhor desempenho de acordo o rank geral. 
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Figura 10 – Distribuição dos resíduos padronizados em função dos diâmetros preditos e valores 

de diâmetro preditos comparados com os valores observados para a base de treino para Pinus 

caribaea var. caribaea (PCC). 

 

Fonte: Do autor (2024). 
 

Figura 11 –  Distribuição dos resíduos padronizados em função dos volumes seccionais preditos 

e valores de volumes seccionais preditos comparados com os valores observados para a base de 

treino para Pinus caribaea var. caribaea (PCC). 
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Fonte: Do autor (2024). 

Figura 12 –  Distribuição dos resíduos padronizados em função dos volumes totais preditos e 

valores de volumes totais preditos comparados com os valores observados para a base de treino 

para Pinus caribaea var. caribaea (PCC). 

 

Fonte: Do autor (2024). 
 

Considerando a espécie PCH, para as predições de diâmetro, a ausência de calibração 

resultou nos melhores valores de RMSE (1,18 cm) e EF (0,9897), enquanto que as calibrações 

com os diâmetros a 1,3 e 5,2 m e apenas o diâmetro a 5,2 m resultaram nos melhores valores 

de MAPE (5,38 %) e BIAS (0,1329 cm), respectivamente. Já para as predições de volume, a 

ausência de calibração resultou nos melhores valores de RMSE (0,0505 m3) e EF (0,9652), 

enquanto que desempenhos superiores de MAPE (7,28 %) e BIAS (0,0081 m3) foram 

observados para a calibração com os diâmetros a 1,3 e 5,2 m que, de acordo com o rank geral, 

resultou na melhor alternativa de calibração. A distribuição de resíduos padronizados resultante 

da calibração com diâmetros a 1,3 e 5,2 m mostram uma melhora no comportamento dos 

resíduos em relação à ausência de calibração para as predições de diâmetros, enquanto que para 

as predições de volumes seccionais e total, a melhora com a utilização da calibração reduz a 

tendência de aumento dos resíduos conforme os valores preditos aumentam e mantem os 

valores dos resíduos do volume total entre -3 e 3 (Figuras 13-15). 
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Figura 13 –  Distribuição dos resíduos padronizados em função dos diâmetros preditos e valores 

de diâmetro preditos comparados com os valores observados para a base de treino para Pinus 

caribaea var. hondurensis (PCH). 

 

Fonte: Do autor (2024). 

 

Figura 14 –  Distribuição dos resíduos padronizados em função dos volumes seccionais preditos 

e valores de volumes seccionais preditos comparados com os valores observados para a base de 

treino para Pinus caribaea var. hondurensis (PCH). 
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Fonte: Do autor (2024). 

 

Figura 15 –  Distribuição dos resíduos padronizados em função dos volumes totais preditos e 

valores de volumes totais preditos comparados com os valores observados para a base de treino 

para Pinus caribaea var. hondurensis (PCH). 

 

Fonte: Do autor (2024). 

 

As predições de diâmetro, para a espécie PO, com ausência de calibração geraram 

valores de RMSE (1,20 cm e 0,0472 m3) e EF (0,9824 e 0,9781) superiores para as predições 

de diâmetro e volume, enquanto que a calibração utilizando os diâmetros a 5,2 m resultaram 

melhores valores de MAPE (4,84 e 5,75) e BIAS (0,0618 cm e 0,0088 m3). Observando os 

valores do rank geral, a calibração com os diâmetros a 5,2 m  de altura foi a de melhor 

desempenho. A distribuição de resíduos padronizados resultante da calibração com diâmetros 

a 5,2 m possui resíduos mais concentrados em volta de zero em relação à ausência de calibração 

para as predições de diâmetros, enquanto que para as predições de volumes seccionais e total, 

o mesmo padrão é observado com a utilização da calibração, além de uma redução da tendência 

de aumento dos resíduos conforme os valores preditos aumentam, mantendo os resíduos entre 

-3 e 3 (Figuras 16-18). 

 

Figura 16 – Distribuição dos resíduos padronizados em função dos diâmetros preditos e valores 

de diâmetro preditos comparados com os valores observados para a base de treino para as 

espécies Pinus oocarpa (PO). 
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Fonte: Do autor (2024). 

 

Figura 17 – Distribuição dos resíduos padronizados em função dos volumes seccionais preditos 

e valores de volumes seccionais preditos comparados com os valores observados para a base de 

treino para as espécies Pinus oocarpa (PO). 

 

 

Fonte: Do autor (2024). 
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Figura 18 – Distribuição dos resíduos padronizados em função dos volumes totais preditos e 

valores de volumes totais preditos comparados com os valores observados para a base de treino 

para as espécies Pinus oocarpa (PO). 

 

Fonte: Do autor (2024). 

 

Dentre as melhores opções de calibração para cada espécie, apenas as predições de 

diâmetro para a espécie PCH foram diferentes significativamente, de acordo o teste de médias 

pareadas (Figura 19). As demais alternativas selecionadas resultaram em predições 

estatisticamente semelhantes aos valores observados, além de preservar as características da 

distribuição dos dados. 

Além das métricas estatísticas médias para as predições de diâmetro e volume avaliadas 

para as bases de dados, foram extraidos os valores de BIAS para as porções relativas dos fustes, 

variando 10 a 100 %, com intervalos de 10%. 

Os valores de BIAS para cada alternativa de calibração, para cada espécie ao longo do 

fuste podem ser observados na tabela 11 e, para uma análise mais eficiente, esses valores foram 

representados de forma gráfica (Figura 20). É possível observar que a variação dos valores de 

BIAS resultantes das predições de diâmetro, para a espécie PCC, confirmam os resultados 

anteriores, pois os valores de BIAS para a alternativa sem calibração resultou em uma curva 

mais estável, com valores mais próximos de zero, principalmente nas porções de 50 a 70%. Já 

para os valores de BIAS resultantes das predições dos volumes seccionais (Figura 21), a 
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ausência de calibração, além de apresentar valores semelhantes à calibração com o diâmetro a 

5,2 m, resultou em valores com menos viés nas porções de 10% e 40 a 60%. Todos esses 

resultados corroboram com as métricas médias extraídas anteriormente, onde a opção sem 

calibração foi apontada como a mais eficiente. 

 

Figura 19 – Resultados dos testes de médias pareadas comparando as predições de diâmetro e 

volume total, realizadas pelas alternativas de calibração selecionadas, com os dados observados 

para a base de teste para as espécies Pinus caribaea var. caribaea (PCC), Pinus caribaea var. 

hondurensis (PCH) e Pinus oocarpa (PO). 
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Fonte: Do autor (2024). 
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Tabela 11 – Valores de BIAS em porções relativas do fuste resultantes das predições de diâmetros e volumes seccionais realizadas pelas alternativas 

de calibração avaliadas para a base de treino para as espécies Pinus caribaea var. caribaea (PCC), Pinus caribaea var. hondurensis (PCH) e Pinus 

oocarpa (PO). 
BIAS 

RH n 

Diameter (cm)  Volume (m³)  

Calibrated 

(DBH) 

Calibrated 

(D5.2) 

Calibrated 

(DBH and 

D5.2) 

Fixed effects  Calibrated 

(DBH) 

Calibrated 

(D5.2) 

Calibrated 

(DBH and 

D5.2) 

Fixed effects 

PCC 

10 154 0,2253 -0,0074 0,3794 0,0644  0,0003 -0,0003 0,0005 0,0000 

20 79 0,2370 0,0235 0,1285 0,1583  0,0009 0,0002 0,0004 0,0007 

30 80 0,2507 0,0543 0,0461 0,2020  0,0010 0,0002 0,0000 0,0008 

40 43 0,1568 -0,0098 -0,1115 0,1376  0,0005 -0,0005 -0,0013 0,0004 

50 43 -0,2253 -0,3708 -0,5652 -0,2224  -0,0008 -0,0016 -0,0028 -0,0008 

60 38 -0,4288 -0,5614 -0,8018 -0,4048  -0,0007 -0,0014 -0,0026 -0,0006 

70 39 -0,0568 -0,1472 -0,4243 -0,0193  0,0010 0,0006 -0,0006 0,0011 

80 46 0,0363 -0,0362 -0,3308 0,0804  0,0006 0,0003 -0,0005 0,0007 

90 45 0,2250 0,1687 -0,0736 0,2603  0,0002 0,0001 -0,0002 0,0002 

100 48 0,3369 0,3167 0,1915 0,3611  0,0001 0,0001 0,0000 0,0001 

PCH 

10 224 0,1179 -0,1772 0,2907 -0,0969  0,0005 -0,0004 0,0007 -0,0001 

20 112 0,3796 0,1446 0,2584 0,2836  0,0018 0,0009 0,0012 0,0015 

30 118 0,4933 0,2863 0,2717 0,4367  0,0024 0,0016 0,0013 0,0022 

40 63 0,4427 0,2702 0,1432 0,4225  0,0031 0,0021 0,0010 0,0030 

50 62 0,3397 0,1931 -0,0246 0,3508  0,0025 0,0017 0,0003 0,0026 

60 57 0,2024 0,0893 -0,1918 0,2371  0,0019 0,0014 -0,0002 0,0021 

70 59 0,0888 0,0104 -0,3055 0,1404  0,0010 0,0007 -0,0007 0,0012 

80 67 0,4659 0,3973 0,0495 0,5280  0,0015 0,0013 0,0003 0,0017 

90 67 0,3235 0,2844 0,0284 0,3734  0,0003 0,0002 -0,0001 0,0003 

100 71 0,4268 0,4073 0,2447 0,4606   0,0001 0,0001 0,0000 0,0001 

PO 

10 158 -0,0287 -0,0701 0,1566 -0,0586  0,0003 -0,0003 0,0004 0,0000 

20 75 0,1781 0,0221 0,0400 0,1656  0,0010 0,0003 0,0003 0,0009 

30 80 0,3743 0,2069 0,1849 0,3576  0,0020 0,0011 0,0009 0,0018 

40 43 0,3812 0,2319 0,1966 0,3771  0,0028 0,0016 0,0014 0,0026 
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50 45 0,2788 0,1331 0,0902 0,2636  0,0024 0,0015 0,0012 0,0022 

60 40 0,4708 0,3378 0,3014 0,4584  0,0030 0,0023 0,0021 0,0029 

70 34 0,2939 0,2089 0,1908 0,2972  0,0019 0,0015 0,0014 0,0018 

80 52 0,1368 0,0628 0,0565 0,1234  0,0007 0,0004 0,0004 0,0006 

90 42 -0,1197 -0,1543 -0,1433 -0,1240  0,0000 -0,0001 0,0000 0,0000 

100 46 -0,0393 -0,0538 -0,0388 -0,0409   0,0001 0,0000 0,0001 0,0001 
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Figura 20 – Comportamento dos valores de BIAS em porções relativas resultantes das predições 

de diâmetro realizadas pelas alternativas de calibração avaliadas para a base de teste para as 

espécies Pinus caribaea var. caribaea (PCC), Pinus caribaea var. hondurensis (PCH) e Pinus 

oocarpa (PO). 

 

Fonte: Do autor (2024). 

 

Figura 21 – Comportamento dos valores de BIAS em porções relativas resultantes das predições 

de volumes seccionais realizadas pelas alternativas de calibração avaliadas para a base de teste 

para as espécies Pinus caribaea var. caribaea (PCC), Pinus caribaea var. hondurensis (PCH) 

e Pinus oocarpa (PO). 

 

Fonte: Do autor (2024). 

 

Para a espécie PCH, também corroborando com os resultados anteriores, os valores de 

BIAS resultantes das predições de diâmetro, para a alternativa de calibração utilizando os 

diâmetros a 1,3 e 5,2 m resultaram em valores mais próximos de zero, principalmente nas seções 
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de 30 a 50% e 80 a 100%, onde as outras alternativas demostraram maiores desvios. Já as 

predições de volume resultaram em BIAS, mais próximos de zero em quase todas porção do 

fuste (30 a 100%), enquanto que as outras alternativas resultaram em viéses inflados, 

principalmente na porção central do fuste. 

Análisando os resultados da espécie PO, pode-se observar que as predições de diâmetro 

resultaram em um menor viés e uma maior estabilidade dos valores de BIAS ao longo do fuste 

para todas as alternativas de calibração. Além disso, os valores de BIAS, para a alternativa de 

calibração utilizando os diâmetros a 5,2 m resultaram em valores mais próximos de zero, 

principalmente nas seções de 30 a 80% e 100%. Para as predições de volume, a melhor 

alternativa de calibração, gerou um menor viés em quase toda a porção do fuste (20 a 90%). 

 

3.3 Redes Neurais Artificiais 

 

Como resultado das diferentes combinações testadas no presente estudo, 540 modelos 

de RNA foram submetidos ao treinamento, porém, 473 modelos de RNA convergiram, 

considerando as configurações utilizadas. Após o treinamento de cada RNA, as métricas 

estatísticas para a base de treino e teste foram extraídas e, por fim, foi calculado o rank geral 

contendo todas as RNA. 

As RNA foram treinadas para a base de dados contendo as três espécies 

simultaneamente, um vez que, dentre as variáveis de entrada, variáveis dummy referentes às 

espécies estavam presentes. Sendo assim, as três RNA de melhor desempenho geral foram 

selecionadas e suas estatísticas, avaliadas por espécie, podem ser observadas na tabela 12. Para 

a espécie PCC, a RNA 1 com duas camadas ocultas, com sete neurônios cada, função de 

ativação logística e função de saída linear, em que 120 pesos foram ajustados, resultou nos 

melhores resultados de RMSE (1,22 cm e 0,0345 m3), MAPE (5,37 e 6,24 %), EF (0,9753 e 

0,9721) e BIAS (-0,0014 cm e -0,0059 m3) para as predições de diâmetro e volume, 

respectivamente. Além disso, a RNA 1 resultou em uma distribuição de resíduos mais 

homogênea, enquanto que para as RNA 2 e 3, é possível observar uma tendência de 

subestimação para os menores valores de diâmetro (Figura 22). Analisando os resíduos do 

volumes seccionais (Figura 23), há uma tendência de superestimação para os maiores valores 

para todas as três RNA, enquanto que esse padrão não é verificado para as predições de volume 

total, onde os resíduos se manteram dentro do intervalo de -3 e 3 (Figura 24). 
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Tabela 12 – Resumo estatístico do desempenho das melhores RNA para as espécies Pinus caribaea var. caribaea (PCC), Pinus caribaea var. 

hondurensis (PCH) e Pinus oocarpa (PO). 

Model Neurons 

Activation 

function 
Param. 

Diameter     Volume   
Summed 

ranks 

Overall 

rank Hidden 

layer 

Output 

layer 
RMSE MAPE EF BIAS p value   RMSE MAPE EF BIAS p value 

PCC 

ANN1 7-7 tanh Linear 120 1,22 5,37 0,9753 -0,0014 0,2880  0,0345 6,2410 0,9721 -0,0059 0,9387 8,00 1,00 

ANN2 8-15 logistic Linear 215 1,45 5,74 0,9653 -0,0081 0,9008  0,0417 6,5629 0,9592 -0,0107 0,3033 17,03 2,34 

ANN3 11-11 tanh tanh 232 1,63 6,96 0,9558 0,4089 0,0000  0,0386 7,7654 0,9649 0,0088 0,0132 21,49 3,00 

PCH 

ANN1 7-7 tanh Linear 120 1,20 5,40 0,9799 0,0300 0,0682  0,0424 6,5223 0,9754 -0,0003 0,5733 8,00 1,00 

ANN2 8-15 logistic Linear 215 1,41 5,97 0,9726 -0,0863 0,0720  0,0474 6,8838 0,9694 -0,0094 0,1419 18,20 2,30 

ANN3 11-11 tanh tanh 232 1,44 5,89 0,9712 -0,1952 0,0000  0,0524 7,5632 0,9625 -0,0123 0,0085 23,73 3,00 

PO 

ANN1 7-7 tanh Linear 120 1,60 6,26 0,9687 0,1085 0,0001  0,0788 8,7687 0,9389 0,0020 0,0348 12,77 1,16 

ANN2 8-15 logistic Linear 215 1,58 5,34 0,9697 -0,2433 0,0000  0,0792 7,6586 0,9383 -0,0204 0,0360 12,10 1,00 

ANN3 11-11 tanh tanh 232 1,70 5,70 0,9647 -0,1864 0,0001   0,0924 8,1187 0,9160 -0,0189 0,1673 20,60 3,00 
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Figura 22 – Distribuição dos resíduos padronizados em função dos diâmetros preditos e valores 

de diâmetro preditos das melhores RNA comparados com os valores observados para a base de 

teste para as espécies Pinus caribaea var. caribaea (PCC). 

 

Fonte: Do autor (2024). 

 

Figura 23 – Distribuição dos resíduos padronizados em função dos volumes seccionais preditos 

e valores de volumes seccionais preditos das melhores RNA comparados com os valores 

observados para a base de teste para as espécies Pinus caribaea var. caribaea (PCC). 
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Fonte: Do autor (2024). 

 

Figura 24 – Distribuição dos resíduos padronizados em função dos volumes totais preditos e 

valores de volumes totais preditos das melhores RNA comparados com os valores observados 

para a base de teste para as espécies Pinus caribaea var. caribaea (PCC). 

 

Fonte: Do autor (2024). 

 

Para a espécie PCH, a RNA 1 também resultou em uma performance superior em 

relação aos valores de RMSE (1,20 cm e 0,0424 m3), MAPE (5,40 e 6,52 %), EF (0,9799 e 

0,9754) e BIAS (0,0300 cm e -0,0003 m3) para as predições de diâmetro e volume, 

respectivamente. Já as distribuições de resíduos, corroborando com as métricas estatísticas, 

indicam uma distribuição mais simétrica para as predições de diâmetro da RNA 1, enquanto 

que para as RNA 2 e 3 há uma maior tendência de subestimação para os menores valores de 

diâmetro (Figura 25). As predições de volumes seccionais e total para todas as três RNA 

resultaram em resíduos sem tendências pronunciadas e quase todos os resíduos permaneceram 

no intervalo de -3 e 3 (Figura 26 e 27). 

 

Figura 25 – Distribuição dos resíduos padronizados em função dos diâmetros preditos e valores 

de diâmetro preditos das melhores RNA comparados com os valores observados para a base de 

teste para as espécies Pinus caribaea var. hondurensis (PCH). 
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Fonte: Do autor (2024). 

 

Figura 26 – Distribuição dos resíduos padronizados em função dos volumes seccionais preditos 

e valores de volumes seccionais preditos das melhores RNA comparados com os valores 

observados para a base de teste para as espécies Pinus caribaea var. hondurensis (PCH). 

 

Fonte: Do autor (2024). 
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Figura 27 – Distribuição dos resíduos padronizados em função dos volumes totais preditos e 

valores de volumes totais preditos das melhores RNA comparados com os valores observados 

para a base de teste para as espécies Pinus caribaea var. hondurensis (PCH). 

 

Fonte: Do autor (2024). 

 

Para a espécie PO, a RNA 1 resultou nos melhores valores de BIAS (0,0020 cm) para 

as predições de diâmetro e nos melhores valores de RMSE (0,0788 m3), EF (0,9389) e BIAS 

(0,0020 m3) para as predições de volume. Já a RNA 2 resultou em performances superiores de 

RMSE (1,58 cm), MAPE (5,34 %) e EF (0,9697) para as predições de diâmetro e em melhores 

valores de MAPE (7,66 %) para as predições de volume, de modo que a RNA 2 resultou na 

melhor performance para a espécie PO. Os gráficos de resíduos de diâmetro (Figura 28), para 

as três RNA, indicam resíduos normalmente distribuidos e próximos de zero. Porém, quando 

analisando os volumes seccionais (Figura 29), pode-se observar uma tendência de 

superestimação acentuada para os maiores valores. Já para o volume total (Figura 30) os 

resíduos se comportaram de forma simétrica, sem a presença de tendências. 

 

Figura 28. Distribuição dos resíduos padronizados em função dos diâmetros preditos e valores 

de diâmetro preditos das melhores RNA comparados com os valores observados para a base de 

treino para as espécies Pinus oocarpa (PO). 



152 

 

 

Fonte: Do autor (2024). 

 

Figura 29 – Distribuição dos resíduos padronizados em função dos volumes seccionais preditos 

das melhores RNA e valores de volumes seccionais preditos comparados com os valores 

observados para a base de treino para as espécies Pinus oocarpa (PO). 

 

Fonte: Do autor (2024). 
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Figura 30 – Distribuição dos resíduos padronizados em função dos volumes totais preditos das 

melhores RNA e valores de volumes totais preditos comparados com os valores observados 

para a base de treino para as espécies Pinus oocarpa (PO). 

 

Fonte: Do autor (2024). 

 

A RNA 1 resultou em predições estatisticamentes semelhantes aos valores observados 

paras as espécies PCC e PCH, de acordo o teste de médias pareadas para os valores de diâmetro 

e volume, além da distribuição  do valores preditos continuar similar a dos dados observados 

(Figura 31). No entanto, as predições foram significativamente diferentes para a espécie PO. 

 

Figura 31 – Resultados dos testes de médias pareados comparando as predições de 

diâmetro e volume total, realizadas pelas melhores RNA, com os dados observados para a base 

de treino para as espécies Pinus caribaea var. caribaea (PCC), Pinus caribaea var. hondurensis 

(PCH) e Pinus oocarpa (PO). 
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Fonte: Do autor (2024). 
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Os valores de BIAS resultantes das RNA, para cada espécie ao longo do fuste podem 

ser observados na tabela 13. A variação dos valores de BIAS resultantes das predições de 

diâmetro (Figura 32), para a espécie PCC, indicam menos viés para as porções de 40 a 70 % e 

80 a 100 % do fuste, confirmando a performance superior da RNA 1. Avaliando as predições 

de volume, as três RNA resultaram em um comportamento instável do BIAS (Figura 33), mas 

este foi menos pronunciado para a RNA 1. Esses resultados evidenciam o melhor desempenho 

da RNA 1. 

 

Tabela 13 – Valores de BIAS em porções relativas resutantes das predições de diâmetros e 

volumes secccionais realizadas pelas melhores RNA avaliadas para a base de teste para as 

espécies Pinus caribaea var. caribaea (PCC), Pinus caribaea var. hondurensis (PCH) e Pinus 

oocarpa (PO). 

  BIAS 

RH n 
Diameter (cm)   Volume (m³)  

ANN1 ANN2 ANN3  ANN1 ANN2 ANN3 

PCC 

10 154 -0,2165 -0,0378 -0,1490  -0,0006 -0,0005 -0,0006 

20 79 -0,0039 -0,2453 0,0179  -0,0005 -0,0012 -0,0003 

30 82 -0,2337 -0,4317 0,0518  -0,0010 -0,0017 0,0002 

40 41 -0,2110 -0,3636 0,3232  -0,0017 -0,0029 0,0007 

50 43 -0,2671 -0,5086 0,4019  -0,0016 -0,0027 0,0010 

60 38 -0,2051 -0,4706 0,5219  -0,0007 -0,0014 0,0018 

70 39 0,3036 0,1353 1,0495  0,0014 0,0013 0,0035 

80 46 0,3925 0,4232 1,1990  0,0011 0,0014 0,0027 

90 45 0,5473 0,7979 1,4500  0,0005 0,0007 0,0011 

100 48 0,5280 1,0340 1,1894   0,0001 0,0002 0,0002 

PCH 

10 224 -0,2420 -0,5227 -0,6288  -0,0005 -0,0014 -0,0018 

20 112 -0,0586 -0,3394 -0,5759  -0,0005 -0,0014 -0,0020 

30 120 -0,2093 -0,4500 -0,4983  -0,0006 -0,0017 -0,0017 

40 61 -0,0077 -0,2925 -0,3312  0,0002 -0,0016 -0,0014 

50 62 0,1459 -0,1797 -0,2289  0,0007 -0,0007 -0,0006 

60 57 0,1520 -0,0412 -0,1342  0,0008 0,0004 0,0004 

70 59 0,0459 0,0770 -0,0545  0,0002 0,0007 0,0005 

80 67 0,3696 0,6200 0,4447  0,0011 0,0018 0,0017 

90 67 0,3554 0,6968 0,6253  0,0003 0,0006 0,0007 

100 71 0,6247 0,9857 0,8883   0,0001 0,0002 0,0002 

PO 

10 158 -0,8220 -0,4390 -0,4902  -0,0020 -0,0014 -0,0017 

20 75 0,1507 -0,5330 -0,5687  -0,0004 -0,0027 -0,0027 

30 82 0,0870 -0,6164 -0,6502  -0,0003 -0,0036 -0,0034 

40 41 0,5044 -0,4648 -0,4224  0,0015 -0,0038 -0,0031 

50 45 0,4882 -0,3813 -0,2539  0,0016 -0,0020 -0,0014 

60 40 0,6008 0,0454 0,1772  0,0026 0,0005 0,0008 

70 34 0,7226 0,2601 0,3622  0,0030 0,0015 0,0019 
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80 52 0,7141 0,2165 0,4010  0,0016 0,0006 0,0010 

90 42 0,5616 0,1803 0,4968  0,0005 0,0002 0,0004 

100 46 0,5687 0,3690 0,5736   0,0002 0,0001 0,0002 

 

Figura 32 – Comportamento dos valores de BIAS em porções relativas resultantes das predições 

de diâmetro realizadas pelas melhores RNA avaliadas para a base de teste para as espécies Pinus 

caribaea var. caribaea (PCC), Pinus caribaea var. hondurensis (PCH) e Pinus oocarpa (PO). 

 
Fonte: Do autor (2024). 

 

Figura 33 – Comportamento dos valores de BIAS em porções relativas resultantes das predições 

de volumes seccionais realizadas pelas melhores RNA avaliadas para a base de teste para as 

espécies Pinus caribaea var. caribaea (PCC), Pinus caribaea var. hondurensis (PCH) e Pinus 

oocarpa (PO). 

 
Fonte: Do autor (2024). 
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Para a espécie PCH, as predições de diâmetro da RNA 1 resultaram em valores de BIAS 

menores para quase toda porção do fuste, com exceção da porção de 60%. Já para as predições 

de volume, os valores de BIAS só não foram menores para a porção de 50 a 60%. Ambos os 

resultados apontam a RNA 1 como a mais adequada. 

Considerando a espécie PO, as predições geradas pela RNA 2 resultaram em valores 

menores de BIAS apenas nas porções de 10 e 60 a 100% para as predições de diâmetro e 

volume. No entanto, por ter resultado nas melhores predições para as espécies PCC e PCH, a 

RNA 1 foi selecionada para posterior comparação com os modelos de efeitos mistos. 

O coeficientes obtidos a partir do treinamento da RNA 1 podem ser observados na tabela 

14. 
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Tabela 14 – Coeficientes ajustados para a RNA 1. 
Hidden 

Layer 
Node β0 β1 β2 β3 β4 β5 β6 β7 

1 

Neuron 1 0,0349 0,0967 -0,2073 -15,9580 1,2035 -1,8037 -1,9580 5,3630 

Neuron 2 -0,7387 0,4191 0,3145 1,0779 -0,5704 -0,7613 -0,7824 1,0969 

Neuron 3 -1,1788 0,4806 0,1975 0,9681 0,7107 -0,0729 -0,8243 -0,7598 

Neuron 4 -1,7186 -0,4378 0,1002 0,0846 1,8080 -0,0139 -1,1736 0,6624 

Neuron 5 0,2065 -0,6553 0,5558 0,1250 0,7489 0,2760 0,3876 -0,4454 

Neuron 6 1,0871 -0,8230 -0,0365 1,0184 -0,2997 0,3111 0,2840 -0,7056 

Neuron 7 0,5251 0,5846 0,0793 -0,7560 -0,0819 0,6367 -0,7639 -0,6637 

2 

Neuron 1 0,0013 0,0342 0,9974 -1,0306 -1,3955 0,3493 0,2699 -0,6708 

Neuron 2 0,0595 0,2806 1,7065 -0,5717 1,3034 -0,7661 2,3290 -0,0239 

Neuron 3 0,1245 -0,6271 -1,3315 1,7314 0,5745 -0,3037 -0,6327 -0,9446 

Neuron 4 1,9945 -0,3303 -0,8496 1,4017 -1,1549 0,5233 -0,3288 1,5568 

Neuron 5 1,2970 -0,6656 -1,1041 1,9495 2,4440 0,6512 -0,3761 2,2832 

Neuron 6 -0,1519 0,0936 -3,2754 -1,5385 -2,5183 3,1229 3,3293 3,3545 

Neuron 7 -0,3503 0,1220 -0,2100 -0,5549 0,7557 -0,4574 1,5636 0,0269 

  Output 0,2074 -0,7842 -0,5140 -1,1336 -0,3375 -0,2526 0,2675 -1,0330 
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3.4 Avaliação geral 

 

Os modelos mistos e as RNAs selecionadas foram comparados de acordo sua 

capacidade preditiva para diâmetro e volume e os valores de rank para cada métrica pode ser 

verificado na tabela 15. Os modelos mistos foram superiores às RNAs para as espécies PCC e 

PO 

 

Tabela 15. Ranks para os desempenhos das alternativas de calibração selecionadas comparadas 

à melhor RNA selecionada, considerando as predições de diâmetros e volumes totais para a 

base de teste para as espécies Pinus caribaea var. caribaea (PCC), Pinus caribaea var. 

hondurensis (PCH) e Pinus oocarpa (PO). 

Model 
Diameter ranks   Total volume ranks Summed 

ranks 

Overall 

rank RMSE MAPE EF BIAS   RMSE MAPE EF BIAS 

PCC 

Fixed effects 1 1 1 2  1 1 1 1 9 1 

ANN 1 2 2 2 1  2 2 2 2 15 2 

PCH 

Calibrated 

(DBH and 

D5.2) 

2 1 2 2  2 2 2 2 15 2 

ANN 1 1 2 1 1  1 1 1 1 9 1 

PO 

Calibrated 

(D5.2) 
2 1 2 1  1 1 1 2 11 1 

ANN 1 1 2 1 2   2 2 2 1 13 2 

 

Em uma comparação conjunta, envolvendo todas as espécies (Tabela 16), o desempenho dos 

modelos mistos e da RNA foram semelhantes para a predição de diâmetro, enquanto que, para 

a predição de volume, os modelos mistos foram superiores. 

 

Tabela 16 – Combinação dos ranks para os desempenhos das alternativas de calibração 

selecionadas comparadas à RNA selecionada, considerando as predições de diâmetros e 

volumes totais para a base de teste. 

Model RMSE MAPE EF BIAS   
Summed 

ranks 

Overall 

rank 

Diameter ranks 

Mixed model 5 3 5 5  18 1 

ANN 4 6 4 4   18 1 

Total volume ranks 

Mixed model 4 4 4 5  17 1 

ANN 5 5 5 4   19 2 

 

Após a seleção dos modelos mistos e da RNA que melhor representassem a forma do 

fuste das três espécies, gráficos com valores das árvores menor, média e maior da base de teste 
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foram gerados para verificar a capacidade preditiva dos modelos (Figura 34). Para a espécie 

PCC, as duas técnicas resultaram em curvas semelhantes para a menor árvore, um 

comportamento semelhante foi observado para a ávore média, porém houve uma 

superestimação da RNA e subestimação do modelo misto no topo do fuste. Além disso, para a 

árvore maior a RNA superestimou os diâmetros na porção média do fuste enquanto que o 

modelo misto subestimou. 

 

Figura 34 – Comportamento das curvas de afilamento ajustas pelas técnicas de modelagem 

mista e RNA aplicadas a árvores de diferentes tamanhos (pequeno, médio e grande) para as 

espécies Pinus caribaea var. caribaea (PCC), Pinus caribaea var. hondurensis (PCH) e Pinus 

oocarpa (PO). 

 
Fonte: Do autor (2024). 

 

Considerando a espécie PCH, houve uma subestimação dos diâmetros estimados pela 

RNA na porção média do fuste para a menor árvore, para a árvore média houve uma 

superestimação dos valores do topo do fuste. Já para a maior árvore, o modelo misto subestimou 

os diâmetros na porção baixa do fuste, enquanto que a RNA superestimou os valores na parte 

alta do fuste. 

Para a espécie PO, o comportamente das técnicas para a árvore menor foi semelhante, 

sem tendencias para ambas. Para a árvore média o comportamento também foi semelhante, 

resultando em predições precisas. Por fim, para a árvore maior, o modelo misto descreveu o 

perfil da árvore sem tendência evidente, enquanto que a RNA superestimou os diâmetros em 

quase toda a porção do fuste. Por fim, percebe-se que, de forma geral, houve uma melhor 

representação da forma dos fustes pela modelagem mista, onde as curvas foram mais suaves e 

próximas das medidas reais para os três tamanhos de árvores. 
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4 DISCUSSÃO 

 

A compreensão da forma do fuste é uma ferramenta importante, uma vez que permite 

definir o sortimento de madeira das florestas e, consequentemente, o seu valor econômico 

(Kohler et al., 2016). Por meio do ajuste de equações matemáticas é possível descrever o perfil 

do fuste das árvores, porém, a seleção de um modelo adequado para diferentes espécies e 

condições pode ser uma tarefa complexa devido às variações na forma dos fustes e as diversas 

alternativas disponíveis (Li; Weiskittel, 2010). A fim contribuir com informações sobre técnicas 

para a modelagem do perfil do fuste de árvores comerciais no Brasil, o presente estudo 

desenvolveu e analisou funções baseadas em técnicas de modelagem mista e redes neurais 

artificiais para povoamentos de Pinus caribaea var. caribaea, Pinus caribaea var. hondurensis 

e Pinus oocarpa localizados na região sudeste do país. 

Dentre os diversos tipos de equações de regressão testadas, os resultados do presente 

estudo indicaram a escolha de uma equação de forma variável (Kozak, 2004). Na literatura, 

pode-se encontrar a aplicação eficiente dessas equações para diversas condições e espécies 

(Kozak 1988; Pérez et al. 1990; Muhairwe 1999; Sharma; Zhang. 2004; Oliveira et al., 2022; 

Hansen et al., 2023), uma vez que são capazes de descrever a forma do fuste a partir de 

mudanças no expoente ou variável da base para o topo, representando as formas do neilóide, 

parabolóide, cone e diversas formas intermediárias (Kozak 1997). Além disso, utilizando essa 

técnica, assume-se que a forma do fuste muda continuamente ao longo do fuste (Lee et al., 

2003). No presente estudo, assim como em estudos anteriores ao redor do mundo (Rojo et al., 

2005; Corral-Rivas et al., 2007; Li; Weiskittel, 2010; Heiðarsson; Pukkala, 2011), o modelo de 

Kozak (2004) foi capaz de resultar em menores erros e maior eficiência das predições para 

espécies do gênero Pinus.  

Em um levantamento realizado por Terra et al. (2020), dos trabalhos realizados em 

plantios brasileiros de Pinus, os modelos predominantemente utilizados são os modelos de 

Hradetzky (1976) e Schöepfer (1966), evidenciando a necessidade de estudos considerando 

outros tipos de modelos, como as equações de forma variável. Analisando pesquisas ainda mais 

recentes, é possível verificar estudos aplicando o modelo de Kozak (2004) para plantios 

florestais no Brasil (Andrade et al., 2021; Andrade et al, 2022; Bernardi et al.,2021; Rocha et 

al., 2022; Lacerda et al., 2022; Santos et al., 2023), porém, poucos estudos envolvem espécies 

do gênero Pinus, como o trabalho realizado por Stefanello et al. (2021), onde o modelo 

proporcionou as predições mais acuradas de volume comercial para plantios comerciais de 

Pinus taeda na região sul do país. 
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Nem todos os parâmetros dos modelos foram significativos, sendo assim removidos e 

as equações foram reajustadas para preservar a parcimônia dos modelos. Posteriormente, 

parâmetros de efeito aleatório a nível de árvore foram incluídos em dois parâmetros do modelo, 

para cada espécie. Embora seja possível expandir todos os parâmetros com o efeito aleatório, 

isso pode dificultar a convergência durante o ajuste. Nos trabalhos de Arias-Rodil et al. (2015) 

e Bouriaud et al. (2019), onde consideraram a expansão de até dois e três parâmetros, 

respectivamente, também foram reportados problemas de convergência. 

A inclusão do efeito aleatório proporcionou uma  melhora significativa considerando as 

três espécies de Pinus. Sharma (2020), avaliando a aplicação de equações de forma variável 

para modelar o afilamento do fuste em plantios Pinus resinosa no Canadá, támbém constatou 

que a adição de efeitos aleatórios a nível de árvore resultou em uma melhora significativa das 

métricas estatísticas. Além disso, Schröder et al., (2015), estudando plantios de Pinus elliottii 

Engelm., no sul do Brasil, também reportaram melhora significativa dos parâmetros estatísticos 

de modelos de afilamento por meio de modelagem mista, porém os autores consideraram o 

efeito aleatório a nível de classe diamétrica. Já, Santos et al., (2021) também aplicando 

modelagem mista em plantios de Pinus taeda, com 17 anos de idade, constataram um aumento 

significativo na precisão dos modelos, utilizando o nível árvore como efeito aleatório, incluindo 

a comparação com outros níveis como sítio e classe diamétrica. Esses resultados, juntamente 

com os encontrados no presente estudo, enaltecem a relevância da utilização do efeito aleatório 

a nível individual de árvore que, por sua vez, é capaz de conferir generalidade e especificidade 

aos modelos, simultaneamente, uma vez que atributos individuais como forma e afilamento são 

essenciais para predições de volume precisas ao longo do fuste. Apesar da existência de 

trabalhos envolvendo modelagem mista para o gênero Pinus no Brasil, o presente trabalho é o 

primeiro estudo a desenvolver equações de forma variável com adição de efeitos aleatórios a 

nível de árvore para as espécies Pinus caribaea var. caribaea, Pinus caribaea var. hondurensis 

e Pinus oocarpa, na região sudeste do país, sendo uma contribuição extremamente relevante 

para a modelagem do fuste de pinus. 

Em seguida, considerou-se a heterocedasticidade e autocorrelação residual. Essas 

propriedades devem ser consideradas na modelagem do afilamento do fuste e, de acordo Leites 

e Robinson (2004) e Sharma e Parton (2009), a modelagem mista, por meio da inclusão de 

efeitos aleatório, pode remover a heterocedasticidade e a autocorrelação dos resíduos do 

modelo. No entanto, em contraste essas afirmações, no presente estudo, a inclusão dos efeitos 

aleatórios não foi suficiente para eliminar a autocorrelação dos resíduos, de modo que, a 

inclusão da estrutura de erro autoregressiva contínua de primeira ordem CAR(1) aos modelos 
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de Kozak (2004), promoveu uma melhora significativa das métricas estatísticas (Tabela 7). 

Estudos recentes obteram resultados semelhantes, evidenciando que em certos casos a 

autocorrelação pode ser reduzida, mas não completamente removida apenas com a adição dos 

parâmetros aleatórios (Liu et al., 2020; Özçelik; Alkan, 2020). Essa informação deve ser 

enfatizada, uma vez que, ainda que os parâmetros estimados pelos mínimos quadrados 

permaneçam não viesados e com distribuição normal, há uma redução de sua eficiência na 

presença de autocorrelação (Gujarati; Porter, 2008). Além disso, a modelagem mista tornou a 

variância dos resíduos ainda mais homogênea. 

Utilizando a modelagem mista, parâmetros de efeito aleatório podem ser preditos a 

partir de, no mínimo, uma medida de diâmetro. Esse processo, chamado de calibração, permite 

a obtenção de curvas calibradas individualmente para novas árvores. Com esse objetivo, foram 

avaliadas três alternativas de calibração que utilizaram o DAP, D5,2 e DAP e D5,2 de cada árvore 

da base de teste como medidas adicionais. Além disso, a alternativa sem calibração também foi 

avaliada, uma vez que as equações de efeitos mistos, além das curvas específicas por 

indivíduos, podem fornecer uma curva média, a partir apenas dos parâmetros de efeito fixo 

(Westfall, 2016). No presente estudo,  ausência de calibração foi a alternativa mais 

recomendada para a espécie Pinus caribaea var. hondurensis. Arias-Rodil et al. (2015), em 

contraste com os resultados do presente estudo, concluíram que a ausência de dados de 

calibração limitaria a aplicabilidade da equação mista ajustada para Pinus radiata na Espanha. 

Ao utilizar a curva média para as predições, esta está condicionada aos efeitos aleatório 

de modo que é capaz de capturar parcialmente a dependência entre observações, baseada na 

autucorrelação individual em sua estrutura de covariância (Verbeke et al., 2014; Lanssanova et 

al., 2020). 

Para Pinus caribaea var. hondurensis e Pinus oocarpa, as medidas de diâmetro 

adicionais para calibração dos modelos foi recomendada, sendo D5,2 e DAP e D5,2, 

respectivamente. Trincado e Burkhart (2006), estudando modelos de afilamento para Pinus 

taeda L., constataram que a inclusão de efeitos aleatórios e calibração para novas árvores, 

utilizando dois diâmetros, resultou em medidas mais precisas. Já os resultados encontrados por 

Lanssanova et al. (2020) indicaram o DAP como medida adicional para a calibração de modelos 

mistos de afilamento para plantios de Tectona grandis. O autor também destaca para o fato de 

que, com a utilização do DAP como medida adicional, não há a necessidade de coletas 

adicionais de diâmetros ao longo do fuste durante as operações de inventário. No presente 

estudo, modelos com boa capacidade de predição de D5,2 foram desenvolvidos individualmente 

por espécie, resultando em bons resultados na calibração e tornando ainda dispensável a coleta 
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adicional de diâmetros no campo. Fatores como esse são indispensáveis para a redução de 

tempo e custo na coleta de dados, tornando a técnica de calibração viável. 

Para Pinus caribaea var. caribaea, houve uma maior precisão das predições nas porções 

mais baixas do fuste, tanto de diâmetro como de volume. Téo et al. (2018), aplicando o modelo 

de Schöpfer (1966) para Pinus taeda, encontraram um padrão semelhante. Esse comportamento 

pode ter seu impacto negativo reduzido, uma vez que, as porções mais baixa são que as 

constituem maior quantidade e são a materia-prima dos produtos mais nobres. 

Hussain et al. (2020), aplicando o mesmo modelo com efeitos aleatórios e calibração 

utilizando os diâmetros a 5,3 m para as espécies Larix gmelinii Rupr. e Abies nephrolepis 

Maxim, encontraram maiores erros para os diâmetros na porção mais alta do fuste. Estes 

resultados são semelhantes ao encontrado no presente estudo para a espécie Pinus caribaea var. 

hondurensis. Como consequência, as predições dos volumes nas porções mais baixas do fuste 

também resultaram em maiores erros. He et al. 2021 ressaltam o fato de que a transformação 

dos valores preditos de diâmetro em predições de volume pode resultar em maior erro dessas 

predições. Esse comportamento pode ser atribuído à maior variação de forma que ocorre na 

base do fuste e isso pode ter um maior impacto negativo nas maiores árvores, pois estas 

normalmente carregam um maior valor econômico. Dessa forma, é recomendável que se busque 

estratégias para aumentar a precisão do volume, principalmente na base dos fustes. 

Considerando as RNA, resultados satisfatórios foram encontrados para configurações 

contendo duas camadas ocultas, com sete neurônios cada. Contrastando com resultados como 

o de Bonete et al. (2019), em que, aplicando RNA para explicar o afilamento do fuste de 

plantios de Pinus taeda L. não desbastados e com menor amplitude de idade, encontraram 

resultados satisfatório a partir da utilização de quatro camadas ocultas. Os autores também 

encontraram valores de RMSE e MAPE maiores, quando comparados com os valores obtidos 

de forma simultânea para três espécies do presente estudo. Diferentemente dos autores citados, 

no presente trabalho, a transformação 
𝐻𝑖−ℎ𝑖𝑗

𝐻𝑖−1,3
 foi utilizada como entrada das RNA e, mesmo não 

tendo sido realizados testes sobre o efeito da inclusão dessa variável, isso pode sugerir que esta 

seja considerada para futuros estudos sobre o afilamento de Pinus. Também vale ressaltar que, 

além dos valores mais baixos de RMSE, no presente estudo, foi incluída a essa medida uma 

penalização relacionada ao número de parâmetros presentes nas redes. 

Seki (2023), estudando plantios de Pinus sylvestris L. na Turquia, encontrou valores de 

RMSE maiores, porém melhores resultados para EF e BIAS, onde as métricas EF e RMSE 

consideraram o número de parâmetros. Diferentemente do presente estudo, o autor utilizou 
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RNA com apenas uma camada oculta com cinco neurônios, mas o desempenho das RNA foi 

inferior aos dos modelos de regressão avaliados em seu estudo. E, além disso, os resíduos 

alcançaram uma grande amplitude e variância menos homogênea. 

De forma geral, com o avanço da aplicação das RNA, diversas configurações vêm sendo 

disponibilizadas para aplicação na modelagem de variáveis florestais (Costa Filho et al., 2019). 

No entanto, a seleção da configuração adequada e das variáveis de entrada de uma RNA é um 

processo que pode demandar grande tempo e diversos testes, uma vez que é necessário escolher 

as variáveis preditoras, quantidade de camadas ocultas, número de neurônios por camada, 

função de ativação para as camadas ocultas e de saída, algoritmo de aprendizagem, dentre 

outras. Dessa forma, estudos como esse são essenciais, pois podem contribuir para a escolha 

correta de configurações dentre as diversas possibilidades existentes a fim de se obter resultados 

mais precisos e confiáveis. 

Uma das grandes vantagens de utilizar os modelos mistos e as RNA está relacionada ao 

fato de que, além das predições acuradas, ambas as técnicas permitem a aplicação em dados 

que não precisam necessariamente obedecer os pressupostos estatísticos exigidos na regressão 

clássica (Ozçelik et al., 2011; Schikowski et al., 2015), a exemplo dos dados de afilamento que 

são medidas repetidas e correlacionadas para o mesmo indivíduo. Além disso, essas técnicas 

permitem modelar dados complexos provenientes de diferentes locais e material genético, uma 

vez que são capazes de considerar os diversos níveis presentes nos dados. 

Predições ainda mais acuradas poderiam ser alcançadas por meio do fornecimento de 

atributos a nível de parcela, como idade, área basal, diâmetro médio quadrático e altura 

dominante que, infelizmente, não estavam presentes na base de dados em estudo. A utilização 

dessas variáveis como preditoras nos modelos se torna ainda mais viável por serem variáveis 

comumente obtidas nas operações de inventário das empresas. Outras variáveis a nível 

individual como informações sobre a copa ou diâmetros adicionais podem ser aplicadas no 

estudo do comportemento da forma do fuste para obtenção de informações mais precisas mas, 

do ponto de vista prático, sua inclusão nas operações rotineiras das empresas poderia resultar 

em um aumento de custo que anularia a viabilidade dessa prática. 
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5 CONCLUSÃO 

 

Modelos de efeito mistos e redes neurais artificiais foram eficientes na predição do 

diâmetro ao longo do fuste e volume total para espécies do gênero Pinus. 

A equação de forma variável de Kozak (2004) foi a alternativa mais adequada dentre as 

técnicas de regressão avaliadas e, com a adição de parâmetros  de efeito aleatório e estrutura de 

erro autoregressiva contínua de primeira ordem houve melhora significativa, tornando os 

modelos mais coerentes com a natureza dos dados. Após a calibração das equações, os modelos 

resultaram em predições de diâmetro ao longo do fuste e volume total estatisticamente iguais 

aos valores observados para as espécies Pinus caribaea var. caribaea e Pinus oocarpa. 

Os diâmetros à 1,3 m e 5,2 m do solo são recomendados para a calibração da equação 

mista de afilamento para Pinus caribaea var. caribaea, enquanto que, a calibração com apenas 

diâmetros à 1,3 m é recomendada para Pinus oocarpa. Além disso, recomenda-se a utilização 

da equação de predição do diâmetro a 5,2 m para realização da calibração, dispensando-se assim 

a necessidade de medidas adicionais de diâmetros e tornando a aplicação desta metodologia 

viável. 

As redes neurais artificiais promoveram resultados satisfatórios de diâmetro ao longo 

do fuste e volume total para Pinus caribaea var. caribaea (PCC) e Pinus caribaea var. 

hondurensis, simultaneamente, com valores preditos não diferindo estatisticamente dos valores 

observados. A melhor configuração foi composta por duas camadas ocultas, com sete neurônios 

cada e funções de ativação tangente hiperbólica e linear nas camadas ocultas e de saída, 

respectivamente. 

De forma geral, considerando as predições de diâmetro e volume total para três espécies 

em estudo, a modelagem mista resultou nos melhores resultados, não sendo capaz apenas de 

predizer diâmetros significamente iguais aos valores observados para a espécie Pinus caribaea 

var. hondurensis, mas mesmo assim os valores de volume total foram satisfatórios. 

Embora as equações mais simples de afilamento ofereçam mais praticidade e sejam de 

mais simples entendimento, a acurácia têm sido superada por modelos mais complexos e, uma 

vez que o poder computacional não é mais um fator limitante, seu uso em diversas ocasiões se 

torna injustificável. 

O comportamento dos resíduos ao longo do fuste e a avaliação da propagação do erro 

para as predições volumétricas devem ser considerados na escolha do modelo de afilamento 

para conduzir a uma seleção mais adequada. 
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Recomenda-se a adição de outros atributos a nível de parcela, a fim de melhorar a 

representação do afilamento dos fustes das árvores, desde que a coleta destas não comprometam 

a viabilidade das operações de inventário florestal. 
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TERCEIRA PARTE 

 

1 CONSIDERAÇÕES FINAIS 
 

Diante dos objetivos propostos, este estudo buscou avaliar, por meio de métricas 

estatísticas mundiamente difundidas, a precisão de modelos tradicionais de regressão, modelos 

mistos e suas alternativas de calibrações e Redes Neurais Artificiais (RNA) para predições de 

altura total, diâmetros ao longo do fuste e volume do fuste de árvores de Pinus spp. A análise 

detalhada foi capaz de fornecer insights valiosos acerca da eficácia de diferentes abordagens de 

modelagem para etapas essenciais da mensuração florestal. Os principais resultados 

encontrados foram: 

• A equação de Ratkowsky (1990) destacou-se como a mais adequada para 

explicar a interação entre altura e diâmetro das árvores de Pinus caribaea var. 

hondurensis. 

• A inclusão do diâmetro dominante e altura dominante resultou em melhorias 

significativas nas predições da altura total das árvores em diferentes sítios e com 

diferentes idades, indicando a relevância dessas variáveis na modelagem 

hipsométrica. 

• A introdução de efeitos aleatórios e calibração por unidade amostral demonstrou 

grande eficácia na melhoria do desempenho do modelo a nível local. Além disso, 

as alternativas de calibrações mais adequadas foram identificadas, sendo 

necessário nove árvores distribuídas igualmente em diferentes classes 

diamétricas para o modelo local na forma mista e, para o modelo que já possuía 

variáveis a nível de parcela, a calibração não foi necessária. 

• A equação de forma variável de Kozak (2004) foi a alternativa mais adequada 

para a predição do diâmetro ao longo do fuste e volume total de Pinus caribaea 

var. caribaea, Pinus caribaea var. hondurensis e Pinus oocarpa. 

• A modelagem com efeitos aleatórios e a função de autocorrelação contínua de 

primeira ordem proporcionaram melhorias significativas, tornando os modelos 

mais coerentes com os dados e resultou em valores significamente iguais aos 

reais para Pinus caribaea var. caribaea e Pinus oocarpa. 

• As Redes Neurais Artificiais demonstraram eficiência na predição de diâmetro 

ao longo do fuste e volume total para Pinus caribaea var. caribaea e Pinus 

caribaea var. hondurensis, sendo capaz de gerar predições estatisticamente 
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iguais aos valores observados de forma simultânea para as duas espécies por 

meio de variáveis dummy. 

Os resultados encontrados nesse trabalho apontam para a necessidade de estudos mais 

aprofundados sobre a otimização de estratégias para a seleção da estrutura mais apropriada das 

redes neurais artificias e interpretação de seus parâmetros ajustados.  

Embora as equações mais simples de afilamento ofereçam mais praticidade e sejam 

menos complexas, suas capacidades de predição têm sido superadas por técnicas mais 

complexas e, com o avanço computacional e maior difusão do conhecimento, justifica-se a 

aplicação de técnicas mais avançadas e eficientes. 

O comportamento residual em toda a extensão do fuste e a avaliação da propagação da 

imprecisão para as estimativas de volume devem ser analisados para a escolha de um modelo 

de afilamento mais adequado. 

Além disso, recomenda-se a inclusão de outros atributos a nível de unidade amostral 

para melhorar a representação do afilamento dos fustes das árvores, sempre respeitando 

viabilidade operacional nas rotinas inventário florestal. Essas melhoras podem ser alcançadas a 

partir de tecnologias mais avançadas como sensores remotos de alta precisão. 


