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RESUMO

O teste de Dunnett ¢ um teste utilizado para comparar simultaneamente
a média de tratamentos em teste com a média de um tratamento controle,
considerando que as amostras sfo aleatdrias e independentes, oriundas de
variaveis com distribuicdes normais. A limitacdo para o uso deste teste ¢ a
dificuldade em se obter as probabilidades da distribuicdo t multivariada e os
valores dos quantis da estatistica, pois o teste pode ser aplicado em situagdes
balanceadas e ndo-balanceadas, unilateral ou bilateral, com infinitas
possibilidades de correlacdes entre as comparagdes. Este trabalho apresentou
detalhadamente as distribui¢cdes t multivariadas ndo-centrais relacionadas ao
teste de Dunnett e desenvolveu, implementou e disponibilizou uma biblioteca no
software R especifica para obter as probabilidade das distribui¢des do teste, com
dados balanceados ou ndo e em testes unilaterais e bilaterais, considerando o
caso ndo-central. Além disso, a rotina também fornece o valor dos quantis para a
estatistica do teste nestes casos. Partindo das ideias propostas por Dunlap, Marx
e Agamy (1981), buscou-se ampliar ¢ melhorar a performance do algoritmo
proposto por esses autores, utilizando métodos numéricos de quadratura
gaussiana ao invés da regra de Simpson para resolver as integrais,
desenvolvendo fun¢des que fornecessem os valores desejados. Os algoritmos
foram propostos e implementados com sucesso. Os valores das probabilidades e
dos quantis obtidos pelas rotinas t€ém, no minimo, a mesma precisdo de valores
comparados a partir de referéncias bibliograficas ou outras rotinas
computacionais. Além disso, a precisdo dos valores fornecidos pode aumentar
conforme a necessidade do usuario, apenas aumentando o nimero de pontos para
a quadratura. A biblioteca nCDunnett foi implementada e submetida ao CRAN-R
e encontra-se disponibilizada para instalagdo em todas as versdes R iguais ou
superiores a 2.15.0, com livre acesso por todos os usudrios do programa no
mundo.

Palavras-chave: T multivariada nfo-central. Comparagdes multiplas com um
controle. Software R.



ABSTRACT

The Dunnett test is used to simultaneously compare the mean of the
treatments to the mean of a control treatment, considering random and
independent samples, derived from normal distribution variables. Obtaining the
probabilities of multivariate t distribution and the statistical quantiles values is a
limitation due to the pos sibility of applying the test in balanced and non-
balanced situations, unilaterally or bilaterally, with infinite correlation
possibilities between the comparisons. This work presented the detailed non-
central multivariate t distribution related to the Dunnett test. It also developed,
implemented and made available an R software li-brary specific to obtaining the
probabilities of the test’s distribution, with balanced or unbalanced data in
unilateral or bilateral tests, considering it a non-central case. In addition, the
routine also provides the quantiles values for the statistics of the test in these
cases. Based on the ideas proposed by Dunlap, Marx and Agamy (1981), we
attempted to amplify and improve the performance of the algorithm proposed by
these authors using Gaussian quadrature numeric methods instead of the
Simpson rule to solve integrals, developing functions witch provide the desired
values. The algorithms were proposed and implemented successfully. The
probability and quantiles values obtained by the routines have, at least, the same
precision of values compared from bibliographical references or other
computational routines. In addition, the precision of the provided values may
increase according to the user’s necessity, increasing only the number of
quadrature points. The nCDunnett library was implemented and submitted to the
CRAN-R and is available for installation in all R versions, equal or superior to
2.15.0, with free access for all users.

Key-words: Non-central multivariate T. Multiple comparisons with control.
R software.
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1 INTRODUCAO

Em algumas areas de pesquisa, como na experimentagdo farmacologica,
agricola, bioldgica e de alimentos, dentre outras, ¢ comum os pesquisadores
terem interesse em comparar simultaneamente a média dos tratamentos com a
média de um tratamento padrdo, denominado de controle. Um exemplo tipico ¢
o dos blocos aumentados. Neste tipo de experimento sdo avaliados muitos
tratamentos e um tratamento controle. O objetivo é verificar quais destes
tratamentos em teste superam em desempenho o tratamento controle. Nesses
casos, quando as amostras sdo aleatdrias e independentes, oriundas de variaveis
com distribui¢des normais, um teste muito utilizado é o teste de Dunnett. Ele é
referido na literatura como um método de comparagdes multiplas com um
controle - MCC (multiple comparisons with a control).

Uma vantagem do uso de um método de comparagdes multiplas com um
tratamento controle ¢ a redugdo do nimero de comparagdes simultaneas
executadas, pois apenas consideram-se 0s pares em que Sse comparam O

tratamento padrdo com os demais.'

No entanto, a grande vantagem do uso do teste de Dunnett é que se trata
de um procedimento de inferéncias simultaneas que mantém a probabilidade do

erro tipo I no nivel nominal o para todo o conjunto de comparagdes. Isto porque
o teste considera um ajuste da multiplicidade de comparagdes possibilitando que

as taxas de erro tipo I por experimento sejam controladas em um nivel de
significincia exato o. A estatistica deste teste também ¢ utilizada para

determinar os intervalos de confiangca dos verdadeiros valores das diferencas

1 . . . o L el
Isto significa que num procedimento de compara¢des multiplas em que se envolvem

r + 1 tratamentos, das m compara¢des possiveis, com m = r(r + 1)/2, apenas r
comparagdes referem-se a comparagdo de um tratamento controle com os demais.
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entre a média de cada um dos tratamentos em teste e o tratamento controle, com
um valor 1 — a de coeficiente de confianga conjunta.

As estatisticas utilizadas no teste de Dunnett t€ém distribui¢do normal ou
t multivariadas. O teste de Dunnett pode ser ser unilateral ou bilateral, aplicado
em situacdes balanceadas® ou ndo-balanceadas.’ Todos estes casos levam a
diferentes distribui¢des de probabilidade para a estatistica do teste.

A distribuicdo da estatistica para comparar médias com a testemunha
considera v graus de liberdade associados a variancia do erro (variancia residual
amostral ¢°), com distribui¢dio independente a das médias. Os diversos
contrastes considerados simultanecamente ndo s3o independentes, devido a
presenca do tratamento controle como um tratamento comum a todos eles.
Assim, pode haver diferentes correlagdes entre os contrastes dos tratamentos em
teste com o tratamento controle. Como as correlagdes possuem infinitos valores
possiveis no intervalo [0,1] e as tabelas existentes sdo especificas para correlagido
0,5, o que limitaria o uso deste teste. A razdo disso ¢ a dificuldade de se obter as
probabilidades da distribuicdo e os valores dos quantis da estatistica do teste
nesses casos.

Nos casos particulares de correlagdo 0,5, as tabelas contém os quantis
dos testes unilateral e bilateral, parap=1—-a=095ep=1—0a=10,99 em
fun¢do dos graus de liberdade. Elas s podem ser usadas para experimentos em
que todos os tratamentos, inclusive o controle, possuem o mesmo tamanho
amostral.

Isso pode impossibilitar a ampla aplicacéo do teste ou a sua aplicacdo de

forma incorreta, por considerar valores criticos inapropriados. Uma alternativa

? Consideram-se balanceadas, para a aplicagio do teste de Dunnett, aqueles experimentos em
que todos os tratamentos em teste t€m o mesmo tamanho amostral, podendo diferir ou ndo do
tamanho da amostra do tratamento controle.

* Consideram-se no balanceadas, para a aplicacio do teste de Dunnett, aqueles experimentos em
que os tratamentos podem ter qualquer tamanho amostral
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nos casos em que a correlagdo ndo ¢ 0,5 é obter as probabilidades ou os quantis
via rotinas computacionais.

Nesta tese, o objetivo geral é apresentar detalhadamente a teoria das
distribuigdes t multivariadas nlo-centrais relacionadas ao teste de Dunnett e
desenvolver, implementar e disponibilizar um pacote no software R especifico
para obter a probabilidade da distribuicdo do teste, com dados balanceados ou
nio e em testes unilaterais e bilaterais. Além disso, a rotina fornece o valor dos
quantis para a estatistica do teste nesses casos. Partindo das ideias propostas por
Dunlap, Marx e Agamy (1981), buscou-se ampliar e melhorar a performance do
algoritmo, com o uso de métodos numéricos de quadratura gaussiana ao invés da
regra de Simpson para resolver as integrais.

Optou-se por considerar as estatisticas dos testes para as distribui¢des
ndo-centrais por serem mais abrangentes, recaindo no caso central quando o
parametro de ndo-centralidade for o vetor nulo. Além disso, as distribui¢cdes nao-
centrais possibilitam a ampliagdo do uso das rotinas para a avaliacdo do poder
do teste, sem a necessidade de uso de simulagdo. Os resultados do algoritmo
proposto foram comparados com os valores disponiveis na literatura ¢ com os
obtidos em fungdes do software R relativas as distribui¢des normal e ¢
multivariadas ndo-centrais.

Os objetivos especificos deste trabalho sdo:

a) compreender as estatisticas do teste de Dunnett que possuem
distribui¢des de probabilidades ¢ multivariadas, obtendo
matematicamente e apresentando as funcdes densidade e de

distribui¢do nio-centrais;
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b) escrever e disponibilizar um referencial tedrico didatico e claro sobre
o teste de Dunnett em procedimentos unilaterias e bilaterais, para
dados balanceados ou ndo, contribuindo para o entendimento do
tema,

¢) implementar fungdes no software R que calcule a probabilidade e os
quantis das distribui¢des do teste de Dunnett para os diversos casos,
usando como diferencial a resolugdo das integrais multiplas por
quadraturas gaussianas;

d) disponibilizar uma biblioteca no software R com todas as fungdes

mencionadas anteriormente, denominada nCDunnett.

Este trabalho contém sete segdes, dois anexos e dois apéndices. O
referencial tedrico estd apresentado na segunda a quinta secdo. A segunda sec¢do
faz uma breve revisao sobre conceitos e caracteristicas basicas referentes a teoria
dos procedimentos de comparagdes multiplas. A terceira secdo especifica e
caracteriza o teste de Dunnett unilateral e bilateral, nos casos de dados
balanceados e ndo balanceados, esclarecendo suas pressuposicdes e detalhando
todas as passagens das demonstragdes dos teoremas das estatisticas de cada
teste. A quarta se¢do apresenta o referencial teérico matematico utilizado na
resoluc@o do problema e na construcdo dos algoritmos. A quinta se¢do faz uma
revisdo das distribuicdes de probabilidades que serdo utilizadas para obter as
estatisticas do teste de Dunnett nas diferentes situagdes.

A metodologia do trabalho ¢ apresentada na sexta secdo. Inicialmente ¢é
feita a obtengdo das estatisticas do teste de Dunnett considerando um vetor de
ndo-centralidade 6. S3o obtidas as fungbes densidade ¢ de distribui¢do do
maximo ¢ do maximo do mddulo da normal multivariada nio-central e da t

multivariada ndo-central. Apds estas etapas, sdo expostos os detalhes para a
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construcdo dos algoritmos propostos para resolver as funcdes densidade, de
distribui¢do e obter os quantis para o teste de Dunnett nas diversas situacdes.

A sétima se¢do apresenta e comenta alguns resultados de probabilidades
e quantis das distribuicdes do teste de Dunnett obtidos pelo algoritmo
implementado. O ANEXO A contém um referencial tedrico resumido de
aspectos basicos de inferéncia estatistica. O ANEXO B apresenta detalhes da
determinacdo do coeficiente de correlagdo entre comparagdes de diferencas de
médias do tratamento controle ¢ dos tratamentos em teste. No APENDICE A
estd uma aplicagdo do teste de Dunnett e no APENDICE B estio as rotinas do R

implementadas.
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2 PROCEDIMENTOS DE COMPARACOES MULTIPLAS - PCM’S

Nesta secdo € apresentada uma revisdo de alguns conceitos e
caracteristicas basicas que dao suporte aos diversos procedimentos de
comparagdes multiplas.

Inicialmente ¢ discutido o que significa controle da multiplicidade de
comparagdes e sdo apresentadas e caracterizadas as diversas formas de mensurar
as taxas de erro tipo I num PCM e suas inter-relacdes. E abordada uma forma de
classificar os PCM’s dependendo de como se da o controle da taxa de erro tipo I
e sdo apresentados conceitos de poder para um teste de comparagdes multiplas e

suas indicagdes de uso.

2.1 Introducao

Na andlise de variancia dos diversos delincamentos experimentais o
teste F encontra grande aplicagdo na comparagio de dois ou mais tratamentos.

Na comparacdo das médias de dois tratamentos a partir de amostras
independentes das populagdes normais 4 e B, respectivamente de tamanhos n, e
ns, a escolha do teste depende de as varidncias associadas 03 e 0% serem
consideradas diferentes ou ndo. Portanto, inicialmente deve-se aplicar um teste
estatistico a fim de comparar as estimativas de variancias. Este teste pode ser o
teste F’ para homogeneidade de variancias. A partir das amostras sdo calculadas
as variancias amostrais ndo-viesadas S5 e Si. Por meio da comparagio das
estimativas das variancias amostrais, testa-se a hipotese nula (H,) de igualdade

das variancias populacionais das quais as amostras foram retiradas.
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A distribuicdo F de Fisher-Snedecor corresponde a distribuicdo da
variavel resultante da razdo entre esses dois estimadores das variancias, sob o

H, .05 = 6%, cuja estatistica é

2
S4
F=—=
S

B
com vy = ny — I e vg = np — 1 graus de liberdade para o numerador e o
denominador, respectivamente (FERREIRA, 2009).

Para um teste bilateral, com H; . 63 # 6%, considerando-se a maior das
estimativas das varidncias no numerador, quanto maior for F, em relacdo
unidade maior ¢ o indicativo de que as variancias populacionaissediferenciam.
Os valores criticos da distribui¢do de probabilidade F varia de acordo comonivel

de significancia a estabelecido, denotado por Fa. Quando compara-se Fa com a
2 2

estatistica calculada pelo quociente das varidncias F., pode-se obter dois

resultados:

a) F, > Fa: neste caso, rejeita-se a hipotese nula de que as variancias das
2

populagdes A e B sdo iguais e diz-se que o teste foi significativo®, no nivel de
significancia o.

b) F. <Fa: neste caso, ndo se rejeita a hipdtese nula de que as variancias
2

das populagdes A e B sdo iguais e diz-se que o teste ndo foi significativo.

No caso a), em que concluiu-se que as amostras provém de populagdes

com variancias diferentes, para verificar se os tratamentos possuem efeitos

* Pode-se indicar o nivel de probabilidade associado ao resultado da pesquisa Fec,
indicando que a hipdtese nula pode ser rejeitada aquele nivel, denominado de valor-p.
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iguais pode-se aplicar o teste t para diferenca de médias populacionais, no caso

lLa — U, CUja estatistica é dada por

X, — X
t, = A B

Si, Sk

ny np

Sob Hy: ua = ug, a estatistica tc tem distribuicdo aproximada t de

Student com v graus de liberdade dados pela formula de Satterthwaite”:

2
S, Sk
Ny np

2 2
Si) (Sk
Ny n np

TlA—l TlB—l

Vv =

que faz um ajuste nos graus de liberdade para as variancias diferentes

(ANDRADE; OGLIARI, 2007). Para um teste bilateral, a hipotese nula de

igualdade do efeito dos tratamentos € rejeitada quando |t.| > ‘t(v 9|
2

No caso b), quando concluiu-se que as amostras provém de populagdes
com varidncias iguais ou aproximadamente iguais, aplica-se o teste / com a

estatistica dada por

Xy —Xp

t. =
© SXa-%p)

> No caso do valor de v ser fracionario, recomenda-se utilizar o nimero inteiro
arredondado para menos. Isto ¢ feito para garantir o controle do nivel de significancia
desejado (ANDRADE; OGLIARI, 2007).
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sendo o estimador da varidncia comum das duas populagdes
(o= c%,= 62,) a média ponderada das variancias amostrais, utilizando como peso

os graus de liberdade e atribuindo mais peso as amostras maiores, ou seja:

(na— 1)S3+ (ng— 1) S3 [1 1

Sx% 5.y =
(Xa-Xp) ng+ ng— 2 ng npg

Sob a hipdtese nula de igualdade de médias ou efeitos dos dois
tratamentos, a estatistica tc tem distribui¢do t de Student com v =n, + ng — 2
graus de liberdade (ANDRADE; OGLIARI, 2007). Num teste bilateral, a

7

hipotese nula de igualdade do efeito dos tratamentos ¢ rejeitada quando

|tcl>

t(nA+ ng— 2,?'1) ‘

Quando comparam-se mais de dois tratamentos a técnica mais utilizada
¢ a analise de variancia - ANOVA. No caso de andlise de varidncia para modelo
fixo, testa-se a hipdtese nula (Hy) de que todos os tratamentos possuem o mesmo
efeito sobre a variavel resposta. Os quadrados médios dos tratamentos e dos

residuos, obtidos pelo quociente das somas dos quadrados® pelos graus de

® Num delineamento inteiramente casualizado balanceados para avaliagio de r + 1
tratamentos, com n repeti¢des cada, por exemplo, tomando o fator de corregdo dado por

r+1 n 2
(3]
C — i=1 a=1
(r+1)n

a soma de quadrados total é dada por

r+1 n

SQrorar = ZZYZ?1 - C,

i1=1 a=1

a soma de quadrados dos tratamentos ¢ dada por

r+1 (Y )2
SQrRATAMENTOS = Z s

i=1

—-C,
n
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liberdade correspondentes, constituem estimativas de variancias. O quadrado
meédio do residuo ¢ uma medida que estima a variancia residual, devido por
exemplo as repeticdes do experimento, ao delineamento experimental, ao
manejo experimental, e outros fatores ndo controlaveis que geram variagdes nos
resultados do experimento. O quadrado médio dos tratamentos é uma medida da
variacdo residual e da variagdo devido ao efeito dos tratamentos, estimando
portanto a soma da variancia residual com a variancia dos tratamentos.

A estatistica F, ¢ obtida por meio do quociente entre o quadrado médio
dos tratamentos e o quadrado médio residual. Se ndo houver efeito de
tratamentos os dois quadrados médios estimam a mesma variancia e o valor da
estatistica F, ¢ proxima da unidade, exceto por diferengas casuais. As variagdes
detectadas sdo oriundas apenas do acaso, como ocorre naturalmente nos
processos de amostragens de uma mesma populagao.

Caso a conclusio seja pela rejeicdo da hipdtese nula, ou seja, num teste

bilateral F, > F«, aceita-se que existe pelo menos um contraste entre médias que
2

possuem efeitos significativamente diferentes de zero. Como cada amostra
provém de uma populacido que representa o efeito de um tratamento, caso a
hipotese nula seja rejeitada, pode-se concluir que existe evidéncia suficiente para
afirmar que os tratamentos apresentam efeitos diferentes na resposta da variavel
em estudo. Neste caso de comparagdo entre mais de dois tratamentos, quando o
teste F' for significativo, como complemento utilizam-se testes de comparagdes
multiplas para detectar quais dos tratamentos possuem efeitos diferentes.

O objetivo de uma analise de comparagdes multiplas ¢ realizar

comparagdes das médias dos tratamentos tomados dois a dois ou das médias de

em que Yi. € o total do tratamento i, ¢ a soma de quadrado dos residuos ¢ dada por
r+1 n r+1 (K )2

SQres = SQrorar — SQTRATAMENTOS = Z Z Y — Z SV

: - a
i=1 a=1 i=1



25

dois grupos de tratamentos. O tipo de teste escolhido depende das comparagdes
que o pesquisador esta interessado e da taxa de erro tipo I que ele deseja
controlar. Pode-se controlar a probabilidade de rejeitar uma hipdtese verdadeira
em todas as possiveis combinagdes dos niveis dos tratamentos tomados dois a
dois, que ¢ a chamada taxa de erro tipo I por comparagdo. Outra opgdo ¢
controlar a probabilidade de realizar pelo menos uma inferéncia errada por
experimento, conhecida como taxa de erro tipo I por experimento.

O desafio para qualquer procedimento de comparagdes multiplas ¢
estabelecer critérios que os testes individualmente devem satisfazer para cada
uma das hipoteses (IZBICKI, 2010), de forma que mensure e controle
adequadamente o efeito da multiplicidade de comparacdes simultineas, por meio
de uma taxa de erro tipo I global mantida no nivel nominal desejado. Os
diferentes PCM’s usam diferentes métodos de ajuste para a multiplicidade. Na
abordagem classica busca-se a minimiza¢do de probabilidades de erros de
tomada de decisdo, ou seja, equilibrar as exigéncias contraditorias de reduzir o
risco de rejeitar uma hipotese nula verdadeira (controle da taxa de erro tipo I por
experimento) mantendo a probabilidade de que um efeito experimental seja
detectado (manter o teste poderoso, ou seja, controlar o erro tipo II). Geralmente
a énfase na questdo das comparagdes multiplas é fortemente inclinada para

controlar a taxa de erro tipo I por experimento.

2.2 Erro tipo I em PCM’s

Numa inferéncia com uma unica hipdtese nula (Hy) a estatistica de teste
¢ escolhida de forma que controle o risco de rejeitar a hipotese nula verdadeira
mantendo a taxa de erro tipo I num valor fixo (o) para determinado tamanho de
amostra. Estes procedimentos de inferéncias individuais asseguram a taxa de

erro tipo I fixa para a comparag@o que esta sendo realizada.
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Numa sequéncia de testes de hipoteses, em que » ¢ o numero de
tratamentos, tem-se m = r(r — 1)/2 hipdteses nulas quando se deseja testar todos
os possiveis pares de médias. As multiplas hipoteses sdo testadas
simultaneamente e a inferéncia final deve ser valida para todas as m hipdteses de
interesse.

Tomando-se, por exemplo, uma sequéncia de testes ¢ de diferencas de
médias, aplicados a cada hipotese. Se a € a probabilidade de erro tipo I em cada
um desses m testes individualmente’ ter-se-4 um nivel de confianca de
1 — a para cada teste. Usando estatisticas de teste independentes para os m testes
simultaneamente e supondo nulidade global verdadeira®, o nivel de confianga
global ¢ de (1 — a)™. Assim, a probabilidade de declarar que néo existem efeitos
significativos, ou ndo rejeitar Hy, diminui com o aumento de m. probabilidade
complementar de rejeitar de forma incorreta pelo menos uma hipétese nula, erro
tipo I global das inferéncias simultaneas’, ¢ de 1 — (1 — @)™ Logo, o erro tipo I
global é substancialmente maior do que o erro tipo I inicial a de cada
comparagdo.

Por exemplo, para a = 5% e r = 3, tem-se m = 3 hipdteses nulas.

Supondo que as trés sejam verdadeiras, o nivel de confianca global dos testes

simultaneamente é (1 — 0,05)° = 0,8574 = 86%. Logo, supondo independéncia
dos testes, tem-se um erro tipo I global de 1 — (1 — 0,05)° = 0,1426 = 14%,
muito superior ao nivel nominal de significancia de cada teste individual o = 5%.

Na Figura 1 observa-se que a probabilidade de cometer um erro tipo |
global das inferéncias simultaneamente numa sequéncia de m testes ¢ de
diferenga de médias sem controle para a multiplicidade, supondo hipotese nula

global verdadeira, cresce com o aumento do numero de hipoteses nulas. Este

7 o é a taxa de erro tipo I por comparagio.

¥ A nulidade global verdadeira representa a situacdo em que todas as médias dos
tratamentos sdo consideradas iguais, ou seja, Hy: = =... =L,

? O erro tipo I global das inferéncias simultineas é a taxa de erro tipo I por experimento.
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valor aproxima-se de 1 para m grande, mais rapidamente quanto maior for o
nivel de significincia nominal o de cada teste t individual.

Portanto, com o aumento do nimero de compara¢des aumenta também a
probabilidade de obter pelo menos um resultado significativo falso. Se houver
um grande numero de compara¢des ¢ nenhum ajuste de multiplicidade de
comparagdes simultidneas, a decisdo simultanea vai levar quase certamente a se
cometer um erro tipo I global e concluir por um aparente efeito significativo
quando n3o hd nenhum. Entdo, € preciso estar ciente desse problema e
considerar o uso de um procedimento de comparagido multipla que ajuste isso.

Assim, Hochberg e Tamhane (1987) definem um procedimento de
comparacdo multipla como um teste estatistico projetado para mensurar e
controlar adequadamente o efeito da multiplicidade por meio de uma taxa de
erro tipo I global adequada. Os diferentes testes usam diferentes métodos de
ajuste para a multiplicidade.

A fim de discutir o controle do efeito para a multiplicidade de pares de

comparagdes simultaneas, sera considerada a seguinte notagao:
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Numero de hipoteses nulas

Figura 1 Probabilidade de erro tipo I global em procedimentos de comparacdes
multiplas sem controle de multiplicidade para diferentes niveis
nominais de significancia (o) e nimero de hipoteses nulas testadas (m)

a) M={l, -, m} oconjunto indicador associado com as respectivas

hipdteses nulas Hoy, Hga, © * -, Hops
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b) M, € M," em que M, é o subconjunto indicador das hipéteses nulas

verdadeiras, tal que m, = [M,| é a cardinalidade'' do subconjunto M.

Na Tabela 1 (BENJAMINI; HOCHBERG, 1995; BRETZ; HOTHORN;
WESTFALL, 2011), V' denota o numero de erros tipo I ¢ R o niimero de
hipoteses rejeitadas. A variavel R é observavel enquanto que as variaveis U, T,

Ve S sdo ndo observaveis. Os nimeros m e my, sdo fixos, mas m, é desconhecido.

Tabela 1 Frequéncias de erros tipo I (letra V) e II (letra T) em testes de
hipoteses multiplas

Hipoteses Nulas Aceitas Rejeitadas  Total
Verdadeiras u A% my
Falsas T S m — my
Total \\% R m

Usando os m pares de comparacdes como uma familia de inferéncias, a
ideia ¢ controlar a taxa de erro tipo I global no contexto de um PCM controlando
a taxa para cada comparagdo individual.

Em testes de comparagdes multiplas as taxas de erro tipo I comumente

utilizadas s@o definidas como segue.

2.2.1 Taxa de erro por comparacio - TPC (per — comparison error rate)

A taxa de erro tipo I por comparagdo, TPC, segundo Bretz, Hothorn e

Westfall (2011) e Hochberg ¢ Tamhane (1987) ¢ definida como a propor¢ao

0 Le-se My esta contido em M e significa que My € um subconjunto de M ou, de outra
forma, que M contém M.
"' Numero de elementos de M,
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esperada de erros tipo I, ou seja, de rejeicdes incorretas de hipdteses nulas, que
na realidade sdo verdadeiras, dentre as m decisdes, dada por
E(V

TPC = 7)
m

Se cada uma das m hipdteses nulas sao testadas individualmente a um
nivel de significancia o, a TPC = o my/m < o é a adequada pois indica a
probabilidade de erro tipo I em cada comparagdo (BRETZ; HOTHORN;
WESTFALL, 2011), com m, o nimero de hipoteses nulas verdadeiras.

A TPC pode ser obtida por meio da simula¢do de experimentos sem
efeito de tratamento submetidos ao PCM. Em cada experimento se determina a
razdo entre o numero de inferéncias erradas ou erros tipo I (quantidade de vezes
que o PCM rejeitou Hyp) e o numero total de inferéncias m. A média destes
valores é a TPC (GIRARDI; CARGNELUTTI FILHO; STORCK, 2009).

Hinkelmann ¢ Kempthorne (2007) afirmam que a 7PC ¢ utilizada em
situagcdes de comparacdes entre tratamentos qualitativos que possuem alguma
relacdo entre si e, portanto, sdo de maior interesse. Estas comparagdes sdo
muitas vezes a base para o experimento ¢ sdo referidas como comparagdes a
priori ou comparagdes pré-planejadas.

Como um exemplo, pode-se citar o experimento em que se deseja
comparar a eficacia de dois pesticidas diferentes, A ¢ B, ambos aplicados de duas
formas diferentes: sob pulverizagio (Al e Bl) e em pd (A2 e B2). Um
tratamento controle sem uso de pesticida, C, € incluido no experimento a fim de
estabelecer a eficacia dos pesticidas em todos os aspectos. Assim, tem-se 5
tratamentos (C, Al, A2, Bl e B2), e cada tratamento ¢ aplicado de forma
aleatoria para n parcelas uniformemente infestadas. O objetivo do experimento e

a estrutura dos tratamentos sugerem as seguintes comparagdes:
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(i) controle vs. pesticidas;

(ii) pesticida A vs. pesticida B;
(iii) aplicagdo Al vs. A2;

(iv) aplicacdo B1 vs. B2;

(v) pulverizagdo vs. po;

(vi) Al vs. BI;

(vii) A2 vs B2.

Neste exemplo pode-se tomar diferentes conjuntos de comparagdes ou
contrastes ortogonais, como as comparagdes (i), (i), (iii) e (iv), ou entdo as
comparacgdes (i), (v), (vi) e (vii). De um modo geral, para r tratamentos existem
muitos conjuntos de » — 1 contrastes ortogonais, porém apenas alguns podem
apresentar resultados cuja interpretacdo seja de interesse pratico. O ponto
principal, neste caso, é que as comparagdes sdo pré-planejadas de acordo com a
intencdo do experimento, e ndo pelo resultado do experimento, e que o nimero
de comparagdes é pequeno. Neste experimento nio existe o interesse em
inferéncias simultaneas das comparagdes.

Um teste classico para comparar médias ¢ o teste ¢, considerando as
pressuposicdes de que as comparagdes foram escolhidas antes da execu¢do do
experimento, em ndmero no maximo igual ao de graus de liberdade dos
tratamentos, e que elas sdo ortogonais, ou seja, independentes. Porém, mesmo
nestas condi¢des, o teste ¢ aplicado a duas ou mais comparagdes em um mesmo
experimento ndo mantém o nivel de significincia nas comparagdes
simultaneamentes (PIMENTEL-GOMES, 2009). Com o aumento do numero de
comparagdes os multiplos testes ¢ sequenciais tornam-se liberais pois so
controlam a taxa de erro tipo 1 por comparagdo e ndo por

experimento(GIRARDI; CARGNELUTTI FILHO; STORCK, 2009).
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2.2.2 Taxa de erro por experimento - TPE (per — experiment error rate)

Os autores Bretz; Hothorn e Westfall (2011), Hinkelmann e Kempthorne
(2007) e Hochberg ¢ Tamhane (1987) definem a taxa de erro por experimento
como a probabilidade de cometer no minimo uma inferéncia errada nas m

inferéncias, dada por

TPE=P {V>0};

Esta probabilidade também pode ser obtida por meio da simulagdo de
experimentos sem efeito de tratamento submetidos ao PCM. Determina-se a
razdo entre o numero de experimentos em que ocorreu pelo menos uma
inferéncia errada pelo total de experimentos, quando um niimero muito grande
de experimentos sdo realizados (ou simulados).

Segundo Bretz, Hothorn e Westfall (2011), quando se deseja que as m
hipoteses sejam consideradas conjuntamente como uma familia, onde um unico
erro tipo I ja conduz a uma decisdo errada, a taxa de erro por experimento ¢ a
indicada, pois representa a probabilidade de tomar no minimo uma decisdo
incorreta. A TPE € a taxa de erro mais comum utilizada em ensaios multiplos,
especialmente quando o nuimero de comparagcdes ¢ moderada ou quando ¢
necessaria uma forte evidéncia para a rejeicdo da hipdtese nula. A TPE faz um
ajuste para a multiplicidade de comparagdes considerando que ¢ testada
individualmente cada hipotese m a um nivel de significincia o/m. Assim,
garante-se que TPE =P {V >0} <a.

Os testes classicos de comparagdes de médias, como os testes #, Tukey,
Scheffé, Scott-Knott, Bonferroni, Duncan, LSD e Student-Newman-Keuls
(SNK), quando utilizados para mais de uma comparacdo simultanea diferem na

forma de controle do erro tipo I. Ramalho, Ferreira e Oliveira (2005) afirmam
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que os testes baseados na distribui¢do ¢ de Student, como o de Duncan e o LSD,
controlam a taxa de erro por comparacdo 7PC e ndo controlam a taxa de erro por
experimento 7PE; ja os testes de Tukey e Scheffé controlam ambas as taxas de
erro, preservando o nivel nominal de significancia (o).

Em estudo de Girardi, Cargnelutti Filho e Storck (2009) simulagdes
relacionadas ao erro tipo I e ao poder confirmam que, em geral, o teste 7 controla
a taxa de erro tipo I por comparagdo TPC e os testes de Tukey, Bonferroni e SNK
controlam a taxa de erro tipo I por experimento T P E. Afirmam que o teste de
Duncan néo controla nenhuma destas taxa de erro e que ocorre um decréscimo na
TPC dos testes Tukey, Bonferroni, Duncan ¢ SNK e um aumento na 7PE nos

testes t € Duncan com o aumento do numero de tratamentos.

O trabalho de Borges e Ferreira (2003) mostra que o teste de Scott-Knott
controla as taxas de erro tipo [ por comparagdo TPC, sob Hy, completa, e ndo
controla as taxas de erro por experimento 7PE para as distribuigdes normal,
lognormal, exponencial e weibull; nesta situacdo, o teste de Scott-Knott ¢ mais

poderoso que os demais e € robusto a violacdo de normalidade.

2.3 Poder dos PCM’s

Um requisito de qualquer teste estatistico é que tenha um alto poder e,
assim, minimize a taxa de erro tipo Il para um determinado erro tipo I
estabelecido.

O poder de um teste pode ser definido de varias maneiras quando se
passa de um teste de hipoteses simples para um teste de multiplas hipoteses.

Conceitos de poder para medir o sucesso de um experimento sdo
associados com a probabilidade de rejeitar uma hipdtese nula Hy, i € M ,

quando de fato ela ¢ falsa. Como os eventos individuais {H; ser rejeitado, i €
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M} podem ser combinados de maneiras diferentes, pode-se obter medidas
diferentes de poder.

Usando a notacdo da Tabela 2, a seguir sdo apresentados alguns
conceitos de poder dados por Bretz, Hothorn e Westfall (2011) e Dmitrienko,

Tamhane e Bretz (2010) comumente utilizados em comparagdes multiplas.

Poder individual (rcii”d) ¢ a probabilidade de rejeicdo correta de uma

hipotese nula Hy; falsa, dado por

nl-i"d = P [rejeitar Hy], i € M; = M |M,],

em que M, é o conjunto de hipotese nulas falsas, ou seja, M; = M — M,, cuja

cardinalidade é m,.

md

Poder médio (™) ¢é o nimero médio esperado de rejeigdes corretas entre

todas as hipoteses nulas falsas, isto €

o EO_ LS e

L
m m
1 1i€M1

Poder disjuntivo (1) é a probabilidade de rejeitar no minimo uma

hipotese nula falsa, dada por
=P (S>1),

em que S é o namero de hipdteses nulas corretamente rejeitadas.

con

Poder conjuntivo (z") ¢ a probabilidade de rejeitar todas as falsas

hipéteses nula, dada por

" =P (S =my).



35

O poder disjuntivo e conjuntivo tém sido referidos como poder multiplo
(ou minimo) e poder total (ou completo), respectivamente.

E importante escolher o conceito de poder adequado aos objetivos do
estudo. O poder conjuntivo pode ser usado em estudos que visem detectar todos
os efeitos existentes. Ja o poder disjuntivo ¢ recomendado em estudos que visem
a detec¢do de pelo menos um efeito real, como em estudos envolvendo
comparacdes multiplas com um controle ou em estudos com varios pontos finais
resposta, em que para demonstrar o efeito do tratamento ¢é suficiente pelo menos
um ponto resposta significativo (DMITRIENKO; TAMHANE; BRETZ, 2010).
O poder individual ¢ interessante em testes com muitas variaveis resposta
secundarias enquanto que o poder médio é Uutil para comparar diferentes
procedimentos de comparagdes multiplas (BRETZ; HOTHORN; WESTFALL,
2011).
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3 TESTE DE DUNNETT

Esta secdo tem o proposito de apresentar as estatisticas do teste de
Dunnett nas diversas situagdes de experimentos, esclarecendo suas
pressuposi¢des e mostrando as passagens das demonstragdes dos teoremas a elas
relacionadas. Esta revisdo bibliografica esta baseanda, principalmente, na teoria
apresentada por Hsu (1999). O objetivo ¢ disponibilizar um referencial teorico
didatico e claro para a comunidade cientifica sobre o teste de Dunnett,
contribuindo para a compreensdo do tema, apresentado em diversas bibliografias
de forma superficial, sucinta e de dificil compreensao.

Os teoremas apresentados e demonstrados neste capitulo mostram como
a confianca 100(1 — )% ¢ preservada nas r inferéncias simultdneas no caso do

teste de Dunnett para cada situagdo experimental.

3.1 Introducao

O teste apresentado por Dunnett (1955), é utilizado para comparar um
tratamento controle, também denominado de padrio ou testemunha com outros
tratamentos de interesse em teste, que podem ser niveis de um fator de interesse.

Sdo considerados » + 1 tratamentos envolvidos no teste: r tratamentos
em teste e o tratamento controle denominado tratamento » + 1. Na literatura,
testes deste tipo sdo referidos como MCC - Comparagdes Multiplas com um
Controle (HSU, 1999).

Chamando u;, . . ., u, as médias dos r tratamentos em teste € u.; a
média do tratamento controle, no teste MCC o parametro de interesse € u; — 1,
parai=1, ..., r, que ¢ a diferenca entre a média de cada tratamento em teste e a

média do tratamento controle u;.
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O teste de Dunnett mantém a probabilidade do erro tipo I em um valor
especifico a para todo o conjunto de comparagdes, chamado de taxa de erro tipo
I por experimento (DUNLAP; MARX; AGAMY, 1981). A taxa de erro tipo I por
experimento no MCC ¢ o nivel de significancia conjunto associado com todos os
r testes (MONTGOMERY, 2001). Esta probabilidade de erro tipo I ¢ aplicada a
todos os testes de hipdteses no geral, e ndo individualmente, como a taxa de erro
por comparagdo.

O teste de Dunnett pode ser aplicado em diversas situagdes que
conduzem a diferentes distribui¢des de probabilidade para a estatistica do teste:
testes bilaterais ou unilaterais; experimentos balanceados ou nido balanceados.
Para aplicacdo dos testes de Dunnett, experimentos balanceados sdo
considerados aqueles experimentos em que todos os tratamentos tém o mesmo
numero de repeti¢des (n; = n.4; = n para todo i) ou todos os tratamentos em teste
tém igual numero de repeticdes, mesmo que diferente das repeti¢des do
tratamento controle (n;= n para todo i € n # n.+;). S3o considerados experimentos
ndo balance-ados os que envolvem tratamentos com quaisquer nimero de
repeti¢des (n; parai=1,- - -, r, r+ 1), sem nenhuma restri¢ao.

A distribuicdo da estatistica deste teste também ¢ utilizada para
determinar os intervalos de confiangca dos verdadeiros valores das diferencas
entre a média de cada um dos tratamentos em teste e o tratamento controle, com
um valor 1 — a de coeficiente de confianga conjunta.

No entanto, ao considerar simultanecamente as comparagdes, observa-se
que elas ndo sdo independentes, j4 que todas tém em comum o tratamento
controle.

A i-ésima correlagdo entre as diferencas do tratamento controle e dos

tratamentos em teste, representada por p;, i = 1,2, .. ., r, ¢ dada por:
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2
UT+1

Pi= "3 2
Ory1 1T 0;

em que n; é o numero de repeti¢cdes do i-ésimo tratamento em teste € 1,4 € O
] d ticdes do tratamento control 2 =0, =0%n41 é a
niimero de repeti¢cdes do tratamento controle, 0%, = 0%, r+1
variancia da média do tratamento controle ¢ 0;> = o = o%/n; ¢éavariancia da
média de cada tratamento em teste. Como € considerado o caso homocedastico, a
[N . 7 2 ~ 4
variancia comum ¢ dada por 6. A demonstragdo de como se chega a essa formula

estd no APENDICE B. Simplificando a expressio anterior, chega-se a

n;
pi=——.
i + N1

Um caso particular ocorre quando n; = n,,1 para todo i, denominado de
equicorrelacionado, em que se tem apenas um parametro p = 0,5.

A distribuicio da estatistica para comparar r médias com a testemunha,
que sera denominada de d, considera v graus de liberdade associados a variancia
do erro (varidncia residual amostral %), com distribui¢do independente a das
médias e diferentes correlagdes p; entre os contrastes dos tratamentos em teste i e
o tratamento controle » + 1. Como as correlagdes possuem infinitos valores
possiveis no intervalo [0,1], a limitagdo para o uso do teste de Dunnett é a
dificuldade em se obter os valores da estatistica do teste.

Nos casos de correlagdo entre comparagdes iguais a 0,5, encontram-se
disponiveis na literatura tabelas das estatisticas dos testes de Dunnett.
Geralmente sdo tabelas que contém os quantis dos testes unilateral e bilateral,
para p=1-0=0,95ep=1-a=0,99 em funcdo dos graus de liberdade. Porém,

estas tabelas sé podem ser usadas para experimentos em que todos os
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tratamentos, inclusive o controle, possuem o mesmo tamanho amostral. Isso
pode impossibilitar a ampla aplicagdo do teste ou levar ao uso incorreto destas
estatisticas tabeladas, quando essa condi¢@o ndo for atendida.

Dunnett (1964) publicou novas tabelas acrescentando um fator de
corregdo para o quantil tabelado caso a correlagdo estivesse no intervalo [0,125;
0,5). Para cada valor da tabela foi determinado um fator que representa 1,5 vezes
o aumento percentual do valor critico para p = 0,125 em relagdo a p = 0,5.
Multiplicando este fator pelo termo [(1 — 2p)/(1 — p)] ou por [1 — n;/n,y41]
quando as variancias sdo homogéneas mas o numero de observagdes dos
tratamento controle e dos tratamentos em teste sdo diferentes, obtém-se o
aumento percentual necessario ao valor critico tabelado para uma correlagdo p €
[0,125; 0,5) . No entanto, este ¢ um método de ajuste aproximado para a
estatistica do teste. Além disso, ndo fornece valores para toda a amplitude de
correlagdes possiveis no intervalo [0,1]. Para a adequada aplicagdo do teste de
Dunnett ¢ necessario que facilmente se obtenha o valor exato da estatistica do
teste, independente do valor da correlagao.

Dunnett (1964) e outros autores (DEAN; VOSS, 1999; DUNLAP;
MARX; AGAMY, 1981; MONTGOMERY, 2001) afirmaram que o teste de
Dunnett ¢ mais poderoso quando o tratamento controle tem um tamanho amostral
(nr+1) maior do que os tamanhos amostrais dos tratamentos em teste (7;). Dunnett
(1964), o que ocorre é que apesar do pequeno aumento do valor critico tabelado
(quantil) em relagdo ao caso equicorrelacionado, existe um ganho relativo devido
ao maior nimero de observagdes do tratamento controle, o que resulta na
diminui¢do do erro padrio entre a diferenga dos tratamentos que aparece no

denominador da estatistica calculada.
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3.2 Modelo estatistico e pressuposicoes

Tomando Y4, . . ., Yi, uma amostra aleatoria, de tamanho n;, do i-ésimo
tratamento. As pressuposi¢des assumidas em todos os casos do teste de Dunnett

sdo que:

a) cada observagdo Y;,, da amostra aleatoria do i-ésimo tratamento ¢
normal e independentemente distribuida paraa=1,2,.. ., n;;

b) aamostra aleatdria de cada tratamento € normal e independentemente
distribuida para os diferentes valoresdei=1,2,... ,r+1;

c) as variancia das amostras aleatorias sdo homogéneas.

O modelo estatistico para os dados ¢

Yia:#i+€iaa izl,---ar+1; azla-",nia

em que
wi € amédia do i-ésimo tratamento;

€11, - - - » E(r+1)n; S30 08 erros, aleatorios, independentes e identicamente

distribuidos como uma normal com média 0 e variancia o> desconhecida.

As pressuposi¢des do modelo so aditividade e independéncia dos efeitos
e erros independentes, ndo correlacionados ¢ com distribui¢do N(0,5?).

Usando a notacdo
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Para a média amostral do i-€simo tratamento, e

r+1 n;

Z Z(Yvia - 71)2
2 =QME = ==l (3.2.3)

14

para a variancia residual amostral combinada com v graus de liberdade.

Por exemplo, no caso de um delineamento inteiramente casualizado,
sem perda de parcela, tem-se

r+1

v = Z(ni — 1) graus de liberdade.

=1

A variavel aleatoria

D; - Hi — B parai=1.2,..,r
T, 1
g n; n; +1

¢ a estatistica do teste de Dunnett unilateral, e |D;| a estatistica para o
teste bi-lateral. As distribuigdes do maximo e do maximo do mddulo dessas r

variaveis aleatorias sdo apresentadas na segdo 5.

3.3 Teste de Dunnett unilateral para dados balanceados

Considerando que todos os tratamentos possuem o mesmo tamanho
amostral, ou seja, n;= n para todo i, a correlagdo em cada contraste é constante e

igual a 1/2 (p = 0,5). A expressdo para o erro padrdo dos estimadores de fi; —

fy41 € dada por
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o

De acordo com Hsu (1999), os testes unilaterais podem ser divididos em
dois casos particulares. No primeiro, deseja-se fazer inferéncia sobre a média da
variavel resposta analisada em cada tratamento em teste que supere a média do

tratamento controle, ou seja,
o ~ 12
Wi = fr41 > [l — Hrq1 — do o =L

obter o limite inferior'> de um intervalo unilateral de 100(1 — a)% de

confianga, em que d € a solugdo da equagio

/Ooo /+oo [®(z 4+ V2sd)]"¢(2)dzf(s;v)ds = 1 — a, (3.3.1)

sendo

* ¢(.) e O(.) a fungdo densidade e de distribuicdo da normal padrio,

respectivamente:

1 22 1 w?
o(z) = ez e P(2)= / e 2 dw;
oo V2T

* f'(s; v) a fungdo densidade de S =6/ o, dada pela expressio:

v/2
v V71671132/2 5>0

f(SQV):WS )

"2 Se 0 lado direito da desigualdade for negativa, infere-se que o tratamento controle
tem uma menor resposta do que o i-ésimo tratamento em teste.
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No segundo caso, deseja-se fazer inferéncia sobre a média da variavel
resposta analisada em cada tratamento em teste que seja inferior ao tratamento
controle. Assim, a inferéncia recai no limite superior'® do intervalo de confianca
de 100(1 — a)%, definido pela desigualdade em que d é a solugdo da equagdo
(3.3.1).

Mi_ﬂr+1<ﬁi_ﬁr+l+da\/§7 i=1,...,m,
n

Observa-se que a estatistica d depende apenas do nivel nominal o
estabelecido para as inferéncias, do numero » de tratamentos em teste e dos
graus de liberdade v da variavel S. O valor critico d é o quantil da distribui¢do do
maximo da ¢ multivariada, com correlagio comum p = 0,5 e v graus de
liberdade, correspondente a uma probabilidade de erro tipo I igual a o (DEAN;
VOSS, 1999).

As fungdes de distribuicdo da estatistica d s@o apresentadas no quinto
capitulo, especificamente nas expressdes (5.4.6) para v — oo, caso em que a
distribui¢do do maximo da t multivariada recai na distribuicdo do maximo da
normal multivariada, e (5.4.14) nos demais casos. Naquelas expressdes a
correlagdo p; esta representada por /1i2 e foi deduzida para dados ndo-
balanceados. Na situagdo analisada agora, a correlagdo é constante e igual a 0,5,

ou seja, AP = pi=0,5 para todo i.

Teorema 3.3.1 Definindo a estatistica do teste unilateral para dados

balanceados d como a solu¢do da equagdo

o] +o00
/0 /_ [®(2 + V25d)|"p(2)dzf(s;v)ds = 1 — a,

" Se o lado direito da desigualdade for negativa, infere-se que o tratamento controle
tem uma maior resposta do que o i-ésimo tratamento em teste.
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tem se que

-~ 12 .
P{ﬂi_ﬂr+l>ﬂi_ﬂr+1_d0\/;7 Z_Lmﬂ"}—

~ o~ ~ 12
P i — prg1 < ft — ppy1 +do o i=1,...,mr =1—q.

Demonstracio:

Partindo do pressuposto de que a probabilidade nas r inferéncias
simultaneas ¢ preservada e considerando Zi, . . ., Z, variaveis aleatdrias normais

padrdo independentes e identicamente distribuidas, pode-se escrever

~ o~ 12

PO o :
P{(Mz’_ﬂr—&—l)_(ﬂi_ﬂr—i—l)<d\/ﬁ\/§, zzl,...,r}zl—a

P{(ui—m)—(yr+1—ﬂr+1) < dv?2, i:l,...,r}zl—a-

g

v

Multiplicando o membro esquerdo da desigualdade por o /o tem-se

p{<<@i/—¢g>@rg/—ﬁw)gm, i:l,...,r}zla.

Tomando a expressdo a esquerda da igualdade e condicionando ao

conhecimento de 62, com s = /0, chega-se a probabilidade condicional

. { ((ﬂi_ﬂi) (B —Mr+1)> < sdV/?2,i = 1,...,7’}!4-

o/vn a/vn
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Multiplicando essa probabilidade pela fun¢do densidade de S, f (s, v),

tem-se a probabilidade conjunta

(ﬁi_,ui)_<ﬁr+1_,ur+l) s i = rS1G S v
P{(U/\/ﬁ NG >< dv'2, 1,...,}|]f(,).

Integrando essa expressdo em relagdo a s, com s > 0, chega-se a fun¢éo

de probabilidade marginal

/000 P{ <(ﬁ¢ —ti)  (Br1 — W“)) <sdV2,i=1,... ,r}|3]

o/ o/\/n

xf(s;v)ds =1—a, (3.3.2)

Observa-se que essa expressdo ¢ uma esperanga condicional e pode ser

representada por

E [P{<(ﬁ;/?/%i) - (ﬁ”;/_\/’g“)) <sdV2, i= 1,...,7"} |a} .

Essa definicdo de func¢do de distribui¢do e esperanga condicional pode
ser melhor compreendida revisando alguns conceitos basicos de inferéncia
estatistica apresentados no APENDICE A.

De modo analogo, considerando-se as r variaveis aleatorias Z;= (;— ;) /
(o6/vVn) e z= (fiy41— tyr41) / (6/ /) um escore normal padrio e condicionando
ao conhecimento de fi,-,1, pode-se rearranjar e escrever a probabilidade interna

da expressdo anterior como a probabilidade condicional

[P{Zi<sd\@+z, izl,...,r}m,ﬂ“}.
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Multiplicando esta probabilidade pela fun¢do densidade da normal

padrio Z, @(z), tem-se a probabilidade conjunta
[P {ZZ- <sdV2+z, i=1,... ,r} mm] (2),

que integrada em relag@o a z resulta na fun¢@o de probabilidade marginal

/OO [P {Zi <sdV2+z, i=1,... ,r} Iﬁm} ¢(2)dz=1—a. (33.3)

—0o0

A expressao anterior €, na verdade, a
E [P{Zi <sdV2+ 7, i= 1,...,r} |ﬁr+1} .

Mas P(Z; < sdv/2 + z) é a probabilidade acumulada de uma varidvel
aleatéria normal padrio avaliada no ponto sdv/2 + z. Como os Z;’s,i = 1,...,r

sdo independentemente distribuidos, tem-se que

P(Z; < sdV2 +2) = ®(sdV2 + 2) >

ou seja

P(Z) < sdV2+ 2,7y < sdV2 + 2,..., Z, < sdV2 + z) = [®(sdV2 + 2)]".

Assim, a expressao (3.3.3) fica

[dpsavE o) = 1-a (334
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Substituindo (3.3.4) em (3.3.2) chega-se a

/Ooo {/’H’O[@(z +V2sd)]"¢(2)dz| f(s;v)ds =1 — a,

—00

em que d ¢ a solug¢do da equagdo quando o valor de a for fixado, como

se queria provar.

Prova-se, utilizando procedimento similar, para a expressao

o~ 12 .
P{Mi_ﬂr+1<ﬂi_ﬂr+1+d0\/;, 2—1,...,7“}—1—04,

que o resultado € o mesmo.

No caso de experimentos balanceados em que os tratamentos em teste
possuem igual tamanho amostral mas diferente em relagdo ao tamanho amostral
do tratamento controle, ou seja, n; = n é o mesmo para todo i =1, ..., » mas
n #n,,4, a correlagio em cada contraste ¢ constante e dada por p =n/(n + n,,q).

Portanto, tem-se um caso especial do teste unilateral para dados
balanceados com a correlagdo constante p qualquer.

A expressdo para o erro padrdo do estimador da diferenca de médias

entre o i-ésimo tratamento em teste € o tratamento controle neste caso é

(3.3.5)

Portanto

~ /1 1 .
P{Mz‘—ﬂr+1<m—ﬂr+1+d0 -+ ; 121,---,7“}:
n.o Npeyl

/0°° /_:O {q) (\\ﬁ/)gdﬂ T p(z)dzf(s;v)ds =1 — a.
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com p =
P n+ Nypyq

3.4 Teste de Dunnett unilateral para dados nao-balanceados

Neste caso, como todos os » + 1 tratamentos podem ter diferentes

tamanhos amostrais, a correlacdo entre os contrastes varia ¢ ¢ dada por p; =
ni/(n;+ n,,.q) para cada i = 1, . . ., r. Portanto, tem-se um vetor de correlagdes
denominado de Arx1. A expressdo para o erro padrdo do estimador do contraste

entre 0 i-ésimo tratamento em teste com o controle ¢ dada por

/1 1
oy — + .
ng Nr+1

A ldgica deste teste de Dunnett é a mesma apresentada na se¢do anterior,

considerando agora a correlagdo diferente em cada comparagdo. Entdo, o limite
inferior simultdneo de confianga para a diferenga entre a média de cada

tratamento em teste i; e a média do tratamento controle p, ., ¢ dada por

~ /1 1
Wi = M1 > [ — Hrp1 — doy [ — + ;
ng  Npgd

1=1,...,r,

em que d = dj o, € a solucdo da equagdo

-1
p,-z(l—l—M) SR L 1=1,...,7.

ng

com
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De forma analoga, o limite superior simultineo de confianga para a
diferenca entre a média de cada tratamento em teste p; ¢ a média do tratamento

controle ,-,1 € dada por

- |1 1 ,
Wi — g1 < i — fp1 +doy | — + , =1,
ng Np41

Observa-se que agora o valor critico d depende de a, 7 e v e das razdes

entre os tamanhos amostrais N, ¢/ nq, . . ., Ny41/ N, O valor critico d € o quantil
da distribui¢do do maximo da t multivariada com correlagdo dada por )\ e v graus
de liberdade, correspondente a uma probabilidade de erro tipo I igual a
(DEAN; VOSS, 1999). Portanto, ndo ¢ possivel tabular d de uma forma geral.
Somente pode-se fazer uso de um programa de computador para calcular d
dependendo do vetor referente aos tamanhos amostrais n = ( nq, . . ., Ny;q) dos
dados analisados que afetardo a correlagdo A= ( pq, ..., ).

As fungdes de distribuicdo da estatistica d sdo apresentadas no quinto
capitulo, especificamente nas expressdes (5.4.6) para v = oo, caso em que a
distribuicdo do maximo da ¢ multivariada recai na distribuicdo do maximo da
normal multivariada, ¢ (5.4.14) nos demais casos. Naquelas expressdes a

~ . 2 .
correlacdo p; esta representada por \;" comi=1,...,r.

Teorema 3.4.1 Definindo a estatistica do teste unmilateral para dados ndao

balanceados d como a solugdo da equagdo:

/ooo /:0[11 {‘I’ (“jl_ipd)] 6(2)d=f(siv)ds = 1 — a,
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n
com p; = ———— tem se que
Ni+ Nyyq

o~ o~ /1 1 )
P{Mz‘—ur+1>uz‘—ur+1—d0 —+ ; 221,---77“}2
ng Npr41

o o~ /1 1 )
P{Mz‘—ur+1<uz‘—ur+1+d0 — + ; 2_17---77“}_1—04-
ni - Mgl

Demonstracio:

Partindo do pressuposto de que a probabilidade nas r inferéncias

simultineas € preservada e considerando Zq, ..., Z, varidveis aleatdrias normal

padrdo independentes e identicamente distribuidas, entdo

PR /1 1 )
P{Ni_ﬂr+l>ﬂi_ﬂr+l_da — + ) Z—l,...,T}—l—Od
n; Nr41
~ ~ |1 1 .
P (i — pi) = (Brs1 — prg1) < doy [ — + pi=Lhere=l-a
n; Ny41

Multiplicando toda a desigualdade por /n; /o tem-se

P{m(ﬂiﬂi)_ﬁ(ﬂr+1ﬂr+1)<d0 1+ izl,...,r}:l—a.

o o o Nyt1

V i (Br+1— Hrt1) n .
Yy T por [ e rearranjando o

Multiplicando o termo
o Nyr4q

resultado obtido tem-se



P (Hi : i) L (Hr+1 ; fir+1) < dg 14+ L
N3 Npy1 N o N1
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Como
oM mitnen 1 gt 1
Ng + N1 n; Pi n; Pi
nr+1:l_1 N N1 _ 1—pi pi M
n; pi n; pi 1—pi nppa
tem-se
n; /P (3.4.2)
nee1 VI—pi
De modo similar
1+ Pi 4 + — = =1+ =
1 —pi Npt1 1 —pi Mrt1
tem-se
; 1
14— (3.4.3)

ner1 I —pi

Usando os igualdades (3.4.2) e (3.4.3) e condicionando ao conhecimento

de 62, com s = 6/c, sendo s > 0, tem-se uma probabilidade condicional; essa

probabilidade multiplicada pela fun¢do densidade de S, f (s; v), resulta na
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probabilidade conjunta de S e dos 7 contrastes; integrando-se essa probabilidade
em relagdo a s, com s > 0, chega-se a fun¢do de probabilidade marginal

> (1 — pa) VPi (fr1 — frg1) sd . ~
P = — e < ,comi=1,...,7r |0
/0 { N V1I—pi i V1—pi
X f(s;v)ds =1—a. (3.4.4)

Essa expressdo ¢ equivalente a esperanca condicional

E

P (i —pi) VP (g1 — prgr) sd i1 .
\/Ln—i \/1_pi \/% ,/]__pl_’ ’ 5

De modo andlogo, considerando Z; = (11; — i) /(0 /\/ni) € 2 = (Hr41 —
r+1)/(0/\/nry1) um escore normal padrdo, condicionando ao conhecimento de
Iir+1, multiplicando pela fungdo densidade de Z e integrando em relagdo a z,
pode-se escrever a probabilidade interna da expressdo (3.4.4) como a probabili-

dade marginal

/oo [P{Zi < @, i = 1,...,r} |ﬁr+1} é(2)dz, (3.4.5)

que ¢ a esperanc¢a condicional

W2+ sd .
E|:P{21<\/\p;ﬁs, 221,...,7“}|/,Lr+1:|.
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Mas P (Zi < %) ¢ a probabilidade acumulada de uma variavel
aleatéria normal padrio avaliada no ponto (\/EZ + sd) / /1 — p; para cada
i = 1,.,r. Como os Z;’s sdo independentemente distribuidos, a fungdo de

distribuicdo © (‘/;Z_Jr;d) ¢ dada por

o Pt g SR [y ()]

Fazendo com que (3.4.5) resulte em
too T VPiz + sd)]
D[ F— || P(2)dz. (3.4.6)
/oo ll—_{ |: < \% - Pi ( )

Substituindo (3.4.6) em (3.4.4) chega-se a
+oo T
/ [/ [ <\F12_+psd>} gb(z)dz] f(s;v)ds =1 — a.

em que d ¢ a soluc¢do da equagdo quando o valor de a for fixado, como
se queria provar.

De forma similar, prova-se 0 mesmo para

o |1 1 .
P{ui—ur+1<ui—ur+1+da — + z—l,...,r}—l—a.
n; nr+1
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3.5 Teste de Dunnett bilateral para dados balanceados

O teste de Dunnett bilateral ¢ utilizado para determinar quais
tratamentos em teste diferem do tratamento controle. No caso de experimentos
balanceados, inicialmente sdo consideradas amostras de mesmo tamanho » para
todososi=1,..., r+ 1 tratamentos.

Este teste fornece o seguinte intervalo simultaneo de 100(1 — a)% de
confianga para a diferenca entre a média de cada tratamento em teste |; ¢ a

média do tratamento controle [, 41:

o~ - ~ 12
#i_ﬂr+leﬂi_ﬂr+1i|d|0\/;a i=1,...,m

em que |d| € a solugdo da equagéo:

/Ooo /_+°O[<I>(z+ V2[d|s) — ®(z — V2|d|s)]"d(2)dzf(s;v)ds = 1 — . (3.5.1)

Pode-se observar que | d | depende apenas de a, » e v. O valor critico | d |
agora ¢ o valor do quantil da distribuicio do maximo do moddulo da t-
multivariada com correlagdo comum p = 0,5 e v graus de liberdade,
correspondente a uma probabilidade de erro tipo I igual a a (DEAN; VOSS,
1999).

As fungdes de distribui¢do da estatistica |d| sdo apresentadas no quinto
capitulo, especificamente nas expressoes (5.4.9) parav = oo, caso em que a dis-
tribuicdo do maximo do médulo da ¢ multivariada recai na distribuicdo do maximo
do médulo da normal multivariada, e (5.4.16) nos demais casos. Naquelas expres-

sdes a correlagdo p; estd representada por A,2comi=1,...,r.
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Teorema 3.5.1 Definindo a estatistica do teste bilateral para dados

balanceados | d | como a solugdo da equagdo:
00 +o0
/ / [®(z 4+ V2|d|s) — ®(z — V2|d|s)]"d(2)dzf(s;v)ds = 1 — a,
0 —00

tem-se que

PO ~ 12
P{ﬂi_ﬂr+1eﬂi_ﬂr+li’d|a\/;a z:l,...,r,}zl—a.

Demonstracio:
Partindo do pressuposto de que a probabilidade nas r inferéncias
simultaneas ¢ preservada e considerando Z, . . . , Z,- varidveis aleatorias normais

padrio independentes e identicamente distribuidas, pode-se escrever

~ ~ 12 .
P{Mz’_ﬂr+1€ﬂi_ﬂr+li’d’0\/;7 Z:L---,T’,}:l—a
~ ]2 - 2
P{_dlo'\/;<(Ni_ﬂi)_(ﬂr+l_ﬂr+1)<|d|‘7 w ZZLM,?‘}:l—Oé-

Dividindo a expressdo por 6/+/n e multiplicando o termo central da

desigualdade por o /0 tem-se:

olo

P{_\/i|d|<[(ﬁi_ﬂi)_(ﬁr+l_ﬂr+l)]\/ﬁ/a<\[2|d|, 7::1"“77”7}:1_&.
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Condicionando ao conhecimento de 62, com s = 6/o, sendo s > 0, tem-se
uma probabilidade condicional; essa probabilidade multiplicada pela funcdo
densidade de S, f(s; v), resulta na probabilidade conjunta de S e dos r contrastes;
integrando-se essa probabilidade em relagdo a s, com s > 0, chega-se a fung¢do de

probabilidade marginal

r

p{ Vs < B ) =B Z i) g o, ,r,}|’a\]
Vi

X f(s;v)ds =1—a. (3.5.2)

De modo analogo, considerando Z; = (f; — w;) / (0/\/71_1-) e z=
(fiy 41 — tr41) / (0//ny41) um escore normal padrio e condicionando ao

conhecimento de fi,,1, chega-se a probabilidade condicional

[P {z —V2|d|s < Zi < z+V2|d|s, i=1,.. .,r} ‘ﬂr—&-l} .
Multiplicando essa probabilidade pela funcdo densidade de Z e

integrando em relacdo a z, pode-se escrever a probabilidade interna da expressdo

(3.5.2) como a probabilidade marginal

/oo [P{z —\2ld|s < Zi < 2+ V2d|s, i=1,...,r, }|ﬁT+1}¢(2)dz. (3.5.3)

mas, pelo teorema fundamental do calculo, tem-se que

P {z —V2|d|s < Z; < z + \f2|d|s} = (2 4+ V2|d|s) — ®(z — V2d|s).
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Como os Z;s,i=1, .. .,r, sdo independentemente distribuidos, tem-se
P {z “V2ldls < Zi < 2+ V2d]s, i=1,... ,r,} = [®(z + V2|d|s) — (2 — V2|d|s)]",

fazendo com que (3.5.3) resulte em:

/OO Bz + V2ld]s) — B(= — V2ld}s)] " o(2)d=. (3.5.4)

—00

Substituindo (3.5.4) em (3.5.2) chega-se a

/OOO [/OO [@(z +V2|d|s) — ®(z — \/§|d\s)]r ¢(z)dz] f(s;v)ds =1—q,
—0
em que | d | é a solugdo da equagdo quando o valor de a for fixado, como
se queria provar.
No caso de experimentos balanceados em que n; = n é 0 mesmo para
todo i mas n =n,., 4, a correlagdo em cada contraste é a mesma p = n/(n + Nypyq).
Portanto, tem-se um c aso especial do teste bilateral para dados balanceados

com a correlagdo constante p qualquer. Nesta situagcdo, mais geral, tem-se que

~ ~ /1 1 .
P{Mi_,u/r-‘,-l E,Lti_Mr+1i|d|U -+ ) Z:1,...,’I"} =
n Nyr41

/ /+°o[ (fH'Z' ) (\QZI_—M ﬂ $(2)dzf(s;v)ds =1 — o,

com p =

n+nr+1
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3.6 Teste de Dunnett bilateral para dados nio balanceados

Neste caso sdo consideradas amostras de quaisquer tamanhos n; para
todos os i = 1, . . ., r tratamentos. Assim, o teste bilateral de Dunnett da o

seguinte intervalo simultdneo de confianga para a diferencga entre a média de cada
tratamento em teste y; com a média do tratamento controle p;-41:

L 1 1
fi = M1 € i — [ir1 £ ]d[oy | — + , i=1,,m
1 Np41

em que | d | ¢ a solugdo da equagio:

/O°° /j:ljl {(I) <%§|8) - (mf%;ljb)} dP(2)f(s;v)ds =1 — @, (3.6.1)

com

—1

Nyp4-1 n; .

pi—<1—|—r+> =" =1,
n; i+ Np41

Observa-se que o quantil |d| depende de «, 7, v e das correlagdes p;, que
dependem das razdes entre os tamanhos amostrais n,41/n1, ..., ny41/n,. Por-
tanto, também ndo € possivel tabular |d| de uma forma geral. Somente pode-se
fazer uso de um programa de computador para calcular |d| dependendo do vetor
referente aos tamanhos amostrais n = (n1,...,n,+1) dos dados analisados que

afetardo a correlagdo A = (p1,..., pr).

As fungdes de distribuicdo da estatistica | d | sdo apresentadas no quinto

capitulo, especificamente nas expressoes (5.4.9) parav = o, caso em que a
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distribuicdo do maximo do moédulo da ¢ multivariada recai na distribuicdo do
maximo do moddulo da normal multivariada, ¢ (5.4.16) nos demais casos.

Nagquel 5 laci 4 d A2 =1
aque as expressoes a Ccorre a(;ao Pi esta representa a pOI‘ i comr=1,...,r.

Teorema 3.6.1 Definindo a estatistica do teste bilateral para dados ndo

balanceados | d | como a solu¢do da equagdo:

[T o (Y5 o (V=) | aver st =1 -

ni

ni+Nyyq

com p; = tem-se que

~ ~ |1 1 )
P{ﬂi_ﬂr-‘rleﬂi_ﬂr-‘rli’d‘a —+ ) 1—1,~--,T}—1—04
ng Nr41

Demonstracio:
Partindo do pressuposto de que a probabilidade nas r inferéncias
simultdneas ¢ preservada e considerando Z;, . . . , Z, varidveis aleatdrias

normais padrdo independentes e identicamente distribuidas, entdo

L 1 1
P{m—urﬂem—urﬂi\dla —+ : 2:1,---,r}=1—a
ng  Npg1

ou seja,
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1 1 wi — i) — (1 — 1 1
Pl L4 L Em ) = G m ) g L L
ng  Npg1 g g Np4l

para i=1,...,r,»=1—q.

Multiplicando a desigualdade por (@) tem-se

(i —pi) (Fr41—prin
=

)
P{|d\/l+ Moo T ) 14+ }1a.
Nyr41 o = Nr41

(Br41—Hry1)
[ell
Multiplicando o termo | ——2*“—— | por , /ZT—E tem-se
- T
(el

(Bort1—pri1)

(7 — i) /%f
. ‘ZL_ r+1 Wy .
P —d\/1+ LR - SVAIETSES Y 1/ N UL G
g1 % % N1

Usando-se as expressdes (3.4.2) e (3.4.3) e condicionando ao
conhecimento de 62, com s = &/c, sendo s > 0, tem-se uma probabilidade
condicional;essa probabilidade multiplicada pela fun¢do densidade de S, f(s; v),
resulta na probabilidade conjunta de S e dos r contrastes; integrando-se essa

probabilidade em rela¢do a s, com s > 0, chega-se a fungdo de probabilidade

marginal
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<

r

P{ lds (@) P (feer =) _ ld)s

para 1=1,..., 7’}|3] f(s;v)ds =1—a. (3.6.2)

De modo andlogo, considerando Z; = (f1; — i) /(0 /\/ni) € z = (fry1 —
tr+1)/(0//nr+1) um escore normal padrdo e condicionando ao conhecimento

de fi,41, chega-se a probabilidade condicional

/piz — |d|s 2+ |dls N
[P{H<Zl<\/§l—7[|)|7 ’L:].,...,’I"}|,LLT+1:|.
7 7

Multiplicando essa probabilidade pela fungdo densidade de Z e
integrando em relacdo a z, pode-se escrever a probabilidade interna da expressio

(3.6.2) como a probabilidade marginal

o0 iz — |d|s Pzt dls o N
/700 { |:P (ﬁ < ZZ < ﬁ) , 1= ].7 vy Ty |,LL7~+1 ¢(Z)d2 (363)

Pelo teorema fundamental do calculo tem-se

P( piz —|d|s <7 < \/Ez+|d|s) _ <\/p7-z+|ds) <I>( iz — |d|s>
\/17,01‘ ! \/17[)2' \/17[)1‘ \/lfpi ’

para cada ¢ = 1,...,r. Pela independéncia dos Z's, a parte interna da expressdo

(3.6.3) resulta em
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P <) ]

I () (= ":f’sﬂ-

Assim, a expressdo (3.6.3) corresponde a:

/_:oHl [‘D (W) -2 (“H)] b()dz. (3.64)

1=

Substituindo a expressao (3.6.4) em (3.6.2) chega-se a

[{ e () o (252 s

em que | d | é a solug@o da equag@o quando o valor de o é fixado, como

se queria provar.

3.7 Aspectos computacionais relacionados as distribuicdes das estatisticas

do teste de Dunnett disponiveis na literatura

As estatisticas utilizadas nos testes de Dunnett tém distribuigdo ¢
multivariada e, em casos particulares, normal multivariada. A seguir sdo

apresentados os principais estudos encontrados na literatura abordando
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algoritmos especificos para o teste de Dunnett ou, de forma geral, para as
distribui¢des normal e # multivariadas.

Dunlap, Marx e Agamy (1981) descreveram uma fungdo em FORTRAN
IV para obtencdo da fun¢do de distribuicdo da estatistica do teste bilateral de
Dunnett para dados balanceados. Neste trabalho, as probabilidades acumuladas
da normal padrdo s3o resolvidas por aproximacdes fornecidas por Dunlap e
Duffy (1975 apud DUNLAP; MAX; AGAMY, 1981)ou, para valores extremos,
pela aproximacdo de Zelen e Severo (1965 apud DUNLAP; MARX; AGAMY,
1981). As demais integrais envolvidas no calculo da distribui¢do de
probabilidade de Dunnett foram resolvidas utilizando o método numérico de
Newton-Cotes denominado de regra de Simpson com 20 a 30 pontos. Os autores
comentam que a precisdo de seus valores quando comparados aos valores das
tabelas do teste de Dunnett publicadas em Hanhn e Hendrickson (1971 apud
DUNLAP; MARX; AGAMY, 1981) era da ordem da quarta casa decimal.
Porém, este algoritmo limita-se ao fornecimento da probabilidade. Nao
possibilita, por exemplo, a obten¢do dos quantis da distribui¢do dada a
probabilidade acumulada, invertendo a fung¢éo de distribuicéo.

Também nao aborda a obteng¢do da probabilidade no caso da estatistica
do teste envolver uma distribui¢do t multivariada nao-central.

Schervish (1984) apresenta o algoritmo AS 195 para calcular
probabilidades da normal multivariada dentro de uma faixa de erro estabelecida,
utilizando para resolver as integrais envolvidas também os métodos numéricos
de Newton - Cotes com sequéncias de subintervalos de 2 a 5 pontos. O autor
baseou-se em estudos e algoritmos anteriores dados por Bohrer e Schervish
(1981), Bohrer, Schervish e Sheft (1982) e Milton (1972 apud SCHERVISH,
1984). A vantagem desse algoritmo sobre os anteriores foi a melhora do tempo
de execucdo com o aumento da precisdo requerida para os valores. Porém, a

restricdo para o uso deste algoritmo ¢ que ele calcula para no maximo 7
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dimensdes, em fungao do tempo de processamento. A matriz de correlagcdo deve
ser ndo singular e passivel de ser escrita como uma matriz triangular inferior.

Dunnett publica em 1989 o algoritmo AS 251 que possibilita calcular
integrais de probabilidade normal multivariada com estrutura de correlacdo
produto entre as variaveis, com dimensao maxima de 50. Este algoritmo baseia-
se no de Schervish (portanto, utilizando quadraturas de Newton-Cotes), exceto
pela particularidade de assumir uma estrutura de correlagdo especial, o que reduz
consideravelmente o tempo de calculo e viabiliza a aplicagdo do método com um
nimero maior de varidveis. A restricdo da estrutura de correlacdo produto ¢é
aplicada em muitos problemas de compara¢des multiplas (DUNNETT, 1955,
1989; HSU, 1999).

Para verificar as fungdes implementadas computacionalmente, especificas
ou relacionadas ao teste de Dunnett, optou-se pelo software R (R CORE TEAM
DEVELOPMENT, 2012) por ser um programa de livre distribui¢do e cddigo
fonte aberto. Foram encontradas fun¢des que fornecem os quantis ou
probabilidades das distribui¢des normal e t multivariadas. Uma possibilidade ¢ a
utilizagdo da biblioteca mvtnormpcs, que utiliza o algoritmo AS 251 de Dunnett
(1989). Porém, esta biblioteca deixou de ser disponibilizada no CRAN por falta
de manutengdo e s6 pode ser usado em versdes mais antigas do R. O algoritmo
resolve as integrais pelo método numérico de Simpson e permite no maximo 50
comparagdes entre tratamentos.

Wang e Kennedy (1992) propuseram uma expansio por série de Taylor
da integral da normal multivariada para regides retangulares. Eles compararam
seus valores com os obtidos pelo algoritmo de Schervish (1984, 1985) obtendo
maior precisdo, porém, num maior tempo computacional. Concluem que o
método ¢ eficiente para integrais de até cinco dimensdes. Acima disso o tempo

computacional excessivo torna inviavel o método.
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Drezner (1992) apresenta uma generalizagdo do seu método para
calcular probabilidades bivariadas para o calculo de probabilidades
multivariadas. Utilizou o método de quadratura gaussiana proposto por Steen ¢
Gelbard (1969) para resolver a integral m-dimensional. Steen e Gelbard (1969)
estudaram  as  quadraturas = gaussianas em  integrais do  tipo
IS e f(a)dz e fob e f(x)dx, com b < o e propuseram uma quadratura especial.
No artigo eles apresentam tabelas contendo os pontos e 0s seus respectivos pesos
para resolver estas quadraturas no caso particular de b = 1. O método de Drezner
difere do proposto por Schervish (1984) em relagdo a quadratura e regido de
integracdo utilizadas: o método de Schervish usa regras de Simpson’s enquanto
que o de Drezner usa quadratura gaussiana; o primeiro permite limites de
integragao finitos enquanto que o segundo requer intervalos infinitos.

Genz e Bretz (1999, 2002) apresentaram ¢ vém aperfeigoando métodos
para calcular probabilidades da distribui¢do ¢ multivariada a partir de substitui-
¢des que transformam uma integral inicialmente g-variada em um hipercubo
g — 1 dimensional. Nesta situacdo sdo aplicados métodos padrdes de integracao
numérica. Eles discutem e comparam o poder de testes de comparagdes
multiplas para dados com distribui¢do normal resolvidos utilizando a
transformagio proposta e resolvendo as integrais pelos métodos de Monte Carlo,
de aceitacdo e rejeicdo e um algoritmo de regra lattice. Torsten Hothorn, Frank
Bretz e Peter Westfal desenvolveram e aperfeicoam o pacote “mvtnorm” do
software R para o calculo de probabilidades das distribui¢gdes ¢ e normal

multivariadas, cuja Gltima atualizacdo data de 2012.

Na biblioteca mvtnorm existem duas func¢des basicas diretamente
aplicaveis ao teste de Dunnett: pmvt e gmvt. A pmvt ¢ utilizada para a obtencdo
da fun¢@o de distribuicdo da 7 multivariada e a gmvt para obtencdo dos quantis.
No calculo das probabilidades acumuladas as rotinas utilizam métodos de

aleatoriza¢do quase-Monte Carlo. A vantagem do procedimento € que permite
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matrizes de correlagdo com estrutura arbitraria, o que ndo tem nenhuma
implicacdio para o teste de Dunnett. Esta rotina também possibilita a
consideragdo de parametros de ndo-centralidade nas distribui¢des. A fungdo gmvt
calcula quantis equicoordenados invertendo a func@o pmvt pelo método uniroot
do R. Segundo os autores do pacote, o uso da fun¢do uniroot pode resultar em
quantis com limitada acurécia.

Os algoritmos podem ainda ser utilizados para no maximo 1000
comparagdes, 0 que em circunstincias praticas nas aplicagdes do teste de
Dunnett dificilmente sera atingido ou ultrapassado. A limitacdo deste método ¢é
que por empregar eclementos de simulagdo, cada repeticdo da mesma
implementacdo fornece resposta diferente a partir da quarta casa decimal, ja que

tem sua precisio estabelecido como 107,
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4 TECNICAS MATEMATICAS

Nesta secdo sdo apresentadas as principais técnicas matematicas
utilizadas no desenvolvimento e implementagdo dos algoritmos para a avaliagdo
numérica das integrais envolvidas nas fun¢des densidade e distribuicdo dos
testes de Dunnett no caso ndo-central.

As quadraturas Gaussianas mais comumente utilizadas para resolver
integrais sdo as Gauss-Legendre, Gauss-Hermite e Gauss-Laguerre. Neste
trabalho optou-se por transformagdes de varidveis e mudanca das regides de
integracdo para o intervalo de [—1,1] e aplicou-se a quadratura de Gauss-
Legendre em praticamente todas as integrais. Em muitos casos as fungdes
envolvem multiplas integrais. Nesse caso, os métodos descritos devem ser
aplicados em multiplos estagios, tantos quantos forem o niimero de dimensdes
das integrais.

Para obter os quantis foi necessario determinar a inversa das funcdes de
distribui¢do estudadas e, neste caso, métodos numéricos de determinacdo das
raizes das equagdes sdo utilizados, principalmente o método das secante e o de
Newton-Raphson.

Também ¢ apresentado uma sintese do método do jacobiano para a
mudanca de varidveis em integrais multiplas, que ¢é utilizado para obter a
distribuicdo de transformag¢des de variaveis aleatdrias continuas, as fungdes

marginais e de distribui¢@o das distribui¢des de probabilidades apresentadas.
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4.1 Integracio numérica

Pelo teorema fundamental do calculo, se a fungdo g(x) €é continua em
[a,b] e sua primitiva, G(x), ¢ conhecida ou facilmente determinavel, entdo a

integral definida desta funcdo neste intervalo ¢ dada por:
b
1= [ gla)ds = G(t) - Gla)

em que g(z) = dG(x)/dz = G'(z).

Se a primitiva ¢ desconhecida ou de dificil obten¢do, ou quando nao ¢
possivel determinar a forma analitica da g(x), a integral I pode ser calculada por
métodos numéricos'*. Integrar numericamente uma funcio g(x) num dado
intervalo [a,b] consiste em integrar um polindmio Pp(x) que aproxime
satisfatoriamente a funcdo integrando g(x) e que seja de facil manuseio, tornando
a integragdo possivel (SPERANDIO; MENDES; SILVA, 2003). Polindmios
interpoladores, como os polinomios de Legendre e os polinomios de Hermite,
sdo fungdes que possuem essas caracteristicas.

A solugdo numérica de uma integral simples ¢ comumente chamada de
quadratura (BARROSO et al., 1987). Na integracdo numérica, a formula de
quadratura aproxima a integral definida de uma fun¢do usando combinagdo
linear dos valores da fungdo, ou seja, uma soma ponderada dos valores da
fun¢do em pontos especificos no dominio de integragdo (FRANCO, 2007). A
localizagdo dos pontos utilizados na integragdo, o grau e o tipo do polindmio
interpolador sdo pardmetros que caracterizam o tipo de quadratura que esta

sendo aplicado.
Os métodos de integracdo numérica sdo classificados em dois grupos:

' As vezes s sio conhecidos valores da fungdo g(x) em alguns pontos X; 5 pré-definidos,
inviabilizando o uso das técnicas de integragdo conhecidas no calculo diferencial e
integral; em outros casos a integral resulta em uma fun¢o que ndo pode ser expressa em termos
de combinagdes finitas de outras fungdes algébricas, logaritmicas ou exponenciais
(SPERANDIO; MENDES; SILVA, 2003).



69

a) formulas de Newton-Cdtes que empregam valores de g(x) em pontos
X; § cuja caracteristica ¢ estarem igualmente espagados;

b) férmulas de quadratura gaussiana que baseiam-se em propriedades
de polindmios ortogonais para determinar os pontos Xi’s € seus

respectivos coeficientes w; 5.

A diferenca entre as formulas de Newton-Cotes e das quadraturas
gaussianas ¢ que as primeiras usam valores da fungdo em pontos uniformemente
espagados pré-determinados para definir o polindmio interpolador Pp(x) que sera
integrado, enquanto que as segundas escolhem os pontos x; 5 para calcular a
aproximacdo de uma maneira 6tima (BURDEN; FAIRES, 2003).

Quando sao tomados livremente os pontos dentro do intervalo [a,b], para
calcular os valores da fungdo g(x) e assim determinar Pp(x), pode-se definir um
Pn(x) melhor, que equilibre os erros positivos e negativos, fornecendo uma
estimativa da integral mais precisa (CHAPRA; CANALE, 2010). Quadratura
gaussiana ¢ o nome dado para a classe de técnicas que implementam tal
estratégia. Esta se¢do estd centrada no estudo da integragdo numérica via

quadraturas gaussianas.

4.1.1 Quadratura gaussiana

A quadratura gaussiana consiste em tomar um conjunto de n pontos

distintos no intervalo [a,b], x; < x, < x; <... <x,, de modo que a aproximagdo

b n
I= / glx)dz ~ Y wig(x;), (4.1.1)
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cujos coeficientes w;, ws, ..., w, sdo determinados sob 0s pontos x;, X5, ..., Xy,
resulte no calculo da integral com um erro minimo, adaptado de Khuri (2003).

Os coeficientes sdo arbitrarios e todos positivos, € os pontos (também
chamados de nds) estdo limitados a pertencer ao intervalo [a,b], que € o intervalo
de integragdo. A logica por tras da quadratura gaussiana ¢ a melhor escolha dos
x; 5 a fim de maximizar o grau de exatiddo da quadratura'”.

Para medir a precisdo desta aproximacdo, assume-se que a melhor
escolha dos valores dos w; s e dos x; 5 € a que produz o resultado exato para a
maior classe de polindmios, isto é, aquela escolha que da o maior grau de
precis@o. Como o numero total de quantidades desconhecidas sdo 27 (n pontos e
n coeficientes), entdo, 2n condi¢des devem ser especificadas. Se os coeficientes
de um polindmio sdo considerados parametros, a classe de polindmios de grau
no maximo 2n — 1 é a que contém 2» parametros. Essa é, entdo, a maior classe
de polindmios para os quais ¢ razoavel esperar que a aproximagdo dé um
resultado exato.

Gil, Segura ¢ Temme (2007) expdem o processo de determinar os x; § €
seus correspondentes w;s para qualquer n baseado na teoria dos polindmios
ortogonais, que leva a formulagdo do calculo dos coeficientes (w;s) e dos pontos
(x;5) como um problema de determinagdo de autovalores e autovetores de uma
matriz, utilizando o algoritmo de Golub — Welsch.

Algumas extensdes da aproximacgdo (4.1.1) s@o obtidas tomando-se f (x)

como uma nova fun¢do dada por f(x) = g(x)/A(x). Assim:

"> Uma defini¢do para grau de exatiddo, ou grau de precisdo, de uma quadratura pode ser
obtida em Gil, Segura e Temme (2007). De forma sucinta, diz-se que uma quadratura
tem grau de precisdo m se ela fornece resultados exatos quando a fungdo é um
polindmio de grau menor ou igual a m, mas ndo é exata para todos os polindmios de
grau maior do que m.
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b n
/ o) f(@)dz = S wif (), 4.12)

em que € \(x) € uma particular fungdo positiva denominada de fungédo
peso.

A escolha dos ;’s depende da forma de \(z). Os valores dos x; 530 as
raizes do polinomio de grau n, pertencente a sequéncia de polindmios ortogonais
em relacdo a A(z) no intervalo [a,b].

Segundo Khuri (2003), uma fungdo peso, A(z) , em [ab] tem a
caracteristica de ser ndo-negativa em qualquer intervalo aberto incluido em [a,b],

podendo a=-w e/oub =00, ¢

b
/ |z["N(x)dz < oo, n=0,1,2....

Na Tabela 2 estdo sintetizadas as principais familias de polindmios
ortogonais, suas respectivas fung@o peso, intervalo e simbologia usualmente
utilizada para representd-la. Cada fungdo peso e seu polindmio ortogonal da
origem a um tipo de quadratura gaussiana, cujo nome esta relacionado com o
polindmio interpolador.

Burden e Faires (2003) comentam que a finalidade de uma fun¢do peso ¢
atribuir graus variados de importdncia a aproximagdes em certas partes do
intervalo'®. Cada fungio peso tem um conjunto de polindmios que sio

ortogonais a ela no intervalo [a,b].

16 A . . . . N L.
O intervalo da fungo peso ¢ o mesmo que o intervalo de integracdo numérica.
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Tabela 2 Caracteristicas de algumas familias de polindmios ortogonais classicos

Polindmio Ortogonal Simbolo Fungdo Peso A(x) Intervalo [a,b]
Legendre P, (z) 1 [-1,1]
Jacobi P, P (z) (1—2)%(1+ )", [-1,1]
a, f>—1

Chebyshev do 1° tipo To(x) ll_wQ [-1,1]
Chebyshev do 2° tipo Un() V11— a2 [-1.1]
Hermite fisicos H,f(x) e (—00,00)
Hermite probabilisticos H,p(z) e (—00,00)
Laguerre L(na)(x) e Y o> —1 [0,00)

A Figura 2 mostra as fungdes peso A(x) ortogonais em relagio a familia de
polinémios de Legendre, Chebyshev do 1° tipo e Chebyshev do 2° tipo no intervalo
[—1,1]. A funcdo peso A(z) = 1 atribui a mesma &énfase para qualquer valor de
x no intervalo [—1,1]. J4 a fungdio peso A\(z) = 1/v/1 — 22 dd menos énfase

perto do centro do intervalo (—1,1) e mais énfase quando |z| estiver préximo de

1. Ao contririo, a fun¢io peso A(x) = v/1 — 22 d4 mais énfase perto do centro do
intervalo (—1,1) e menos énfase quando |z| estiver préximo de 1.

A Figura 3 mostra as fungdes peso A(z) ortogonais em relagdo a familia
de polindmios de Laguerre no intervalo [0,00) e Hermite probabilisticos e fisicos
no intervalo (—o0,00). Estas fungdes peso atribuem maior énfase para valores
de z proximos ao zero. Os polindmios de Hermite probabilisticos e fisicos ndo
sdo equivalentes, um é uma re-escala do outro, dados pela relagdo H, f(x) =
om/2H, (V/2x).
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Pela integracdo gaussiana sdo escolhidos os wi’s e 0s xi’s tais que a apro-

ximacdo seja exata quando a fungdo a ser integrada f(x) ¢ um polindmio de grau

menor ou igual a 2n — 1. Nos casos de polindmios de grau 2n ou mais ou nos

casos de f(x) ser uma fun¢o nao polinomial, tem-se um erro de aproximagao

Figura 2

17

b n
B, = [ Nalf(a)de — 3" wif (@),
a i=1

Fungéo Peso

1 fungde pesoe dos polindmics de Legendne
# furgde pese dos polindmics de Chebyshavl

m fungdo pesio 306 palindmics de Chobyshav?

T T T T T T T
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

X

Representagdo das fungdes peso A(x) = 1, Ax) = 1 / V1 —x2 ¢
A(x) = V1 — x2, ortogonais em relagdo a familia de polindmios de
Legendre, Chebyshev do 1° tipo ¢ Chebyshev do 2° tipo, respectiva-
mente, no intervalo [—1,1]

7 Pode ser chamado também de erro de truncamento, termo do resto ou fator de

corregdo.
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=
—
g w |
E =
1=
g
=
[T
=
k=]
v TungSa pesa dos palndmios do Laguams
& Tungds peso dos palndmios do Hormile probabd st
§ Tungda peso dos paindmios da Harmie Nisicos
w
cl. -

2
—X
Figura 3 Representagdo das fungdes peso A(x) =¢ ", A\(x) =e 2 eA(x)=e™* 2,
ortogonais em relacdo a familia de polindmios de Laguerre no
intervalo [0,0), Hermite probabilisticos € Hermite fisicos no intervalo
(—00,00)

Na Tabela 3 estdo apresentadas as formulas para obter o erro de
aproximagdo das quadraturas mais usuais. Todas as expressdes do erro de
aproximagdo contém a derivada de ordem 2n da fungdo f{x), f“"(x), aplicada no
ponto &. O inteiro # é o indice do ultimo termo considerado no calculo da integral.

O valor de & a ser usado ¢ um dos pontos x; que maximiza o modulo da
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fungio £ *(x), ou seja, é o valor de x; tal que ™%¥| f*”(x;) |. No entanto, obter a
derivada de ordem 2n da fung@o f{x) muitas vezes ¢ complexo, o que torna
praticamente inviavel determinar a precisdo da aproximagdo (FRANCO, 2007).
Na pratica, fixa - se a precisdo desejada € no célculo do resultado da integral e
procede-se aos calculos com valores de n crescentes, comparando-se cada
resultado com o seu anterior. Quando o erro relativo entre dois resultados

consecutivos for menor do que uma precisdo € pré-fixada, para — se o processo.

Tabela 3 Erro de aproximac¢@o das quadraturas cujas fun¢des f(x) sdo de grau
maior do que 2n — 1 ou s@o fungdes ndo polinomiais e foram
aproximadas por polindmios ortogonais de grau n, dadas por Ralston
e Rabinowitz (1965), sendo f*”(x) continua em [a,b]

Quadratura E, = ff Az) f(z)dx — iwlf(xl) a<&<Db
G-Legendre %ﬂ%)(f) -1<¢é<1
G acob et e O ) )y g <t
G-Chebyshev 22"@” ,f(Q")(g) —-1<é<1
do 1° tipo

G-Chebyshev TG @ (g) —1<é<1
do 2° tipo

G-Hermite fisicos 2(2'()2‘7{7; F@ (&) —00 < € < o0
G-Laguerre E;—;};f(g")(&), paraa =0 0<é<

O valor de & a ser usado ¢ o valor xj tal que mch |7 () .
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4.1.2 Algoritmo de Golub — Welsch

O algoritmo de Golub—Welsch é um método para calcular os nds (x; 5) e
0s pesos (w;s) para as formulas das quadraturas gaussianas por meio da
obtencdo dos autovalores e autovetores de uma matriz.

Alguns conceitos necessarios para entender o algoritmo de
Golub—Welsch estdo resumidos a seguir:

a) dada uma fung@o peso A(x) em [a,b], chama-se produto interno ou

produto escalar de dois polindmios p(x) e g(x) em relagdo a A(x) a

defini¢do
b
(pa) = / p(2)q()A(x)d:

b) anorma do polindmio p(x) em relagdo a A(x) pode ser escrita como

Ipllx = +v/(p.p) = [Lb[p(x)]QA(w)dx] é;

¢) os polindmios p(x) e ¢g(x) sdo ditos ortogonais em relagdo a A(x) se o
produto interno entre eles for nulo, ou seja, (p,q ) = 0;

d) dado um conjunto de polindmios de grau menor ou igual a n,
representado por {p,}, ele forma uma base ortogonal {p;},"_, do

espaco vetorial {IP,}, se satisfaz a propriedade (p;,p; ) = 0 para

1,j = 0,...,n com i # j;

e) quando, além da propriedade anterior, a base satisfaz a propriedade
de (p;,p;)= 1 para todo i, ela ¢ chamada de ortonormal e ¢é

simbolizada por {p (x)}r=0-
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Segundo Gil, Segura e Temme (2007), o célculo dos nds (xj %) parte da

relacdo de recorréncia dada por:

a1p1(z) + Bopo(x) = xpo(x),
k4 1Dk+1(x) + Brpr () + cwpr—1 = zpr(z) k=1.2,...,

em que {py(x)} é um conjunto de polindmios ortonormais.

Tomando z = x; um dos nés da quadratura, isto é um dos zeros de p,, (),

e escrevendo a relagdo para k < n — 1, tem-se:

aipi(z;) + Bopo(w;) = xpo(w),

agpa(z;) + B1p1(;) +  oapo(x;) = xip1(zy),
azps(x;) + Bapa(x;) +  oapi(z) = wpa(xy),
anpn(xi) + Ppn—1bn—1(xi) + op—1Pn—2(xi) = xiDn—1(xi)

Como x; é raiz de p,, na dltima equagdo p,(x;) = 0 e o termo o, p,(z;) desapa-

rece. Assim tem-se:

a1p1(x;) + Bopo(x;) = xipo(ws),
aopa(z;) + B1p1(z;) +  aipo(xi) = wipr(x),
asp3 () + Bapa(x;) +  aepi(zi) = xipa(w),
/Bn—lﬁn—l(xi) + O‘n—lﬁn—?(SUi) = xiﬁn—l(fEi)

que pode ser escrita de forma matricial como:
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Bo ar O 0 .- 0 Do(x;) Po(;)
ay B oaz 0 D1(z5) D1(z5)
0 a B2 o3 0 : =y

: : : Qp—1 1771—2(3?:‘) Prn—2(z;)
0 0 o B )\ Buae) P (1)
ou

Ip(z;) = 2ip(z:)

em que J € a matriz de Jacobi, de ordem n x n com os coeficientes da relacéo de
recorréncia e p(z;) = [po(x:), p1(x:), o, Pu1(xi)] .

Logo pn(x;)) =0 < x; é um autovalor da matriz J e o vetor P(z;)
correspondente ao x; € o respectivo autovetor.

Assim, os n zeros de py,, 1, T2, ..., Tn, que correspondem aos nds da qua-
dratura gaussiana, podem ser obtidos calculando os autovalores da matriz J.

Quando se parte de polindmios ortogonais ndo normalizados
{pk(x)}1.""—o para o calculo dos nds (x5’s), a relagdo de recorréncia dos

trés termos - TTRR - ¢ da forma (GIL; SEGURA; TEMME, 2007):

rpr(x) = appr1(x) + bppr(x) + crppr—1(x), cop—1(z) =0 e k>0.

Procedendo da mesma forma que anteriormente, chega-se ao resultado

de que os zeros de p, sdo os autovalores da matriz
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bp ap 0 O 0

cpt by a; 0 0

0 c¢9 by a9 0

5= 0
(p—2
0 0 0 : cpo1 by

Para tornar mais simples a determinacdo destes autovalores, pode-se trans-
formar a matriz .S numa matriz semelhante J simétrica, aplicando uma transfor-
macdo de similaridade e construindo a matriz de Jacobi para os polindmios or-
tonormais. O polindmio ortogonal py(x) pode ser relacionado com o polindmio
ortonormal py(x) pela expressdo px(x) = Agpr(x), com N\ = ||pg||. Fazendo
esta substituicdo na TTRR tem-se:

TNEDE(x) = ap A 1Dk+1(2) + b Aipr () + cuAp—1Pp—1(x),

resultando em

Ak+1 Ak—1

opi(2) = ap—-—DPk+1() + bepr(2) + 6= —Pr-1(2).
k Ak
Chamando uy, = /\f\—:l tem-se a; = a ’\f\zl = qpuy € Cp = u:’i - que, substituidos

na expressao acima, da:

P () = arPr+1(x) + bppr(x) + cppr—1(x), k> 0.
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A matriz de Jacobi para o conjunto de polindmios ortonormais

P (x) } torna-se simétrica se e d; =C na matriz S, para k=0,1,2,..., n—2, ou
Pk k —Ck+1 p

seja, a )";—:1 =Cl41 % o que resulta em ay = /¢ Appq .
k() = agr1Prr1(z) + Brpr(x) + arpr—1(z),

em que app—1(x) =0; B =0by k>0; ap = /ckar_1, k> 1.

A correspondente matriz de Jacobi da matriz S é dada por

bo Vaogcy 0 0 cee 0
\/apC1 bl \/aA1C2 0 e 0
0 /a6 by V/ascs cee 0
0 0 . . .

: : : : Van—26n—1
0 0 0 T Vv dn—2Cn—1 bn—1

¥ Parak = 0,1,2,....,n — 2, temrse

- ag
ap = QpUp = U, — —
ag
e
~ Ck+1 Ck+1
Chtl = —— = U = =,
U Ck+1
ou seja,
ag Ck+1 ~ ~
= Uy =Uy, = — == = QCk+1 = AkCk41-
aj Ck+41

Como deve-se ter:
~ ~ ~2 ~
Qp = Ck+1 = Ay = QkCly1 = A = \/QkCky1-

Assim, ay = Cpy1 = /arCrt1, para k = 0,1,....n — 2, que pode ser chamada de
a = /cpap—_1,parak =1,...n — 1.
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Esta matriz tem os mesmos autovalores do que a matriz S (ja que elas
es-tao relacionados por uma transformacdo de equivaléncia), e agora pode-se
aplicar o algoritmo para calcular os pesos w;’ s para as quadraturas usando a matriz J.

De forma similar, os pesos (w;’s) da quadratura gaussiana podem ser cal-
culados a partir dos autovetores correspondentes a esses autovalores. Sejam p;(z)
e pr(x) com j,k = 0,1,....,n — 1, polindmios de grau menor ou igual a (2n — 2). A

integral

b
(@) die) = | BN @)s
a
pode ser calculada exatamente usando uma quadratura gaussiana com n pontos.

Entdo,

Gk = (pj(x).pk(x)) = Zwiﬁj(%)ﬁk(%),
i=1

em que d;, = 1 se j = k, pois resulta na norma de p;(x), e §;, = 0se j # k, pois
neste caso os polindmios sdo ortogonais. Essa expressao pode ser escrita na forma

matricial como

P WP =1
em que a matriz
a
) wp 0 - 0
0 w9 0
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Tem na sua diagonal principal os pesos w;’s a serem determinados,

correspondentes a cada um dos autovalores x;’s da matriz de Jacobi J;

b) _ _
po(x1) -+ Ppn—1(1)
po(x2) -+ pn-1(z2)
P = . .
ﬁﬂ(ﬂfn) T ﬁn—1($n)
tem nas suas colunas cada um dos polindmios ortonormais p;(z) (j
0,---,n — 1) sendo que em cada linha estdo aplicados em um z; (I =
1, .n).
Assim:
po(r1) po(wn) w0 e 0 po(z1) -+ Pn—1(z1)
p1(w1) p1(zn) 0wy - 0 po(w2) -+ Pn—1(w2)
Poo1(@) - Paoi(en) o wn, Fo(en) oo Ba-i(en)
Po(x1)w: 0 0 po(z1) -+ pnoa(z1)
0 ﬁl (CCQ)IUQ te 0 ﬁo(fm) t ’ﬁn—l(l'Q)
0 Pr—1(zn)wn po(xn) -+ Pn-1(zn)
Po(w1)wipo(w1) 0 o 0
0 p1(w2)wapr (w2) --- 0
0 o ﬁn—l(xn)wnﬁn—l(xn)
[5()(%1)]211)1 O 0 1 0
0 [P1(22)]Pwe 0 0 1 0
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Para que a igualdade matricial acima se verifique ¢ necessario que P seja
. , . , . ~ -1 .
invertivel. Assim, pré-multiplicando esta expressdo por (PT) e pos-

multiplicando por P™' tem-se que,

PHtpTwpPpl=(P")lIp 1,
=W=(P")tp .

Por propriedades de matrizes, tem-se que,

W= (pp"!
=W l=PP'.

Entdo, chega-se a

3
—

1_,

ws

(Pr(@:))* = |IP(a)l[,
k=0

ou scja,

1

— =<, 19> 4.13
B (19

w;

em que ||.||z ¢ a norma Euclidiana usual

Por outro lado, dado ¢(®) = (qbgz), oy B ))T um autovetor da matriz J as-
sociado ao autovalor z;, entdo existe uma constante C' tal que ¢p(?) = Cp(xz;) =
C(po(;), ..., pn_1(;))T. Isto acontece porque o autovetor associado a cada au-

tovalor € tinico, a menos de uma constante multiplicativa. Ou seja

¢§Z; Po(x;)
Fwy=| * |=c| M

&) _
bn Pr—1(;)
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O valor de C' pode ser obtido considerando

1= (po(2),po())
b

=1 =) [ Az

a

b
=1 = (o), com po = [ Ao

o, 1
=[po(2)]? = —
[Po ()] o
= =
Ho = 5o(x)
Entao
ﬁ“ Po(;)
gi) e 51(332) <:>C—qb(i) 1 :>C—\/7¢)(i)
: B : T po(w) B
e Pn—1(;i)

obtendo-se ¢(?) (x;) = \/,lToﬁbgi)f)(fi)-

Substituindo p(z;) = Q) (xl)/(\//TogZ)gZ)) na expressao (4.1.3), obtém-se

S S SR (. 4
Bl 22 } B9 @I
N
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sendo:

a) ¢§i) o primeiro elemento do autovetor $(i>;

b) |16 (2;)|% a norma quadrética de ¢V (z;), que vale 1 pois o vetor @ (z;)

¢é ortonormal.

Assim, os pesos w;’s para as quadraturas gaussianas sdo obtidos a partir

dos respectivos x;’s e seus autovetores normalizados ¢(?) (z;), pela equagdo

w; = pod{"]2. (4.1.4)

A Tabela 4 resume as férmulas para montar a matriz de Jacobi das qua-
draturas gaussianas usuais e o valor da constante p utilizada para o célculo dos

pesos (w;’s) de cada quadratura na expressao (4.1.4).

4.1.3 Quadraturas para integrais improprias

Nas quadraturas de Gauss-Laguerre fooo e ?g(z)dr e de Gauss-Hermite
ffooo e g(z)dx tem-se uma integral imprépria do 1° tipo, ou seja, uma integral
em que g(x) é Riemann integravel em [a,b], com b > a, em que o(s) ponto(s) de
integrac@o a e/ou b, é(sdo) infinito(s) (KHURI, 2003).

Uma integral imprépria deste tipo é definida como o limite de uma integral
definida quando um dos pontos finais do intervalo de integracdo tende ao infinito

(ou ambos os pontos finais do intervalo), ou seja:

= /oog(:v)dx _ blgélo/bg(x)dm.
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Tabela 4 Formulas para montar a matriz de Jacobi das quadraturas gaussianas
usuais e o valor da constante u, utilizada para o calculo dos pesos
(wj’s) de cada quadratura

Quadratura Be(k=0,-m—1)  apth=1,--,n—2) po = J, A@)de
k
G-Legendre 0 /e 2
G-Chebyshev 0 a1 = \/g, ™
do 1° tipo s parak > 2
G-Chebyshev 0 : z
do 2° tipo
G-Hermite 0 \/l; N
fisicos
G-Laguerre Br—1=2k—14+« VE(k+ ) D(a+1)
parak > 1
. _ _B-a a+B+1L(a+1)I(B+1)
G-Jacobi Po = ath+2 ) g 2 T(a+B+1)

B = (2k+a+ﬁ)(;k+a+ﬁ+2)
parak > 1

) qr = 2 k(k+a)(k+8)(k+a+pB)
k= @k+a+8)\/ @k+tat+B+1)(2k+at+p—1)"

Se esta integral for convergentelg, ou seja, se este limite for finito, pode-
se avalid-la por métodos numéricos, pois o valor da integral € o seu respectivo
limite. E possivel utilizar os métodos de quadratura gaussiana, pois eles ndo
utilizam o valor do integrando nos pontos finais do limite de integracdo e
utilizam um numero finitos de pontos no calculo da aproximagio da integral™.

Para integrais f: g(z)dz imprépria do 2° tipo, em que o intervalo [a,b]
¢ finito mas a fungdo g(z) a ser integrada assume um valor infinito em alguns
pontos?! dentro do intervalo [a,b], por exemplo para z = ¢, segundo Khuri (2003)

se g(x) — oo quando = — ¢, com a < ¢ < b, entdo:

A convergéncia da integral pode ser determinada pelo uso de critérios de
convergéncia de modo similar ao estudo de convergéncia de sequéncias (KHURI,
2003).

" Considerando que a fungfio a ser integrada tem derivadas de todas as ordens continuas
(SPERANDIO; MENDES; SILVA, 2003).

! Um ntimero finito de pontos.
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[ s@iae= [“gwar+ [ gwae

Desde que ambas as integrais convirjam. O ponto ¢ € [a,b] é chamado de
um valor singular de g(x)**.

Nestes casos, pode-se aproximar cada integral usando uma quadratura de
Gauss-Legendre ou Gauss-Chebyshev, dependendo da forma da fungdo f{x) =
A(x)g(x). Aqui vale a mesma observag¢do feita para o uso das quadraturas
gaussianas nas integrais impréprias do 1° tipo, além de que o integrando ¢
indefinido para um ntmero finito de pontos e, portanto, o valor da area sob a
curva ndo muda.

Steen e Gelbard (1969) estudaram as quadraturas gaussianas em
integrais do tipo fom e’ f(x)dx e fobe_" * f(x)dx, com b < o0. Quando a fungdo
f(x) ndo é definida para x < 0 existe dificuldade para avaliar as integrais deste

tipo. Tentativas de aplicar a quadratura Gauss-Laguerre em integrais do tipo

fooo e_xzf(x)dx usando a transformacdo de variavel ¥ = x> = x = +u

falham pois geram integrandos com ponto singular na origem, ou seja

| e pwn = [T e
0 0 2V/u

Aplicar uma quadratura Gauss-Hermite considerando uma fungdo g que
seja extensdo da funcdo f na origem também pode falhar. Os autores afirmam
que se a fungdo f & par a quadratura fornece um resultado exato e deve ser
preferida. Porém, se a fungdo f é impar a aplicagdo de sucessivas quadraturas

Gauss-Hermite (com numero de pontos crescente da quadratura) fornecem

resultados que tendem a oscilar em torno da solucdo correta. Por exemplo, para a

> Segundo Sperandio, Mendes e Silva (2003) um alternativa para levantar a
singularidade da fun¢io integrando ¢ fazer uma troca de variavel para obter uma
integral ndo singular.
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funcdo par f'(x) = x” aplicando uma quadratura Gauss-Hermite para a fungdo g(x)

=[x como mostrado a seguir:
o I 1 ¢
/ e 22dy = / 67“2|x\2d:c = Zwi|$i|2,
0 2 J o 25

obtém-se para n > 3 o valor de 0,4431135 exato. Ja no caso da fungdo
impar f (x) = x’ aplicando uma quadratura Gauss-Hermite para a fungio g(x) =

x|’ da seguinte forma

* a2 3 L R I IBS 3
e xtdr = 5 e z’dx &~ §Zwl|$1] ,
0 =1

—00

para n = 3 resulta em 0,27135045; para n = 4 resulta em 0,24097925;
para n = 5 resulta em 0,2556027; para n = 6 resulta em 0,24664255; para n =7
resulta em 0,252573; e assim sucessivamente.

Assim, Steen e Gelbard (1969) propdem uma quadratura especial ¢
apresentam tabelas contendo os pontos € os seus respectivos pesos para resolver

estas quadraturas no caso particular de b = 1. Eles checam a precisdo destes

. . . 0 2
valores comparando os resultados das integrais conhecidas como fo xe ™ dx =

0.5 (1 - e‘bz). Desta forma s2o obtidos valores com precisdo na ordem da 15

casa decimal.

4.1.4 Mudanca dos intervalos de integracio

a) Intervalos finitos quaisquer
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Nas quadraturas Gauss-Jacobi, Gauss-Legendre ¢ Gauss-Chebyshev,
quando os limites de integragdo em f: Ax)f (x)dx ndo sioa=-1eb =1,
pode-se converter a integral para estes limites fazendo uma mudanga de variavel.

Este processo consiste em determinar a equagdo da reta que passa pelos pontos

(a,— 1) e (b,1). Diretamente tem-se que (RALSTON; RABINOWITZ, 1965):

xz(b—a)z;—(a—kb) com a<z<b = dx:(b;a)dz.

Entéo, para quaisquer valores de a e b tem-se que

/abA(x)f(m)dx:(b;a)/_11/\((b—a)z2+(a+b))f((b—a)z;(wrb))d&

A partir dai a integral pode ser resolvida por uma quadratura Gauss-
Jacobi, Legendre ou Chebyshev, dependendo da forma da func¢éo peso A(x).
Se for resolvido por uma quadratura Gauss-Legendre, em que \(x) = 1,

pela expressio (4.1.2) a aproximacao fica

b —a - —a)z; a
/ )\(x)f(x)da:z(b2)2wif<(b ) ’;( +b)>, 4.1.5)
a i=1

em que os z,s sdo as raizes dos polindmios de Legendre de grau n.

b) Intervalos infinitos ou semi-infinitos

Nas quadraturas Gauss-Laguerre e Gauss-Hermite caso o integrando nao

~ _ 2 .
apresente a fungdo A\(x) = e~ ou A(x) = e, respectivamente, pode-se pro-
ceder ao artificio de multiplicar o integrando pelos termos (e~ *e*) ou (€_$2 e””z)

obtendo-se:

/0 ) g(x)dz = /0 N e "e'g(x)dr = /0 T flx)dz ~ zn;w ().
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ou

/OO g(x)dx = /OO e*xzerg(a:)dw = /00 e f(z)de ~ szf (x4).

—00 —0o0 —0o0

No caso da quadratura de Gauss-Laguerre se o intervalo de integragdo nao
coincide com [0,00], sendo [a,00] por exemplo, pode-se fazer uma mudanga de

varidvel simples do tipo z = 2z + a. Entdo tem-se:
o0 oo
/ ezf(a:)d:c:e“/ “f(z+a)dz Zw, f(zi +a),
a 0

em que os z,s so as raizes do polindmio de Laguerre de grau n.

Além disso, nestes casos, tem-se a opcao de nao usar a quadratura Gauss-
Laguerre e aproximar o intervalo semi-infinito de integracdo para um intervalo

finito fazendo uma mudanca de varidvel. Alguns exemplos:
a) [ g(x)dx = f; g (a + 1) et
b [P g(a)dz = ( ) bt
o) [, g(x)dw = fo (a+ 17) %

t
d) [0 g@)dz = [ g (b—15t) &%

- para a = 0 pode-se ainda usar a transformagao

[ ) [0

ou entdo a transformac¢do
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” 0 —dt  (° dt
| s@ar= | gCme) = [ gCmen T

-sea>0eb=occoua=—-occeb <0,ousejaab > 0, e afuncio a ser
integrada decresce para zero na mesma velocidade em que 1/22 se aproxima
de zero quando x se aproxima do infinito, uma alternativa mostrada por

Chapra e Canale (2010) é proceder uma transformacao do tipo

b 1/a 1 1
/a g(z)dr = /l/b 29 <t> dt.

- Um caso particular desta situa¢do é quando [a,b] = [1,00) e deseja-se trans-
formar a varidvel para o intervalo [—1,1]. Uma forma € inicialmente proce-

der uma transformacao do tipo

-1

/100 g(z)dr = /Oe wdt, (4.1.6)

t

e depois com h(t) = w usar nova transformacao do tipo

e~ ! -1 1
|
/ hydt=— [ (e_lz i > dz, 4.1.7)
; 2 2

-1

que € uma transformagdo de um intervalo [, b] para o intervalo [—1,1].

Nos exemplos acima, qualquer das integrais com intervalos finitos
podem sofrer outra mudanga de variavel, passando para o intervalo de integragao

[—1,1] e serem resolvidas via quadratura Gauss-Legendre ou Gauss-Chebyshev.
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Uma opg¢éo a quadratura Gauss-Hermite quando a integral tem intervalo
infinito também ¢ transforma-la numa integral com intervalo [—1,1] e avalia-la
por uma quadratura de Gauss-Legendre ou Gauss-Chebyshev. Neste caso, pode-

se usar uma mudanca de variavel do tipo:

T = ! com—oogxgoo,édx:ﬁ—idt com —1<t<1,
1—1¢2 (1—2)2

resultando em

00 1 t 1 t2
/_OO g(z)dr = /_lg <1 - t2> i jt2)2dt. (4.1.8)

Uma transformacao alternativa € inicialmente fazer

/_Zg(x)dx_/ol [9(1;t> +g<_1;tﬂ A

seguida de outra mudanca de varidvel passando para o intervalo de integragao
[—1,1].

4.1.5 Quadraturas gaussianas no software R

Na biblioteca “statmod” encontra-se a fungdo “gauss.quad’ que
possibilita a obtencdo dos nds (x;’s) e pesos (w;’s) da quadratura desejada

fornecendo os seguintes argumentos:

a) o nimero de pontos que se deseja realizar a quadratura (n);

b) o tipo de quadratura (kind =), que pode ser: “legendre”; “chebyshev1”;
“chebyshev2”; “hermite” que neste programa € com os polinomios de Her-
mite fisicos, ou seja, com A(z) = P ; “jacobi” que neste caso é

necessario
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especificar o valor de « e de [3: e “laguerre” cujo padrdo é a = 0 mas pode

ser especificado outro valor de «a, contanto que seja maior do que —1;

¢) valor de v que por padréo € zero;

d) valor de 3 que por padrio € zero;

4.1.6 Exemplo de resoluciio de integral por quadratura gaussiana com o uso

do software R

1 22
e 2dz.

(o]
Calcular a probabilidade P(Z > 1,7) =
p z>1n)= [ ——
]_ —

22
A fung@o a ser integrada g(z) = Nors 2 ¢ a densidade da normal padrio

e estd representada na Figura 4. A drea hachurada € a que se deseja quantificar.

Pela simetria da distribuicao de probabilidade normal padrio tem-se que

o0 1 —22 L7 1 —22
P:/ e?dz:O.E)—/ e 2 dz.
1,7 V27 0o V27

1,72+1,7
2

Fazendo uma mudanca de varidvel de z para z, com z = , 0 inter-

valo de integragdo passa de [0, 1,7] para [—1,1] resultando em:

1,7 1
' 1 1 1
0 -1

(1,7241,7)2 .
A funcgéo a ser integrada agora é f(x) = b’%e 8 no intervalo [—1,1]

e estd representada na Figura 5. Resolvendo essa integral por uma quadratura de
Gauss-Legendre, com A(z) = 1, para n = 6 pontos na quadratura, a Figura 6 traz
uma representacao grafica dessa aproximacgdo. Nesta representacdo, a quadratura
consiste em aproximar a drea sob a curva por dreas de n regides retangulares, cujas
base sdo os pesos w; de cada parcela do somatorio e a altura de cada retdngulo € a

imagem da fungdo f(x) aplicada no ponto = = t;.

Analiticamente, tem-se

1 6 T+ +1 7)2
| @iz Z |

-1
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~
o
[sp]
@
N
N
g .
o
2
T T T T T
-4 -2 0 2 4
Valores de z
1 =2
Figura4 Representacdo da funcdo f(z) = = e 2 e sua integral no intervalo
(1,7, )
ou seja
p 177 (L7t +1,7)2 (1,7t 41,7)2 _(1,7t341,7)2
~ wie 8 =+ woe 8 + wse 8
221
_(L,7t44+1,7)2 _(L,7t5+1,7)2 (4,741,712
+ wae B -+ wse B + twege 8
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0|
=
0
g
o
2
T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Valores de x
. ~ ~ 1,7 @rerin? .
Figura5 Representacdo da fungdo f(x) = Nori 8 a ser integrada no

intervalo (—1, 1).

Realizando as operagdes necessdrias verifica-se que o valor da integral é
0,04456546.
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0 |
o |
w

s
(=] -
o

T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Valores de x

[

z

2 e sua integral no intervalo

Figura 6 Representagdo da fungdo f(z) = \/%e
(-1, 1).

4.2 Métodos numéricos para a determinacio de raizes de equacdes

Nas diversas fun¢des densidade ou de distribui¢do das estatisticas
estudadas, quando se deseja encontrar o valor do quantil ou o valor do parametro
de nao-centralidade para determinada probabilidade acumulada p, serd necessario
resolver equacdes da forma f{x) — p = 0. Pela complexidade das expressoes,

geralmente estas equagdes ndo possuem solucdes analiticas sendo
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necessario utilizar um método numeérico iterativo para encontrar as solu¢des ou
raizes destas equagdes. A seguir sdo descritos os métodos iterativos numéricos

usuais mais utilizados.

4.2.1 Método do falso positivo

Este método ¢ tutil quando ndo se tem informagdo a respeito da
localizacdo da raiz x¢ procurada. Neste caso, pelo Teorema de Bolzano™, basta
procurar dois pontos em que a func¢do tenha sinais opostos e aplicar o método,
que possui convergéncia linear, mesmo que algumas vezes lenta (BARROSO et
al., 1987; RALSTON; RABINOWITZ, 1965).

Para obter a aproximag¢do da raiz ¢ desejada por este método, os

seguintes passos devem ser executados de forma iterativa:

1. toma-se um intervalo [z1,z2] e seus respectivos valores f(x1) e f(z2), tal
que f(x1) X f(z2) < 0;

2. calcula-se o valor de z,, que € a interse¢do da reta que passa pelos pontos

(z1,f(z1)) e (z2,f(x2)) e 0 eixo das abscissas, pela expressao

o flzo)rr — f(x1)22
" f(w2) = f(z1) 7

3. avalia-se o valor da fung¢do neste ponto. Se o valor de f(z,,) aproxima-se

de zero com a precisdo desejada, x,, € a raiz x¢ procurada. Caso contrario

determina-se um novo intervalo dado por:

a) [z1,25] se f(x1) e f(x,) tenham sinais opostos, isto &, se f(z1) X
f(wy) <05

23 . . . .
O Teorema de Bolzano ¢ um caso particular do Teorema do valor intermediario em

que o valor da funcdo no ponto ¢ nula. Diz que: “dada uma func¢@o real f{x), continua
em um intervalo fechado [a,b], com f(a) e f(b) de sinais contrarios, existe pelo menos um
ponto ¢ € (a,b) tal que f{c) =0".
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b) [x,,22] se f(x1) e f(x,,) tenham sinais iguais;

4. repete-se o processo at€ que o valor de x,, convirja para a raiz da fungdo z¢,

com a precisdo € = x, — ¢ desejada.

O método falha se o mesmo intervalo é obtido duas vezes seguidas. Neste
caso pode-se proceder a um mecanismo de protecio calculando-se x,, de uma das

seguintes formas

Lf(za)a1 — f(m1)2o _ flw2)w1 — 5f (21)2
$f () = f(o1) fw2) = 3f(m)

Ty —

dando um peso maior a um dos extremos do intervalo para forcar que o préximo
x ocorra neste lado da funcdo e evitando intervalos seguidos iguais. Esta é uma
forma de contornar a falha do método e garantir convergéncia. Outras formas
podem ser utilizadas, como a que deu origem ao método de Pégaso ou Pégasus
descrito a seguir.

O método do falso positivo geralmente é ndo estaciondrio, pois em cada
iteracdo n o ponto x; tomado do passo anterior, pode variar entre ¢ = n — 1 ou
n — 2 dependendo de qual valor atender a condi¢do f(x,) x f(z;) < 0. Ralston
e Rabinowitz (1965) afirma que para fungdes convexas entre x; € x2 0 método do
falso positivo € estaciondrio, ou seja, sempre o ponto x; a ser tomado em todas as

iteracdes ¢ fixo com ¢ = 1 ou 2. Por exemplo, se x; = x; tem-se

f(SUn—l) f(fEl)
f(@n-1) — f(z1)

Ty = 21 n=3,4,---,

e 0 novo intervalo sera sempre [x,x,].
O método da secante é o método do falso positivo para fungdes
convexas em que, para melhorar a velocidade de convergéncia do método, abriu-

se mao da exigéncia de sinais opostos da fung¢do nos dois pontos usados para
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gerar o préximo (KHURI, 2003; LIMA, 2007)**. No método da secante fixou-se
que sempre seria usado x; € xj—| para gerar x;+]. Porém, com isso, foi perdida a
garantia da convergéncia.

Nesse método a iteracdo so ird convergir se os valores iniciais tomados x;

e xj— ] forem suficientemente proximos do valor procurado.

4.2.2 Método da secante

O método da secante € um caso particular do método do falso positivo.
Seu algoritmo faz uso de uma sucessdo de raizes de linhas secantes a f{x) que se
aproximam cada vez mais da raiz da fun¢2o f{x).

Tomam-se dois pontos 4 = [X,-1, f (Xu-1)] € B = [X,, f (X,)] pertencentes a
fungdo f{x), pelos quais constroi-se uma reta s, passando por eles, como ilustrado
na Figura 7. Essa reta ¢ uma secante ou corda do grafico da funcdo f, cuja

equacdo ¢ dada por

** (KHURI, 2003; LIMA, 2007) Uma fungdo /: D = R ¢ convexa se f[£x; + (1 — ) x,] <
tf(r1) + (I — t)f(xg) para todo z; e 22 € D e para qualquer t € [0,1].
Geometricamente, significa que o seu grafico se situa abaixo de qualquer de suas
secantes, ou seja, tomando-se A e B dois pontos quaisquer pertencentes a curva da
funcio f{x) a regido do grafico entre A e B estd abaixo da secante AB. (LIMA, 2007) Se
a fungdo f'¢é convexa entdo f'¢
f/(xl) < f(IQ) — f(xl) < f’(l‘g)
T2 — Xy

que significa que o segmento de reta entre dois pontos x; € x2 estd contida entre os valores
extremos de sua derivada. Assim, a derivada é mond6tona niao-decrescente em todo o do-
minio de f’, o que geometricamente significa que o grafico da funcéo estd situado acima
de qualquer de suas tangentes. Neste caso, () > 0 para todo z € D.
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-Tslf(:cn) + xnf(z7z—1) + Ys; Tn—1 — xn—lf(xn) - xslf(zn—l) — Ys; T =

0

Ysi [Tn—1 — 0] — f(@0)[@n-1 — 2, | + f(Tn-1)[Tn — 25,] =0

Ysi [Tn—1 — @p] = fzn)[@n-1 + (—2n + 20) — 25, | + f(@n—1)[zn — 25,] = 0
Ysi [Tn—1 — Tn] — f(@n)[Tn—1 — ] = f(zn)[Tn — 2s,] + f(@n—1)[n —25,] =0
(Ys, — f(@n)[Tn-1 —zn] = (f(zn) = f(@n-1))[rn —25,] =0

ou seja
f(xn) - f(xn—l)

(on ot~y on )+ I

Ysq <m51) =

Se x,,41 € a raiz da reta s, entdo ys, (x,41) = 0. Resolvendo essa equagio

obtém-se a relacdo de recorréncia para o método das secantes dada por:

f(x)

Alzp—1.f(zn-1))

f@n)

f@ny1)

Figura 7 Representagdo geométrica do método das secantes

= — Tn = In-1 =
Tpil = Tn f(a:n)f(xn) mT—1 n=12,---. 4.2.1)

Este método depende de dois valores iniciais z,—1 = xg € ©, = 7.
Em seguida, pela férmula (4.2.1) obtém-se um novo valor 9, que serd utilizado

no lugar de x( para repetir o processo.
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Determina-se assim x3, que substituird x; continuando o processo até
chegar a um nivel de precisdo desejado, em que a diferenca entre z,41 € x, €
suficientemente pequena.

Em analise numérica a velocidade na qual uma sucessdo converge ao seu
limite ¢ chamado de ordem de convergéncia. Segundo Ralston e Rabinowitz
(1965), as iteragdes do método da secante convergem para uma raiz de f(x) se os
valores iniciais zg e x; estiverem proximas da raiz, com ordem de convergéncia
de (1 + \f5)/2 ~ 1,618, que é a razdo aurea. Além disso, a fungdo deve ser duas
vezes continuamente diferenciavel ¢ a raiz em questdo deve ser simples (raiz de
multiplicidade 1) no intervalo [z, 1] para assegurar a convergéncia do método.

Uma vantagem do método da secante sobre outros métodos como o de

Newton-Raphson, é que ele s6 requer a avaliagdo da fun¢do e ndo de suas

derivadas, que podem ser expressdes dificeis de serem obtidas.

4.2.3 Método de Pégaso ou Pégasus

E um método também baseado no método do falso positivo modificado
para acelerar a convergéncia. Segundo Barroso et al. (1987), dada uma fungéo
f(x) continua no intervalo [x,, x;] € tal que f{x,) % fix;) <0, a raiz existente neste
intervalo pode ser obtida pela formula de recorréncia

Tyn — Tp-1

ﬂfn+]_:.’13n—f(ﬂfn) ) 7'1,21,2,"'7

f(xn> - f(xn—l)

onde as aproximacdes da iteracdo seguinte sdo escolhidas de forma que se

{f(xn+1)f(1:n)<0, entdo  [zn_1, f(zn—1)] étrocadopor [zn, f(zn)];

~ £ f(@n—1)f(zn)
f(@ns1)f(zn) >0, entio [zn—1,f(zn-1)] & trocado por [Inflm]



102

Em ambos os casos [z, f(x,)] é trocado por [z,+1, f(xnt1)], 0 que ga-
rante que os valores da fung@o usados a cada iteragdo tenham sempre sinais opos-
tos. Barroso et al. (1987) confirmam que a ideia do método de Pégaso é reduzir
f(@n—1) por um fator [f(x,)/(f(xn) + f(@ns1))] para evitar a retengdo de um

ponto e obter uma convergéncia mais rapida.

4.2.4 Método de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson® ¢ outro método de anélise numérica
cujo objetivo € estimar as raizes de uma funcdo. Segundo Barroso et al. (1987),
dada uma fung¢@o f{x) continua no intervalo [X,, X;], com as derivadas f’'(x) e f"'(x)
também continuas e f'(x) # 0, tal que exista uma Unica raiz ¢ neste
intervalo,tomando-se uma aproximagao inicial para x¢ e fazendo uma expansio
em Série de Taylor de primeira ordem para f (x) = 0 obtém-se uma formula de

recorréncia para o valor aproximado da raiz x¢.

Segundo Khuri (2003) e Lima (2007), a série de Taylor ¢ dada por

1) = s+ Y E D ),

com f : [a,b] — R, n vezes derivdvel no intervalo (a,b) e todas as (n — 1)-€simas

derivadas continuas em [a,b], com x € [a,b].

Nestas condigdes, existe um valor ¢ € (a,b) tal que, fazendo uma expansao

em série de Taylor de grau n = 1, tem-se

(z —a)*f"(c)
2! ’

> 0 método ¢ atribuido a Sir. Isaac Newton (1643-1727) e Joseph Raphson (1648-1715).
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emquea < c <.

Substituindo-se = por x¢ e, como f(x¢) = 0 tem-se

2 rn
xe —a)’f"(c
0= f(a) + (e~ a)f'(a) + ZE— 0T,
Se a aproxima-se de x¢, o dltimo termo a direita da expressdo anterior
serd pequeno em comparacdo a soma dos dois primeiros termos e, por isso, pode-

se desprezd-lo e aproximar a expressdo para

0~ fla)+ (ze —a)f'(a) = wze.f'(a) = —f(a) +a.f(a)
f(a)
f'(a)

= Te R a—

Essa expressdo é usada para definir a aproximacdo da raiz da fungio f,

chamando a = x,, € x¢ = 2,41, dada por

=y — = 0,1,2, 422
Tn+1 Tn f/(xn) y N y Ly 4y ) ( )
em que:
a) n indica a n-ésima iteracdo do algoritmo;
b) f(zy) é o valor da fungdo f no ponto x,,;
¢) f'(xy) é o valor da derivada da fung¢@o f no ponto x,,;

d) 2,41 € uma aproximagdo de .
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Geometricamente, o método de Newton-Raphson é equivalente a

substituir um pequeno arco da curva f{x) por uma reta tangente tragada a partir de

um ponto x; deste arco, como mostra a Figura 8. O numero x;+; é a abscissa do

ponto em que a tangente ao grafico de f no ponto x; encontra o eixo horizontal.

Segundo Lima (2007), o método de Newton-Raphson baseia-se no fato
que, se a tangente aproxima a curva entdo sua interse¢do com o eixo das
abscissas aproxima o ponto de interse¢do da curva com esse eixo, ou seja, o

ponto x& raiz de f.

f(z1)
f(x2)

Figura 8 Representagdo geométrica do método de Newton-Raphson

Para obter a aproximagdo da raiz x¢ desejada no método de Newton-

Raphson, os seguintes passos devem ser executados de forma iterativa:
1. toma-se um valor para zo € [a,b] e seu respectivo valor f(zo);

2. calcula-se o valor da equacgao da tangente (derivada) da fungdo nesse ponto,

ou seja, f(xo);
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3. determina-se o intercepto da reta tangente nesse ponto ao eixo das abscissas,
denominado de x;. Através da definicdo de derivada de uma fun¢do num
ponto que ¢ a inclinagd@o da reta tangente naquele ponto, isto é

Ay f(zo) =0 f(xo)

/ _ 29 _ _ _
@)= K= gy, = BT f'(@o)’

4. calcula-se o valor da fung¢@o nesse novo ponto z1, ou seja f(1);

5. repete-se o processo n vezes, até que o valor de z,, convirja para a raiz da

fungdo x¢, com a precisdo € = x, — x¢ desejada.

4.3 Método do jacobiano de transformacio de variaveis

O método do jacobiano ¢ um método utilizado em calculo diferencial em
diversas situacdes, como para a mudanga de variaveis em integrais multiplas.
Em estatistica, o método do jacobiano ¢é utilizado para obter a distribuigdo de
transformagdes de variaveis aleatorias continuas.

Definicdo 1: Dada a funcdo f : R" — R", definida por um vetor de m
componentes, sendo cada componente uma fungdo f; : R" — R. Se todas as
fungdes f; e suas derivadas parciais sdo fun¢oes continuas do vetor aleatorio X =
(x1, X5 " **, X,) € R", as derivadas parciais dessas funcdes podem ser organizadas

numa matriz m x n, que é denominada matriz jacobiana.*®

A matriz jacobiana é a matriz formada pelas derivadas parciais de
primeira ordem de uma fun¢do vetorial. A matriz jacobiana tem em cada uma
das suas m linhas as derivadas parciais de uma f;, comi=1, - - -, m, em relagdo

aos n valores de x;, comj =1, - -, n, ou seja,

26 Adaptado de Khuri (2003) e Leithold (1994).
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oph  oh .. Oft
8$1 81’2 8fEn
gﬁ gﬁ e gﬁ
r1 2 Tn
Jp(X)=| " o :
Ofm  Ofm . Ofm
ox1 axg 0y
A matriz jacobiana pode ser representada também por Jg(x1, x2, -+, &), OU
ainda por 8(511’55’ 3{;”) :

Definicao 2: Denomina-se de jacobiano o determinante da matriz jacobiana quando

m = n e este determinante é diferente de zero, e representa-se por |Jy(X)|.

Dado o vetor aleatério de transformacdes

Y = [y, 2, - Un)
[f1 x1, T, -, l’n),fz(l’l, Ty e, ), [T, T2, mn)]
= [fi( L (X)),
= f(X )

com |J¢(X)| # 0, se tais transformagdes sdo bijetoras, entdo

X = [xla L2, =y n]
[h Y, Y2, yn),hz(y1, Y2, s Yn)st s ha (Y, Y2, s Yn)]
h( )
ou seja

Y 'l=7f4X) = X=h).

Assim, a funcio fy (y) = fx[R(Y)]1Jn(¥)].com [Jn(¥)| = |J5(X)| !
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Jyr  Oy2 OYn,

Jyr  Oy2 OYn,
Jn(y) = . O .

oy1 0y2 OYn,

Uma das condicdes para a aplicacdo do método do jacobiano ¢ de que a
fung¢do f : X — Y seja bijetora. Se este ndo for o caso, mas se o dominio da
funcdo puder ser particionado em subconjuntos disjuntos, de forma que em cada
subconjunto a func¢ao seja bijetora, pode-se aplicar o método do jacobiano em cada
subconjunto e somar o resultado para obter a funcio desejada. Assim, sendo 7 =1,
-« -, k os i-ésimos subconjuntos do dominio de f e f() a fungio relativa ao

subconjunto P;, com k(") a sua respectiva funcio inversa, tem-se

k
frw) =Y fx[h V)] T, (V).
=1
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5 DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE

Nesta secdo ¢ apresentada uma revisdo das distribuigdes de
probabilidades que s3o utilizadas para obter as estatisticas do teste de Dunnett
unilateral e bilateral, com dados balanceados e ndo-balanceados.

A variavel S ¢ definida como a razdo entre a variancia residual amostral
combinada e a variancia populacional e sua distribuicdo estd relacionada com a
distribui¢do y*. Ela é utilizada nos testes de Dunnett pois a distribuigio da
estatistica para comparar as diversas médias com a média da testemunha
considera os graus de liberdade associados a variancia residual amostral.

A distribuigdo ¢ de Student ¢ necessaria para melhor compreender a sua
distribuicdo multivariada. Também ¢ apresentada a distribui¢do ¢ ndo-central
univariada com sua funcdo densidade e de distribui¢do e algumas de suas
caracteristicas. A obtengdo desta distribuicdo tem a finalidade de completude,
pois o teste de Dunnett para o caso ndo-central generaliza a situagdo univariada
para uma multivariada, porém considerando as correlagdes entre as variaveis.

Como as estatisticas dos testes de Dunnett sio aplicacdes das
distribui¢des do maximo da 7 multivariada, para o teste unilateral, ¢ do maximo
do moédulo da ¢ multivariada, para o teste bilateral, fez-se uma apresentagao
detalhada da obtengdo de suas func¢des de densidade e de distribuicdo. Para
chegar a estas distribui¢cdes foi necessario obter a fun¢iio de densidade e a de
distribui¢do do max(Z) = mfx(Zi) e do max(| Z |) =m?x( (| Z; |), o que também ¢

mostrado com pormenores.
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5.1 Distribuicfdo da variavel aleatoria S =6 /0

Considerando uma amostra aleatéria de tamanho 7 da distribui¢do normal
Yy, Ya, ..., Yy, com média u e varidncia 6. O estimador ndo viesado da variancia

populacional 6 é dado por

A média estimada Y ¢ independente da varidncia amostral estimada o2 A
variavel

U= (5.1.1)

possui uma distribuicao qui-quadrado com v = n — 1 graus de liberdade, ou seja,
U~ A funcdo densidade de probabilidade de U € dada por

fw0) = Sy 5.2

U pode ser definida também como

> - )
Uzi_Z(Zk— :

>z
k=1

sendo que Zi ~ N(0,1), paratodo ke Z = 5=
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, . ‘1 A 26 ~
e esta representada na Figura 9, em que u> 0. A média e a variancia de U*®sdo uy
=veay’=2v

A partir da distribui¢do de U pode-se obter a distribui¢do de S = /o
dada por

VG2 ~
S:\/gzwzzf. (5.1.3)
1% 14 g

Teorema 5.1.1. (Distribui¢d@o de S = ¢ /o)

Definindo a varidvel aleatoria S como em (5.1.3), S ~ | /X%u) /v, a sua fungcdo
densidade de probabilidade é dada por

VV/2 v—1 —vs?
f(s, I/) = er‘(%)s 16 /2, s> 0. (514)

para U ~ X%y) cuja fungdo densidade é apresentada em (5.1.2).

Demonstragao:
Sendo S = W’ a sua transformacio inversa é U = vS?. A funcio densidade
de S deriva da fungdo densidade da varidvel resultante da transformacgdo com o
uso do jacobiano da transformacio, que é a derivada de primeira ordem de u com
relacdo a s, ou seja,

du

J=— =2us
ds
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Q|
o
o v=1
A yv=2
© |
o
<
o
N
o
o | Qo oscsFSootbosds
S S :
T T T T
0 5 10 15
Valores de U

Figura9 Representacio grafica da densidade da variavel aleatéria U = v62/c7,
dada pela equacdo (5.1.2), para diferentes valores de graus de
liberdade v
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Assim, a fungio densidade de S, com u = vs?é obtida por

f(s;v) = fu(u;v)abs(J)

1 v/2—1_-u
:T/TF(%)U /2 16 /2‘21/8‘
_ #( 2)1//271 71132/22
— 21//21_‘(%) Vs (& Vs
_ 2V(V)V/2_1 (82>u/2—16—us2/2
2/(3)
_ LSV—IG—VSQ/Z

)

207211 (2)

como se queria mostrar.
Na Figura 10 estd a representagdo grafica da funcio de densidade da va-

riavel aleatdria S, com s > 0.

5.2 Distribuicio ¢ de Student

Segundo Ferreira (2009), a distribui¢do ¢ de Student ¢ definida pela razio
entre duas variaveis aleatorias independentes, uma normal padronizada por outra
originada da raiz quadrada de uma variavel aleatoria qui-quadrado dividida pelos
seus graus de liberdade. Assim, considerando uma amostra aleatoria de tamanho
n da distribui¢do normal, Y, Y, ..., Y,, com média p e variancia 02, entdo

Y —
7 = H

_ (5.2.1)

/n

possui distribui¢do normal padrdo, Z ~ N(0,1), cuja fun¢do densidade de proba-

bilidade é ) ,
o(z) = e 7, 52.2
(2) o ( )
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Valores de s

Figura 10 Representagdo grafica da densidade da varidvel aleatdria S = 6/ =
U/v, dada pela equacdo (5.1.4), para diferentes valores de graus de
liberdade v
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e a variavel aleatoria U dada por (5.1.1), com U ~ X(2,,)- A partir de Z e U pode-se

definir

Y—u _
Z - Y-
X=-"== L= H (5.2.3)
\E \ =z v
14

Teorema 5.2.1. (Fungdo densidade da distribuicdo t de Student)
Definindo a varidvel aleatoria X como em (5.2.3), X tem distribuicdo t de Student,

X ~ t(v), cuja fungdo densidade de probabilidade é dada por

2\ T2
—\7 ) <1 n x) , (5.2.4)

com v graus de liberdade o tinico parametro da distribuicdo e S = \/m ~
X%V) /v cuja funcdo densidade é apresentada em (5.1.4).

Demonstragao:

Como Z e U sdo independentes, tem-se que

fz.5(z,8v) = fs(s;v).0(2)

pv/2

- 20:/2-1T (%)

V—le—V52/2 1 —Z

Ver

S

Usando a transformagdo Z = XS e S = S, a funcdo densidade conjunta de X
e S deriva da fun¢do densidade conjunta de Z e S com o uso do Jacobiano da

transformacdo. O jacobiano da transformacdo ¢ dado por

Jz 0z
g & 0 1
dxr  Os
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Assim fx g(x,s;v) = fs(s; v)p(xs)abs(J), ou seja

VP e L,
2(/2)-1D (%) V2r

VV/QSVG—VSQ/ze—(Z‘252)/2

V2m2/2)-1D0(%)

Ixs(x,s;v) =

( ) 1/1//281/6—32 (x24v)/2
T,8,V) = )
fxs V2m20/2 -1 (%)

A fun¢do densidade marginal da varidvel X ¢é obtida integrando-se fx g(z,s;v)

em relagdo a s, de 0 a oo que é o dominio da varidvel S. Assim tem-se:

00 Vu/281/efs2(a:2+1/)/2d
fX(:L‘,u)—/O 2 D ITE) s

1/1//2 00 9 o
— sVe s (@ V)2
V2m2W/2-110 (%) Jo

Chamando de ¢ = s?(2? + v/)/2, entdo dt = s(x> + v)ds.

Também

—1
tL;D _ (22 4+ v)\ 2 B s (g2 4 p) (=172
-\ 2 - o(v—1)/2

Logo, pode-se escrever

fx(wv) = /2 o Sufl(xQ+V)(u71)/267t5(m2+l/)ds
X = (a2 1 v) (22 + v) D20 (%) J, 50—1)/2
= v /oo tD2e gy,
V(@? +v)HHRT(5) o

Mas, pela defini¢do de fungdo gama tem-se que I' (431) = [ ¢t~ D/2e1dt.



116

Assim, a funcdo densidade de X é

o erreg
Peen) = g 1 v
T (2 /2 J1/2
= V(%) @ )R 12

7 (513 ) [(xzi VJ o
} (v+1)/2

9

como se queria mostrar.

Na Figura 11 estd a representagdo grafica da funcio de densidade da va-
ridvel aleatéria X. Observa-se que com o aumento dos graus de liberdade v a
varidvel X se distribui como uma varidvel aleatéria normal padrio.

A média e a variincia da distribuicio ¢ de Student sdo dadas por

p=0parav>1leo? = - parav > 2.

5.3 Distribuicdo 7 ndo-central univariada

Johnson, Kotz e Balakrishnan (1995) definem a distribuicdo ¢ ndo-central
univariada com v graus de liberdade e a constante 6 € R, denominada de para-
metro de ndo-centralidade, como a distribuicdo da varidvel aleatéria X obtida pela
razdo de duas outras varidveis aleatdrias independentes, uma Z ~ N(0,1) e a outra

U ~ x2 com v = n — 1 graus de liberdade, respectivamente, representada por

Z+46

X = (5.3.1)
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Segundo estes autores, a ndo-centralidade da distribuigdo ¢ estd associada ao ¢ do
numerador e geralmente a varidvel com esta distribui¢@o é simbolizada por t},(9).

As varidveis aleatérias S = \/W e Z envolvidas na defini¢do (5.3.1)
foram apresentadas nas expressoes (5.1.3) e (5.2.1), respectivamente.

<
S o
' o curva normal
o v=1
v=2
@
o
N
o
S -
S |
o
T T T T T T I
) -4 -2 0 2 4 6
Valores de x

Figura 11 Representagdo grafica da densidade da varidvel aleatéria X com
distribuicdo ¢ de Student, dada pela equagdo (5.2.4), para diferentes
valores de graus de liberdade v
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Teorema 5.3.1. (Fungdo densidade e funcdo de distribuicdo da t ndo-central
univariada)
Definindo a varidvel aleatoria X como em (5.3.1), a sua fungdo de densidade é

dada por
fx(x;v,0) = /OO so(xs —0) fs(s;v)ds (5.3.2)
0

e a sua funcdo de distribuicdo é dada por
o
Fx(z;v,0) = / O(xs —0)fs(s;v)ds, (5.3.3)
0
em que v > 0 sdo os graus de liberdade relacionados a varidvel U e § € R € o

pardametro de ndo-centralidade para X.

Demonstragdo:
As fungdes de densidade da varidvel normal padrdo Z e da varidavel S = /U /v
sdo dadas em (5.2.2) e (5.1.4), respectivamente. A partir da definicdo da varidvel

aleatéria X dada em (5.3.1), relativa a distribui¢do ¢ ndo-central, pode-se escrever
Z=XS5-6.

Como as variaveis aleatdrias Z e U sdo independentes, as varidveis Z e S também

0 sdo e, portanto, a sua distribui¢do conjunta é dada por

fZ,S(zas; l/,(S) = ¢(Z)f5(8; V)'

Usando as transformacdes de varidveis Z = XS — d e S = S, cujo jacobiano da

transformacao é

Jdz 0z

J: % & = 5 r = S
% & 0 1 ’
Jor  Os

tem-se que a distribuicdo conjunta das varidveis S e X é
fsx(s,2:v,0) = fz,5(2,8;v,6)abs(J)
= ¢(2)fs(s;v)s
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Mas, como z = xs — § tem-se que

fsx(s,x;v,0) = s.o(xs — 0.) fs(s;v)

A funcdo densidade de X € obtida integrando-se esta expressdo em relagdo a s, de

0 a oo que € o dominio desta varidvel, obtendo-se

Ix(z;v,0) = /000 fsx(s,x;v,0)ds
= /OO so(xs —0) fs(s;v)ds
0

que € a func¢do (5.3.2) que se queria mostrar.
Para obter a funcdo de distribuicdo de X integra-se a funcdo densidade
obtida em relag@o a  no dominio de —oo a x, chamando w = z e dw = dx no

integrando para poder resolver a integral, obtendo-se

Fx(z;v,0) = /90 /000 d(ws — 0)sdsfs(s;v)dw.

Com uma simples mudanga na ordem de integracdo, tem-se

Fx(xz;v,0) = /000 /_x d(ws — d)sdw fs(s;v)ds.

Mas, .
/ d(ws — §)sdw = ®(xs — 9).

Assim, chega-se a
Fx(xz;v,0) = / O(xs — ) fs(s;v)ds.
0

que € a funcao (5.3.3) que se queria mostrar.
Substituindo as fungdes dadas em (5.2.2) e (5.1.4) na fun¢do de distri-
buicdo (5.3.3) obtida, chega-se a mesma funcdo de distribui¢do da ¢ ndo-central

apresentada por Johnson, Kotz e Balakrishnan (1995), que é
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p(/2)—1 o . R 1 xs—9 2
. _ v—1_-—vs/2 — 2
Fx(w;v,0) = ST 2) /0 s' e N /_OO e 7dz pds.

Outras formas de definicdo da estatistica ¢ ndo-central aparecem na lite-
ratura, mas geralmente em fungdo de séries infinitas o que torna dificil o seu ma-
nuseio. Por exemplo, Krishnamoorthy (2006) define a distribui¢do ¢ ndo-central
como a distribui¢c@o da varidvel aleatéria X obtida pela razao da varidvel aleatéria
K ~ N(4,1) e por outra 52 ~ x2 com v graus de liberdade, independentes, re-
presentada por X = K/(c/+/v), e apresenta a respectiva fungio de densidade de
probabilidade como :

v3exp(=2- =T ”+1+Z) ( x 32 )l

f(w;v,0) = T
' \ﬁm9@+ﬁ)2@ﬁ e

0
_ _ @6V T
com —o00 < T < 00, —00 < § < 00 € com (\/W) = 1 para todos os valores
de x e 9, incluindo o zero.
Em ambas as definicoes, de Johnson, Kotz e Balakrishnan (1995) ¢
Krishnamoorthy (2006), a media e a variancia da t nao-central sao dadas pelas

expressoes:

(%)

Algumas propriedades da t’,, () apresentadas por esses autores sdo:

— (T 25 (tl (5)) _ L(l 52) P(VTA) ’ 352
H, () = F(%) € var(i, =, _9 + - 50

1. A distribui¢do ndo-central ¢, () especializa-se na distribui¢do ¢ com v
graus de liberdade quando § = 0;

2. P[t',(6) <0l =P[Z < —0] = P(—0), em que Z é uma varidvel aleatéria
normal padrdo, e os eventos [t', (§) < 0] e [Z + ¢ < 0] sdo idénticos;

3. Plt(8) < t] = Plt,(~0) = 1] = 1 - Plt},(~5) < —];
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5.3.1 Aplicacdes da distribuiciio # ndo-central

A estatistica o
f= Y

a7

vn

com Y e & calculados a partir de uma amostra aleatéria de tamanho n, tem distri-
buicdo t de Student com n — 1 graus de liberdade e € usada para testar a hipétese
de que a média de uma populagio é p.

Entretanto, se a média populacional da qual a amostra foi retirada ndo é p
e sim y/, tem-se § = p — 4/, e a estatistica ¢ é dada por

, 0
tho1 = \/ﬁ [0] )

com ¢ o desvio padrdo populacional. O poder do teste é calculado usando a fung¢io
densidade desta distribuicao ¢ ndo-central univariada.

De modo semelhante, a estatistica usada para testar a igualdade de médias

2

de duas populag¢des normais (14 € (15, com varidncia comum o~ mas desconhecida,

a partir de amostras de tamanho n4 e np ¢ dada por

L X4—Xp
(Xa—XB) — (na—1)S%+(np—1)5% 1 1
na+np—2 [W + W}

Se as duas média populacional sdo iguais, a estatistica EXA—Xp) aproxima-se da

distribuicdo ¢t de Student. Mas se ua — up = 6, a estatistica ¢ é dada por

, 1T 1 s
tnatns—2 =\ 0t 1o

Neste caso também pode ser calculado o poder do teste pela distribui¢ao ¢ ndo-

central apropriada.
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5.4 Distribuicdes multivariadas

Denomina-se distribui¢do multivariada a distribui¢do de um vetor aleatério
X = [X1, X2, ..., X,]T, em que r (> 2) representa o niimero de varidveis e
cujos elementos X; sdo varidveis aleatdrias univariadas com fungao de distribuicao

Fx,(x;). A fungdo definida por:

Fx(z) = P(X1 <1, X2 <9, ..., X, < 1p)

representa a fungao de distribuicdo conjunta de X1, Xo, ..., X,.
Se Fx (x) é continua em —oco < x; < co paratodoi = 1, ... ,r, entdo
existe a fungdo
0" Fx(x)
fX (x) - 81‘183}2 e 8.%‘7~

denominada de funcao densidade de probabilidade do vetor aleatério continuo X .
Se os componentes X1, Xo, ..., X, possuem independéncia estatistica,

entao

T
Fx(x) =[] Fx ()
i=1
ou, equivalentemente
-
fx (@) =] fx ().
i=1
Tomando uma particdo de X dada por

X = [X17X2> s an|Xq+1an+2a ce 7XT‘]T

pode-se obter a fung@o densidade marginal do subconjunto X (1) integrando fx ()

sobre o dominio das varidveis do subconjunto X9), para ¢ < r da seguinte forma

fxo (@) = / / [x(x)dzgyr ... dz,.
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Pode-se também conhecer a probabilidade condicional de um evento

quando se conhece a ocorréncia de outro pela fun¢do densidade de probabilidade
de X 1)quando X o) = @ (o) € conhecido, dada pela expressao

Ixo (@) X2 =2@2) = 77—
oFolXe =2@) = £

considerando que fx ,, (x(2)) # 0.

5.4.1 Distribuicdes elipticas simétricas

Segundo Ferreira (2008) as distribuicdes multivariadas pertencentes a fa-
milia de distribuicdes elipticas simétricas possuem a caracteristica de apresentarem
funcdo de densidade com contornos de formato eliptico.

Considerando um vetor aleatério X = (X1, Xo, ..., X,)| € R", com
média pu = [p1, 2, ... , ftr] | € R” e matriz de covariancias que é fungio da matriz
simétrica e positiva definida 3 (r x r), pode-se definir as distribui¢des elipticas

simétricas como funcdes da forma quadrética (xz — p) "X ~!(z — p) dadas por
— 1 —
fx (@1, %) = |2 2g[(x — p) =7 (@ - p)]

em que g é uma fun¢do com dominio em [0,00) que para todo z € R" satisfaz a
condigdo [pr g(2"2)dz = 1,com z = Z1/2(x — p).

Se for representado uma distribui¢@o eliptica por E,(u, X, g), em que a
funcdo g pode ou ndo ser omitida dependendo do contexto particular, a distribuicao

normal multivariada N, (u, 3) é dada por

fx(@i %) = <2w>—5\zr-%exp{—;<w TR e m}, (5.4.1)

paraz € R" e g(k) = (27) Zexp{—%},comk = (x — p) =7 (z — p) > 0.

Se up = 0e X = I, tem-se a distribuicdo normal multivariada esférica simétrica.
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5.4.2 Distribuicao 7 de Student multivariada

A distribuicdo ¢ de Student multivariada com v graus de liberdade per-
tence a familia de distribuicdes elipticas. A funcio densidade de probabilidade de

um vetor aleatério X com distribuicao ¢ multivariada é dada por

_vtr
2

{1 + %(az —p)' Bz~ u)} . (542

;’E’V:%
Pl B

em que g € dada por

comk = (z — p) X7 (x — p) > 0. A média da varidvel aleatéria X é o vetor
dado por E(X) = p e a matriz de covariancias é dada por Cov(X) = vX /(v —2),
no caso de v > 2.

Partindo da expressdo (5.4.2), se for efetuada uma transformagdo dada
por Z = T "A(X—p) obtém-se a distribui¢io ¢ de Student multivariada esférica
simétrica’’, também denominada de distribuicio ¢ de Student padrio

multivariada, cuja densidade ¢ dada por

A variavel aleatéria Z tera vetor de médias nulo, matriz de covariancias
vI/(v — 2) para v > 2, e a fungdo densidade terd contornos de densidades constan-

tantes e esféricos.

" Esta distribuigio também pode ser obtida a partir da expressio (5.4.2) usando a
transformacdo Z; = X;/ (S / +/v), para cada variavel X; comi =1, ..., r do vetor

aleatério X, sendo que X ~ N, (0, ), S* ~ x,2, ¢ X e S sdo independentes (MARDIA;
KENT; BIBBY, 2003).
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Teorema 5.4.1. Dado o vetor aleatério X = (X1, Xo, ..., X,)T com funcdo
densidade conjunta dada por (5.4.2), X ~ t.(v, p, X). Se for efetuada a trans-
formacdo Y = V ~12X, em que V = diag(X), a funcdo densidade de
probabilidade do vetor aleatorio Y = (Y1, Y5, ..., Y,) T € R" ¢é dada por

(%) 1 —

— 2 4+ —(y—p") p (y— ) , (5.4.3)
()BT ()|pl2 v

fy(y:p™, p,v) =

ou seja, Y ~ t.(v,u*,p), com v graus de liberdade, vetor de médias p* =
(¥, 1y, - o 1,*]" € R" e matriz de correlagao p.

Demonstragao:

Usando a transformagio Y = V12X, toma-se o vetor aleatério Y como a
padronizag@o do vetor aleatério X, em que V € uma matriz diagonal definida
como V = diag(X) = diag(oj;), ou seja, uma matriz cuja diagonal contém as
varidncias da p-varidveis X;. Tem-se que V~'/2 = diag(1/,/7). A esperanga
do vetor aleatério Y € o vetor coluna dado por

E(Y)=EWV'2X) =V 12EX)=v2p=Tl _

O
e a matriz de covariancias de Y é dada por
Cov(Y) = Cov(V~1/2X)
=V 12Cov(X)V /2
=V 2/ (v—2)zV /2
=v/(v—2)V 12y -1/

vp
(v—2)

pois a matriz de correlacdes é definida por p = V122V —1/2,

Para determinar a funcdo densidade de probabilidade conjunta do vetor
aleatério Y a partir da funcao densidade de X dada por (5.4.2), usa-se o jacobiano

da transformacdo que ¢é

dx

J =
dy

p
= |V1/2| = ’V|1/2 = H\/Un’
i=1
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e tem-se que fy (y) = fx(x)abs(J) = fx(x)abs(|V])'/2, com x = V1/2y.

Assim

vir

VIET() [ 1 _ R
W = e L+ (VP —p) ST (V2 —p)
2 L
F(VerT) [ 1 —1/2 NTIvis—1v/3 —-1/2 -
= 0 =3 L+ —(y =V o) [VEETVE](y = VT o)
(mv)lz F(§)|V|% -
ren) 0 -
— 1 - _ * _ *
(m)%)r(Z)‘E‘% _ toy—p) e (y—n )}
27 \vz
Como
=] = VY2V 2 = [V |p| VY2 = VY2 p|| V|12
= |V]|lp|
tem-se que,
2172 = V]2 p|! /2
’2‘1/2 _’ ‘1/2
‘V’1/2 - p 9
ou seja,
. r(4") 1 o w] T
fr(yip*, p,v) = . +-(y—p) Py — ) :

(m)ET(%)|p|2

como se queria mostrar.

A defini¢do (5.4.3) é dada por Kotz e Nadarajah (2004) para a distribui¢ao
t de Student multivariada.

Um caso particular da distribui¢do ¢ de Student multivariada é quando
v = 1, em que a distribuicdo é denominada de C'auchy multivariada (MARDIA;
KENT; BIBBY, 2003). Segundo Kotz e Nadarajah (2004), o parametro v (graus

de liberdade) € denominado parametro de forma, porque o grau de achatamento
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da curva (curtose) pode ser diminuido, conservado ou aumentado, variando v. A
forma limite da equagdo (5.4.3) quando v — o ¢ a funglo distribuicdo de
probabilidade da normal multivariada com vetor de médias x4 e matriz de
covariancia X, ou seja, a distribui¢do t multivariada para infinitos graus de

liberdade tem distribui¢do normal multivariada como limite.

5.4.3 Distribuicao do maximo e do maximo do médulo da normal

multivariada

Para obter a distribuic@o das estatisticas do teste de Dunnett é necessario
obter primeiro a distribui¢do maz(Z) = max(Z;), que é utilizada para os testes
unilaterais e a distribuicdo do max(|Z|) = max(|Z;|) que € utilizada para os testes
bilaterais. l

A fungdo de distribuicdo acumulada de um vetor aleatério normal padrao
multivariado Z € definida em termos da fungdo de distribuicdo de probabilidade

conjunta das r varidveis aleatérias dada por

(I)th,_,,_“’ZT(Zl,ZQ,...,ZT.) P(Z<Z P(Zl <2’1,Zg <227...,Z,-<27-)

z1
:/ / bz,,....2, (UL, ..., up)duy ... du,,
— 00

T _1 _
em que ¢z(z; 0, p) = (21) 2 |p| "2 exp {~L(zTp~'2)}.

Do mesmo modo, a distribui¢do do max(Z) e, de forma similar a do
max(|Z|), recaem em integrais de r-dimensdes que podem ser avaliadas nume-
ricamente por uma quadratura r-dimensional.

Essas quadraturas podem ser simplificadas se os Z;’ s puderem ser expres-
sos como combinacdes lineares de varidveis aleatdrias normais padrdes indepen-
dentes. A escolha dessas combinacdes lineares deve recair em um fator obtido
de p,x.,. O teorema a seguir mostra uma combinacdo linear em que foi reduzida
a avaliagdo numérica de r integrais necessdrias para o célculo da ®(z;0, p) para

uma integral univariada.
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Teorema 5.4.2. (Funcdo de distribuicdo do mdaximo da normal multivariada)

Dado o vetor aleatério Z = (Zy, Zo, ..., ZT)T com distribuicdo normal padrdo
multivariada cuja funcdo densidade da distribuicdo conjunta das r varidveis é
_r _1 _

dada por §(z; 0, p) = (27) 5 |p| 3 exp {1 (2" p~12)}.
Se a matriz p satisfaz a condigcdo de estrutura de correlagcdo produto dada por

pij= Ni\jparal <i# j <1, em que \;je \j€ (—1,1), representada por

1 A2 AtAs ... A A
Ao 1 XA ... X,
p=1 A3A1 Ashe 1 ... A3A |, (5.4.4)
A AL A A A Ag L 1
tomando-se outro vetor aleatério Y = (Y1,Ya,...,Y,, YO)T, com distribuicdo

normal padrdo multivariada, e a matriz de combinagées lineares dada por

V1-\2 0 0 0 -1
0 NP 0 0 — A9
A= 0 0 \1— )\% 0 —A3 . (5.4.5)

0 0 0 Y L Y
entdo pode-se escrever o vetor Zo = NY, cujo mdximo dado por Z = max Z; tem
(2

a seguinte fungdo de distribuicdo de probabilidade:

> P )\iy—i-z
X = [ |TLe (S ) | ot (5.4.6)

—oo | \/1— A2

em que XA = (A1, A2, ..., Ap).

Demonstracao:

Sendo o vetor aleatério Z ~ N,(0,p) com a matriz p satisfazendo a condigdo
de estrutura de correlacdo produto dada por (5.4.4), toma-se o vetor aleatério
Y = (V1,Ye,...,Y,, Yb)T, também normal padrdo multivariado, e a matriz de

combinagdes lineares dada por (5.4.5) e escreve-se o vetor Z como



Zl \/I—Afyl —)\15/0
Zo 1= )\%YQ — XY

Z, 1= 2%, = A%

demodoque FE(Z)=EAY)=AE(Y)=A0=0 ¢

Cov(Z) = Cov(AY) = ACovYAT = AIAT = AAT

ou seja,
2
[VI=R] +x3 A A
2
Aoy [\/1 - Ag] A2 Ao,
COV(Z) = /\3)\1 )\3)\2 AN )\3)\r
: : : .
AAp A Ao [\/1 - Az} + A2
1 Mhr AMAs o AAL
Ao\ 1 PUY. VRN U W
Cov(Z) = | AsAi AsAg 1 o AA | = p
A AT A A A s L 1

Assim, de forma geral tem-se:

Z; = lfAZZYif)\iYO 1<i<r, com )\?:pi.
Considerando a afirmacio probabilistica

Dy (2;M)=P(Z;<z)=P < 1—-2%Y;, — \Yo < z>

NYo+ 2

Ji-az)

=P 1Y <

129
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cada Y; ~ N(0,1), mas a acumulada @z, (z) depende de Yp, que é uma varidvel

aleatéria. Condicionando ao conhecimento do valor de Y que serd denotado por

y tem-se,

Pz,(2Yo=y)=P|Y; <

logo,

bz (0 = [ BGIY, = y)otu)dy

—00

@&@unz/m¢ AYEE Gy,

—o0 \/1— N2

Usando o resultado da distribui¢do do maximo de varidveis aleatdrias independen-

Yo:y>a

e com Z = max Z; tem-se que funcdo de distribuicdo do médximo da normal
1

tes Y;’s tem-se

P(Zlgz,Zggz,...,ngz):P(maXZigz):H(I) v

i=1 7

r (/\1Y0+Z

multivariada é dada por

FZ(z;)\):/OO ﬁ@

—oo izt \4 /1= A7

A fungao de distribui¢do do mdximo da normal multivariada € utilizada no

o(y)dy,

como Sse queria mostrar.

teste de Dunnett unilateral quando os graus de liberdade crescem tendendo para o

infinito.

Teorema 5.4.3. (Fungdo densidade do mdximo da normal multivariada)
Dadas as mesmas condicoes do teorema 5.3.2., o mdximo do vetor Z = AY dado

por Z = max Z; tem a seguinte fungdo densidade de probabilidade:
(2
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BN A - iy + 2 1 - Ay + 2
= [ 50 (35 r T (225) | o 0

k#i

emque X = (A1, \2,..., \p)

Demonstracao:

A fun¢do densidade de probabilidade de Z = max(Z;) € obtida derivando-se a
7

funcdo de distribui¢do dada em (5.4.6) em relagdo a z, ou seja

0 oo L Ay + 2
fz(Z;A)a{/ H{@(F) ¢<y>dy}.
S 1— X2

A derivada do produto de func¢des é dada por:

Q-1

0
[f1(a) fgg =S ). + h@@

= f1(0)-Q-1(9) + f1(D)[f2(¢)-Q-1,-2(q) + fo())Q_1 _2(q)],

comQ_1 _2(q) = f3(q) ... fr(q)

ANDED- L0 )G 1(0) + 1) Q-2(0) + F(@)2@)@r 200

com Q_2(q) = f1(q)f3(q) ... fr(q)

AR LD) _ 1 (4).0-400) + 500 Q-2(0) + @) O3 0)@-1,-2-s(a)

+f3()Q" 1 5 _3(q)], com Q1,2 _3(q) = faq) ... fr(q)

DB L] i) Q-1(0) + () Q-2(a) + F3(0)-Q-5(a) + i @) fol0)

x f3(q)Q" 1 —2 _3(q), com Q_3(q) = fi(q), f2(q), fa(q),-- -, fr(q)
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e, de forma generalizada

P o T
[fl(Q)f2ng) fr@)] _ ;fi(Q) kljl Fi(q). (5.4.8)

Assim, a fun¢@o densidade de probabilidade de Z = max Z; é
7

ANy + z 1 - Ay + 2
2(250) /Z ( i>\/1—A$ kf_[l@<?&> o(y)dy,

ki
como se queria mostrar.

Teorema 5.4.4. (Funcdo de distribuicdo do mdaximo do modulo da normal
multivariada)

Dadas as mesmas condigdes do teorema 5.3.2., o mdximo do modulo do vetor
= AY dado por |Z| = max|Z;| tem a seguinte fungdo de distribuicdo de
1
probabilidade:

Fizy( ) / {1:[ l (%) Y (\}%)] } dy)dy,  (5.4.9)

emque X = (A1, Ao, ..., Ap).

Demonstragao:
De modo similar ao demonstrado no teorema 5.3.2, porém usando o resultado da
distribui¢do do mdximo do médulo de uma varidvel aleatéria em que

P21 < 2| Zo| < 2y .. | Ze| < 2) = P (maX|Zi| < z) — P(—» <max Z; < 2)

_p )\iYO—ZSYiS)\iYo-FZ 7
V1= A2 V1= N2
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tem-se

T AiYp — 2 _ Atz
P (max| 2] < 2) —Hp<m =rs m)

M () - () oo

e com |Z| = max | Z;| tem-se que a fun¢do de distribui¢do do maximo do médulo

7
da normal multivariada é dada por

I 4 ANy+z| Ny — 2
oo - [ 1o (222 o () s

como se queria mostrar.

A funcdo de distribuicdo do mdximo do médulo da normal multivariada
¢ utilizada no teste de Dunnett bilateral quando os graus de liberdade crescem

tendendo para o infinito.
Teorema 5.4.5. (Funcdo densidade do mdximo do modulo da normal
multivariada)

Dadas as mesmas condigdes do teorema 5.3.2., o mdximo do vetor Z = AY dado

por |Z| = max(|Z;|) tem a seguinte funcdo densidade de probabilidade:
2

N [Ty Awte ) (Ao )
f|Z|<z»A>—[m;{ [¢ Jiox W(ﬁ)] Y-

A Ay —
x H MYtz ) [ Y Z }¢(y)dy. (5.4.10)
k;éz

NPy /1= A%
emque X = (A1, A2y ..., Ap).

Demonstracdo:
A fungdo densidade de probabilidade de |Z| = max(|Z;|) é obtida derivando-se
(5.4.9) em relacgdo a z, conforme (5.4.8) obtendo-se
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fiz|(zA) = % {/Z; l‘b <\/>1yj7;> - o <\/\/%>] ¢(y)dy}7

L{(fp ) ]l (=) )
() - (i) oo
Lo () (52)) (=)
T () - ()| e

como se queria mostrar.

5.4.4 Distribuicao do maximo e do maximo do médulo da 7 multivariada

Para se obter a distribui¢do do maximo da ¢ multivariada, maz(T) =

max(7;), sendo T = (T, Ts, ..., T,)" um vetor aleatério definido por
(2

(5.4.11)

em que Z ~ N,(0,p) e § = \/g ¢ uma varidvel aleatéria com distribui¢do
/X2 /v, cuja fungdo densidade de probabilidade ¢ dada pela equagdo (5.1.4), in-
dependente em relacdo a Z.

Tomando-se

max(T}) = ————, (5.4.12)

<S

e definindo Z = max(Z;) e D = max(T;), a varidvel aleatéria de interesse é
(2
D=127/8.
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Teorema 5.4.6. (Funcdo densidade do mdximo da t multivariada)

Dado o vetor aleatorio T = (T1, Ty, ..., T}) " definido em (5.4.11), o mdximo do
vetor T, dado por D = max(T;) e definido em (5.4.12), tem a seguinte fungdo
densidade de probabilidade?

> T Ay + sd s - Ay + sd
i\ v) = AkY F sd
fold:an) = [ ./mg; ¢<¢L_¥>VA_A?%}¢< 1_&>
x ¢(y)f(s;v)dyds, (5.4.13)

emque X = (A1, N2, ..., Ap).

Demonstragao:
Para obter a fun¢do densidade de probabilidade de D = max(T;), inicialmente
7

deve-se obter a fun¢@o densidade conjunta de Z e de S. Como Z e S sdo indepen-
dentes, a funcdo densidade conjunta de Z e S € obtida pelo produto de f(z; A) e
fs(s;v), dadas respectivamente pelas fungdes (5.4.7) e (5.1.4), ou seja

. V) = ~ - )\Zy—i_z 1 - M
fz.s(z,8;Av) /_Oo; ¢<\/1_)\22> JI- N2 g¢<m>
x ¢(y)dyf(s;v).

Para obter a a fungdo densidade conjunta de D e S a partir da conjunta fz s(z,s; Av),

utilizam-se as transformagdes Z = SD e S = S, cujo jacobiano é dado por

dz 0z
g & 01 ’
od  Os

com abs(s) = s, resultando em

Ip.s(ds; A v) = fz.5(2,8 A, v)abs(J)

_/“ZT: 5 \iy + sd 1 ﬁ‘b Aky + sd
—o0 i=y VI=X ) V1I=2 [ \WVI-X

ki
x ¢(y) f(s;v)sdy.
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A func¢do densidade de D = max(7;) € a marginal da densidade conjunta
(2

fp,s(d,s; A, v) quando se integra em relagdo a varidvel s, que varia de [0,00),
chegando-se a

& oo L Ay + sd s - Ay + sd

d; A\ v) = E ||<I> L

fold:Av) /0 /ool._l ¢<\/1—>\1?> Vi | (Ml—)@)
ki

x ¢(y) f(s;v)dyds,

como se queria mostrar.

Teorema 5.4.7. (Funcdo de distribuicdo do mdximo da t multivariada)

Dado o vetor aleatério T = (T1, Ty, ..., T}) " definido em (5.4.11), o mdximo do
vetor T, dado por D = max(T;) e definido em (5.4.12), tem a seguinte funcdo de
distribuicdo de probabilidélde:

Foa) = [ | [ TTe | 222 ) oty | slsvids, (414
0 =1

\/1— N2

emque X = (A1, A2, ..., A\p).

Demonstragao:
A fungéo de distribuicdo de probabilidade da varidvel D = max(7;) é obtida in-
2

tegrando-se fp(d; A\, v) dada em (5.4.13), em relagéo a d, da seguinte forma

. - d o o T )\zy—&—sw s r M
FD(d’A’V)_/_OO{/o [/_w;{d)(\/l—A?) VI=)2 gq)(\/l)\%)

H }¢(y)f(8; v)dydsdw,

obtendo-se

Fo(d:Av) = /0 Oo{ / O;H l@ (Aj’lfi;“ﬂ ) ¢<y>dy}f<s;u>ds,
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pois
(@) f(a). - f3(a)] = o\ T
5 = ; f(q) [1 fr(a)
ki
A (@) F2(0) - fs(a) SN SN
- [AHORE Bl q;fi(Q)ka(Q)Zlgfz(Q)L_
ki =a
Como
lim @ [ M) g 20 ) —g(o0) =0,
. vqjjé qu;é
tem-se que

IR Ay +d
Fo@a) = [ | [T o | S ) oty | ssivyas,
=1

\/1— A2

A funcdo de distribuicdo do mdximo da ¢ multivariada, dada por

como se queria mostrar.

(5.4.14), é utilizada no teste de Dunnett unilateral quando os graus de liberdade
sao finitos.

Teorema 5.4.8. (Funcdo densidade e fungdo de distribuicd@o do mdximo do mo-
dulo da t multivariada)

Tomando o vetor aleatério T = (T1,Ty,...,T,)" dado em (5.4.11), define-se o
mdximo do modulo do vetor 'T como

max(| Zi|)
max(|Tj|) = —

Considerando |Z| = max(|Z;|), S = \/U/v uma varidvel aleatéria com dis-
(2

tribui¢do \/x?2 /v, cuja fung¢do densidade de probabilidade é dada pela equagdo
(5.1.4) e a varidvel aleatdria de interesse |D| = max(|T;
7

de probabilidade de |D

), a fun¢do densidade

é
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gt [ 5o (20) o (22)] ()

Ay + |d|s ey — |d|s |
: 1:[ ? (m) - (M)] }¢(y)f(s,u)dyds.

(5.4.15)

e a sua fungdo de distribuicdo é dada por

T

(e Ny + [dJs Ny — |ds
FD<|d|;A,u>=/ / g [yl g Awldls
H 0 _m}_[l 1= A2 1= 22

x ¢(y)dy}f(s; v)ds, (5.4.16)
em que X = (A1, Ao, ..., \p).
Demonstracdo:
Para se obter a fungdo densidade de probabilidade de |D|, inicialmente obtém-se
a func@o densidade conjunta de |Z| e de S. Como |Z| e S sdo independentes, a
fun¢do densidade de probabilidade conjunta de |Z| e S é é obtida pelo produto de

fiz1(;A) e fs(s;v), dadas respectivamente pelas fungdes (5.4.10) e (5.1.4), ou
seja

) [ Ay + z Aiy — 2 1
fiz1.s(z.8 A, v) —/m i_l{qd’ (ﬂ) +¢<m>] (m))
Ay + 2z Ay — 2 .
() -+ (i )| oo

A fung¢do densidade de probabilidade conjunta de |D| e S é obtida através da

transformacdo | Z| = |D|S e S = S, cujo Jacobiano € s, resultando em
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fips(ld],s; A, v) = fiz)s(2,8; A, v)abs(J)
iy +1d|s Aiy — |d[s 1
L Gr) (%) ()
H (Ak“ ‘jl ) @ (Aky?"j'j)] }¢<y>f(s;u>sdy.
V k

A fungdo densidade de | D| € a marginal da densidade conjunta f|p) s(|d],s; A, v)

quando se integra em relagdo a varidvel s, que varia de [0,00), chegando-se a

o= [ LS () ()| ()
) H l (A% ) ? (%)] }¢(y)f(8;v)dyds,

que € a (5.4.15), como se queria mostrar.

¢ obtida integran-

do-se a fungdo densidade fp(|d]; A, v) obtida em relagdo a

Al = [ l{/ /- Z{d < yHﬁ)*‘é(i/yll:)](ﬁ))

ArY + ws Aoy — ws . Ao
) kl:[l [®<m> ¢<m>} }qb(y)f(s, Ydyd }d ,
ki

resultando em
@ (%ﬁ:’%) ! (%’HAC@% ¢<y>dy}f<s;u>ds,

Fipi(ldl; A, v) = /0""{/_1 t[

que é a (5.4.16), como se queria mostrar.
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A funcio de distribuicdo do maximo do médulo da ¢ multivariada, dada
por (5.4.16) é utilizada no teste de Dunnett bilateral quando os graus de liberdade
sdo finitos.

Em sintese, considerando uma matriz de correlacdo p que satisfaz a es-
trutura de correlacdo produto, denota-se por pontos criticos superiores « da dis-
tribui¢do do maximo da ¢ multivariada max(7;) ou do maximo do médulo da ¢

(2
multivariada max(|T;]), os valores de d ou |d| solu¢des das equagdes
7

Folaiaw) = [74 [ TT0 | 222 | sty | fsi)ds

—00 ;0 /1= N2

=1—-«
c
me(ldm,v):/om {/_Z]j{@ ”1%/_7';”8 @{H”aﬁ(y)dy}ﬂswﬂs

=1-aq,

respectivamente.
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6 METODOLOGIA

Esta tese tem a finalidade de ampliar o algoritmo proposto por Dunlap,
Marx e Agamy (1981), atendendo aos testes de Dunnett unilaterais e bilaterais,
balanceados ou nio e possibilitar a obtengdo da probabilidade acumulada, dos
quantis da distribuicdo, invertendo a fungdo de distribui¢do, considerando a
estatistica do teste para a distribui¢do # multivariada ndo-central.

Portanto, nesta seg¢do estd desenvolvida a obten¢do detalhada da
distribuicdo das estatisticas do teste de Dunnett considerando um vetor de ndo-
centralidade d. Inicialmente obteve-se a distribuicdo do maximo e do maximo
do modulo da normal multivariada ndo-central. A partir dessas distribuigdes
chega-se a distribuicdo # multivariada ndo-central aplicavel as estatisticas do teste
de Dunnett.

Também sdo descritas a metodologia para a resolugdo numérica dessas

integrais utilizando quadraturas gaussianas antes de construir o pseudocéddigo. O

ANEXO B apresenta todas as rotinas implementadas no software R.

6.1 Distribuicio do maximo e do maximo do médulo da normal

multivariada nio-central com parimetro de ndo-centralidade 6 = u

Para obter as distribui¢des das estatisticas do teste de Dunnett
considerando como parametro de ndo-centralidade & = p utilizou-se as mesmas
ideias do que ¢ feito para as distribuicdes centrais. Nesta subsecdo desenvolve-se
a obtencdo das distribui¢des do maximo ¢ do maximo do moédulo da normal

multivariada ndo-central.
Usando a matriz de combinagdes lineares dada por (5.4.5) e um vetor de
constan-tes 6 pode-se obter a transformagdo Z = AY+6, em que Z ~ N,(d,p) e a

matriz p satisfaz a condigdo de estrutura de correlagdo produto dada por (5.4.4).
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O maximo do vetor Z, dado por Z = max Zj, tem a seguinte fungdo de
distribui¢do de probabilidade: !

00 T
Ai — 0
Fy(26,)) = / o [ ML) oy, (6.1.1)
—o0 =1 \/1— N
emaque X = (A, Mo, ..., \) ed = (61,02, - ,6,) .
Demonstracdo:
Considerando as hipéteses, tem-se a transformacido Z = AY + 6, ou seja
7 VAR )\% 0 e 0 -1 Y1 s
Zl 0 ViAo 0 X2 Ya 51
= 0 0 N T Y
Z: : ; " : ; Y, 5
" 0 0 I Y Yo "

VA V1= MY -\ Yy + 6
Zy V1= A3Ys — X\aoYp + 62

Z, 1= A2Y, — A\, Yy + 6,

Assim, F(Z) = E(AY +8) =FE(AY)+d=AE(Y)+d =96
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e Cov(Z) = Cov(AY + 8) = ACov(Y)AT = AIAT = AAT, ou seja

[mr + A2 A A
Ao [mr +A L Ao

COV(Z) = )\3)\1 )\3)\2 PN )\3/\1»

)\T.Al /\T'A2 . [\/W} gy

1 Ao AA3 Lo AL,
Ao Ay 1 DY VU TP W
Cov(Z) = A3 AzAo 1 cee A3, = p.
AAT AN A A Az L 1

A matriz p satisfaz a condicao de estrutura de correlagdo produto dada por (5.4.4).
Assim, o vetor aleatério Z = (Z1, Zo, ..., ZT)T, cuja forma geral do i-ésimo termo

é
Zi =1 =Y, — \iYo+6;, com 1<i<r,

tem distribui¢do normal multivariada Z ~ N,(d,p) e a fun¢do de densidade de Z é

dada por

falw:6.p) = (27) Flol e { 5@ - 8) 0 @ 0)}.
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Assim,

in(z;éi,)\i) = P(Zi § Z)
:P( 1—)\22Y;—)\1Y0+51§Z>

)\iYE)+Z—5i

1=

Cada Y; ~ N(0,1), mas a acumulada Fz,(z) depende de Y, que é uma varidvel

=P Y <

aleatéria. Condicionando ao conhecimento do valor de Y que serd denotado por
y tem-se

Fz,(2lYo=y)=P (Yi <

Logo, usando o resultado de probabilidades condicionais, tem-se

oA — 0
in(zsém):/ o | Aytz—0i

o\ 1o

Usando o resultado da distribui¢do do maximo de varidveis aleatérias, dado por

d(y)dy.

T Y _ .
P(Zy <z, Z5< 2z, ... ,ngz):P(maxZigz) :H¢<M>.
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com Z = max Z; tem-se que
A

FZ(Z;é,A):/ Hq) Aiy +2— i

—0 |i=1 \/1—= A2

o(y)dy,

como se queria mostrar.

Esta fungdo da distribui¢cdo do maximo da normal multivariada ndo-central
com pardmetro de ndo-centralidade § = p é utilizada no teste de Dunnett unilate-

ral quando os graus de liberdade tendem ao infinito.

Teorema 6.1.2. (Funcdo densidade do mdximo da normal multivariada nao-
central)
Dadas as mesmas condigdes do teorema 6.2.1., o mdximo do vetor Z = AY + §

dado por Z = max Z; tem a seguinte fungdo densidade de probabilidade:
(2

RN i — 0 - — Ok
fZ(Z”S’A)_/_m;{(z> (A\y/jjv >\/11_,\2 H¢<%) }¢(y)dy’

ki

(6.1.2)

emque X = (A, Xa,..., \) ed = (61,02, - ,6,) .
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Demonstragao:

A funcdo densidade de probabilidade do médximo da normal multivariada nao-
central, Z = max(Z;), é obtida derivando-se (6.1.1) em relagdo a z, conforme
(5.4.8) obtendo-se

e ANy + 2 — 6

Ooz']]1: /1= A2

o(y)dy ¢

ou seja

) A a Aiy+ 2z — 0; 1 - Ay + 2 — O
o [T5fo (M) [W(m )]}¢<y>dy,

ki

como se queria mostrar.

Teorema 6.1.3. (Funcdo de distribuicdo do maximo do médulo da normal mul-
tivariada ndo-central)

Dadas as mesmas condicdes do teorema 6.2.1., o mdximo do modulo do vetor
Z = AY + 6 dado por |Z| = max |Z;| tem a seguinte fungdo de distribui¢cdo de
probabilidade: '

Fi(2:6,0) = /_O; {_ {@ (“’f\/%‘s) 9 (%)] } )y, (6.13)

emque)\:(/\1,)\2,...,)\T)e(5:(51,52, ,5T)T.
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Demonstragao:

De modo similar ao demonstrado no teorema 6.2.1, porém usando o resultado da
distribuicdo do maximo do médulo de uma varidvel aleatéria dado por

P(|Z1| < 2,|Za| < 2, ... ,|Z,| < 2) =P (maXIZiI < Z> = P(—z<maxZ; < z,)
K3 3

tem-se

AYo -2 — 6 AYo 42— 6

i=1 \/1—)\2 ,/1—)\2 ’

ou seja, com |Z| = max; | Z;|

oo = [T e (A=) g (Ay=2d

como se queria mostrar.

A funcdo da distribuicdo do mdximo do médulo da normal multivariada
nao-central com paradmetro de ndo-centralidade § = p € utilizada no teste de Dun-
nett bilateral quando os graus de liberdade tendem ao infinito.
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Teorema 6.1.4. (Fungdo densidade do mdximo do modulo da normal multivari-
ada ndo-central)
Dadas as mesmas condi¢cdes do teorema 6.2.1., o mdximo do vetor Zs = AY + §

dado por |Z| = max(|Z;|) tem a seguinte fun¢do densidade de probabilidade:
(2

o T Ay +z—0; Ny — 2 — & 1
f‘ZI(Z;é’A)_/‘“ —1{< ¢<3/W> +¢< ;y/ﬁ )] (m))
g H ® (Akyj\/%ﬁ) -2 <Aky1_\/_27;2&€>] }¢(y)dy. (6.1.4)

k=1. L 2

emque X = (A, Mo, ..., \) ed = (61,02, - ,6,) .

Demonstracdo:
A fungdo densidade de probabilidade de |Z| = max(|Z;|) é obtida derivando-se
7

(6.1.3) em relagdo a z, conforme (5.4.8) obtendo-se

. _2 > )\iy+Z—5i _ )\iy—z—éi
fla1(z:0,2) = 5~ V_mlj[l [(b (m ) P (m )] ¢(y)dy]
ViDL RVEDY: V1-2X2
-1 . Ay + 2 — O Ay — 2 — O
P () o () oo

Assim, a funcio de densidade do maximo da normal multivariada ndo-central é

(o) ()| ()

como se queria mostrar.
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6.2 Distribuicio do maximo e do maximo do médulo da t multivariada nio-

central com parimetro de ndo-centralidade 6 = u

Para se obter a distribui¢do do maximo da ¢ multivariada nao-central
com parametro de ndo-centralidade d = u, de forma semelhante as distribui¢des

centrais toma-se T = [T}, T, . . ., T;] um vetor aleatério definido por

(6.2.1)

em que S = /U/v = /o é uma varidvel aleatéria com distribuicdo de uma
raiz de qui-quadrado dividido pelos graus de liberdade, cuja funcdo densidade de

probabilidade é dada pela equagdo (5.1.4), independente em relacdo a Z.

Tomando-se

max(T}) = ———— (6.2.2)

e chamando de Z = max(Z;) e D = max(7;), a varidvel aleatéria de interesse é
7 (2
D =Z7/S,em que cada D; = Q;/S ~ t,(9;).

Teorema 6.2.1. (Funcdo densidade do mdximo da t multivariada ndo-central)
Dado o vetor aleatério T = (T1,Ts,...,T,)" definido em (6.2.1), o mdximo do
vetor T, dado por D = max(T;) e definido em (6.2.2), tem a seguinte fungdo
densidade de probabilidade:l
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o oo L iy + sd — 0; s
fo(d; 8,2, v) = / {¢
7 ’ 0 [—w; \/ 1= A2 \/1— A2

< [T] @ Ay £ 5d = 0k }]¢(y)f(s;u)dyds. 6.2.3)

- _)\2
o Vi= M

emque X = (A, Mo, ..., \) ed = (61,09, - ,6,) .

Demonstragao:

Para obter a fungdo densidade de probabilidade de D = max(7;), inicialmente
deve-se obter a fun¢@o densidade conjunta de Z e de .S. Comlo Z =max(Z;)e S
sdo independentes, a fun¢do densidade conjunta de Z e .S € obtida pelozproduto de
fz(z;6,A) e fs(s;v), dadas, respectivamente, pelas fungdes (6.1.2) e (5.1.4), ou

seja

o L Ny + 2z — 0
fZ,S(Z%g;(staV)_/ {¢ Y
1

1
~o0 § Ji-22 ) i

T (2220 | ) psi vy

" _)\2
o\ VA

Utilizando as transformagdes Z = DS e S = 9, cujo Jacobiano é dado por

0z 0z

go|a o || 4|
% & 0 1 ’
od  0Os

com abs(s) = s, obtém-se a fungdo densidade conjunta de D = max;(T;) e S,
dada por fp s(d,s; 8, A, v) = fz.5(2,s; 0, A, v)abs(J), ou seja,
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. RN iy + sd — & 1 - ey + sd — Oy,
fD,s(d,s,a,A,u)—/m;{qﬁ( e ) — {g%hd% )]
X}qﬁ(y)f(sw)sdy-

A funcdo densidade de probabilidade de D = max(7;) é a marginal da densidade
7

conjunta fp g(d,s; d, X, v) quando se integra em relacdo a varidvel s, que varia de

[0,00), chegando-se a

ooan= [T (rytsd=di) s |\ T (Mytsd—d
Joldia A = | U@M V=N )ﬁ{Hq}( VN )]
k#i
X H (y) f(s;v)dyds,

como se queria mostrar.

Teorema 6.2.2. (Funcdo de distribuicdo do mdximo da t multivariada nao-
central)

Dado o vetor aleatério T = (T1,Ts,...,T,)" definido em (6.2.1), 0 mdximo do
vetor T, dado por D = max(T;) e definido em (6.2.2), tem a seguinte funcdo de
distribuicdo de probabilidade:

—00 \/1—)\%

1=

Fp(d; 0, \,v) = /000 [/OO HtI’ <)w—|—sM> d)(y)dy] f(s;v)ds,  (6.2.4)
1

emque X = (A, )Xo, ..., \) ed = (61,02, -~ ,6,) .
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Demonstracao:
A fungdo de distribui¢do de probabilidade da varidvel D = max(7T;) é obtida in-

(2
tegrando-se a fun¢@do densidade fp(d; d, A, v) em relag@o a d, da seguinte forma

d 00 oo T . _ 4
roasa - [ { 7] [ 3 S
o —00 i1 1— A2 1— A2

o Lo [t H}gb(y)f(s;u)dydsdw,

- _\2
(o Vi

obtendo-se

Fo(d: 8, A v) = /O h [ / le (%) ¢<y>dy] F(s:0)ds,

1=

como se queria mostrar.
A funcdo da distribuicdo do maximo da ¢ multivariada ndo-central com
pardmetro de ndo-centralidade § = p € utilizada no teste de Dunnett unilateral

quando os graus de liberdade sao finitos.

Teorema 6.2.3. (Funcdo densidade e funcgdo de distribuicdo do mdximo do mo-

dulo da t multivariada)
Tomando o vetor aleatério T = (T1,Ts,...,T;)" dado em (6.2.1), define-se o

mdximo do modulo do vetor T como

max(|Ti|) =
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Considerando |Z| = max(|Z;|), S = \/U/v uma varidvel aleatéria com dis-
(2

tribuicdo /X2 /v, cuja fun¢do densidade de probabilidade é dada pela equagdo

(5.1.4) e a varidvel aleatéria de interesse |D| = max(|T;|), a fungdo densidade
(2

de probabilidade de |D| é

Aok eam = [~ /"" {q <1y%5i>+¢<kiy%&ﬂ

() e () o (2]

k#i

:1

X ¢(y) f(s;v)dyds. 6.2.5)

e a sua fungdo de distribuicdo é dada por

o S i d|s —6; Ny — |dls — 6;
F|D|<|d|;67x,u>:/0 {/_ocljl F (%) _q><%>]

X ¢(y)dy}f(s; v)ds, (6.2.6)

emaque A= (A1, \a,...,\,) ed = (81,09, ---,5,) .

Demonstracdo:

Para obter a fun¢do densidade de probabilidade de |D| = max(|T;|), inicialmente
7

deve-se obter a fungdo densidade conjunta de |Z| e de S. Como |Z] e S sdo

independentes, a funcdo densidade de probabilidade conjunta de |Z| e S é dada
por f|Z\,S(Z7S; 0, A, V) = f\Z|(zv 67 A)fS(S) V)a ou Seja

gt = [ (o () oo 25 ()
r Ay + 2 — O Aoy — 2 — Ok .
ki
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A fun¢do densidade de probabilidade conjunta de |D| = max(|7;|) e S é obtida
(2

através da transformagdo |D| = |Z|S e S = S, cujo Jacobiano € s, resultando em

fip,s(ldl,s; 8, A, v) = fi7.5(2,5;0, A, v)abs(J), ou seja

ovstiaszs i = [~ ;{([ ( e >+¢< 1'1'125%
o) o)

X }qb(y)f(ss v)sdy.

A func¢@o densidade de | D| é a marginal da densidade conjunta f|D|,S

(|dl],s; 8,A,v) quando se integra em relagdo a varidvel s, que varia de [0,00),
chegando-se a

s[5 o5
(b))

X o(y)f(s;v)dyds,

que é a expressao (6.2.5), como se queria mostrar.

A fungdo de distribuigao de probabilidade da variavel | D| = max(|7j|) ¢

obtida integrando-se f|p|(|d|[; d, A, v) em relagdo a d, da seguinte forma

“ ws iy — ws — 6;
o (di6. 30 = [ {/ [ Z{([ <zy+ V&)W(W)]
S - Ay + ws — Ok Ay — ws — O .
Xﬁ) 11 {‘D <ﬁ> -° <ﬁ>] }Gﬁ(y)f(&V)dyds}dw
ki

resultando em



155

(tet) ()

que € a expressdo (6.2.6), como se queria mostrar.

A fun¢do da distribuicio do mdximo do médulo da ¢ multivariada nao-
central com parimetro de nao-centralidade § = p € utilizada no teste de Dunnett
bilateral quando os graus de liberdade sao finitos.

Em sintese, considerando uma matriz de correlacdo p que satisfaz a es-
trutura de correlacdo produto, denota-se por pontos criticos superiores « da dis-
tribui¢do do maximo da ¢ multivariada ndo-central ou do maximo do médulo da ¢
multivariada ndo-central, com pardmetro de ndo-centralidade 6 = p, os valores de

dou
Ay + sd —6; _ B
Fp(d;d, A, v) = / [/ || ( Jix >¢@M4f®wMS—1—a

€

Floy(1d: 8, A,v) = /f{/zl_l [q» (%) a (%Sﬂ

dew}ﬂ&w%=l—m

respectivamente.
6.3 Detalhes da implementacio das funcées

Abaixo estdo descritos os parametros de entrada utilizados nas diversas

funcdes desenvolvidas na biblioteca nCDunnett.

a) d: a estatistica calculada para o quantil da distribui¢do de Dunnett, dado por

d= % paracadai =1,...,7;
g

Npr41
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b) A: o vetor de correlagdes. A partir dos tamanhos amostrais, dados por
n = (ni,n2,...,Ny,Ny41), €M que as ¢ = 1,...,r primeiras amostras
sao dos tratamentos em teste e a (r + 1)-ésima amostra é do tratamento
controle, devem ser calculados os coeficientes de correlacio entre cada con-
traste formando o vetor A = (A}, A\3,...,)2), em que cada \? = p; =
ni/(n; +mny41) parai = 1,....r;

¢) 4: o vetor contendo os pardmetros de nao-centralidade;
d) n: nimero de pontos da quadratura;

e) 1 — o a probabilidade ou nivel de confianca conjunta dos 7 contrastes si-
multaneamente testados;

f) v: os graus de liberdade da distribuicdo da variincia amostral residual 2.

As fungdes densidade e de distribuicdo de uma varidvel normal padrio

utilizadas em todas as rotinas programadas sao dadas de forma genérica por

1 22 =1 w?
z) = e 2 e Oz)= ——c 2 dw.
#) = —— 0= -

No pacote proposto existem duas possibilidades para executar o teste de

Dunnett descritas a seguir:

a) Alternativa 1: Para cada contraste entre o 7-ésimo novo tratamento e o trata-
mento controle determinar a estimativa C/l; Usando como parametros de entrada
o valor c?i; o vetor A de correlagdes, o vetor de pardmetros de ndo-centralidade &,
se houver, os graus de liberdade v da distribuicdo da varidncia amostral residual,
a rotina fornece a probabilidade conjunta estimada, da qual se obtém o valor-p
do teste. Compara-se o valor-p obtido no contraste com o nivel nominal « es-
tabelecido para o teste, e conclui-se sobre a significincia da diferenca de médias
observadas. Repete-se este procedimento para cada um dos r contrastes. Desta
forma determina-se quais dos r tratamentos em teste apresentam média significa-
tivamente diferente da média do tratamento controle, considerando um nivel de

significancia nominal pré-especificado para as r comparagdes simultaneamente.
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b) Alternativa 2: De outra forma, pode-se estabelecer uma probabilidade ou ni-
vel de significAncia « desejavel para o teste simultineo dos 7 contrastes. Usando
como parametros de entrada o valor 1 — o de probabilidade de confianga conjunta,
o vetor A de correlagdes, o vetor de pardmetros de nao-centralidade &, se houver,
os graus de liberdade v, a rotina fornece o quantil d, usando a inversa da fungdo
de distribui¢do da probabilidade 1 — « fornecida. Compara-se o valor do quantil
d fornecido pelo programa com as r estimativas dos contrastes, e conclui-se sobre
a significancia da diferenca de médias de cada um dos r contrastes. Desta forma

também determina-se quais dos tratamentos em teste apresentam média significa-
tivamente diferente da média do tratamento controle, considerando um nivel de

significancia « pré-especificado para as r comparacdes simultaneamente.

O APENDICE A traz um exemplo que ilustra essas possibilidades.

6.3.1 Funcio para a distribuicio do teste de Dunnett unilateral para dados
néo balanceados com infinitos graus de liberdade e parimetro de néo-

centralidade J, denominada de pNDUD

Nesta fungdo pNDUD, os parametros de entrada sdo o quantil d, que sera
o mesmo do quantil z, o vetor A de correlagdes, o vetor de ndo-centralidade 6 ¢ o
numero de pontos # a ser utilizado na quadratura, que por padrio é usado n = 32.

O valor fornecido pela fungdo é o da probabilidade acumulada 1 — .
Quando os graus de liberdade tendem ao infinito, a distribuicdo 7 multivariada
recai na distribuicdo normal multivariada, tanto no caso central como nio-
central. Assim, deseja-se resolver a fungdo de distribui¢do do maximo da normal
multivariada ndo-central com parametro de ndo-centralidade 6 = u obtida em

(6.1.1), que ¢ dada por
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com Z = max Z;.
i

Chamando o integrando dessa expressao de g(y; z,8,A), tem-se

/\iy—FZ—(S,‘

i=1 /1= A

que esta representada na Figura 12 com os pardmetros z = 1,35, § = (0,2; 0,3;

P(y)

0,5) e A =(0,2; 0,5; 0,5). Pode-se observar que a fungdo g(y; z,0,\) tem a forma
da funcdo densidade da normal ¢(y), reduzida pelo termo que contém o
produtério, que ¢ um numero entre 0 e 1. A curva apresenta também um
deslocamento da centralidade dada pelo vetor §, com uma leve assimetria a

direita.
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° normal

4 g(y)

0.4

0.3
!

0.2

0.1

Valores de y

Figura 12 Representagdo grafica da funcdo g(% zd,\) = g(# 1,35, (0,2; 0,3;
0,5), (0,2; 0,5; 0,5)), integrando da expressao (6.1.1), em relacdo a
fun¢do densidade da normal @(2)

Para resolver a integral utilizando quadraturas, optou-se por ndo utilizar
a quadratura Gauss-Hermite e transformar a integral original numa integral com
intervalo [—1,1] e avalia-la por uma quadratura de Gauss-Legendre. Esta decisdo

se deveu principalmente por dois fatores:
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a) naimplementacdo das quadraturas Gauss-Hermite e Gauss-Laguerre surgem
grandes valores (ou valores muito pequenos) dos nds das respectivas quadra-
turas. Nos computadores, a precisao € finita. Assim, determinadas funcdes
apresentam imagens que computacionalmente dao resultados infinitos ou
sdo arredondados erroneamente para zero, quando computadas para argu-
mentos muito grandes ou muito pequenos. Isso decorre da precisdo finita
dos nimeros reais representados por maquinas. Esses erros sdo denotados
por overflow ou underflow. Determinados casos das distribuicdes da esta-
tistica do teste de Dunnett, quando submetidos a esses tipos de quadraturas,
apresentaram problemas dessa natureza, o que conduziu a uma menor acu-

rdcia da integragcdo, quando comparada com a quadratura Gauss-Legendre.

b) as funcdes que serdo integradas ndo sdo definidas para z < 0, o que pode
acarretar dificuldade para avaliar estas integrais em intervalos infinitos, con-
forme descrito da secdo (4.1.3). Uma opg¢do para resolver estas integrais
mantendo o intervalo infinito é o método de quadratura gaussiana proposto
por Steel e Gelbard (1969).

Foi realizada uma mudanca da varidvel y para a variavel ¢, do tipo apre-

sentada em (4.1.8), que é dada por

o0 ! t 1+t
22,8, N\)dy = dt
/Oog(yvz, , A)dy /1g<1_t2)(1_t2)2

em que z = d é o valor da estatistica calculada em cada contraste.

[ strs =3 [[Ts M) v
ot OO L Ny =7

1+t
2\2
(1-1t3)

)

com t; um n6 da quadratura Gauss-Legendre € w; 0 seu respectivo peso.
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6.3.2 Funcio para a distribuiciio do teste de Dunnett bilateral para dados
nio balanceados com infinitos graus de liberdade e parametro de néo-

centralidade 6, denominada de pNDBD

Nesta fungdo pNDBD, os parametros de entrada sdo o mdédulo do quantil
| d |, que serda o mesmo mddulo do quantil | z |, o vetor A de correlagdes, o
vetorde ndo-centralidade J e o nimero de pontos n a ser utilizado na quadratura,
que por padrio ¢ usado » = 32. O valor fornecido pela fungdo é o da
probabilidade acumulada 1 — a.

Neste caso, deseja-se resolver a func¢do de distribui¢do do maximo do
moédulo da normal multivariada ndo-central com parametro de nio-centralidade

0 = u obtida em (6.1.3), que ¢é dada por

o - /\1 +Z—5i /\1 —Z—(Si
Fiz|(z0,) Z/_OO {11:[1 [‘I’ (h) - (h)]}ﬂy)d%

com |Z| = max | Z;|.
(2

Chamando o integrando dessa expressdo de g(y; z,0,A), tem-se

a Ay +2—0; Ay —z =0
gz =< [ | @ vz S

i=1 \/1— N \/1— 22

que esta representada na Figura 13 com os pardmetros 6 = (0,2; 0,3; 0,5), z =

o(y)

1,35 e A = (0,2; 0,5; 0,5). Pode-se observar que a fun¢do ¢ semelhante a da

Figura 12, porém simétrica, com um deslocamento da centralidade dada pelo
vetor 9.

Novamente a integral original sera transformada numa integral com
inter-valo [—1,1] e avaliada por uma quadratura de Gauss-Legendre. Sera
realizada uma mudanga da variavel y para a variavel t, do tipo obtida em (4.1.8),

que resulta em
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Valores de y

Figura 13 Representagdo grafica da fungdo g(# zd,A) = g(% 1,35, (0,2;
0,3;0,5), (0,2; 0,5; 0.,5)), integrando da expressdo (6.1.3),
comparando-a com a fung@o densidade da normal @(2)

/ 9(y; 2,0, N)dy = Zwa{

=1

o /\i(l%jt?)_z_éi o b 1+t
VI— A2 1—13 ) (1—13)%
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em que cada 7 ¢ um nd da quadratura Gauss-Legendre, wj € o seu respectivo

peso e sendo z = | d | o valor do quantil calculado em cada contraste.

6.3.3 Funcio para a densidade do teste de Dunnett unilateral para dados
néo balanceados com infinitos graus de liberdade e parimetro de néo-

centralidade 6, denominada dNDUD

Nesta fun¢do dNDUD, os parametros de entrada sdo o quantil d, que sera
o mesmo do quantil z, o vetor A de correlagdes, o vetor de ndo-centralidade o e o
numero de pontos # a ser utilizado na quadratura, que por padrdo é usado n = 32.
O valor fornecido pela fung¢do é o da densidade de probabilidade no
ponto z. Neste caso, deseja-se resolver a fungio densidade do maximo da normal
multivariada ndo-central com parametro de ndo-centralidade 6 = u obtida em

(6.1.2), que ¢ dada por

. . o & )\iy—&—z—éi 1 i )\ky—l—z—ék
o= [T (M5 [Hq}( Visw |

k=1
ki
com Z = max(Z;).
(2
Novamente a integral original serd transformada numa integral com inter-

valo [—1,1] e avaliada por uma quadratura de Gauss-Legendre. Sera realizada uma
mudanga da varidvel y para a varidvel ¢, do tipo obtida em (4.1.8), que resulta em

t

—)—i—z—&- 1

o - - Ai(l—jﬂ
12,0, \)dy ~ ; 2
| atw=5.xa zwz{qs s —

. A ( t ) ) 2
% Hq, i 1-t7 e k & t; 1+tj
= V1-X2 1—t2 ) (1—13)2

em que cada ¢; € um n6 da quadratura Gauss-Legendre, w; € 0 seu respectivo peso

e sendo z = d o valor do quantil calculado em cada contraste.
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6.3.4 Funcio para a densidade do teste de Dunnett bilateral para dados nio
balanceados com infinitos graus de liberdade e parimetro de no-

centralidade 6, denominada dNDBD

Nesta fun¢do dNDBD, os parametros de entrada sdo o moddulo do
quantil |d|, que serd o0 mesmo moddulo do quantil | z |, o vetor A de correlagdes, o
vetor de ndo-centralidade 6 e o numero de pontos n a ser utilizado na
quadratura, que por padrdo ¢ usado n = 32. O valor fornecido pela fun¢do ¢ o da
densidade de probabilidade no ponto z.

Neste caso, deseja-se resolver a fungio densidade do maximo do mddulo
da normal multivariada ndo-central com parametro de ndo-centralidade 6 = u

obtida em (6.1.4), que ¢ dada por

fz|(z;5»/\)=/_o;i{< (Ayfz 1&) +¢<Ai\y/1_27;§6i>] (\/117A2>>
x Hl (Ak%‘5k> ¢<A’<y¢1‘%5k>]}¢<y>du

com |Z| = max | Z;].
1

Novamente a integral original sera transformada numa integral com
intervalo [-1,1] e avaliada por uma quadratura de Gauss-Legendre. Sera
realizada uma mudanga da varidvel y para a variavel t, do tipo obtida em (4.1.8),

que resulta em:

./Zg(y;z,é,A)dy%iwjgb(lt ) +t22i{<l ()\ (1\/1‘21)_7"‘)\:—5.)

¢(<>)1 1

() )

Cada t; € um n6 da quadratura Gauss-Legendre, w; € o seu respectivo peso e

sendo z = |d| o valor do quantil calculado em cada contraste.
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6.3.5 Funcio para a inversa da funcio de distribuicdo do teste de Dunnett
unilateral para dados nio balanceados com infinitos graus de

liberdade e parimetro de ndo-centralidade 0, denominada g NDUD

Nesta fungcdo qNDUD, os parametros de entrada sd3o a probabilidade
acumulada 1 — o, o vetor A de correlagdes, o vetor de ndo-centralidade J e o
nimero de pontos # a ser utilizado na quadratura, que por padrdo é usado n = 32.

O valor fornecido pela funcéo ¢ o do quantil da distribuicao.

Neste caso, deseja-se resolver a inversa da fungdo de distribuicdo do
maximo da normal multivariada ndo-central com parametro de ndo-centralidade 6
=L, ou seja, obter o quantil d = z para o qual a expressdo (6.1.1) se anula, que é

dada por

Fz(z;6,A\)—(1—a)=0

Sl Ny +d—6;
[T (A2 | oty — (- a) =0,
=1

. \/ﬁ

Neste caso é necessdrio utilizar um método numérico para encontrar a raiz

com Z = max Z;.
7

da equacdo. Como estdo disponiveis a fun¢do distribuicdo e densidade do maé-
ximo da normal multivariada ndo-central, representadas por Fz (z; 8, A) dada em
(6.1.1) e fz (2; 8, A) dada em (6.1.2), respectivamente, pode-se utilizar o método
de Newton-Raphson. A equacdo (4.2.2) é a forma geral para iterativamente obter a
aproximacao da raiz da equagdo.

Tomando como ponto inicial Zg = z;_(_q1/r, sendo f(.) = Fz(2;6,A)—
(I1—a)e f'(.) = fz(2;8,N), tem-se

Fz(z;6,A) — (1 —«)
fz(z;d,)\) ’

Tn41 = Tn —

e fixando uma tolerancia para os valores obtidos em iteracdes sequentes de 1 x 10

~13, com no maximo 5000 iteracdes, obtém-se o quantil desejado. As integrais sio

resolvidas pelas fungdes descritas nas subsecdes 6.3.1 e 6.3.3.
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6.3.6 Funcio para a inversa da funcio de distribuiciio do teste de Dunnett
bilateral para dados nao balanceados com infinitos graus de liberdade

e parametro de nio-centralidade J, denominada gNDBD

Nesta funcdo gNDBD, os parametros de entrada sdo a probabilidade
acumulada 1 — o, o vetor A de correlagdes, o vetor de ndo-centralidade J e o
nimero de pontos # a ser utilizado na quadratura, que por padrdo é usado n = 32.

O valor fornecido pela fung¢éo € o do quantil da distribuigdo.

Neste caso, deseja-se resolver a inversa da fungdo de distribuicdo do
maximo do modulo da normal multivariada ndo-central com pardmetro de nao-
centralidade 0 = u, ou seja, obter o quantil | d | = z para o qual a expressdo
(6.1.3) se anula, que ¢ dada por

Fz1(:0,0) = (1-a) =0
> Ay +|d| =4 Aiy — |d] — 4
[ (M) - (s

com |Z| = max | Z;|.
7

} P(y)dy — (1 —a) =0,

Novamente € necessario utilizar um método numérico para encontrar a
raiz da equacdo. Como estio disponiveis a fungao distribuicao e densidade do ma-
ximo da normal multivariada ndo-central, representadas por Fjz(z; d, A) dada em
(6.1.3) e fi7(2; 0, A) dada em (6.1.4), respectivamente, pode-se utilizar o método
de Newton-Raphson.

Tomando como ponto inicial 2o = 2;_(1_4y1/», sendo f(.) = Fz(2; 6, A)
—(1—a)e f'(.) = fiz/(z;6, ), tem-se
Fiz1(z,6,A) — (1 —«a)

faz8x

Tp41 = Tn —

e fixando uma tolerancia para os valores obtidos em iteragdes sequentes de 1 x 10

~13 com no maximo 5000 iteracdes, obtém-se o quantil desejado. As integrais

sao resolvidas pelas funcdes descritas nas subsecdes 6.3.2 ¢ 6.3.4.
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6.3.7 Funcio para a distribuicdo do teste de Dunnett unilateral para dados
nio balanceados com finitos graus de liberdade e parametro de nio-

centralidade 6, denominada pNDUDF

Nesta fun¢do pNDUDF, os parametros de entrada sdo o quantil d, o vetor
A de correlagdes, os graus de liberdade v da distribui¢do da variancia amostral
residual, o vetor de ndo-centralidade ¢ e o numero de pontos » a ser utilizado na
quadratura, que por padrdo é usado » = 32. O valor fornecido pela funcdo é o
da probabilidade acumulada 1 — a.

Neste caso de graus de liberdade finitos deseja-se resolver a fung@o de
distribui¢do do maximo da 7 multivariada ndo-central com pardmetro de ndo-

centralidade 0 = u obtida em (6.2.4), que é dada por

Fo(d: 8,2 0) = / V H (’yts_dv‘sﬁ(y)dy] f(s;v)ds,

com D = maxT;e f(s; v) dada pela equagio (5.1.4), ou seja
7

v/2

. _ v a1 —us?)2
f(s;v) = 2(u/2)—1p(%)8 e .

Chamando o integrando dessa expressdo de g(y; s,d,d,A, V), tem-se

- i d—6;
g(y;s,dsAv) =[] @ il

i=1 \/1— A

que estd representada na Figura 14 com os pardmetros 6 = (0,2; 0,3; 0,5), d =
1,35, A = (0,2; 0,5; 0,5) e v = 120 para os valores de s = (1; 1,05; 1,1).

A integral interna original serd transformada numa integral com intervalo

o(y)f(s;v)

[—1,1] e avaliada por uma quadratura de Gauss-Legendre. Serd realizada uma

mudanga da variavel y para a variavel ¢, do tipo apresentada em (4.1.8), ou seja
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o normal

& g(y;s=1)
9(y;s=1,05)

+

=

gly;s=1,1)

Valores de y

Representagdo grafica da funcdo g(#%;s,d,d,A,v), integrando da
expressdo (6.2.4), com os parametros d = 1,35, 6 = (0,2; 0,3; 0,5), A =
(0,2; 0,5; 0,5), v = 120 para os valores de s = (1; 1,05; 1,1),
comparando-a com a fun¢do densidade da normal @(2)
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i=1

oo 1L )\i(ljﬂ +sd—0i t 144
/7wg(y,37d,57A,V)dy:/71 [HQ( ﬂ ¢<1_t2> (1_t2)2dt

Assim,

n r )\z< tj2)+5d—5i 2

oo 1—t t: 1+t.
;8,d, 0, A\, v)d mg i ||¢‘ J ¢ 2 !
/_OOg(y,s, 8 A, 0)dy : < 1- 22 (1—753) (1—12)2’

i

em que cada t; € um n6 da quadratura Gauss-Legendre e w; € o seu respectivo
peso.

Para resolver a integral externa optou-se por nao utilizar a quadratura
Gauss-Laguerre mas dividir a integral original na soma de duas integrais, uma
com intervalo [0,1] e a outra com intervalo [1,00]. Ambas as integrais sofrerdo
mudancas de varidveis para ser resolvida no intervalo [—1,1] por uma quadratura

de Gauss-Legendre. Assim, inicialmente tem-se

Fodsav) = [ | [ gw:sds v ey
D\A;0, A, V) = 0 _Oog Y;8,0d,0, A, V)ay 2(V/2)71F(%)S € S,
em que a funcdo a ser integrada é
Wsd oA 0) = | [ gly:s.d. 6. 0)d AR P
(87 s Uy 7V)_ 7009(?/’87 sy Uy 7V) Y er(%)s € .

Fazendo a integral externa como a soma de duas integrais tem-se

1 0o
FD(d;é,)\,V)—/ h(s;d,é,)\,u)ds—i—/ h(s;d,d, A, v)ds,
0 1

Para resolver a primeira integral serd realizada uma mudanca da varidvel s
para a varidvel u, levando o intervalo finito [0,1] para [—1,1], do tipo apresentada

em (4.1.5), ou seja

1 1 /! 1
/h(s;d,é,)\,u)ds:/ h<“+ )du.
. 2), 2
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Chamando

Alsid.8.x0) = [ gluzs.d 8 A0y
= A(s;d, 8, A, o 5 () +od =4, t; | _1+8
(s 2 ij H DY ¢ -2 ) -2

tem-se que

1 1 r/2gv—1g—vs?/2
hsds%/ A(s;d, 6, A\, v —ds
/(] ( ) 0 ( ) 2(1,/2)_11—1(5)

1t u+1 vV/? u+1\""" oy (uh1)?
_2/_1‘4( 2 )2(u/2)1r(g)< 2 > ¢l
+

o V() (T ey
~20r(Y) ), 2 2 ‘ "

1

1 /2 n wp+1 v—1 _Z(115+1)2 n
2 2 .
/Oh(s)ds SW/IT(E) g wg( 5 ) e E wj
+

r () Fd (i) -5 b\ 1ee
e () () e

em que cada ?; e uy € um né da quadratura Gauss-Legendre e w; e wy 0s seus

respectivos pesos.
Na segunda integral foi realizada duas mudancgas de variaveis:

i) de s para a variavel u, do tipo apresentada em (4.1.6), que € dada por

-1

/100 h(s: d, 8, \, v)ds = /0 hztn(w) 4,

U
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ou seja,

" h(sys = - T Alsid, 8, A 0)s e 5
/1 (S)S_Wll“(%)/l (s;d,6,A,v)s" e S

Vl//2 e ! 1 .
_ SA(— . _ —%lin(w))?
= 5= 1F(%)/ uA( In(u);d, 8, \,v) [—In(u)]"" e 2 du

—1

~ I/V/2 e l[_ln(u)] _1 7—[ln(u) Z Wi
T20/2-10(%) Jo w j

t:

R

X
E‘ =
o
&
/N
%

t; 1+t
du;
Nieoy ¢<1—t§>(1_t§)2

), do tipo apresentada

ii) e depois de u para a varidvel m, com f(u) = W

em (4.1.7), que é dada por

et — 1
/ f(u)du = 621 f (e_lmz_l) dm,
0 1

ou seja,

—1,v/2 1 1 o m+1 v—1
/ fodu= 5o <>/1 (e 1) ‘l”<e 2 )]

_Y(p(e—1mtl 2 " ti 1+t2
e (i) o




172

Assim,
[ (5o, [T
h(s)ds = ———r wy —
1 2("/2)F(§) y (6_1 z2+1)
I Cme+ N\ E ti 1+ 2
X | =1 ( 171 ﬂ w; [¢<1_jt2> (1—t2])2
- j=1 J J

em que cada t; e my € um n6 da quadratura Gauss-Legendre e w; e wy os seus
respectivos pesos.
Assim, todas as integrais envolvidas na fun¢ado de distribuicio sdo resolvi-

das por quadraturas de Gauus-Legendre.

6.3.8 Funcio para a distribuicio do teste de Dunnett bilateral para dados
néo balanceados com finitos graus de liberdade e paridmetro de néo-

centralidade 6, denominada pNDBDF

Nesta fun¢do pNDBDF, os parametros de entrada sdo o quantil d, o vetor
A de correlagdes, os graus de liberdade v da distribui¢do da varidncia amostral
residual, o vetor de ndo-centralidade 6 e o niimero de pontos 7 a ser utilizado na
quadratura, que por padrdo ¢ usado n» = 32. O valor fornecido pela fungao ¢ o
da probabilidade acumulada 1 — a.

Neste caso de graus de liberdade finitos deseja-se resolver a fun¢do de
distribuicdo do maximo do mddulo da ¢ multivariada ndo-central com parametro

de ndo-centralidade 6 = u obtida em (6.2.6), que é dada por

00 o T /\iy+ dls —9; /\iy_d5—5i
oo [ B (5) (55
T4=1 i ;

Xﬂw@}ﬂ&w%,
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com |D| = max |T;| e f(s;v) dada pela equagdo (5.1.4), ou seja
(3

v/2

. .y w1 —ws?)2
fls;v) = 2(v/2)—1r‘(%) e .

S

Denominando o integrando dessa expressao de g(y; s,d,0,\, v), tem-se

g(y;s,d,é,)\,u) = £[1 l‘b <W> -9 (\/W)] ¢(y)f(3§ V)

que esta representada na Figura 15 com os parametros d = 1,35, d = (0,2; 0,3; 0,5),
A =1(0,2;0,5; 0,5), v =120 para os valores de s = (1; 1,05; 1,1).

A integral interna original sera transformada numa integral com intervalo
[-1,1] e avaliada por uma quadratura de Gauss-Legendre. Sera realizada uma
mudanga da variavel y para a varidvel ¢, do tipo obtida em (4.1.8), ou seja

o () )
X ¢ (1 _t t2> (11j_tt22)2dt7

com g(y) = g(y; s,d, 8, A, v).
Assim

" 1—t2

[e%e) T )\’L(
dy ~ wj [ J — .
/oog(y)y ; i (11 — —s

i=1 7

t; 1+t
>< S —
o(r2a) de

em que cada t; ¢ um nd da quadratura Gauss-Legendre e w; ¢ o seu

S ) 4 |d].s — 6 Ai (122 — |d|s — &;
0]

respectivo peso.
Do mesmo modo que na se¢do anterior, para resolver a integral externa

optou-se por ndo utilizar a quadratura Gauss-Laguerre mas dividir a integral ori-
ginal na soma de duas integrais, uma com intervalo [0,1] e a outra com intervalo
[1,00]. Ambas as integrais sofrerdo mudancgas de variaveis para ser resolvida no
intervalo [—1,1] por uma quadratura de Gauss-Legendre. Assim, inicialmente tem-
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Representagdo grafica da fungdo g(7;s,d,d,Av), integrando da
expressdo (6.2.6), com os parametros d = 1,35, 4 = (0,2; 0,3; 0,5),
A =1(0,2; 0,5; 0,5), v =120 para os valores de s = (1; 1,05; 1,1),

comparando-a com a fun¢fo densidade da normal ¢(2)
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se
0o [ oo /2 )
Fip((ld]; 8, X, v) :/O Uoog(y;&d,&)\ﬂ/)dy} er(%)swle*” /2ds,
em que a funcdo a ser integrada é
0 /2 ,
h(s;d, 0, A, v) = {/_OO g(y;s,d,d,)\,u)dy} Wll“(%)sy_le_us /2

Fazendo a integral externa como a soma de duas integrais tem-se
1 ]
Fip|(ld[; 6, A, v) = / h(s;d,d, A, v)ds + / h(s;d, 8, A, v)ds.
0 1

Na primeira integral foi realizada uma mudanca da varidvel s para a varia-

vel u, do tipo obtida em (4.1.5), ou seja

! 1/t 1
/h(s;d,a,x,u)ds—/ h(“+ >du.
: 2 ), 2

Sendo

o0

A(y;s,d,é,A,V)Z/ g(y; s,d, 8, A, v)dy

—00

= t; 1+t
A(y;57d767>‘7y) ~ w¢( . > )
; N1 —#2 ) (1—12)?

i (;ﬁ) —|d|s — s }
® ! 7

V-2

tem-se que

_ 1,62
Z/V/QSU 16 vs©/2

1 1
hs;d,é,)\,uds:/ Ay;8,d, 0, N\, V) ——5———ds

v— v 712
L fue VI () e 5
o 5/_1A<y,( 5 ),d,é,)\,u) 207211 (2) du,

v
2
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ou seja,

A t)— d (“51) -6
» <1tj | |( 2 ) qb tj i 1_{_1;2]2 ’
1= a2 L—t5) (1—15)?

em que cada ?; e uy € um n6 da quadratura Gauss-Legendre € w; e wy 0s seus
respectivos pesos.

Na segunda integral foi realizada duas mudangas de varidveis:

i) de s para a varidvel u, do tipo obtida em (4.1.6), que é dada por

—1

/looh(s;d,é,)\,y)ds:/oe hiztn(w) 4.

u

h(=In(w))

ii) e depois de u para a varidvel m, com f(u) = , do tipo obtida em

(4.1.7), que é dada por

e et ! m+1
/0 f(u)du = 5 71f (612> dm.
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Assim, tem-se que

: A()%W I

em que cada t; e my € um né da quadratura Gauss-Legendre e w; e wy 0s seus
respectivos pesos.
Assim, todas as integrais envolvidas na funcio de distribui¢do sdo resolvi-

das por quadraturas de Gauus-Legendre.

6.3.9 Funcio para a densidade do teste de Dunnett unilateral para dados
néo balanceados com finitos graus de liberdade e paridmetro de néo-

centralidade 6, denominada dNDUDF

Nesta fungdo dNDUDF, os parametros de entrada sdo o quantil d, o
vetor A de correlagdes, os graus de liberdade v da distribuicdo da varidncia
amostral residual, o vetor de nio-centralidade 6 ¢ o nimero de pontos » a ser
utilizado na quadratura, que por padrdo ¢ usado » = 32. O valor fornecido pela
fun¢do ¢ o da densidade de probabilidade no ponto d. Neste caso, deseja-se
resolver a fungdo densidade do maximo da ¢ multivariada nao-central com

parametro de ndo-centralidade 6 = u obtida em (6.2.3), que é dada por



178

) iy + sd — 6;
fold:8,3,v) = /0[/_002{ liﬁ%z \/13_7

p
Lo [ 2esd= }qﬁ(y)dy]f(sw)ds,

- _)\2
[ Vi=h

com D = max(T;).
3
A integral interna serd transformada numa integral com intervalo [—1,1] e
avaliada por uma quadratura de Gauss-Legendre. Sera realizada uma mudanca da

varidvel y para a varidvel ¢, do tipo obtida em (4.1.8), que resulta em

t.

y ﬁ‘1> )‘k<1jt?>+8d_6k }¢< t ) 1+ t2
-- [1 _\2 1—t2 ] (1—1¢2)2
2;1 1 >‘k J J

com g(y) = g(y;s,d,d,A,v) e em que cada t; ¢ um n6 da quadratura Gauss-
Legendre e w; o seu respectivo peso.

Para resolver a integral externa optou-se por nao utilizar a quadratura
Gauss-Laguerre mas dividir a integral original na soma de duas integrais, uma
com intervalo [0,1] e a outra com intervalo [1,00]. Ambas as integrais sofrerdo
mudancas de varidveis para ser resolvida no intervalo [—1,1] por uma quadratura

de Gauss-Legendre. Assim, inicialmente tem-se

%) o0 l/u/2 L )
. _ . v—1_-vs?/2
Jo(d; 8,2, v) = /0 [ | otws.d.sa vy s e
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em que a funcdo a ser integrada é

v/2

) - o0 . Vi v—1_—vs?/2
h(87d75>)‘7 l/) - |:/_Oog(y7sad757)‘7 l/)dy:| 2(1//2)—1I‘(%)$ ¢ ’

Fazendo a integral externa como a soma de duas integrais tem-se

1 e’}
fo(d; 0, A, v) :/ h(s;d,d, A, V)d5+/ h(s;d, &, A, v)ds,
0 1

Na primeira integral foi realizada uma mudancga da varidvel s para a varia-

vel u, do tipo obtida em (4.1.5), ou seja

! 1 [t 1
/h(s;d,&,)\,u)ds:/ h(““L )du.
. 2], 2

n r Y (%) + sd — 6; S
= Ay;s,d, 0, A\, v) = w]Z{qﬁ J
el NI V1= A2
t
e M (127) + 5B o i) 1HE
>< y b
o VI=X L—t5 ) (1=13)°
ki
tem-se que
/lh( d,6, A, v)d /IA( 46 A e
$50,0,A,V)as = Y5 8,0, 0, A\ V) — s oy @S
0 0 20/2-1D0 (%)
1 ! 1 v/2 (w1l -5 ()’
g,/ A(y;(u+ ),d,é,)\,z/)y ( (2/)2)_1eu du,
2/ 2 2(v (%)
ou seja,

(ug + 1)”1 e_;(uglf]
2
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s sl () A e e
j:lw]izl V1- A2 V1- A2

/\k(lijt?)+d(u£;1)_6k t 1+ 42
XHfb( VI )}¢(1@)<”;>2}}’

k=
ki

<

com h(s) = h(s;d,d,,v) e em que cada t; e uy € um n6 da quadratura Gauss-
Legendre e w; e wy 0s seus respectivos pesos.
Na segunda integral foi realizada duas mudancgas de varidveis:
i) de s para a varidvel u, do tipo obtida em (4.1.6), que é dada por
1

/100 h(s;d,d,\,v)ds = /06 wdt;

u

ii) e depois de u para a variavel m, com f(u) = W do tipo obtida em
(4.1.7), que é dada por

e—1 —1 1
1
/ flu)du = € f <elm+> dm.
0 2
Assim, obteve-se
m e [ [l e
/1 h(s)d‘s_z(v/%r(;){e W[ (71 52) {*m(e 2 )]

{5l Ai(ltf)—d[ﬁ;lmzﬂn_& ot =)

3

_ty o\ —1my+1 _

y ﬁq, Ak(“?) R ¢( t ) 1+ 2

VY —g) a-eEf
ki

com h(s) = h(s;d,d,\,v) e em que cada t; e my € um né da quadratura Gauss-

Legendre e w; e wy 0s seus respectivos pesos.
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Assim, todas as integrais envolvidas na fun¢2o densidade sdo resolvidas

por quadraturas de Gauss-Legendre.

6.3.10 Funcio para a densidade do teste de Dunnett bilateral para dados
néo balanceados com finitos graus de liberdade e parimetro de néo-

centralidade 0, denominada dNDBDF

Nesta fungdo dNDBDF, os parametros de entrada sdo o quantil d, o vetor
A de correlagdes, os graus de liberdade v da distribui¢do da varidncia amostral
residual, o vetor de ndo-centralidade 6 e o numero de pontos # a ser utilizado na
quadratura, que por padrio ¢ usado n = 32. O valor fornecido pela funcéo é o
da densidade de probabilidade no ponto d.

Neste caso, deseja-se resolver a fungdo densidade do méximo do modulo
da ¢ multivariada ndo-central com parametro de nao-centralidade 0 = x4 obtida em

(6.2.5), que ¢ dada por

o= [T (o) o)
< S I b () ()]}

x ¢(y)dy}f(s; v)ds,
com |D| = max |T;|.
7
A integral interna serd transformada numa integral com intervalo [—1,1] e
avaliada por uma quadratura de Gauss-Legendre. Serd realizada uma mudancga da
variavel y para a varidvel ¢, do tipo obtida em (4.1.8), que resulta em

> e t 1+

r

S
2\ yix
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t

Ai <1—jt2.) + |d|s — d; i (112) —|d|s — &
J J
><{ 10)

NSy Ny

Ji- 2 Ji- 2

r Ak (122) + |d|s — 6k Ak (%) — |d|s — o
J J
<[] |® ® }
k=1
k#i

Cada ?; € um n6 da quadratura Gauss-Legendre e w; 0 seu respectivo peso e
9(y) = g(y; 5,d, 8, A, v).

Para resolver a integral externa optou-se por nao utilizar a quadratura
Gauss-Laguerre mas dividir a integral original na soma de duas integrais, uma
com intervalo [0,1] e a outra com intervalo [1,00]. Ambas as integrais sofrerdo
mudancas de varidveis para ser resolvida no intervalo [—1,1] por uma quadratura

de Gauss-Legendre. Assim, inicialmente tem-se

o] [e’e) 1/,//2 L )
: = v =l —us?/2
fip|(ld[; 8, A, v) —/0 [/wg(y)dy} 2(1//2)71{‘(%)8 e ds,

em que a funcdo a ser integrada é

v/2

. _ OO . v v—1_-vs?/2
h(s7d767A7 V) - |:/Oog(y737d757A7 V)dy:| 2(V/2)_1P(%)8 € .

Fazendo a integral externa como a soma de duas integrais tem-se
1 00
fip|(ldl; 0, A, v) = / h(s;d, 8, A, v)ds + / h(s;d, &, A, v)ds.
0 1

Na primeira integral foi realizada uma mudanca da varidvel s para a varid-

vel u, do tipo obtida em (4.1.5), ou seja

! 1 [t 1
/ h(s;d,8,\,v)ds = / h <u+ ) du.
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Assim, tem-se

1 v/2 i v—1 up+1\2 n . 2
v ue + 1 ,K(L) t; 1+t
h(s)ds =2 AP .
/0 (s)ds 2C72T () { 2t < 2 ) c L \T-2 ) T—e)

¢

J
[ () et s () -
ot VST o Ve

d|

w
1
F ) 1l (452) -5,

() e e (i) S -
X H ) ! - !
VI- A2 -2

com h(s) = h(s;d,d,\,v) e em que cada t; e uy € um né da quadratura Gauss-
Legendre e w; € wy 0s seus respectivos pesos.

Na segunda integral foi realizada duas mudancgas de varidveis:

i) de s para a varidvel u, do tipo obtida em (4.1.6), que é dada por

/ h(s;d,&,)\,y)ds:/ Mdu;
1 0

U

h(—In(u))

ii) e depois de u para a variavel m, com f(u) = , do tipo obtida em

(4.1.7), que é dada por

e ! — 1
[ sa= [ (e
0 -1

Assim, obteve-se

)x
3
>
o
QU
V2]
T
\
~
t
~
[\
/—/H
S
o~
\./

5
N
('b

3

~
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—_
N———
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[

com h(s) = h(s;d,d,\,v) e em que cada t; e my € um né da quadratura Gauss-
Legendre e w; e wy 0s seus respectivos pesos.
Assim, todas as integrais envolvidas na fung@o densidade sdo resolvidas

por quadraturas de Gauus-Legendre.

6.3.11Funcio para a inversa da funcio de distribui¢cdo do teste de Dunnett
unilateral para dados nao balanceados com finitos graus de liberdade

e parametro de nio-centralidade J, denominada g NDUDF

Nesta fungdo gNDUDF, os parametros de entrada sdo a probabilidade
acumulada 1 — a, o vetor A de correlagdes, os graus de liberdade v da distribuig¢do
da varidncia amostral residual, o vetor de ndo-centralidade 6 e o niimero de
pontos 7 a ser utilizado na quadratura, que por padrdo ¢ usado n = 32. O valor
fornecido pela fun¢ao € o do quantil da distribuicao.

Neste caso, deseja-se resolver a inversa da fungdo de distribuicdo do
méximo da ¢ multivariada ndo-central com parametro de ndo-centralidade 6 = u,

ou seja, obter o quantil d para o qual a expressdo (6.2.4) se anula, que ¢ dada por
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Fp(d;0,\,v)—(1—a)=0

oo | oo L Y d—0;
/0 [T [ | swy| fsivds - - a) =0,
—=1

\/1— N2

com D = maxT;.

Nestze caso é necessario utilizar um método numérico para encontrar a raiz
da equag@o. Como estdo disponiveis a funcdo distribui¢do e densidade do maximo
da ¢ multivariada ndo-central, representadas por Fp(d;d, A, v) dada em (6.2.4)
e fp(d;d, A\, v) dada em (6.2.3), respectivamente, pode-se utilizar o método de
Newton-Raphson.

Tomando como ponto inicial g = t[(l_(l_ a)l/m).v] tem-se
Fp(d;0,\,v) — (1 —«)

fo(d; 0, A, v) ’

e fixando uma tolerancia para os valores obtidos em iteracdes sequentes de 1 x

Tn+l = Tp —

10713, com no mdximo 5000 iteragdes, obtém-se o quantil desejado. As integrais

s@o resolvidas pelas funcdes descritas nas subsecdes 6.4.7 e 6.4.9.

6.3.12Funcio para a inversa da funcio de distribui¢cdo do teste de Dunnett
bilateral para dados nio balanceados com finitos graus de liberdade e

parametro de niio-centralidade J, denominada ¢gNDBDF

Nesta fun¢do gNDBDF, os parametros de entrada sdo a probabilidade
acumulada 1 — a, o vetor A de correlagdes, os graus de liberdade v da distribuigcdo
da variancia amostral residual, o vetor de ndo-centralidade 6 e o nimero de
pontos 7 a ser utilizado na quadratura, que por padrao ¢ usado » = 32. O valor
fornecido pela fungo ¢ o do quantil da distribuigdo.

Neste caso, deseja-se resolver a inversa da fungdo de distribuicdo do
maximo do modulo da ¢ multivariada ndo-central com parametro de nio-
centralidade 0 = u, ou seja, obter o quantil | d | para o qual a expressdo (6.2.6)
se anula, que ¢ dada por Fip(|d[; 8, A, v) — (1 — a) = 0, ou seja
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)\iy - |d|8 — 57,

o o0 )\Zy—i-\d]s—éz
Pl —F——| -2 ¢(y)dy}
/0 {/Ooz‘:1 \/ 1= A2 \/1— N

com |D| = max |T;|.

Novaﬁnente € necessdrio utilizar um método numérico para encontrar a
raiz da equagdo. Como estao disponiveis a funcao distribuicio e densidade do ma-
ximo da normal multivariada ndo-central, representadas por F|p|(|d|; d, A, v) dada
em (6.2.6) e fip|(|d|; §, A, v) dada em (6.2.5), respectivamente, pode-se utilizar o
método de Newton-Raphson.

Tomando como ponto inicial T = t((;_(1_q/2)1/r ;) tem-se

o — 2 Fip|(ld|;0,A,v) — (1 —«a)
m " f\D\(|d|757)‘7l/) 7

e fixando uma tolerancia para os valores obtidos em iteragdes sequentes de 1 x
1013, com no maximo 5000 iteracdes, obtém-se o quantil desejado. As integrais

sdo resolvidas pelas funcdes descritas nas subsegdes 6.4.8 € 6.4.10.
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7 RESULTADOS

Nessa secdo buscou-se avaliar o desempenho das fungdes
implementadas no software R e comparar as suas acuracias com valores
publicados na literatura ou oriundos de pacotes implementados no sistema R.
Diferentes configuragdes dos argumentos dessas fungdes foram utilizadas.
Portanto, a influéncia do nimero de tratamentos em teste 7, das correlagdes A;’s,
dos graus de liberdade v e de parametro de ndo-centralidade ¢ foi avaliada.
Também procurou-se avaliar a influéncia do nimero de pontos das quadraturas
na precisio dos resultados das probabilidades dos casos unilaterais e bilaterais.

Inicialmente, uma questdo que merece ser discutida refere-se a
convergéncia da distribuicdo ¢ multivariada para a normal na medida em que os
graus de liberdade aumentam. Para mostrar isso, na Figura 16 as probabilidades
da z para g = 1,35, A =(0.2,0.5,0.5) e 6 = 0, em fung¢fo dos graus de liberdade v,
foram computadas para a distribuicdo da estatistica do teste de Dunnett
unilateral ndo balanceada, com » = 200 pontos na quadratura, por meio da
fungdo pNDUDEF. A linha horizontal tracejada (p = 0,791) refere-se a
probabilidade acumulada da normal trivariada, considerando o quantil d= 1,35 ¢
demais parametros anteriormente citados. Ela foi calculada pela fungdo pNDUD.

Nesse exemplo, verifica-se que com o aumento dos graus de liberdade a
probabilidade da  trivariada se aproxima daquela obtida pela normal trivariada.

Com v = 100 os valores sdo praticamente idénticos. Por isso o teste de
Dunnett ¢ calculado pela normal multivariada quando os graus de liberdade
aumentam para o infinito. Entretanto, para v =1, os valores da probabilidade da ¢
trivariada e da normal trivariada divergem bastante. Se for feito um paralelo da
convergéncia da 7 a normal no caso univariado para esse caso trivariado,
constata-se que a aproximacdo normal da 7 é bem mais lenta a medida que a

dimensdo aumenta.
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Na Tabela 5 estdo apresentados os valores das probabilidades das
estatisticas do teste de Dunnett variando-se o nimero de pontos da quadratura »
para infinitos graus de liberdade, a partir das fungdes pNDUD no teste unilateral
e pNDBD no teste bilateral, que utilizam a distribui¢do normal multivariada.
Fixou-se A = (0,2; 0,5; 0,5) ¢ d = 1,35, considerando-se o caso central d = (0; 0;
0) e ndo-central com o0 = (0,5; 0,3; 0,2).

0.80
I

0.791

probabilidade
0.70 0.75
Il Il

0.65
I

0.60
L

T
0 50 100 150 200

graus de liberdade

Figura 16 Representagdo da probabilidade t multivariada, fungdo pNDUDF (d =
1,35, A =(0,2; 0,5; 0,5), v, 0 = 0, n = 200), em funcdo dos graus de
liberdade v, em que a linha horizontal tracejada refere-se a
probabilidade da normal multivariada nessas mesmas condigdes
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Na Tabela 6 estdo apresentados os resultados das probabilidades das
estatisticas do teste de Dunnett, variando-se os graus de liberdade v € o nimero
de pontos da quadratura n, a partir das funcdes pNDUDF ¢ pNDBDF para o teste
unilateral e bilateral, respectivamente, utilizando a distribui¢cdo # multivariada. Em
todos os casos fixou-se A = (0,2; 0,5; 0,5) e d = 1,35, considerando-se um caso
central 6 = (0; 0; 0) e os outros ndo-centrais com ¢ = (0,5; 0,3; 0,2).

Comparando-se os valores das probabilidades das Tabelas 5 e 6, em
relacdo a distribui¢do central (6 = (0; 0; 0)) e ndo central (& = (0,5; 0,3; 0,2)),
observa-se maior valor das probabilidade para o caso central, tanto para teste
unilateral como para bilateral, independentemente dos graus de liberdade
(infinitos graus de liberdade na Tabela 5 e v = 5 na Tabela 6). Isto aconteceu
porque neste caso particular o vetor de ndo centralidade 6 = (0,5; 0,3; 0,2) da
distribui¢do ¢ composto somente de valores positivos, indicando um
deslocamento da média no sentido positivo em relacdo a origem nas trés
dimensdes. Isto acarreta uma diminuicdo do volume da regido que indica a

probabilidade acumulada.

Tabela 5 Probabilidade do teste de Dunnett em fungdo do numero de pontos da
quadratura n, para infinitos graus de liberdade, d = 1,35 ¢ A = (0,2;
0,5; 0,5), obtidas pelas fun¢des pNDUD(d, N\, d, n) para o teste
unilateral e pNDBD(d, A, d, n) para o teste bilateral

6=(0;0;0)

n pNDUD pNDBD

30 0,7909168476601640  0,5898754466961390
31 0,7909078341197382  0,5898768511928386
32 0,7908952033283740  0,5898700158598975
33 0,7908899615613073  0,5898648842399930
34 0,7908927478023080  0,5898651532076940
35 0,7908979619159170  0,5898680509762940
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6=1(0,5;0,3; 0,2)

n pNDUD pNDBD
30 0,6558814060528640  0,5452551385810563
31 0,6558700726113210  0,5452650491173250
32 0,6558596247713100  0,5452645943605655
33 0,6558570037562660  0,5452589126912320
34 0,6558603117450020  0,5452552142912210
35 0,6558644621804115  0,5452557141044370
50 0,6558638804428980  0,5452582689375716
100 0,6558638458713020  0,5452582316484290
200 0,6558638458713220  0,5452582316484950
500 0,6558638458713220  0,5452582316484945

Quando se comparam os valores das probabilidades da Tabela 6 em
relacdo aos graus de liberdade, para o caso ndo-central, observa-se que as
probabilidades aumentam com o aumento dos graus de liberdade, tanto para o
teste unilateral como para o bilateral. Os resultados dessas probabilidades tendem

para os valores obtidos quando os graus de liberdade sdo infinitos.

De modo geral, pelas Tabelas 5 e 6 verifica-se que a precisao dos valores
obtidos ¢ mantida no minimo até a quarta casa decimal a partir de » = 32 pontos
na quadratura. O erro de precisdo nestes casos ¢ no maximo de 1 x 10—5 . Assim,
adotou-se na maioria das fungdes R implementadas » = 32 pontos na quadratura
como padrdo. Tomou-se como exemplo a distribui¢do nao-central, com v — oo na
Tabela 5 ¢ v =5 na Tabela 6, para mostrar o aumento da precisdo do valor obtido
para a probabilidade com o aumento dos pontos na quadratura n. Observa-se
que com n = 50 pontos da quadratura a precisdo do valor da probabilidade
obtida ¢ da ordem da sétima casa decimal, nos dois casos, tanto para teste
unilateral como bilateral. Com » = 100 pontos na quadratura a precisdo do valor
¢ da ordem da décima terceira casa decimal. A diferenga de precis@o obtida com

n =200 e n =500 pontos para a quadratura é de 1 x 10—16.
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Portanto, uma grande vantagem do uso das quadraturas gaussianas na resolugdo
das integrais é que a precisdo pode ser aumentada aumentando-se o nimero

de pontos nas quadraturas.

Na Tabela 7 estdo valores de probabilidades do teste de Dunnett bilateral
balanceado, para o caso central, obtidas pela funcdo pNDBD e pmvt do pacote
“mvtnorm” do sistema R e em algoritmos da literatura obtidos no artigo de
Wang e Kennedy (1992). Sao fixados 6 = 0, d = 2, infinitos graus e liberdade e
n = 100 pontos na quadratura ¢ tomam-se diferente nimero de comparagdes e
diferentes valores para a correlagdo: A = (0,7; 0,7; 0,7; 0,7) com r =4 ¢ \ =
(0,95; 0,95; 0,95) com r = 3. Observa-se que os valores das probabilidades
obtidos pela funcdo pNDBD tem precisdo comparavel com os resultados obtidos
na literatura, enquanto que o valor obtido pela fung¢do pmvt tem a menor
precisdo dentre os quatro algoritmos comparados. Os erros apresentados na
referida tabela foram obtidos das seguintes formas: para a funcdo pNDBD foi
calculado pelo médulo da diferenca entre o valor obtido com n =99 e n = 100
pontos na quadratura; para a fungdo pmvt foi fornecido pelo programa; para os

algoritmos de Schervish e de Wang & Kennedy foram obtidos na literatura.

Tabela 6 Probabilidade do teste de Dunnett em fun¢do do nimero de pontos da
quadratura n e dos graus de liberdade v, para A = (0,2; 0,5; 0,5), d =
1,35, obtidas pelas fun¢des pNDUDF(d, N, v, J, n) para o teste
unilateral e pNDBDF(d, N, v, 0, n) para o teste bilateral

6 =(0;0;0)
n v pPNDUDF PNDBDF
30 0,7443243514593456  0,5219718080549842
31 0,7443176099866940 0,5219777466641453
32 5 0,7443091458398384  0,5219793047649580
33 0,7443054727012124  0,5219773649612096

34 0,7443070288944140 0,5219751828497650
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6 =(0,5;0,3; 0,2)

n v PNDUDF PNDBDF
30 0,6124415105454004 0,4861078361033020
31 0,6124327652042770 0,4861142370493203
32 0,6124231636015610 0,4861176011546550
33 0,6124197163894910 0,4861167065346608
34 0,6124220180623233 0,4861143089720665
35 5 0,6124259283889940 0,4861130107715058
50 0,6124259491098984 0,4861142692127336
100 0,6124259087971170 0,4861142665012473
200 0,6124259087971380 0,4861142665012367
500 0,6124259087971380 0,4861142665012370
30 0,6499173751914193 0,5364410995665176
31 0,6499065090081490 0,5364506820083180
32 40 0,6498959612791815 0,5364512613093234
33 0,6498930220199706 0,5364465215357960
34 0,6498961792997022  0,5364428891854060
35 0,6499004050255507  0,5364428796555265
500 0,6498998915410090 0,5364452679365250
30 0,6538738889036770 0,5422694273521110
31 0,6538627063594710 0,5422694273521134
32 0,6538522069398794  0,5422693499503548
33 120 0,6538494711055880 0,5422640018325940
34 0,6538527337927306 0,5422603159842188
35 0,6538569175623976 0,5422606277944660
500 0,6538563331101050 0,5422631070586976
30 0,6553776578000187  0,5445006878399210
31 0,6553663571032960 0,5445105719226925
32 0,6553559027809526 0,5445102200659050
33 480 0,6553532543431540 0,5445046274985954
34 0,6553565502854934  0,5445009299884280
35 0,6553607093469049  0,5445013804128660

500

0,6553601009457210

0,5445038891977925
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Tabela 7 Probabilidades do teste de Dunnett bilateral obtidas pela fungdo
pPNDBD(d, \, 6, n) e pmvt do pacote “mvtnorm” do sistema R e em
algoritmos da literatura, para v — o0, d =0, d =2 ¢ n = 100 pontos na

quadratura
programa probabilidade erro absoluto
A=1(0,7;0,7; 0,7; 0,7)
pNDBD 0,880221827686591 8.0984e-12
pmvt 0,880015360026146 0,000699
Schervish 0,880221922100000 0,000001
Wang & Kennedy 0,880221803700000 0,000001
A=(0,95; 0,95; 0,95)
pNDBD 0,9328458417978010 2.3419e-07
pmvt 0,9328138039268582 0,000562
Schervish 0,9328451942000000 0,000001
Wang & Kennedy 0,9328452295000000 0,000001

Na Tabela 8 estdo apresentados valores das probabilidade do teste de
Dunnett unilateral e bilateral, pelas fun¢des propostas com » = 32 pontos na
quadratura e pela funcdo pmvt do pacote “mvtnorm”, para o caso em que sdo
comparados » = 18 tratamentos com o controle e o quantil = 1,35. Pode-se citar
como exemplo de uma situagdo experimental com graus de liberdade do residuo v
= 5 um experimento em blocos aumentados, em que somente a testemunha ¢é
repetida, por exemplo com 6 blocos e 2 testemunhas. Nesta tabela, comparando-se
os valores das probabilidades para o caso balanceado com p = 0,5 e nfo-
balanceado, observa-se que a probabilidade ¢ maior para a situagdo balanceada,
para o mesmo valor de graus de liberdade, tanto na distribui¢do central como na

nio-central.

Pela Tabela 8 também pode-se comparar os valores das probabilidades
obtidas pelas fungdes propostas em relagdo as obtidas pela fungdo pmvt do
pacote “mvtnorm”. Para a fungdo pmvt a rotina fornece o erro, que em geral ¢ da

ordem da quarta casa decimal. Observa-se que os valores das probabilidades
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obtidas pelas fungdes propostas coincidem com os valores fornecidos pela
fung@o pmvt até a quarta decimal. No entanto, as fungdes propostas fornecem
probabilidades de acuracia igual ou maior do que as fornecidas pela fungdo pmvt
do pacote “mvtnorm”, ja que o seu limite de precisdo pode aumentar conforme o
aumento do nimero de pontos n tomados para a quadratura. Nessa tabela

todos os calculos foram realizados com n = 32.



Tabela 8 Probabilidade do teste de Dunnett obtidas pelas fungdes pNDUDF para o teste unilateral e p
bilateral e pela fung¢do pmvt do pacote “mvtnorm”, para o caso central e ndo-central, com d = 1,
32 pontos na quadratura, variando-se os valores dos graus de liberdade v

v PNDUDF pmvt (unilateral) (%) PNDBDF pmvt (bilatl
A=(0,2;0,5; 0,5; 0,5; 0,3; 0,5; 0,25 0,5; 0,5; 0,5; 0,3; 0,5; 0,25 0,5; 0,5; 0,5; 0,3; 0,5), ¢

5  0,4417138907794653 0,4417470821526838 0,1515713427644092 0,15157134
40 0,4688444902144797 0,4688322901904450 0,1131454037833585 0,11313172
120 0,4716480088963454 0,4716487446508506 0,1064204629298331 0,10639872
480 0,4727097308800114 0,4727086636131200 0,1036299573564671 0,10374181
A=(0,2; 0,5; 0,5; 0,55 0,3; 0,5; 0,25 0,5; 0,5; 0,5; 0,3; 0,5; 0,2; 0,5; 0,5; 0,55 0,3;

o =(0,5; 0,35 0,25 0,5; 0,3; 0,2; 0,5; 0,3; 0,25 0,5; 0,3; 0,25 0,5; 0,35 0,2; 0,5; 0,3;

5 0,2793113567923382 0,2792523819344735 0,12979963936645010 0,12979657
40 0,2829900562150492 0,2830400895895710 0,09171270279263830 0,09177888
120 0,2830424314557730 0,2830720391282336 0,08534072252726720 0,08530708
480 0,2830425694296798 0,2829951465534473 0,08271331662639277 0,08260713
A =(0,5; 0,5; 0,5; 0,5; 0,5; 0,5; 0,5; 0,5; 0,5; 0,5; 0,5; 0,5; 0,55 0,5; 0,5; 0,5; 0,5; 0,7

5 0,4785225261608730 0,4786637867720853 0,17058700171402990 0,17030945
40 0,5084054670728720 0,5083929009166694 0,13792505387874330 0,13775030
120 0,5115205994690846 0,5116285076607154 0,13211019283594310 0,13207422
480 0,5127020851356360 0,5126948511870716 0,12970036053689600 0,12975328



“Tabela 8, conclusdo”

v PNDUDF pmvt (unilateral) (%) PNDBDF pmvt (bila;
A=(0,5; 0,5; 0,5; 0,5; 0,5; 0,5; 0,5; 0,5; 0,5; 05 0,5; 0,5; 0,55 0,55 0,55 0,55 0,5;

6 =(0,5; 0,3; 0,2; 0,5; 0,3; 0,2; 0,5; 0,3; 0,2; 0,5; 0,35 0,2; 0,5; 0,3; 0,25 0,5; 0,3; 0,

5 0,3214773613365876 0,3215110810237615 0,14908253104951950 0,14878775
40  0,3312513297409567 0,3312907743690111 0,11534890954472570 0,11528691
120 0,3320351771417700 0,3319978730771600 0,10955782691901300 0,10954402

480 0,3323186824629374 0,3322842744330308 0,10716528325443420 0,10728022

(*) erro minimo da ordem da quarta casa decimal.
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Na Tabela 9 estdo apresentadas probabilidades do teste bilateral de
Dunnett balanceado em fung¢do do valor do quantil | d |, do vetor de correlagdes
A, dos graus de liberdade v ¢ do nimero de comparagdes r, para o caso central (&
=0).

Sdo comparados os valores obtidos pela funcdo pNDBDF, pela
fun¢do mvstud do pacote “mvtnormpcs” e pela fungdo pmvt de o pacote
“mvtnorm”. Apesar do pacote “mvtnormpcs” nao estar mais disponivel no
sistema R, constata-se que a sua fungdo mvstud fornecia valores precisos

para as probabilidades de até » = 50 comparagdes.

Tabela 9 Probabilidades do teste bilateral de Dunnett balanceado obtidas pela
funcdo pNDBDF com n = 100 pontos na quadratura, pela fungio
mvstud do pacote “mvtnormpcs” e pela fungdo pmvt do pacote
“mvtnorm”, para o quantil | d | = 2,0 em funcdo da correlagdo p, dos
graus de liberdade v e do numero de comparagdes », para o caso

central

r p v pNDBDF mvstud pmvt

3 02 10 0,8113716489082575 0,8113578557968140 0,8113830683823173
3 02 900 0,8714772347765425 0,8714449405670166 0,8714886645505286
3 0,5 10 0,8300169202508818 0,8300129771232605 0,8298486360228929
3 0,5 900 0,8844497368153013 0,8844429254531860 0,8844758882347792
3 0,8 10 0,8655867204390135 0,8655934333801270 0,8654305867908594
3 0,8 900 0,9094684275419850 0,9094656109809875 0,9094323161190694
20 0,2 10 0,4092176821076725 0,4092107117176056 0,4092211769103733
20 0,2 900 0,4440980770756253 0,4440965652465820 0,4441524178669163
20 0,5 10 0,5351623845394875 0,5351692438125610 0,5351985234395773
20 0,5 900 0,6072332519936443 0,6072408556938171 0,6069517337392991
20 0,8 10 0,7245095169119858 0,7245147228240967 0,7244203134028777
20 0,8 900 0,7911656902718861 0,7911650538444519 0,7913516849382036
30 0,2 10 0,3184388235151981 0,3184342980384827 0,3183995140879301
30 0,2 900 0,3121924490656889 0,3121851384639740 0,3124898885483320
30 0,5 10 0,4637106784100888 0,4637171626091003 0,4636319886765521
30 0,5 900 0,5231312309062763 0,5231428146362305 0,5229091885731137
30 0,8 10 0,6909920061801590 0,6909971833229065 0,6910525346027789
30 0,8 900 0,7606143133273131 0,7606118321418762 0,7604906853236557
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“Tabela 9, conclusdo”

r p v pNDBDF myvstud pmvt

50 0,2 10 0,2198516722704251 0,2198455482721329 0,2196491370887752
50 0,2 900 0,1620519559370634 0,1620369553565979 0,1621115930233352
50 0,5 10 0,3774180200083504 0,3774199485778810 0,3772613353763954
50 0,5 900 0,4103645998243669 0,4103795289993286 0,4111604372575535
50 0,8 10 0,6479981227113798 0,6480036973953250 0,6471338724118832
50 0,8 900 0,7201440957850329 0,7201449871063230 0,7203688530739962

80 0,2 10 0,1486425026914517 - 0,1485718513912539
80 0,2 900 0,0650955630545228 - 0,0654777335959302
80 0,5 10 0,3048339530466407 - 0,3040131138961192
80 0,5 900 0,3051325364140102 - 0,3048833804252217
80 0,8 10 0,6080812262989408 - 0,6072048670608854
80 0,8 900 0,6812443358286571 - 0,6807791969856853

Pela Tabela 9 pode-se observar também que para o mesmo numero de
comparagOes e de graus de liberdade, o aumento da correlagdo aumenta o valor
das probabilidades. No entanto, ao se comparar o valor das probabilidades
mantendo-se fixo o nimero de comparacdes e a correlagdo, observa-se que o
aumento do nuimero de graus de liberdade influéncia de forma diferente no
valor da probabilidade. Quando o nimero de comparagdes é pequeno, com o
aumento dos graus de liberdade ocorre um aumento na probabilidade, para
qualquer valor da correlacdo. Conforme aumenta o numero de comparagdes,
observa-se que para correlacdes baixas, esta relagdo ¢ inversa, ou seja, com o
aumento dos graus de liberdade ocorre uma queda na probabilidade. Quando o
nimero de comparagdes € maior isto ocorre com correlagdes maiores, inclusive
com correlagdes maiores do que 0,5. Por exemplo, com um quantil d =2 e r =
180 comparagdes, num experimento com correlagdo constante entre as
comparagoes igual a 0,6, a probabilidade para o teste bilateral central ¢ de pN
DBDF = 0,28598 para v =10 e pN DBDF = 0,28265 para v = 900. Em estudos
posteriores pode-se melhor compreender como se d4 o comportamento das

distribuigdes de
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probabilidade do teste em toda a amplitude de correlagdes possiveis, em fungio

do niimero de comparacdes e dos graus de liberdade.

Nas Tabelas 10 e 11 estdo apresentados valores dos quantis do teste bi-
lateral de Dunnett balanceado, no caso central, comp=1-0=0,95ep=1—«a
= 0,99, respectivamente, e p = 0,5 em fun¢do do numero de comparagdes r e dos
graus de liberdade v. Os valores apresentados foram obtidos pelas funcdes
gNDBDF ¢ gNDBD com n = 32 pontos na quadratura, pela fungdo gmvt do
pacote “mvtnorm” e pelas tabelas do Hsu (1999) nos casos de numero de
comparagdes abrangidas pelas referidas tabelas. Observa-se que, conforme o
numero de comparagdes aumenta, também aumenta o valor do quantil das
distribui¢des, para o mesmo numero de graus de liberdade. Considerando o
aumento dos graus de liberdade para 0 mesmo niimero de comparagdes, observa-
se que o valor do quantil diminui. Essas relagdes sdo observadas da mesma forma
para as duas probabilidades p = 0,95 ¢ p = 0,99. Essa informacdo de que o valor
do quantil diminui com o aumento dos graus de liberdade ¢ importante na fase
de planejamento experimental, pois os graus de liberdade estdo diretamente
relacionados ao tamanho amostral dos tratamentos. Nesse caso, quando € viavel
amostras com maior numero de repeti¢cdes, mais facilmente pode ser comprovada

a existéncia de diferenca significativa no contraste.

Tabela 10 Quantis do teste bilateral de Dunnett balanceado, no caso central, com
p=05p=1-—a=0,95¢n=32 pontos na quadratura, em fungdo do
numero de comparagdes r e dos graus de liberdade v

v HSU qNDBDF qmvt
r=1
9 2,262 2,262407653761983  2,262157162798204
40 2,021 2,021277350389747 2,021075390306273
120 1,980 1,980118281037748 1,979930405082422

o(*) 1,960 1,960143983738570 1,959983753662981



“Tabela 10, conclusdo”
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v HSU qNDBDF qmvt
r =15
9 3,535 3,534850561320265 3,536222003512497
40 2,970 2,969505180782855 2,969919769425486
120 2,875 2,873942241770314 2,874945107636507
oo(*) 2,829 2,827422503199287 2,829092111721982
r =50
9 - 4,029872787453915 4,012415500426735
40 - 3,311703047250819 3,311266500817176
120 - 3,191717551210948 3,192921466771687
ook ) - 3,132538897268113  3,136810342535750
r =100
9 - 4,267895375298354 4,268178097413750
40 - 3,492743780917273 3,493234918265517
120 - 3,359215345054900 3,359772591030518
(k) - 3,292994346200360 3,296588767286848
r =400
10 - 4,611732928841250 4,609471540679550
40 - 3,826884086773704 3,827683293708740
120 - 3,667451229473050 3,667049399661720
oo(%k) - 3,588477849203994 3,587600180153800

(*) obtido pela fungdo gNDBD(p, r, delta, n).

Nas Tabelas 12 e 13 estdo os valores dos quantis do teste bilateral de
0,95ep=1—-—a=
0,99, respectivamente, em fungdo do nimero de comparacdes », dos graus de

Dunnett balanceado, no caso central, comp =1 — a =

liberdade v, variando-se o valor da correlagdo p = 0,2; 0,4; 0,5; 0,60; 0,75. Os
valores apresentados foram obtidos pelas fungdes gNDBDF com n = 32 pontos na
quadratura, e pela fungdo gmvt do pacote “mvtnorm”. Inicialmente, observa-se
que no caso de uma comparagdo, r = 1, as fungdes fornecem o mesmo valor do

quantil, independente dos valores da correlagdo. Isso ocorre porque no caso
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de uma s6 compara¢do ndo existe correlacdo entre comparagdes, pois a

distribuic¢do se simplifica na ¢ univariada.

Tabela 11 Quantis do teste bilateral de Dunnett balanceado, no caso central com
p=050=0,p=1-0a=0,99 e n=32 pontos na quadratura, em
fun¢@o do numero de comparagdes r e dos graus de liberdade v

v HSU qNDBDF qmvt
r=1
9 3251 3250821980635707  3,249835541592125
40 2,704 2.705495559268186  2,704459267433162
120 2,617 2,618499382946313  2,617421145106865
ol*) 2,576 2,576932946472953  2,575870275392421
r=15
9 4,683 4,682435765923735  4,672939153121355
40 3,598 3,599831686973376  3,600577274727130
120 3430 3.433240519342290  3,429224424492776
ool*) 3,350 3355187660159780  3,352424734255180
r =50
9 - 5248157348609074  5,262269182817700
40 . 3.939271566862792  3,942192993882864
120 - 3,738036461369261  3,734891989839134
o) . 3,645595917567103  3,635953823187740
r =100
9 } 5,552994772842930  5,539795955304107
40 - 4,121477063796293  4,117640118730612
120 - 3.900761203837250  3,886612113055520
ol*) - 3.800835422237547  3,787742252237294
r =400
9 § 6,122011738145607  6,103170758314130
40 . 4.461583938935660  4,465354038232636
120 § 4202901225165413  4.200595262918237
) - 4,089253020427740  4,085193035751085

(*) obtido pela fungdo gNDBD(p, r, delta, n).
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Pelas Tabelas 12 ¢ 13 comparando-se o valor do quantil em relagdo aos
graus de liberdade, com a mesma correlagio aumentando-se os graus de
liberdade ocorre uma diminui¢do no valor do quantil. Por outro lado, com
o aumento do numero de comparagdes, para o mesmo numero de graus
de liberdade ¢ mesma correlagdo, o valor do quantil aumenta. Essas rela¢des

sdo observadas da mesma forma para as duas probabilidades p = 0,95 ¢ p = 0,99.

A partir das Tabelas 12 e 13 também se observa que para 0 mesmo
nimero de comparagdes e graus de liberdade, conforme o valor da correlagio
aumenta o valor do quantil diminui, mantendo-se fixa a probabilidade. Ou seja,
quanto menor a correlagdo, maior o valor do quantil. Dunnett(1964) considerou
esta questdo ao incluir, na publicagdo das suas novas tabelas para testes do tipo
MCC, um método de corre¢do para o quantil equicorrelacionado que a tabela

fornecia nos casos com correlagdes menores do que 0,5.

Tabela 12 Quantis do teste bilateral de Dunnett balanceado, no caso central, com
p =1—-—0a = 095en = 32 pontos na quadratura, em fun¢ao do
nimero de comparagdes », dos graus de liberdade v e do valor da

correlagdo p
r v gNDBDF qmvt
p=0,2

1 9 2,262293382223230 2,262157162798205
15 120 2,968328616993119 2,968272676775902
50 300 3,292237404297974  3,292052272380782
50 1200 3,270753738730534 3,270027823728713
100 300 3,482959514776127 3,482217683874110
100 1200 3,458230533259006 3,457619666734760
400 300 3,838635648055526  3,836099781046326

400 1200 3,807249232208513 3,805305211939601



“Tabela 12, continuagio”

203

r v qNDBDF qmvt
p=104
1 9 2,262374250190340 2,262157162798205
15 120 2,917051780006589 2,916930908448603
50 300 3,218104339955390 3,217260048846396
50 1200 3,199192505150986 3,200412840189197
100 300 3,392939923522793  3,392011015744620
100 1200 3,371454841014215 3,374212418685474
400 300 3,715704219342110 3,718523755916460
400 1200 3,689032667530900 3,692967432464550
p=0,5
1 9 2,262407653761983 2,262157162798205
15 120 2,873942241770314  2,874945107636507
50 300 3,156265401790887 3,157642778133778
50 1200 3,138491973846286 3,144480614516396
100 300 3,319627035312050 3,320904333481244
100 1200 3,299694863860150 3,305554257303160
400 300 3,620187649859925 3,623120216963587
400 1200 3,596451426118756  3,596748163042480
p=0,6
1 9 2,262405603825037 2,262157162798205
15 120 2,815698129045571 2,817618705960482
50 300 3,075230699407817 3,078503963598772
50 1200 3,059288607017559 3,060218651138311
100 300 3,225142451713763 3,226451919224349
100 1200 3,207915396552372  3,210243481494084
400 300 3,499759613609014 3,496365374506372
400 1200 3,480748948116408 3,475867659236415



“Tabela 12, conclusdo”
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r v qNDBDF qmvt
p=10,75

1 9 2,262220345157308 2,262157162798205
15 120 2,690989218625786 2,691812474543030
50 300 2,908825330684217 2,905566390342563
50 1200 2,898786685340200 2,889843058482880
100 300 3,032877085419235 3,025789452375880
100 1200 3,023392248844917 3,010407180214314
400 300 3,257609765343446  3,244975174277843
400 1200 3,229266813067587 3,228998539110050

Tabela 13 Quantis do teste bilateral de Dunnett balanceado, no caso central, com
p = 1—-—0=099 e n =32 pontos na quadratura, em func¢ido do
numero de comparagdes r, dos graus de liberdade v e do valor da

correlagio p

r v qNDBDF qmvt
p=0,2
1 9 3,250368243925903  3,249835541592125
15 120 3,485538734597327 3,485042255779190
50 300 3,755615190692590  3,754693984610962
50 1200 3,722234215844463 3,719957183462010
100 300 3,931519611710035 3,931165430612506
100 1200 3,893823220047815 3,893534040416453
400 300 4,264296266342476 4,262115340659284
400 1200 4,217700562180558 4,215702814184188
p=104
1 9 3,250612826607794 3,249835541592125
15 120 3,459028000784110 3,457508424947267
50 300 3,718398361414369 3,712772792442421
50 1200 3,712772792442421 3,684739794013008
100 300 3,884870735426310 3,885139611022879
100 1200 3,851956329127058 3,846767368267685
400 300 4,196015375222595 4,190848678713910
400 1200 4,157702444143808 4,148649853911074



“Tabela 13, conclusdo”
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r v qNDBDF qmvt
p=05
1 9 3,250821980635707 3,249835541592125
15 120 3,433240519342290 3,429224424492776
50 300 3,681632946641043 3,676725276579973
50 1200 3,654469068943323  3,645421556576080
100 300 3,839365019637973  3,830422350465660
100 1200 3,810228736794454 3,802681225747631
400 300 4,131651167024943  4,127187694172008
400 1200 4,099187942303606 4,077307846648280
p=0,6
1 9 3,251119934231895  3,249835541592125
15 120 3,394642024672320 3,396989591520984
50 300 3,626514426199454 3,614349998554530
50 1200 3,602975743391702 3,586641591984543
100 300 3,771975298909729 3,763932950536114
100 1200 3,747475801221997 3,725952249989691
400 300 4,038960035366154 4,031587455183168
400 1200 4,012804504327774  3,993872906243045
p=0,75
1 9 3,251786124399999 3,249835541592125
15 120 3,297070742721380 3,290895020129418
50 300 3,486905937941090 3,473594937139957
50 1200 3,468583414796159 3,448675503233097
100 300 3,604584560405272 3,583476212604860
100 1200 3,584992367664654 3,569381064480714
400 300 3,817511852761212  3,799212820944980
400 1200 3,792086158541832  3,788167087213330
Com isso, torna-se claro o erro que se comete ao utilizar

indiscriminadamente tabelas com valor critico para as estatisticas do teste de
Dunnett equicorrelacionadas (p = 0,5) sem levar em consideraco se, ao final do

experimento, as amostras de todos os tratamentos, ou seja, do tratamento
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controle e de todos os tratamentos em teste, mantém o mesmo numero de
repeticdes. Por exemplo, supondo uma analise em que foi obtido um quantil
tabelado dado por d (,=s; =120, =15) = 2,874 para p = 0,95. Para um contraste com
valor da estatistica d = 2,90 concluir-se-ia que o efeito é significativo. Porém se a
correlagdo ndo fosse p = 0,5 mas fosse p = 0,4, o quantil tabelado correto ¢
dip=04: v=120; =15 = 2,917 para p = 0,95. Neste caso, para o contraste com valor da
estatistica d = 2,90 concluir-se-ia que o efeito ndo ¢ significativo. Observa-se que
as decisdes sdo contrarias. No entanto, esta observacdo inicial se contrapde a
outra mais minuciosa, também relatada por Dunnett (1964). Quando se
considera a correta correlagdo entre os contrastes, no caso de correlagdes menores
do que 0,5 existe um ganho relativo na estatistica de teste calculada. Devido ao
maior numero de observagdes do tratamento controle em relagdo aos tratamentos
em teste, o resultado ¢ uma diminuicdo do erro padrio entre a diferenca dos

tratamentos, que aparece no denominador da estatistica calculada

di = @i—frs)/(G \/ n; + 1/n,,1). Este fato faz com que, apesar do aumento do
valor critico tabelado pela diminuigdo da correlagdo entre contrastes, o aumento
da estatistica calculada devido a diminui¢@o do erro padréo leva a uma estatistica
que mais facilmente rejeite a hipotese nula.

No ANEXO A esta apresentado um exemplo ficticio de como o tamanho

amostral maior do tratamento controle pode afetar o resultado do teste.

Neste trabalho estas observacdes sdo primaras, sugerindo que estudos
futuros esclarecam se isto ocorre em qualquer situacdo de numero de
comparagdes, graus de liberdade, valores de correlagdes entre contrastes e de
ndo-centralidade também. Estudos de poder do teste em funcdo da relagdo entre
os tamanhos amostrais do tratamento controle e dos tratamentos em teste nestas

diversas situa¢des também sdo interessantes.
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8 CONCLUSOES

As fungoes densidade e de distribuicdo das distribui¢cdes t multivariadas
ndo-centrais que envolvem o teste de Dunnett foram matematicamente

desenvolvidas e apresentadas de forma clara e compreensivel.

Os algoritmos para a obtencdo da fungdo de distribui¢do, da fungdo
densidade e da inversa da fungdo de distribui¢do, para obteng¢do de quantis das
distribui¢des do maximo e do maximo do moddulo da normal e da t
multivariadas utilizando quadraturas para a resolu¢do das integrais multiplas

foram propostos e implementados no software R com sucesso.

Os valores das probabilidades e dos quantis obtidos pelas rotinas
propostas tém, no minimo, a mesma precisdo de valores obtidos para comparagao
em referéncias bibliograficas ou outras rotinas computacionais. Além disso, a
precisdo dos valores fornecidos pelas rotinas propostas pode aumentar conforme a
necessidade do wusudrio, apenas aumentando o numero de pontos para a

quadratura.

A biblioteca nCDunnett foi implementada e submetida ao CRAN-R e
encontra-se disponibilizada para instalacdo em todas as versdes R iguais ou
superiores a 2.15.0, com livre acesso por todos os usuarios do programa
no mundo. Esta biblioteca possibilita que qualquer pesquisador possa
aplicar corretamente o teste de Dunnett, independente do valor da
correlacdo entre comparagdes, sem dependéncia de tabelas limitadas disponiveis
na literatura.

No aspecto teorico, foi sintetizado, redigido e disponibilizado um
referencial didatico minucioso sobre o teste de Dunnett em procedimentos
unilaterias e bilaterais, para dados balanceados ou ndo. Buscou-se esclarecer
suas pressuposi¢cdes e mostrar todas as passagens das demonstragcdes dos

teoremas a eles relacionadas. Espera-se que com isso haja uma contribui¢do para
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o entendimento do tema, ampliando a bibliografia nacional que ainda ¢ escassa

nesta area.
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APENDICES

APENDICE A — Aplicaciio do teste de Dunnett

Considerando os dados experimentais ficticios da Tabela 1, em que esta
sendo estudado o efeito de trés catalisadores sobre o rendimento de uma reagio.

Nos dois experimentos, um quarto tratamento, sem catalisador, ¢ usado
como controle. Testar a hipotese de diferenca entre efeitos do rendimento da
reacdo, comparando cada catalisador com o controle, com um nivel de

significancia conjuntade 5% em cada um dos experimentos.

Tabela 1 Rendimento de uma reacdo em dois experimentos

Experimento I Experimento 11

Ty Ty T3 T4 15, T2 Ta3 To4
54,1 52,7 51,2 50,7 54,1 52,7 51,2 50,7
53,8 53,9 50,8 51,5 53,8 53,9 50,8 51,5
53,1 57,0 49,7 49,2 53,1 57,0 49,7 49,2
52,5 54,1 48,0 53,1 52,5 54,1 48,0 53,1
54,0 52,5 47,2 52,7 54,0 52,5 47,2 52,7

- - - - - - - 51,4

- ; - - ; - . 504
f11 12 13 14 Hi21 [22 H23 Hi24

53,50 54,04 49,38 51,44 5350 54,04 49,38 51,29
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Ambos os experimentos tem ¢ = 1,2,3 tratamentos em teste e o Ty é
o tratamento controle. O primeiro experimento tem todos os tratamentos com
mesmo tamanho amostral, n; = n = 5 para todo ¢, tratando-se de um experimento

equicorrelacionado, com correlacio constante igual a

n; o 5
ni+ng H5+5

pP1 = = 0,5.
O segundo experimento tem 5 (cinco) repeticdes nos tratamentos em teste € o tra-
tamento controle tem 7 repeticdes, tratando-se de um experimento com correlaco

constante entre as diferencas de médias igual a

n; .
ni+mng 5+7

p2 = = 0,4167.
Calculando o quadrado médio do erro ou variancia residual dos experimentos tem-
se que:

Ja _7‘ _
= QME, = ;azl T 1 = 2,300750
ou seja, o1 = 1,516822, ¢
Y,)2

67 = QME, == Z Z }(/5 __ Iyh g = 2096032

ou seja, oo = 1,447768.

Para cada contraste entre o ¢-€simo novo tratamento e o tratamento con-

trole determina-se a estatistica c/i\c = %
npyq
Assim, no primeiro experimento se obtém:
~ 53,50 — 51,44 2,06
dc1n = : : =3 959’32268 = 2,1473484
1,1 )
1,516822336,/1 + 1
~ 54,04 — 51,44 2.6
do12 = : ’ =35 959’32268 = 2,71024552
1,1 ,
1,516822336,/1 + 1
~ 49,38 — 51,44 —2,06
d = ’ —2,1473484
o ~ 0,95932268

1,516822336,/1 4+ L
5 5
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No segundo experimento se obtém:
~ 53,50 — 51,29
dco1 = ’ 4 = 2,612030
1,447768,/% + 1

~ 54,04 — 51,29
degy = — =7 = 3,249028
1,447768/1 + 1
-~ 49,38 — 51,29
dogs = — = = —2,248031

1,447768,/% + 1

Com o nivel de significancia o = 0,05 desejdvel para o teste simultaneo

dos 3 contrastes e usando como parametros de entrada:

ecada valor d¢ estimado;

*0 vetor de correlagdes A1 = (0,5;0,5; 0,5) no experimento I e Ay = (0,4167;
0,4167;0,4167) no experimento II;

*0 vetor de pardmetros de ndo-centralidade &, que nestes casos é 0;

*0s graus de liberdade v = 16 no experimento I e ¥ = 18 no experimento II

para a distribuicdo da varidncia amostral residual em cada caso.

O scrip do R para obter o quantil das estatisticas do teste de Dunnett bila-
teral para estes dois experimentos é dado a seguir, primeiro efetuando o procedi-

mento pela alternativa 1 e depois pela alternativa 2, descritas na se¢éo 6.3.



217

HEHSE A SNSRI R AR SRS SRR SRR SRR AN B EE AR RS SR
4 Script paras obter o guantil do teste de Dunncit bilateral ]

# Alternativa 1 de resolugio i
HEHEERRAALRHFRN LSRR ERR NGNS S aaRER M SRR eSS R

4 Experimento |

= library {nCDunnett)

o geE—c (2 01473, 27102 ,2.1473)

> rho<—c (.5 .5 ,0.5)

> nu<—16

= delta =— cd{0Q 0 0

= m=—32

> pNCDun{g, nu . rho, delta .n, TRUE)
(1] O.8L845471 09602866 D.8845471
=

4 Experimento 11

> ge—c (2. 6120 .3_. 2490 2.2480)

> rho=<—c (. 4167 . 4167 . 0.4167)

= nu=—I1§

= delta =— {0 . 0 _ 0}

= m=—32

> pNCDund{g, nu,. rho, delta .n, TRUE)
|

1] 0.9%529890 09876631 090378600

-]07(;11\ = 2,1473484 a probabilidade conjunta 0,8845, ou seja, valor-p =
0,1155. Comparando-se com o« = 0,05 conclui-se que o efeito deste catali-

sador nao ¢ significativo.

-[&\012\ = 2,71024552 a probabilidade conjunta 0,9603, ou seja, valor-p =
0,0397. Comparando-se com o = 0,05 conclui-se que o efeito deste catali-

sador € significativo.

-[&\013\ = 2,1473484 a probabilidade conjunta 0,8845, ou seja, valor-p =
0,1155. Comparando-se com o« = 0,05 conclui-se que o efeito deste catali-

sador nao € significativo.
No experimento II obteve-se, para:

°|c/i\021| = 2,6120 a probabilidade conjunta 0,9530, ou seja, valor-p = 0,047.
Comparando-se com o = 0,05 conclui-se que o efeito deste catalisador é

significativo.

°|c/l\022| = 3,2490 a probabilidade conjunta 0,9877, ou seja, valor-p = 0,0123.
Comparando-se com o = 0,05 conclui-se que o efeito deste catalisador é

significativo.



218

-[&\023\ = 2,2480 a probabilidade conjunta 0,9038, ou seja, valor-p = 0,0962.
Comparando-se com a = 0,05 conclui-se que o efeito deste catalisador ndo

¢ significativo.

wrddbadartdtpsddtEaarddhdantdnadd it Hanad At inadd vt EnaA sy
4 Altermativa I de resolugio #
ArddHR st RS EAA RSN ARN R EAR A AR EE AR L r A B
4 Experimento |

= library{nCDunnett)

> rho<—c (0.5 .0.5.,0.5)

= nu<— 16

= delta =— c(0Q.0.0)

= ma—32

> pe—U.95

> gNCDun{p, nu. rho., delta . n, TRUE)

[1] 2.502548%

# Experimento II

> rtho<—c(0.4167,0.4167,0.4167)

> nu<—18

> delta <— ¢(0,0,0)

> n<—32

> p<—0.95

> gqNCDun(p, nu, rho, delta, n, TRUE)

[1] 2.581522

Neste caso, a funcéo fornece o quantil d; = 2,5925 e do = 2,5815, usando
a inversa da fun¢ao de distribuicao da probabilidade 0,95 fornecida. Compara-se o
valor do quantil fornecido pelo programa com os valores das estatisticas em cada

contraste. Para o experimento I tem-se:

'|C/l\11| = 2,1473484 < d = 2,5925 conclui-se que o efeito deste catalisador
nao € significativo.

o|dio| = 2,71024552 > d = 2,5925 conclui-se que o efeito deste catalisador
¢ significativo.

°|313] = 2,1473484 < d = 2,5925 conclui-se que o efeito deste catalisador

nao ¢é significativo.
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Para o experimento II tem-se:

0\6721\ = 2,612030 > d = 2,5815 conclui-se que o efeito deste catalisador é

significativo.

-\322| = 3,249028 > d = 2,5815 conclui-se que o efeito deste catalisador é

significativo.

o|das| = 2,248031 < d = 2,5815 conclui-se que o efeito deste catalisador

ndo ¢é significativo.

Portanto, no experimento I apenas o rendimento médio da reagcdo do cata-
lisadore 3 € significativamente diferente do rendimento médio da reacdo utilizando
o controle enquanto que no experimento II o rendimento médio da reacdo dos ca-
talisadores 2 e 3 sdo significativamente diferentes do rendimento médio da reacio
utilizando o controle com tamanho amostral maior do que os tratamentos em teste,

em um nivel de significancia de 5%.
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APENDICE B - Rotinas R

HAHHHAHAHAHHHHHAHAHHBHAHAHAHHHAH A AR HHHHAH A AR HHHH A AR AR HHH A A HHH
Algoritmo implementado em R das funcdes para obter probabili —#
dades, inversas e densidades da distribui¢do da estatistica
do teste de Dunnett unilateral e bilateral , ndo—balanceado e

#
#
#
#
# (vetor em R"k) pardmetro de ndo—centralidade e lambda (vetor
#

#
#
nao—central , dados nu > 0 graus de liberdade reais, delta #
#
#

R_+7k) das correlacdes ,sendo k médias regulares.
H#H SRR R R S

library (statmod)

H#EFHH A H AR AR R R R
# Algoritmo implementado em R para obter a funcdo de distribui —#
# ¢do para o caso unilateral ndo—balanceado e ndo—central , #
# com nu = infty #
HEFHH R HE R

pNDUD <— function(q, r, delta, n = 32)
{
k <— length(r)
X <— gauss.quad(n, kind="legendre')
# transformando de —1 a 1 para —infty a +infty, t = x/(1—-x"2),
# x em —1 a 1
y <— matrix (x$nodes/(1 —(x$nodes)”2), n, 1)
pArgYi <— function(y, r, delta)
{
ti <— pnorm ((r"0.5 =y + q — delta)/(1—-r)~0.5 , log.p=TRUE)
ti <— exp(sum(ti)+dnorm(y, log=TRUE))
return ( ti)

<— I % ((1+x$nodes”2)/(1 —(x$nodes)"2)"2)

}
I <— apply(y, 1, pArgYi, r, delta)
I
I <— sum(I % x$weights)

return (1)
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HHAHHHAHHHHH AR AHAHHAHHHARHAHHH AR HAHHAHHH AR RSB A AR H AR H AR HH AR HAHHHH
# Algoritmo implementado em R para obter a funcdo de distribui— #
# ¢do para o caso bilateral nado—balanceado e ndo—central , com #
# nu = infty #
HSF AR S R

pNDBD <— function(q, r, delta, n = 32)
{
k <— length(r)
X <— gauss.quad(n, kind="legendre')
# transformando de —1 a 1 para —infty a +infty, t = x/(1—-x"2),
# x em —1 a 1
y <— matrix (x$nodes/(1 —(x$nodes)”2), n, 1)
pArgYi <— function(y, r, delta)
{
ti <— pnorm((r”0.5 %= y + q — delta)/(1—-1r)"0.5 , log.p=FALSE)
ti <— ti — pnorm((r”0.5 = y — q — delta)/(1—-1r)"0.5,
log . p=FALSE)
if (any(ti <= 0))
{
ti[ti <= 0] <— —743.7469
ti[ti > 0] <— log(ti[ti > 0])
} else ti <— log(ti)
ti <— exp(sum( ti)+dnorm(y, log=TRUE))

return (ti)

<— apply(y, 1, pArgYi, r, delta)
<— I % ((1+x$nodes”2)/(1 —x$nodes”2)"2)
<— sum(I = x$weights)

— e

return(I)
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HAEHSHHHH AR HAH A HEH AR R AR HHH AR HHHEHH AR AR AR AR AR B H SRR SRR RS
# Algoritmo implementado em R para obter a funcdo densidade para#
# o caso unilateral ndo—balanceado e ndo—central , com nu = infty#
HEHAHHHH AR AR AR H AR AR H AR AR H AR AR H AR HHH AR H AR AR B AR SRS RS RS RS

dNDUD <— function(q, r, delta, n = 32)
{
k <— length(r)
X <— gauss.quad(n, kind="legendre')
# transformando de —1 a 1 para —infty a +infty, t = x/(1—-x"2),
# x em —1 a 1
y <— matrix (x$nodes/(1 —(x$nodes)”2), n, 1)
rgdgi <— cbind(r, delta, (1:k))
loopg <— function(rd, ym, q)
{
tg <— pnorm ((rd[1]70.5%ym+q—rd[2])/(1 — rd[1])"0.5,log.p=TRUE)
return(tg)
}
loopi <— function(rd, ym, q)
{
ti <— dnorm ((rd[1]70.5%ym+q—rd[2])/(1 —rd[1])*0.5,log=TRUE)—
0.5%log(l—rd[1])
return (ti)
}
# loop dos y’s
loopy <— function (ym, q, rd)
{
Phy <— apply(rd, 1, loopg, ym, q) # loopg
phy <— apply(rd, 1, loopi, ym, q) # loopi
sPhy <— sum(Phy) # soma das diferencas dos Phi’s
sTi <— sum(exp(phy + sPhy — Phy)) % dnorm(ym)
return (sTi)
}
I <— apply(y, 1, loopy, q, rgdgi)
I <— I % ((1+x$nodes”2)/(1 —x$nodes”2)"2)
I <— sum(I % x$weights)
return ()
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HEFHHHAH AR R R R AR AR AR R R R
# Algoritmo implementado em R para obter a funcdo densidade para#
# o caso bilateral ndo—balanceado e ndo—central , com nu = infty #
#H#SFHH R AR RS

dNDBD <— function(q, r, delta, n = 32)
{
k <— length(r); X <— gauss.quad(n, kind="legendre')
# transformando de —1 a 1 para —infty a +infty, t = x/(1—-x"2),
# x em —1 a 1
y <— matrix (x$nodes/(1 —(x$nodes)”*2), n, 1)
rgdgi <— cbind(r, delta, (1:k))
loopg <— function(rd, ym, q)
{
tg <— pnorm ((rd[1]70.5 % ym + q — rd[2])/(1 — rd[1])"0.5) —
pnorm ((rd[1]70.5 % ym — q — rd[2]) / (1 — rd[1])"0.5)
if (tg <= 0) tg <— —743.7469 else tg <— log(tg)
return(tg)
1
loopi <— function(rd, ym, q)
{
ti <— dnorm ((rd[1]70.5 = ym + q — rd[2])/(1 — rd[1])"0.5)+
dnorm ((rd[1]70.5 % ym — q — rd[2]) / (1 — rd[1])"0.5)
if (ti <= 0) ti <— —743.7469 else ti <— log(ti)
aux <— ti — 0.5 % log(l — rd[1])
return (aux)
} # loop dos y’s
loopy <— function(ym, q, rd)

{
Phy <— apply(rd, 1, loopg, ym, q) # loopg
phy <— apply(rd, 1, loopi, ym, q) # loopi
sPhy <— sum(Phy) # soma das diferencas dos Phi’s
sTi <— sum(exp(phy + sPhy — Phy)) % dnorm(ym)
return (sTi)

}

I <— apply(y, 1, loopy, q, rgdgi)
I <— I % ((1+x$nodes”2)/(1 —x$nodes"2)"2)
I <— sum(I % x$weights); return(I)
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HEHH R H A R
# Algoritmo implementado em R para obter a inversa da func¢do de #
# distribui¢do para o caso unilateral ndo—balanceado e ndo—cen— #
# tral , com nu = infty #
HHHAHHAHHHAHHHHHHAHHAHHAHHH AR HAH B A AR H AR R AR A AR HAHHHA AR AR HAAHH AR

gNDUD <— function(p, r, delta, n = 32)
{
k <— length(r)
alpha <— 1 — p
alpha_k <— 1 — (I—alpha)”(1/k)
q0 <— gqnorm(1l — alpha_k) # valor inicial
maxIt <— 5000
tol <— le—13
conv <— F
it <— 0
while ((conv == F) & (it <= maxlIt))
{
ql <— q0 — (pNDUD(q0, r, delta, n) — p)/dNDUD(q0,r,delta ,n)
if (abs(ql—q0) <= tol) conv <— T
q0 <— ql
it <— it + 1
}
return(ql)
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HEHAHHAHHHAHHHHHHHAHHAHHAHHHARHAHHHA AR AR R AR A AR HAHHHA AR AR HAHHH AR
# Algoritmo implementado em R para obter a inversa da funcdo de #
# distribui¢do para o caso bilateral ndo—balanceado e ndo—cen— #
# tral , com nu = infty #
H#EHHHHHHHH S R

gNDBD <— function(p, r, delta, n = 32)
{
k <— length(r)
alpha <— 1 — p
alpha_k <— 1 — (I—alpha/2)~(1/k)
q0 <— gqnorm(1 — alpha_k) # valor inicial
if (q0 < 0) q0 <— —q0
maxIt <— 5000
tol <— le—13
conv <— F
it <— 0
while ((conv == F) & (it <= maxlIt))
{
ql <— q0 — (pNDBD(q0, r, delta, n) — p)/dNDBD(q0,r,delta ,n)
if (abs(ql—q0) <= tol) conv <— T
q0 <— ql
it <— it + 1
}
return(ql)
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H#SFHH R H R
# Algoritmo implementado em R para obter a funcdo de distribui— #
# cdo para o caso unilateral ndo—balanceado e ndo—central , com #
# nu < Inf #
HEFHHHHHHAHHHHHHH AR H AR B H B R AR R AR AR R AR AR R R R AR AR

pPNDUDF <— function(q, r, nu, delta, n = 32)
{

k <— length(r)

XX <— gauss.quad(n, kind="legendre')

x <— xx$nodes

w <— xx$weights

# intervalo de integracdo de 0 a 1

y <= 0.5 %« x + 0.5 # de —1 a 1 para 0 a 1

fx <— nu/2 % log(nu) — lgamma(nu/2) — (nu/2—1)xlog(2) + (nu—1)=*

log(y) — nu %=y =y / 2

fx <— exp(fx)

y <— matrix(y, n, 1) % q

fy <— 0.5 = apply(y, 1, pNDUD, r, delta, n) = fx

<— (b—a) / 2% x4+ (b+a) / 2 # de —1 a 1l para 0 a exp(—1)
<— —log(x) # de 0 a exp(—1) para 1 a +infty

I <— sum(fy * w)

# intervalo de integracdo de 1 a Infty — transformacio
#y <— —In(x), 0 < x < exp(—1)

b <— exp(—1)

a<— 0

X

y

fx <— nu/2xlog(nu) — lgamma(nu/2) — (nu/2—1) % log(2) + (nu—1)=*
log(y) — nu %y =y / 2

fx <— exp(fx)

y <— matrix(y, n, 1) % q

fy <— (b — a) / 2 % apply(y, 1, pNDUD, r, delta, n) / (x)=fx

I <— I + sum(fy = w)

return ()
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RUBHARABUAARARLHARRREU BRI B HARAF B HAAR L HE R R AR AR AR BER R
# Algoritmo implementado em R para obter a fungio de distribui— #
# (o para o casp bilateral nio—balanceado e ndo—central , com &
# nu = Inf #
AR d ARl AR RaaR bR adtdERdaR i Eadd B AEad B a AR e B RS

pNDBDF =<— functionig. r, nu. delta, m = 33)
i

k =— lengthir}

ixn =— pauss.quadin. kind="legendre™)

¥ =— xxSnodes

w =— xxbkweights

# intervalo de integragio de O a |

y =— (L5 * x + 0.5 # de —1 a | para { a 1

fx =— nu/2«lopino) — lgammainuf2) — (pu/2—1) % logi2) + (nu—1)+

logiy) — no & y & v { 2

fx =— expi(fx)

¥y <— matrix{y, o, 1} = q

fy =— {5 % apply(y. 1, pNDBD. r, delta . n} » fx

I <— sum(fy = w)

# intervalo de integragio de | o Infty — transformagio
# voe— —In{x}, 0 < x < exp(—=1)
b

<— expi—1}

8 =<— 0

£t <— (b —a) £ 2« x + (b <+ a) /2 #de -1 a1 pare O o expi—1}
y =— —logf(x) # de 0 a ecxp(—1) para 1 a +infty

fx =— nu/2«log(no) — lgamma(nu/2) — (onu/2—1)«logi2} + (nu—1)=
logiy) — nu &« ¥y % v § 2

fx =— exp(fx)

Y <— matrix{(y, n, 1} % q

fy «=— (b — a) { 2 & apply(y, 1, pNDBD, r. delta. n) / x & fx
I =— I + sumi{fy » w})

returni{l}
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AR ENRE AR RS RN HEE R B SRR AT AN AR AL NG R HE R AR AR

# Algoritmo implementado em B para obter a fungio densidade para#

# 0 caso unilateral nio—balanceado ¢ néo—central , ¢om nu =

Inf #

FEERAA RN R AR AR RN AR AR AR S R AR AL A AR F AR B R R AR

HNDUDF <— function{g. r, nu, delta, n = 32)

i

k =— lengthi{r}

xx =— pauss.quadim, kind="legendre™)

% <— xxSnodes

w <— xxiweights

# intervalo de integragio de @ a I

¥y =— 0.5 » x +# 0.5 # de —1 o | para (b o 1

fx £— ow/2 * logi{nu} — lgpmma{nu/2) — (nufl—-1) # log(2) +
{nu—17 & logiy) — nu » ¥y « ¥ f 2 + logi{y) # + jacobisno

fx =— expifx)

¥ <— matrix{y., n. 1) = g

fy =— 0.5 * apply{y. 1, dNDUD, r, delta ., n} « fx

I =— sum(fy = w)

# intervalo de integragio de | a Infty — transformagio

#y «<— —In(x). 0 <« x < exp(—1)

h =— exp(—1}

4 =— 0

aoe— (F—=-a) f 2 x4 (b-%"8) f 2

# de —1 o 1 para O a expi—1}
¥y =— —log{x) # de 0 a exp{—1) para 1 a +infty
fx «— nu/2 % logi(nu} — lgamma{nu/2} — (nuf2—1} « log(2) +

{nu—1) « logiy) — nuw % ¥y & ¥ f 2 + log{y) # + jacobiano
fx «— expifx)

¥ <— matrix{y., n, l} % g

fy <=— (b — w) ¢ 2 &« wpplyiy, 1, dNDUD, r, delta, n} !/ x »
I =— | % sumify + w)

relurni{l}

fx
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HELHFARAULEEFAR AR AR LI BEANF LSRR AAARRHA ML RAE s A sl aA R
# Algoritmo implementado em K para obter o fungio densidade para#
# o caso bilateral nio—balanceado ¢ nBo—central . com nu < Inf #
AR BRI FHFA S H AR AR L EFAR TR F R ERERnd AR HRFS
ANDBDF <— functionig, r, nu, delta, n 32)
i

k =— length{r}
X% =— goauss.guadin, kind="legendre®)

<— xxSnodes

=

<— xxbweights

w
# intervalo de integragio de 0 a 1

¥y =— 0.5 » 1 + 0.5 # de —1 a | para 0 a 1

fx «— nuwi/2 # loginu} — Ilgamma{ou/2} — (nof2—-1} « log(2) +
{fno—1) « log{y}) — nu « ¥y « ¥ / 2 4+ logiy) # + jncobianao
fx =— expifx)

¥ =— matrix{y, n, I} % g

fv =— 0.5 « apply(y, 1, dNDBD. r, delta , n} =+ fx

I <— sum(fy = w)

# intervalo de integragio de | a Infty — transformagdo

# oy e— —lIn{x), 0=x 2 exp{—1)

b = exp(—1})

no=— 0

=— (b— a) f 2 &« x4+ (b4 a) f2 #de -1 al para O 8 expi—1}

y <— —logi{x) # de 00 a exp{—1) para 1L a +infty
fx «<— ou/2 % log{nu} — lgamma{ow/2)} — (nu/2—-1} « log(2) +
{nu—1) « logi{y}) — nu » ¥ « v / 2 4+ log(y) # 4+ jacobiano

fx =— exp(fx)

Y <— matrix{y. n. 1) * g

fv «=— (b — u) ¢/ 2 & apply(y., 1, dNDBD, r. delta. n) / x &« fx
I =— 1 4 sum(fy « w}

returni l)
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rHEHRR AR ERARF SRR IS RAT AR aniandRR B E AR R RARY
# Algoritmo implementado em R para ohbter a inversa da fungio de &

# distriboigio para o caso vnilateral ndo—balanceade ¢ nio—cen— &

# traul , com nu < infty #

FEEHRRRE L EHARA R ERAR S RARAR U RAAAF AR RaRART SRR L E AR BB HENS

pNDUDF =— functionip, r, nu, delta, n = 32)
|

k =— lengthir}

alphs == 1 — p
alpha_k =— 1 — (l—alpha )*il1ik)
gl =— gt{1l — alpha_k, nu) # valor inicial

maxlt =— 5000

tol =— le—13

cony =— F

it == 1@

while ({conv == F) & (it == maxlt}}

!
gl =— gO—(pNDUDF{q0.r . nu,delta ,nj— p/dNDUDF{g0 ¢ oo, delta .n)
if {abs({gl—-ql) == tol) conv =«— T
gl =— gl
itoe— it o+ 1

i

returnigl}
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FHEHEAAFELAER AN EEARRR L BARF B RARAT SN A ARt AR AR SR AR ARV B RN

# Algoritmo implementado em B para obter a inversa da fungio de #
# distribuigdo para o ceso bilateral nio—balanceado e nio—cen— #
# trol , com nuw < infty #

sidsgadddnagdddnn s i e nagdat iR e adgdn i ng A e AR

gNDBDF <— function{p. r, no, delta , n = 32)
|
k =— lengthir}
alpha =— 1 — p
alphak =— 1 — (1—alpha/2)37(1/k)
ql) =— qt{l — alphak , nu)y # wvalar
il (gl = 0) g =— —qb
maxlt <— 5000
tol <— le—13
cony <— F
it =— 0
while ({conv == F) & (it <= maxlt))
!
gl =—gl—(pNDBDF{qD.r no.delta .n)—p )/ dNDBDF(gl .r oo . delta .m)
if (abs(gl—-gll}) == tol) conv =— T
gl <=— gl
it =— it + 1
H
relurn{ql}
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ANEXO A - Inferéncia basica
Probabilidade

Tomando Magalhaes (2006) por referéncia, pode-se calcular a probabili-
dade de uma variavel estar num certo intervalo (a,b], pela integragdo da fungdo
de densidade da varidvel naquele intervalo ou entdo pela diferenca da funcao de
distribuicio da varidvel?® calculada no limite superior do intervalo b e no limite

inferior do intervalo a , ou seja:
b
Pla < X <b| = / f(z)dz = F(b) — F(a).

A inclusd@o ou nao dos valores a e b ndo altera o valor da integral e, por-
tanto, a probabilidade, o que acarreta que para as varidveis aleatdrias continuas a

probabilidade da varidvel ser igual a um particular valor é zero.
Esperanca condicional

Kolmogorov (1956), Mood, Graybill e Boes (1974), Magalhaes (2006),
dentre outros, definem a probabilidade condicional de um evento A qualquer, por

exemplo Y < y, dada uma varidvel aleatéria X = z discreta como:

P[A; X = x]

P[A|X =z] = PIX =

com o evento A e a varidvel aleatéria X bem definidos no mesmo espago de pro-
babilidades.

Mas se X é continua, P[A|X = x] ndo pode ser analogamente definida
pois P[X = z| = 0. No entanto, se x é tal que o evento (x —h < X < x+h) tem
probabilidade positiva para algum h > 0, entdo, pode-se definir a probabilidade

condicional do evento A dada uma varidvel aleatdria continua X = z como o

ZDerivado do teorema fundamental do célculo para fungio f(z) que seja continua em [a,b] e sua
primitiva F'(z) seja conhecida.
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limite de probabilidades condicionadas calculadas na vizinhanca de x, ou seja:

P[AIX =z]= lim P[Alzx—h< X <x+ h]
0<h—0

se este limite existir.

Segundo Magalhiaes (2006), usando a ideia de probabilidade condicional,
o conceito de fungdo de distribuicdo pode ser estendido, considerando o condici-
onamento a um evento. Assim, a definicdo de funcio de distribuicdo condicional
de A, dado que ocorreu X, com P(X) > 0, é:

P
F(a|X)=P(A<alX)=
Assim, se A e X sdo ambas varidveis continuas define-se a densidade

condicional de A dado X, como:

fA,X (a,:n)

fA|X(a’x) = T@)’

cuja expressdo € a densidade conjunta de A e X dividida pela densidade marginal
de X.

O condicionamento é preservado também na relacdo entre funcdo den-
sidade e funcdo de distribuicdo, resultando como consequéncia, dentre outras, a

expressao:
[e.e]
Fy(a) = / fx(z)Fax(alr)dz, com — oo <z < oo.
—0o0
Mas F(a|X) = P(A < a|X), entdo:
o0
Fy(a) = / P(A < a|X)fx(z)dx.
—00
Em concordancia com Mood, Graybill e Boes (1974), Magalhdes (2006) também

propde usar a probabilidade condicional P[A|X = z| para calcular outras proba-
bilidades, como a probabilidade total de A (considerando que Fa(a) = P(A <
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a) = P[A]), ou seja:

P = [~ PLAX = sl f(a)da,
—0
com X uma varidvel aleatéria continua.

Magalhaes (2006) também define a esperanga condicional como a espe-
ranca calculada com a probabilidade condicional. Assim, com A e X varidveis
aleatdrias no mesmo espago de probabilidade, a esperanca condicional de A dado
que X = z, se existir, ¢ dada por:

o0

adFy x(a|X = ).

Emw_@_/

Ross (2007) lembra que esta esperanca condicional de A € definida para todos os
valores de x tais que f(x) > 0.

Magalhaes (2006) ainda diz que se E/(A) é finita, o Teorema de Radon-
Nikodiym garante a existéncia da esperanca condicionada a X. Ressalta que a ex-
pressdo E(A|X = x) é uma fungdo de z, frequentemente denominada de regres-
sdo de A em relagdo a X, e corresponde a média de valores de A, restrita aos
valores de X iguais a x. O autor ainda complementa que caso nao seja particulari-
zado o valor de X, escreve-se E'(A|X), denominando-a de esperanca condicional
de A dado X, que € uma funcio da varidvel aleatdria X e, portanto, € também uma
varidvel aleatdria, no mesmo espaco de probabilidade.

Outro autor, Meyer (1984) diz que s6 tem sentido falar de esperanca condi-
cional porque E(A|X) é uma varidvel aleatdria. Ele interpreta a esperanga condi-
cional E(A[X = x) como pelo fato de que F 4 x (a|X = z) representa a fungdo
de densidade de probabilidade de A para um dado X = z, E(A|x) é a esperanga
de A, condicionado ao evento X = z. Ross (2007) reforca que E(A|X = x) é
uma fungdo da varidvel aleatéria X cujo valor para X = z éa E(A|X = x). Ele

também afirma e prova para o caso de X ser discreta, que:
o0
E(A) :/ E(AX =) fx(z)dx.
—00

Além disso Mood, Graybill e Boes (1974) afirmam que se A = {h(X,Y) <
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z} entdo:
P[A|X =z] = P[h(X,)Y) < z| X = x| = P[h(2,Y) < 2| X = 1],

ou seja,
oo

Plh(z,Y) < z] = / Plh(z)Y) < 2| X = z]f(z)dz.

—oco
Assim, essa expressdo € a esperanca condicional de P[h(z,Y) < z].
Por exemplo, tomando X e Y varidveis aleatdrias independentes e Z =
X +Y, entdo:
o0

Fy(z) = PlZ <2 = P[X+Y < 7 :/ PIX +Y < 2IX = a]f(2)da

— 00

P[ZSz]:P[X—i-YSz}:/OO Plz +Y < z]f(x)dx

— 00

P[Zgz]:P[X—l—YSZ}:/_OO PlY < (z —2)|f(x)dx

PlZ <z|=P[X+Y <z]= / Fy(z —z)f(x)dz,
— 0o
em que Fy (y = (z — x)) é a func@o de distribuicdo de probabilidades da varidvel

aleatdéria Y no pontoy = 2 — .
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ANEXO B - Estrutura correlagao produto

Este anexo tem por objetivo esclarecer como se obtém a expressdo para
determinar o coeficiente de correlacao entre as diferencas de médias do tratamento
controle e dos tratamentos em teste, ou seja, a Corr[(Y; — Y, 11),(Yy — Y, 11)],
representado por p;;/, parai,i’ = 1,2,...,7r,comi # 7',

Genericamente, quando a partir de uma populacdo ¥ ~ N(y,, UZ) toma-
se uma amostra aleatéria de tamanho n, Y7, Y5, ....Y,, o estimador ndo viesado

N . . ~2 2
da variancia populacional ¢, € dado por

n

> (Vi -Y)

~ k=1
52 =
n—1
A média amostral Y é independente da varidncia amostral estimada 6\5.

Se forem tomadas duas amostras independentes de tamanhos n4 e np de
duas populagdes normais A e B, os estimadores da média e da variancia para estas
populagdes sdo, respectivamente, Y 4 e 54 € Y g € 05.

Pelo fato das amostras serem independentes, a combinacdo linear dada
pela diferenca de suas médias, Y 4 — Y p, também tem distribui¢io normal, com
média piy, v, = pra — pp. A varidncia da diferenca das médias amostrais ¢

igual a soma das variancias de cada média, como mostrado a seguir.

0(27,4—73) =F {[(YA - ?B) — (A — HB)]z}
=E{[(Ya—pa)— (VB —p)*}
=E{(Ya—pa)* =20Va—pa)Yp —pp)+ (Vi - pp)?}
= E[(Ya = pa)’] = 2B[(Ya — pa)(YB — )l + E[(Y B — 18)?].

Por definicdo, a covariancia entre as varidveis aleatdrias Y e Ypédada
por Cov(Y 4,Y g) = E[(Y a—pua)(Y —uup)] (MAGALHAES; LIMA, 2005). Como
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Y 4 e Y p sdo varidveis aleatérias independentes esta covariincia é nula j4 que:

Cov(Y 4,YB)=E[(Ya—p1a) (Y —pup))

EYAYp—Yaup — paY B+ paps)
E(YAY B) — upE(Y 4) — paE(Y B) + papn
1A

0.

HB — UBHA — HAUB + HALB

0y vy =  BlVa—pa)?l+ B(Yp —pup)’l=  of +0f

Da teoria das distribuicdes amostrais, a distribuicdo amostral da média
amostral de uma populacdo normal com média y e varidncia finita o2, obtida a
partir de amostras de tamanho n, € normal com média ps = p e variancia GQY =
02 /n (FERREIRA, 2009). Assim

2 2
2 94 2 9B

o £ e 0% =
Ya na Y&

No caso de homocedasticidade, ou seja 03 = 0% = 02, tem-se que:

2 _e2( Ly
oV, v, = O nA—l—nB .

Nestas mesmas condi¢des de populagdes e amostras, tomam-se os estima-
dores Y ¢ e 52 de uma populagdo normal C. Para determinar a correlagdo entre
duas varidveis aleatdrias dadas pela diferenca entre médias, sendo uma das médias

Y ¢ comuns em cada diferenga, ou seja Corr[(Y 4 — Y ¢),(Y g — Y )], tem-se

o0(Va = V).V - ch.

R

Corrl(Ya—Yc),Yp—Y¢) =
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ACov[(Y4—Y¢),(Yp —Y) édada por:

=B{[(Ya-Yc)~ (na —po)l[(Y5 = Ye) — (up — pe)l}
=B{[(Ya—pa) = Yc— )Y —pp) = Yo — pne)l}
=E[(Ya—pa)Yp—pp)—Ya—pa)Ye—pc)— Yo —pc)Yp—ps)
+ (Ye — pe)?]
=E[(Ya—pa) V5 —pp) = E[(Ya—pa) Yo —pc)l — El(Yo — ue) (Y — ps)]
+E[(Yo — pe)?]
=Cov(Y 4,Y ) — Cov(Y 4,Y¢) — Cov(Ye,Y )+ E[(Y e — ue)?].

Como Y 4, Y p e Y ¢ sio independentes, a covariincia entre cada par de médias é
nula. Assim,

2 o’

Cov[(Ya—Ye).(Ys—Yo)l = El(Yc — po)’) = og = ne’

e, portanto, a correlacdo entre as duas diferencas de médias é dada por

o2

Corr(Ya—Yc¢),Yp—Yc) = e

2 2 '
\/ Y 4-Ye \/ oYp-Ye

Como as populagdes sdo homoceddsticas, chega-se a

Corrl(Ya—Ye),Yp—Yo) =

que também pode ser escrita como:

_1 1
Corr(Ya—Y¢),(Yp—Yo)] = U .
1 1 1 1
\/(nﬁnc) V(wﬂc)
1 1

Esta correlacdo tem uma estrutura especial denominada de correlacdo-
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produto.

Assim, voltando ao contexto da determinagdo do coeficiente de correlagdo
entre o contraste do 7-€simo tratamento em teste com o controle e o contraste do 7'-
ésimo tratamento em teste com o controle, com 4,7 = 1,2,--- ,r e 1 # i/, tem-se

a expressao genérica para a correlagdo entre cada par de contrastes

\/1 + nr+1 \/1 nr+1 ’

em que n; € ny sdo o nimero de repeti¢des do i-€simo e do i'-€simo tratamento

COFV[(?i — ?7‘4_1),(}/7;/ — 7"+1

em teste, respectivamente, e 1,1 0 nimero de repeticdes do tratamento controle.
Chamando de p; e p; os termos da fatoragdo desta correlagdo, pode-se

escrever:

Corr|(Yi = Yy41),(Yir = Y1) = /pin/pir-

Assim, genericamente, cada termo p; € dado por

o2

Nyr4+1
Pi= "3 o2
ng Nr41
1
Nr4+1
1 1

ng Nyr41

1
:Wpara”b—l 2 e Ty

De forma matricial, denotando /p; = \;, obtém-se a matriz de correlagdes entre

as r comparac¢des como

1 A Mz o0 A\
A2A1 1 XA ... A,

p=| XA Asha 1 M3,

ArAl A A2 A A Lo 1
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Observa-se que a expressao do termo p; estd relacionada com média harmo-

nica dos valores dos tamanhos amostrais das duas médias envolvidas (n;, n,41),

pois 9

ng Npr41

pode ser escrita como

XH(n,i,nr+1) o 1

2 T 1
g + N1

que éigual a p; X nyyq.



