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RESUMO

Para a hipótese de esfericidade, propôs-se o estudo de dez testes para verificar a robustez quanto
a presença de outliers e à a alta dimensionalidade dos dados. Como o teste da razão de veros-
similhanças se degenera quando p ≥ n, aplicou-se a estatística do teste de John (1971) (JAs)
por ser robusta quando p ≥ n, sua versão modificada: trocando a matriz de covariância pelo
estimador comedian (JAsR) e as abordagens bootstrap (JB) e bootstrap modificada (JBR). Foi
estudado também o teste da razão de verossimilhanças (LRTAs), assim como o LRTAs com a
estatística de teste modificada, seguindo o mesmo critério da estatística J: LRTAsR, LRT B e
LRT BR. Utilizou-se ainda uma adaptação da estatística do teste de máximo proposto por Chen
et al. (2020): T B e T BR. Foram utilizadas as distribuições normal e normal contaminada com
30% de contaminação. Concluiu-se que as versões bootstrap dos testes apresentaram um de-
sempenho melhor, pois foram robustas quanto à presença de outliers, e que o JB e o JBR foram,
ainda, robustos em relação à alta dimensionalidade dos dados.

Palavras-chave: Robustez. Matriz de Covariâncias. Simulação.



ABSTRACT

For the sphericity hypothesis, the study of ten tests was proposed to verify the robustness re-
garding the presence of outliers and the high dimensionality of the data. As the likelihood ratio
test degenerates when p ≥ n, the test statistic proposed by John (1971) was applied, as it is
robust when p ≥ n, and its modifications, in which the covariance matrix was replaced by its
robust comedian estimator (JAsR), its bootstrap version (JB) and the modification of the bo-
otstrap version, which replaced the sample covariance matrix by its robust comedian estimator
(JBR) . The likelihood ratio test (LRTAs) was also studied, as well as the LRTAs with modified
test statistics, following the same criteria as the J statistic: LRTAsR, LRT B and LRT BR. An
adaptation of the maximum test statistic proposed by Chen et al. (2020) was also used: T B and
T BR. The normal and contaminated normal distributions with 30% contamination were used.
It was concluded that the bootstrap versions of the tests performed better, as they were robust
in terms of the presence of outliers, and that JB and JBR were also robust in relation to the high
dimensionality of the data.

Keywords: Robustness. Covariance Matrix. Simulation.
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SSS: matriz de covariâncias amostral..

T B: teste do máximo entre as versões bootstrap LRT B e JB das estatísticas (3.2) e (3.3).

W : estatística de teste para a hipótese de identidade proposta por Ledoit e Wolf (2002).

WAs: teste assintótico que utiliza a estatística W de Ledoit e Wolf (2002) com o estimador SSS.
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1 INTRODUÇÃO

Existem vários tipos de testes a respeito das estruturas da matriz de covariâncias. Para

cada tipo de hipótese é obtida uma estatística de teste diferente. O teste de esfericidade é um

dos vários testes existentes sobre a estrutura da matriz de covariâncias. Nele, o interesse do

pesquisador é averiguar se a matriz de covariâncias é composta por variâncias homogêneas e

por covariâncias nulas.

O modelo de regressão matricial é dado por: yyy = XXXβββ + εεε , em que εεε = [ε1,ε2, · · · ,εp]
′.

Uma das aplicações do teste de esfericidade ocorre na verificação das pressuposições para a

análise de regressão, as quais são: os erros (εi’s) serem independentes, aleatórios, homocedás-

ticos e normalmente distribuídos com média 0. Assim, para que os erros sejam homocedásticos

e independentes, σ2
εi
= σ2 > 0 e Cov(εi,ε j) = 0, para i ̸= j, ou seja, ΣΣΣ = σ2III, em que III é a

matriz identidade de ordem p. Como afirmado por Cribari-Neto e Gois (2002), a suposição de

homocedasticidade é violada em muitas situações, especialmente quando o interesse reside na

modelagem de dados de corte transversal. Neste caso, é muito comum que os dados apresentem

heterocedasticidade.

Alguns trabalhos, como o de Ledoit e Wolf (2002), tiveram o objetivo de encontrar

testes de esfericidade robustos quanto à alta dimensionalidade dos dados em que p ≥ n, sendo

p o número de variáveis (a dimensionalidade dos dados) e n o tamanho amostral. Campos

(2019) realizou um estudo para encontrar ou propor algum teste de esfericidade para variâncias

homogêneas e iguais a um e covariâncias nulas robusto em relação à alta dimensionalidade dos

dados, na presença de outliers e também à assimetria da distribuição. A autora propôs o uso

da versão Monte Carlo do teste da razão de verossimilhanças para os casos em que n > p, e,

para quaisquer situações de n e p, incluindo quando p ≥ n, recomendou o uso da versão Monte

Carlo da estatística W proposta originalmente por Ledoit e Wolf (2002). Nenhum dos testes

estudados tiveram um bom desempenho em relação ao controle das taxas de erro do tipo I nos

casos de assimetria da distribuição.
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Chen et al. (2020) propuseram novas estatísticas para o teste de identidade, cuja hipótese

nula a ser testada é: H0 : ΣΣΣ = III, e também para o teste de igualdade entre duas matrizes, alte-

rando a estatística do teste da razão de verossimilhanças (LRT ) e a estatística baseada na norma

Frobenius, considerando o valor absoluto do máximo dessas duas estatísticas modificadas. O

teste de identidade proposto teve, em geral, desempenho superior aos testes já existentes, sendo

eles os testes de Bai e Silverstein (2008), de Chen, Zhang e Zhong (2010), de Fisher (2012),

de Ledoit e Wolf (2002), de Wang, Yao et al. (2013), de Cai, Ma et al. (2013) e de Srivastava,

Yanagihara e Kubokawa (2014). O teste proposto apresentou bom desempenho para o caso de

alta e de baixa dimensionalidade.

O objetivo deste estudo é propor testes robustos de esfericidade em situações de distri-

buição normal com e sem outliers e também de alta dimensionalidade dos dados. São prospostas

as versões assintóticas do teste da razão de verossimilhanças e do teste de John (1971), assim

como as modificações de suas estatísticas de teste. São, ainda, obtidas as versões bootstrap

dos testes assintóticos originais e modificados, e do teste de máximo, adaptado de Chen et al.

(2020).

O trabalho foi dividido em 5 capítulos, os quais são descritos a seguir. O presente ca-

pítulo (1) é a Introdução ao trabalho. No capítulo 2 encontra-se o Referencial Teórico. No

capítulo 3 é apresentado a Metodologia utilizada. No capítulo 4 são mostrados os Resultados

das simulações dos dados, assim como os comentários. O capítulo 5 dedica-se às Conclusões

finais. Após a Referência Bibliográfica, encontram-se os Apêndices A e B, os quais corres-

pondem aos resultados das simulações dos dados considerando 10% e 1% de significância,

respectivamente. E, no Apêndice C é disponibilizado o script do software R utilizado para as

simulações realizadas.
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2 REFERENCIAL TEÓRICO

O tamanho amostral é denotado por n, e o número de variáveis ou a dimensionalidade

dos dados, por p. Neste estudo, considerou-se haver alta dimensionalidade dos dados quando

p ≥ n. De acordo com Srivastava, Kollo e Rosen (2011), nos casos com p finito e n grande

(n > p), não se faz necessária a obtenção de testes robustos. Muitos estudos consideraram

encontrar um teste que apresente valores de poder maiores que os testes até então existentes.

Neste trabalho, abordou-se inicialmente os principais conceitos para o desenvolvimento

do que foi proposto, tais como distribuição normal multivariada contaminada, outlier, robustez,

simulação Monte Carlo, bootstrap. Seguiu-se com os rudimentos sobre o teste de esfericidade,

algumas de suas aplicações e também uma abrangente revisão bibliográfica do teste em estudo.

2.1 Distribuição normal multivariada contaminada

A distribuição normal contaminada multivariada é a mistura de distribuições normais

multivariadas. Em uma distribuição normal contaminada, assim como o nome sugere, existem

alguns dados que não seguem o comportamento padrão dos demais, os chamados outliers. A

quantidade de dados discrepantes é determinada pela constante de contaminação, presente na

expressão.

A função densidade de probabilidade de um vetor aleatório XXX = [X1, X2, · · · , Xp]
′ ∈ Rp

cuja distribuição é a normal multivariada contaminada é dada por

fXXX(xxx) =δ (2π)−p/2|ΣΣΣ1|−1/2 exp
{
−1

2
(xxx−µµµ1)

′
ΣΣΣ
−1
1 (xxx−µµµ1)

}
+

+(1−δ )(2π)−p/2|ΣΣΣ2|−1/2 exp
{
−1

2
(xxx−µµµ2)

′
ΣΣΣ
−1
2 (xxx−µµµ2)

}
,

sendo ΣΣΣi uma matriz de covariâncias positiva definida, µµµ i ∈ Rp o vetor de médias, i = 1, 2 e

0 ≤ δ ≤ 1 a constante de contaminação.
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2.2 Outliers

Um outlier é também conhecido como uma observação discrepante, extrema, atípica, pe-

riférica, incomum, não representativa ou remota. Como afirmado por Sathe e Aggarwal (2018),

um outlier é um ponto que se distancia expressivamente dos demais pontos dos dados, levan-

tando a suspeita de que foi gerado por outro processo. Sajesh e Srinivasan (2013) definiram

outlier como o ponto que não segue o padrão do restante dos dados. Desta maneira, os dados

inseridos incorretamente ou que não pertencem à mesma população que os demais dados podem

distorcer as estimativas e gerar resultados enganosos nas análises a que estão sujeitos.

De acordo com Sathe e Aggarwal (2018), os algoritmos para detecção de outliers são

computacionalmente intensivos. Os autores ressaltaram que no caso da alta dimensão, os atribu-

tos irrelevantes ocultam os outliers ao mascará-los. Sathe e Aggarwal (2018) e Barbosa, Pereira

e Oliveira (2018) afirmaram que a detecção dos outliers em alta dimensionalidade é complexa

por eles estarem em diferentes subespaços, visto que as variáveis são definidas em um espaço

p-dimensional. Assim, Sabino, Lage e Almeida (2014) indicaram utilizar as técnicas estatís-

ticas robustas em casos de presença de outliers como uma medida de intervenção para que a

análise dos dados não seja prejudicada.

2.3 Robustez

Conforme Campos (2019), o uso de estatísticas robustas visa produzir estimadores que

não tenham seu desempenho afetado por pequenas violações nos pressupostos do modelo. As-

sim, os estimadores robustos permanecem consistentes mesmo em situações de presença de

outliers e desvios de normalidade dos dados, por exemplo.

Segundo Srivastava, Kollo e Rosen (2011), quando n > p, com n grande e p finito, não

é necessário o uso de testes robustos, pois o teste clássico LRT é eficiente. De acordo com

Marden e Gao (2002), desvios de normalidade podem afetar significativamente o tamanho e o

poder dos testes estudados. Ronchetti (2006), afirmou, concordando com Srivastava, Kollo e

Rosen (2011) e com Marden e Gao (2002), que os procedimentos clássicos são ótimos quando o

modelo pressuposto é exatamente satisfeito, mas são viesados e/ou ineficientes quando desvios

estão presentes.
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Para estimar a matriz de covariâncias existem muitos métodos robustos, e uma maneira

para obter os estimadores robustos é modificar as estatísticas dos estimadores clássicos. No

presente estudo foi utilizado o comedian, assim como realizado por Campos (2019). O seu uso

é justificado pelos resultados dos trabalhos de Pereira (2017) e de Sajesh e Srinivasan (2013),

os quais concluíram que o comedian é o melhor estimador robusto, ao compararem os testes

que utilizam o comedian e testes que usam outros estimadores robustos.

No trabalho de Pereira (2017) foram propostos e avaliados testes de normalidade multi-

variada baseados em distâncias robustas quanto à presença de outliers. A autora verificou que

o teste que usa o comedian tem os melhores resultados, controlando as taxas de erro do tipo

I e obtendo o poder alto sob normalidade multivariada dos dados. O poder de um teste pode

estar entre os valores 0 e 1, sendo que, quanto mais próximo de 1, mais alto é o poder do teste.

Sajesh e Srinivasan (2013) concluíram que o comedian é capaz de detectar todos os outliers

eficientemente baseado na taxa de sucesso e na taxa de detecção falsa sendo que sua eficiência

aumenta com o aumento da dimensionalidade dos dados.

2.3.1 Comedian

O comedian é uma medida alternativa robusta da matriz de covariâncias, a qual utiliza

a mediana (Md), e foi proposta por Falk (1997). Sejam X e Y duas variáveis aleatórias, Md a

mediana. O comedian de X e Y é definido por:

C(X ,Y ) = Md[(X −Md(X))(Y −Md(Y ))].

O comedian generaliza o desvio absoluto mediano (MAD), uma vez que, se Y = X ,

C(X ,Y ) = C(Y,Y ) = MAD(Y )2, o que foi provado por Mantaj, Pater e Wagner (2010). O

MAD(Y ) é dado por:

MAD(Y ) = Md[|(Y −Md(Y ))|].

Como ressaltado por Rodríguez et al. (2017), o C(X ,Y ) se assemelha à Cov(X ,Y ), porém

o comedian sempre existe, e já a covariância requer a existência dos dois primeiros momentos de

X e Y . Palma, Srinivasan e Sajesh (2013) afirmaram que o comedian tem outras características
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importantes, como a consistência forte e a normalidade assintótica, as quais são provadas por

Falk (1997).

Outras propriedades conhecidas do comedian são a simetria, a locação invariante e a

escala equivariante. A escala equivariante é tal que sejam a, b ∈ R, C(X , aY + b) = aC(X ,

Y ). A simetria e a locação invariante garantem que C(X , Y ) = C(Y , X). Um estimador é

consistente se ele se torna cada vez mais próximo do parâmetro na medida que se aumenta

o tamanho amostral. O estimador pode ter consistência fraca ou forte, sendo a convergência

apenas em probabilidade ou quase certa, respectivamente. Ĉ(X ,Y ) é assintoticamente normal

se Ĉ(X ,Y )− an)/bn
D−→ Z, em que Z ∼ N(0,1) e as constantes an e bn são a média e o desvio

padrão assintóticos de Ĉ(X ,Y ), respectivamente. As provas das propriedades do comedian

foram reescritas no trabalho de Campos (2019).

Segundo Sajesh e Srinivasan (2013), o problema de estimadores não positivos semi-

definidos ocorre frequentemente em estimativas robustas de matrizes de covariância, o que foi

notado também para o comedian. Alguns trabalhos, como os de Sajesh e Srinivasan (2012) e

de Rousseeuw e Molenberghs (1993) focaram em solucionar esse problema, ou seja, lidar com

o estimador da matriz comedian não positiva semi-definida. Uma matriz positiva definida tem

elementos diagonais estritamente positivos, enquanto uma matriz positiva semi-definida tem

elementos diagonais não negativos

O comedian é uma medida de dependência entre duas variáveis. Assim, uma matriz

comedian é uma versão multivariada do comedian, conforme observado por Rodríguez et al.

(2017). A matriz comedian é definida como:

CCC(YYY ) = (C(Yi,Yj)),

em que i = 1, · · · , p e j = 1, · · · , p.

O comedian é, portanto, uma estatística robusta para a matriz de covariâncias. Para

avaliar o desempenho dos testes no presente estudo, foi utilizada a simulação Monte Carlo.

Foram simuladas amostras sob a hipótese nula para avaliar as taxas empíricas do erro do tipo I

e sob a hipótese alternativa para estimar o poder dos testes.
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2.4 Simulação Monte Carlo

O método de simulação Monte Carlo é um algoritmo computacional que, como afirmado

por Pereira (2017), utiliza sequências de números pseudoaleatórios, modelando, assim, a pro-

pagação da incerteza. A simulação Monte Carlo vem ganhando uma importância considerável

graças ao avanço da informática.

De acordo com Ferreira (2013), a simulação Monte Carlo tem a vantagem de não ser

afetada pela alta dimensionalidade dos dados, permite inferir a respeito das distribuições das

estatísticas de teste nos casos em que os parâmetros são desconhecidos e também nos casos de

violações das suposições dos modelos, além de avaliar o desempenho dos testes por meio da

validação do controle das taxas de erro do tipo I e do cômputo do poder.

A técnica é adequada nos casos em que pode substituir um sistema real e não pode ser

empregada quando não se pode determinar, de forma precisa, a distribuição do componente

aleatório. No caso de inviabilidade do uso da simulação Monte Carlo, é indicado o uso do

método bootstrap ou de permutação.

2.5 Bootstrap

Segundo Ferreira (2013), o método bootstrap consiste na reamostragem com reposição n

vezes de uma amostra original de tamanho n, acarretando a existência de nn amostras bootstrap

distintas ordenadas. Em cada uma, é computado o valor de uma estatística ou de uma quantidade

pivotal de interesse. A distribuição dessa quantidade de interesse é denominada distribuição

bootstrap, sendo a inferência realizada com base nessa distribuição.

Os métodos bootstrap são utilizados para a realização de testes de hipótese, estimação

de parâmetros por intervalos e estimação de erros padrões. Como ressaltado por Ferreira (2013),

eles são aplicáveis em situações em que os métodos tradicionais não poderiam ser, como nos

casos em que as pressuposições assumidas para os métodos clássicos são violadas.

No bootstrap paramétrico, são feitas suposições a respeito da distribuição e reamostram-

se observações da distribuição postulada, mas usando os valores das estimativas dos parâmetros

no processo de geração de pseudo-amostras. Espera-se que seja mais eficiente quando as supo-

sições paramétricas são verdadeiras,se comparado ao método não-paramétrico.
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No bootstrap não-paramétrico, o processo de reamostragem se dá a partir da função de

distribuição empírica dos dados (ou dos resíduos quando há uma estrutura de regressão). É mais

robusto com relação às hipóteses a respeito das distribuições, se comparado ao paramétrico.

2.6 Teste de Esfericidade

No trabalho de Mauchly (1940) foi introduzido o teste de esfericidade, o qual testa a

homogeneidade das variâncias e a independência entre as variáveis. A hipótese a ser testada é,

portanto,

H0 : ΣΣΣ = σ
2III,

em que ΣΣΣ é a matriz de covariâncias populacional de ordem p× p, σ2 é uma constante real

positiva desconhecida ou não especificada (ou seja, σ2 > 0) e III é a matriz identidade de ordem

p× p.

Mauchly (1940) mostrou ainda que uma população esférica permanece esférica sob uma

transformação linear ortogonal, assim como uma amostra esférica também é invariante sob esta

transformação. Segundo Ferreira (2018), como os contornos de mesma densidade são esféricos,

o teste resultante é denominado teste de esfericidade.

O teste de esfericidade utiliza a adaptação do teste da razão de verossimilhanças (LRT )

de Neyman e Pearson (1933) para a hipótese de esfericidade. Para as situações em que n > p, o

teste estatístico mais apropriado e comumente utilizado é o LRT para obter uma função poder

monótona crescente da razão dos autovalores da matriz de covariâncias populacional, como

mostrado por Carter e Srivastava (1977). Conforme Fisher, Sun e Gallagher (2010), as técnicas

clássicas de testes de hipóteses são baseadas na razão de verossimilhanças e se degeneram

quando p > n.

Srivastava, Yanagihara e Kubokawa (2014) ressaltaram que existem alternativas para os

casos em que p > n. Uma delas é reduzir a dimensão usando o método da taxa de descoberta

falsa (FDR) proposta por Benjamini e Hochberg (1995), nos casos em que as observações

forem igualmente positivamente relacionadas. Outra é aplicar a taxa média da descoberta falsa

(AFD) proposta por Srivastava (2010). De acordo com Benjamini e Hochberg (1995), o FDR
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exige o controle desejável contra erros originários da multiplicidade. Srivastava, Yanagihara e

Kubokawa (2014) enfatizaram que o FDR e o AFD não garantem que p possa ser reduzida a

uma dimensão muito menor que n.

Onatski et al. (2013) estudaram o poder assintótico do teste de esfericidade sob pertuba-

ções em uma única direção desconhecida, pois (p,n)→∞. Onatski et al. (2013) concluíram que

o poder do LRT aproxima-se do poder assintótico. Desta maneira, o LRT supera, em termos de

poder, os testes propostos por John (1971), Ledoit e Wolf (2002), Srivastava (2005) e Bai et al.

(2009).

Chen et al. (2020) afirmaram ainda que, para muitos problemas de teste o LRT é con-

siderado o teste mais poderoso quando p < n, mas se degenera quando p > n. Os autores

complementaram com a informação de que quando p é grande se comparado ao n, o LRT cor-

rigido para ser aplicável nestas situações tem desempenho ruim em relação ao poder, embora

controle bem os tamanhos do teste.

Teste da razão de verossimilhanças

A teoria do teste da razão de verossimilhanças (LRT ) é encontrada em Ferreira (2018).

Considere a distribuição da amostra aleatória YYY = (YYY 1, YYY 2, · · · , YYY n)
′ indexada por um vetor de

parâmetros θθθ , H0: θθθ ∈ Ω0 e H1: θθθ ∈ Ω1 duas hipóteses consideradas. Então a estatística de

razão de semelhança para testar H0 versus H1 é definida como

Λ =
L∗

o
L∗

1
, (2.1)

em que L∗
i é o maior valor que a taxa de probabilidade leva na região Ωi, i = 0, 1. A estatística

equivalente que pode ser usada é

−2logΛ = 2(logL∗
1 − logL∗

0).
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É utilizada a aproximação qui-quadrado assintótica que, sob H0, −2log(Λ) com f =

p(p+1)
2 −1 graus de liberdade, é

χ
2
1 = n

{
p log

[
tr(SSS)

p

]
− log |SSS|

}
·

O LRT é a razão entre a média aritmética e a média geométrica dos autovalores da

matriz de covariâncias amostral. Consequentemente, ambas as médias são iguais apenas se os

autovalores forem todos iguais. Portanto, o teste de esfericidade pode também ser interpretado

como sendo um teste de igualdade dos autovalores.

Box (1949) propôs uma correção para obter um melhor desempenho no teste, melho-

rando a distribuição assintótica de −2log(Λ), a qual é dada por

χ
2
2 =−

[
(n−1)− 2p2 + p+2

6p

]
{log |SSS|− p log[tr(SSS)/p]},

que, sob H0, possui distribuição qui-quadrado com f = p(p+1)/2−1 graus de liberdade.

Em resumo, o teste de esfericidade verifica se as variâncias são homogêneas e as co-

variâncias são nulas. Quando, além destas suposições, houver a restrição de que as variâncias

sejam iguais a 1, obtém-se o teste de identidade.

2.6.1 Teste de identidade

O teste de identidade é um caso particular do teste de esfericidade em que as variâncias

são homogêneas e iguais a 1 (σ2 = 1) e as covariâncias são nulas. A hipótese a ser testada é

dada por:

H0 : ΣΣΣ = III, (2.2)

em que ΣΣΣ é a matriz de covariâncias populacional de ordem p× p e III é a matriz identidade de

ordem p× p.

Wang, Yao et al. (2013) provaram que, se sob a hipótese nula H0 : ΣΣΣ = σ2III, em que σ2

não é especificada, os testes forem independentes do parâmetro de escala σ2 sob o valor nulo,

pode ser assumido que σ2 = 1 sem perda de generalidade, ao lidar com as distribuições nulas
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dessas estatísticas de testes. Portanto, nas condições citadas, a hipótese de esfericidade torna-se

a hipótese de identidade.

Mais recentemente, Chen et al. (2020) propuseram um teste de identidade que superou

os demais testes existentes, controlando melhor as taxas de erro do tipo I e obtendo valores de

poder mais altos. Assim, o artigo dos referidos autores motivou o presente estudo, em que a

estatística do teste de identidade proposta pelos autores foi modificada para a hipótese geral de

esfericidade.

2.6.1.1 Teste proposto por Chen et al. (2020)

Chen et al. (2020) propuseram dois novos testes para matrizes de covariâncias de alta

dimensão, considerando p grande mas não maior que n, sendo um teste de identidade e o outro

teste o de igualdade de duas matrizes de covariâncias. Os testes propostos são aplicáveis em

populações vindas de distribuições com quatro momentos finitos. O presente trabalho focou no

teste de identidade proposto por Chen et al. (2020), o qual foi adaptado para o problema em

estudo.

A estatística do LRT para o teste de identidade é dada por

L1 = trAAA− log |AAA|− p, (2.3)

em que:

AAA = (n−1)n−1SSS,

SSS =

n

∑
i=1

(xxxi − x̄xx)(xxxi − x̄xx)⊤

n−1
,

sendo p a dimensão dos dados.

A estatística baseada na norma de Frobenius, também proposta por Chen et al. (2020)

para o teste de identidade, é dada por:

L2 = tr[(SSS− III)2], (2.4)
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em que:

SSS =

n

∑
i=1

(xxxi − x̄xx)(xxxi − x̄xx)⊤

n−1

e III é a matriz identidade de ordem p× p.

A estatística proposta por Chen et al. (2020) para a hipótese (2.2), é:

T = max{|T1|, |T2|},

em que T1 = 1
σ1
(trSSS− log |SSS| − µ1) e T2 = 1

σ2
(tr[(SSS− IIIp)

2]− µ2), são as estatísticas de teste

(2.3) e (2.4), respectivamente, padronizadas sob a H0 dada em (2.2), e µ1, µ2, σ1 e σ2 são apre-

sentados no Teorema no trabalho de Chen et al. (2020). Para derivar a distribuição assintótica

do teste que utiliza a estatística T (Tmax) sob H0, primeiro foi estabelecido o Teorema do Limite

Central para trSSS, trSSS2 e log |SSS| no Lema mostrado em Chen et al. (2020). O vetor (T1,T2) se-

gue uma distribuição assintótica normal bivariada, com vetor de médias zero e com a matriz de

covariâncias com dois elementos diagonais iguais a 1 e elementos não diagonais iguais a 2y2
n−1

(σ1σ2)
.

Foram realizadas simulações numéricas para avaliar o desempenho do teste proposto sob

distribuições multivariadas normais e não normais. As distribuições foram: a normal padrão

(N(0,1)), a distribuição gama (G(4,2)− 2), a qui-quadrado
(

χ2
4−4√

8

)
, a t de Student

(
t6√
1,5

)
, a

log-normal
(
LN(µ,σ2)

)
e as misturas de distribuições normais (0,85N(0,1)+ 0,15N(0,4) e

0,85N(0,1)+0,15N(0,9)). Os cenários de dimensão e tamanho amostral considerados foram

de (p, n) = (40, 80), (40, 160), (40, 320), (40, 640), (80, 160), (80, 320), (80, 640), (160,

320), (160, 640), (320, 640), (480, 640), e, para cada um deles realizaram 5000 repetições

para a simulação ao nível de significância de 0,05. Para avaliar o tamanho dos testes foram

simuladas amostras sob H0 : ΣΣΣ = III. Para avaliar o poder dos testes simularam amostras sob

a H1 : ΣΣΣ = (σi j)p×p, em que σi j = 1,05 se i = j, σi j = 0,05 se 0 < |i− j| ≤ 3 e σi j = 0 se

|i− j|> 3.



29

O Tmax foi comparado aos outros testes de identidade propostos por Bai e Silverstein

(2008), Chen, Zhang e Zhong (2010), Fisher (2012), Ledoit e Wolf (2002), Wang, Yao et al.

(2013), Cai, Ma et al. (2013) e Srivastava, Yanagihara e Kubokawa (2014). O Tmax superou os

demais testes em casos de distribuições com caudas pesadas e pequeno excesso de curtose.

Para distribuições excessivamente pesadas (ou seja, com excesso de curtose), os testes

Tmax, de Bai e Silverstein (2008), Wang, Yao et al. (2013), Cai, Ma et al. (2013) e Srivastava,

Yanagihara e Kubokawa (2014) são liberais se (p, n) são pequenos mas se tornam exatos quando

(p, n) aumentam. Nos casos de p grande, Tmax apresenta o maior poder, se comparado às demais

estatísticas de teste estudadas. O Tmax apresenta bom desempenho tanto em baixa quanto em

alta dimensionalidade e, em geral, supera os demais testes.

2.6.1.2 Testes propostos por Campos (2019)

No trabalho de Campos (2019) foram utilizadas as seguintes nomenclaturas, definidas

no Quadro 2.1.

Quadro 2.1 – Nomenclaturas e descrição dos testes em estudo no trabalho de Campos (2019).

Nome Descrição
LRTAs Teste da razão de verossimilhanças assintótico

utilizando o estimador SSS.
LRTAsR Teste da razão de verossimilhanças assintótico

utilizando utilizando o estimador CCC.
WAs Teste assintótico que utiliza a estatística W

de Ledoit e Wolf (2002) com o estimador SSS.
WAsR Teste assintótico que utiliza a estatística W

de Ledoit e Wolf (2002) com o estimador CCC.
LRT MC Teste da razão de verossimilhanças versão

Monte Carlo utilizando o estimador SSS.
LRT MCR Teste da razão de verossimilhanças versão

Monte Carlo utilizando o estimador CCC.
WMC Teste da versão Monte Carlo da estatística W

de Ledoit e Wolf (2002) utilizando o estimador SSS.
WMCR Teste da versão Monte Carlo da estatística W

de Ledoit e Wolf (2002) utilizando o estimador CCC.

Fonte: Campos (2019).

Campos (2019) estudou o desempenho dos testes de identidade assintóticos LRT e W

(proposto por Ledoit e Wolf (2002)), denominados por LRTAs e WAs, respectivamente; das
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modificações destas versões assintóticas em que a matriz de covariâncias amostral SSS foi substi-

tuída por seu estimador robusto comedian (CCC), gerando os testes LRTAsR e WAsR e das versões

Monte Carlo dos testes (LRT MC, WMC, LRT MCR e WMCR).

A estatística do teste de razão de verossimilhanças para a hipótese (2.2) com a correção

de Korin (1968) é dada por

χ
2
1 =

[
(n−1)− 1

6

(
2p+1− 2

p+1

)]
[tr(SSS)− log |SSS|− p], (2.5)

que, sob H0 possui distribuição qui-quadrado com ν = p(p+1)/2 graus de liberdade, sendo SSS

o estimador de ΣΣΣ dado por

SSS =
1

n−1


n

∑
j=1

YYY jYYY ′
j −

n

∑
j=1

YYY j

n

∑
j=1

YYY ′
j

n

 (2.6)

e p é o número de variáveis e YYY j ∈ Rp, j = 1, 2, · · · , n, são as observações amostrais em uma

amostra de tamanho n.

A estatística de teste W , de Ledoit e Wolf (2002) é

χ
2
2 =

n
2

tr[(SSS− III)2]− p2

2

[
1
p

tr(SSS)
]2

+
p2

2
, (2.7)

sob H0 segue assintoticamente uma distribuição qui-quadrado com ν = p(p+ 1)/2 graus de

liberdade.

A ideia do trabalho de Campos (2019) foi aplicar as estatísticas (2.5) e (2.7), substituindo

o estimador (2.6) pelo estimador comedian (CCC) de ΣΣΣ. As estatísticas (2.5) e (2.7) modificadas

ficam

χ
2
3 =

[
(n−1)− 1

6

(
2p+1− 2

p+1

)]
[tr(CCC)− log |CCC|− p] (2.8)

e

χ
2
4 =

n
2

tr[(CCC− III)2]− p2

2

[
1
p

tr(CCC)

]2

+
p2

2
, (2.9)



31

respectivamente. Sob H0, é considerada a distribuição qui-quadrado assintótica para ambas as

estatísticas, com ν = p(p+1)/2 graus de liberdade.

Como as estatísticas de teste (2.5) e (2.7) foram modificadas, tornando-se (2.8) e (2.9),

e também por haver violação dos pressupostos do teste de esfericidade, suspeitou-se que a

distribuição assintótica qui-quadrado com ν = p(p+ 1)/2 graus de liberdade possa não ser

adequada para as estatísticas de teste (2.5), (2.7), (2.8) e (2.9). Então, foi obtida uma versão

Monte Carlo de cada uma delas e os autores esperavam haver um ganho no desempenho dos

testes.

O trabalho de Campos (2019) resultou em quatro testes robustos quanto à presença

de outliers para o teste de esfericidade com variâncias homogêneas e iguais a um: LRT MC,

LRT MCR, WMC e WMCR, sendo que WMC e WMCR são robustos também quanto à alta di-

mensionalidade dos dados (p ≥ n). As versões Monte Carlo dos testes WMC, WMCR, LRT MC

e LRT MCR têm o desempenho melhor se comparados aos testes assintóticos WAs, WAsR,

LRTAs e LRTAsR, respectivamente, por controlarem melhor as taxas de erro do tipo I. WMC e

WMCR são testes mais poderosos que o teste baseado em W .

Não é possível afirmar qual teste é melhor, se LRT MC, LRT MCR, WMC ou WMCR,

visto que cada um deles controla melhor as taxas de erro do tipo I dependendo da distribuição,

do tamanho amostral e da dimensionalidade dos dados. Ressalta-se a vantagem de se utilizar

WMC ou WMCR, por serem aplicáveis a qualquer configuração de n e p. Portanto, conclui-

se que os testes das versões Monte Carlo LRT MC, LRT MCR, WMC e WMCR são robustos

quanto à presença de outliers, sendo WMC e WMCR testes robustos também quanto à alta

dimensionalidade dos dados.

Aplicações do teste de esfericidade

Williams e Johnson (1990) propuseram uma estatística para o teste de esfericidade para

estimar o número de fontes de sonar. A distribuição aproximada desta estatística de teste con-

verge assintoticamente mais rápido para a distribuição qui-quadrado se comparada às estatísti-

cas de teste propostas anteriormente, e, portanto, fontes mais fracas são detectadas mais rapida-
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mente. A estatística de teste proposta fornece então uma melhor resolução de fontes espaçadas

de perto e a capacidade de detectar fontes com melhores relações entre o sinal e o ruído.

Como afirmado por Butler, Huzurbazar e Booth (1993), o teste de esfericidade é também

importante na análise de medidas repetidas. Os contrastes ortogonais entre os componentes das

observações devem ser não correlacionados e ter variâncias iguais para que os testes F sejam

válidos.

El-Sallam, Leung e Zoubir (2005) estudaram uma abordagem no domínio de frequências

para estimativas de canal parcimonioso, o que resultou na implementação de um receptor RAKE

(isto é, um tipo de receptor de rádio) de baixa complexidade e melhor desempenho em relação

aos métodos clássicos. Para tal, os autores mencionados usaram o teste de esfericidade para

identificar o número de componentes e caminhos múltiplos significativos.

De acordo com Wang e Yao (2013), se os dados forem um erro multivariado com p

componentes e seguirem uma distribuição normal, a hipótese nula de esfericidade representa a

hipótese de que o erro é transversalmente não correlacionado, ou seja, independente, e tem a

mesma variância (homocedasticidade).

Klausner e Azimi-Sadjadi (2013) estudaram a detecção de objetos subaquáticos nas ima-

gens de sonar usando o teste de esfericidade. O método proposto é adaptável ao local, indepen-

dente da qualidade da imagem, do alcance do sonar e de qualquer conjunto de treinamento

pré-definido. O teste da razão de verossimilhanças generalizado (GLRT ) foi então usado para

discriminar a região de interesse que contém alvos da região que não contém. O método pro-

posto detectou mais de 90% dos alvos no conjunto de dados utilizado neste estudo, ao contrário

do método existente comparado, que detectou apenas um pouco mais da metade.

Liu, Sun e Zhao (2017) desenvolveram um método de enumeração de fontes por meio

do critério de informação bayesiana generalizado (GBIC) baseado em uma estatística para o

teste de esfericidade no ruído gaussiano e também no ruído não gaussiano. Sob o ruído branco,

a matriz de covariâncias dos componentes dos subespaços de ruído das observações é proporci-

onal à matriz identidade, podendo ser testada, portanto, por um teste de esfericidade. O método

proposto tem alta probabilidade de detecção correta tanto no ruído gaussiano quanto no ruído

não gaussiano, além de apresentar desempenho melhor quando o número de amostras é menor
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que o número de sensores da matriz (ou seja, quando n < p), se comparado aos outros métodos

existentes aplicáveis a situação. Neste trabalho, Liu, Sun e Zhao (2017) não provaram a con-

sistência da estimativa proposta devido à dificuldade, e sugeriram o tema para o um trabalho

posterior.

Smith et al. (2018) propuseram e analisaram a detecção rápida de espectro em uma

rede de rádio cognitiva com vários usuários primários e secundários. Para tal, utilizaram o

teste de esfericidade de múltiplas amostras e também a metanálise. No teste de esfericidade de

múltiplas amostras para a detecção centralizada de espectro, ou seja, a capacidade de usuários

secundários de detectar a presença de usuários primários, cada usuário secundário envia ao

processador central o traço e o determinante da matriz de covariâncias amostrais para detectar

o sinal principal do usuário. Na metanálise, cada usuário secundário envia apenas o valor-

p ao processador central. Os autores concluíram haver desempenho muito próximos do teste

de esfericidade e da metanálise, sendo que a metanálise exige somente metade de informação

enviada ao processador central, reduzindo pela metade a sua sobrecarga.

Xiao et al. (2018) utilizaram o teste de esfericidade invariante localmente mais poderoso

de vetores gaussianos proposto por Ramirez et al. (2013) para detectar alvos no radar Multiple

Imput Multiple Output (MIMO). Os autores mencionados obtiveram um desempenho superior

se comparado a outros métodos já existente, além da redução do tempo computacional gasto.

Como observado, o teste de esfericidade tem inúmeras aplicações em estudos já publi-

cados. A seguir foram descritos, de forma resumida, alguns trabalhos a respeito do teste de

esfericidade, assim como suas contribuições. Os relatos foram ordenados de forma crescente

pelos anos de publicações.

Outros estudos sobre o teste de esfericidade

O teste de esfericidade foi proposto por Mauchly (1940) baseado no LRT nas situações

em que n ≥ p. Entretanto, nos casos em que n < p, o LRT não é aplicável. Sugiura e Nagao

(1968) afirmaram que o LRT para o teste de esfericidade é imparcial e provaram que o teste

de esfericidade também é imparcial no caso de amostra, ao reduzir o tamanho da amostra (n)

para os graus de liberdade n−1 do teste LRT . Sugiura (1969) desenvolveu a distribuição nula
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e também a distribuição não nula, ambas assintóticas, para a hipótese de esfericidade. Khatri

e Srivastava (1971) estabeleceram uma distribuição exata não nula para a hipótese do teste de

esfericidade. Pillai, Nagarsenker et al. (1971) obtiveram os momentos da estatística de teste

proposta por Mauchly (1940) em populações normal com matriz de covariâncias desconhecida,

em casos reais e complexos.

John (1971) propôs um teste que foi considerado por Sugiura (1972) e por Nagao (1973)

como o melhor teste localmente invariante (LBIT ), e foi construído sob a suposição de que

p/n → 0 para testar a hipótese de identidade da matriz de covariâncias. Destaca-se que o LBIT

pode ser computado para todos os tamanhos amostrais, incluindo os casos em que n< p, porém,

isto não pode ser justificado teoricamente.

Nagarsenker e Pillai (1973) desenvolveram métodos similares aos de Box (1949), de

Nair (1938) e de Nair (1940) para obtenção da distribuição nula exata para a estatística de teste

proposta por Mauchly (1940) sob distribuição normal p-variada. Nagarsenker e Pillai (1973)

simularam alguns pontos da distribuição exata da estatística de teste proposta por Mauchly

(1940), da aproximação de Mauchly (1940), da série de Box (1949) e de aproximações de

Willks e Tukey. Concluíram que as aproximações de Mauchly (1940) são ruins para p = 3,

mesmo considerando tamanhos moderados para n, e que as aproximações de Box (1949) têm

desempenho razoavelmente bom se n moderado e p pequeno.

Nagarsenker e Nagarsenker (1981) testaram a estrutura de esfericidade de uma matriz

Hermitiana, ou seja, testaram se todos os elementos da diagonal de ΣΣΣ são iguais na forma de

conjuntos e se todos os elementos fora da diagonal são 0. Os autores observaram que para n

grande, a hipótese de esfericidade foi verificada usando a expansão assintótica de Box (1949)

da estatística de teste.

Nagar, Jain e Gupta (1985) obtiveram a distribuição nula exata do LRT para testar a

esfericidade em uma matriz de covariâncias de uma população normal. Utilizaram para isto o

método da transformação inversa de Mellin e a integração de contornos.

Gupta e Nagar (1988) estudaram a estatística assintótica não nula do critério de esferici-

dade de Mauchly (1940) para duas alternativas diferentes. Os autores utilizaram momentos não

nulos da estatística da razão de verossimilhanças para o teste de esfericidade de várias amostras.
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Butler, Huzurbazar e Booth (1993) mostraram como a aproximação do ponto de sela

pode ser usada para aproximar a distribuição nula da estatística da razão de verossimilhanças

para testar, entre várias outras hipóteses estudadas pelos autores, a esfericidade. Ressaltaram

ainda que essas aproximações são inconsistentes com o aumento de n, porém essa inconsistência

tem pouca importância.

Ledoit e Wolf (2002) examinaram os testes convencionais de John (1971) e de Nagao

(1973) para as hipóteses de esfericidade e de identidade, respectivamente, sob a distribuição

normal assintótica. Concluíram que o teste de John (1971) é robusto quando p/n → c, em

que c é uma constante finita, tal que c ̸= 0, com (p, n) → ∞, e que o teste de Nagao (1973)

não é robusto quanto à alta dimensionalidade, modificando-o para tal. Wei, Dharmawansa e

Tirkkonen (2013) mostraram haver uma imprecisão na distribuição nula causada por um erro

de cálculo em Nagao (1973). Então, Ledoit e Wolf (2002) propuseram um teste de identidade

robusto quanto à alta dimensionalidade, o qual é obtido ao realizarem uma modificação do

então teste de Nagao (1973) e descobriram que o teste de John (1971) é robusto quanto à alta

dimensionalidade dos dados, considerando o esquema proporcional.

Segundo Marden e Gao (2002), os procedimentos de sinais e de posto são muito utili-

zados na estatística univariada por fornecerem testes robustos e fáceis de usar. No caso mul-

tivariado, os procedimentos de sinais e de posto espaciais são utilizados para testar hipóteses

estruturais em matrizes de covariâncias. Nestes casos, Marden e Gao (2002) concluíram que os

procedimentos de posto são competitivos aos procedimentos usuais da teoria sob normalidade

da distribuição dos dados, as chamadas estatísticas de teste paramétricas convencionais, e são

melhores sob distribuições de caudas pesadas. Já em relação aos procedimentos de sinais, Mar-

den e Gao (2002) ressaltaram que são um pouco menos eficientes sob a distribuição normal, e,

em contrapartida, são melhores quando sob distribuições com caudas mais pesadas.

Srivastava (2005) propôs alguns testes para a matriz de covariâncias, dentre eles testes

de esfericidade e testes de identidade baseados em estimadores consistentes de uma função

paramétrica da matriz de covariâncias populacional sob a distribuição normal p-variada.

Brcich e Iskander (2006) desenvolveram um teste de esfericidade para verificar a esta-

cionariedade de séries temporais. O teste proposto pode substituir o teste clássico até então
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utilizado, o KPSS, e apresenta ainda uma melhoria significativa no seu desempenho em casos

de processos autorregressivos (AR) com variações temporais.

Marques e Coelho (2008) estudaram três distribuições quase exatas para a estatística do

teste de esfericidade. As distribuições quase exatas se aproximam mais da distribuição exata do

que as distribuições assintóticas. Comparadas às distribuições assintóticas de Box (1949) e de

Butler, Huzurbazar e Booth (1993), as distribuições exatas obtidas tiveram desempenho muito

melhor, além de ser mais fácil determinar os parâmetros nas mesmas. Coelho e Marques (2010)

obtiveram distribuições quase exatas para a estatística do teste de esfericidade mais precisas do

que as desenvolvidas por Marques e Coelho (2008) para valores maiores de dimensionalidade

(p ≥ 10). Para tal, Coelho e Marques (2010) utilizaram a decomposição da hipótese nula em

duas hipóteses independentes, decompondo, então a estatística geral do teste de esfericidade

LRT em dois testes independentes e, assim, encontraram as distribuições quase exatas muito

precisas para a estatística do teste de esfericidade.

Fisher, Sun e Gallagher (2010) propuseram um teste de esfericidade baseado na desi-

gualdade de Cauchy-Schwarz, assim como o teste proposto por Srivastava (2005). O teste de

Fisher, Sun e Gallagher (2010) é comparável assintoticamente aos testes de Srivastava (2005)

e de Ledoit e Wolf (2002), sendo que cada um deles apresentaram um desempenho superior

sob certas hipóteses alternativas. Recomenda-se o uso do teste então proposto por Fisher, Sun

e Gallagher (2010) quando apenas alguns elementos da matriz de covariâncias forem diferentes

entre si, sob distribuição normal dos dados.

Motivados pelo trabalho desenvolvido por Ledoit e Wolf (2002), Chen, Zhang e Zhong

(2010) propuseram testes de esfericidade e de identidade não paramétricos, ou seja, que não

assumem uma distribuição paramétrica específica aos dados, não supondo, assim, a normalidade

dos dados. Os autores também consideraram situações de "p grande, n pequeno", sendo a

dimensão dos dados maior ou muito maior que o tamanho amostral, ou seja, p > n ou p >> n.

Realizaram estudos teóricos, empíricos e de simulações e observaram que os testes propostos

tiveram bom desempenho para uma vasta configuração de p e de n, sendo o teste de esfericidade

invariante sob transformações lineares de rotação e o teste de identidade invariante sob rotação

e deslocamento.
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Chen, Zhang e Zhong (2010) destacaram que a covariância amostral não converge para

a covariância populacional e que os testes propostos para as hipóteses de esfericidade e de inde-

pendência são baseados na matriz de covariâncias amostral. Porém, afirmam que procedimentos

de teste consistentes podem ser construídos para a covariância de alta dimensionalidade.

Srivastava, Kollo e Rosen (2011) provaram que os testes propostos por Srivastava (2005)

são robustos também sob a suposição de não normalidade dos dados e também quando p > n,

com (p, n) → ∞ e n/p → 0 ou n/p → ∞, por meio de resultados assintóticos. Os autores

destacaram que tais testes podem não ser aplicáveis a valores finitos de (p, n).

Marques e Coelho (2011) desenvolveram uma distribuição quase exata e muito precisa

para a estatística do LRT para o teste de esfericidade de bloco e descobriram ainda que a fato-

ração do logaritmo da estatística de teste pode ser usada para obter distribuições quase exatas

muito precisas. Os estudos das simulações realizadas mostraram que as aproximações quase

exatas têm também boas propriedades assintóticas, tanto para o aumento de n, quanto para o

aumento de p.

Ramirez et al. (2013) propuseram o teste invariante localmente mais poderoso para a

esfericidade de vetores gaussianos, o qual foi considerado ideal para hipóteses próximas, além

de ter melhor desempenho do que o teste da razão de verossimilhanças generalizado. Os autores

mencionaram que a teoria referente ao seu trabalho foi desenvolvida por John (1971).

O teste de Ramirez et al. (2013) teve o limiar de decisão de teste não preciso, e, por isto,

Xiao et al. (2018) derivaram as distribuições da estística de teste proposta por pelos primeiros

autores sob as hipóteses nula e alternativas, permitindo encontrar o limiar de decisão teórica

e avaliar com precisão o desempenho do teste na detecção de alvos no radar MIMO (Multiple

Imput Multiple Output). Além disso, o teste proposto por Xiao et al. (2018) mostrou-se superior

na detecção de alvos de radar MIMO em relação aos métodos já existentes e também teve

redução do custo computacional.

Onatski et al. (2013) propuseram um teste de esfericidade baseado no maior autovalor

da matriz de covariâncias amostral considerando que os dados sejam independentes e identi-

camente distribuídos oriundos de uma distribuição normal p-variada Np(0, ΣΣΣ) considerando as

hipóteses de teste dadas por H0: ΣΣΣ = σ2III versus H1: σ2(III+θvv′), em que v′v = 1. No entanto,
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Berthet e Rigollet (2013) mostraram que o maior autovalor não pode discriminar entre as hipó-

teses H0 e H1. Para haver a discriminação entre as hipóteses nula e alternativa, θ deveria ser

muito grande.

Wang e Yao (2013) propuseram correções no LRT e no teste de John (1971) para casos

com alta dimensionalidade dos dados e sem a restrição de normalidade. Os autores concluíram

que ambos os testes corrigidos são robustos quanto à alta dimensionalidade dos dados e também

quanto à não normalidade da distribuição, pois apresentaram melhor controle das taxas de erro

do tipo I e poder mais alto com o aumento de p ou de n e, que, fixado n, o aumento de p

ocasiona um melhor desempenho das estatísticas de teste corrigidas.

No teste de identidade, a suposição de que o vetor de médias é nulo não faz diferença

sob distribuição normal no uso da estatística de teste proposta por Cai, Ma et al. (2013). Já

nos casos de distribuições não normais com vetores de médias não nulos, a estatística de teste

de Cai, Ma et al. (2013) não pode ser utilizada e, para tal, Srivastava, Yanagihara e Kubokawa

(2014) recomendam o uso da estatística de teste apresentada por Chen, Zhang e Zhong (2010)

para testar a hipótese de independência, porém com um gasto de tempo computacional maior.

Font-Segura et al. (2013) introduziram o teste de esfericidade quadrática (QST ) para

detecção cega de sinais estacionários de sentido amplo em canais de desbotamento na seleção

de frequência com variação temporal. O QST é uma medida de dispersão dos autovalores no

espaço p-dimensional e teve um bom desempenho se comparado ao autovalor máximo norma-

lizado, sendo invariante em relação ao poder do ruído e ao ganho de canal.

Zou et al. (2014) desenvolveram uma correção de viés da estatística de teste baseada em

sinais proposta por Hallin e Paindaveine (2006) e obtiveram sucesso com o teste resultante, o

qual apresentou controle das taxas de erro do tipo I e poder elevado para todas as configurações

de n e de p, ou seja, com n ≥ p e com p > n.

Srivastava, Yanagihara e Kubokawa (2014) propuseram um novo estimador da norma de

Forbenius ao quadrado de ΣΣΣ1−ΣΣΣ2, dado por p−1tr[ΣΣΣ2] não viesado e consistente e modificaram

os testes propostos por Srivastava (2005) para testar a esfericidade e também a independência

da matriz de covariâncias. Os testes propostos modificados controlaram bem as taxas de erro

do tipo I e são robustos quanto às distribuições sob não normalidade, sem perda de poder.
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Caro-Lopera, González-Farías e Balakrishnan (2014) usaram a distribuição do traço de

uma matriz Wishart generalizada para estudarem o teste de esfericidade em modelos elípticos,

derivando sua distribuição exata.

Tian, Lu e Li (2015) estudaram o teste de esfericidade em casos de alta dimensionali-

dade, propondo um novo teste baseado no máximo das estatísticas de Srivastava (2005) e de

Fisher, Sun e Gallagher (2010) corrigidas para distribuições não normais. Com o uso de simu-

lações, os autores mostraram que o teste proposto é mais robusto em relação ao poder que os

testes originais sob várias distribuições e configurações entre n e p.

Mestre e Vallet (2015) afirmaram que, quando n > p o LRT pode ser generalizado,

obtendo, assim, o teste da razão de verossimilhanças generalizado (GLRT ), o qual pode ser

estendido a subamostras, selecionando apenas os autovalores positivos da amostra. Os autores

mencionados investigaram o comportamento assintótico tanto para n quanto para p do GLRT

para a esfericidade e concluíram que seguem distribuição assintótica normal com média e va-

riância específica, dependendo, assim, das verdadeiras matrizes de covariâncias. Ressaltaram,

ainda, que as simulações dos dados revelam a validade da descrição assintótica mesmo nas

situações de n e de p pequenos.

Li e Yao (2016) observaram que o teste de John (1971) apresenta poder maior se com-

parado ao teste de Chen, Zhang e Zhong (2010), além de ter uma implementação mais fácil e

ser computacionalmente mais rápido.

Mao (2016) analisou os estudos de Chen, Zhang e Zhong (2010) e de Srivastava, Yana-

gihara e Kubokawa (2014), os quais propuseram, em cada artigo, uma estatística de teste para

a esfericidade e uma estatística de teste para a identidade da matriz de covariâncias sob distri-

buições não normais. Mao (2016) concluiu que as estatísticas de teste propostas em ambos os

trabalhos são as mesmas, exceto por um fator de escala.

Li e Yao (2016) propuseram a estatística de teste quasi razão de verossimilhanças (QLRT ),

uma extensão do LRT para os casos em que p >> n. Observaram que o QRLT é o procedi-

mento mais indicado em situações de alta dimensão, dado o seu poder máximo para o teste de

esfericidade. Os autores concluíram que o teste de John (1971) e o teste QLRT apresentam um
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bom desempenho em relação aos tamanhos e aos valores de poder dos testes mesmo quando

p > n.

Feng e Liu (2017) propuseram duas estatísticas para o teste de esfericidade robustas

e eficientes sob alta dimensionalidade dos dados baseados nos argumentos de Spearman e de

Kendall.

Liu, Tamura e Taniguchi (2018) estudaram a hipótese de esfericidade da matriz de cova-

riâncias baseada em séries temporais de alta dimensão sob suposição de que limn,p→∞
p
n = c ∈

(0,∞). A distribuição nula assintótica é a normal padrão quando as observações são proveni-

entes de processos estacionários gaussianos. Os autores desenvolveram, então, a teoria do teste

de esfericidade de John (1971) no campo de séries temporais e propuseram um teste quando as

obervações são não dependentes.

Campos (2019) propôs alguns testes de identidade e verificou que a versão Monte Carlo

do LRT é robusta quanto à presença de outliers, mas é aplicável apenas quando n > p. Já

a versão Monte Carlo da estatística W proposta por Ledoit e Wolf (2002) é robusta tanto na

presença de outliers quanto nos casos de alta dimensionalidade dos dados. Nenhum dos testes

estudados pela autora foi robusto quanto a assimetria da distribuição dos dados.

Chen et al. (2020) propuseram uma estatística para o teste de identidade baseada no

máximo dos valores absolutos da estatística do LRT e de uma estatística baseada na norma de

Frobenius, sendo aplicável em situações em que n > p com p grande se comparado ao n, mas

não maior ou igual a n. Concluíram que o teste proposto superou o desempenho (ao apresentar

valores de poder mais altos nos casos em que os tamanhos amostrais eram semelhantes) dos

testes já existentes na literatura aos quais foi comparado, sendo eles os propostos por Bai e

Silverstein (2008), Chen, Zhang e Zhong (2010), Fisher (2012), Ledoit e Wolf (2002), Wang,

Yao et al. (2013), Cai, Ma et al. (2013) e Srivastava, Yanagihara e Kubokawa (2014). Mais

detalhes do estudo de Chen et al. (2020) se encontram em (2.6.1.1).
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3 MATERIAL E MÉTODO

Neste trabalho foram propostos e avaliados testes de esfericidade robustos assintóticos

e computacionalmente intensivos cuja a hipótese nula é

H0 : ΣΣΣ = σ
2III, (3.1)

em que ΣΣΣ é a matriz de covariâncias populacional de ordem p× p positiva definida, σ2 é a

variância comum a todas as variáveis e III é a matriz identidade de ordem p× p.

Por meio da simulação Monte Carlo, os desempenhos dos testes foram avaliados, si-

mulando amostras sob a hipótese nula para avaliar as taxas reais do erro do tipo I e também

simulando amostras sob diferentes hipóteses alternativas, tal que ΣΣΣ ̸= σ2III e as taxas de rejeição

da hipótese nula estimam o poder dos testes.

A proporção de vezes que H0 é falsamente rejeitada é a taxa de erro to tipo I para cada

teste. Essa proporção, também chamada de tamanho real (αreal), foi então comparada ao nível

de significância nominal pré-determinado (α). Porém, como as taxas de erro do tipo I são

estimadas via simulações, não estão, assim, isentas de erros, e, por este motivo foi aplicado

o teste binomial exato (OLIVEIRA; FERREIRA, 2010). Por fim, os testes de hipóteses são

classificados em liberais (αreal > α), conservativos (αreal < α) ou exatos (αreal = α).

Foram considerados os tamanhos amostrais n = 8, 16, 32, 64, 128, 256 e os números de

variáveis p = 8, 16, 32, 64, 128, 256 e obtidas todas as combinações possíveis entre n e p. Os

níveis de significância nominais estudados foram α = 1%, 5% e 10%.

Os testes propostos foram adaptados do teste de identidade de Chen et al. (2020) e de

Campos (2019) para o teste de esfericidade. No caso do teste de esfericidade, a estatística de

teste (2.3) foi modificada, trocando a estatística do LRT da identidade pela estatística do LRT

para a esfericidade com a correção de Box (1949), sendo esta última dada por:

TE1 =−
[
(n−1)− 2p2 + p+2

6p

]
(ln |SSS|− p ln[tr(SSS)/p]), (3.2)
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que, sob H0, possui distribuição assintótica qui-quadrado com f = p(p+ 1)/2− 1 graus de

liberdade.

A estatística, apresentada na expressão (2.4), para o teste de identidade da matriz de

covariâncias populacional, proposta por Chen et al. (2020), foi substituída pela estatística do

teste de esfericidade de John (1971) para a hipótese (3.1), sendo dada por:

TE2 =
n
2

tr

[(
SSS

tr(SSS)/p
− III

)2
]
, (3.3)

que, sob H0, possui distribuição assintótica qui-quadrado com f = p(p+ 1)/2− 1 graus de

liberdade.

O presente estudo também considerou o mesmo padrão de modificação usado nas esta-

tísticas de testes por Campos (2019), em que substituiu o estimador SSS da matriz de covariâncias

ΣΣΣ pelo seu estimador robusto comedian (CCC), o qual foi computado utilizando a função covCo-

med da biblioteca robustbase do software R (R Core Team, 2020). As estatísticas (3.2) e (3.3)

modificadas foram:

TER1 =−
[
(n−1)− 2p2 + p+2

6p

]
(log |CCC|− p log[tr(CCC)/p]) (3.4)

e

TER2 =
n
2

tr

[(
CCC

tr(CCC)/p
− III

)2
]
, (3.5)

respectivamente.

Pelo fato de existir uma modificação nas estatísticas (3.2) e (3.3), gerando as estatísticas

(3.4) e (3.5), respectivamente, e de haver violações nas pressuposições do teste de esfericidade,

como a presença de outliers, foram obtidas as versões bootstrap paramétrico para cada uma

dessas estatísticas de teste, e também para a estatística de teste de máximo, adaptando a estatís-

tica de teste de identidade proposta por Chen et al. (2020) para o teste de esfericidade, gerando

a distribuição nula para cada uma das estatísticas. Deste modo, esperou-se que houvesse um

ganho no desempenho dos testes.

Para isso, dada uma amostra aleatória para a qual se quer testar a hipótese (3.1), os

valores das estatísticas de (3.2) e (3.3) foram computados a partir das estimativas robusta e
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tradicional de ΣΣΣ, dadas pelos estimadores CCC e SSS, respectivamente. Para se obter os valores-p

considerou-se a distribuição nula bootstrap. Foram simuladas amostras de tamanho n de uma

normal com média µµµ = 000 e a matriz de covariâncias ΣΣΣ dada por

ΣΣΣ =S2
pIII,

em que S2
p é um estimador da variância comum estimado sempre (em qualquer caso) a partir do

estimador CCC, sendo dado por

S2
p =

tr(CCC)

p
.

Para cada amostra bootstrap de tamanho n foram computados os valores das estatísticas

de (3.2) e (3.3). Os valores respectivos destas estatísticas na m-ésima amostra da distribuição

nula bootstrap foram denotados por Ti,m, i = 7, 8, · · · , 10, m = 1, 2, · · · , N, com N = 999. Neste

caso, o índice i igual a 5, corresponde à estatística (3.2) na versão bootstrap até o índice i = 10,

que corresponde à estatística de máximo entre (3.2) e (3.3) na versão bootstrap. A nomenclatura

foi a mesma para as versões assintóticas, com o índice i variando de 1 a 4, respectivamente, para

as estatísticas de (3.2) e (3.5).

Em seguida, foram formados os conjuntos Ti,m; m = 1, 2, · · · , N + 1, em que Ti,N+1

corresponde ao valor da i-ésima estatística computada na amostra original. Assim, os valores-p

foram computados por

valor-pi =

N+1

∑
m=1

I(Ti,m ≥ Ti,N+1)

N +1
, (3.6)

em que i = 7, · · · , 10 e I é a função indicadora que retorna 1 se a desigualdade for verdadeira

e 0, caso contrário. Para as versões assintóticas, i = 1, 2, · · · , 4, o valor-pi, foi obtido com a

correspondente distribuição assintótica qui-quadrado.

Se o valor-pi ≤ α , H0 é rejeitada. Caso contrário, H0 não deve ser rejeitada, ao nível

nominal de significância α pré-estabelecido.
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Avaliação do desempenho dos testes

Para avaliar os desempenhos dos testes, foram utilizadas simulações Monte Carlo sob

H0: ΣΣΣ = σ2III e sob H1: ΣΣΣ ̸= σ2III. Se as simulações foram aplicadas sob H0, Ri é um estimador

do tamanho do i-ésimo teste e se elas forem aplicadas sob H1, Ri é um estimador do poder do

i-ésimo teste, i = 1, · · · , 10.

A taxa de rejeição Ri para o i-ésimo teste de H0 foi computada por

Ri =

M

∑
k=1

I(valor-pi ≤ α)

M
, (3.7)

para i = 1, 2, · · · , 10, em que α é o nível nominal de significância e M, o número de simulações

Monte Carlo adotado.

Simulações

Como o parâmetro de posição (µµµ) não interfere no parâmetro de escala (ΣΣΣ), amostras

bootstrap de tamanho n foram geradas a partir da distribuição normal multivariada com µµµ = 000

e ΣΣΣ. Sob H0, foram geradas M amostras de tamanho n de uma Np (µµµ = 000, ΣΣΣ = σ2III), sem perda

de generalidade, considerando ainda σ2 = 10. Neste caso, fixar ΣΣΣ como σ2III tem a intenção

de simular sob H0 para se realizar a avaliação das taxas de erro tipo I dos testes. Sob H1,

foram simuladas também amostras normais p-variadas de tamanho n com µµµ = 000, sem perda de

generalidade, mas com ΣΣΣ ̸= σ2III. Foram consideradas matrizes ΣΣΣ de ordem p× p do tipo:

ΣΣΣ = diag(σkk), (3.8)

para k = 1, 2, · · · , p, e

ΣΣΣ = σ
2[(1−ρ)III +ρJJJ], (3.9)

em que −1 < ρ < 1 e JJJ é uma matriz p× p de uns. Foi considerado um total de simulações

Monte Carlo M = 1000. Para o primeiro caso, foram considerados valores de σkk gerados por

uma distribuição uniforme contínua (1, 2), sem perda de generalidade, k = 1, 2, · · · , p. Para o
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segundo caso, foram fixados σ2 = 10, sem perda de generalidade, e ρ = 0,9, para se afastar o

máximo possível de uma matriz diagonal, que se assemelharia às configurações sob H0.

Nas simulações sob modelos normais com presença de outliers foram usados os mesmos

procedimentos descritos anteriormente, exceto pela distribuição considerada. Para avaliar a

robustez quanto a presença de outliers, foram simulados dados de uma distribuição normal

contaminada. A função de densidade conjunta da distribuição normal contaminada é

fXXX(xxx) =(1−δ )(2π)−p/2|ΣΣΣ|−1/2 exp
{
−1

2
(xxx−µµµ)))′ΣΣΣ−1(xxx−µµµ)))

}
+

+(δ )(2π)−p/2|ΣΣΣ∗|−1/2 exp
{
−1

2
(xxx−µµµ

∗)′ΣΣΣ∗−1(xxx−µµµ
∗)

}
,

(3.10)

sendo δ a proporção de contaminação de outliers, com 0 < δ < 1. Os parâmetros µµµ∗ e ΣΣΣ
∗

correspondem, portanto, aos parâmetros da distribuição geradora de outliers. A constante de

contaminação considerada foi δ = 0,30, devido a uma sugestão anterior feita por uma revista ao

submeter um artigo, de simular considerando vários valores de δ . Neste estudo foi considerado

o maior valor para δ sugerido pela revista, afim de verificar se os testes propostos foram robustos

quando à presença de outliers. Ressalta-se que, quando se tratam de dados reais, essa proporção

de outliers pode ser maior, como na área financeira e , com δ = 0,40, chegando ao máximo de

δ = 0,50.

Os parâmetros da distribuição normal contaminada foram fixados da seguinte forma:

ΣΣΣ
∗ = ΣΣΣ, µµµ = 0 e µµµ∗ = k111p, k = 0,25; 0,5; 1. A variância da distribuição de mistura é dada por

V (XXX) = δ (µµµµµµ
T +ΣΣΣ)+(1−δ )(µµµ∗

µµµ
∗T +ΣΣΣ

∗)−µµµX µµµ
T
X (3.11)

em que µµµX = E(XXX) = δ µµµ +(1−δ )µµµ∗. Portanto, a variância resultante foi

V (XXX) = ΣΣΣ+ k2
δ (1−δ )JJJ (3.12)

em que JJJ é uma matriz unitária de ordem p× p.
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3.1 Nomenclaturas utilizadas

No Quadro 3.1 foram definidas as nomenclaturas utilizadas neste trabalho, em que os

10 testes utilizados foram renomeados.

Quadro 3.1 – Nomenclaturas, estatística de teste e descrição dos testes em estudo.

Nome Estatística Descrição
LRTAs (3.2) Teste da razão de verossimilhanças assintótico

com a covariância clássica (SSS).
LRTAsR (3.4) Teste da razão de verossimilhanças assintótico

com o estimador robusto da covariância (CCC).
JAs (3.3) Teste assintótico que utilizou a estatística J

de John (1971) com SSS.
JAsR (3.5) Teste assintótico que utilizou a estatística J

de John (1971) com o estimador CCC.
LRT B Versão bootstrap de (3.2) Teste da razão de verossimilhanças versão

bootstrap com SSS.
LRT BR Versão bootstrap de (3.4) Teste da razão de verossimilhanças versão

bootstrap com o estimador CCC.
JB Versão bootstrap de (3.3) Teste da versão bootstrap da estatística J de

John (1971) com SSS.
JBR Versão bootstrap de (3.5) Teste da versão bootstrap da estatística J de

John (1971) com o estimador CCC.
T B Máximo entre as estatísticas Teste do máximo entre as versões bootstrap

LRT B e JB das estatísticas (3.2) e (3.3).
T BR Máximo entre as estatísticas Teste do máximo entre as versões bootstrap

LRT BR e JBR das estatísticas (3.4) e (3.5).

Fonte: Do autor (2023).
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4 RESULTADOS

Quando os resultados das simulações para os níveis de significância iguais a α = 1%,

α = 5% e α = 10% foram comparados, várias semelhanças foram observadas se consideradas

as mesmas configurações, ou seja, a mesma dimensionalidade (p), o mesmo tamanho amostral

(n), a mesma distribuição e a mesma hipótese, assim como foi observado no trabalho de Campos

(2019). Desta maneira, foram apresentados e comentados os resultados apenas ao nível de 5%

de significância. Os resultados para os níveis de α = 1% e α = 10% de significância foram

inseridos nos Apêndices B e A, respectivamente, podendo os comentários e as conclusões feitos

para o nível de α = 5% de significância serem estendidos a ambos.

Os testes da razão de verossimilhanças e as modificações do mesmo se degeneram

quando n ≤ p, por isto, os testes LRTAs, LRTAsR, LRT B e LRT BR só se aplicam para os

casos em que n > p. Já os testes que utilizam a estatística de teste de John (1971) ou suas

modificações existem para quaisquer valores e combinações de n e de p.

As distribuições utilizadas no presente estudo foram a distribuição normal e a distri-

buição normal contaminada com 30% de contaminação, a fim de avaliar a robustez dos testes

quanto à presença de outliers. Os testes baseados na estatística de teste de John (1971), o JAs,

o JAsR, o JB e o JBR, foram utilizadas para avaliar a robustez dos testes também em relação à

alta dimensionalidade dos dados.

4.1 Desempenho em relação ao controle das taxas do erro do tipo I

Foi utilizado o teste binomial exato para a classificação dos testes em liberais, exatos

ou conservativos. A classificação é feita de acordo com os tamanhos reais dos testes e, para

os níveis nominais de 1%, 5% e 10% as hipóteses são: H0 : α = 0,01 versus H1 : α ̸= 0,01,

H0 : α = 0,05 versus H1 : α ̸= 0,05 e H0 : α = 0,10 versus H1 : α ̸= 0,10, respectivamente

(OLIVEIRA; FERREIRA, 2010).

Na Tabela 4.1, foram mostrados os resultados das simulações dos tamanhos reais dos tes-

tes assintóticos sob a hipótese nula dada por H0: ΣΣΣ = σ2III, obtidos por meio de 1000 repetições
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da simulação Monte Carlo, sob a distribuição normal, ao nível nominal de 5% de significância.

Para n = 8 e para n = 16, JAs e JAsR foram liberais para p assumindo qualquer um dos valores

8, 16, 32, 64, 128 e 256. Para n = 16 e p = 8, todos os testes assintóticos (LRTAs, LRTAsR,

JAs e JAsR) foram liberais. O LRTAs foi exato quando n = 32 e p = 8, n = 64 e p = 8, n = 64

e p = 16, n = 128 e p = 8, n = 128 e p = 16, n = 128 e p = 32, n = 256 e p = 16, n = 256

e p = 32 e n = 256 e p = 64. O LRTAsR foi exato para as situações em que n = 128 e p = 8,

n = 128 e p = 32, n = 256 e p = 16, n = 256 e p = 32 e n = 256 e p = 64. Já o JAs foi exato

quado n = 32 e p = 8, n = 64 e p = 8, n = 64 e p = 16, n = 128 e p = 8, n = 256 e p = 16,

n = 256 e p = 32 e n = 256 e p = 64.

De forma geral, foi possível constatar que os testes assintóticos sob normalidade tiveram

um desempenho muito insatisfatório no controle do erro tipo I, pois foram, na maioria dos casos,

liberais. As versões assintóticas robustas na maioria das situações apresentaram pior controle

do erro tipo I, foram mais liberais que as versões assintóticas correspondentes não robustas. O

LRTAs e o LRTAsR tiveram desempenho melhores que os outros quatro testes aplicados. Estes

testes, quando as amostras eram pequenas foram liberais (n = 16) e à medida que a amostra

aumentava os desempenhos tenderam a melhorar. Porém, somente com menores valores de p

que houve controle do erro tipo I na maioria dos casos. Quando p era relativamente grande em

relação ao tamanho da amostra n, estes dois testes tenderam a ficar liberais.

Sob baixa dimensão, os testes JAs e JAsR apresentaram controle do erro tipo I também

para os casos de maiores valores de n. Estes dois testes, sob alta dimensão, tiveram resultados

extremamente insatisfatórios, quando os tamanhos amostrais eram pequenos.

Na Tabela 4.2 foram apresentadas as versões bootstrap dos testes. Foram verificadas, de

forma nítida, que as versões bootstrap controlaram de forma expressivamente melhor as taxas

de erro do tipo I, se comparadas às versões assintóticas. Tal fato também foi observado nas

versões Monte Carlo dos testes de identidade no trabalho de Campos e Ferreira (2022), as quais

apresentaram melhor controle das taxas de erro do tipo I se comparadas às versões assintóticas

dos testes.

Os testes foram exatos para a maioria das configurações de n e p, e as exceções foram

listadas a seguir. O LRT B e o LRT BR foram liberais apenas quando n = 256 e p = 8. O JB
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Tabela 4.1 – Tamanhos reais dos testes LRTAs, LRTAsR, JAs e JAsR sob a hipótese H0:
ΣΣΣ = σ2III, obtidos por meio de 1000 repetições da simulação Monte Carlo, sob
a distribuição normal, ao nível nominal de 5% de significância.

n p LRTAs LRTAsR JAs JAsR
8 8 0,09+ 0,36+

16 0,22+ 0,63+

32 0,61+ 0,86+

64 1,00+ 1,00+

128 1,00+ 1,00+

256 1,00+ 1,00+

16 8 0,08+ 0,23+ 0,08+ 0,19+

16 0,12+ 0,27+

32 0,24+ 0,49+

64 0,65+ 0,79+

128 1,00+ 1,00+

256 1,00+ 1,00+

32 8 0,04 0,09+ 0,06 0,10+

16 0,09+ 0,13+ 0,09+ 0,14+

32 0,15+ 0,22+

64 0,27+ 0,35+

128 0,68+ 0,69+

256 1,00+ 1,00+

64 8 0,05 0,08+ 0,05 0,08+

16 0,06 0,08+ 0,07 0,09+

32 0,09+ 0,11+ 0,09+ 0,10+

64 0,15+ 0,17+

128 0,18+ 0,19+

256 0,61+ 0,61+

128 8 0,03 0,06 0,03 0,07
16 0,06 0,07 0,08+ 0,10+

32 0,03 0,04 0,09+ 0,09+

64 0,22+ 0,22+ 0,17+ 0,17+

128 0,15+ 0,15+

256 0,24+ 0,24+

256 8 0,09+ 0,10+ 0,09+ 0,08+

16 0,05 0,06 0,06 0,07
32 0,04 0,04 0,04 0,04
64 0,07 0,07 0,06 0,06

128 0,45+ 0,45+ 0,10+ 0,10+

256 0,14+ 0,14+

+ foram os testes liberais e, em negrito, os testes exatos.
Fonte: Do autor (2023).

foi liberal quando n = 8 e p = 256, n = 64 e p = 256, n = 128 e p = 16, n = 256 e p = 8,

n = 256 e p = 16 e n = 256 e p = 128. O JBR foi conservativo se n = 64 e p = 128 e foi liberal
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quando n = 64 e p = 256, n = 256 e p = 8 e n = 256 e p = 128. O T B foi liberal quando

n = 256 e p = 8. Já o T BR foi exato em todas as situações, exceto quando n = 256 e p = 8,

em que foi conservativo. Foi possível observar que os testes T B e T BR tiveram desempenhos

idênticos na maioria dos casos de baixa dimensionalidade aos dos demais quatro testes e, em

algumas situações particulares, apresentaram controle do erro tipo I, onde ao menos um dos

testes concorrentes foram liberais.

Nas Tabelas 4.3 e 4.4 foram mostrados os resultados das simulações dos testes assintó-

ticos e das versões bootstrap, respectivamente, sob a hipótese H0: ΣΣΣ = σ2III, obtidos por meio

de 1000 repetições da simulação Monte Carlo, considerada a distribuição normal contaminada

com δ = 0,30, ao nível nominal de 5% de significância. Assim como observado nos resultados

das simulações sob a distribuição normal (Tabelas 4.1 e 4.2), sob a distribuição normal contami-

nada com δ = 0,30 também houve um controle melhor das taxas de erro do tipo I pelos testes

que utilizaram a versão bootstrap, se comparados às versões assintóticas, o que foi de acordo

com os resultados obtidos por Campos e Ferreira (2022) a respeito das versões Monte Carlo dos

testes de razão de verossimilhanças para a hipótese de identidade.

As versões assintóticas apresentaram o mesmo baixo desempenho que foi mostrado para

o caso normal, sem outliers, pelo menos para a maioria das configurações. Em alta dimensiona-

lidade e pequenas amostras os testes JAs e JAsR tiveram os piores desempenhos em relação ao

controle do erro tipo I, atingindo 100% de taxas quando era esperado 5%. O efeito dos outliers,

que, no caso, correspondiam a 30% da amostra, foi no sentido de piorar o desempenho dos

testes, embora observou-se que a magnitude das perdas nas taxas de erro tipo I empíricas foram

inexpressivas.

Na Tabela 4.3, foram observados que o LRTAs, o LRTAsR, o JAs e o JAsR foram exatos

em apenas algumas configurações de n e p, os testes foram, na maioria dos casos, liberais. O

LRTAs foi exato quando n = 16 e p = 8, n = 32 e p = 8, n = 64 e p = 8, n = 64 e p = 16,

n = 128 e p = 16, n = 128 e p = 32 e n = 256 e p = 16. O LRTAsR foi exato se n = 128 e

p = 8, n = 128 e p = 16, n = 128 e p = 32 e n = 256 e p = 16. O JAs foi exato quando n = 16

e p = 8, n = 32 e p = 8, n = 64 e p = 8, n = 64 e p = 16, n = 128 e p = 16, n = 128 e p = 32,

n = 256 e p = 16 e n = 256 e p = 64 e foi conservativo quando n = 128 e p = 8. O JAsR foi
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Tabela 4.2 – Tamanhos reais dos testes LRT B, LRT BR, JB, JBR, T B e T BR sob a hipótese H0:
ΣΣΣ = σ2III, obtidos por meio de 1000 repetições da simulação Monte Carlo, sob a
distribuição normal, ao nível nominal de 5% de significância.

n p LRTB LRTBR JB JBR TB TBR
8 8 0,04 0,05

16 0,05 0,05
32 0,05 0,06
64 0,04 0,05

128 0,05 0,03
256 0,09+ 0,07

16 8 0,05 0,05 0,05 0,05 0,04 0,05
16 0,05 0,06
32 0,05 0,04
64 0,06 0,05

128 0,03 0,03
256 0,03 0,05

32 8 0,03 0,03 0,05 0,05 0,04 0,04
16 0,06 0,05 0,06 0,05 0,06 0,05
32 0,05 0,05
64 0,05 0,06

128 0,06 0,04
256 0,04 0,05

64 8 0,05 0,05 0,04 0,04 0,05 0,05
16 0,05 0,06 0,05 0,05 0,05 0,05
32 0,04 0,04 0,05 0,05 0,05 0,04
64 0,06 0,05

128 0,02− 0,02−

256 0,08+ 0,08+

128 8 0,04 0,04 0,04 0,07 0,03 0,06
16 0,06 0,05 0,08+ 0,06 0,04 0,04
32 0,04 0,04 0,07 0,07 0,07 0,07
64 0,04 0,04 0,06 0,06 0,04 0,04

128 0,06 0,06
256 0,03 0,03

256 8 0,09+ 0,09+ 0,09+ 0,09+ 0,08+ 0,09+

16 0,06 0,06 0,08+ 0,07 0,05 0,06
32 0,04 0,04 0,05 0,05 0,05 0,05
64 0,07 0,07 0,06 0,06 0,06 0,06

128 0,06 0,06 0,09+ 0,09+ 0,06 0,06
256 0,03 0,03

+ foram os testes liberais, − foram os testes conservativos e, em negrito, os testes exatos.
Fonte: Do autor (2023).

exato as situações em que n = 128 e p = 32 e n = 256 e p = 64 e foi conservativo se n = 128
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e p = 8. Para as demais combinações de n e de p, as versões assintóticas dos testes em estudo

foram liberais.

Tabela 4.3 – Tamanhos reais dos testes LRTAs, LRTAsR, JAs e JAsR sob a hipótese H0 :
ΣΣΣ = σ2III, obtidos por meio de 1000 repetições da simulação Monte Carlo, sob
a distribuição normal contaminada com δ = 0,30, ao nível nominal de 5% de sig-
nificância.

n p LRTAs LRTAsR JAs JAsR
8 8 0,12+ 0,37+

16 0,22+ 0,65+

32 0,65+ 0,85+

64 1,00+ 1,00+

128 1,00+ 1,00+

256 1,00+ 1,00+

16 8 0,07 0,22+ 0,06 0,19+

16 0,09+ 0,28+

32 0,26+ 0,52+

64 0,63+ 0,77+

128 1,00+ 1,00+

256 1,00+ 1,00+

32 8 0,05 0,11+ 0,06 0,10+

16 0,09+ 0,15+ 0,08+ 0,13+

32 0,15+ 0,25+

64 0,28+ 0,34+

128 0,63+ 0,64+

256 0,99+ 0,99+

64 8 0,05 0,08+ 0,05 0,08+

16 0,05 0,11+ 0,06 0,10+

32 0,11+ 0,13+ 0,08+ 0,10+

64 0,14+ 0,16+

128 0,24+ 0,25+

256 0,67+ 0,67+

128 8 0,02− 0,04 0,02− 0,04−

16 0,07 0,07 0,07 0,08+

32 0,05 0,05 0,04 0,04
64 0,17+ 0,18+ 0,10+ 0,11+

128 0,17+ 0,17+

256 0,25+ 0,25+

256 8 0,11+ 0,11+ 0,08+ 0,09+

16 0,07 0,07 0,07 0,08+

32 0,10+ 0,10+ 0,09+ 0,09+

64 0,08+ 0,08+ 0,06 0,06
128 0,52+ 0,52+ 0,09+ 0,09+

256 0,13+ 0,13+

+ foram os testes liberais, − foram os testes conservativos e, em negrito, os testes exatos.
Fonte: Do autor (2023).
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Na Tabela 4.4 foram escritos os resultados das simulações dos dados sob a distribuição

normal contaminada com δ = 0,30, sob a hipótese H0: ΣΣΣ = σ2III e consideradas as versões

bootstrap dos testes, ao nível de 5% de significância. O LRT B foi conservativo quado n = 128

e p = 8 e foi liberal se n = 128 e p = 16, n = 256 e p = 8, n = 256 e p = 16 e n = 256 e p = 32.

Para os demais valores de n e de p, o LRT B foi exato. O LRT BR foi liberal para n = 128 e

p = 16, n = 256 e p = 8 e n = 256 e p = 16. O JB foi conservativo quando n = 32 e p = 128,

n = 32 e p = 256, n = 64 e p = 256, n = 128 e p = 8, n = 128 e p = 32 e n = 256 e p = 256

e foi liberal se n = 64 e p = 128. O JBR foi conservativo quando n = 32 e p = 256, n = 64 e

p = 256, n = 128 e p = 32 e n = 256 e p = 256 e foi liberal quando n = 64 e p = 128, n = 128

e p = 16 e n = 256 e p = 16. O T B foi conservativo se n = 128 e p = 8 e n = 128 e p = 32 e

foi liberal quando n = 256 e p = 8, n = 256 e p = 32. O T BR foi conservativo quando n = 128

e p = 32 e foi liberal quando n = 128 e p = 16, n = 256 e p = 8 e n = 256 e p = 16. Para as

demais combinações entre n e p, as versões bootstrap dos testes foram exatas.
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Tabela 4.4 – Tamanhos reais dos testes LRT B, LRT BR, JB, JBR, T B e T BR sob a hipótese
H0: ΣΣΣ = σ2III, obtidos por meio de 1000 repetições da simulação Monte Carlo,
sob a distribuição normal contaminada com δ = 0,30, ao nível nominal de 5% de
significância.

n p LRTB LRTBR JB JBR TB TBR
8 8 0,05 0,06

16 0,04 0,06
32 0,05 0,06
64 0,05 0,04

128 0,04 0,05
256 0,06 0,06

16 8 0,05 0,05 0,04 0,04 0,05 0,05
16 0,04 0,04
32 0,05 0,04
64 0,04 0,03

128 0,09 0,06
256 0,04 0,03

32 8 0,05 0,04 0,06 0,05 0,05 0,05
16 0,07 0,06 0,05 0,05 0,05 0,05
32 0,07 0,06
64 0,05 0,04

128 0,02− 0,05
256 0,02− 0,02−

64 8 0,05 0,05 0,04 0,04 0,05 0,04
16 0,05 0,04 0,06 0,05 0,05 0,05
32 0,05 0,05 0,04 0,04 0,05 0,05
64 0,06 0,06

128 0,08+ 0,09+

256 0,02− 0,02−

128 8 0,02− 0,03 0,01− 0,03 0,01− 0,03
16 0,08+ 0,08+ 0,07 0,08+ 0,07 0,08+

32 0,04 0,03 0,01− 0,01− 0,02− 0,01−

64 0,06 0,06 0,05 0,06 0,06 0,05
128 0,06 0,06
256 0,07 0,07

256 8 0,09+ 0,08+ 0,07 0,07 0,08+ 0,08+

16 0,08+ 0,08+ 0,07 0,08+ 0,07 0,08+

32 0,08+ 0,07 0,06 0,05 0,08+ 0,06
64 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05

128 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05
256 0,02− 0,02−

+ foram os testes liberais, − foram os testes conservativos e, em negrito, os testes exatos.
Fonte: Do autor (2023).



57

4.2 Desempenho dos testes em relação ao poder

Nas Tabelas 4.5 e 4.6 foram alocados os valores dos poder dos testes assintóticos e

das versões bootstrap dos testes, respectivamente, consideradas as simulações sob a hipótese

alternativa dada por H1: ΣΣΣ= diag(σii), para i= 1, 2, · · · , p, obtidos por meio de 1000 repetições

da simulação Monte Carlo, sob a distribuição normal, ao nível nominal de 5% de significância.

Na Tabela 4.5 foram mostrados os valores de poder dos testes assintóticos. O LRTAs e

o LRTAsR apresentaram valores de poder baixos, abaixo de 0,50, para todas as configurações

de n e p até n = 64 e p = 256. Para n ≥ 128 e quaisquer valores para p, os valores de poder

aumentaram com o aumento de n e de p. Quando n ≥ 128 e p > 64 e também quando n = 256

e qualquer valor de p, o poder foi alto (acima de 0,80), convergindo para 1 quando n = 256 e

p ≥ 32. O JAs e o JAsR apresentaram valores de poder baixos para pequenos valores de p, e

aumentaram à medida que aumentou o valor de p para cada n, convergindo para 1 na maioria

das situações quando n foi grande e p = 128 ou p = 256. Para n = 256, o valor do poder foi

alto e próximo de 1 independente de p, convergindo para 1 quando p = 32, p = 128 e p = 256,

em ambos os testes.

Vale realçar que os valores de poder em alta dimensionalidade, quando p ≥ n, devem

ser vistos com ressalvas. Isto se deve ao fato de que os valores de taxas de erro tipo I dos testes

assintóticos foram quase sempre superiores expressivamente aos valores nominais do nível de

significância α .

Na Tabela 4.6 ficou nítido que as versões bootstrap dos testes apresentaram uma maior

quantidade de valores de poder baixos e abaixo de 0,50 que as versões assintóticas dos testes.

Isso era esperado, haja vista que foram os testes que, de maneira geral, em relação às configu-

rações adotadas, apresentaram controle adequado das taxas de erro tipo I, considerados, assim,

testes exatos. Os valores de poder do LRT B, do LRT BR, do JB, do JBR, do T B e do T BR foram

baixos para todas as combinações de n e p, em que n ≤ 64. Para n = 128, os valores de poder

estavam entre 0,50 e 0,79 em muitos casos, com exceção de quando p = 16, para LRT BR, JB

e JBR e de quando p = 64 para LRT BR, os quais apresentaram valores de poder inferiores que

0,50. Para n = 256, todos os testes que utilizaram a versão bootstrap foram altos, o JB e o JBR
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Tabela 4.5 – Valores de poder dos testes LRTAs, LRTAsR, JAs e JAsR considerando H1: ΣΣΣ =
diag(σii), para i = 1, 2, · · · , p, obtidos por meio de 1000 repetições da simulação
Monte Carlo, sob a distribuição normal, ao nível nominal de 5% de significância.

n p LRTAs LRTAsR JAs JAsR
8 8 0,14 0,40

16 0,25 0,66
32 0,66 0,89
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

16 8 0,11 0,27 0,12 0,24
16 0,21 0,38
32 0,36 0,58
64 0,71 0,81

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

32 8 0,11 0,17 0,13 0,19
16 0,17 0,25 0,18 0,26
32 0,33 0,41
64 0,38 0,44

128 0,82 0,83
256 1,00 1,00

64 8 0,27 0,32 0,27 0,31
16 0,29 0,33 0,34 0,37
32 0,29 0,31 0,28 0,31
64 0,50 0,51

128 0,62 0,62
256 0,90 0,90

128 8 0,76 0,75 0,76 0,78
16 0,54 0,54 0,54 0,55
32 0,75 0,75 0,77 0,77
64 0,82 0,82 0,73 0,73

128 0,86 0,86
256 0,96 0,96

256 8 0,95 0,95 0,94 0,95
16 0,98 0,98 0,98 0,98
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 0,99 0,99

128 1,00 1,00 1,00 1,00
256 1,00 1,00

Fonte: Do autor (2023).

convergiram para 1 quando n = 256 e p = 128 e n = 256 e p = 256 e o T B convergiu para 1

quando n = 256 e p = 256.
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É interessante considerar que os tamanhos amostrais têm relação direta com o poder.

Grandes amostras tendem a apresentar maiores valores de poder dos testes. Neste caso, amostras

de tamanhos n ≥ 128 puderam ser consideradas satisfatórias para se obter testes com melhores

desempenhos em termos do poder apresentado.

Também houve um efeito interessante em relação ao aumento de p, mantendo-se fixo

o valor de n. Nestes casos houve uma tendência, em geral, de incremento do poder à medida

que p aumentava até atingir o valor de n, quando começava a sofrer um efeito negativo da

alta dimensionalidade. Este comportamento foi observado nas duas partes de crescimento e

decrescimento dos valores do poder apenas para os testes JB e JBR, e nos demais verificou-se

apenas o crescimento do poder com o aumento de p, uma vez que os demais testes não podem

ser aplicados em alta dimensionalidade. Obviamente existiram algumas exceções para este

comportamento (Tabela 4.6). Esperava-se que os testes T B e T BR tivessem valores de poder

melhores que o melhor dos dois testes que compõem sua estatística de máximo em cada um

dos casos, respectivamente, o que concordaria com o resultado obtido por Chen et al. (2020).

Porém, isso não aconteceu em todos os casos, embora que em algumas configurações isso tenha

sido observado.

Na Tabela 4.7 foram mostrados os valores de poder dos testes assintóticos considerada

a H1: ΣΣΣ = diag(σii), para i = 1, 2, · · · , p, obtidos por meio de 1000 repetições da simulação

Monte Carlo, sob a distribuição normal contaminada com δ = 0,30, ao nível nominal de 5% de

significância. O LRTAs e o LRTAsR tiveram o comportamento bem semelhante ao relatado para

o caso normal anterior. Em geral, apresentaram valores de poder baixos para n ≤ 64 e qualquer

valor de p e para n = 128 e p = 8. Os valores de poder foram altos para n = 128 e p ≥ 64 e para

n = 256 e qualquer valor de p, convergindo para 1 quando n = 256 e p ≥ 64, para o LRTAs e o

LRTAsR.

Na Tabela 4.8 foram observados os valores de poder das versões bootstrap dos testes

considerada H1: ΣΣΣ = diag(σii), para i = 1, 2, · · · , p, obtidos por meio de 1000 repetições

da simulação Monte Carlo, sob a distribuição normal contaminada com δ = 0,30, ao nível

nominal de 5% de significância. O LRT B, o LRT BR, o JB, o JBR, o T B e o T BR mostraram

um comportamento similar entre eles em relação ao poder dos testes. O poder dos testes foi alto
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Tabela 4.6 – Valores de poder dos testes LRT B, LRT BR, JB, JBR, T B e T BR considerando
H1: ΣΣΣ = diag(σii), para i = 1, 2, · · · , p, obtidos por meio de 1000 repetições da
simulação Monte Carlo, sob a distribuição normal, ao nível nominal de 5% de
significância.

n p LRTB LRTBR JB JBR TB TBR
8 8 0,07 0,05

16 0,05 0,05
32 0,08 0,05
64 0,08 0,05

128 0,09 0,09
256 0,07 0,05

16 8 0,08 0,06 0,09 0,08 0,09 0,07
16 0,11 0,09
32 0,08 0,07
64 0,08 0,06

128 0,09 0,01
256 0,07 0,03

32 8 0,10 0,10 0,11 0,10 0,11 0,10
16 0,10 0,08 0,13 0,12 0,11 0,09
32 0,18 0,14
64 0,14 0,09

128 0,13 0,08
256 0,12 0,11

64 8 0,27 0,24 0,25 0,23 0,27 0,24
16 0,28 0,26 0,30 0,28 0,30 0,27
32 0,17 0,17 0,22 0,22 0,21 0,19
64 0,29 0,28

128 0,33 0,33
256 0,25 0,25

128 8 0,73 0,72 0,73 0,73 0,72 0,72
16 0,51 0,48 0,46 0,47 0,51 0,52
32 0,72 0,69 0,73 0,74 0,74 0,73
64 0,52 0,49 0,65 0,64 0,58 0,57

128 0,74 0,74
256 0,69 0,69

256 8 0,94 0,94 0,93 0,93 0,93 0,94
16 0,98 0,98 0,98 0,98 0,98 0,98
32 0,99 0,99 0,99 0,99 0,99 0,99
64 0,97 0,97 0,97 0,98 0,98 0,98

128 0,96 0,96 1,00 1,00 0,97 0,97
256 1,00 1,00

Fonte: Do autor (2023).

apenas para n = 256 e p ≥ 8 para o LRT B, o LT BR e o T BR. Para o JB e o JBR, o poder foi

alto para n = 128 e p ≥ 128 e para n = 256 e qualquer valor de p. O poder convergiu para 1
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Tabela 4.7 – Valores de poder dos testes LRTAs, LRTAsR, JAs e JAsR considerando H1:
ΣΣΣ = diag(σii), para i = 1, 2, · · · , p, obtidos por meio de 1000 repetições da si-
mulação Monte Carlo, sob a distribuição normal contaminada com δ = 0,30, ao
nível nominal de 5% de significância.

n p LRTAs LRTAsR JAs JAsR
8 8 0,20 0,43

16 0,26 0,70
32 0,26 0,70
64 0,64 0,86

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

16 8 0,09 0,25 0,12 0,25
16 0,28 0,44
32 0,32 0,52
64 0,76 0,84

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

32 8 0,16 0,17 0,10 0,17
16 0,11 0,18 0,16 0,25
32 0,15 0,24
64 0,61 0,62

128 0,86 0,86
256 1,00 1,00

64 8 0,43 0,48 0,44 0,47
16 0,27 0,30 0,32 0,37
32 0,49 0,55 0,59 0,61
64 0,53 0,55

128 0,72 0,77
256 0,96 0,96

128 8 0,40 0,39 0,41 0,40
16 0,52 0,51 0,58 0,59
32 0,61 0,61 0,61 0,60
64 0,94 0,94 0,86 0,87

128 0,92 0,98
256 1,00 1,00

256 8 0,86 0,85 0,84 0,83
16 0,99 0,99 0,99 0,99
32 0,99 0,99 0,99 0,99
64 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00 1,00 1,00
256 1,00 1,00

Fonte: Do autor (2023).

quando n = 256 e p = 8 e quando n = 256 e p ≥ 128, o poder foi alto para n = 128 e p ≥ 128

e para n = 256 e qualquer valor de p. Para o T B, o poder foi alto para n = 256 e qualquer valor
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de p. Para o JB, o JBR e o T B, além destes valores, o poder convergiu para 1 também quando

n = 256 e p = 64.

As versões bootstrap dos testes tiveram, na maioria das configurações estudadas, con-

trole do erro tipo I e os valores de poder foram grandes com tamanhos amostrais superiores

ou iguais a 128. Assim, elas apresentaram sucesso em suas criações, mesmo em situações

com elevado percentual de outliers presentes na amostra. Isso confirmou que os testes foram

robustos.

Vale ressaltar que em pequenas amostras os valores de poder foram muito próximos

ou estatisticamente idênticos aos valores nominais. Isso, porém, era esperado, haja vista que

os testes para as estruturas de covariâncias exigem, em geral, amostras maiores que os testes

para os vetores de médias, conforme salientou Ferreira (2018). Vale também ressaltar que se a

estrutura sob a hipótese alternativa para a matriz de covariâncias for muito próxima da estrutura

sob a hipótese nula que se está testando, este fato obviamente acarreta potencialmente menores

valores de poder do que uma outra situação em que a estrutura for bem distinta da estrutura

esférica.

Nas Tabelas 4.9 e 4.10 são apresentados os valores de poder dos testes sob a H1: ΣΣΣ =

σ2[(1−ρ)III+ρJJJ], em que ρ = 0,90 e JJJ é uma matriz de uns, considerada a distribuição normal,

ao nível nominal de 5% de significância.Notaram-se que os valores de poder de todos os testes

foram bem próximos a 1 ou convergiram para 1 para todas as combinações de n e p.

Na Tabela 4.9 observou-se que o JAs teve o poder igual a 1 em todas as combinações

estudadas de n e de p. O LRTAs e o LRTAsR também apresentaram o poder igual a 1 para

todas as configurações estudas as quais os testes se aplicam, ou seja, quando n > p. O JAsR

teve o poder próximo de 1 quando n = 8 e p ≥ 16 e n ≥ 16 e qualquer valor de p. Os testes

assintóticos, embora extremamente poderosos, não foram considerados uma boa opção por não

controlarem a taxa de erro do tipo I, principalmente em alta dimensionalidade e/ou em amostras

pequenas (n ≤ 64).

Os resultados apresentados na Tabela 4.10 permitiram verificar que as observações apon-

tadas nas versões assintóticas dos testes foram as mesmas para as versões bootstrap dos testes.

O JBR apresentou valores de poder altos e bem próximos a 1 para n = 8 e p = 8, n = 8 e p = 16
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Tabela 4.8 – Valores de poder dos testes LRT B, LRT BR, JB, JBR, T B e T BR considerando
H1: ΣΣΣ = diag(σii), para i = 1, 2, · · · , p, obtidos por meio de 1000 repetições da
simulação Monte Carlo, sob a distribuição normal contaminada com δ = 0,30, ao
nível nominal de 5% de significância.

n p LRTB LRTBR JB JBR TB TBR
8 8 0,14 0,07

16 0,06 0,05
32 0,05 0,05
64 0,05 0,06

128 0,05 0,07
256 0,08 0,03

16 8 0,06 0,05 0,09 0,10 0,06 0,07
16 0,11 0,10
32 0,09 0,06
64 0,07 0,07

128 0,06 0,03
256 0,06 0,06

32 8 0,17 0,08 0,10 0,11 0,13 0,13
16 0,06 0,09 0,08 0,11 0,08 0,10
32 0,07 0,06
64 0,21 0,14

128 0,22 0,15
256 0,21 0,17

64 8 0,42 0,39 0,41 0,37 0,46 0,39
16 0,26 0,28 0,30 0,29 0,29 0,30
32 0,26 0,25 0,47 0,46 0,42 0,37
64 0,30 0,27

128 0,36 0,42
256 0,48 0,48

128 8 0,36 0,38 0,41 0,38 0,41 0,37
16 0,48 0,46 0,53 0,53 0,52 0,49
32 0,55 0,53 0,55 0,54 0,58 0,57
64 0,67 0,67 0,77 0,78 0,75 0,75

128 0,80 0,83
256 0,91 0,91

256 8 0,85 0,84 0,85 0,81 0,86 0,83
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 0,99 0,99 0,99 0,99 0,99 0,99
64 0,99 0,99 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 1,00 1,00

Fonte: Do autor (2023).

e n = 8 e p = 32 e o poder convergiu para 1 com n = 8 e p ≥ 64 e para n ≥ 16, independente

do valor de p. Claramente, houve uma situação em que a estrutura de covariação sob H1 se
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Tabela 4.9 – Valores de poder dos testes LRTAs, LRTAsR, JAs e JAsR considerando H1: ΣΣΣ =
σ2[(1−ρ)III +ρJJJ], em que ρ = 0,90 e JJJ é uma matriz de uns, obtidos por meio
de 1000 repetições da simulação Monte Carlo, sob a distribuição normal, ao nível
nominal de 5% de significância.

n p LRTAs LRTAsR JAs JAsR
8 8 1,00 0,99

16 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

16 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

32 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

64 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

128 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

256 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00 1,00 1,00
256 1,00 1,00

Fonte: Do autor (2023).

afastou consideravelmente em termos da estrutura sob H0. Com isso os valores de poder foram

elevadíssimos, quase sempre iguais a 100% para todos os tamanhos amostrais n e dimensões p
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adotados. Os três testes, nas versões robusta ou não robusta, tiveram desempenhos iguais nas

configurações que as comparações foram possíveis de serem realizadas. Não houve melhoria

expressiva em se usar o estimador robusto da covariância na formulação dos testes. Isso se deu

também em todos os casos anteriormente estudados e discutidos aqui.

Nas Tabelas 4.11 e 4.12 foram apresentados os valores de poder dos testes assintóticos

e das versões bootstrap, respectivamente, considerada H1: ΣΣΣ = σ2[(1−ρ)III +ρJJJ], em que ρ =

0,90 e JJJ é uma matriz de uns, obtidos por meio de 1000 repetições da simulação Monte Carlo,

sob a distribuição normal contaminada com δ = 0,30, ao nível nominal de 5% de significância.

Os resultados das simulações sob a distribuição normal contaminada com δ = 0,30 foram bem

semelhantes aos resultados das simulações sob a distribuição normal.

Na Tabela 4.11 foram mostrados os resultados dos valores de poder dos testes assintó-

ticos. Os testes LRTAs, LRTAsR, JAs e JAsR tiveram valores de poder iguais a 1 para todas as

combinações de n e de p consideradas no presente estudo para as quais os testes se aplicam, ou

seja, para n > p. Para o caso de alta dimensionalidade o comportamento foi semelhante para

os testes JAs e JAsR, a única exceção ocorreu para o JAsR com n = 8 e p = 8. Novamente,

os valores de poder destes casos, principalmente em alta dimensionalidade (p ≥ n) e pequenas

amostras (n ≤ 64), foram olhados com cautela, pois não houve controle adequado do erro tipo

I.

Na Tabela 4.12 foram apresentados os valores de poder para as versões bootstrap dos

testes. Os resultados das simulações sob a distribuição normal contaminada com δ = 0,30

foram bem semelhantes aos resultados sob a distribuição normal. Os testes LRT B, LRT BR,

JB e T BR tiveram os valores de poder iguais a 1 para quaisquer configurações de n e de p

considerados no presente estudo. O JBR apresentou valores de poder altos e próximos de 1 para

n = 8 e p ≥ 64. Para n = 8 e p ≥ 128 e para n = 16 e qualquer valor de p, o poder do JBR

foi igual a 1. O T B apresentou poder igual a 1 em todas as configurações que foram possíveis

simular. Novamente, foi verificado que houve uma robustez em relação à presença de outliers

dos testes bootstrap para a estrutura de esfericidade da matriz de covariância, uma vez que

praticamente não houve efeito negativo causado pela presença de outliers.
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Tabela 4.10 – Valores de poder dos testes LRT B, LRT BR, JB, JBR, T B e T BR considerando H1:
ΣΣΣ = σ2[(1−ρ)III +ρJJJ], em que ρ = 0,90 e JJJ é uma matriz de uns, obtidos por
meio de 1000 repetições da simulação Monte Carlo, sob a distribuição normal, ao
nível nominal de 5% de significância.

n p LRTB LRTBR JB JBR TB TBR
8 8 1,00 0,93

16 1,00 0,99
32 1,00 0,98
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

16 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

32 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

64 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

128 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

256 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 1,00 1,00

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 4.11 – Valores de poder dos testes LRTAs, LRTAsR, JAs e JAsR considerando H1:
ΣΣΣ = σ2[(1−ρ)III +ρJJJ], em que ρ = 0,90 e JJJ é uma matriz de uns, obtidos por
meio de 1000 repetições da simulação Monte Carlo, sob a distribuição normal
contaminada com δ = 0,30, ao nível nominal de 5% de significância.

n p LRTAs LRTAsR JAs JAsR
8 8 1,00 0,99

16 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

16 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

32 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

64 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

128 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

256 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00 1,00 1,00
256 1,00 1,00

Fonte: Do autor (2023).

4.3 Considerações finais

Os valores de poder sob a hipótese alternativa H1: ΣΣΣ = diag(σii), para i = 1, 2, · · · ,

p diferiram dos valores de poder simulados sob a hipótese H1: ΣΣΣ = σ2[(1− ρ)III + ρJJJ], com
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Tabela 4.12 – Valores de poder dos testes LRT B, LRT BR, JB, JBR, T B e T BR considerando
H1: ΣΣΣ = σ2[(1−ρ)III +ρJJJ], em que ρ = 0,90 e JJJ é uma matriz de uns, obtidos
por meio de 1000 repetições da simulação Monte Carlo, sob a distribuição normal
contaminada com δ = 0,30, ao nível nominal de 5% de significância.

n p LRTB LRTBR JB JBR TB TBR
8 8 1,00 0,94

16 1,00 0,98
32 1,00 0,99
64 1,00 0,99

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

16 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

32 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

64 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

128 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

256 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 1,00 1,00

Fonte: Do autor (2023).

ρ = 0,90, pois convergiram para 1 com um valor de p maior quando n foi fixado ou para um

valor de n maior, concordando com os resultados apresentados por Campos (2019).
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Como afirmado anteriormente, sob H0 tem-se uma estrutura de covariância esférica, o

que significa que as covariâncias são nulas e as variâncias das p variáveis são todas iguais.

Portanto, no caso de cenários sob a hipótese alternativa H1: ΣΣΣ = diag(σii) se assemelham mais

à estrutura de esfericidade sob a hipótese nula do que uma situação sob a hipótese alternativa

com simetria composta H1: ΣΣΣ = σ2[(1−ρ)III +ρJJJ], com ρ = 0,90 (valor grande), em que há

um afastamento muito grande da estrutura sob H0.

Assim, sob estrutura de simetria composta e com correlação mais alta, era esperado um

maior poder, como realmente foi observado. Apesar de não terem sido simulados casos em que

a hipótese alternativa com simetria composta H1: ΣΣΣ = σ2[(1− ρ)III + ρJJJ] assuma valores de

ρ pequenos, já era sabido que se assemelham mais à estrutura de esfericidade sob a hipótese

nula do que quando a hipótese alternativa com simetria composta H1: ΣΣΣ = σ2[(1−ρ)III +ρJJJ]

assuma valores de ρ grandes, como ρ = 0,90. Dessa maneira, os valores de poder sob H1:

ΣΣΣ = σ2[(1−ρ)III +ρJJJ] têm relação com os valores de ρ .

As versões bootstrap dos testes (LRT B, LT BR, JB, JBR, T B e T BR) tiveram um desem-

penho melhor que as versões assintóticas (LRTAs, LRTAsR, JAs e JAsR), controlando melhor

as taxas de erro do tipo I, sob a distribuição normal e ao nível de 5% de significância. No traba-

lho de Campos e Ferreira (2022) foram obtidas conclusões semelhantes em relação às versões

Monte Carlo dos testes de identidade, se comparadas aos testes assintóticos. O LRT B, o LT BR,

o JB, o JBR, o T B e o T BR apresentaram, ainda, valores de poder altos (acima de 0,80) para

n = 256 e qualquer valor de p sob H1: ΣΣΣ = diag(σii), para i = 1, 2, · · · , p e também para todos

os valores de n e p considerados, sob H1: ΣΣΣ = σ2[(1−ρ)III +ρJJJ], em que ρ = 0,90 e JJJ é uma

matriz de uns.

Os testes LRTAs, LRTAsR, JAs e JAsR apresentaram valores de poder altos para algumas

situações em que as versões bootstrap dos testes apresentaram valores muito baixos (abaixo de

0,50) sob H1: ΣΣΣ = diag(σii), para i = 1, 2, · · · , p. Sob H1: ΣΣΣ = σ2[(1 − ρ)III + ρJJJ], com

ρ = 0,90, o poder dos testes assintóticos foi alto para todos os valores de n e p considerados,

assim como ocorreu nas versões bootstrap dos testes. O ganho em poder dos testes assintóticos

foi visto com muita ressalva, pois não houve controle dos erros tipo I destes testes na maioria

dos cenários estudados, eles foram liberais, em geral, concordando que os testes mais poderosos
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geralmente não controlam adequadamente as taxas de erro tipo I, como afirmado por Campos e

Ferreira (2022).

Ao contrário do que foi concluído por Chen et al. (2020), no presente estudo os testes que

utilizaram as estatísticas de máximo T B e T BR não apresentaram desempenhos superiores aos

demais testes. Em relação ao controle das taxas de erro do tipo I, em algumas situações o LRT B

e/ou o JB foram/foi exato(s) mas o T B foi liberal ou o LRT BR e/ou o JBR foram/foi exato(s)

mas o T BR foi liberal. Já quanto ao poder dos testes, o T B e o T BR obtiveram comportamentos

semelhantes aos demais testes.

Não houve ganho em relação ao uso dos estimadores robustos, nem nas versões assin-

tóticas, nem nas versões bootstrap dos testes, mesmo considerando uma constante de contami-

nação de 30% no presente estudo. Tal fato contraria a indicação de Sabino, Lage e Almeida

(2014) de utilizar as técnicas estatísticas robustas em casos de presença de outliers como uma

medida de intervenção para que a análise dos dados não fosse prejudicada. O uso do comedian,

no presente estudo, não valeu a pena, se comparado às estatísticas originais, pelo tempo com-

putacional gasto ser maior e os resultados serem bem semelhantes à estatística correspondente

não modificada.

Os testes sob a distribuição normal contaminada com δ = 0,30 se comportaram de ma-

neira semelhante aos testes sob a distribuição normal, ao nível de 5% de significância. Portanto,

as versões bootstrap dos testes sob a distribuição normal e sob a distribuição normal contami-

nada controlaram as taxas de erro do tipo I e possuíram valores de poder altos considerando

as hipóteses alternativas utilizadas no presente estudo, já ressaltadas. Os testes LRT B, LRT BR,

T B e T BR foram robustos quanto à presença de outliers e os testes JB e JBR foram robustos

quanto à presença de outliers e também quanto à alta dimensionalidade dos dados (p ≥ n).

Foi nítida a semelhança entre as conclusões sobre as vantagens do uso da versão boots-

trap do teste de John (1971) e também de sua versão modificada, para o caso da hipótese de

esfericidade, como observado no presente estudo, e do uso da versão Monte Carlo do teste de

Ledoit e Wolf (2002) e de sua versão modificada para a hipótese de identidade, observado por

Campos (2019). Assim, cumpriu-se o que motivou o estudo.
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Algumas sugestões para estudos posteriores são dadas a seguir. A primeira delas é verifi-

car a existência de um teste e/ou propor um teste de esfericidade robusto em relação à assimetria

dos dados (o que não foi avaliado no presente estudo). A segunda é utilizar constantes de conta-

minação maior, como δ = 0,40, e avaliar o desempenho dos testes propostos no presente estudo

afim de verificar se os testes robustos quando à presença de outliers permanecem sendo robustos

com esta nova imposição, além de verificar se os testes que utilizam os estimadores robustos

apresentam uma vantagem em seus usos diante desta situação. A terceira é usar diferentes va-

lores para ρ na hipótese alternativa de simetria composta, para verificar se eles influenciam nos

valores dos poderes dos testes.

Em geral, os resultados das simulações obtidos considerando 1%, 5% e 10% de signi-

ficância seguiram um mesmo padrão. Então, não foram discutidos os resultados para 10% e

para 1%, os quais foram mostrados nos Apêndices A e B, respectivamente. As conclusões e

discussões apresentadas para α = 5% também foram válidas para α = 1% e α = 10%.

Por último, mas não menos importante é a necessidade de apontar que embora o teste da

hipótese nula de esfericidade, H0: ΣΣΣ = σ2III, pareça restritivo, na verdade não é. Por exemplo, se

um pesquisador almeja testar a hipótese H0: ΣΣΣ = ΣΣΣ0, em que ΣΣΣ0 é uma matriz de covariâncias

de interesse p× p positiva definida, então se XXX j, para j = 1, 2, · · · , n, é a amostra aleatória,

então se for realizada a transformação YYY j = σΣΣΣ
−1/2
0 XXX j, para j = 1, 2, · · · , n, da amostra ori-

ginal, a covariância do novo conjunto de dados sob H0 é Cov(YYY j) = σΣΣΣ
−1/2
0 Cov(XXX j)ΣΣΣ0σ =

σ2ΣΣΣ
−1/2
0 ΣΣΣ

−1/2
0 ΣΣΣ0 = σ2III. Ou seja, testar que os dados originais tem covariância ΣΣΣ0, equivale a

testar que os dados transformados tem covariância σ2III. Portanto, se a amostra transformada,

YYY j = σΣΣΣ
−1/2
0 XXX j, para j = 1, 2, · · · , n, for submetida a qualquer um dos testes, teremos ampla

utilidade para os testes propostos, além do teste de esfericidade original, com todas as vantagens

que os melhores testes encontrados apresentaram.

No Quadro 4.1 foi feito um resumo dos melhores desempenhos dos testes em estudo em

relação ao controle das taxas de erro do tipo I e ao poder dos testes em cada combinação de n e

p.
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Quadro 4.1 – Resumo dos desempenhos dos testes LRTAs, LRTAsR, JAs, JAsR, LRT B, LRT BR,
JB, JBR, T B e T BR considerando o controle das taxas do erro do tipo I e os
valores de poder dos testes sob as distribuições normal e normal contaminada, ao
nível nominal de 5% de significância.

Distribuição Hipótese Recomendações
Normal H0 * LRT B, LRT BR, JB, JBR, T B e T BR

H1 * LRTAs, LRTAsR, JAs, JAsR, LRT B,
LRT BR, JB, JBR, T B e T BR, se n = 256
* JAs e JAsR quando p = 256, p = 128 e
n = 8,16,32, p = 64 e n = 8
* JAsR em n = 8 e p = 32 e n = 16 e p = 64
* LRTAs e LRTAsR quando n = 128 e p = 64

H∗
1 * LRTAs, LRTAsR, JAs, JAsR, LRT B,

LRT BR, JB, JBR, T B e T BR
Normal contaminada H0 * LRT B, LRT BR, JB, JBR, T B e T BR

H1 * LRT B, LRT BR, JB, JBR, T B e T BR,
se n = 256

H∗
1 * LRTAs, LRTAsR, JAs, JAsR,

LRT B, LRT BR, JB, JBR, T B e T BR

Fonte: Do autor (2023).
Avaliação sob H0 : ΣΣΣ = σ2III referiu-se ao controle das taxas de erro tipo I.

Avaliação sob H1 : ΣΣΣ = diag(σii) para i = 1, 2, · · · , p, referiu-se ao o poder dos testes ser igual ou
superior a 0,80.

Avaliação sob H∗
1 : ΣΣΣ = σ2[(1−ρ)III +ρJJJ] em que ρ = 0,90 e JJJ é uma matriz de uns, referiu-se ao o

poder dos testes ser igual ou superior a 0,80.
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5 CONCLUSÕES

Os testes LRT B, LRT BR, JB, JBR, T B e T BR controlam adequadamente as taxas de erro

do tipo I na maioria das situações, o que não ocorre em relação aos testes LRTAs, LRTAsR, JAs

e JAsR, tanto se considerada a distribuição normal quanto a distribuição normal contaminada

com δ = 0,30, aos níveis de 1%, 5% e 10% de significância. Assim, as versões bootstrap dos

testes apresentam um desempenho melhor que os testes assintóticos.

Não é notada uma vantagem do uso dos testes que utilizam a estatística do máximo, T B

e T BR, se comparados aos demais testes considerados. Portanto, o presente estudo contribui

com a proposta de seis testes de esfericidade robustos quanto à presença de outliers, sendo que

dois destes testes, o JB e o JBR são, ainda, robustos em relação à alta dimensionalidade dos

dados. Não há ganho em relação ao uso dos estimadores robustos, tanto no caso assintótico

quanto no caso bootstrap, nas condições realizadas no presente estudo.

Para um estudo posterior, sugere-se encontrar e/ou propor um teste de esfericidade que

seja robusto em relação à assimetria da distribuição dos dados. No presente estudo a robustez

quanto à assimetria da distribuição não foi verificada. Sugere-se também avaliar o desempenho

dos testes propostos no presente estudo utilizando uma constante de contaminação maior, como

δ = 0,40, afim de verificar se os testes robustos quando à presença de outliers permanecem

não sendo afetados com esta nova imposição, além de verificar se os testes que utilizam os

estimadores robustos apresentam uma vantagem em seus usos diante da nova situação. Também

é sugerido o uso de diferentes valores para ρ na hipótese alternativa de simetria composta.
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APÊNDICE A – Resultados ao nível de 10% de significância

Tabela 1 – Tamanhos reais dos testes LRTAs, LRTAsR, JAs e JAsR sob a hipótese H0: ΣΣΣ = σ2III,
obtidos através de 1000 repetições da simulação Monte Carlo, sob a distribuição
normal, ao nível nominal de 10% de significância.

n p LRTAs LRTAsR JAs JAsR
8 8 0,15+ 0,30+

16 0,33+ 0,70+

32 0,75+ 0,90+

64 1,00+ 1,00+

128 1,00+ 1,00+

256 1,00+ 1,00+

16 8 0,13+ 0,32+ 0,15+ 0,30+

16 0,20+ 0,38+

32 0,37+ 0,59+

64 0,78+ 0,87+

128 1,00+ 1,00+

256 1,00+ 1,00+

32 8 0,09 0,16+ 0,10 0,16+

16 0,14+ 0,22+ 0,15+ 0,23+

32 0,23+ 0,30+

64 0,40+ 0,48+

128 0,83+ 0,83+

256 1,00+ 1,00+

64 8 0,09 0,14+ 0,10 0,14+

16 0,11 0,13+ 0,12 0,15+

32 0,18+ 0,21+ 0,15+ 0,17+

64 0,25+ 0,26+

128 0,32+ 0,33+

256 0,76+ 0,76+

128 8 0,08 0,12 0,09 0,12
16 0,13+ 0,14+ 0,15+ 0,18+

32 0,08 0,08 0,09 0,09
64 0,34+ 0,34+ 0,21+ 0,21+

128 0,24+ 0,24+

256 0,40+ 0,40+

256 8 0,13+ 0,14+ 0,13+ 0,14+

16 0,11 0,12 0,11 0,12
32 0,08 0,08 0,12 0,11
64 0,14+ 0,15+ 0,11 0,11

128 0,64+ 0,64+ 0,21+ 0,21+

256 0,21+ 0,21+

+ foram os testes liberais e, em negrito, os testes exatos.
Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 2 – Tamanhos reais dos testes LRT B, LRT BR, JB, JBR, T B e T BR sob a hipótese H0:
ΣΣΣ = σ2III, obtidos através de 1000 repetições da simulação Monte Carlo, sob a distri-
buição normal, ao nível nominal de 10% de significância.

n p LRTB LRTBR JB JBR TB TBR
8 8 0,09 0,09

16 0,10 0,09
32 0,10 0,10
64 0,10 0,10

128 0,11 0,10
256 0,12 0,12

16 8 0,10 0,11 0,11 0,10 0,11 0,11
16 0,10 0,11
32 0,09 0,09
64 0,11 0,10

128 0,06− 0,05−

256 0,06− 0,08
32 8 0,08 0,08 0,08 0,09 0,09 0,08

16 0,10 0,09 0,11 0,11 0,11 0,09
32 0,12 0,11
64 0,10 0,11

128 0,11 0,17+

256 0,11 0,10
64 8 0,09 0,10 0,09 0,10 0,09 0,10

16 0,10 0,11 0,10 0,11 0,10 0,10
32 0,09 0,08 0,11 0,10 0,09 0,09
64 0,12 0,11

128 0,06− 0,07−

256 0,13+ 0,13+

128 8 0,09 0,09 0,10 0,11 0,10 0,10
16 0,12 0,11 0,16+ 0,15+ 0,14+ 0,15+

32 0,07− 0,07− 0,09 0,09 0,08 0,08
64 0,12 0,12 0,15+ 0,16+ 0,12 0,12

128 0,12 0,12
256 0,11 0,11

256 8 0,12 0,13+ 0,13+ 0,13+ 0,12 0,13+

16 0,09 0,09 0,10 0,10 0,10 0,10
32 0,08 0,08 0,10 0,10 0,10 0,09
64 0,11 0,11 0,10 0,11 0,10 0,10

128 0,12 0,12 0,15+ 0,15+ 0,12 0,12
256 0,08 0,08

+ foram os testes liberais, − foram os testes conservativos e, em negrito, os testes exatos.
Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 3 – Tamanhos reais dos testes LRTAs, LRTAsR, JAs e JAsR sob a hipótese H0: ΣΣΣ = σ2III,
obtidos através de 1000 repetições da simulação Monte Carlo, sob a distribuição
normal contaminada com δ = 0,30, ao nível nominal de 10% de significância.

n p LRTAs LRTAsR JAs JAsR
8 8 0,20+ 0,47+

16 0,34+ 0,72+

32 0,77+ 0,90+

64 1,00+ 1,00+

128 1,00+ 1,00+

256 1,00+ 1,00+

16 8 0,13+ 0,30+ 0,12 0,27+

16 0,18+ 0,40+

32 0,37+ 0,60+

64 0,76+ 0,85+

128 1,00+ 1,00+

256 1,00+ 1,00+

32 8 0,11 0,20+ 0,12 0,19+

16 0,15+ 0,23+ 0,15+ 0,22+

32 0,22+ 0,33+

64 0,40+ 0,46+

128 0,75+ 0,76+

256 1,00+ 1,00+

64 8 0,09 0,12 0,10 0,13+

16 0,11 0,20+ 0,12 0,19+

32 0,20+ 0,22+ 0,15+ 0,17+

64 0,25+ 0,26+

128 0,39+ 0,39+

256 0,81+ 0,81+

128 8 0,04− 0,06− 0,07− 0,10
16 0,12 0,13+ 0,11 0,11
32 0,11 0,10 0,11 0,11
64 0,24+ 0,25+ 0,17+ 0,18+

128 0,24+ 0,24+

256 0,39+ 0,39+

256 8 0,14+ 0,19+ 0,12 0,16+

16 0,12 0,13+ 0,11 0,11
32 0,13+ 0,13+ 0,13+ 0,13+

64 0,13+ 0,13+ 0,10 0,10
128 0,62+ 0,62+ 0,19+ 0,19+

256 0,26+ 0,26+

+ foram os testes liberais, − foram os testes conservativos e, em negrito, os testes exatos.
Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 4 – Tamanhos reais dos testes LRT B, LRT BR, JB, JBR, T B e T BR sob a hipótese H0:
ΣΣΣ = σ2III, obtidos através de 1000 repetições da simulação Monte Carlo, sob a distri-
buição normal contaminada com δ = 0,30, ao nível nominal de 10% de significância.

n p LRTB LRTBR JB JBR TB TBR
8 8 0,11 0,10

16 0,09 0,11
32 0,09 0,09
64 0,10 0,09

128 0,11 0,05−

256 0,12 0,09
16 8 0,10 0,10 0,09 0,09 0,09 0,10

16 0,07− 0,09
32 0,10 0,10
64 0,08 0,09

128 0,10 0,11
256 0,09 0,08

32 8 0,11 0,10 0,10 0,09 0,10 0,09
16 0,11 0,11 0,10 0,10 0,10 0,10
32 0,12 0,13+

64 0,09 0,08
128 0,06− 0,07−

256 0,08 0,09
64 8 0,09 0,09 0,09 0,10 0,09 0,10

16 0,11 0,10 0,10 0,09 0,10 0,09
32 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10
64 0,11 0,11

128 0,12 0,13+

256 0,06− 0,06−

128 8 0,05− 0,06− 0,08 0,09 0,09 0,07−

16 0,12 0,12 0,11 0,10 0,12 0,12
32 0,09 0,08 0,06− 0,06− 0,07− 0,07−

64 0,09 0,10 0,11 0,12 0,09 0,10
128 0,11 0,11
256 0,12 0,12

256 8 0,13+ 0,15+ 0,14+ 0,15+ 0,13+ 0,15+

16 0,12 0,12 0,11 0,10 0,12 0,12
32 0,12 0,12 0,12 0,12 0,13+ 0,12
64 0,10 0,10 0,08 0,08 0,11 0,11

128 0,11 0,11 0,11 0,11 0,10 0,10
256 0,12 0,12

+ foram os testes liberais, − foram os testes conservativos e, em negrito, os testes exatos.
Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 5 – Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, JAs e JAsR considerando H1: ΣΣΣ = diag(σii),
para i = 1, 2, · · · , p, obtidos através de 1000 repetições da simulação Monte Carlo,
sob a distribuição normal, ao nível nominal de 10% de significância.

n p LRTAs LRTAsR JAs JAsR
8 8 0,23 0,51

16 0,37 0,73
32 0,78 0,93
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

16 8 0,19 0,37 0,19 0,35
16 0,31 0,50
32 0,50 0,67
64 0,83 0,87

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

32 8 0,18 0,26 0,23 0,29
16 0,26 0,36 0,29 0,36
32 0,46 0,54
64 0,53 0,57

128 0,92 0,93
256 1,00 1,00

64 8 0,40 0,45 0,38 0,44
16 0,41 0,43 0,48 0,51
32 0,43 0,46 0,42 0,45
64 0,66 0,66

128 0,73 0,73
256 0,96 0,96

128 8 0,87 0,88 0,87 0,86
16 0,88 0,88 0,86 0,86
32 0,89 0,89 0,86 0,88
64 0,88 0,88 0,84 0,84

128 0,95 0,95
256 0,97 0,97

256 8 0,98 0,98 0,98 0,98
16 0,98 0,98 0,99 0,99
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00 1,00 1,00
256 1,00 1,00

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 6 – Poderes dos testes LRT B, LRT BR, JB, JBR, T B e T BR considerando H1: ΣΣΣ =
diag(σii), para i = 1, 2, · · · , p, obtidos através de 1000 repetições da simulação
Monte Carlo, sob a distribuição normal, ao nível nominal de 10% de significância.

n p LRTB LRTBR JB JBR TB TBR
8 8 0,13 0,11

16 0,09 0,08
32 0,15 0,12
64 0,14 0,10

128 0,15 0,16
256 0,11 0,09

16 8 0,16 0,11 0,15 0,15 0,15 0,13
16 0,18 0,15
32 0,16 0,12
64 0,16 0,12

128 0,19 0,11
256 0,13 0,10

32 8 0,18 0,16 0,21 0,17 0,20 0,18
16 0,20 0,17 0,22 0,21 0,21 0,18
32 0,29 0,25
64 0,17 0,18

128 0,26 0,22
256 0,20 0,21

64 8 0,40 0,37 0,37 0,36 0,38 0,37
16 0,39 0,37 0,44 0,42 0,42 0,41
32 0,27 0,27 0,32 0,32 0,31 0,30
64 0,42 0,40

128 0,36 0,36
256 0,38 0,38

128 8 0,86 0,82 0,86 0,81 0,86 0,82
16 0,86 0,87 0,85 0,84 0,86 0,87
32 0,84 0,85 0,85 0,84 0,83 0,82
64 0,64 0,64 0,77 0,75 0,69 0,69

128 0,85 0,85
256 0,83 0,83

256 8 0,97 0,97 0,96 0,95 0,96 0,96
16 0,98 0,99 0,98 0,98 0,98 0,98
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

128 0,99 0,99 1,00 1,00 0,99 0,99
256 1,00 1,00

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 7 – Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, JAs e JAsR considerando H1: ΣΣΣ = diag(σii),
para i = 1, 2, · · · , p, obtidos através de 1000 repetições da simulação Monte Carlo,
sob a distribuição normal contaminada com δ = 0,30, ao nível nominal de 10% de
significância.

’
n p LRTAs LRTAsR JAs JAsR
8 8 0,26 0,54

16 0,35 0,74
32 0,76 0,90
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

16 8 0,13 0,37 0,23 0,35
16 0,37 0,53
32 0,48 0,65
64 0,87 0,91

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

32 8 0,21 0,24 0,16 0,23
16 0,21 0,26 0,29 0,34
32 0,26 0,36
64 0,71 0,72

128 0,90 0,90
256 1,00 1,00

64 8 0,60 0,59 0,56 0,58
16 0,38 0,45 0,54 0,60
32 0,65 0,67 0,71 0,72
64 0,68 0,70

128 0,82 0,88
256 0,98 0,98

128 8 0,51 0,51 0,53 0,53
16 0,68 0,68 0,74 0,75
32 0,73 0,73 0,75 0,75
64 0,97 0,97 0,92 0,92

128 0,97 0,99
256 1,00 1,00

256 8 0,87 0,88 0,87 0,86
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 0,99 0,99 0,99 0,99
64 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00 1,00 1,00
256 1,00 1,00

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 8 – Poderes dos testes LRT B, LRT BR, JB, JBR, T B e T BR considerando H1: ΣΣΣ =
diag(σii), para i = 1, 2, · · · , p, obtidos através de 1000 repetições da simulação
Monte Carlo, sob a distribuição normal contaminada com δ = 0,30, ao nível nomi-
nal de 10% de significância.

n p LRTB LRTBR JB JBR TB TBR
8 8 0,16 0,11

16 0,14 0,07
32 0,08 0,09
64 0,08 0,07

128 0,12 0,11
256 0,15 0,10

16 8 0,14 0,11 0,14 0,14 0,14 0,12
16 0,23 0,20
32 0,18 0,11
64 0,14 0,10

128 0,09 0,07
256 0,15 0,12

32 8 0,20 0,17 0,15 0,15 0,20 0,18
16 0,13 0,13 0,19 0,18 0,18 0,18
32 0,11 0,12
64 0,32 0,28

128 0,33 0,28
256 0,34 0,29

64 8 0,59 0,55 0,54 0,49 0,55 0,54
16 0,37 0,35 0,45 0,43 0,42 0,45
32 0,44 0,43 0,60 0,59 0,58 0,57
64 0,47 0,45

128 0,52 0,57
256 0,65 0,65

128 8 0,54 0,48 0,49 0,48 0,53 0,47
16 0,66 0,65 0,69 0,67 0,67 0,65
32 0,70 0,67 0,67 0,67 0,71 0,71
64 0,78 0,77 0,86 0,86 0,86 0,86

128 0,92 0,95
256 0,97 0,97

256 8 0,90 0,88 0,87 0,87 0,88 0,88
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 0,99 0,99 0,99 1,00 0,99 0,99
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 1,00 1,00

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 9 – Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, JAs e JAsR considerando H1: ΣΣΣ = σ2[(1 −
ρ)III+ρIII], em que ρ = 0,90, obtidos através de 1000 repetições da simulação Monte
Carlo, sob a distribuição normal, ao nível nominal de 10% de significância.

n p LRTAs LRTAsR JAs JAsR
8 8 1,00 1,00

16 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

16 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

32 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

64 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

128 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

256 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00 1,00 1,00
256 1,00 1,00

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 10 – Poderes dos testes LRT B, LRT BR, JB, JBR, T B e T BR considerando H1: ΣΣΣ =
σ2[(1−ρ)III +ρIII], em que ρ = 0,90, obtidos através de 1000 repetições da simu-
lação Monte Carlo, sob a distribuição normal, ao nível nominal de 10% de signifi-
cância.

n p LRTB LRTBR JB JBR TB TBR
8 8 1,00 0,97

16 1,00 0,99
32 1,00 0,99
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

16 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

32 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

64 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

128 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

256 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 1,00 1,00

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 11 – Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, JAs e JAsR considerando H1: ΣΣΣ = σ2[(1−
ρ)III+ρIII], em que ρ = 0,90, obtidos através de 1000 repetições da simulação Monte
Carlo, sob a distribuição normal contaminada com δ = 0,30, ao nível nominal de
10% de significância.

n p LRTAs LRTAsR JAs JAsR
8 8 1,00 0,99

16 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

16 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

32 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

64 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

128 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

256 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00 1,00 1,00
256 1,00 1,00

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 12 – Poderes dos testes LRT B, LRT BR, JB, JBR, T B e T BR considerando H1: ΣΣΣ =
σ2[(1−ρ)III +ρIII], em que ρ = 0,90, obtidos através de 1000 repetições da simu-
lação Monte Carlo, sob a distribuição normal contaminada com δ = 0,30, ao nível
nominal de 10% de significância.

n p LRTB LRTBR JB JBR TB TBR
8 8 1,00 0,98

16 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

16 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

32 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

64 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

128 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

256 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 1,00 1,00

Fonte: Do autor (2023).
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APÊNDICE B – Resultados ao nível de 1% de significância

Tabela 13 – Tamanhos reais dos testes LRTAs, LRTAsR, JAs e JAsR sob a hipótese H0: ΣΣΣ=σ2III,
obtidos através de 1000 repetições da simulação Monte Carlo, sob a distribuição
normal, ao nível nominal de 1% de significância.

n p LRTAs LRTAsR JAs JAsR
8 8 0,03+ 0,19+

16 0,10+ 0,47+

32 0,36+ 0,75+

64 0,98+ 0,99+

128 1,00+ 1,00+

256 1,00+ 1,00+

16 8 0,01 0,11+ 0,02 0,09+

16 0,04+ 0,16+

32 0,09+ 0,33+

64 0,40+ 0,62+

128 0,99+ 0,99+

256 1,00+ 1,00+

32 8 0,01 0,02 0,02 0,04+

16 0,03+ 0,06+ 0,03+ 0,05+

32 0,04+ 0,08+

64 0,10+ 0,16+

128 0,40+ 0,45+

256 0,98+ 0,98+

64 8 0,01 0,02 0,01 0,01
16 0,01 0,02 0,02 0,03+

32 0,02 0,03+ 0,03+ 0,03+

64 0,04+ 0,05+

128 0,05+ 0,07+

256 0,41+ 0,41+

128 8 0,01 0,01 0,02 0,02
16 0,01 0,01 0,01 0,01
32 0,01 0,01 0,04+ 0,04+

64 0,06+ 0,06+ 0,01 0,01
128 0,05 0,05
256 0,09+ 0,09+

256 8 0,01 0,03+ 0,02 0,03+

16 0,01 0,01 0,01 0,01
32 0,01 0,01 0,00 0,01
64 0,02 0,02 0,01 0,01

128 0,26+ 0,26+ 0,07+ 0,07+

256 0,02 0,02

+ foram os testes liberais e, em negrito, os testes exatos.
Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 14 – Tamanhos reais dos testes LRT B, LRT BR, JB, JBR, T B e T BR sob a hipótese
H0: ΣΣΣ = σ2III, obtidos através de 1000 repetições da simulação Monte Carlo, sob a
distribuição normal, ao nível nominal de 1% de significância.

n p LRTB LRTBR JB JBR TB TBR
8 8 0,01 0,01

16 0,01 0,01
32 0,01 0,01
64 0,02 0,01
128 0,01 0,00
256 0,01 0,02

16 8 0,01 0,01 0,01 0,00 0,01 0,00
16 0,01 0,01
32 0,01 0,01
64 0,02 0,01
128 0,00 0,01
256 0,00 0,01

32 8 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
16 0,01 0,02 0,01 0,02 0,01 0,02
32 0,01 0,01
64 0,01 0,01
128 0,00 0,00
256 0,02 0,02

64 8 0,00 0,01 0,01 0,01 0,00 0,01
16 0,01 0,01 0,02 0,02 0,01 0,01
32 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
64 0,01 0,01
128 0,00 0,00
256 0,01 0,01

128 8 0,00 1,00+ 0,01 0,00 0,01 0,00
16 0,03+ 0,02 0,00 0,00 0,00 0,00
32 0,01 0,01 0,03+ 0,03+ 0,03+ 0,02
64 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01

128 0,01 0,01
256 0,00 0,00

256 8 0,00 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00
16 0,02 0,01 0,02 0,02 0,02 0,02
32 0,00 0,00 0,01 0,01 0,01 0,01
64 0,00 0,00 0,01 0,01 0,00 0,00

128 0,02 0,02 0,03+ 0,03+ 0,02 0,02
256 0,01 0,01

+ foram os testes liberais e, em negrito, os testes exatos.
Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 15 – Tamanhos reais dos testes LRTAs, LRTAsR, JAs e JAsR sob a hipótese H0: ΣΣΣ=σ2III,
obtidos através de 1000 repetições da simulação Monte Carlo, sob a distribuição
normal contaminada com δ = 0,30, ao nível nominal de 1% de significância.

n p LRTAs LRTAsR JAs JAsR
8 8 0,04+ 0,21+

16 0,09+ 0,49+

32 0,39+ 0,77+

64 0,98+ 0,99+

128 1,00+ 1,00+

256 1,00+ 1,00+

16 8 0,02 0,12+ 0,02 0,07+

16 0,03+ 0,16+

32 0,11+ 0,35+

64 0,40+ 0,62+

128 0,98+ 0,98+

256 1,00+ 1,00+

32 8 0,01 0,03+ 0,01 0,04+

16 0,02 0,06+ 0,03+ 0,05+

32 0,05+ 0,11+

64 0,09+ 0,14+

128 0,38+ 0,42+

256 0,96+ 0,96+

64 8 0,01 0,02 0,01 0,02
16 0,01 0,03+ 0,01 0,04+

32 0,03+ 0,04+ 0,02 0,02
64 0,04+ 0,04+

128 0,11+ 0,12+

256 0,38+ 0,38+

128 8 0,01 0,02 0,01 0,02
16 0,02 0,02 0,01 0,01
32 0,00 0,00 0,01 0,01
64 0,05+ 0,05+ 0,03+ 0,03+

128 0,04+ 0,04+

256 0,10+ 0,10+

256 8 0,01 0,01 0,02 0,02
16 0,02 0,02 0,01 0,01
32 0,00 0,00 0,00 0,00
64 0,02 0,02 0,02 0,02

128 0,22+ 0,22+ 0,03+ 0,03+

256 0,02 0,02

+ foram os testes liberais e, em negrito, os testes exatos.
Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 16 – Tamanhos reais dos testes LRT B, LRT BR, JB, JBR, T B e T BR sob a hipótese
H0: ΣΣΣ = σ2III, obtidos através de 1000 repetições da simulação Monte Carlo, sob a
distribuição normal contaminada com δ = 0,30, ao nível nominal de 1% de signi-
ficância.

n p LRTB LRTBR JB JBR TB TBR
8 8 0,01 0,01 0,01

16 0,01 0,01
32 0,01 0,01
64 0,01 0,01

128 0,01 0,00
256 0,04+ 0,02

16 8 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
16 0,01 0,01
32 0,01 0,01
64 0,01 0,00

128 0,04+ 0,01
256 0,00 0,01

32 8 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
16 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
32 0,01 0,01
64 0,01 0,00

128 0,00 0,00
256 0,00 0,00

64 8 0,00 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
16 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
32 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
64 0,01 0,00

128 0,01 0,00
256 0,01 0,01

128 8 0,01 0,01 0,01 0,02 0,01 0,02
16 0,01 0,01 0,00 0,01 0,01 0,01
32 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
64 0,00 0,00 0,01 0,01 0,00 0,00

128 0,00 0,00
256 0,01 0,01

256 8 0,03+ 0,01 0,03+ 0,02 0,03+ 0,02
16 0,03+ 0,01 0,03+ 0,02 0,03+ 0,02
32 0,00 0,00 0,01 0,01 0,00 0,00
64 0,02 0,02 0,04+ 0,04+ 0,04+ 0,04+

128 0,01 0,01 0,02 0,02 0,01 0,01
256 0,00 0,00

+ foram os testes liberais e, em negrito, os testes exatos.
Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 17 – Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, JAs e JAsR considerando H1: ΣΣΣ = diag(σii),
para i = 1, 2, · · · , p, obtidos através de 1000 repetições da simulação Monte Carlo,
sob a distribuição normal, ao nível nominal de 1% de significância.

n p LRTAs LRTAsR JAs JAsR
8 8 0,05 0,22

16 0,09 0,49
32 0,41 0,79
64 0,98 0,99

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

16 8 0,03 0,13 0,04 0,12
16 0,09 0,23
32 0,17 0,40
64 0,47 0,67

128 0,99 0,99
256 1,00 1,00

32 8 0,03 0,07 0,04 0,07
16 0,04 0,09 0,07 0,11
32 0,15 0,21
64 0,17 0,24

128 0,58 0,61
256 0,98 0,98

64 8 0,10 0,13 0,11 0,13
16 0,11 0,14 0,15 0,17
32 0,12 0,14 0,13 0,14
64 0,25 0,26

128 0,37 0,37
256 0,80 0,80

128 8 0,51 0,58 0,57 0,56
16 0,32 0,32 0,27 0,31
32 0,53 0,54 0,62 0,64
64 0,59 0,59 0,55 0,55

128 0,73 0,73
256 0,83 0,83

256 8 0,85 0,86 0,857 0,87
16 0,97 0,97 0,967 0,96
32 0,93 0,93 0,957 0,95
64 0,94 0,94 0,967 0,96

128 1,00 1,00 0,997 0,99
256 1,00 1,00

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 18 – Poderes dos testes LRT B, LRT BR, JB, JBR, T B e T BR considerando H1: ΣΣΣ =
diag(σii), para i = 1, 2, · · · , p, obtidos através de 1000 repetições da simulação
Monte Carlo, sob a distribuição normal, ao nível nominal de 1% de significância.

n p LRTB LRTBR JB JBR TB TBR
8 8 0,02 0,01

16 0,01 0,01
32 0,02 0,01
64 0,02 0,01

128 0,02 0,02
256 0,03 0,01

16 8 0,02 0,02 0,03 0,02 0,02 0,02
16 0,03 0,02
32 0,02 0,01
64 0,02 0,01

128 0,00 0,00
256 0,00 0,00

32 8 0,03 0,02 0,02 0,02 0,03 0,02
16 0,02 0,02 0,04 0,03 0,03 0,02
32 0,06 0,05
64 0,03 0,01

128 0,02 0,00
256 0,05 0,04

64 8 0,10 0,08 0,09 0,07 0,10 0,08
16 0,09 0,09 0,11 0,10 0,12 0,10
32 0,06 0,05 0,08 0,07 0,07 0,07
64 0,11 0,10

128 0,14 0,13
256 0,09 0,09

128 8 0,45 0,40 0,48 0,43 0,51 0,44
16 0,22 0,22 0,20 0,21 0,23 0,24
32 0,37 0,37 0,49 0,47 0,46 0,45
64 0,28 0,28 0,37 0,37 0,31 0,31

128 0,37 0,37
256 0,47 0,47

256 8 0,78 0,75 0,75 0,71 0,76 0,76
16 0,93 0,92 0,92 0,93 0,92 0,92
32 0,91 0,90 0,89 0,88 0,92 0,91
64 0,92 0,91 0,92 0,92 0,94 0,94

128 0,84 0,84 0,91 0,91 0,84 0,84
256 0,97 0,97

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 19 – Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, JAs e JAsR considerando H1: ΣΣΣ = diag(σii),
para i = 1, 2, · · · , p, obtidos através de 1000 repetições da simulação Monte Carlo,
sob a distribuição normal contaminada com δ = 0,30, ao nível nominal de 1% de
significância.

n p LRTAs LRTAsR JAs JAsR
8 8 0,06 0,24

16 0,11 0,54
32 0,41 0,78
64 0,96 0,97

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

16 8 0,02 0,13 0,03 0,12
16 0,08 0,25
32 0,17 0,39
64 0,47 0,62

128 0,97 0,97
256 1,00 1,00

32 8 0,02 0,06 0,06 0,08
16 0,04 0,10 0,03 0,10
32 0,06 0,10
64 0,32 0,40

128 0,61 0,63
256 1,00 1,00

64 8 0,20 0,27 0,23 0,28
16 0,11 0,12 0,15 0,18
32 0,20 0,20 0,37 0,37
64 0,29 0,29

128 0,63 0,68
256 0,91 0,91

128 8 0,12 0,17 0,15 0,20
16 0,32 0,32 0,33 0,33
32 0,35 0,35 0,38 0,38
64 0,69 0,69 0,66 0,66

128 0,78 0,83
256 0,98 0,98

256 8 0,73 0,74 0,71 0,71
16 0,92 0,93 0,92 0,93
32 0,97 0,97 0,97 0,97
64 0,97 0,97 0,99 0,99

128 1,00 1,00 1,00 1,00
256 1,00 1,00

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 20 – Poderes dos testes LRT B, LRT BR, JB, JBR, T B e T BR considerando H1: ΣΣΣ =
diag(σii), para i = 1, 2, · · · , p, obtidos através de 1000 repetições da simulação
Monte Carlo, sob a distribuição normal contaminada com δ = 0,30, ao nível nomi-
nal de 1% de significância.

n p LRTB LRTBR JB JBR TB TBR
8 8 0,05 0,00

16 0,01 0,00
32 0,00 0,00
64 0,01 0,01

128 0,01 0,00
256 0,02 0,02

16 8 0,00 0,01 0,00 0,00 0,00 0,01
16 0,03 0,02
32 0,02 0,00
64 0,03 0,02

128 0,03 0,01
256 0,03 0,03

32 8 0,03 0,03 0,04 0,04 0,04 0,04
16 0,01 0,01 0,02 0,02 0,02 0,01
32 0,03 0,01
64 0,07 0,04

128 0,03 0,06
256 0,08 0,03

64 8 0,22 0,18 0,18 0,19 0,20 0,20
16 0,08 0,06 0,11 0,10 0,09 0,07
32 0,08 0,07 0,26 0,24 0,17 0,15
64 0,14 0,12

128 0,17 0,15
256 0,19 0,19

128 8 0,15 0,15 0,16 0,15 0,16 0,18
16 0,31 0,30 0,28 0,28 0,29 0,28
32 0,26 0,27 0,31 0,30 0,33 0,31
64 0,33 0,33 0,48 0,48 0,37 0,38

128 0,52 0,67
256 0,73 0,73

256 8 0,63 0,60 0,58 0,53 0,60 0,56
16 0,88 0,91 0,91 0,90 0,88 0,88
32 0,96 0,96 0,95 0,95 0,96 0,96
64 0,95 0,95 0,95 0,95 0,96 0,96

128 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 1,00 1,00

Fonte: Do autor (2023).



102

Tabela 21 – Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, JAs e JAsR considerando H1: ΣΣΣ = σ2[(1−
ρ)III+ρIII], em que ρ = 0,90, obtidos através de 1000 repetições da simulação Monte
Carlo, sob a distribuição normal, ao nível nominal de 1% de significância.

n p LRTAs LRTAsR JAs JAsR
8 8 1,00 0,98

16 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

16 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

32 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

64 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

128 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

256 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00 1,00 1,00
256 1,00 1,00

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 22 – Poderes dos testes LRT B, LRT BR, JB, JBR, T B e T BR considerando H1: ΣΣΣ =
σ2[(1−ρ)III+ρIII], em que ρ = 0,90, obtidos através de 1000 repetições da simula-
ção Monte Carlo, sob a distribuição normal, ao nível nominal de 1% de significân-
cia.

n p LRTB LRTBR JB JBR TB TBR
8 8 1,00 0,85

16 1,00 0,94
32 1,00 0,95
64 1,00 0,97

128 1,00 0,99
256 1,00 0,99

16 8 1,00 0,99 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

32 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

64 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

128 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

256 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1 ,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 1,00 1,00

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 23 – Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, JAs e JAsR considerando H1: ΣΣΣ = σ2[(1−
ρ)III+ρIII], em que ρ = 0,90, obtidos através de 1000 repetições da simulação Monte
Carlo, sob a distribuição normal contaminada com δ = 0,30, ao nível nominal de
1% de significância.

n p LRTAs LRTAsR JAs JAsR
8 8 1,00 1,00

16 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

16 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

32 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

64 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

128 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

256 8 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00 1,00 1,00
256 1,00 1,00

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 24 – Poderes dos testes LRT B, LRT BR, JB, JBR, T B e T BR considerando H1: ΣΣΣ =
σ2[(1−ρ)III +ρIII], em que ρ = 0,90, obtidos através de 1000 repetições da simu-
lação Monte Carlo, sob a distribuição normal contaminada com δ = 0,30, ao nível
nominal de 1% de significância.

n p LRTB LRTBR JB JBR TB TBR
8 8 1,00 0,88 0,98 1,00 0,88 0,98

16 1,00 0,95
32 1,00 0,96
64 1,00 0,96

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

16 8 1,00 0,97 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

32 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

64 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

128 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 1,00
256 1,00 1,00

256 8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

128 1,00 0,97 1,00 1,00 1,00 1,00
256 1,00 1,00

Fonte: Do autor (2023).
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APÊNDICE C – Comandos usados no R

# Programa para obter as matrizes de covariâncias

# estimador clássico (S) e comedian (C)

# recebe a matriz de dados n x p

# dependência: pacote robustbase

library(robustbase)

EstCov <- function(X)

{

C <- covComed(X)$cov

S <- var(X)

return(list(C = C, S = S))

}

# Função para LRT H0: Sigma = sigma^2 * I (Correção de Box (1949))

# recebe n e S ou C e retorna chi e p-valor

LRTAs <- function(n, Ca1)

{

p <- nrow(Ca1)

chi1 <- - ((n - 1) - (2 * p^2 + p + 2 ) /(6 * p))

chi1 <- chi1*(log(det(Ca1))-p*log(sum(diag(Ca1))/p))

p.valor <- 1 - pchisq(chi1, p * (p + 1) / 2 - 1)

return(list(chi1 = chi1, valor.p = p.valor))

}

# Função para J H0: Sigma = sigma^2 * I (John (1971))

# recebe n e S ou C e retorna chi e p-valor
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JAs <- function(n, Ca1)

{

p <- nrow(Ca1)

Ker <- Ca1/(sum(diag(Ca1))/p) - diag(p)

chi2 <- n/2 * sum(diag(Ker %*% Ker))

p.valor <- 1 - pchisq(chi2, p * (p + 1) / 2 - 1)

return(list(chi2 = chi2, valor.p = p.valor))

}

# Função para obter a distribuição nula Bootstrap LRT e J com S e com C

# recebe B, (S, C) Ca, n e retorna chi^2 das 4 opções e valor.p

# Além disso o máximo de cada caso será computado

# dependência MASS

LRTBJB <- function(B, n, Ca)

{

jb2C <- JAs(n, Ca$C)$chi2

jb2S <- JAs(n, Ca$S)$chi2

LRT2C <- LRTAs(n, Ca$C)$chi1

LRT2S <- LRTAs(n, Ca$S)$chi1

p <- nrow(Ca$C)

mu <- rep(0, times = p)

s2 <- sum(diag(Ca$C))/p

Sigma <- s2 * diag(p)

TEBMC <- max(jb2C, LRT2C)

TEBMS <- max(jb2S, LRT2S)

for (i in 1:B)

{
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X <- mvrnorm(n, mu, Sigma)

Ca <- EstCov(X)

jb2C <- c(jb2C, JAs(n, Ca$C)$chi2)

jb2S <- c(jb2S, JAs(n, Ca$S)$chi2)

LRT2C <- c(LRT2C, LRTAs(n, Ca$C)$chi1)

LRT2S <- c(LRT2S, LRTAs(n, Ca$S)$chi1)

TEBMC <- c(TEBMC, max(jb2C[i+1],LRT2C[i+1]))

TEBMS <- c(TEBMS, max(jb2S[i+1],LRT2S[i+1]))

}

vp.jb2C <- sum(jb2C >= jb2C[1]) / (B + 1)

vp.jb2S <- sum(jb2S >= jb2S[1]) / (B + 1)

vp.LRT2C <- sum(LRT2C >= LRT2C[1]) / (B + 1)

vp.LRT2S <- sum(LRT2S >= LRT2S[1]) / (B + 1)

vp.TEBMC <- sum(TEBMC >= TEBMC[1]) / (B + 1)

vp.TEBMS <- sum(TEBMS >= TEBMS[1]) / (B + 1)

return(list(jb2C = jb2C[1], vp.jb2C = vp.jb2C,

jb2S = jb2S[1], vp.jb2S = vp.jb2S,

LRT2C = LRT2C[1], vp.LRT2C = vp.LRT2C,

LRT2S = LRT2S[1], vp.LRT2S = vp.LRT2S,

TEBMC = TEBMC[1], vp.TEBMC = vp.TEBMC,

TEBMS = TEBMS[1], vp.TEBMS = vp.TEBMS))

}

# Função para obter a distribuição nula Bootstrap do LRT com S e com C

# recebe B, (S, C) Ca, n e retorna chi^2 das 2 opções e valor.p

# dependência MASS - com Correção de Box (1949)

LRTB <- function(B, n, Ca)

{
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chi2C <- LRTAs(n, Ca$C)$chi1

chi2S <- LRTAs(n, Ca$S)$chi1

s2 <- sum(diag(Ca$C))/p

p <- nrow(Ca$C)

mu <- rep(0, times = p)

Sigma <- s2 * diag(p)

TEAs <- max(chi2C,chi2S)

for (i in 1:B)

{

X <- mvrnorm(n, mu, Sigma)

Ca <- EstCov(X)

chi2C <- c(chi2C, LRTAs(n, Ca$C)$chi1)

chi2S <- c(chi2S, LRTAs(n, Ca$S)$chi1)

TEAs <- c(TEAs, max(chi2C[i+1],chi2S[i+1]))

}

valorC.p <- sum(chi2C >= chi2C[1]) / (B + 1)

valorS.p <- sum(chi2S >= chi2S[1]) / (B + 1)

valorT.p <- sum(TEAs >= TEAs[1]) / (B + 1)

return(list(Chi2C = chi2C[1], valorC.p = valorC.p,

Chi2S = chi2S[1], valorS.p = valorS.p,

Ts = TEAs[1], valorT.p = valorT.p))

}

# Função para obter a distribuição nula Bootstrap de J com S e com C

# recebe B, (S, C) Ca, n e retorna chi^2 das 2 opções e valor.p

# dependência MASS

JB <- function(B, n, Ca)

{
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chi2C <- JAs(n, Ca$C)$chi2

chi2S <- JAs(n, Ca$S)$chi2

p <- nrow(Ca$C)

mu <- rep(0, times = p)

s2 <- sum(diag(Ca$C))/p

Sigma <- s2 * diag(p)

TEAsR <- max(chi2C, chi2S)

for (i in 1:B)

{

X <- mvrnorm(n, mu, Sigma)

Ca <- EstCov(X)

chi2C <- c(chi2C, JAs(n, Ca$C)$chi2)

chi2S <- c(chi2S, JAs(n, Ca$S)$chi2)

TEAsR <- c(TEAsR, max(chi2C[i+1],chi2S[i+1]))

}

valorC.p <- sum(chi2C >= chi2C[1]) / (B + 1)

valorS.p <- sum(chi2S >= chi2S[1]) / (B + 1)

valorTR.p <- sum(TEAsR >= TEAsR[1]) / (B + 1)

return(list(Chi2C = chi2C[1], valorC.p = valorC.p,

Chi2S = chi2S[1], valorS.p = valorS.p,

TsR = TEAsR[1], valorTR.p = valorTR.p))

}

#Simular amostras normal multivariada contaminada:

rNCM <- function(n, delta, mu, mu2, Sigma, Sigma2)

{

u <- runif(n)

p <- nrow(Sigma)
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n1 <- length(u[u <= delta])

if (n1 < 1) n1 <- 1

n2 <- n - n1

X <- matrix(0, n, p)

X[u <= delta, ] <- mvrnorm(n1, mu, Sigma)

if (n2 > 0) X[u > delta, ] <- mvrnorm(n2, mu2, Sigma2)

return(X)

}

# Função para simular e avaliar o erro tipo I e poder dos testes

# op=1: normal, op=2: normal contaminada

# B: N. Sim Bootstrap dos testes, N: Sim. MC de validação dos testes

# opH0: 0 (para H0) (para Sig^2I), 1 (para diag(sig_{ii})), 2: Sim.Comp.

# k: para definir a média* da normal contaminada multivariada

## Se p < n,

simMC <- function(op, opH0, n, p, rho, delta, N, B, k)

{

rej <- matrix(0, 10, 3)

rownames(rej) <- c("LRTAs","LRTAsR", "JAs", "JAsR",

"LRTB", "LRTBR","JB", "JBR",

"TB", "TBR")

colnames(rej) <- c("0,10","0,05","0,01")

N1R <- 1.0 / N

mu <- rep(0, times = p)

sig2 <- 10

if (opH0 == 0) Sigma <- sig2 * diag(p) else

if (opH0 == 1) Sigma <- diag(runif(p,1, 2)) else
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if (opH0 == 2) Sigma <- sig2 * ((1-rho)*diag(p)+rho*matrix(1,p,p))

if (op == 2)

{

Sigma2 <- Sigma

mu2 <- k * rep(1, times = p)

}

for (i in 1:N)

{

if (op == 1) X <- mvrnorm(n, mu, Sigma) else

if (op == 2) X <- rNCM(n, delta, mu, mu2, Sigma, Sigma2)

Ca <- EstCov(X)

C1 <- Ca$C

S1 <- Ca$S

res1 <- LRTAs(n, S1)

res2 <- LRTAs(n, C1)

res3 <- JAs(n, S1)

res4 <- JAs(n, C1)

res5 <- LRTBJB(B, n, Ca)

if (res1$valor.p <= 0.10) rej[1,1] <- rej[1,1] + N1R

if (res1$valor.p <= 0.05) rej[1,2] <- rej[1,2] + N1R

if (res1$valor.p <= 0.01) rej[1,3] <- rej[1,3] + N1R

if (res2$valor.p <= 0.10) rej[2,1] <- rej[2,1] + N1R

if (res2$valor.p <= 0.05) rej[2,2] <- rej[2,2] + N1R

if (res2$valor.p <= 0.01) rej[2,3] <- rej[2,3] + N1R

if (res3$valor.p <= 0.10) rej[3,1] <- rej[3,1] + N1R

if (res3$valor.p <= 0.05) rej[3,2] <- rej[3,2] + N1R

if (res3$valor.p <= 0.01) rej[3,3] <- rej[3,3] + N1R

if (res4$valor.p <= 0.10) rej[4,1] <- rej[4,1] + N1R

if (res4$valor.p <= 0.05) rej[4,2] <- rej[4,2] + N1R
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if (res4$valor.p <= 0.01) rej[4,3] <- rej[4,3] + N1R

if (res5$vp.LRT2S <= 0.10) rej[7,1] <- rej[7,1] + N1R

if (res5$vp.LRT2S <= 0.05) rej[7,2] <- rej[7,2] + N1R

if (res5$vp.LRT2S <= 0.01) rej[7,3] <- rej[7,3] + N1R

if (res5$vp.LRT2C <= 0.10) rej[8,1] <- rej[8,1] + N1R

if (res5$vp.LRT2C <= 0.05) rej[8,2] <- rej[8,2] + N1R

if (res5$vp.LRT2C <= 0.01) rej[8,3] <- rej[8,3] + N1R

if (res5$vp.jb2S <= 0.10) rej[9,1] <- rej[9,1] + N1R

if (res5$vp.jb2S <= 0.05) rej[9,2] <- rej[9,2] + N1R

if (res5$vp.jb2S <= 0.01) rej[9,3] <- rej[9,3] + N1R

if (res5$vp.jb2C <= 0.10) rej[10,1] <- rej[10,1] + N1R

if (res5$vp.jb2C <= 0.05) rej[10,2] <- rej[10,2] + N1R

if (res5$vp.jb2C <= 0.01) rej[10,3] <- rej[10,3] + N1R

if (res5$vp.TEBMS <= 0.10) rej[11,1] <- rej[11,1] + N1R

if (res5$vp.TEBMS <= 0.05) rej[11,2] <- rej[11,2] + N1R

if (res5$vp.TEBMS <= 0.01) rej[11,3] <- rej[11,3] + N1R

if (res5$vp.TEBMC <= 0.10) rej[12,1] <- rej[12,1] + N1R

if (res5$vp.TEBMC <= 0.05) rej[12,2] <- rej[12,2] + N1R

if (res5$vp.TEBMC <= 0.01) rej[12,3] <- rej[12,3] + N1R

}

return(rej)

}

## Se p >= n:

library(MASS)

library(mvtnorm)

simMCpgen <- function(op, opH0, n, p, rho, delta, N, B, k)
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{

rej <- matrix(0, 4, 3)

rownames(rej) <- c("JAs", "JAsR","JB", "JBR")

colnames(rej) <- c("0,10","0,05","0,01")

N1R <- 1.0 / N

mu <- rep(0, times = p)

sig2 <- 10

if (opH0 == 0) Sigma <- sig2 * diag(p) else

if (opH0 == 1) Sigma <- diag(runif(p,1, 2)) else

if (opH0 == 2) Sigma <- sig2 * ((1-rho)*diag(p)+rho*matrix(1,p,p))

if (op == 2)

{

Sigma2 <- Sigma

mu2 <- k * rep(1, times = p)

}

for (i in 1:N)

{

if (op == 1) X <- mvrnorm(n, mu, Sigma) else

if (op == 2) X <- rNCM(n, delta, mu, mu2, Sigma, Sigma2)

Ca <- EstCov(X)

C1 <- Ca$C

S1 <- Ca$S

res3 <- JAs(n, S1)

res4 <- JAs(n, C1)

res6 <- JB(B, n, Ca)

if (res3$valor.p <= 0.10) rej[1,1] <- rej[1,1] + N1R

if (res3$valor.p <= 0.05) rej[1,2] <- rej[1,2] + N1R

if (res3$valor.p <= 0.01) rej[1,3] <- rej[1,3] + N1R

if (res4$valor.p <= 0.10) rej[2,1] <- rej[2,1] + N1R
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if (res4$valor.p <= 0.05) rej[2,2] <- rej[2,2] + N1R

if (res4$valor.p <= 0.01) rej[2,3] <- rej[2,3] + N1R

if (res6$valorS.p <= 0.10) rej[3,1] <- rej[3,1] + N1R

if (res6$valorS.p <= 0.05) rej[3,2] <- rej[3,2] + N1R

if (res6$valorS.p <= 0.01) rej[3,3] <- rej[3,3] + N1R

if (res6$valorC.p <= 0.10) rej[4,1] <- rej[4,1] + N1R

if (res6$valorC.p <= 0.05) rej[4,2] <- rej[4,2] + N1R

if (res6$valorC.p <= 0.01) rej[4,3] <- rej[4,3] + N1R

}

return(rej)

}

# Simulações

op <- 2 # 1 ou 2

opH0 <- 1 # 0, 1 ou 2

n <- 64

p <- 128

k <- 0.25 # 0.25, 0.5 ou 1

rho <- 0.9

delta <- 0.7 # 30% contaminação

N <- 999

B <- 1000

if ( p < n ) res <- simMC(op, opH0, n, p, rho, delta, N, B, k) else

res <- simMCpgen(op, opH0, n, p, rho, delta, N, B, k)

res
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