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RESUMO

MENDONCA, Lucia Aparecida. Métodos de estimacfio por intervalo
do coeficiente de correlaciio intraclasse, para dados com distribui¢io
Beta-binomial, via simulacio Monte Carlo. 2003. 52p. Dissertacdo
(Mestrado em Estatistica e Experimentagdo Agropecudria) —
Universidade Federal de Lavras, Lavras, MG."

A distribuicio beta-binomial tem sido freqiientemente aplicada para
modelar correlagio intraclasse (¢) entre respostas dicotomicas em amostragem
agrupada. Numerosos estimadores de ¢ tém sido propostos na literatura.
Objetivou-se, neste trabalho, realizar uma comparagdo entres trés estimadores
por intervalo deste coeficiente: nio viesado de momentos, estabilizado de
momentos ¢ da anilise de varidncia (classico). Para isso, usou-se simulagdo
Monte Carlo para gerar dados com distribuigio beta-binomial em diferentes
situagdes. O teorema de Fieller ¢ o método jackknife com aproximag¢do Normal
foram usados para calcular as estimativas por intervalo do pardmetro ¢. Avaliou-
se a qualidade do intervalo comparando-se as probabilidades de cobertura
nominal e estimada e o comprimento médio do intervalo, ao longo das diferentes
amostras. Em quase todas as situagOes, usando o teorema de Fieller, os
intervalos de confianca construidos a partir do estimador estabilizado de
momentos apresentaram maiores probabilidades de cobertura estimadas e
maiores comprimentos médios do intervalo. Os estimadores ndo viesado de
momentos e clissico apresentaram comportamento semelhante. O jackknife com
aproximagio Normal nio se mostrou um bom critério para a determinagdo de
intervalos de confianga para ¢, para nenhum dos estimadores estudados.

* Comité Orientador: Eduardo Bearzoti - UFLA (Orientador), Daniel Furtado Ferreira -
UFLA, Luiz Henrique de Aquino - UFLA.



ABSTRACT

MENDONCA, Lucia Aparecida. Interval estimation methods for the
intraclass correlation coefficient, with Beta-binomial data, via Monte
Carlo Simulation. Lavras: UFLA, 2003. 52 p. (Dissertation — Master
Program Agronomy / Major in Statistics and Agricultural
Experimentation) — Universidade Federal de Lavras, Lavras, MG."

The beta-binomial distribution has frequently been applied to account
for the intraclass correlation (¢) among dichotomous responses in cluster
sampling. Numerous estimators of ¢ have been proposed in the literature. The
aim of this work was a comparison of interval estimation methods based on
three point estimators (unbiased moments, stabilized moments, and the classic
estimator from an analysis of variance). Monte Carlo simulation was used to
gencrate beta-binomial data. The Fieller’s theorem and the jackknife method
with Normal approximation were used to calculate the interval estimates for the
parameter ¢. The performance of the interval methods was evaluated by
comparing the nominal confidence level, and the observed frequency of
coverage, across random samples. In most of situations, when using Fieller’s
theorem, the confidence intervals based on the stabilized moments estimator
showed larger coverage probabilitics. The unbiased moment estimator and
classic estimator showed similar behavior. The jackknife with Normal
approximation was rather unsatisfactory as a criterion to build confidence
intervals for ¢ using the point estimators considered here.

* Guidance Committee: Eduardo Bearzoti - UFLA (Major Professor), Daniel
Furtado Ferreira - UFLA, Luiz Henrique de Aquino - UFLA.
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1 INTRODUCAO

O uso de uma distribuicdo de probabilidades que descreva o
comportamento dos dados ¢ um pré-requisito basico para o estabelecimento de
um plano de amostragem seqgiiencial. No caso de entomologia e fitopatologia,
esta ¢ uma das ferramentas usadas no manejo integrado de pragas ¢ doengas,
visando diminuir as aplicagdes de produtos quimicos. Com isso, obtém-se assim
um menor custo de produgdo e uma menor degradagdo ambiental.

Dentre as principais distribui¢gies usadas estdo a binomial e a beta-
binomial. A binomial considera constante a probabilidade de as unidades
amostrais se apresentarem infestadas ou infectadas, ou nfo. Ja a distribuicdo
beta-binomial considera a possibilidade de existirem diferentes probabilidades
de sucesso entre as unidades amostrais.

Em Fitopatologia, os parimetros da beta-binomial tém uma aplicagio
bem pratica. Como exemplo, pode-se citar o pardmetro 6, que corresponde ao
indice de agregagio da doenca. Ja o ¢, que ¢ uma fungdo de 6, € o coeficiente de
correlagdo intraclasse (correlagdo entre individuos de um mesmo grupo).

Existem numerosos métodos de estimagio pontual de ¢. Muitos
trabalhos comparando estes métodos podem ser encontrados na literatura. Por
exemplo, Yamamoto & Yanagimoto (1992) propuseram um estimador nZo
viesado de momentos baseado numa equacdo de momentos ndo viesada e, via
simulagdo, 0 compararam com outros trés estimadores de momentos € com o de
méxima verossimilhanca. Em outro trabalho, Ridout et al. (1999) avaliaram
vinte estimadores da correlagdo intraclasse (§) em dados binarios.

A distribuicdo beta-binomial ¢ dificil de ser trabalhada analiticamente,
uma vez que ndo pertence & familia exponencial € ndo ¢ um modelo de dispersdo
exponencial. Além disso, a média amostral tem uma funcdo de probabilidade



complexa. Deve ser ressaltado que o estimador de maxima verossimilhanga do
parimetro média nfo ¢ a média amostral e, além disso, ndo pode ser expresso em
uma formula fechada. Também, a unimodalidade da fun¢do de verossimilbanga
ndo foi provada.

Por causa das propriedades desfavoraveis citadas acima, € sugere-se que
o método de momentos poderia ser superior ao método de méxima
verossimilhanga para a distribuigio beta-binomial. Existem, na literatura,
trabalhos que propdem estimadores de momentos de ¢. Tamura & Young (1987)
propuseram 0 uso de um estimador estabilizado de momentos, que consiste em
estabilizar o estimador de momento usual.

Em relagdo a estimacdo por intervalo, quando a distribuigio de
probabilidade admitida ¢ discreta, com um limitado nimero de categorias,
métodos de estimacio que pressupdem normalidade sd3o teoricamente
inadequados para uso. Embora exista uma consideravel literatura disponivel
acerca da comparagio entre estimadores pontuais, estudos referentes i estimagio
por intervalo sdo relativamente poucos. Assim, seria interessante trabalhos
adicionais neste sentido.

O objetivo deste trabaltho foi o de comparar, em diversas situagdes, via
simulacdo Monte Carlo, intervalos de confianca construidos a partir de trés
estimadores pontuais: ndo viesado de momentos, estabilizado de momentos ¢
classico (da anilise de varidncia), considerando, como critério de comparagio
principal, o teorema de Fieller. Um outro critério de comparagdo foi o método
Jjackknife com aproximag@o normal.



2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Distribuicio beta-binomial e correlacéio intraclasse

O uso de distribuigGes de probabilidade para caracterizar padrées de
doenga ¢ uma técnica empregada no estudo de epidemiologia de doengas de
plantas. Um exemplo classico do uso desta técnica poder ser dado por contagens
de lesGes por unidade amostral, de modo que essas unidades sdo agrupadas,
segundo o numero de lesGes, em classes para, assim realizar um teste de
qualidade do ajuste. Este teste ¢ baseado nas freqiiéncias esperadas ¢ observadas
de distribuigbes discretas, tais como a Poisson € a binomial negativa. A
distribuicdo de Poisson fornece freqii€éncias esperadas baseadas na suposi¢do de
distribui¢do aleatéria da doenca. Ja a distribuicdo binomial negativa fornece uma
descri¢do mais flexivel de contagens de dados. Isto porque a binomial negativa
pode ter uma variancia maior do que a da distribui¢do de Poisson, com a mesma
média. Essa variabilidade € tomada como uma indicagdo de padrdo espacial
agregado das unidades doentes. Dessa forma, a binomial negativa proporciona
uma melhor descricio da contagem de dano quando comparada a Poisson
(Madden & Hughes, 1995).

Outra distribui¢do que pode ser usada € a beta-binomial, que serve para
descrever dados que tém resposta bindria, sendo que a probabilidade de sucesso
varia de um grupo para outro, ao contrario da binomial, em que tal probabilidade
¢ constante (Negrdo, 2000).

Neste contexto, alternativamente aos dados de contagens de unidades
doentes, a incidéncia da doenga, ou seja, a propor¢ido de plantas ou unidades
doentes, pode ser considerada. Por exemplo, Cochran (1977) analisou a
incidéncia de plantas de tomate infeccionadas por virus do tomate TSMV em



ensaios de campo na Austrdlia. Se a localiza¢do da planta doente é independente
da localizacdo de outras plantas doentes ¢ existe uma probabilidade constante, p,
de uma planta estar doente, entdo o niimero de plantas doentes, x (em n plantas),
tem distribuicdo binomial com pardmetros n e p, isto ¢, sua distribuicio de
probabilidades sera dada por (Kleinman, 1973):

PX=x)= (:] pr(1-p)"

em que P(e) representa probabilidade de x plantas estarem doentes (em n
plantas).

A média e a varincia de X s3o np e np(1-p), respectivamente. Um teste
de adequacidade do ajuste de freqgiiéncias observadas ¢ freqiiéncias esperadas
baseadas na distribui¢do binomial fornece uma indicacdo de homogeneidade, ou,
de outra forma, do padrdo de incidéncia da doenga.

Generalizando, pode-se supor que p nio é constante, mas que tem uma
densidade beta, dada por:

T'(a+B)
T (@) (8)”

1) =pr ek P (-5

em que, 0Sp<1, o e B s3o constantes positivas € I'(») representa a fungio gama.
Uma grande diversidade de formas pode ser tomada pela fungio de
densidade de probabilidade beta. Quando a=B=1, uma distribui¢sio uniforme ¢
obtida e quando o ¢ B sdo ambos maiores que um, o grafico é unimodal. Para
o=P, o grifico da fungdo ¢é simétrico quando p=0,5; de outra forma, é

assimétrico.



Skellam (1948) mostrou que, compondo a distribui¢io binomial com

uma densidade beta para p, ¢ possivel encontrar uma outra densidade dada por:

(" T'(a+B)T(a+x)T(B+n-x)
P(X =3) (x] T(@)T(B)T(a+ B +n)

em que x toma os valores 0, 1, 2, ..., n. Esta € a distribui¢3o beta-binomial.
Griffiths (1973) sugeriu uma reparametrizacio desta distribuigio em que
0s parimetros possuem interpretagles préprias em diversas areas de aplicag@o.

Os novos parametros s3o:

a 1
e

a+p 9=(a+ﬁ)

7 sendo a incidéncia média da doenga, isto ¢, o valor esperado do parametro
binomial varidvel p, ¢ 8 a medida de variagio de p, ou seja, uma medida de
variagdo entre grupos.

A fungio de densidade de X em fungdo de = ¢ 6 da distribuicdo beta-
binomial sera: ‘

x=1 n-x=~1

(" 1;.[(”+£)1;,1(X+i9)
S (X =, )_(x) ﬁ(1+i9)

em que, 0<n<l1, 6>0 ¢ x=1-x.



Nesta reparametrizagio, a média ¢ a varidncia de X s3o:

E(X)=mt

nr(1-n)(1+m9)

V(X)= (1+6)

Entdo, quando ©>0, a variincia da distribui¢io beta-binomial é maior do
que a variancia da binomial com a mesma média ¢ a binomial pura é obtida
quando 6=0. O parametro 6 pode ser tomado como um indice de agregagdo.

Maiores detalhes desta reparametrizagio podem ser vistos em Negrio
(2000).

A distribuicdo beta-binomial pressupde que individuos dentro de um
mesmo grupo possuem a mesma probabilidade em estar doentes. Neste contexto,
o coeficiente de correlagdo intraclasse ¢ ¢ um indicador da similaridade que
existe entre individuos de um mesmo grupo e pode ser expresso por:

sendo T=a+p (Lui et al., 1996).

Visto que 6>0, para o caso beta-binomial, ¢ € sempre positivo, isto &,
0<<1.

Donovan et al. (1994) usaram a correlagdo intraclasse para quantificar a
extensio da variagdo em capacidade de enraizamento entre clones da cultivar de
mac3 'Greensleeves'. A resposta bindria medida é relativa ao enraizamento, ou
seja, se houve ou ndo enraizamento € se o numero de estacas formadas variou
entre os clones. Em um outro trabalho, Gibson & Austin (1996) usaram um



estimador de correlagdo intraclasse para caracterizar o padrio espacial da
incidéncia da doenga em um pomar e comparar o padrdo da doenca observado
com o padrio simulado do modelo. Grupos de arvores foram amostrados em
diferentes partes do pomar e classificados como doentes ou ndo. A correlagdo
intraclasse forneceu um indice de agregagio da doenga.

A distribuicio beta-binomial ¢ de dificil tratamento analitico. Esta
distribui¢do ndo ¢ membro de uma familia exponencial ¢ também ndo ¢ um
modelo exponencial de dispersdo. Além disso, a média amostral tem uma fungo
de probabilidade complexa. Deve ser notado que o estimador de maxima
verossimilhanga do parimetro média nio ¢ a média amostral ¢ nio pode ser
expresso em uma formula fechada (Yamamoto & Yanagimoto, 1992).

Esta distribuigdo tem sido freqiientemente aplicada para modelar a
correlacdo intraclasse entre respostas dicotomicas em amostragem por
conglomerado. Para evitar usar procedimentos numéricos sofisticados para
calcular estimativas de maxima verossimilhanga, muitos autores t€m proposto
diferentes estimadores de momentos.

Alguns trabathos que comparam métodos de estimagZo para a correlagdo
intraclasse (¢) sdo encontrados na literatura. No entanto, verifica-se a
preferéncia de determinados autores da mesma area pelos mesmos métodos. Em
fitossanidade, a maior parte dos trabalhos emprega o meétodo da maxima
verossimilhanga. No entanto, em toxicologia e teratologia, os métodos mais
aplicados s3o o da analise de varidncia ¢ 0 método dos momentos.

Yamamoto & Yanagimoto (1992) propuseram um estimador ndo
viesado de momentos de ¢ baseado numa equagdo de momentos n3o viesada e,
via simulagio, o compararam, com outros trés estimadores de momentos € com
o de maxima verossimilhanga. Entre os estimadores de momentos, foi estudado
o estabilizado, proposto Tamura & Young (1987). Os pardmetros para a geragao
dos dados foram designados por meio de experiéncia anterior com estudos em



teratologia. Para os quatro estimadores foram calculados média, viés médio € a
razio E=EQM/(MAY’, em que EQM ¢ a esperanga do quadrado médio e MA é a
média amostral do estimador. Os autores encontraram que com valores baixos de
% ¢ ¢, os resultados conduziram a muitas estimativas negativas de ¢ e viéses
positivos para o estimador de maxima verossimilhanca. Nos outros casos (¢ € 7
moderados ¢ altos), o viés foi sempre negativo para todos os estimadores, exceto
para o estabilizado de momentos, para o qual o viés foi sempre positivo. O viés
do estimador n3o viesado de momentos foi, em geral, menor que o do estimador
de maxima verossimilhanca e a eficiéncia correspondente, medida por E, foi
também maior para o ndo viesado.

Num amplo estudo, via simulagio Monte Carlo, Ridout et al. (1999)
avaliaram vinte estimadores para a correlagdo intraclasse (¢) em dados binarios.
Foram estudados, entre os vinte estimadores para ¢, os estimadores de maxima
verossimilhanga, clissico (ANOVA), estabilizado de momentos (Tamura &
Young, 1987) € nio viesado de momentos (Yamamoto & Yanagimoto, 1992).
Os autores justificaram analiticamente que, para tamanho de grupos iguais, os
estimadores clssico (ANOVA) e ndo viesado de momentos sdo equivalentes e
possuem comportamento assintético, isto €, sdo também equivalentes quando o
numero de grupos tende ao infinito.

Na simulagdo, foram gerados dados pseudo-aleatérios de uma
distribuicdo beta-binomial a partir de trés valores de = (0,05; 0,20 ¢ 0,50), com
cinco valores ¢ (0; 0,05; 0,20; 0,50 e 0,80), dois mimeros de grupos (m)
diferentes (10 ¢ 50), trés distribuigdes de probabilidade (beta-binomial ¢ duas
outras distribui¢Ses mistas finitas) ¢ dois arranjos de tamanho de grupos (m;),
totalizando assim, 180 configuragdes. Amostras que satisfaziam a, pelo menos,
uma das condi¢des (i) x;=0 para todo i=1,...m, (ii) x;/=n; para todo i=1,...,m e (iii)
n=1 para todo i=l,...,m, eram eliminadas do estudo e¢ as estimativas fora do
espago paramétrico de ¢ (0,1) eram substituidas pelo extremo adequado. Este



cuidado evitou problemas de estimadores indefinidos. Para avaliagdo da
qualidade dos estimadores, foram obtidas as estatisticas viés, desvio padrdo (DP)
¢ esperanca do quadrado médio (EQM), sendo que os EQM’s foram utilizados
para calcular a eficiéncia relativa do estimador em questio, dada pelo quociente
E=EQM(¢mv)/EQM(estimador).

Os resultados mostraram que as distribuigdes dos vieses da maioria dos
estimadores foram assimétricas 4 esquerda, indicando que os estimadores foram
negativamente viesados sob algumas condi¢Ges de simulagio e raramente
apresentaram viéses positivos. A distribuigio do desvio padrdo foi assimétrica &
direita para todos os estimadores € 0s que apresentaram maior EQM foram os
que apresentaram maior viés, sendo o estabilizado de momentos um deles. Os
estimadores assintoticamente equivalentes comportaram-se de forma similar sob
todas as condigdes de simulagio e apresentaram o menor EQM, juntamente com
" 0 estimador de méaxima verossimilhanga. Os autores ressaltaram ainda que,
quanto a eficiéncia, ¢é dificil comparar os estimadores se considerarmos as
diferentes distribui¢des de probabilidade mencionadas.

A maioria dos trabalhos sobre este cocficiente, disponivel na literatura,
nio trata de sua estimagio por intervalo. Domner (1986) fez uma revisdo
sistematica da teoria estatistica para a correlagdo intraclasse ¢ notou que a
maioria dos procedimentos de inferéncia desenvolvida depende fortemente da
pressuposi¢io de normalidade.

Lui et al. (1996) desenvolveram uma estimador por intervalo para
correlagiio intraclasse que mostrou cobertura assintdtica correta. O método de
simulagio Monte Carlo foi usado para avaliar o desempenho do estimador por
intervalo proposto em vérias situagBes. Assim, concluiu-se que quando o
namero de grupos é moderado, (250), a estimaggo por intervalo proposta tem um
desempenho razoavelmente bom, exceto para a situacdo em que a correlagdo
intraclasse ¢ grande ¢ a probabilidade média subjacente € pequena. Quando o



numero de grupos € pequeno, como, por exemplo, 20, a estimagdo por intervalo
proposta ainda pode ser ttil em situagdes que a correlago intraclasse ¢ pequena.

2.2 Estimadores pontuais do coeficiente de correlac@o intraclasse ¢

Existem diversos estimadores de ¢. Aqui serfo apresentados trés deles
que sdo objetos de estudo deste trabalho: nfio viesado de momentos, estabilizado
de momentos e classico (ANOVA).

2.2.1 Estimador niio viesado de momentos

Seja xi, ..., Xz uma amostra aleatéria de tamanho m de uma distribuigio
beta-binomial com pardmetros (n, 7 € 6). A estimagio de momento proposta por
Yamamoto & Yanagimoto (1992) é dada pela seguinte equag3o:

(mn—-1)S7, —m¥ (n-%) ¢ (n—1)(mx (n %) +52,)=0

sendo, ’i=z”;:x,./m , Siy =znl:(xi ~%)*/(m-1) en éo tamanho do grupo.

Conforme ressaltado por Yamamoto & Yanagimoto (1992), é sabido que
a equagdo de estimagio é ndo viesada porque a esperanga do lado esquerdo ¢
iéualazero. Deve ser notado que a esperanga do quadrado da média (X2 ) ndo é
igual ao quadrado da média populacional (#*r?), mas sim
n'a’ +m(1-n){1+(n-1)¢}/m.
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Assim, o estimador n3o viesado de momentos ¢ dado por (Lui et al.,

1996):
b=
sendo
_ 1= (mn, —1)S2_, +mx (n, -f)
- (mn, —l)S:‘;_1 —m.vf(r.f0 -%)
em que

nozﬁ_._i , 2 z(xv_x--)z

n-1 = (r‘!j _1) ?

e x. ¢ o namero de sucessos dentro do i-ésimo grupo € x; € 0 j-ésima

observagio (0, 1) do i-€simo grupo.

2.2.2 Estimador estabilizado de momentos

Tamura & Young (1987) observaram que os estimadores de momentos €
de maxima verossimilhanga de © sdo instaveis quando os dados seguem uma
distribuicdo beta-binomial, porém muito préxima da binomial, ou seja, com
pequena variabilidade de p entre os grupos. Para melhorar a estimago de 0, os

mesmos autores desenvolveram um estimador estabilizado de momentos,
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adicionando uma pequena constante positiva (k) no denominador de estimador
de Tw. Assim, este estimador pode ser expresso por (Lui et al., 1996):

2 1
b=

T+

em que,
F oM -heQ-4)
YISz, -(-kyi(-#))
(=8
7? = Znixl.
Z"v

2.2.3 Estimador clissico (da andlise de varifincia)

O método da anilise de varidncia (ou método da ANOVA) ¢ bastante
empregado em estudos de genética para estimar componentes de varidncia em
anilises realizadas com dados representados por variiveis continuas.

Apresenta-se, a seguir, um modelo aleatério de anilise de varidncia com
um fator, para embasar o processo de estimagio da correlagio intraclasse. As
abordagens aqui apresentadas estio essencialmente relacionadas com as
colocagdes mais gerais sobre procedimentos de inferéncias para a correlagio
intraclasse descritos por Donner (1986).

Supondo que o j-ésimo individuo do i-ésimo grupo possa ser
matematicamente descrito como

12



Yy=u+a +e, | =12,.m j=1,2,..n

em que,

p: meédia populacional;

a: efeito do grupo i. Estes efeitos sdo tidos como identicamente e
independemente distribuidos com média 0 ¢ varidncia o3 ;

e;: residuos que sdo identicamente e independentemente distribuidos com média
0 ¢ varidncia G2

a; ¢ e; sdo independentes.
A varidncia de y; € dada por

2=0;+0p
E a correlagdo intraclasse ¢ ¢ definida como

2
¢=_L
ol+ol

A estimagdo de ¢ ¢é retratada por Donner (1986) como um subproduto do
processo de estimagéio dos pardmetros 02 62 por meio da tabela da analise de
variancia (Tabela 1) associada a0 modelo descrito anteriormente. Na prética, 6>
¢ o> sio os pardmetros de maior interesse € de interpretagio mais simples,
enquanto ¢ reflete apenas as suas contribuigdes em relagdo a varidncia total da

caracteristica sob estudo.
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TABELA 1. Anilise de variincia para um modelo de efeitos aleatérios

CV GL SQ QM EQM)
Entre grupos m-1 nY (i -y )2 Spa  Op+no}
Dentro de grupos m@) (), -5.) S:1 %5

i
Total mel N (v - 3.)

i J

Visto que os estimadores ndo viesados de G2 e 0'2 sdo dados,

respectivamente, por

N 2 82, -82
6,=S5:, e aé:——’"“n 2l

o estimador de analise de variincia de ¢ é

45 = S::-l —S:-l
¢ S +(n-1SZ,

A Tabela 1 apresenta as causas de variagdo e seus respectivos graus de
liberdade, somas de quadrados ¢ quadrados médios entre e dentro de grupos € as
esperangas de quadrados médios. E importante observar que, até este ponto, nio
se especificou que tipo de distribuigdo seguem os dados. Mas, em particular, se
estes seguem uma distribuicdo normal, pode-se aplicar o teste F para verificagio
da existéncia de variabilidade entre grupos (Donner, 1986).
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O uso do método da ANOVA em dados binarios foi sugerido por Elston
(1977) para estimar a correlag3o intraclasse em um experimento em teratologia.
Posteriormente, Crowder (1979) justificou 0 método da ANOVA na estimagio
da correlagdo intraclasse em dados representados como proporgdes seguindo
uma distribuicdo beta-binomial. Desde entio, diversos pesquisadores em
teratologia, toxicologia ¢ outras dreas vém utilizando esta metodologia.

Lui et al. (1996) citaram a formula do estimador classico (da Analise de
Variincia) em fungdo do indice de agregagdo T:

- 1
be =T+
em que
nosfq
L=
(Suzm - 53-1)
2.3 Estimac#io por intervalo
2.3.1 Teorema de Fieller

O Teorema de Fieller ¢ um método assintGtico para se determinar o
intervalo de confianga de uma razio de médias normais (Casella & Berger,
1990). '

Dada uma amostra aleatéria (Xj, Y1), ..., X, Yo) de uma distribuicdo

bivariada com pardmetros ( Ly, Hy, 0'}, 0'12, € p ), um intervalo de confianca
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para 0 = % pode ser construido da seguinte forma: para i =1,...,n, define-
X

se Zy =Y, -0X, ¢ Z, =7 -6X. Pode ser mostrado que Zy¢ normal com

média 0 ¢ varidncia
1
v, =;(0'§ —-20pG,0 +620',2,).

V, pode ser estimada usando I;;,dadapor:

- (n 5 ——3(2,-7) =n—1_—1(8§ ~ 208, +67S2)

i=1

em que

=_z( 7)), 52=_z(x _X)e S, _—i(z-f)(X.-—X’)-

nig :-l

Além disso, pode ser mostrado que E[I},,:':V;, I}gé independente de

Z,¢ (n—l)f";/V; ~x2,. Assim, Z, /\/ﬁ~t,,_,eoconjunto

72
{e * ;9 Stn—l(:z/Z}
e

definem um intervalo de confianga para 6 com coeficiente de confianga igual a
(1-a). O conjunto acima define uma paribola em @, ¢ as raizes da paribola
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s30 os limites do intervalo de confianga. Escrevendo o conjunto em termos das

variaveis originais, obtém-se:

=2 I:-l,nlz 2 2 — t:—l al/2 -2 t:—l.a/2 2
6:x _n——l'Sx 6°-2 xy-T'_—l—Sw 0+ y —-;_—I-Sy <0;.

Lui et al. (1996) desenvolveram um estimador por intervalo para o
coeficiente de correlagio intraclasse (¢) usando teorema de Fieller.

Considerase a varidvel aleatoria Z, =S’ —0S’, em que

$* =n(X.-n)com X.=X./n, O=ES2)IES.) e

2
S:—I=Z(Xy—z.) /(uc-l), em que M. é a média dos tamanhos dos

grupos. Utilizando o teorema de Fieller, o intervalo de confianga para 0
resultante sera dado pelas raizes da equacéo:

{ 0:46° —2B9+C<0}

€m que

n-1

)-z2, 2 (Sailn)

A=(S!? =

B=S%

m-1

S 72 Z&;V(Siz—vsz-l in)
n-1 al/2 mz
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e Q2
)_Z:jz ZW(Sm—l lni )

c=(s% —

m-1

0-1
Como 0 =(1+&), entdo ¢=-L——), ¢ os limites do intervalo
T 0+pu, -1

de confianga para ¢ entiio dados por
O-1)/(O+1,-1), (6,-1)/(6, 1. -1).

em que, 0, e 0, s30 as raizes da equagdo de segundo grau.

23.2 Jackknife e aproximacio normal

O método jackknife pode ser usado para determinar a varidncia (e assim
0 erro padrio) de um estimador (Paul, 1982).

Suponha que um parametro 0 € estimado por alguma funcfio de n valores
amostrais. Este estimador pode ser denotado por 6(X,,X,,..,X,) e escrito
como 6 . Com X; removido, 6 se torna uma estimativa parcial é., . Existird um

conjunto de pseudovalores

~

é; =nd —(n-1)6

.j’

para j=1, 2,...,n. A média dos pseudovalores
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R
0 =L—
n

¢ 0 estimador jackknife de 6 (Manly, 1998).

A variancia jackknife € estimada por

O intervalo de confianga com aproximagio normal, € entdo dado por:

6+£2Z,,,50)
sendo
s@)= J-é—-z
n
Z,,, : quantil o/2 superior da distribui¢io normal padrao,

s(6") : erro-padrao do estimador.

2.4 Avaliagiio dos estimadores por intervalos

A probabilidade de cobertura ¢ o comprimento médio do intervalo
podem ser usados para comparar os métodos. Naturalmente, deseja-se um
intervalo que tenha pequeno comprimento e grande probabilidade de cobertura
(Casella & Berger, 1990).
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No caso do uso de simulagio de Monte Carlo, a probabilidade ¢ dada
pela porcentagem de intervalos que contenham o valor paramétrico, para um
nivel de confianga nominal dado. O comprimento médio ¢ a média dos
comprimentos dos intervalos de confianga gerados em cada amostra simulada.
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3 METODOLOGIA

Para avaliar o desempenho dos procedimentos por intervalo propostos
em varias situagdes, foi usada a simulagdo Monte Carlo. Usou-se o IML do SAS
8.01 para gerar observages aleatérias e independentes X com distribui¢do beta-
binomial com m grupos de tamanho médio igual a p.. Admitiu-se . como a
média de uma distribuicdo Poisson Truncada, a qual exclui os casos de tamanho'
igualaOel.

Neste contexto, considerou-se apemas o caso de amostragem
desbalanceada, ou seja, o mimero de individuos varia de um grupo para outro
nas seguintes situa¢des: tamanho médio do grupo (i) igual a 5, 10 e 15;
namero de grupos (m) igual a 10, 50 e 100; probabilidade de sucesso média (7)
igual a 0,1; 0,2 e 0,4 ¢ a correlagdo intraclasse ( §) iguala 0,1; 0,2 ¢ 0,5.

Em cada configuragio determinada por estes parmetros, foram geradas
2000 amostras, sendo que a semente usada foi 0, ou seja, o relégio do
computador. Para cada uma das amostras, foi estimada a correlagdo intraclasse
para os trés estimadores estudados: ndo viesado de momentos, estabilizado de
momentos e clissico (ANOVA). A partir destas estimativas, foram gerados os
intervalos de confianga, usando o teorema de Fieller ¢ o jackkmife com
aproximag3o normal, com um nivel de confianca nominal de 95%.

Para o teorema de Fieller, foram calculadas as raizes da equacdo de
segundo grau, citada no item 2.3.2, que formam os limites do intervalo de
confianca.

Na aplicagdo do método jackknife, era eliminado um grupo de cada vez
¢ calculada a estimativa parcial da correlagdo intraclasse. Com as m estimativas
parciais calculou-se o erro-padrio do estimador e este foi usado para estimar o
intervalo de canfianga com aproximagio normal:
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sendo

Z,005 - quantil 0,025 superior da distribui¢do normal padrdo.

s(d; ): erro-padrdo do estimador, neste caso estimado usando o jackknife.

E importante ressaltar que, por defini¢do o pardmetro de dispersdo T e a
probabilidade de sucesso média m devem ser maiores que 0, apesar de,
ocasionalmente, as estimativas correspondentes serem negativas, sendo assim
descartadas pelo programa.

Yamamoto & Yanagimoto (1992) notaram algumas situagBes em que a
estimagdo pontual da correlagdo intraclasse ¢ para varios métodos nio existe ou
as estimativas saem fora dos limites definidos para ¢. Neste trabalho, seguiu-se
processo analogo, ou se¢ja, se uma amostra levasse a uma estimativa pontual
invalida de m ou T, essa amostra era descartada.

Além disso, as raizes da equagdo quadratica do teorema de Fieller podem
nio ser sempre reais ou ndo formarem wum intervalo quando
WMS® <Z;,var(W,)/m. Em quaisquer destas situagdes, mio pode ser
calculado um intervalo de confian¢a. Foi contado o mimero de vezes, dentre as
2000 amostras, que a estimativa por intervalo nio existiu.

A probabilidade de cobertura foi calculada como a proporgdo dos casos
em que o intervalo de confian¢a calculado contém o verdadeiro valor da
correlagdo intraclasse, ¢, entre as 2000 amostras repetidas, descontando as
amostras nas quais a estimativa por intervalo proposta nio existiu.

Similarmente, o comprimento médio estimado do intervalo de confianga
resultante foi calculado como a média dos comprimentos de todos os intervalos

estimados com os ajustes: fixar limite inferior ¢; em 0 se d¢; <0 e fixar o limite

[Re]
3%}



superior ¢; em 1 se ¢; >1 sobre as 2000 amostras repetidas, descontando as
amostras nas quais a estimativa por intervalo nio existiu.

Para cada um dos trés estimadores de ¢, em cada configuragiio e cada
método de determinagio do intervalo (Fieller e jackkmife com aproximac¢io
normal), foram calculados a probabilidade de cobertura € os comprimentos
médios do intervalo. Estas duas medidas foram utilizadas como critérios de
avalia¢do dos estimadores por intervalo.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 Intervalos de confianc¢a construidos usando o teorema de Fieller

4.1.1 Intervalos de confianca eliminados

Com as restricBes estatisticas especificadas no programa de simulagio,
algumas amostras geradas foram eliminadas. Para cada estimador estudado e
cada método de determinagio de intervalo, este niimero variou. Com o teorema
de Fieller, ¢ em geral com os trés estimadores estudados (ndo viesado de
momentos, estabilizado de momentos e clissico), a propor¢io de intervalos
climinados diminuiu com o aumento do nimero de grupos, do tamanho médio
do grupo e também da probabilidade média de sucesso (Tabelas 2, 3 ¢ 4).

Com os trés estimadores pontuais, pode-se perceber que a quase
totalidade de intervalos descartados ocorreu com m=10 grupos. A magnitude da
correlagdo também influenciou o descarte, aumentando-o com o acréscimo em
¢. A probabilidade média de sucesso atuou de maneira oposta, ou seja, maiores
valores de probabilidade diminuiram a propor¢do de descartes.

As piores situagdes ocorreram sempre com ¢=0,50, 7=0,10, m=10 ¢
u=5. Na condicdo estudada mais extrema quanto i correlagio intraclasse
(9=0,50), o estimador estabilizado de momentos apresentou menor eliminagio
em relagdo aos estimadores, mas, nas outras condi¢des de ¢, este estimador teve
o pior desempenho, tendo os intervalos baseados nos dois outros estimadores
tido menos descartes.

Com m>50, os trés estimadores tiveram descarte nulo ou minimo.
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TABELA 2. Propor¢éo de intervalos de confianga eliminados usando o Teorema
de Fieller para o estimador nio viesado de momentos

Correlagdo ¢ 0,10 0,20 0,50

m M T 0,10 020 0,40 0,10 020 0,40 0,10 0,20 0,40

10 5 194 75 49 245 24 0,0 57,5 165 5,5
10 98 75 08 98 02 00 374 143 25
15 75 68 02 01 01 00 219 69 02

50 S 00 00 00 00 00 00 00 00 00
10 00 00 00 00 00 00 00 00 00
15 00 00 00 00 00 00 00 00 00

100 5 00 00 00 00 00 00 00 00 00
10 00 00 00 00 00 00 00 00 00
15 00 00 00 00 00 00 00 00 00

TABELA 3. Proporg3o de intervalos de confianca eliminados usando o Teorema
de Fieller para o estimador estabilizado de momentos

Correlagio ¢ 0,10 0,20 0,50

m Me = 0,10 0,20 0,40 0,10 020 040 0,10 0,20 0,40

10 5 314 23 0,0 333 25 00 457 155 05
10 - 13,1 02 0,0 134 03 00 442 11,0 00
15 51 00 00 00 02 00 328 73 00

50 5 00 00 00 00 00 00 00 00 00
10 00 00 00 00 00 00 00 00 00
15 00 00 00 00 00 00 00 00 00

100 5 0,0 00 00 00 00 00 00 00 00
10 00 00 00 00 00 00 00 00 00
15 00 00 00 00 00 00 00 00 00
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TABELA 4. Proporgio de intervalos de confianga eliminados usando o Teorema
de Fieller para o estimador classico (ANOVA)

Correlagio ¢ 0,10 0,20 0,50

m_ = 0,10 020 040 0,10 0,20 0,40 0,10 0,20. 0,40

10 5 244 2,7 00 246 25 0,0 574 37,7 13,1
10 9,85 0,1 0 995 02 0 53,35 23,55 42
15 37 00 00 200 20 0,1 389 349 90

50 5 o1 00 00 00 00 00 10 00 00
10 00 00 00 00,00 00 00 00 0,0
15 00 00 00 00 00 00 00 00 00

100 5 00 00 00 00 00 00 00 00 0,0
10 00 00 00 00 00 00 00 00 0,0
15 00 00 00 00 00 00 00 00 00

4.1.2 Probabilidade de cobertura estimada e comprimento médio do
intervalo

Os resultados apresentados na Figura 1 retratam os dois critérios usados
na avaliagdo dos intervalos gerados usando o teorema de Fieller, com os trés
estimadores estudados: ndo viesado de momentos, estabilizado de momentos e
classico (ANOVA), variando o numero de grupos (m) e fixando os outros
parametros (tamanho médio do grupo M. correlagio intraclasse ¢ ¢
probabilidade média de sucesso ®). Sdo apresentados apenas os resultados de
algumas situagOes consideradas mais criticas (baixa correlagdo e baixa
probabilidade média de sucesso, baixa correlagdo e alta probabilidade média de
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sucesso, € alta correlagio e alta probabilidade média de sucesso). Tabelas
completas contendo todas as situagdes estido presentes no Apéndice.

Em todas as situa¢des estudadas, houve uma grande diferenca entre m
igual a 10 € os demais valores de m (50 e 100). Seria interessante entdo, num
préximo estudo, usar valores intermedirios porque possivelmente um valor de
m bem menor que 50 ja permitiria que a probabilidade nominal fosse atingida.

Na Figura 1, em (al) e (a2), sdo mostrados, respectivamente, a
probabilidade de cobertura estimada € o comprimento médio do intervalo, para
os trés estimadores com J. igual a 10, ¢ igual a 0,10 e = 0,10. Nessas condigdes,
os intervalos de confianga para os trés estimadores apresentaram um aumento na
probabilidade de cobertura ¢ um decréscimo no comprimento médio do
intervalo, com o aumento no nimero de grupos. O estimador que apresentou
maior probabilidade de cobertura foi o estabilizado de momentos € o tnico que
atingiu a probabilidade nominal de 95% para o namero de grupos 50 € 160. Com
m igual a 10, nenhum dos estimadores atingiu esta probabilidade. Porém, este
foi também o que apresentou o maior comprimento médio do intervalo. Os
outros dois estimadores, nio viesado de momentos € classico, apresentaram
comportamentos muito semelthantes entre si.

Como pode ser visto na Figura 1, em (bl) e (b2), onde estdo
representados 0s mesmos critérios anteriores, com i 10, ¢ igual a 0,50 € = igual
a 0,10, para nmimero de grupos moderado (m=50) e grande (m=100), o
comportamento dos estimadores ndo viesado de momentos ¢ classico continuou
praticamente 0 mesmo, porém bem mais préximo daquele do estimador
estabilizado de momentos, o que foi mais evidente para m igual a 100. Do
mesmo modo como na situagio anterior, com o0 aumento de m, a probabilidade
de cobertura cresceu € o comprimento médio do intervalo diminuiu, exceto para
o caso dos estimadores nfio viesado de momentos e classico, os quais, com m

igual a 50, apresentaram um aumento no comprimento médio do intervalo, vindo
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a sofrer uma pequena diminui¢do novamente para m igual a 100. Nesta situagao,
os intervalos para nenhum dos trés estimadores atingiu a probabilidade nominal
de 95%, porém, atingiu valores proximos, em torno de 94%.

Na configuragdo de p. igual a 10, ¢ igual 0,50 ¢ = igual a 0,40,
representada na Figura 1, em (cl) e (c2), pode ser percebido que os trés
estimadores apresentaram comportamentos bem proximos. Como nas situages
referidas anteriormente, quando se aumentou m, a probabilidade de cobertura
estimada aumentou € 0 comprimento médio do intervalo diminuiu. Para m igual
a 100, a probabilidade de cobertura dos trés estimadores se aproximou da
probabilidade nominal de 95%.
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Alguns resultados obtidos, variando o tamanho médio do grupo (i) €
fixando € os outros pardmetros, estio apresentados na Figura 2.

Na Figura 2, em (al), esta representada a probabilidade de cobgrtma e
em (a2) o comprimento médio do intervalo com m igual a 10, ¢ iguala 0,10 e
igual a 0,10. O estimador estabilizado de momentos apresentou intervalos de
confianga com maiores probabilidades de cobertura estimada, porém, esta nio
sofreu influéncia do tamanho médio do grupo. Novamente, este mesmo
estimador apresentou maior comprimento médio do intervalo. Os estimadores
nio viesado de momentos e classico apresentaram comportamentos muito
semelhantes, ou seja, probabilidade de cobertura € comprimento médio do
intervalo praticamente idénticos, sendo mais evidente quando o tamanho médio
do grupo aumentou.

Em (bl) e (b2), na mesma Figura 2, com m igual a 50, ¢ iguala 0,10 e
igual a 0,40, o comportamento dos trés estimadores foi basicamente o0 mesmo da
situagdo descrita anteriormente. A diferenca é que, aqui, o tamanho médio do
grupo exerceu uma influéncia no sentido de aumentar a probabilidade de
cobertura do intervalo baseado no estimador estabilizado de momentos, ainda
que de forma suave.

Em (c1) e (c2), estdo representados os resultados com m igual a 100, ¢
igual a 0,50 e = igual a 0,10. Os trés estimadores apresentaram intervalos de
confianca com probabilidades maiores e comprimento médio do intervalo
menor, 3 medida que o tamanho médio do grupo aumentou. O estimador
estabilizado apresentou maior probabilidade de cobertura ¢ maior comprimento
médio do intervalo para todos os p. estudados. Com . igual a 5, o estimador
nio viesado de momentos apresentou intervalos de confianga com probabilidade
de cobertura maior que o classico. Para p igual a 10 e 15, o comportamento
destes dois estimadores foi praticamente 0 mesmo. Nos trés p. estudados, o

comprimento médio do intervalo foi essencialmente 0 mesmo para estes.
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tamanhos médios do grupo, em trés situagdes diferentes.
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Na Figura 3, é mostrado o comportamento dos estimadores estudados
variando quando a correlagdo intraclasse (¢), ¢ mantendo . igual a 10, o qual
foi o0 tamanho médio de grupo intermediario considerado neste estudo.

Em (al) e (a2), respectivamente, estdo representadas a probabilidade de
cobertura estimada ¢ comprimento médio do intervalo, com m igual a 10, p
igual a 10 ¢ = igual a 0,10. Com o aumento de ¢, a probabilidade de cobertura
dos intervalos para os trés estimadores diminuiu. Para ¢ igual 0,10 ¢ 0,20, o
estimador estabilizado de momentos apresentou intervalos de confianga com
maiores probabilidades de cobertura do que os estimadores n3o viesado e
classico. Com ¢ igual a 0,50, os estimadores nio viesado de momentos €
classico apresentaram probabilidade de cobertura ligeiramente superior ao
estabilizado. Nenhum dos estimadores apresentou intervalos de confianga com
probabilidade de cobertura estimada préxima da nominal. O comprimento médio
do intervalo aumentou com o aumento da correlagdo intraclasse real € o
estimador estabilizado apresentou maiores comprimentos médios, exceto para o
caso em que ¢ foi igual a 0,20.

Em (b1) e (b2) esta representada a configuragdo de m igual 10, p. igual a
10 ¢ = igual a 0,40. Para o estimador estabilizado de momentos, a probabilidade
de cobertura decresceu com o aumento da correlagZo intraclasse real ¢ o
comprimento médio do intervalo aumentou. Com ¢ igual a 0,10 ¢ 0,20, este
estimador apresentou maior probabilidade de cobertura do que os outros dois
estimadores. O comprimento médio do intervalo para o estimador estabilizado
foi maior que os outros dois quando ¢ era igual a 0,10 ¢ menor quando ¢ era de
0,20. Com ¢ igual a 0,50, os trés estimadores apresentaram praticamente 0s
mesmos comprimentos médios do intervalo. O comportamento dos estimadores
nio viesado e classico foi bem proximo, ocorrendo a maior diferenga quando ¢
era igual a 0,20.
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Em (c1) e (c2), estdo os resultados com m igual a 100, p iguala 10 e ®
iguala 0,10. As maiores probabilidades de cobertura estimadas foram as dos
intervalos de confianga para o estimador estabilizado. Este também apresentou
os maiores comprimentos médios do intervalo. Sua probabilidade de cobertura
estimada diminuiu com o aumento da correlagdo intraclasse. J4 o comprimento
médio deste estimador aumentou. Os intervalos de confianca para os
estimadores nio viesado € clissico apresentaram ligeiro aumento da
probabilidade de cobertura com o aumento da correlagdo intraclasse real e
também um aumento no comprimento médio do iptcrvalo. Para ¢ 0,10 ¢ 0,20,
estes dois ultimos mostraram-se¢ ligeiramente diferentes em relagio a
probabilidade de cobertura, porém, com mesmo comprimento médio de
intervalo.
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Na Figura 4 s3o mostrados a probabilidade de cobertura e comprimento
médio do intervalo para os trés estimadores estudados considerando que a
probabilidade média de sucesso varia ¢ em diferentes situagGes com p = 10.

A probabilidade de cobertura estimada € o comprimento médio do
intervalo para a situagdio em que m era 10, p. era 10 ¢ ¢ era 0,10 estdo
representados na Figura 4, em (al) e (a2). Os intervalos de confianga para os trés
estimadores apresentaram maiores probabilidades de cobertura estimada ¢
comprimento do intervalo quando 7 aumentou. Com = baixo (0,10), o estimador
estabilizado apresentou intervalo de confianga com maior probabilidade de
cobertura do que o nio viesado ¢ o classico, porém o comprimento médio do
intervalo do primeiro também foi superior aos outros dois. Quanto a
probabilidade de cobertura, os intervalos para o estimador nio viesado € classico
tiveram praticamente 0 mesmo comportamento, exceto para © = 0,20.

Em (b1) e (b2), o comportamento da probabilidade de cobertura
estimada foi semelhante i situacdo anterior. J4 o comprimento médio do
intervalo dos trés estimadores aumentou com o aumento de @ € s¢ mostraram
mais semelhantes quando = era 0,20 € 0,40.

Para m=100, pu=10 e ¢= 0,50, representado em (c1) e (c2), os intervalos
para os trés estimadores apresentaram probabilidade de cobertura € comprimento
médio do intervalo semelhantes, aumentando a medida que 7 aumentou. Nesta
situagdo, quando = era igual 0,40, os trés estimadores atingiram a probabilidade
de cobertura nominal.
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Em todas estas situagGes abordadas envolvendo intervalos de confianca
baseados no teorema de Fieller (Figura 1 a 4), algumas consideragdes gerais
podem ser tragadas. Pode-se dizer que, em geral, os intervalos utilizando o
estimador estabilizado de momentos foram superiores aos outros dois, devido a
maior probabilidade de cobertura, ¢ também mais proxima ao coeficiente de
confianca nominal. Em viérias situacGes os intervalos com os estimadores nio
viesado de momentos € classico apresentaram menor comprimento, 0 que, a
principio, € um aspecto favoravel. No entanto, esta tendéncia ocorreu as
expensas de uma baixa probabilidade de cobertura, quase sempre abaixo
do nivel nominal, e assim tais estimadores ndo deveriam ser
recomendados em geral.

Enquanto que o aumento da probabilidade média de sucesso
consistentemente melhorou a qualidade dos intervalos com os trés estimadores
(Figura 4), o aumento da correlagio intraclasse prejudicou os intervalos com o
estimador estabilizado de momentos, ao contrario dos outros dois. Assim,
considerando o0 uso do estimador de melhor desempenho (estabilizado de
momentos), as melhores situa¢des seriam aquelas de baixa correlagio intraclasse
real e alta probabilidade média de sucesso.

No tocante a0 tamanho da amostra, ficou bastante evidente que o
namero de grupos avaliados exerce um efeito sobre a qualidade dos intervalos,
mais pronunciado que o do tamanho médio dos grupos. Ficou evidente, por
exemplo, que as amostras com numero de grupos igual a 10 originaram
intervalos, em geral, bastante insatisfatorios, independente do estimador pontual
utilizado. Uma excegdo ocorreu apenas com o estimador estabilizado de
momentos, em sua condi¢do mais favoravel, com . igual a 10, ¢ 0,10 e = 0,40.
Embora nesta condigdo a probabilidade tenha ficado abaixo do nivel nominal,
foi ainda assim elevada, acima de 90% (Figura 1, al). Como recomendagdo
geral, contudo, um numero de grupos consideravelmente superior a 10
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(preferencialmente 50) deveria ser utilizado, para garantir uma qualidade
minima na estimag#o por intervalo.

Caso ndo seja possivel a utilizagdio de grandes tamanhos de amostra,
uma alternativa seria a técnica de bootstrap para construir intervalos de
confianca. Nesse sentido, seria interessante a realizacdo de estudos com esta
técnica no futuro, para avalid-la sob diferentes condigcGes, € eventualmente gerar
recomendagGes sobre numeros de reamostragens necessarias para a
convergéncia na estimagdo empirica da distribui¢do de amostragem.

4.2 Iuntervalos de confianca usando jacklmife com aproximacio normal

4.2.1 Intervalos de confianca eliminades

Quando foi usado o jackknife com aproxima¢io normal, o numero de
eliminagdes foi maior do que quando foi usado o teorema de Fieller, exceto no
caso de nimero de grupos (m) igual a 10, o tamanho médio do grupo (i) igual a
5, correlagdo (¢) igual a 0,50 e probabilidade média de sucesso (%) igual a 0,10,
em que a porcentagem de amostras eliminadas para o teorema de Fieller chegou
a 57,5 %.

Em geral, com os trés estimadores estudados (nio viesado de momentos,
estabilizado de momentos e clissico), a propor¢do de intervalos eliminados
diminuiu com o aumento do nimero de grupos, do tamanho médio do grupo €
também da probabilidade média de sucesso (Tabelas 5, 6 € 7).

A maioria das eliminagGes ocorreu quando o nimero de grupos era baixo
(m=10)> Porém, amostras também foram eliminadas com m=>50, principalmente
para o menor tamanho médio do grupo estudado (u~=5). As ecliminagdes
diminuiram a medida que a probabilidade média de sucesso aumento. A
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influéncia da correlagdo intraclasse foi semelhante & probabilidade média de
sucesso No entanto, foi mais sutil, percebendo-se este decréscimo apenas
quando ¢ aumentou de 0,20 para 0,40.

As situagGes com maior nimero de eliminagbes ocorreram sempre com
7=0,10, m=10 e n=5.

Os trés estimadores pontuais apresentaram proporgdo de descartes de
amostras semelhantes entre si, sendo que para os estimadores ndo viesado de
momentos € clissico estas proporgdes foram idénticas.

TABELA 5. Propor¢io de intervalos de confianga eliminados usando jackknife
com aproximag¢io normal para o estimador nio viesado de momentos

Correlagio ¢ 0,10 0,20 0,50

m B = 0,10 020 040 0,10 020 040 0,10 020 0,40

10 5 36,55 34,50 26,10 37,30 22,45 21,05 31,95 19,40 8,10
10 25,40 23,70 12,70 25,00 12,40 9,75 28,85 18,75 1,00
15 24,95 18,60 2,40 20,55 10,25 6,65 27,40 12,45 0,45

50 5 17,40 13,85 13,25 6,75 6,05 0,10 2,10 3,25 0,00
10 520 545 1,60 445 005 000 0,30 0,05 0,00
15 5,05 495 3,70 2,30 0,05 0,00 0,20 0,05 0,00

100 5 0,50 0,05 0,05 0,10 0,05 0,05 0,10 0,05 0,00
10 030 0,05 0,05 0,10 0,05 0,05 0,05 0,05 0,00
15 0,05 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,05 005 0,00
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TABELA 6. Proporgio de intervalos de confianga climinados usando jackknife
com aproximaciio normal para o estimador estabilizado de momentos

Correlagio 0,10 0,20 0,50

m M 7w 010 020 040 0,10 0,20 040 0,10 0,20 0,40

10 5 37,65 35,30 26,10 38,25 33,75 22,25 32,20 19,50 8,15
10 26,10 22,95 13,45 25,30 12,90 10,55 28,75 18,85 1,10
15 17,90 17,15 11,60 15,80 9,40 7,70 22,65 17,90 0,95

50 5 740 640 6,25 10,10 6,55 4,95 2,65 3,25 0,00
10 520 5,15 3,80 445 005 0,00 2,10 0,05 0,00
15 445 3,70 2,10 0,60 0,05 0,05 1,55 0,05 0,05

100 5 0,10 0,05 0,05 0,05 0,05 0,00 005 005 0,00
10 0,05 0,05 005 0,05 005 000 0,05 005 0,00
15 0,00 0,00 0,00 0,00 000 0,00 0,10 0,05 0,00

TABELA 7. Proporgdo de intervalos de confianca eliminados usando jackknife
com aproximac#o normal para o estimador classico (ANOVA)

Correlagio ¢ 0,10 0,20 0,50
m N = 0,10 020 040 0,10 020 040 0,10 020 040
10 5 36,55 34,50 26,10 37,30 22,45 21,05 31,95 19,40 8,10
10 25,40 23,70 12,70 25,00 12,40 9,75 28,85 18,75 1,00
15 24,95 18,60 2,40 20,55 10,25 6,65 27,40 12,45 0,45
50 5 17,40 13,85 13,25 6,75 6,05 0,10 2,10 3,25 0,00
10 5,20 5,45 1,60 445 0,05 0,00 030 0,05 0,00
) 15 5,05 495 3,70 230 0,05 0,00 020 0,05 0,00
100 5 0,50 0,05 0,05 0,10 0,05 0,05 0,10 0,05 0,00
10 0,30 0,05 0,05 0,10 0,05 0,05 0,05 0,05 0,00
15 0,05 0,00 0,060 0,060 000 0,00 0,05 0,05 0,00




4.2.2 Probabilidade de cobertura estimada e comprimento médio do

intervalo

Como os resultados obtidos para os intervalos de confianga usando o
Jjackkmife ndo apresentaram um padrio claro, seu uso ¢ desaconselhado para este
fim, concordando com os resultados obtidos por Lui et al. (1996). Estes autores
também estudaram o uso do jackknife com corregio do viés € a aproximagio
normal na determinag3o do intervalo de confianga do coeficiente de correlagdo
intraclasse para dados com distribuigio beta-binomial. Os autores concluiram
que a corregdo do viés nio foi uniforme ¢ os intervalos produzidos apresentaram
probabilidade de cobertura muito abaixo do nivel nominal de 95%. Porém, ndo
foram apresentados os resultados.

Nas Tabelas 8, 9 € 10 s3o mostradas as probabilidades de cobertura, bem
como os comprimentos médios dos intervalos obtidos para jackknife com
aproximac¢io normal. Com o aumento no tamanho médio do grupo € no nimero
de grupos, esperava-se um acréscimo na probabilidade de cobertura, o que ndo
ocorreu na maioria dos casos.

O comportamento dos estimadores nio viesado de momentos ¢ classico
também foi semelhante. Quando nmimero de grupos (m) aumentou de 10 para 50,
a probabilidade de cobertura aumentou. Porém, quando m aumentou de 50 para
100, houve um decréscimo na probabilidade de cobertura. Para o estimador
estabilizado de momentos, a probabilidade de cobertura diminuiu a2 medida que
aumentou o niamero de grupos (m).

Para os trés estimadores, em poucas situagdes, a probabilidade de
cobertura nominal foi atingida usando o jackknife com aproximag¢io normal.

Uma sugestdo para trabalhko futuro seria aprofundar o estudo das causas
pelas quais o jackknife em associagio com a aproximacio normal ndo
apresentou um padrdo de comportamento claro na determinac@o do intervalo de
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confianca de ¢. Neste estudo, talvez fosse necessirio um maior namero de

configuragGes € um maior nimero de simulagdes.

TABELA 8. Probabilidade de cobertura estimada ¢ comprimento médio do
intervalo de confianga (entre parénteses) para o coeficiente de correlagdo
intraclasse estimado usando o estimador de nio viesado de momentos e

Jackknife com aproximacdo normal
Correlagio ¢ 0,10 0,20 0,50

m_ pu =« 010 020 040 0,10 020 040 0,10 0,20 0,40

10 5 75 74 81 72 80 8 71 8 94
(0,13) (0,16) (0,23) (0,42)(0,49)(0,51) (0,54) (0,52) (0,54)

10 87 87 89 68 81 8 72 8 95
(0,21) (0,21) (0,20) (0,38)(0,42)(0,44) (0,48) (0,52) (0,45)

15 81 88 91 70 81 8 74 8 93
0,18) (0,19) (0,18) (0,38)(0,39)(0,40) (0,51) (0,53) (0,42)

50 5 94 83 92 8 8 94 95 90 89
(0,32) (0,14) (0,18) (0,35)(0,30)(0,26) (0,32) (0,37) (0,54)

8 90 8 8 91 90 8 93 94
(0,13) (0,15) (0,14) (0,27)(0,22)(0,20) (0,45) (0,34) (0,26)

15 87 92 94 8 91 94 88 93 96
(0,14) (0,13) (0,12) (0,24)(0,20)(0,17) (0,39) (0,32) (0,25)

100 5 % 8 95 90 91 94 92 91 95
(0,17) (0,09) (0,15) (0,26)(0,21)(0,18) (0,39) (0,20) (0,22)

10 93 93 95 8 93 96 91 94 95
(0,11) (0,11) (0,22) (0,20)(0,16)(0,14) (0,29) (0,24) (0,18)

15 92 93 95 90 93 94 92 95 94

(0,09) (0,09) (0.17) (0,17)(0,14)(0,12) (0,23) (0,22) (0,17)
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TABELA 9. Probabilidade de cobertura estimada e comprimento médio do
intervalo de confianga (entre parénteses) para o coeficiente de correlagdo
intraclasse estimado usando o estimador de estabilizado de momentos ¢
jackknife com aproximagio normal

¢

0,10 0,20 0,5

x 0,10 020 040 0,10 020 040 0,10 0,20 0,40

90 8 91 8 95 97 76 81 91
(0,38) (0,31) (0,37)(0,59)(0,68)(0,69) (0,57) (0,53) (0,56)
85 94 94 8 93 97 74 88 94
(0,24) (0,26) (0,24)(0,49)(0,50)(0,52) (0,53) (0,54) (0,48)
89 94 95 8 8 94 77 90 94
(0,20) (0,21) (0,20)(0,46)(0,44)(0,45) (0,55) (0,55) (0,44)

76 65 59 8 8 T1 74 81 85
(0,33) (0,19) (0,23)(0,38)(0,31)(0,27) (0,33) (0,38) (0,55)
83 8 8 88 91 8 8 91 90
(0,14) (0,16) (0,15)(0,28)(0,23)(0,20) (0,45) (0,35) (0,27)
91 91 8 8 91 93 8 93 93
(0,14) (0,13) (0,12)(0,24)(0,20)(0,17) (0,40) (0,33) (0,25)

Correlacdo
m Be
10 5

10
15
50 5
10
15
100 5
10
15

43 29 20 71 51 39 81 65 53
(0,20) (0,12) (0,16)(0,27)(0,22)(0,19) (0,39) (0,21) (0,22)
70 63 53 8 8 73 8 8 83
(0,09) (0,11) (0,22)(0,20)(0,16)(0,14) (0,30) (0,24) (0,19)
79 78 8 91 8 8 91 91 89
(0,09) (0,09) (0,17)(0,17)(0,14)(0,12) (0,23) (0,22) (0,17)

43



TABELA 10. Probabilidade de cobertura estimada ¢ comprimento médio do
intervalo de confianca (entre parénteses) para o coeficiente de correlagio
intraclasse estimado usando o estimador classico (ANOVA) e jackknife com
aproximacio normal

¢

0,10 0,20 0,50

n 010 0,20 040 0,10 020 0,40 0,10 0,20 0,40

80 74 81 73 81 84 71 82 91
(0,13)(0,16) (0,22) (0,42) (0,49) (0,52) (0,53) (0,53) (0,53)
87 87 90 69 81 87 72 86 95
(0,21)(0,21) (0,20) (0,39) (0,42) (0,44) (0,47) (0,52) (0,45)
81 88 91 70 81 89 74 88 93
(0,17)(0,19) (0,18) (0,38) (0,39) (0,40) (0.52) (0,53) (0,42)

9 8 92 8 8 91 90 90 89
(0,32)(0,13) (0,19) (0,35) (0,30) (0,26) (0,32) (0,37) (0,54)
83 91 93 8 92 90 87 94 9]
(0,12)(0,15) (0,14) (0,27) (0,22) (0,20) (0,45) (0,34) (0,26)
87 92 94 8 91 90 8 93 96
(0,14)(0,13) (0,12) (0.24) (0.20) (0.17) (0.39) (0.32) (0.25)

Correlagdo
m_ H
100 5

10
15
50 '35
10
15
100 5
10
15

%0 88 95 90 91 89 92 90 89
(0,17)(0,09) (0,15) (0,26) (0,21) (0,18) (0,39) (0,20) (0,22)
8 92 84 88 93 87 90 8 90
(0,08)(0,11) (0,22) (0,19) (0,15) (0,13) (0,29) (0,23) (0,18)
80 92 8 8 92 4 92 94 04
(0.09)(0,09) (0,17) (0,17) (0,13) (0,08) (0,23) (0.21) (0,17)




5 CONCLUSOES

5.1 Para o teorema de Fieller

O teorema de Ficller apresentou bons resultados na construgio de
intervalos de confianga para o coeficiente de correlagdo intraclasse () para
dados com distribui¢3o beta-binomial.

O estimador pontual que apresentou melhor desempenho na
determinagdo do intervalo de confianga para ¢ foi o estabilizado de momentos,
visto que apresentou maiores probabilidades de cobertura € mais proximas do
nivel nominal. Os intervalos de melhor qualidade com este estimador ocorreram
sob baixa correlagdo intraclasse ¢ probabilidade média de sucesso intermediaria.

Os estimadores nio viesado de momentos e classico apresentaram
resultados quase idénticos entre si.

Amostras com 10 grupos produziram, em geral, intervalos de qualidade
insatisfatoria. Assim, com o teorema de Fieller, recomenda-se que um nimero
maior de grupos seja utilizado para que a qualidade dos grupos nio seja
severamente comprometida. Como houve um aumento significativo da
probabilidade de cobertura quando o mimero de grupos (m) variou de 10 para
50, seria necessario estudar valores intermediario, para ser possivel indicar um

numero minimo.

5.2 Para o jackknife com aproximagfio normal

Resultados do jackknife € a aproximagdo normal nio apresentaram um
padrdo coerente, sendo, portanto desaconselhivel seu uso para determinagio de

45



intervalos de confianga para o ¢. Os resultados foram compativeis com aqueles
obtidos por Lui, Cumberland e Kuo (1996).
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ANEXOS

TABELA 1A Probabilidade de cobertura estimada ¢ comprimento médio
do intervalo de confianga (entre parénteses) para o coeficiente de
correlagio ntraclasse estimado usando o estimador de nfio viesado de

momentos, usando o teorema de Fieller .........oueieeneieeecceeereeeeeeneneecnnreeenneenes

TABELA 2A Probabilidade de cobertura estimada e comprimento médio
do intervalo de confianga (entre parénteses) para o coeficiente de
correlagdo intraclasse estimado usando o estimador de estabilizado de

momentos, usando o teorema de Fieller .....onuveeveervevrenerrrerreeenenennee .51

TABELA 3A Probabilidade de cobertura estimada ¢ comprimento médio
do intervalo de confianga (entre parénteses) para o coeficiente de
correlacdo intraclasse estimado usando o estimador classico (ANOVA),

usando 0 teorema de Fieller ........ccovuvreeineiiinereeccsecreeeeesseenns
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TABELA 1A Probabilidade de cobertura estimada e comprimento médio do
intervalo de confianca (entre parénteses) para o coeficiente de correlagio
intraclasse estimado usando o estimador de nio viesado de momentos e o
teorema de Fieller

Correlagio & 0,1 02 0,5
m_ p=m 0l 02 04 01 02 04 01 02 04
10 5 5 63 76 58 74 8 32 73 87
(0,25) (0,27) (0,29)(0,32)(0,39) (0,41) (0,25) (0,56) (0,60)

10 72 8 8 71 8 8 53 81 89
(0,23) (0,24) (0,23)(0,33)(0,36) (0,35) (0,41) (0,59) (0,53)

15 76 8 8 74 8 8 58 8 89
(0,21) (0,21) (0,20)(0,33)(0,35) (0,32) (0,44) (0,58) (0,50)

50 5 8 90 92 8 9 92 8 90 04
(0,23) (0,19) (0,18)(0,35)(0,28) (0,24) (0,57) (0,37) (0,29)

10 92 92 93 8 9 93 9 93 94
(0,16) (0,15) (0,13)(0,27)(0,21) (0,17) (0,49) (0,32) (0,24)

15 9 92 93 91 93 95 92 93 94
(0,15) (0,12) (0,11)(0,25)(0,19) (0,16) (0,47) (0,3) (0,22)

100 5 9 92 93 89 91 9 90 92 95
(0,18) (0,15) (0,14)(0,26)(90,2) (0,17) (0,39) (0,26) (0,21)

10 93 93 94 92 94 95 92 95 04
(0,12) (0,11) (0,10)(0,19)(0,15) (0,13) (0,32) (0,22) (0,17)

15 93 94 94 93 94 95 93 95 95
(0,11) (0,09) (0,08)(0,17)(0,13) (0,16) (0,30) (0,21) (0,16)
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TABELA 2A Probabilidade de cobertura estimada e comprimento médio do
intervalo de confianga (entre parénteses) para o coeficiente de correlagdo
intraclasse estimado usando o estimador de estabilizado de momentos ¢ teorema
de Fieller

Correlagio ¢ 0,10 0,20 0,50
m g 7w 010 020 040 0,10 020 0,40 0,10 0,20 0,40
10 5 9 8 94 8 75 8 51 75 8
(0,40) (0,35) (0,36) (0,40)(0,34) (0,35)(0,42) (0,58)(0,54) _
10 84 91 92 65 T2 T2 67 8 88
(0,27) (0,28) (0,26) (0,25)(0,26) (0,25)(0,55) (0,61)(0,53)
15 83 9 91 61 64 64 67 84 89
(0,24) (0,24) (0,22) (0,22)(0,21) (0,20)(0,53) (0,62) (0,51)
50 5 99 94 97 97 97 96 8 90 94
(0,28) (0,23) (0,21) (0,39)(0,33)(0,27) (0,39) (0,37)(0,28)
10 92 97 97 91 96 95 90 94 94
(0,19)(0,18) (0,16) (0,31)(0,26)(0,20)(0,54) (0,35)(0,24)
15 9% 96 96 93 95 97 91 94 94
(0,18)(0,15) (0,13) (0,29)(0,22) (0,17) (0,51) (0,32)(0,23)
100 5 9 96 98 97 95 96 94 93 95
(0,23)(0,19) (0,17) (0,33)(0,25) (0,20) (0,46) (0,28) (0,20)
10 95 98 98 94 97 96 92 96 94
(0,16) (0,14) (0,12) (0,24)(0,18) (0,14) (0,36) (0,24) (0,17)
15 97 97 9 9 96 97 93 96 96

(0,14)(0,11) (0,09) (0,21)(0,15) (0,12) (0,33) (0,22) (0,16)
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TABELA 3A. Probabilidade de cobertura estimada e comprimento médio do
intervalo de confianga (entre parénteses) para o coeficiente de correlagio
intraclasse estimado usando o estimador clissico (ANOVA) ¢ o teorema de
Fieller

Correlagio ¢ 0,10 0,20 0,50

m _ p m 010 020 040 0,10 020 040 0,10 020 0,40
10 5 52 63 76 59 74 87 32 74 87
(0,25)(0,27) (0,29) (0,32) (0,39) (0,41) (0,25) (0,56) (0,60)

10 72 8 85 70 81 8 53 81 90
(0,22)(0,24) (0,23) (0,33) (0,36) (0,35) (0,41) (0,59) (0,53)

15 76 84 85 74 84 88 58 82 90
(0,21)(0,21) (0,20) (0,33) (0,35) (0,32) (0,44) (0,58) (0,50)

50 5 8 90 93 91 9 92 88 94 94
(0,23)(0,19) (0,18) (0,35) (0,28) (0,16) (0,58) (0,37) (0,29)

10 92 92 93 87 922 95 92 93 94
(0,16)(0,15) (0,13) (0,27) (0,21) (0,17) (0,49) (0,32) (0,24)

15 9% 92 93 90 93 95 92 93 94
(0,15)(0,12) (0,11) (0,25) (0,19) (0,16) (0,37) (0,30) (0,22)

100 5 90 92 93 93 91 94 90 94 94
(0,18)(0,15) (0,14) (0,26) (0,20) (0,17) (0,39) (0,20) (0,21)

10 93 93 94 920 94 94 92 95 95
0,12)(0,11) (0,10) (0,19) (0,15) (0,13) (0,32) (0,22) (0,17)

15 93 94 94 92 94 94 93 95 95
(0,11)(0,09) (0,08) (0,17) (0,13) (0,11) (0,30) (0,21) (0,16)
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