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RESUMO

A Teoria de Resposta ao Item (TRI) tem-se mostrado uma metodologia ade-

quada na análise de dados educacionais, todavia a escolha de um, dentre os

diversos modelos disponíveis, não é uma tarefa simples, em especial quando

se pode variar a escolha da dimensão dos itens. Neste trabalho procuramos

elucidar aspectos estatísticos e potencialidades de interpretação de mode-

los multidimensionais da TRI (TRIM). Na primeira parte deste trabalho

a literatura da área é revista, com enfoque para modelos multidimensio-

nais compensatórios de item. Esta revisão incluiu, para fins didáticos, a

descrição completa de um modelo de análise bayesiana de modelos TRIM,

que é o estado da arte na literatura. Esta análise foi exemplificada com

dados obtidos na avaliação de ingresso do segundo semestre de 2006, pe-

los candidatos ao curso de Agronomia da Universidade Federal de Lavras

(UFLA). O modelo mais bem ajustado nesta etapa foi o bidimensional. A

segunda parte é composta de dois artigos, sendo o primeiro uma proposta

de seleção de modelos do tipo forward para identificar a dimensão adequada

para modelar cada item do mesmo conjunto de dados. No segundo artigo

encontra-se a análise pedagógica baseada nos mesmos dados, usando o mo-

delo bidimensional. Um capítulo final de considerações gerais resume o que

se aprendeu nesta pesquisa.

Palavras Chave: Teoria de resposta ao item multidimensional. Seleção

de modelos. Avaliação educacional. Aplicação. Forward.
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ABSTRACT

Item Response Theory (IRT) has been shown as a worhty tool to analyse

educational data. However, choosing one out of many models is not a sim-

ple task. This is specially true when you can vary the dimension of models

for each item. In this thesis we try to enlighten some statistical properties

and the analytical potential to interpret multidimensional models of IRT

(MIRT). In the first part a review of the literature is done foccusing on

compensatory multidimensional models for items. This part bring a didac-

tic effort to present a state of art description of the fully Bayesian MIRT

analysis. This analysis is illustrated with data from entrance examination

of candidates for Agronomy undergraduate program in the second semester

of 2006 at the Universidade Federal de Lavras (UFLA). The best model in

this section is the one that has two dimensions for all items. Second part

has two papers. The first discusses a forward type of model selection pro-

cedure to identify different dimensions for each model. The second bring a

pedagogical analysis based on the same data using two dimensions model.

As a final chapter we draw the last remarks on what was learned in our

investigation.

Key-words: Educational evaluation. Forward. Model selection. Multidi-

mesional item response theory.
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PRIMEIRA PARTE

1 INTRODUÇÃO

A Teoria de Resposta ao Item (TRI) é um conjunto de modelos

matemáticos para análise de variáveis latentes. Atualmente é utilizada em

diversas áreas como: educação, qualidade de vida, psiquiatria, psicologia,

satisfação do consumidor e várias outras. Na área educacional, a TRI tem

sido usada em diversas avaliações no Brasil e no mundo. Através de seus

resultados o governo, as escolas e professores tem implementado medidas

para melhoria da educação.

Os modelos da TRI requerem que o pressuposto da independência

local, ou condicional, seja atendido. A validade deste pressuposto implica

que as respostas de diferentes examinados, a diferentes itens sejam inde-

pendentes. A independência citada é utilizada no cálculo da função de

verossimilhança do modelo adotado (LORD, 1980). A propriedade de inva-

riância dos parâmetros, que permite estimar a habilidade dos examinados,

independentemente dos parâmetros dos itens, também é consequência do

pressuposto da independência local.

Dessa forma, observa-se que o atendimento do pessuposto de inde-

pendência local é extremente importante nos modelos da TRI. Este pressu-

posto é atendido, somente se, o modelo utilizado possui o número correto de

habilidades necessárias para que todos examinados possam responder corre-

tamente aos itens de um teste (LORD, 1980). Logo, para utilizar qualquer

modelo da TRI é essencial a determinação da correta dimensão do conjunto

de dados a ser analisado (CONDE, 2007).

Os modelos da TRI podem ser classificados em compensatórios e
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não compensatórios. Nos modelos compensatórios, admite-se que, a mesma

probabilidade de acerto obtida com valores moderados de habilidades, possa

ser obtida compensando-se baixos valores de quaisquer habilidade do mo-

delo, com valores altos em outras habilidades. Nos modelos parcialmente

compensatórios essa propriedade não acorre.

Um modelo da TRI que utiliza apenas uma habilidade é chamado

de unidimensional. Já os modelos que apresentam mais de uma habilidade

são chamados de multidimensionais. Os modelos de TRI unidimensionais

admitem que, cada item de um teste mede apenas um único traço latente e

todos os itens de um teste, medem o mesmo traço latente. No entanto, essa

suposição não é natural pois, o desempenho humano em qualquer atividade

está ligado a diversos fatores. Dessa forma, é mais natural pensar que os ní-

veis de mais de uma habilidade, presentes no indivíduo, estão determinando

se o mesmo irá acertar ou errar um item de um teste.

Comumente nos modelos da TRI unidimensional, admite-se a ideia

de que, dentre todas as várias variáveis que caracterizam o desempenho

humano, existe um único fator dominante, sendo esse fator, o principal

responsável pela resposta de indivíduo a um item. Contudo, a existência

desse fator deve ser investigada. Nojosa (2002) constatou que a prova do

ENEM, que utiliza a TRI unidimensional em sua análise, mede no nínimo

5 habilidades diferentes e não apenas uma, conforme exigido pelo modelo

utilizado para análise.

Por todos os motivos citados, a determinação do número de habilida-

des, ou eixos necessários para modelar a interação entre itens e examinados,

presente na matriz de dados a ser analisada por modelos da TRI é extre-

mamente importante. Quando é necessário mais que um eixo para realizar
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tal modelagem, será usado um modelo da Teoria de Resposta ao Item Mul-

tidimensional (TRIM).

Na literatura são apresentadas diversas formas de determinação da

dimensão de conjunto de dados como: o DIMTEST, o DETECT, a Análise

Paralela, diversas versões do Teste Qui-quadrado, versões estas que contam

com modificações da estatística qui-quadrado (RECKASE, 2009). Estas

técnicas não são interessantes para a seleção de modelos com diferentes di-

mensões, pois têm fundamentos não-paramétricos e não compreendem uma

clara estratégia de testes sequenciais, como utilizado em modelos encaixa-

dos de regressão. Pouco se encontra na literatura de TRIM sobre a seleção

de modelos com dimensionalidades diferentes para cada item. No entanto,

isto poderia ser feito com medidas de adequação como os critérios de in-

formação com base na verossimilhança (direta ou marginal). Dentre estes

destacam-se o Deviance Information Criterion, DIC; o Akaike Information

Criterion, AIC e o Bayesian Information Criterion, BIC (RAFTERY et al.,

2007).

Pelo que foi exposto, reiteramos que a motivação deste trabalho vem

da importância da correta determinação das dimensões dos modelos de itens

que se ajustam a um conjunto de dados em TRI. Isto pode ter implicações

na avaliação da qualidade dos itens e na estimação de habilidades globais

dos examinados.

OBJETIVOS

Os objetivos deste trabalho são:
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• apresentar modelos multidimensionais compensatórios de item e uma

implementação numérica destes em R;

• desenvolver um protocolo para a determinação da dimensão de um

conjunto de dados para posterior modelagem através da TRI;

• aplicar o protocolo e identificar a dimensão de um exame real;

• verificar as possibilidades de discussão da qualidade dos itens ao in-

terpretar os parâmetros de modelos multidimensionais em um exame

real.
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2 REFERENCIAL TEÓRICO

Variáveis que não podem diretamente ser mensuráveis são chamadas

de variáveis latentes. Dessa forma, o conhecimento é uma variável latente.

Em diversas situações têm-se como objetivo medir o conhecimento dos in-

divíduos e uma maneira de medir o conhecimento é pela observação da

resposta que um examinado dá a um item, pois são variáveis relacionadas.

A Teoria de Resposta ao Item (TRI) propõe modelos para variáveis

latentes. A TRI, também denominada por Teoria da Curva Característica

ou Teoria do Traço Latente é um conjunto de modelos matemáticos que

considera o item como unidade básica de análise e procura representar a

probabilidade de um indivíduo dar certa resposta a um item em função dos

parâmetros do item e do(s) traço(s) latente(s) do indivíduo (ANDRADE;

TAVARES; VALLE, 2000).

Na educação, a TRI tem sido usada no Brasil e no mundo em diver-

sas avaliações como: o PISA (Programme for International Student Assess-

ment), realizado pela Organização para a Cooperação e o Desenvolvimento

Econômico (OECD); o teste TOEFL (Test of English as a Foreign Language)

exame de proficiência em língua inglesa, o SAEB (Sistema de Avaliação da

Educação Básica), a Prova Brasil e o ENEM ( Exame Nacional do Ensino

Médio), os três últimos realizados pelo INEP (Instituto Nacional de Estudos

e Pesquisas Educacionais Anísio Teixeira).

Os resultados obtidos em avaliações são muito importantes, pois são

reflexo de uma determinada realidade e geradores de tomadas de decisões.

Através desses resultados, o governo planeja e implementa as políticas pú-

blicas para melhoria da Educação, gerencia a distribuição de recursos e

mobiliza as redes de ensino. As escolas e professores, por sua vez, tomam
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conhecimento do nível de desenvolvimento de seus alunos e buscam cami-

nhos pedagógicos para possíveis intervenções.

Cada vez mais, os resultados obtidos pelas avaliações educacionais

são utilizados como: índice da qualidade da educação oferecida pelas escolas.

A divulgação de resultados como o indicador nacional de desenvolvimento

da Educação, o IDEB, em jornais e em outros meios de comunicação, tem

provocado discussões sobre a qualidade da educação brasileira. Existe uma

grande variação de resultados nas diferentes localidades brasileiras e, tam-

bém, entre os resultados brasileiros com os de outros países. A comparação

com outros países é feita através dos resultados obtidos pela avaliação PISA,

na qual o Brasil ocupa atualmente a 60a posição em um total de 76 países

avaliados.

O IDEB foi criado pelo INEP em 2007, sendo medido em uma escala

de zero a dez. Sintetiza dois conceitos igualmente importantes para a qua-

lidade da educação: aprovação e média de desempenho dos estudantes em

língua portuguesa e matemática. O indicador é calculado a partir dos dados

sobre aprovação escolar, obtidos no Censo Escolar, e médias de desempenho

nas avaliações do INEP, o SAEB e a Prova Brasil. O IDEB é um indica-

dor de qualidade e foi desenvolvido para avaliar a educação brasileira em

cada unidade da federação, município e escola pública. Ele é também usado

para acompanhar a melhoria da qualidade da educação de acordo com me-

tas preestabelecidas. Seu uso todavia, tem sido criticado por focar apenas

nos resultados finais, não considerando as diversas variáveis explicativas do

desempenho dos estudantes como o perfil dos alunos e as características do

estabelecimento de ensino.

A avaliação PISA avalia conhecimentos de leitura, matemática e ci-
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ências de estudantes na faixa dos 15 anos, idade em que se pressupõe o

término da escolaridade básica obrigatória na maioria dos países. O pro-

grama é desenvolvido e coordenado pela Organização para Cooperação e

Desenvolvimento Econômico (OCDE) e em cada país participante há uma

coordenação nacional. No Brasil, o PISA é coordenado pelo Instituto Naci-

onal de Estudos e Pesquisas Educacionais Anísio Teixeira (INEP)

(http://portal.inep.gov.br/web/portal-ideb)

Portanto, é fácil perceber a importância da análise correta dos dados

obtidos em avaliações educacionais, pois estas são responsáveis por diversas

ações do governo e sociedade. O uso da TRI como metodologia da análise

desses dados trouxe diversos avanços comparada com sua percussora, a Te-

oria Clássica dos Testes (TCT). Entre as vantagens do uso da TRI, pode-se

citar:

1. Diferentes pessoas, ou a mesma pessoa, em diferentes ocasiões podem

ter suas habilidades comparadas a partir de itens comuns nos testes

(técnica de equalização).

2. Os parâmetros dos itens obtidos por meio da TRI são medidas es-

tatisticamente independentes da amostra de respondentes, ou seja,

são constantes independentemente da amostra na qual são aplicadas

(propriedade da invariância).

3. O grau de dificuldade das questões é considerado para a composição

da nota do examinado. Dessa forma, pessoas com o mesmo número de

acertos poderão ter notas diferentes, pois, dá-se mais valor às questões

mais difíceis.

4. A invariância dos parâmetros de itens possibilita a utilização da testa-
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gem adaptativa computadorizada (CAT), em que o computador esco-

lhe as próximas questões de acordo com o desempenho do examinado

em questões anteriores.

A TRI foi utilizada no Brasil pela primeira vez em 1995, no terceiro

ciclo de avaliação do SAEB. Anteriormente era usada a Teoria Clássica

dos Testes, em que a nota de cada examinado é obtida pela proporção de

questões acertadas. No caso de questões com pesos diferentes, os pesos

são pré determinados arbitrariamente pelos elaboradores da prova. Assim é

obtida a nota de cada item e a nota do teste é novamente obtida pela soma

da nota de todos os itens.

Pela TCT, o índice de dificuldade das questões é calculado apenas

pelo percentual de erros, variando de acordo com o do nível de habilidade

dos respondentes, ou seja, um mesmo teste submetido a dois grupos de res-

pondentes, em que o primeiro possui elevado nível de habilidade, o segundo

baixo nível de habilidade, poderá apresentar, dois valores distintos de índice

de dificuldade, isto é, um valor pequeno produzido para o primeiro grupo e

um valor grande para o segundo grupo.

O índice de discriminação das questões, ou seja, a capacidade do

item diferenciar os examinados de alta habilidade dos de baixa habilidade,

é calculado pela TCT através das correlações entre o item e a nota total

(correlações bisserial e ponto-bisserial). Já o percentual de acertos ao acaso

é fixo na TCT e estimado pela probabilidade de acerto da questão por mero

acaso (1/no de alternativas do item).

A Teoria de Resposta ao Item Multidimensional (TRIM) é definida

por Reckase (2009) como um conjunto de modelos estatísticos que busca

modelar a interação entre as características dos examinados e dos itens.
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Os modelos da TRIM, também conhecidos na literatura como Modelos da

Teoria de Resposta ao Item (TRI) Multidimensionais Dentro-do-Item, são

modelos adequados para itens que medem dois ou mais de um traços laten-

tes.

A dimensão de um item é o número mínimo de habilidades necessá-

rias para que determinado grupo de indivíduos possa respondê-lo correta-

mente. Na TRIM, há uma interação entre respondentes e itens, por isso,

não existem itens unidimensionais ou multidimensionais e sim, respostas

que precisam ser analisadas com determinado modelo, ou seja, um mesmo

item pode ser multidimensional para um determinado grupo de examinados

e unidimensional para outro grupo. (RECKASE, 2009).

Os modelos, Unidimensional e Multivariado são casos particulares do

modelo Multidimensional. O modelo Multidimensional é também chamado

de Multidimensional Dentro do Item e, o modelo Multivariado é também

chamado de Multidimensional Entre Itens (VELOSO, 2014;MATOS, 2008).

O modelo multivariado é adequado para analisar testes, ou seja, conjuntos

de itens que podem ser divididos em sub-testes que possuem apenas itens

unidimensionais. Na Figura 1 observa-se um esquema com um modelos

Multivariados (A e B) e modelos Multidimensionais (C).

• Em A, observa-se um teste multivariado que pode ser dividido em

três sub-testes unidimensionais, para cada item 1,2,...,6 é necessária

apenas uma habilidade para que o item seja respondido corretamente.

As habilidades A, B e C não são correlacionadas e, cada um dos sub-

testes usa uma única habilidade, A, B e C respectivamente para ser

respondido (três sub-testes unidimensionais).

• Assim como em A, tem-se em B um teste multivariado que também
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pode ser dividido em 3 sub-testes unidimensionais. Para responder

a prova toda são necessárias as habilidades correlacionadas A, B e

C, cada item do teste necessita apenas de uma habilidade para ser

respondido corretamente.

• Em C, observa-se um teste composto por itens que necessitam de

mais de uma habilidade para serem respondidos corretamente (itens

3 e 5), por isso, trata-se de um teste multidimensional que não pode

ser dividido em sub-testes unidimensionais.

Figura 1 –A: teste multivariado sem correlação entre os traços latentes;B:
teste multivariado com correlação entre os traços latentes; C: teste com
itens multidimensionais.

B
HabilidadeHabilidadeHabilidade ItemItem Item

CA

Fonte: Adaptado de Wang (2004).

As respostas de um indivíduo a um teste podem ser classificadas de
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forma:

• Dicotômica: Nesse caso as respostas são consideradas apenas como

certas ou erradas.

• Politômica: Além das respostas certo ou errado são atribuídas pro-

babilidades para cada categoria.

• Contínua: São usados valores dentro de intervalos reais para classi-

ficar as respostas, muito usado nas questões abertas.

É importante ressaltar que as questões abertas também podem ser

corrigidas como certas ou erradas.

2.1 Modelos da Teoria de Resposta ao Item

A resposta de um examinado a um item é uma variável aleatória re-

presentada por Yij , i=1,...,N (N é o número total de examinados), j=1,...,J(J

é o número total de itens do teste). As respostas de todos os examinados,

a todos os itens de um teste, são representadas pela matriz de respostas Y.

Em itens dicotômicos, ou seja, corrigidos como certo ou errado, a

variável aleatória Yij assume os valores 0 ou 1; o valor 0 representa uma

resposta incorreta ao item e o valor 1, por sua vez, representa a resposta

correta. Dessa forma, a variável resposta Yij possui distribuição de proba-

bilidade de Bernoulli(Pij) (VELOSO, 2014):

fYij (yij ;πij) = π
yij
ij (1− πij)1−yij . (1)

Os modelos de TRI para itens dicotômicos possuem a seguinte re-

presentação genérica exposta no modelo probabilístio:
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πij = P (Yij = 1|θi,aj ,bj , cj) = cj + (1− cj)F (ηij) (2)

A probabilidade da Equação 2 é chamada de Função de Resposta ao

Item (FRI) na qual:

• θi = (θi1, θi2, ..., θik, ..., θiK) é um vetor K-dimensional com as habili-

dades do indivíduo i, θi ∈ RK ;

• aj = (aj1, aj2, ..., ajk) é um vetor com dimensão K que contém os

parâmetros relacionados à discriminação do item j, aj ∈ RK ;

• bj = (bj1, bj2, ..., bjk) é um vetor com dimensão K que contém os

parâmetros de dificuldade do item, bj ∈ RK ;

• cj é o parâmetro que representa a probabilidade de acerto de indiví-

duos de baixa habilidade, cj ∈ R;

• ηij é o preditor linear, uma função adequadamente escolhida dos pa-

râmetros θi, aj e bj , ηij ∈ R,

ηij = aj(θ′i + b′j);

• F é uma função de distribuição, probito ou logito por exemplo;

• K é a dimensão do item, ou seja, o número de habilidades necessárias

para que o item seja respondido corretamente.

Portanto, através da Equação 2, verifica-se que a probabilidade de

acerto de um indivíduo a um item depende da habilidade do indivíduo e

das características do item.
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Os vetores K-dimensionais θi = (θi1, θi2, ..., θik, ..., θiK), são chama-

dos por Lord (1968) de espaço latente completo se nele estiverem presentes

todas as variáveis latentes θik que discriminam os examinados. A proficiên-

cia de cada examinado é determinada pela posição do examinado em cada

traço latente.

2.2 Modelos Unidimensionais da TRI

Quando K=1, tem-se os Modelos Unidimensionais da Teoria de Res-

posta ao Item, ou Teoria de Resposta ao Item unidimensional. Nestes mo-

delos, se a função de ligação F, mostrada na Equação 2, for a função dis-

tribuição normal tem-se os modelos denominados probitos, já se a função F

usada for a distribuição logística, tem-se os modelos logitos.

Modelo da Ogiva Normal de 1 Parâmetro ou Modelo Probito de

1 Parâmetro

Este modelo possui apenas o parâmetro associado à dificuldade do

item, ou seja, o parâmetro bj . Este parâmetro deve estar na mesma escala

da habilidade e pode assumir qualquer valor real. O preditor linear do

modelo é: θi − bj ; Assim a FRI é dada por:

P (Yij |θi, bj) = Φ(θi − bj), com θi ∈ R e bj ∈ R. (3)
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Modelo da Ogiva Normal de 2 Parâmetros ou Modelo Probito de

2 Parâmetros

Neste modelo o preditor linear é: aj(θi − bj). Veja que se aj = 1,

o modelo de 2 parâmetros é igual ao de 1 parâmetro, o parâmetro aj é

proporcional à inclinação da reta tangente à curva no ponto de inflexão

(BRAGION, 2011). Assim a FRI é dada por:

P (Yij = 1|θi, aj , bj) = Φ[aj(θi − bj)] com θi ∈ R, bj ∈ R e aj ∈ R. (4)

Modelo da Ogiva Normal de 3 Parâmetros ou Modelo Probito de

3 Parâmetro

Neste modelo, além dos parâmetros descritos anteriormente, tam-

bém é utilizado um parâmetro para representar o acerto casual do item

pelos examinados de baixa habilidade, denotado por cj . Birnbaum (1968)

foi quem introduziu este parâmetro ao modelo considerando que examinados

com baixa habilidade podem obter respostas corretas para os itens. Observe

que para obter os modelos anteriores basta fazer cj = 0.

Dessa forma, a FRI é dada por:

P (Yij = 1|θi, aj , bj , cj) = cj + (1− cj)Φ[aj(θi − bj)].
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Modelos Logísticos de 1, 2 e 3 parâmetros

Birnbaum (1968) foi o primeiro a usar o modelo logístico para subs-

tituir o modelo com a ogiva normal. Tal substituição foi realizada, por dois

fatores:

1. A simplicidade do modelo logístico (ou Função Distribuição Logística)

no qual não é envolvida nenhuma integral.

2. A proximidade das duas funções de distribuição quando é usado um

parâmetro de escala D=1,702.

Dessa forma, a FRI de uma forma genérica para os modelos logísticos de 1,2

e 3 parâmetros pode ser obtida pelo modelo probabilístico (MENDONÇA,

2010):

πij = P (Yij = 1|θi, aj , bj , cj) = cj + (1− cj)Ψ(ηij)

= cj + (1− cj)
1

1 + e−D[aj(θi−bj)]
. (5)

(Modelo Logístico de 3 Parâmetros)

O Modelo Logístico de 1 parâmetro é obtido substituindo aj = 1

e cj = 0 na Equação 5. Já o Modelo Logístico de 2 parâmetros é obtido

substituindo apenas cj = 0.

2.3 Modelos Multidimensionais da TRI

Os Modelos Multidimensionais da TRI podem ser classificados como:

Modelos Compensatórios e Parcialmente Compensatórios.
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2.3.1 Modelos Multidimensionais Compensatórios

Nos modelos compensatórios, um ou mais valores baixos das habili-

dades presentes no modelo, podem ser compensados, com altos valores em

outras habilidades. Dessa forma, a mesma probabilidade é obtida quando

são utilizados valores moderados das habilidades. Nesses modelos, as habi-

lidades são combinadas linearmente e essa combinação é o preditor linear,

geralmente probito ou logito.

2.3.2 Modelos Multidimensionais Parcialmente Compensatórios

Em modelos parcialmente compensatórios, não é admissível que se

possa obter, a mesma probabilidade obtida com habilidades moderadas

usando, combinação de altas e baixas habilidades. Esse tipo de modelo

separa as habilidade de um item em partes, usando um modelo unidimen-

sional para cada habilidade, e a probabilidade total é obtida através do

produto das probabilidades de modelo (RECKASE, 2009).

Neste trabalho serão apresentados modelos compensatórios multidi-

mensionais para itens dicotômicos .

2.4 Modelos Multidimensionais Compensatórios de Resposta ao

Item

Os modelos multidimensionais de resposta ao item, para itens di-

cotômicos são expressos da seguinte forma:

πij = P (Yij = 1|θi,aj , dj , cj) = cj + (1− cj)F (ηij). (6)
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O preditor linear é dado por:

ηij = aj(θ
′
i − b′j) = ajθ

′
i − ajb′j = aj1θi1

+ aj2θi2 + . . .+ ajKθiK − aj1bj1 − aj2bj2 − . . .

− ajkbjk.

Fazendo : −aj1bj1 − aj2bj2 − . . .− ajKbjK = −∑K
k=1 ajkbjk = dj

, obtem-se a seguinte expressão:

ηij = ∑K
k=1 ajkθjk + dj

,

ou na forma vetorial:

ηij = aj(θ
′
i − b′j) = ajθ

′
i + dj .

Logo:

P (Yij = 1|θi,aj , dj , cj) = cj + (1− cj)F (ajθ
′
i + dj).

• θ = (θi1, θi2, ..., θik, ..., θiK) é o vetor de habilidades do i-ésimo indiví-

duo e K é a dimensão do item, θi ∈ RK ;

• aj = (aj1, aj2, . . . , akj) é o vetor relacionado à discriminação do item,

aj ∈ RK ;

• bj = (bj1, bj2, ..., bjk) é um vetor com dimensão K que contém os

parâmetros de dificuldade do item, bj ∈ RK ;

• dj é o parâmetro relacionado à dificuldade do item, dj ∈ R;

• cj é o parâmetro relacionado ao acerto de indivíduos de baixa habili-

dade, cj ∈ R;
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• P (Yij = 1|θi,aj , dj , cj) é a probabilidade do indivíduo i com habili-

dade θi acertar o item j com parâmetros de aj , dj e cj .

Se na Equação 6, a função F é a Função de Distribuição Normal,

o modelo é então chamado de Modelo Multidimensional Probito de 3 Pa-

râmetros. O Modelo Multidimensional Probito de 2 Parâmetros pode ser

obtido fazendo cj = 0 e o Modelo Multidimensional Probito de 1 Parâmetro

pode ser obtido substituindo cj = 0 e aj por um vetor de dimensão 1 x K

com todos os elementos iguais a 1.

Por sua vez, se na Equação 6 a função F é a Função de Distribuição

Logística, o modelo é chamado de Modelo Multidimensional Logito de 1,2

ou 3 parâmetros como a seguir:

Modelo Multidimensional Logito de 1 Parâmetro

P (Yij = 1|θi, dj) = cj + (1− cj)Ψ(−Dθti) = 1
1 + e−D(θti+dj)

. (7)

Modelo Multidimensional Logito de 2 Parâmetros

P (Yij = 1|θi,aj , dj) = cj + (1− cj)Ψ[−D(ajθ
′
i)] = 1

1 + e−D(ajθ
′
i+dj)

. (8)
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Modelo Multidimensional Logito de 3 Parâmetros

P (Yij = 1|θi,aj , dj , cj) = cj + (1− cj)Ψ[−D(ajθ
′
i + dj)].

. (9)

Características de um Modelo Compensatório Multidimensional

com Dimensão 2 (K = 2)

O preditor linear ηij = ∑2
k=1 ajkθik + dj é uma função linear dos

elementos de θi. Dessa forma, o gráfico de ηij é uma reta, na qual, dj é o

intercepto e aj é o vetor de inclinação da reta. Portanto, quando ηij é igual

a uma constante qualquer, ou seja, ηij = q, tem-se uma reta com todos os

valores de θi que satisfazem a equação: ∑2
k=1 ajkθik + dj = q.

Uma situação interessante é quando ηij = ∑2
k=1 ajkθik + dj = 0

assim, com o Modelo Multidimensional Logito de 2 Parâmetros:

P (Yij = 1|θi,aj , dj) = 1
1 + e−D(∑2

k=1 ajkθik + dj)
= 1

1 + e(0) = 1
2 .

No Modelo Unidimensional Logístico de 2 parâmetros, a probabili-

dade de um indivíduo acertar a um determinado item é igual à 1
2 , apenas,

quando sua habilidade for igual à dificuldade do item, ou seja, θi = bj . No

entanto, nos modelos multidimensionais existem infinitas combinações de

θi = (θi1, θi2, ..., θik, ..., θiK) que resultam na probabilidade 1
2 . Um exemplo

pode ser obtido com o seguinte modelo bidimensional:
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P (Yij = 1|θi,aj , dj) = 1
1 + e(0,75θi1+1,5θi2−0,75) . (10)

ndo

A probabilidade 1
2 é obtida qua: (0, 75θi1+1, 5θi2−0, 75) = 0 ou seja,

θi2 = −0, 5θi1 + 0, 5. Na Figura 2 observa-se os eixos (θ1, θ2) e, também,

areta cujos pontos são os valores que satisfazem a seguinte probabilidade:

P (Yij = 1|θi,aj , dj) = 1
1 + e(0,75θi1+1,5θi2−0,75) = 1

2 .

Figura 2 –Reta com todos os pontos onde a probabilidade de acerto do
item é 1

2 .
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A análise dos pontos da reta permite uma compreensão melhor dos

modelos compensatórios em itens bidimensionais. Observa-se que baixos

valores em uma das coordenadas, θ1 ou θ2, podem ser compensados com

altos valores da outra coordenada de forma que a probabilidade de acerto

do indivíduo seja constante.

Na Figura 3 está presente o gráfico de contornos do item descrito na

Equação 10. Observa-se neste gráfico diferentes retas, os pontos pertencen-

tes a cada reta retornam sempre a mesma probabilidade de acerto ao item,

para os diferentes pares ordenados θ1, θ2. Na reta com probabilidade 0,1,

por exemplo, encontra-se todos os pares ordenados (θ1, θ2) com os quais o

examinado terá probabilidade 0,1 de acertar o item, o mesmo acontece com

as demais retas.

As retas presentes no gráfico de contorno de um item são sempre pa-

ralelas e a distância entre elas indica se acréscimos de habilidades implicam

em um grande, ou pequeno, aumento na probabilidade de acerto. Retas

próximas indicam que pequenos acréscimos na habilidade geram grandes

acréscimos na probabilidade de acerto do indivíduo (item com grande dis-

criminação) e o contrário, retas muito distantes, indicam que para ter um

pequeno acréscimo na probabilidade de acerto é necessário um grande acrés-

cimo nas habilidades (item com pequena discriminação).
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Figura 3 –Gráfico com contornos do item com: a1 = 0, 75 a2 = 1, 5 e
d = −0, 75
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O gráfico de um item multidimensional é chamado de Superfície de

Resposta ao Item (SRI). A Figura 4 apresenta 4 diferentes SRI.
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Figura 4 –Item A: a1 = 0, 7, a2 = 0, c = 0, 6 d = −2;Item B: a1 =
0, 9, a2 = 0, 7, c = 0, d = 1, 4;Item C: a1 = 0, 8, a2 = 0, 8, c = 0, 2, d =
−9, 7;Item D: a1 = 1, 3, a2 = 3, 2, c = 0, 2, d = −0, 6; .

Analisando os 4 gráficos da figura, observa-se que o parâmetro cj
fornece uma assíntota para a Superfície de Resposta ao Item. Além disso,

analisando em especial a SRI do item D, que possui um valor muito maior

em a2 do que em a1, observa-se que tornando fixo qualquer valor de θ1 e

aumentando os valores de θ2, a inclinação da superfície, ou seja, a probabili-

dade de acerto aumenta muito mais do que quando fixar-se θ2 e aumenta-se

os valores de θ1. Logo, o parâmetro de discriminação aj está relacionado

com a inclinação da SRI, ou seja, com a taxa de mudança da probalidade

de acerto em cada eixo.
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2.5 Parâmetro de Dificuldade e Discriminação

Na Teoria de Resposta ao Item Unidimensional, os parâmetros de

discriminação (aj) e dificuldade (bj) estão relacionados com a forma que a

Curva Característica do Item (CCI) assume. O parâmetro de dificuldade

indica o valor de θi no qual a CCI possui maior inclinação (ponto de infle-

xão), neste ponto a probabilidade de acerto é 0, 5(1 + cj). Já o parâmetro

discriminação é proporcional à inclinação da reta tangente no ponto de in-

flexão.

Além disso, o parâmetro bj indica a distância entre o ponto inicial

da escala de θ e o ponto onde ocorre a maior inclinação da CCI. Dessa

forma, um item que possui parâmetro bj positivo é um item no qual a

maior inclinação da CCI acontece a direita do valor inicial da escala das

habilidades, e, por sua vez, um item que possui parâmetro bj negativo é um

item onde a maior inclinação da CCI acontece a esquerda do valor inicial

da escala de θ conforme mostra a Figura 5:
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Figura 5 –Gráfico com Três Curvas Características do Item com discrimi-
nação aj = 1, 7, acerto casual cj = 0 e diferentes dificuldades
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Na TRIM estas interpretações para os parâmetros de discriminação

e dificuldade podem ser generalizadas, mas há alguns fatores de complexi-

dade a serem considerados. A inclinação de uma superfície é dependente

da direção do movimento ao longo da superfície de modo que o ponto de

inclinação mais acentuado depende do sentido que está sendo considerado.

Tal fato é visualizado claramente na Figura 6.
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Figura 6 –Gráfico de contornos e setas para superfície do item B da Figura
4 Parâmtros do Item B: a1 = 0, 9, a2 = 0, 7, c = 0, d = 1, 4, A =
1, 14, B = −1, 23
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Na Figura 6, observa-se que deslocamentos na SRI na direção do

conjunto de pontos do espaço apontados pela seta vermelha produzirão a

mesma probabilidade de resposta correta para este item. Já deslocamentos

na SRI, na direção do conjunto de pontos da seta azul, produzem uma

mudança de aproximadamente 0,6 na probabilidade de acerto do item.

A discriminação de um item indica o quanto a mudança no vetor de

habilidades implica em mudanças nas probabilidades de acerto. Em itens
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com alta discriminação a SRI pode ser dividida em 3 partes, uma região

com alta probabilidade de acerto, uma região com baixa probabilidade de

acerto e uma estreita região de transição entre as duas regiões citadas an-

teriormente. A SRI D da Figura 4, possui estas características, por isso o

item D possui maior discriminação que os demais.

O poder de discriminação para itens multidimensionais Aj é dado

por:

Aj =

√√√√ K∑
k=1

a2
jk. (11)

O parâmetro dj obtido através do produto −ajkbj está relacionado

à dificuldade do item, entretanto não pode ser interpretado diretamente

como a dificuldade do item. O parâmetro de dificuldade multidimensional

que possui tal interpretação é o Bj , que é obtido pela seguinte expressão:

Bj = −djAj
. (12)

O parâmetro Bj indica a distância da origem dos eixos θi até o ponto

de maior inclinação, na direção de maior inclinação (RECKASE, 2009).

Reckase, M. D. e McKinley, R. L.(1991) apresentaram um gráfico

muito utilizado para representar itens bidimensionais, denominado Gráfico

de Vetor, que resume várias informações do item.

O comprimento do vetor é dado por Aj , conforme a Equação 11. A

base do vetor é o ponto de maior inclinação na direção de maior inclinação

e a distância da base da seta até a origem é igual ao parâmetro Bj conforme

Equação 12. A direção do vetor é também a direção de maior inclinação da

SRI e o ângulo que o vetor forma com cada um dos eixos θjk é dado por
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αjk (ACKERMAN, 2009):

αjk = arco-cosseno
(

ajk
Aj

)
. (13)

Para itens bidimensionais, os ângulos αj1 e αj2 também podem ser

obtidos por:

αj1 = arco-tangente
(
aj2
aj1

)

e

αj2 = arco-tangente
(
aj1
aj2

)
.

Um exemplo com os parâmetros para dois itens é dado na Tabela 1:

Tabela 1 –Parâmetros de dois itens multidimensionais.

Item aj1 aj2 dj Aj Bj α1 α2
1 1,5 0,7 -0,8 1,65 0,48 25, 01 ◦ 64, 98 ◦
2 0,5 0,9 1,9 1,03 -1,84 60.95 ◦ 29, 05 ◦

O gráfico de vetores dos dois itens é dada pela Figura 7. Observa-

se que a distância entre a origem dos eixos e a base do vetor é dada pelo

parâmetro Bj . O tamanho da seta é dado pelo parâmetro Aj e a direção

da seta, ou seja, o ângulo entre a seta e os eixo θ1 é dado pelo arco tangente

entre (a1/a2). Já o ângulo entre a seta e o eixo θ2 é dado pelo arco tangente

de (a2/a1) . As setas pertencentes ao primeiro quadrante identificam itens

difíceis, as setas pertencentes ao terceiro quadrante, indicam itens fáceis e

somente encontraremos setas no segundo e quarto quadrantes em itens com
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um dos parâmetros ajk negativos (RECKASE, 2009).

Figura 7 –Gráfico de setas para dois itens
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O ponto de maior inclinação, na direção de maior inclinação é obtido

quando o vetor que representa o item cruza com o contorno de probabilidade

0, 5(1+cj) (BRYANT D.; DAVIS L , 2011). Quanto mais à direita da origem

for a posição deste ponto, mais difícil o item será e quanto mais à esquerda,

mais fácil. Mais detalhes sobres os parâmetros Aj e Bj e sua dedução

formal podem ser encontrados em Reckase, M. D (1985) e Reckase, M. D.;

McKinley, R. L (1991).

A seguir serão apresentadas as SRI e os graficos de contorno com os

vetores dos dois itens do exemplo na Tabela 1. Observa-se que a direção

do vetor é a direção de maior inclinção da SRI, e o ponto de encontro do

vetor, com o contorno de probabilidade 0, 5 (em ambos exemplos cj = 0) é
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o ponto de maior inclinação, na direção de maior inclinação da SRI.

Figura 8 –SRI e gráficos de contorno com o vetor dos itens 1 e 2 da Tabela
1

(a) SRI item 1
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(b) Contornos com seta item 1

(c) SRI item 2
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(d) Contornos com seta item 2
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2.6 Suposições dos Modelos de TRIM

Lord(1980) e Rackase (2009), falam da suposição chamada Indepen-

dência Local (ou Condicional). Esta suposição diz que as respostas de um

examinado a diferentes itens em um teste são estatisticamente independen-

tes. Em outras palavras, as respostas de um examinado a um item não

afetam, de forma positiva ou negativa, a sua resposta a qualquer outro item

do teste. O examinado não aprende fazendo a prova, o vetor de traços la-

tentes inicial do examinado permanece inalterado, até a resposta do último

item do teste. Quando a Independência Local existe, a probabilidade de res-

posta do teste, para qualquer examinado, pode ser escrita como o produto

da probabilidade de resposta deste examinado em cada item.

P (Yi1 = yi1, Yi2 = yi2, . . . , YiJ = yiJ |θ) = P (Yi1 = yi1|θ).P (Yi2 =

yi1|θ). . . . .P (YiJ = yiJ |θ)

Lord(1980) cita como consequência da Independência Local, a pro-

priedade em que, a ordem da apresentação dos itens em um teste também

não afeta a probabilidade de resposta do examinado. O que é óbvio pois, se

a Independência Local é verdadeira, a ordem dos fatores não alterará o pro-

duto. Em termos práticos, a ordem em que os itens aparecem ao longo do

teste não altera as respostas do indivíduo. Outra consequência citada pelo

autor é que respostas de examinados diferentes, mas com o mesmo nível de

habilidade, são independentes.

Em seu trabalho, Lord (1980) afirma que a suposição de Indepen-

dência Local é equivalente à correta dimensionalidade do teste, pois para

dois indivíduos com mesmos vetores θi é esperado que a probabilidade de

acerto de ambos indivíduos seja a mesma. Porém, tal fato só ocorre com a

correta determinação da dimensionalidade do instrumento de medida. Caso
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haja alguma habilidade que não esteja contida no vertor de traço latentes

e um dos indivíduos tenha um nível maior desta habilidade que o outro, a

probabilidade de ambos responder ao item não será a mesma e, com isso, a

Independência Local não é verdadeira.

Portanto, os modelos da TRI devem conter a dimensão verdadeira

do teste. Montenegro (2010) define a dimensionalidade como: “dimensio-

nalidade é a dimensão mínima no espaço de habilidades requerida para se

obter independência condicional”. Logo, é de fundamental importância a

verificação da dimensionalidade de um conjuntos de dados analisados por

modelos da TRIM.

2.7 Função de Verossimilhança

A suposição de independência condicional informa que são indepen-

dentes, as respostas de um examinado a diferentes itens de um teste e,

também, as respostas de examinados diferentes a um item. Dessa forma

pode-se escrever a função de verossimilhança:

L(θi,aj , dj , cj |Y ) = P (Yij = yij|θi,aj , dj , cj)

=
J∏
j=1

N∏
i=1

P (Yij = yij |θi,aj , dj , cj)

=
J∏
j=1

N∏
i=1

(πij)yij (1− πij)(1−yij), sendo: (14)

P (Yij = 1|θi,aj , dj , cj) = πij .
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2.8 Dimensionalidade de um conjunto de dados

Rackase (2009) cita 4 procedimentos para determinar a dimensão de

um conjunto de dados, quais sejam:

1. DIMTEST (STOUT,1999; STOUT,2001) (do Inglês Dimensionality

Test): É um procedimento estatístico não paramétrico, implementado

em um programa também chamado DIMTEST. Este procedimento

usa os seguintes pressupostos: Independência local, condicional e mo-

notocidade.(Monotocidade é um pressuposto onde espera-se que indi-

víduos que possuam maior habilidade, em algum elemento do vetor

parâmetros θi, possuam maior probabilidade de acerto do item).

2. DETECT (ZHANG; STOUT,1999)(do Inglês Dimensionality Evalua-

tion To Enumerate Contributing Traits): É um outro procedimento,

também não paramétrico, com a mesma base teórica do DIMTEST

e também é implementado em um programa com o seu nome. O

DETECT usa, além dos pressuspostos de independência local, condi-

cional e monotocidade, o pressuposto de independência entre os pares

Yij 6= YiJ , para todo θi.

3. Análise Paralela: Apesar da abordagem apresentada no trabalho ter

sido sugerida por Ledesma e Valero-Mora (2007), ela tem uma longa

história com a análise de fatores provavelmente sugerida pela primeira

vez por Horn (1965).

4. Diferença Qui-Quadrado: Este procedimento é um Teste de Razão de

Verossimilhanças, onde uma estatística que possui distribuição assin-

toticamente Qui-quadrado é testada. Neste procedimento é usado o
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teste Qui-Quadrado (χ2) para testar, o ajuste entre modelos com K e

K + 1 dimensões. Dessa forma é determinado o número de eixos ne-

cessários para modelar a interação entre itens e examinados presente

na matriz de dados Yij .

A estatística usada para o teste é:

χ2 = 2 [(yi,j ∗ log(π̂i,j) + (1− yi,j) ∗ log(1− π̂i,j)]

−2
[
(yi,j ∗ log(π̂′ i,j) + (1− yi,j) ∗ log(1− π̂′i,j)

]
.

Nesta expressão:

• yi,j é a resposta dada pelo examinado i ao item j;

• π̂i,j é a probabilidade do indivíduo i acertar o item j com os parâ-

metros do modelo com K dimensões testado, essa probabilidade é um

resultado obtido pelo estimador de máxima verossimilhança usado;

• π̂
′é a probabilidade do indivíduo i acertar o item j com o parâmetros

do modelo com K + 1 dimensões testado. Essa probabilidade é um

resultado obtido pelo estimador de máxima verossimilhança usado;

• π̂i,j e π̂′ são definidos conforme a função de resposta ao item FRI

considerada.

A hipótese nula testada neste teste é de que dimensões adicionais não

fornecem melhora no ajuste do modelo. Dessa forma, devem ser testados

modelos com dimensões crescentes. Inicialmente, o ajuste do modelo de

1 dimensão versus 2 dimensões é testado, se a hipótese nula for rejeitada

significa que, dimensões adicionais fornecem melhora no ajuste, então, deve
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ser testado o ajuste do modelo de 2 dimensões versus 3 e por conseguinte,

sucessivamente até que a hipótese nula não seja mais rejeitada e, então, o

modelo de menor dimensão é aceito.

Se a verossimilhança do modelo testado for do tipo:

L(Yij |θi,aj , dj , cj) o grau de liberdade usado para encontrar o quan-

til da distribuição Qui-quadrado é dado pelo número de examinados, mais

o número de itens menos o número de dimensões N + J −K.

Por sua vez se a verossimilhança do modelo testado for do tipo:

L(Yij ,θ|aj , dj , cj) o grau de liberdade usado para encontrar o quantil

da distribuição Qui-quadrado será o número de itens menos o número de

dimensões J −K

3 MÉTODOS DE ESTIMAÇÃO

A estimação dos parâmetros de itens e examinados dos modelos da

TRIM pode ser feita pela inferência clásica ou bayesiana. Na inferência

classica a estimação é feita por vários métodos como: verossimilhança con-

junta, verossimilhança marginal e verossimilhança condicional. Azevedo

(2003) discutiu os principais métodos de estimação. A seguir será apresen-

tada uma proposta bayesiana para a estimação dos parâmetros dos modelos

de TRIM.

3.1 Versão Bayesiana da TRIM: Béguin e Glas (2001)

Béguin e Glas (2001) propuseram um procedimento Bayesiano para

estimação do modelo multidimensional probito de 3 parâmetros. Este pro-

cedimento usa o esquema de dados aumentados que consiste em tratar dados
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latentes, ou faltantes, como parâmetros a serem estimados. Apesar de neste

método se introduzir mais parâmetros a serem estimados, as densidades con-

dicionais ficam, em geral, mais simples de serem amostradas. O esquema

de dados aumentados facilita a utilização de algoritmos Monte Carlo via

Cadeias de Markov MCMC. O procedimento completo será apresentado a

seguir.

A probabilidade de resposta correta a um item com o modelo mul-

tidimensional probito de 3 parâmetros é:

πij = P (Yij = 1|θi,aj , dj , cj) = cj + (1− cj)Φ(ηij) (15)

A Equação 15 informa que a probabilidade de um indivíduo acertar

a um item é a probabilidade do indivíduo chutar e acertar mais a probabi-

lidade dele não chutar e acertar. Logo, ou o indivíduo sabe e não chuta, ou

não sabe e chuta. Dessa forma é introduzida uma variável latente chamada

de Wij que assumirá os seguintes valores:

Wij =

 1, se o indivíduo i conhece a resposta correta do item j

0, se o indivíduo i não conhece a resposta correta do item j

A variável Wij = wij |Yij = 1 tem distribuição Bernoulli com proba-

bilidade de sucesso dada por pij = Φ(η)
Φ(ηij)+cj(1−Φ(ηij)) , ou seja:

P (Wij = wij |Yij = 1) = p
Wij

ij (1− pij)(1−Wij).
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Assim, quando Wij = 1 tem-se que:

P (Wij = 1|Yij = 1) =
[

Φ(ηij)
Φ(ηij) + cj(1− Φ(ηij))

]
,

ou seja P (Wij = 1|Yij = 1) α Φ(ηij).

Por outro lado, quando Wij = 0, tem-se que:

P (Wij = 0|Yij = 1) =
[

cj(1− Φ(ηij))
Φ(ηij) + cj(1− Φ(ηij))

]
,

ou seja: P (Wij = 0|Yij = 1) α cj(1− Φ(η)).

Dessa forma, a probabilidade P (Wij = wij |Yij = yij) pode ser rees-

crita da seguinte forma:

P (Wij = 1|Yij = 1, ηij , cj) α Φ(η)

P (Wij = 0|Yij = 1, ηij , cj) α cj(1− Φ(η))

P (Wij = 1|Yij = 0, ηij , cj) = 0

P (Wij = 0|Yij = 0, ηij , cj) = 1

No procedimento de dados aumentados introduz-se a variável Zij de-

finida da seguinte forma:

P (zij |wij , ηij) α φ(zij ; ηij , 1)[I(zij > 0).I(wij = 1) + I(zij < 0).I(wij = 0)].

Onde φ(zij ; ηij , 1) representa a densidade da distribuição normal com

média ηij e desvio padrão 1 e I(.) representa uma função indicadora que

assume o valor zero, se o argumento é falso e um, se é verdadeiro.

Para completar o modelo são assumidas as seguintes distribuições a
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priori:

θi ∼ Nn(µ,Σθ)

µ ∼ Nn(µn,
Σθ
Kn

)

Σθ ∼ W−1(Λ, υ)

aj ∼ Nn(µa,Σa)

dj ∼ N(µd, σ2
d)

cj ∼ Beta(α1, α2)

Assim, a posteriori conjunta de θi,aj , dj , cj ,µ,θi,Wij ,Zij é dada

por:

P (θi,aj , dj , cj ,Σθ,Wij ,µ,Zij |yij) = P (Zij ,Wij |,θi,aj , dj , cj)

× P (θi|µ,Σθ)× P (µ|Σθ)× P (Σθ)× P (aj)× P (dj)× P (cj)

=
n∏
i=1

J∏
j=1

P (Zij |ηij ,Wij)× P (Wij |yij , ηij , cj)× P (θi|µ,Σθ)

× P (µ|Σθ)× P (Σθ)× P (aj)× P (dj)× P (cj).

Para t = 1, 2, B, . . . ,M ,onde B é o burn in e M é o tamanho de

amostra gerada. O algoritmo proposto em Béguin e Glas (2001) simula

iterativamente todas as quantidades desconhecidas da seguinte forma:

• O algoritmo é inicializado com valores iniciais convenientes;

• Amostrar µ,Σθ através de sua condicional completa;

• Amostrar Zij ,Wij através de sua condicional completa;



51

• Amostrar θ através de sua condicional completa;

• Amostrar aj e dj através de sua condicional completa;

• Amostrar cj através de sua condicional completa.

As condicionais completas necessárias serão apresentadas a seguir.

Existe uma observação importante a ser feita sobre esse procedimento; são

usadas restrições para obter identificabilidade da escala de medida, a restri-

ção é feita em K (k é a dimensão do modelo) itens. Nestes itens o parâmetro

dj = 0 e o parâmetro ajk = 1, se j = k e ajk = 0, se j 6= k, j = 1, . . . ,K e

k = j + 1, . . . ,K.

Obtenção das Distribuições Condicionais Completas

Propriedades de formas quadráticas (BOX; TIAO, 2011)

Sejam x, a e b vetores de dimensão p×1 e A e B matrizes simétricas

positivas definidas de forma que A + B seja não singular, então é válida a

igualdade:

(x− a)′A(x− a) + (x− b)′B(x− b) = (x− c)′(A + B)(x− c)

(a − b)′C(a − b), (16)

em que:

c = (A + B)−1(Aa + Bb)

C = A(A + B)−1B = (A−1 + B−1)−1.
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Posterior do Coeficiente β de um Modelo de Regressão Linear

Normal/Normal (BOX; TIAO, 2011)

Em um modelo linear de regressão normal tem-se que:

yi = X′iβ + εi, εi ∼ N(0, σ2).

O mesmo modelo escrito pode ser escrito matricialmente como:

y = Xβ + ε,

ε ∼ NN (0, σ2IN ),

em que σ2 é conhecido e X sendo uma matriz N × p cuja i-ésima linha é

X′i.

Se:

β ∼ Np(µ0,Σ0), (17)

tem-se que a posteriori de β é dada por:

β|y dist= β|β̂ ∼ Np(µβ,Σβ). (18)

Sendo:

µβ = µ0 + Σ0

(
Σ0 + (X′ 1

σ2 X)−1
)−1

(β̂ − µ0), (19)

Σβ = Σ0 −Σ0

(
Σ0(X′ 1

σ2 X)−1
)−1

Σ0, (20)

em que β̂ é o estimador de máxima verossimilhança (EMV) que é dado por:
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β̂ =
(

X′ 1
σ2 X

)
X′ 1
σ2 y.

Outra forma de escrever a distribuição a posteriori (19) é:

β|y = β|β̂ ∼ NP

(
Ψ
[
Σ−1

0 µ0 + (X′ 1
σ2 X)β̂

]
,Ψ
)

(21)

ou

β|y = β|β̂ ∼ NP

(
Ψ
[
Σ−1

0 µ0 + X′ 1
σ2 y

]
,Ψ
)
,

com Ψ =
(
Σ−1

0 + X′ 1
σ2 X

)−1
.
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Condicional completa de Σθ

P (Σθ|...,y) α

[
n∏
i=1

φ(θ;µ,Σθ)
]
×W−1(Λ, υ)× φ

(
µ;µn,

(Σθ

Kn

))

P (Σθ|...,y) α

[
n∏
i=1

(2π)
−p
2 |Σθ|

−1
2 e
−1
2 (θi−µ)′(Σθ)−1(Σθ−µ)

]

× |Λ|
υ
2 |Σθ|

−(υ+p+1)
2 e

−1
2 tr(Λ−1Σ−1

θ )2
υp
2 Γp(

υ

2 )

× (2π)
−p
2

∣∣∣∣Σθ

Kn

∣∣∣∣−1
2
e

−1
2 (θi−µ)′

(
Σθ
Kn

)−1

(µ−µnn)

P (Σθ|...,y) α |Σθ|
−n

2 e
−1
2
∑n

i=1(θi−µ)′(Σθ)−1(θi−µ)

× |Σθ|
−(υ+p+1)

2 e
−1
2 tr(Λ−1Σ−1

θ )

×
∣∣∣∣Σθ

Kn

∣∣∣∣−1
2
e

−1
2 (µ−µn)′

(
Σθ
Kn

)−1

(µ−µn)

P (Σθ|...,y) α |Σθ|
−n

2 × |Σθ|
−1
2 × |Σθ|

−(υ+p+1)
2

× e[
−1
2 tr[∑n

i=1(θi−µ)(θi−µ)′+Kn(µ−µn)(µ−µn)′](Σθ)−1]

× e
−1
2 tr(Λ−1Σ−1

θ )

P (Σθ|...,y) α |Σθ|
−(υ+p+1+n+1)

2

× e

[
−1
2 tr

[∑n

i=1(θi−µ)(θi−µ)′+Kn(µ−µn)(µ−µn)′+Λ−1
]

(Σθ)−1
]
.

Assim:

Σθ|...,y ∼W−1(S, n+ v + 1),

em que S =
[∑n

i=1((θi − µ)(θi − µ)′ +Kn(µ− µn)(µ− µn)′ + Λ−1
]
.
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Condicional completa de µ

P (µ|...,y) α

[
n∏
i=1

φ(θ;µ,Σθ)
]
× φ

(
µ;µn,

Σθ

Kn

)

P (µ|...,y) α

[
n∏
i=1

(2π)
−p
2 |Σθ|

−1
2 e
−1
2 (θi−µ)′(Σθ)−1(θi−µ)

]

× (2π)
−p
2

∣∣∣∣Σθ

Kn

∣∣∣∣−1
2
e

−1
2 (µ−µn)′

(
Σθ
Kn

)−1

(µ−µn)

P (µ|...,y) α e
−1
2
∑n

i=1(θi−µ)′(Σθ)−1(θi−µ) × e
−1
2 (µ−µn)′

(
Σθ
Kn

)−1

(µ−µn)
.

Sabe-se que:

n∑
i=1

(θi − µ)′(Σθ)−1(θi − µ) =
n∑
i=1
θ′i(Σθ)−1θi −

n∑
i=1
θ′i(Σθ)−1µ+ (22)

− µ′(Σθ)−1
n∑
i=1
θi +

n∑
i=1
µ′(Σθ)−1µ.

n∑
i=1
θ′i(Σθ)−1θi é uma constante.

n∑
i=1
θ′i(Σθ)−1µ = (µ′(Σθ)−1

n∑
i=1
θi)′

e

n∑
i=1
µ′(Σθ)−1µ = µ′(nΣθ)−1µ.

Pode-ser reescrever a Equação 22 da seguinte forma:
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n∑
i=1

(θi − µ)′(Σθ)−1(θi − µ) = Constante−
n∑
i=1

θ′i
n

(nΣθ)−1µ

− µ′(nΣθ)−1
n∑
i=1

θi
n

+ µ′(nΣθ)−1µ

= Constante− θ̄(nΣθ)−1µ

− µ′(nΣθ)−1θ̄ + µ′(nΣθ)−1µ

= (µ− θ̄)′(nΣθ)−1(µ− θ̄).

Assim:

P (µ|...,y) α e
−1
2
∑n

i=1(θi−µ)′(Σθ)−1(θi−µ) × e
−1
2 (µ−µn)′

(
Σθ
Kn

)−1

(µ−µn)

α e
−1
2

(
µ−θ̄

)′(
nΣθ)(µ−θ̄

)
× e

−1
2 (µ−µn)′

(
Σθ
Kn

)−1

(µ−µn)

α e

−1
2

(
µ−θ̄

)′
(nΣθ)−1

(
µ−θ̄

)
+−1

2 (µ−µn)′
(

Σθ
Kn

)−1

(µ−µn)
.

Dessa forma, usando o resultado (16), obtem-se:

µ|...,y ∼ Nk(FE,F−1)

em que:

F =
(

(nΣθ)−1 +
(Σθ

Kn

)−1
)−1

E =
(

(nΣθ)−1 (θ̄) +
(Σθ

Kn

)−1
(µn)

)
.
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Condicional completa de Zij,Wij

P (Zij ,Wij |...,y) α
m∏
j=1

n∏
i=1

φ(Zij ,Wij ; ηi,j , 1)I(Zij > 0,Wij = 1, yi,j = 1)Φ(ηi,j) +

+ φ(Zij ; ηi,j , 1)I(Zij ≤ 0,Wij = 0, yi,j = 1)cj(1− φZij) +

+ φ(Zij ; ηi,j , 1)I(Zij > 0,Wij = 1, yi,j = 0)0 +

+ φ(Zij ; ηi,j , 1)I(Zij ≤ 0,Wij = 0, yi,j = 0)1.

Condicional completa de θ

Distribuição condicional completa associada a um determinado traço

latente θi.

P (θi|...,y) α

 m∏
j=1
φ(Zij ;ηij , 1)

× φ(θ;µ,Σθ)

P (θi|...,y) α

 m∏
j=1

e
−1
2 (Zij−ηij)2

× e−1
2 (θi−µ)′(Σθ)−1(θi−µ)

P (θi|...,y) α

 m∏
j=1

e
−1
2 (Zij−(ajθi−dj))

2

× e−1
2 (θi−µ)′(Σθ)−1(θi−µ).

Aplicando a decomposição de Cholesky na matriz Σθ tem-se que:

Σθ = LLt.

Padronizando a variável θi que possui média µ, variância Σθ e desvio

padrão L, obtém-se:
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(θi − µ)(L−1) = θ0
i (23)

θ0
i = (θi − µ)L−1 (24)

θi = Lθ0
i + µ. (25)

Assim, a condicional completa fica da seguinte forma:

P (θi|...,y)α
[∏m

j=1 e
−1
2 (Zij−ajθi−dj))

2
]
× e

−1
2 (θ0

i−0)′(I)−1(θ0
i−0).

A variável Zij possui distribuição normal com média η e variância 1

Zij ∼ N(η, 1).Pode-se reescrever a variável Zij utilizando o seguinte modelo

hierárquico:

Zij = ajθi − dj + εj

Zij + dj = aθi + εj

Zij + dj = a(Lθ0
i + µ) + εj

Zij − aLθ0
i − aµ+ dj = εj .

A condicional completa é então dada por:

P (θi|...,y) α

 m∏
j=1

e
−1
2 (ajθi−dj+εj−ajθi−dj)

2

× e−1
2 (θ0

i−0)′(I)−1(θ0
i−0)

P (θi|...,y) α

 m∏
j=1

e
−1
2 εj

2

× e−1
2 (θ0

i−0)′(I)−1(θ0
i−0).
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Fazendo:

H = Zij − aµ+ dj ,

o erro pode ser escrito da seguinte forma:

ε
′
jεj = (Zij − aLθ0

i − aµ+ dj)
′(Zij − aLθ0

i − aµ+ dj)

ε
′
jεj = (H− aLθ0

i )
′(H− aLθ0

i ).

Assim, fazendo ε′jεj = Soma de Quadrados do Erro (SQE), obtem-se:

SQE = (H′H−H′aLθ0
i − (aLθ0

i )
′H + (aLθ0

i )
′(aLθ0

i ))

ε
′
jεj = (H− aLθ0

i )
′(H− aLθ0

i ).

O estimador de θ̂0
i será obtido pelo método dos Mínimos Quadrados

da seguinte forma:

∂SQE

∂θ0
i

= −H′aL− (aL)′H + (aL)′(aLθ0
i ) + (aLθ0

i )
′(aL)

0 = −H′aL− (aL)′H + (aL)′(aLθ̂0
i ) + (aLθ̂0

i )
′(aL)

0 = −2H′aL + 2(aL)′(aLθ̂0
i )

(aL)′(aLθ̂0
i ) = H′aL[

(aL)′(aL)
]−1

(aL)′(aLθ̂0
i ) =

[
(aL)′(aL)

]−1
H′aL

θ̂0
i =

[
(aL)′(aL)

]−1
H′aL.

Lembrando que θ0
i ∼ N(0, I), pela Equação 21:

θ0
i |θ̂0

i ∼ N((I + (aL)′(aL))−1(aL)′(aL)θ̂0
i , (I + (aL)′(aL))−1).
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Condicional completa de (bj, aj)

Distribuição condicional completa associada ao parâmetro de discri-

minação e dificuldade de cada item. O procedimento para obtenção desta

condicional completa é análago ao descrito na obtenção de θi.

Nesta condicional erá usada a seguinte notação:

 bj

aj

 = βj .

Dessa forma, ηij = −bj + θ′iaj = (−1,θ′i)

 bj

aj

 = Θ′βj .

P (βj |...,y) α

[
n∏
i=1
φ(Zij ;ηij , 1)

]
× φ(βj ;µβ,Σβ)

P (βj |...,y) α

[
n∏
i=1

e
−1
2 (Zij−ηij)2

]
× e

−1
2 (βj−µβ)′(Σβ)−1(βj−µβ).

Aplicando a decomposição de Cholesky na matriz Σβ, tem-se que

Σβ = LLt e pode-se reescrever a variável Zij utilizando o seguinte modelo

hierárquico:

Zij = Θ′βj + εi

Zij −Θ′βj = εi

εi = Zij −Θ′βj .
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A condicional completa é então dada por:

P (βj |...,y)α
[
n∏
i=1

e
−1
2 (Zij−(Θ′β))

2
]
× e

−1
2 (βj−µβ)′(Σβ)−1(βj−µβ)

P (βj |...,y)α
[
n∏
i=1

e
−1
2 (Θ′β+εi−(Θ′β))

2
]
× e

−1
2 (βj−µβ)′(Σβ)−1(βj−µβ)

P (βj |...,y)α
[
n∏
i=1

e
−1
2 (εi)2

]
× e

−1
2 (βj−µβ)′(Σβ)−1(βj−µβ).

O erro pode ser escrito da seguinte forma:

ε
′
jεj = (Zij −Θ′βj)

′(Zij −Θ′βj)

ε
′
jεj = (Z′ijZij − Z′ijΘ′βj − (Θ′βj)

′Zij + (Θ′βj)
′Θ′βj).

Assim, fazendo ε′jεj = Soma de Quadrados do Erro (SQE), obtem-se:

SQE = (Z′ijZij − Z′ijΘ′βj − β′jΘ′Zij + (Θ′βj)
′Θ′βj).

O estimador β̂j será obtido pelo método dos Mínimos Quadrados da

seguinte forma:

∂SQE

∂βj
= −Z′ijΘ′ −ΘZij + ΘΘ′βj + β′jΘΘ′.
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Fazendo :

∂SQE

∂βj
= 0,

obtem-se:

−2ΘZij + 2ΘΘ′β̂j = 0

ΘΘ′β̂j = ΘZij

(ΘΘ′)−1(ΘΘ′β̂j) = (ΘΘ′)−1ΘZij

β̂j = (ΘΘ′)−1ΘZij .

Lembrando que βj ∼ N(µβ,Σβ), por (21):

βj |β̂j ∼ N
(
(Σ−1

β + Θ′Θ)−1)(Σ−1
β µβ + Θ′β̂j), (Σ−1

β + Θ′Θ)−1
)
.

Condicional completa de cj

Seja tj = ∑n
i=1 I(Wij = 0) o número de indivíduos que não sabem

a resposta correta do item e chutam a resposta. Dentre os indivíduos que

respondem ao item j e chutam, alguns irão acertar, outros não. A probabili-

dade de um indivíduo não saber a resposta de um item, chutar e acertar, ou

seja, a probabilidade de acerto casual é dada por: P (Yij = 1|Wij = 0) = cj .

Seja o número total de indivíduos que não sabem a resposta correta

do item j, chutam e acertam, dado por:

Sj =
n∑

i|Wij

yij .
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Assim, Sj tem distribuição Binomial, ou seja: Sj ∼ Bin(tj , cj).

Usando para ci uma priori conjugada não informativa Beta(α1, α2),

a posteriori pode ser obtida da seguinte forma:

P (cj |...,y) α Bin(tj , cj)×Beta(α1, α2)

P (cj |...,y) α

 tj

Sj

 cSjj (1− cj)tj−Sj ×
cα1−1
j (1− cj)α2−1

Beta(α1, α2)

P (cj |...,y) α c
Sj
j (1− cj)tj−Sj × cα1−1

j (1− cj)α2−1

P (cj |...,y) α c
Sj+α1−1
j (1− cj)tj−Sj+α2−1

P (cj |...,y) α
c
Sj+α1−1
j (1− cj)tj−Sj+α2−1

Beta(Sj + α1 − 1, tj − Sj + α2 − 1) .

Assim: cj |...,y ∼ Beta(Sj + α1 − 1, tj − Sj + α2 − 1).
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4 MATERIAL E MÉTODOS

Dados Reais

Os dados utilizados nesse trabalho referem-se à primeira fase do

Exame Vestibular da Universidade Federal de Lavras (UFLA), realizado

no segundo semestre do ano de 2006. O exame foi dividido em 9 provas,

contendo um total de 66 itens, com 4 alternativas cada. Na prova de Língua

Estrangeira, o candidato escolheu entre Inglês ou Espanhol.

Por razões operacionais, as provas de Língua Estrangeira e Filosofia

não foram consideradas na análise. A prova de Língua Estrangeira foi ex-

cluída, por não ter sido respondida por todos os examinados. Além disso,

alguns candidatos optaram pelas questões de Inglês e outros as pelas ques-

tões de Espanhol. Já a prova de filosofia foi também descartada da análise,

por conter apenas dois itens. Assim, foram analisados 56 itens divididos em

7 provas, conforme mostra a Tabela 2:

Tabela 2 –Provas do Exame Vestibular do segundo semestre de 2006 da
Universidade Federal de Lavras (UFLA)

Prova Número de Itens Itens
Português 10 1 a 10
Geografia 8 11 a 18
História 6 19 a 24
Biologia 8 35 a 42
Física 8 43 a 50

Matemática 8 51 a 58
Química 8 59 a 66

Este exame foi escolhido por ter sido anteriormente analisado com o

modelo unidimensional por Bragion (2007, 2011) e multivariado por Veloso

(2014). O vestibular foi aplicado a dez cursos, conforme a Tabela 3:
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Tabela 3 –Provas do Exame Vestibular do segundo semestre de 2006 da
Universidade Federal de Lavras (UFLA)

Sigla Curso Candidatos
AD Administração 284
AL Engenharia de Alimentos 229
AG Agronomia 651
CB Ciências Biológicas 326
CC Ciência da Computação 235
EA Engenharia Agrícola 154
EF Engenharia Florestal 238
MV Medicina Veterinária 604
QI Química 104
ZO Zootectina 228

Os resultados deste trabalho referem-se apenas à análise dos alunos

do curso de Agronomia. Esse grupo foi escolhido por ser o grupo com maior

número de examinados.

5 RESULTADOS

Escolha da dimensão do modelo

Analisou-se as respostas dos examinados ao vestibular UFLA 2006-2

conforme procedimento descrito por Béguin e Glas (2001). Foram utilizados

modelos unidimensionais, bidimensionais e tridimensionais na análise. O

Deviance Information Criterion (DIC) e o Akaike Information Criterion

(AIC) (RAFTERY et al., 2007) de cada um dos modelos estão apresentados

na Tabela 4. O modelo bidimensional apresentou menores valores de DIC

e AIC por isso é o modelo que melhor se ajustou aos dados.
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Tabela 4 –Comparação dos Modelos Unidimensionais, Bidimensionais e
Tridimensionais conforme procedimento descrito em Béguin e Glas (2001)

Modelo DIC AIC
Unidimensional 113468,2 107186,9
Bidimensional 104534,3 96264,8
Tridimensional 129334,3 114405,2

Um dos objetivos deste trabalho é apresentar uma proposta de se-

leção de modelos (grau de multidimensionalidade) da TRI através de um

procedimento análogo aos métodos do tipo forward usados em regressão li-

near múltipla (HOCKING, 1976). Isto porque suspeita-se que nem todos

os itens precisam ser analisados como bidimensionais para que o modelo

bidimensional seja melhor ajustado que o unidimensional. Com a seleção

de modelos pretende-se identificar um modelo parcimonioso em que os itens

possam ter dimensões diferentes.

Nos modelos testados utilizando o procedimento de Béguin e Glas

(2001) todos os itens eram exclusivamente ou unidimensionais, ou bidimen-

sionais, ou tridimensionais. Inicialmente pensou-se em utilizar este mesmo

procedimento para encontrar o melhor modelo através do procedimento

forward, todavia devido ao tempo necessário para sua execução, isso é in-

viável. Uma alternativa factível foi implementada usando o pacote mirt

(Chalmes 2012) do R (R CORE TEAM, 2014).

A parte 2 deste trabalho é composta de 2 artigos, no primeiro está a

descrição do procedimento forward para seleção de modelos multidimensi-

onais da TRI e no segundo artigo está uma aplicação da TRI multidimen-

sional (usando o modelo bidimensional para todos os itens) aos dados da

avaliação de ingresso da UFLA no ano de 2006-2, anteriormente descrita.
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SEGUNDA PARTE

Nesta seção são apresentados dois artigos, o primeiro sobre um mé-

todo de seleção de modelos do tipo forward e o segundo sobre as possibilida-

des de discussão pedagógica de uma prova sob a luz do modelo bidimensional

de item.
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ARTIGO 1- Determinação da Dimensão emModelos de Item Para

Dados dos Canditados ao Curso de Agronomia na Avaliação de

Ingresso à UFLA 2006-2

RESUMO

As atividades humanas dependem de diversos fatores, o mesmo ocorre com

o conhecimento e capacidade de execução de tarefas. Para se averiguar a

quantidade de habilidades necessárias para a realização de um teste de co-

nhecimento pode-se utilizar a Teoria de Resposta ao Item (TRI). Existem

diferentes modelos de TRI e a análise das dimensões interfere na escolha

do modelo. Na literatura são encontradas diversas formas para determi-

nar a dimensão do melhor modelo explicativo de dados respostas a itens,

no entanto tais técnicas frequentemente consideram que todos os itens da

prova tem a mesma dimensão, o que suspeita-se não ser sempre verdadeiro.

Este trabalho teve como objetivo utilizar procedimentos do tipo stepwise-

forward, que são comumente utilizados na seleção de modelos em regressão

linear múltipla, para a seleção de dimensionalidade em modelos da TRI.

Nos resultados deste trabalho este método foi eficiente em selecionar mode-

los parcimoniosos, mas levou a dificuldades de interpretação. Os modelos

bidimensionais de item foram também parcimoniosos e têm maior potencial

explicativo. Suspeita-se que a seleção de modelos realizadas pelo método

Backward traga melhores resultados na escolha das habilidades presentes

em cada item, por preservar itens unidimensionais diferentes.

Palavras chave: Dimensão do modelo de item. Forward. Seleção de

Modelos. Teoria de Resposta ao Item Multidimensional.
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1 INTRODUÇÃO

Existem diversos fatores causais do desempenho humano em qual-

quer atividade realizada. Portanto, não é natural pensar que apenas uma

habilidade presente no indivíduo está determinando se o mesmo irá acertar,

ou errar, um item de um teste (RECKASE, 2009).

Dessa forma, parece contraditório utilizar modelos unidimensionais

da Teoria de Resposta ao Item (TRI unidimensional) para analisar dados

educacionais, pois os mesmos admitem, que cada item de um teste mede

apenas um único traço latente e todos os itens de um teste, medem o mesmo

traço latente. Embora a unidimensionalidade seja desejável, pois torna o

processo de estimação dos parâmetros menos complexo.

Frequentemente admite-se a ideia da existência de uma variável do-

minante, ou seja, dentre todas as várias variáveis que explicam o desempe-

nho humano em determinada atividade, existe uma dominante, justificando

assim o uso de um modelo unidimensional da TRI. No entanto, não é cor-

reto admitir a existência desse fator, sem uma prévia investigação. Nojosa

(2002) estimou que em uma prova do ENEM, que utiliza a TRI unidimen-

sional em sua análise, era mais adequado medir ao menos cinco habilidades

diferentes, fugindo às pressuposições do modelo de análise.

A independência local é um pressuposto dos modelos da TRI. Este

pressuposto informa que as resposta de todos os examinados a todos os itens

são independentes, assim como, as respostas de um mesmo examinado a

diferentes itens. Dessa forma é obtida a função verossimilhança dos modelos

da TRI (LORD, 1980).

Pelo exposto anteriormente, a determinação da correta da dimensão

do modelo a ser utilizado é primordial, pois apenas quando essa dimensão é
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estabelecida corretamente, pode-se utilizar do pressuposto da independência

local (CONDE, 2007).

Diversas formas de determinação da dimensão dos modelos de item

estão presentes na literatura, como: o DIMTEST, o DETECT, a Análise

Paralela, diversas versões de Testes Qui-quadrado (Reckase, 2009), além de

medidas de adequação do modelo como: Deviance Information Criterion

(DIC), Akaike Information Criterion (AIC) e Bayesian Information Crite-

rion (BIC) (RAFTERY et al., 2007).

Em geral, para modelos de regressão, utiliza-se com sucesso procedi-

mentos simples de seleção de modelos do tipo stepwise-forward( HOCKING,

1967). Neste trabalho procuramos nos inspirar em procedimentos deste tipo

para determinar a quantidade de habilidades que, incluídas ao modelo tra-

rão melhoria no ajuste e desta forma, estimar a dimensão do conjunto de

dados. Tal procedimento tem a vantagem de poder considerar a quantidade

de habilidades necessárias em um item por vez, e não da prova como um

todo.

Desta forma, este trabalho tem por objetivo apresentar e testar a

utilização do procedimento de seleção de modelos do tipo forward para esti-

mar o número de habilidades necessárias para que cada item seja respondido

corretamente. Serão também apresentadas aplicações dos métodos propos-

tos utilizando os dados obtidos na primeira fase da Avaliação de Ingresso

da Universidade Federal de Lavras (UFLA), realizado no segundo semes-

tre do ano de 2006. Os resultados obtidos pelo método apresentado serão

comparados a modelos contendo ora apenas itens unidimensionais, ora bi-

dimensionais e ora tridimensionais.
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2 MATERIAL E MÉTODOS

Em itens dicotômicos, ou seja, corrigidos como certo ou errado, a

variável aleatória Yij é dicotomizada assumindo os valores 0 ou 1; o va-

lor 0 representa uma resposta incorreta ao item e o valor 1, por sua vez,

representa a resposta correta. Um modelo para itens dicotômicos muito

utilizado na TRIM é o Modelo Multidimensional Probito de 3 Parâmetros

no qual, a probabilidade de um examinado acertar a um item em função de

sua habilidade e também, das características do item é dada por:

πij = P (Yij = 1|θi,aj , dj , cj) = cj+(1−cj)Φ(ajθ
′
i+dj) = cj+(1−cj)Φ(ηij),

(1)

em que:

• Yij resposta dada pelo examinado i ao item j;

• i = 1, ..., N número de examinados respondentes ao teste;

• j = 1, ..., J número de itens do teste;

• θ = (θi1, θi2, ..., θik, ..., θiK) é o vetor de habilidades do i-ésimo indiví-

duo e K é a dimensão do item, θ′ ∈ RK ;

• aj = (aj1, aj2, . . . , ajK) é o vetor relacionado à discriminação do item,

aj ∈ RK ;

• dj é o parâmetro relacionado à dificuldade do item, dj ∈ R;

• cj é o parâmetro relacionado ao acerto de indivíduos de baixa habili-

dade, cj ∈ R;
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• ηij = aj(θ′i + dj), ηij ∈ R e é o preditor linear, uma função adequada-

mente escolhida dos parâmetros θ′i, aj e dj ;

• Φ é uma função de distribuição normal acumulada, probito ou logito

por exemplo;

• P (Yij = 1|θi,aj , dj , cj) é a probabilidade do indivíduo i com habili-

dade θi acertar o item j, dados os parâmetros de item aj , dj e cj .

O poder de discriminação Aj e dificuldade Bj para itens multidi-

mensionais são dados por (RECKASE, 2009):

Aj =

√√√√ K∑
k=1

a2
ik (2)

e

Bj = −dj
Aj

. (3)

Seja τ j = (τj1, τj2, . . . , τjk, . . . , τjK)(t) um vetor contendo as seguin-

tes razões entre os parâmetros de discriminação τjk = ajk
Aj

. Seja Σ a matriz

de covariância das habilidades estimadas para o modelo multidimensional.

O índice sintético unidimensional θu é dado por (DÍAZ, 2010):

θu =
τ tjθi√
τ tjΣτ j

. (4)

Para implementar o procedimento forward utilizado nesse trabalho

foi utilizado o pacote mirt (Chalmes, 2012) do R (R CORE TEAM, 2014).

A função mirt.model() do pacote mirt permite escolher a dimensão de cada

item separadamente, facilitando a implementação dos métodos. Para evitar

problemas de convergência em modelos com variadas dimensões foi utilizado

o método de estimação quasi-Monte Carlo EM (Bock et al. 1988; Bock
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and Aitkin 1981). Note que esta opção foi apenas de natureza prática,

pois a inferência bayesiana utilizando cadeias de Markov completas seria

muito demorada para fins de comparação entre os métodos de seleção de

modelos. Para a identificabilidade da escala de medidas do modelo, utilizou-

se a rotação varimax (BERNAARDS C.A.; JENNRICH R.I., 2005).

Método da Máxima Verossimilhança Marginal (MVM)

A função de verossimilhança condicional associada ao i-ésimo res-

pondente, com probabilidades de sucesso πij conforme descrita em (1) é

dada por:

Lj(aj , dj , cj ,θ|Yi) = P (Yi = yi|aj , dj , cj ,θ) =
J∏
j=1

π
yij
ij (1− πij)(1−yij). (5)

Assumindo-se uma distribuição a priori g(θ) multivariada normal, a

distribuição marginal da qual se obteve as estimativas é dada por:

P (Yi = yi|aj , dj , cj) =
∫ ∞
−∞

. . .

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

J∏
j=1

p
yij
ij (1− pij)(1−yij)g(θ)d(θ)

=
∫
θ
Lj(aj , dj , cj , |Yi.)g(θ)d(θ). (6)

A integral descrita em (6) pode ser calculada através do método da

quadratura gaussiana (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1964).
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Moda a Posteriori

Para a inferência Bayesiana foi assumida uma distribuição de proba-

bilidade a priori para cada parâmetro do modelo. A densidade a posteriori

conjunta, é dada por:

P (cj ,aj , dj ,θ|Yij)αL(Yij |aj , dj , cj ,θ)× P (aj , dj , cj ,θ|ζ,ϑ). (7)

A verossimilhança L(·) é definida como em (5), ζ e ϑ representam

hiperparâmetros das distribuições a priori dos itens e da habilidades dos

examinados reespectivamente. A distribuição a posteriori (7) é marginali-

zada sobre o vetor de habilidades θ da mesma forma que no método MVM

e também sobre os hiperparâmetros das distribuições de itens. Dessa forma

a posteriori é reescrita da seguinte forma:

P (cj ,aj , dj |Yij) α

∫ ([∫
θ
L(Yij |aj , dj , cj , θ)P (θ|ϑ)d(θ)

]
P (a|ζa)P (d|ζd)P (c|ζc)

)
× g(ζa)g(ζd)g(ζc)d(ζa)d(ζb)d(ζc) (8)

Os passos do algoritmo EM seguem de forma análoga aos realizados

na estimação pelo método da MVM. O procedimento para estimação das

habilidades pode ser encontrado em Embretson e Reise (2013); Thissen et

al. (1995) e Warm (1989).

Neste trabalho assumiu-se as seguintes distribuições a priori para os
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parâmetros:

aj ∼ lnkN (µa, Σa)

dj ∼ N(µd, σ2
d)

cj ∼ N(µc, σ2
c )

θ ∼ Nk(µθ,Σθ).

Assumiu-se que os hiperparâmetros das distribuições a priori de aj ,

dj e cj eram: µa = 0, Σa = 0, 5×Ik, µd = 0, σd = 3, µc = 0, σc = 100. Em-

bora a priori para o parâmetro cj admita massa para valores negativos ou

maiores que 1, isto apenas indica que o procedimento de estimação apren-

derá com os dados mais rapidamente. Os hiperparâmetros das distribuição

a priori para θ foram µθ = 0 e Σθ = Ik.

A priori log-normal para o parâmetro aj foi escolhida para garantir

que apenas valores positivos deste parâmetro sejam estimados garantindo

assim, que os modelos apresentados neste trabalho preservem a monotoni-

cidade das superfícies de item.

Métodos de seleção de modelos

Por analogia a modelos de regressão (HOCKING, 1976), o método

forward pode ser utilizado para determinar a dimensão K de cada item do

teste, ou seja, a dimensão dos vetores θ′ e aj . Este método consiste em uma

sequência de testes, que possuem como objetivo verificar se o acréscimo

de uma dimensão, a algum item do teste, fornece melhoria significativa ao

ajuste do modelo.

As dimensões são acrescentadas em apenas um item do teste por vez.
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A cada acréscimo calcula-se algum critério de qualidade do ajuste do mo-

delo. Neste trabalho, foi utilizado o Deviance Information Criterion (DIC)

para a seleção de modelos. Por este critério, o modelo que apresenta menor

valor de DIC é escolhido como que melhor se ajusta aos dados (RAFTERY

et al., 2007).

Proposta para determinar a dimensão de um conjunto de dados

usando o método forward

A inclusão de cada dimensão sucessiva (K = 2, 3, etc) a todos os

itens do teste é realizada em 1, 2, ..., j, j ≤ J passos. Em cada passo existirá

um modelo tomado como inicial, chamado de Modelo Base (M0), ao qual

será acrescentada uma dimensão, em apenas um dos seus J − (j − 1) itens,

que ainda possuem dimensão k − 1, dessa forma serão testados J − (j − 1)

modelos. Posteriormente, será testado se o acréscimo de uma dimensão, a

somente um dos J−(j−1) itens do Modelo Base, trouxe melhoria ao ajuste

do modelo aos dados.

O processo se inicia com o passo 1, com a inclusão da dimensão 2,

neste passo são realizados J testes. O preditor linear do modelo base e dos

modelos testados são da seguinte forma:

Preditor linear do Modelo Base:

ηij = a1jθ1i + dj

Preditor linear dos demais modelos a serem comparados com o Mo-
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delo Base no passo 1:

ηij = a1jθ1i + a2jθ1i + dj ,

a2j 6= 0, para apenas um item j, j = 1, . . . , J.

No passo 2 são realizados J − 1 testes, o Modelo Base a ser utilizado

é o modelo escolhido no passo 1. Os modelos do passo 2, cujos ajustes

serão testados, incluem outro item bidimensional além do item j∗. Assim,

os preditores lineares do Modelo Base e dos demais modelos, cujo ajuste

serão testados são da seguinte forma:

Preditor Linear do Modelo Base do passo 2:

ηij = a1jθ1i + a2jθ1i + dj ,

a2j 6= 0, apenas para o item j∗ escolhido no passo 1.

Preditor Linear dos demais modelos testados no passo 2:

ηij = a1jθ1i + a2jθ1i + dj ,

a2j 6= 0, para o item j∗ e para apenas um item

j 6= j∗, j = 1, . . . , J.

No passo 3, o Modelo Base passa a ser o modelo obtido no passo 2. O

processo é então realizado novamente até que a inclusão de uma dimensão, a

qualquer item do Modelo Base do passo j não traga melhorias ao seu ajuste.

A inclusão da dimensão 2 tem até J passos. Caso o processo não

encerre ainda na dimensão 2, será então testado se a inclusão da dimensão

3, a algum item do teste, fornece melhoria ao ajuste dos dados e assim
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sucessivamente.

Dados utilizados

Os dados utilizados para ilustrar as duas propostas de seleção de

modelos referem-se à primeira fase da avaliação de Ingresso da Universidade

Federal de Lavras (UFLA), para o processo seletivo do segundo semestre de

2006. As provas analisadas estão disponíveis no seguinte endereço:

<www.dips.ufla.br/copese/provasAnteriores.asp?tipo=P1>. O exame foi

dividido em 9 provas, contendo um total de 66 itens, com 4 alternativas

cada. Na prova de Língua Estrangeira, o candidato escolheu entre Inglês ou

Espanhol.

As provas de Língua Estrangeira e Filosofia não foram consideradas

nesta análise, sendo analisados 56 itens divididos em 7 provas, conforme

mostra a Tabela 1:

Tabela 1 –Provas do Exame Vestibular do segundo semestre de 2006 da
Universidade Federal de Lavras (UFLA)

Prova Número de Itens Itens
Português 10 1 a 10
Geografia 8 11 a 18
História 6 19 a 24
Biologia 8 35 a 42
Física 8 43 a 50

Matemática 8 51 a 58
Química 8 59 a 66

Para este conjunto de dados procedeu-se à seleção de modelos com a

proposta forward anteriormente descrita. O procedimento forward encerrou-

se ainda na dimensão dois, sendo escolhido um modelo com 20 itens bidi-
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mensionais e os demais unidimensionais. A seguir serão apresentados os

índices DIC do modelo escolhido e também os índices dos modelos com

todos os itens bidimensionais e tridimensionais.

3 RESULTADOS

O procedimento forward foi realizado até o passo 21, ainda na in-

clusão da segunda dimensão. Neste passo, a adição de nenhum item trouxe

melhoria ao ajuste quando comparado ao seu Modelo Base. A Tabela 2

informa o item que foi incluído em cada passo e também, a dimensão de

cada item no modelo final escolhido.

Tabela 2 –Resultados dos testes para a inclusão da segunda dimensão a
cada item do teste

Passo Itens Bidimensionais
Prévio(s) Escolhido

1 Nenhum 50
2 50 20
3 50 e 20 38
4 50, 20 e 38 18
5 50, 20, 38 e 18 46
6 50, 20, 38, 18 e 46 37
7 50, 20, 38, 18, 46 e 37 54
8 50, 20, 38, 18, 46, 37 e 54 55
9 50, 20, 38, 18, 46, 37, 54 e 55 16

10 50, 20, 38, 18, 46, 37, 54, 55 e 16 1
11 50, 20, 38, 18, 46, 37, 54, 55, 16 e 1 40
12 50, 20, 38, 18, 46, 37, 54, 55, 16, 1 e 40 22
13 50, 20, 38, 18, 46, 27, 54, 55, 16, 1, 40 e 22 12
14 50, 20, 38, 18, 46, 27, 54, 55, 16, 1, 40, 22 e 12 43
15 50, 20, 38, 18, 46, 27, 54, 55, 16, 1, 40, 22, 12 e 43 39
16 50, 20, 38, 18, 46, 27, 54, 55, 16, 1, 40, 22, 12, 43 e 39 17
17 50, 20, 38, 18, 46, 27, 54, 55, 16, 1, 40, 22, 12, 43, 39 e 17 24
18 50, 20, 38, 18, 46, 27, 54, 55, 16, 1, 40, 22, 12, 43, 39, 17 e 24 36
19 50, 20, 38, 18, 46, 27, 54, 55, 16, 1, 40, 22, 12, 43, 39, 17, 24 e 36 11
20 50, 20, 38, 18, 46, 27, 54, 55, 16, 1, 40, 22, 12, 43, 39, 17, 24, 36 e 11 49
21 50, 20, 38, 18, 46, 27, 54, 55, 16, 1, 40, 22, 12, 43, 39, 17, 24, 36, 11 e 49 Nenhum

O valor encontrado do índice DIC do modelo obtido pelo método

Forward e pelos modelos com todos os itens unidimensionais, bidimensionais

e tridimensionais encontra-se na Tabela 3:
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Tabela 3 –Critério DIC para comparação de modelos

Modelo DIC
Proposta Forward 46.847,29
Modelo Unidimensional 50.638,49
Modelo Bidimensional 47.226,47
Modelo Tridimensional 47.717,99

O menor valor de DIC corresponde ao modelo obtido com o método

Forward, portanto, este é considerado o modelo que melhor se ajusta aos

dados. O maior valor de DIC encontrado foi obtido com o modelo unidimen-

sional, sendo este portanto, o modelo com pior ajuste aos dados. O modelo

bidimensional tem DIC menor que o tridimensional e deve ser preferido a

este por ser mais parcimonioso.

A seguir serão apresentados os parâmetros estimados (moda a pos-

teriori) do modelo selecionado pelo método Forward.

Observa-se que a prova de Português, Geografia, História, Biologia,

Física, Matemática e Química contaram com 1, 5, 3, 5, 4, 2 e 0 itens bi-

dimensionais respectivamente. Os itens bidimensionais tiveram, na maioria

dos itens, valores parecidos entre a1j e a2j .

Através destes resultados poderia se concluir que as provas de Quí-

mica e Português necessitam da mesma habilidade para serem respondidas

corretamente. Todavia este resultado contradiz os resultados encontrados

em Veloso (2014), que analisou o mesmo conjunto de dados usando um

modelo unidimensional multivariado e concluiu que a prova media duas ha-

bilidades. Além disso, Veloso (2014) verifica a existência de dois grupos de

provas relacionados a cada uma das habilidades, sendo um grupo formado

pelas provas de português, geografia e história e o outro grupo constituído

pelas provas de biologia, matemática, física e química. O item 58, que
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apresentou discriminação baixíssima foi analisado por especialistas e não

foi encontrado nenhum problema em sua formulação.

Dessa forma, apesar do modelo obtido pelo método forward ter tido

melhor ajuste aos dados que os demais modelos, sua interpretação contradiz

outros estudos. Logo, o modelo com todos os itens bidimensionais pode ter

resultados mais interpretáveis pedagogicamente.
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Tabela 4 –Estimativas dos parâmetros (moda a posteriori) do modelo se-
lecionado pelo método forward

Item a1 a2 d c A B
Prova de Português

1 1,00 0,88 0,28 0,69 1,33 -0,21
2 0,77 - -0,80 0,44 0,77 1,04
3 0,80 - -1,07 0,32 0,80 1,33
4 0,73 - -0,35 0,40 0,73 0,47
5 0,68 - -0,48 0,41 0,68 0,72
6 0,72 - -2,32 0,25 0,72 3,23
7 0,63 - -0,94 0,26 0,63 1,50
8 0,73 - -2,87 0,13 0,73 3,92
9 1,06 - 0,65 0,51 1,06 -0,61
10 0,69 - -0,05 0,27 0,69 0,07

Prova de Geografia
11 0,86 0,93 -0,08 0,54 1,27 0,06
12 0,73 0,70 0,18 0,48 1,01 -0,18
13 0,55 - 0,01 0,37 0,55 -0,02
14 0,58 - -0,55 0,34 0,58 0,94
15 0,71 - -1,38 0,65 0,71 1,94
16 0,65 0,72 -0,97 0,25 0,97 1,00
17 0,75 0,67 0,38 0,40 1,01 -0,38
18 0,66 0,60 0,66 0,60 0,89 -0,74

Prova de História
19 0,64 - 0,48 0,50 0,64 -0,75
20 0,66 0,80 -1,87 0,47 1,04 1,80
21 0,79 - -2,84 0,22 0,79 3,58
22 0,78 0,78 -3,48 0,22 1,11 3,15
23 0,17 - -0,98 0,19 0,17 5,81
24 0,61 0,58 0,38 0,23 0,84 -0,45

Prova de Biologia
35 0,73 - -1,10 0,27 0,73 1,50
36 1,68 0,81 0,62 0,29 1,86 -0,34
37 1,42 0,73 0,62 0,27 1,59 -0,39
38 1,53 0,69 0,74 0,10 1,68 -0,44
39 0,98 0,68 0,01 0,22 1,19 -0,01
40 1,44 0,61 0,88 0,20 1,57 -0,56
41 0,20 - -0,74 0,25 0,20 3,69
42 2,23 - 1,00 0,27 2,23 -0,45

Prova de Física
43 0,81 0,88 -0,67 0,16 1,20 0,56
44 0,91 - -2,36 0,15 0,91 2,60
45 0,85 - -0,76 0,13 0,85 0,89
46 0,74 0,63 -0,09 0,24 0,98 0,10
47 0,70 - -2,37 0,23 0,70 3,37
48 0,94 - 0,45 0,10 0,94 -0,48
49 0,82 0,51 -0,96 0,15 0,82 1,16
50 0,75 0,74 -3,38 0,27 1,05 3,21

Prova de Matemática
51 1,13 - -0,53 0,10 1,13 0,47
52 0,81 - -2,12 0,17 0,81 2,61
53 0,84 - -1,94 0,16 0,84 2,30
54 0,71 0,73 -0,49 0,16 1,02 0,48
55 0,69 0,88 -1,84 0,30 1,12 1,64
56 1,23 - -0,68 0,08 1,23 0,55
57 0,17 - -0,47 0,28 0,17 2,81
58 <0,0006 - -2,21 0,20 0,00 3456,34

Prova de Química
59 1,83 - 0,63 0,13 1,83 -0,34
60 1,51 - -0,05 0,23 1,51 0,03
61 0,30 - 0,20 0,29 0,30 -0,67
62 0,86 - -0,94 0,11 0,86 1,09
63 0,65 - -2,89 0,17 0,65 4,42
64 1,31 - -0,06 0,28 1,31 0,05
65 1,85 - 0,85 0,19 1,85 -0,46
66 1,26 - -0,58 0,07 1,26 0,46
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A seguir serão apresentadas as correlações de Pearson entre as esti-

mativas (moda a posteriori) dos parâmetros estimados para cada um dos

4 modelos, para as habilidades estimadas será também apresentada a cor-

relação de Spearman. Os parâmetros obtidos pelo modelo forward serão

denotados por: AF , BF , cF e θF ; os parâmetros obtidos pelo modelo unidi-

mensional serão denotados por: A1, B1, c1 e θ1; os parâmetros obtidos pelo

modelo bidimensional serão denotados por: A2, B2, c2 e θ2; por fim, os pa-

râmetros obtidos pelo modelo tridimensinal serão denotados por: A3, B3, c3

e θ3.

Estas correlações serão apresentadas para melhor compreensão de

diferenças e semelhanças entre os quatro modelos apresentados.

Tabela 5 –Coeficientes de correlação (%) de Pearson entre as estimativas
(moda a posteriori) dos parâmetros de discriminação multidimensional es-
timados para o modelo segundo a estratégia forward de seleção e para os
modelos unidimensional, bidimensional e tridimensional

A1 A2 A3
AF -5,94 51,18 54,89
A1 -8,77 -7,77
A2 83,42

A discriminação multidimensional do modelo escolhido é mais relaci-

onada com a dos modelos bidimensional e tridimensional. A discriminação

do modelo unidimensinal possui baixa correlação negativa com a discrimi-

nação de qualquer outro modelo.
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Tabela 6 –Coeficientes de correlação (%) de Pearson entre as estimativas
(moda a posteriori) dos parâmetros de dificuldade multidimensional esti-
mados para o modelo segundo a estratégia forward de seleção e para os
modelos unidimensional, bidimensional e tridimensional

B1 B2 B3
BF 13,23 24,52 -1,31
B1 2,68 -36,04
B2 37,59

A dificuldade multidimensional do modelo escolhido apresentou bai-

xas correlações com todas as dificuldades dos demais modelos.

Tabela 7 –Coeficientes de correlação (%) de Pearson entre as estimati-
vas (moda a posteriori) dos parâmetros de acerto casual estimados para o
modelo segundo a estratégia de seleção forward e para os modelos unidi-
mensional, bidimensional e tridimensional

c1 c2 c3
cF 58,94 88,84 88,93
c1 53,59 51,41
c2 98,71

Observa-se altas correlações entre todos os parâmetros de acerto ca-

sual cj estimados pelos modelos. Tal fato era esperado pois este parâmetro

é independente do modelo adotado, por isso as correlações para este parâ-

metro foram bem maiores que as demais.
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Tabela 8 –Coeficientes de correlação (%) de Pearson entre as estimativas
(moda a posteriori) dos parâmetros da habilidade sintética unidimensional
para o modelo segundo a estratégia de seleção forward e para os modelos
unidimensional, bidimensional e tridimensional

θ1 θ2 θ3 Notas
θF 91,28 93,68 95,91 87,00
θ1 88,92 88,74 91,36
θ2 78,55 89,60
θ3 88,71

Observou-se altas correlações entre as habilidades sintéticas estima-

das pelos diferentes modelos e também com relação às notas obtidas. A

menor correlação foi observada entre as habilidades dos modelos bidimensi-

onal e tridimensional.

A menor correlação entre a habilidade estimada e a nota foi ob-

servada com o modelo selecionado pelo método forward, no entanto esta

correlação ainda é alta.

Tabela 9 –Coeficientes de correlação de Spearman (%) entre as estimativas
(moda a posteriori) dos parâmetros da habilidade sintética unidimensional
para o modelo segundo a estratégia de seleção forward e para os modelos
unidimensional, bidimensional e tridimensional

θ1 θ2 θ3 Notas
θF 88,14 92,16 94,73 90,85
θ1 86,87 85,88 85,59
θ2 97,73 90,85
θ3 90,44

A correlação de Spearman assim como a de Pearson apresentou altos

valores de correlações positivas, o que significa que a ordem das habilida-

des sintéticas dos modelos, assim como a ordem das notas são altamente

correlacionadas.
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A seguir será apresentada uma análise descritiva das notas apresen-

tadas pelos examinados e também, uma comparação da posição de alguns

examinados caso o critério utilizado fosse, ao invés da nota, a habilidade es-

timada pela proposta Forward e pelo modelo bidimensional. Estes modelos

foram escolhidos pois apresentaram os melhores ajustes aos dados.

Tabela 10 –Estatísticas descritivas do desempenho dos examinados

Mínimo 1◦ Quartil Mediana Média 3◦ Quartil Máximo
Nota 7,00 18,00 22,00 21,96 25,00 38,00

A prova continha 56 questões, logo a média foi inferior a 50% da nota

e a maior e menor nota observada foram 38 e 7, respectivamente. Observa-

se que 75% dos estudantes tiveram nota inferior a 25 pontos e 25% dos

estudantes tiveram nota inferior a 18.

Na Tabela 11 são apresentados os resultados de alguns examinados

que receberam a nota mínima, a nota máxima, notas próximas ao 1◦ e 3◦

quartil e também, nota próxima à média da prova.

Tabela 11 –Classificação de alguns examinados considerando a nota da
prova e a habilidade estimada pelo método forward (HF) e a habilidade
sintética estimada pelo modelo bidimensional (HB)

Examinado Nota HF HB

Valor Ordem Valor Ordem Valor Ordem
A 7 651 -2,07 651 -2,94 651
B 18 516 -1,40 436 -2,61 599
C 22 288 -0,91 212 -2,31 385
D 25 161 -0,28 77 -1,84 143
E 38 1 0,62 2 -0,03 1

A principal tendência de interpretação que consegumos identificar é

que, para a seleção de candidatos, o erro na dimensionalidade dos modelos

pode não ter maior significado, mas seguramente terá na interpretação da
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qualidade dos itens.

Embora tenha se ajustado bem aos dados, o procedimento forward

é muito ingênuo ao atribuir modelos unidimensionais, na mesma dimensão,

a itens que potencialmente são unidimensionais em dimensões diferentes.

Isto levaria a dificuldades de interpretação e interpretações contra-

ditórias, mesmo que o modelo seja o melhor ajustado. Potencialmente,

procedimentos do tipo backward deveriam ser utilizados para corrigir este

problema. assim, permitiríamos que dimensões diferentes se manifestem

como unidimensionais em modelos mais simples.

4 CONCLUSÂO

O procedimento de seleção de modelos forward apresentou melhor

ajuste aos dados. Isto pode significar necessidade de reinterpretar modelos

unidimensionais com modelos com maior número de dimensões. Para fins

de seleção de candidatos, a habilidade mostrou-se bastante correlacionada à

nota final, por qualquer dos modelos. No entanto, para fins de avaliação da

qualidade dos itens os modelos tendem a ser muito diferentes. Pretende-se

extender este tipo de avaliação para a seleção backward.
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ARTIGO 2- Análise Pedagógica de uma Prova Multidisciplinar

Usando Modelos Bidimensionais de Item

RESUMO

Este trabalho mostra a aplicação de modelos da teoria da resposta ao item

multidimensional em um processo seletivo multidisciplinar. A aplicação

da metodologia permitiu identificar duas habilidades predominantes e tam-

bém, classificar as provas. Esta classificação foi realizada usando o ângulo

que cada vetor de item forma com o eixo da habilidade que mais explica

a variabilidade do grau de dificuldade do item. Foram formados quatro

grupos segundo a importância relativa de cada habilidade na resposta dos

examinados para cada item. A discussão das estimativas obtidas com espe-

cialistas foi capaz de corroborar a identificação de itens com problemas de

formulação, seja por problemas estruturais ou por imprecisões nas alternati-

vas apresentadas. O artigo compara os resultados das avaliações utilizando

modelos unidimensionais, univariados e multivariados.

PALAVRAS-CHAVE: TEORIA DE RESPOSTA AO ITEM MULTIDI-

MENSIONAL, AVALIAÇÃO EDUCACIONAL, APLICAÇÃO, VESTIBU-

LAR MULTIDISCIPLINAR

1 INTRODUÇÂO

A proficiência sobre determinado assunto, assim como o grau de

ansiedade, o grau de satisfação, bem como outros aspectos de interesse

psicológico e comportamental, não podem ser medidos diretamente, sendo

chamados de variáveis latentes. Para quantificar tais variáveis são toma-
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das medidas indiretas em variáveis secundárias supostamente relacionadas.

Assim, mede-se o conhecimento de um indivíduo indiretamente pela sua

resposta a um item.

A Teoria de Resposta ao Item (TRI) propõe modelos com variáveis

latentes que explicam a expectativa de acerto em itens específicos de um

teste. Uma avaliação educacional reflete aspectos da realidade do ensino

que podem ser elucidados com uma teoria que trate os parâmetros de itens

de forma independente do grau de habilidade dos examinados. Desta forma,

a TRI pode auxiliar no entendimento dos resultados observados e orientar

na tomada de decisões pedagógicas. A fundamentação teórica para estes

estudos é descrita na literatura como Pesquisa em Eficácia Educacional, ou

EER, do inglês Educational Effectiveness Research. Uma revisão dos avan-

ços metodológicos da área pode ser encontrada em Creemers, Kyriakides e

Sammons (2010). Segundo Gustafsson (2010), a EER está atualmente em

uma fase na qual o desenvolvimento de modelos teóricos objetivando expli-

car as relações intrínsecas entre os diferentes níveis e componentes de um

sistema educacional tem um alto nível de prioridade. Este objetivo não pode

ser atingido a menos que a dinâmica e a natureza variável do fenômeno edu-

cacional sejam adequadamente capturados, e isto requer ainda elucidar os

mecanismos causais fundamentais dos sistemas educacionais. (GUSTAFS-

SON, 2010, p. 99.).

O desenvolvimento de modelos teóricos na busca por relações em di-

ferentes níveis e componentes, tem levado a duas estratégias e abordagens

distintas. Por um lado, crescem o número de estudos de modelagem mul-

tiníveis (LUYFTEN e SAMMONS, 2010), em que os dados são analisados

em estruturas hierarquizadas. O exemplo mais conhecido desta abordagem
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é a análise de dados de estudantes agrupados em turmas dentro de escolas

de um sistema educacional. No entanto, a análise hierarquizada pode ser

estendida para estruturas maiores, como regiões, cidades e países. Estes

estudos frequentemente procuram evidenciar (BONAMINO e BERNADO,

2012) a contribuição da turma, do professor e da escola para o rendimento

escolar (LEITÃO, 2015).

A segunda estratégia diz respeito à modelagem multidimensional da

TRI (TRIM), que é relativamente recente e pouco conhecida no país, fora

dos círculos teóricos de Estatística. Neste tipo de estudo procuram-se evi-

dências da presença de mais de uma habilidade explicativa da expectativa

de acerto em um item. Sabe-se que a dinâmica e a natureza variável do

fenômeno educacional se devem, em parte, à complicada inter-relação entre

o conjunto de habilidades necessárias ao seu desenvolvimento. Isto sugere

um papel importante a ser explorado por modelos da TRIM.

Desta forma, o presente estudo foca na investigação da possibilidade

de utilizar a TRIM como análise norteadora do processo da análise didático-

pedagógica do item. Buscou-se avançar na interpretação de dois elementos

fundamentais para a avaliação do rendimento educacional: o item de ava-

liação e a heterogeneidade de habilidades dos estudantes. Os fundamentos

conceituais da distinção entre seus modelos multidimensionais e multiva-

riados são que, nestes últimos, apenas uma habilidade é necessária para

responder corretamente cada item, ou seja, são modelos unidimensionais

para cada item. No entanto, para responder o teste admite-se o uso de mais

de uma habilidade, presente em diferentes itens. Assim, pode-se dividir um

teste multivariado em subtestes unidimensionais, (VELOSO, 2014; MA-

TOS, 2008). Já nos modelos multidimensionais, existem itens que precisam
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de mais de uma habilidade para ser respondidos corretamente. A maneira

como tais habilidades interagem na resposta pode também ser modelada

de diferentes formas. A Figura 1, adaptada de Wang (2004), mostra a di-

ferença entre modelos multivariados (A e B) e modelos Multidimensionais

(C).

A dimensão de um item é o número mínimo de habilidades que inter-

ferem de forma relevante na expectativa de acerto de um item. Na literatura

são apresentadas diversas formas de determinação da dimensão de conjunto

de dados como: o DIMTEST, o DETECT, a Análise Paralela (RECKASE,

2009), diversas versões de testes com base na distribuição Qui-quadrado,

além de medidas de adequação do modelo como: Akaike Information Crite-

rion (AIC), Bayesian Information Criterion (BIC) e Deviance Information

Criterion (DIC) (RAFTERY et al., 2006).
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Figura 1 –A: teste multivariado sem correlação entre os traços latentes;
B: teste multivariado com correlação entre os traços latentes; C: teste com
itens multidimensionais.

B
HabilidadeHabilidadeHabilidade ItemItem Item

CA

Fonte: Adaptado de Wang (2004).

No presente artigo é apresentada uma análise multidimensional para

a prova da 1a¯ fase Vestibular da UFLA 2006-2. Este conjunto de dados foi

escolhido por anteriormente ter sido analisado com um modelo unidimensio-

nal por Bragion (2011) e para outro conjunto de estudantes por um modelo

multivariado por Veloso, (2014). As provas analisadas estão disponíveis no

seguinte endereço:

<www.dips.ufla.br/copese/provasAnteriores.asp?tipo=P1>. Comparações

entre os resultados aqui obtidos e os dos demais autores também fazem

parte da discussão.
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2 METODOLOGIA

Os resultados apresentados neste trabalho foram obtidos por meio do

Modelo Multidimensional Probito de 3 parâmetros para itens dicotômicos

mostrado a seguir.

Tomando i = 1, . . . , N , como o número de examinados, j = 1, . . . J ,

como o número de itens do teste, a variável aleatória Yij representa a res-

posta do examinado i ao item j. Itens dicotômicos são corrigidos como certo

ou errado, assim, a variável aleatória Yij assume apenas valores 0 ou 1. Por-

tanto a probabilidade de um examinado acertar um item, condicionada à

sua habilidade e às características do item (aj , dj , cj) é dada pelo seguinte

modelo, chamado Modelo Multidimensional Probito de 3 Parâmetros:

Pij = P (Yij = 1|θi,aj , bj , cj) = cj + (1− cj)Φ(ηij),

ηij =
K∑
k=1

ajkθik + dj ,

• θ = (θi1, θi2, ..., θik, ..., θiK)é o vetor K-dimensional de habilidades do

i-ésimo indivíduo, θ ∈ RK ;

• aj = (aj1, aj2, . . . , ajK) é o vetor K-dimensional relacionado à discri-

minação do item, aj ∈ RK ;

• dj é o parâmetro relacionado à dificuldade do item, dj ∈ R;

• cj é o parâmetro relacionado ao acerto de indivíduos de baixa habili-

dade, cj ∈ R;

• P (Yij = 1|θi,aj , dj , cj) é a probabilidade do indivíduo i com habili-

dade θi acertar o item j;
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• ηij é o preditor linear, uma função adequadamente escolhida dos pa-

râmetros aj ,θ e dj , ηij ∈ R;

• Φ é a função de distribuição acumulada normal.

Para itens multidimensionais, o poder de discriminação do item (Aj),

a dificuldade (Bj) e o ângulo γjk que mostra a posição do item j em relação

ao eixo da habilidade k, são dados, respectivamente, por:

Aj =

√√√√ K∑
k=1

a2
ik, (1)

Bj = −dj
Aj

(2)

e

γjk = arcos

(
ajk
Aj

)
. (3)

No software R (R CORE TEAM, 2014), pode-se encontrar diver-

sos pacotes que fazem a estimação dos parâmetros da TRI, dentre eles,

destaca-se o pacote mirt (CHALMERS, 2012), que foi criado para estimar

os parâmetros dos modelos multidimensionais dicotômicos e politômicos.

Estão implementados dois algoritmos que realizam as estimativas dos parâ-

metros da TRIM baseados nos princípios desenvolvidos por Bock e Aitkin

(1981) e Bock, Gibbons e Muraki (1988). As estimativas de parâmetros

apresentadas neste trabalho foram produzidas usando o pacote mirt e os

resultados referem-se a modelos que preservam a monotonicidade das su-

perfícies de item. Esta é uma propriedade segundo a qual a expectativa de

se obter uma resposta correta aumenta, conforme o aumento das habilidades

presentes nos indivíduos, ou seja, habilidades maiores sempre implicam em
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maior expectativa de sucesso. Isto não é uma imposição matemática usual

dos modelos TRIM e, para preservar tal propriedade, foram especificadas

distribuições a priori próprias para os parâmetros de item, como descrito a

seguir.

Para os parâmetros de discriminação aj foram utilizadas distribui-

ções a priori log-normais com média 0 e desvio padrão 0, 5; para o parâmetro

relacionado à dificuldade dj foi utilizada a distribuição a priori normal com

média 0 e desvio padrão 3, para o parâmetro cj utilizou-se como priori uma

distribuição normal com média 0 e desvio padrão 100. Note que embora esta

priori admita massa para parâmetro de acerto casual negativo ou maior que

1, isto apenas indica que o procedimento de estimação "aprenderá"com os

dados mais rapidamente.

Os dados utilizados foram as respostas obtidas pelos 651 candidatos

ao curso de Agronomia na primeira fase do Exame Vestibular da Universi-

dade Federal de Lavras (UFLA), realizado no segundo semestre do ano de

2006. A parte utilizada do exame consiste em provas de sete (7) discipli-

nas, com um total de 56 itens, com quatro (4) alternativas cada, sendo que

as provas de Geografia, Biologia, Física, Matemática e Química continham

oito (8) itens cada, a prova de Português dez (10) itens e a prova de História

seis (6) itens.

As respostas foram analisadas, utilizando um modelo bidimensional.

Este modelo foi escolhido após a análise da dimensionalidade do conjunto

de dados. A metodologia desta escolha distancia dos objetivos deste artigo.

O ângulo γj1, definido na Equação 3, indica a relevância da habi-

lidade θ1 na resposta ao item. Os itens com posicionamento semelhante

em relação ao eixo θ1 foram agrupados em quatro (4) grupos, conforme a



103

Tabela 1 a seguir:

Tabela 1 –Ângulos separadores de itens

Grupo Ângulo Descrição dos itens do grupo
1 0 ◦ ≤ γj1 < 10 ◦ A habilidade θ1 é extremamente importante para que a

resposta do indivíduo seja correta e a habilidade θ2 é
praticamente desnecessária.

2 10 ◦ < γj1 ≤ 45 ◦ Ambas as habilidades θ1 e θ2 são importantes para que
a resposta do indivíduo seja correta, porém a habilidade θ1 tem
maior influência.

3 45 ◦ < γj1 ≤ 60 ◦ Ambas as habilidades são importantes,
porém a habilidade θ2 tem maior influência.

4 60 ◦ < γj1 ≤ 90 ◦ A habilidade θ1 é praticamente desnecessária para a
resposta correta do indivíduo e a habilidade θ1 é
extremamente importante.

Os valores 10 ◦ e 60 ◦ foram escolhidos por meio de um procedimento

que procurou minimizar a variação dentro de cada setor angular e maximizar

a variação entre os setores angulares. O ângulo de 45 ◦ foi utilizado para

preservar a simetria dos setores (ACKERMAN et.al., 2003).

Outro instrumento de discussão utilizado foi o gráfico de vetores dos

itens (RECKASE; MCKINLEY, 1991). Neste gráfico todos os itens foram

apresentados na forma de vetores cujo comprimento é dado por Aj , a direção

do vetor é a direção de maior inclinação da Superfície de Resposta ao Item

(SRI). O ponto que é a base do vetor é o ponto de maior inclinação, na

direção de maior inclinação da SRI e a distância desse ponto, que é a base

da seta, até a origem dos planos é igual ao parâmetro Bj .

De posse dos resultados numéricos, procedeu-se à análise didático-

pedagógica dos itens que mais se destacaram em termos dos parâmetros

de dificuldade e de discriminação multidimensionais dos itens. Para tanto,

os itens foram discutidos com especialistas das diversas áreas, procurando

elucidar os porquês dos seus aspectos distintivos.

O teste Exato de Fisher foi usado para testar a hipótese de que
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os agrupamentos das habilidades são independentes das disciplinas, consi-

derando um nível de significância de 5% . Adicionalmente produziu-se a

Superfície de Informação do Teste (SIT), superfície de resposta em que a

quantidade de informação dos itens é calculada como função das habilidades

(RECKASE, 2009).

3 RESULTADOS

Na Tabela 2 são apresentadas as estimativas dos parâmetros do mo-

delo bidimensional de item para cada um dos itens, separados por pro-

vas. Nesta tabela encontram-se também os ângulos que foram usados para

o agrupamento e podem ser identificadas numericamente propriedades de

itens. Um resumo sinótico destes resultados, no entanto, depende dos grá-

ficos e tabelas auxiliares que se seguem. A Figura 2 contém o gráfico de

vetores de 4 itens sendo cada item, representante de cada um dos grupos.

Os itens 5, 57, 39 e 42 pertencem aos grupos 1, 2, 3 e 4 respectivamente.

A partir desta figura e seus ângulos é possível estabelecer os agrupamentos

da Tabela 3 e estudar suas propriedades.
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Tabela 2 –Parâmetros estimados pelo modelo bidimensional.

Item aj1 aj2 dj cj Aj Bj γj1
Prova de Português

1 1.05 0.92 2.57 0.00 1.40 -1.84 41.17
2 0.78 0.52 0.97 0.06 0.93 -1.04 33.50
3 0.68 0.78 -1.10 0.31 1.04 1.06 48.67
4 0.79 0.50 1.16 0.00 0.93 -1.24 32.56
5 0.77 0.00 -0.87 0.43 0.77 1.13 0.00
6 0.71 0.83 -3.35 0.27 1.09 3.06 49.42
7 0.90 0.52 0.48 0.04 1.04 -0.46 29.98
8 0.68 0.86 -3.17 0.14 1.10 2.89 51.44
9 0.68 0.00 -1.58 0.63 0.68 2.31 0.00
10 0.71 0.72 0.24 0.20 1.01 -0.23 45.40

Prova de Geografia
11 0.94 0.67 1.74 0.01 1.16 -1.51 35.52
12 0.72 0.69 1.38 0.02 1.00 -1.38 44.03
13 0.97 0.65 1.22 0.17 1.17 -1.04 33.77
14 0.61 0.68 0.04 0.23 0.91 -0.04 47.80
15 0.81 0.00 -0.98 0.63 0.81 1.20 0.00
16 0.75 0.82 -0.64 0.20 1.11 0.58 47.51
17 1.12 1.08 1.77 0.00 1.56 -1.14 43.88
18 0.85 0.75 2.21 0.04 1.14 -1.94 41.32

Prova de História
19 1.10 0.76 2.32 0.00 1.34 -1.73 34.67
20 1.09 0.63 -1.74 0.47 1.26 1.38 30.08
21 1.04 0.61 -2.23 0.21 1.21 1.84 30.48
22 0.82 0.71 -3.85 0.22 1.08 3.55 40.59
23 1.18 0.64 -1.09 0.26 1.34 0.82 28.32

Prova de Biologia
24 0.99 0.96 1.18 0.00 1.38 -0.86 44.03
35 0.67 0.55 0.22 0.01 0.87 -0.25 39.06
36 1.25 3.29 0.57 0.16 3.52 -0.16 69.17
37 0.99 1.73 0.92 0.04 1.99 -0.46 60.23
38 0.79 2.34 -0.32 0.00 2.47 0.13 71.31
39 0.80 1.28 -0.20 0.16 1.51 0.13 58.00
40 0.68 1.68 0.34 0.01 1.82 -0.19 68.08
41 0.79 0.74 -2.36 0.39 1.08 2.19 43.05
42 0.53 3.27 0.36 0.00 3.31 -0.11 80.71

Prova de Física
43 0.59 1.26 -1.14 0.13 1.39 0.82 64.97
44 0.75 0.85 -2.63 0.15 1.13 2.33 48.56
45 0.74 0.94 -0.43 0.05 1.20 0.36 51.78
46 0.87 0.90 0.67 0.00 1.25 -0.54 46.13
47 1.01 0.66 -1.99 0.22 1.21 1.65 33.16
48 0.64 1.24 0.29 0.00 1.39 -0.21 62.88
49 0.24 1.22 -0.95 0.00 1.24 0.77 78.65
50 0.87 0.67 -3.16 0.26 1.10 2.87 37.52

Prova de Matemática
51 0.68 1.69 -1.42 0.11 1.82 0.78 68.09
52 0.58 0.96 -2.36 0.16 1.12 2.10 58.84
53 0.58 1.05 -2.30 0.16 1.20 1.91 61.05
54 0.55 1.06 -0.53 0.07 1.19 0.45 62.62
55 0.96 0.66 -1.07 0.25 1.16 0.92 34.39
56 0.66 1.42 -1.23 0.05 1.57 0.79 65.13
57 1.20 0.55 -0.04 0.33 1.32 0.03 24.85
58 1.28 0.56 -1.78 0.23 1.40 1.27 23.51

Prova de Química
59 0.58 2.02 -0.48 0.00 2.11 0.23 74.04
60 0.50 1.47 -0.71 0.13 1.55 0.46 71.05
61 1.39 0.51 1.68 0.17 1.48 -1.13 20.27
62 0.75 1.17 -1.47 0.14 1.39 1.06 57.25
63 0.97 0.60 -2.28 0.16 1.14 2.00 31.65
64 0.69 1.72 -0.92 0.27 1.85 0.50 67.94
65 0.97 2.42 -0.38 0.16 2.61 0.14 68.08
66 0.56 1.59 -1.43 0.04 1.69 0.85 70.75
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Figura 2 –Gráfico de vetores dos itens 5, 39, 42 e 57, representantes típicos
de cada grupo formado ao analisar as habilidades como tendo 2 dimensões.
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Na Figura 2, que apresenta quatro itens típicos de cada grupo,

observa-se que os vetores referentes aos itens 5 e 57 são muito mais pró-

ximos do eixo θ1 que os demais vetores. Essa proximidade indica que são

itens que necessitam muito mais da habilidade θ1 para serem respondidos

corretamente que da habilidade θ2.
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Figura 3 –Gráfico de vetores de todos os itens da prova
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Na Figura 3, que contém os vetores de todos os itens da prova,

observa-se que a maioria dos itens pertence aos grupos 2 e 3, ou seja, ques-

tões que estão relacionadas às duas habilidades. A maioria dos itens é

considerada difícil, pois estão posicionados à direita da origem. Observa-se

um grupo de itens muito difíceis, com base dos vetores muito distantes da

origem e também, um grupo de itens com discriminação muito grande, ou

seja, com vetores bem maiores que as demais. Estes itens foram analisados
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por especialistas e os resultados são resumidamente apresentados na Tabela

4.

A distribuição de todos os itens da prova, dentro de cada grupo está

apresentada na Tabela 3, a seguir.

Tabela 3 –Distribuição dos itens dentro de cada grupo.

Grupo Itens
1 5, 9, 15, 58 e 61.
2 1, 2, 4, 7, 11, 12, 13, 17, 18, 19, 20,

21, 22, 23, 24, 35, 41, 47, 50, 55, 57 e 63.
3 3, 6, 8, 10, 14, 16, 39, 44, 45, 46, 52, 53 e 62.
4 36, 37, 38, 40, 42, 43, 48, 49, 51, 54, 56, 59, 60, 64, 65 e 66.

Na Tabela 4 encontra-se a análise dos 10 itens mais difíceis da prova

e também de 3 itens com grande discriminação. O estudo destes itens indi-

cou que muitos deles eram difíceis por apresentaram enunciados confusos,

problemas na elaboração, além da presença de mais de uma alternativa

correta, ou nenhuma alternativa correta. As características dos itens com

grande discriminação foram muito diferentes, isto é não foram observados

problemas na elaboração. Estes itens conseguiam diferenciar examinados

com alta habilidade, de examinados com baixa habilidade .
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Tabela 4 –Análise didático-pedagógica dos 10 itens mais difíceis e de 3 itens
com grande discriminação.

Item Análise dos 10 itens mais difíceis da prova.
6 e 8 Não apresentam nenhuma resposta correta dentre as alternativas,

deveriam ter sido anuladas.
9 Questão relacionada à leitura de uma obra de Guimarães Rosa.

Este item discrimina quem leu o livro de quem não leu, mas
não quem estudou mais ou está preparado para o resto da prova

22 Apresenta duas alternativas corretas como resposta,
deveria ter sido anulada

41 A estrutura da questão é difícil e complexa. Os conceitos
abordados são difíceis. As alternativas são plausíveis mais difíceis.

44 Não é uma questão difícil desde que o aluno entenda que
o comprimento é proporcional à massa.

50 Item bem elaborado, contudo aborda um conteúdo pouco
trabalhado no ensino médio o que faz dela uma questão difícil
para os examinados que não viram este conteúdo.

52 Item com enunciado complexo pede-se para identificar a
alternativa incorreta. Não é um item difícil desde que o aluno
saiba que a notação da letra c trata de matriz inversa.

53 Item muito difícil, em seu enunciado é introduzido um conceito
novo que o aluno tem que entender para então assinalar a
alternativa correta que é a mais difícil dentre todas.

63 Item com enunciado complexo pede-se para identificar a
alternativa incorreta. É um item que necessita de muita atenção
para ser respondido, dessa forma não deveria estar
localizado no fim da prova. Não possui grande
complexidade se o aluno souber estequiometria e
termodinâmica, mas ainda assim exige atenção e
e cuidado com detalhes

Análise de 3 itens com grande discriminação da prova.
36 É um item no qual os alunos que sabem sistemática evolutiva

conseguem responder e os que não viram não conseguem.
38 É um item trivial para examinados que sabem genética de

sistema A,B,0 os que não sabem não conseguem responder.
42 É um item no qual os alunos que sabem sobre a AIDS

conseguem responder já os que não sabem, não conseguem
responder



110

A Figura 4 apresenta o posicionamento dos itens considerando os

parâmetros de dificuldade e discriminação multidimensionais, Aj e Bj .

Figura 4 –Posicionamento dos itens por grupo, com relação à dificuldade e
discriminação.
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Observa-se que os itens com maior dificuldade da prova discriminam

pouco, já os itens com grande discriminação são fáceis. O itens perten-

centes aos grupos 4 possuem maior discriminação e os itens do grupo 1

menor discriminação. Os itens do grupo 1 podem ser considerados difíceis,
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pois possuem dificuldade maior que 0, já os itens do grupo 2 mostraram-se

bastante heterogêneos com relação à dificuldade. Neste grupo encontra-se

o item mais fácil e também, o mais difícil da prova. Os itens do grupo

3, também variaram muito com relação à dificuldade, no entanto menos

quando comparados ao grupo 2. Já os itens do grupo 4 apresentaram a

menor variação com relação à dificuldade.

Verificou-se também, que o item mais fácil da prova foi o 18, o mais

difícil que deveria ter sido anulado foi o 22, aquele com maior discriminação

o 36 e com menor discriminação o 9. A seguir serão apresentados os gráficos

e discussões relacionados aos itens 9, 18, 50 e 36, o item 50 será discutido,

pois foi o item mais difícil da prova que não apresentou problemas em sua

formulação.

Discussão do Item 9

O item 9 apresentou menor discriminação dentre todos os itens da

prova, com parâmetro A9 = 0, 69. Em sua SRI apresentada na Figura 5,

observa-se que a mudança da região com baixa probabilidade de acerto, para

a região de habilidades com alta probabilidade de acerto, ocorre suavemente.

Este comportamento é muito diferente ao observado na SRI do item 36 na

Figura 9, item com maior discriminação da prova.

O pequeno valor de discriminação é também observado, no tamanho

do vetor correspondente a este item, no gráfico de contornos da Figura 7. O

vetor correspondente ao item 9 é o menor de todos. Outro fato interessante

deste item é o alto valor de acerto casual 0,63. Observou-se, na resolução

da prova por especialistas, que mesmo indivíduos que não leram o texto

conseguem eliminar duas alternativas, apenas observando as opções a serem
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assinaladas.

Figura 5 –Superfície de Resposta do Item 9.

Discussão do Item 18

O item 18 mostrou-se o item mais fácil da prova, pois apresentou o

menor parâmetro de dificuldade multidimensional, B18 = −1, 94. Salienta-

se que o parâmetro de dificuldade multidimensional apresentado foi nega-

tivo, significando que o vetor deste item está a esquerda da origem dos

espaços, no 3◦ quadrante.
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Figura 6 –Superfície de Resposta do Item 18.

Figura 7 –Gráficos de contornos com setas dos itens 9, 18, 50 e 36.
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A dificuldade de um item multidimensional é a sua distância da ori-

gem até o ponto de maior inclinação, na direção de maior inclinação da

SRI (RECKASE, 2009). Tal ponto ocorre no cruzamento do vetor direcio-

nal com o contorno equiprovável 0, 5 + c
2 (BRYANT D.; DAVIS L., 2011).

Analisando a Figura 7 (a, b, c, e d), observa-se que o ponto onde ocorre o

cruzamento é exatamente a base do vetor, e o ponto de encontro, ou seja, a

base da seta que está mais à esquerda da origem é a do item 18, mostrando

que este é o item que necessita de menores valores de habilidade θ1 e θ2

para atingir o ponto de maior inclinação, na direção de maior inclinação

das SRI, por isso ele é considerado o item mais fácil da prova. Tal fato

é também observado na SRI deste item (Figura 6), a região de transição

de baixa probabilidade de acerto, para alta probabilidade de acerto ocorre

para pequenos valores de ambas as habilidades.

Discussão do Item 50

O item 50 mostrou-se o mais difícil da prova dentre os que não de-

veriam ter sido anulados, com parâmetros B50 = 2, 87. Observando a base

dos vetores da Figura 7 , verifica-se que o item que contém a base mais à

direita é o item 50, por este motivo este é o item mais difícil da prova, ou

seja, é o item que necessita de maiores valores de habilidade θ1 e θ2 para

atingir o ponto de maior inclinação, na direção de maior inclinação da SRI.

Na Figura 8, observa-se que a região de transição de baixa probabilidade de

acerto, para alta probabilidade de acerto ocorre para altos valores de ambas

habilidades.
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Figura 8 –Superfície de Resposta do Item 50.

Discussão do Item 36

O item 36 foi o item que apresentou maior valor de discriminação na

prova, com parâmetro A(36) = 3, 52. Na Figura 9 observa-se que a SRI do

item 36 pode ser dividida em 3 partes, uma região com alta probabilidade

de acerto, uma região com baixa probabilidade de acerto e uma estreita

região de transição entre as duas regiões citadas anteriormente.

O tamanho do vetor correspondente a este item é também o maior

de todos (Figura 7-d). A proximidade dos contornos equiprováveis e o ta-

manho do vetor indicam que, neste item, pequenas mudanças nos valores

das habilidades θ1 e θ2 resultam em grandes mudanças na probabilidade de

acerto.
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Figura 9 –Superfície de Resposta do Item 36.

Na Tabela 5 encontra-se a distribuição dos grupos dentro de cada

prova. Os itens das provas de Português, Geografia e História possuem 75%

de seus itens pertencentes aos grupos 1 e 2. Já as provas de Biologia, Fí-

sica, Matemática e Química possuem aproximadamente 72% de seus itens

pertencentes aos grupos 3 e 4. Tal fato indica que a habilidade 1 é uma

habilidade relacionada à leitura, interpretação de textos e a habilidade 2

é uma habilidade mais relacionada à conhecimentos específicos. A prova

em estudo apresentou diversas questões, que para serem respondidas ne-
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cessitavam da prévia leitura de um texto. Isso pode explicar a quantidade

de itens pertencentes aos grupos 2 e 3, ou seja, questões que necessitam

conjuntamente das habilidades θ1 e θ2.

Para melhor interpretação dos resultados obtidos na Tabela 5 foi

realizado o Teste Exato de Fisher. Os itens dos grupos 1 e 2, que estão

mais relacionados com a habilidade θ1, foram agrupados em um só grupo

e os itens dos grupos 3 e 4, mais relacionados com a habilidade θ2, foram

agrupados em outro grupo. As provas de Português, Geografia e História,

que apresentaram itens com semelhante distribuição com relação aos 4 gru-

pos, foram agrupadas em um tipo denominado Ciências Humanas (CH), as

provas de Biologia, Física, Matemática e Química foram agrupadas em um

outro tipo, denominado Ciências Exatas e Biologia (CE).

Tabela 5 –Distribuição dos itens da prova por grupos.

Ciências Humanas(CH) Ciências Exatas e Biologia(CE)
Grupos Português Geografia História Biologia Física Matemática Química

1 2 1 0 0 0 0 0
2 4 5 6 2 2 3 2
3 4 2 0 1 3 1 1
4 0 0 0 5 3 4 5

As hipóteses testadas pelo Teste Exato de Fisher são de indepen-

dência entre tipos e grupos. O teste determina se a proporção dos Grupos

(1 e 2) e (3 e 4) diferem significativamente nos tipos CH ou CE. Rejeitar

tal hipótese é de extrema importância metodológica, pois permite associar

significados aos traços latentes medidos pelas habilidades.

Como o valor-p da amostra observada foi de aproximadamente 0, 001,

rejeita-se a hipótese de independência, ou seja, os Grupos (1 e 2) e (3 e 4)

interagem significativamente com os tipos CH ou CE. As provas CH estão

mais ligadas à habilidade θ1 e as provas CE estão mais ligadas à habilidade
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θ2.

A Tabela 6 a seguir, apresenta o desempenho dos alunos na prova.

Nenhum examinado errou ou acertou todas as questões. A média de acerto

foi inferior à 50% da nota e 75% dos examinados obtiveram nota igual ou

inferior a 25 pontos.

Tabela 6 –Estatísticas descritivas das notas dos examinados

Mínimo 1◦ Quartil Mediana Média 3◦ Quartil Máximo
7,00 18,00 22,00 21,96 25,0 38,0

Na Figura 10 é apresentado o gráfico de dispersão das habilidades θ1

e θ2 estimadas para todos os 651 candidatos. A correlação encontrada entre

as duas habilidades foi aproximadamente ρ = −0, 86. A correlação é alta e

negativa. Tal fato justifica o modelo com todos os itens bidimensionais ter

sido escolhido inicialmente na seleção do modelo.
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Figura 10 –Dispersão das habilidades..
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Os itens foram em sua grande maioria difíceis. Isso pode ser vi-
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sualizado no gráfico de vetores dos itens apresentados na Figura 3, que

pertenciam em maioria, ao 1◦ quadrante e também, no gráfico de contor-

nos da Superfície de Informação do Teste (SIT) apresentado na Figura 11

. Observa-se que todos os itens ficaram fora da região de maior informação

(região 14), o que indica que o vestibular foi, no geral, difícil para o grupo

de examinados.

Figura 11 –Gráfico de SIT e Contorno da SIT com posicionamento dos
itens.

(a) Superfície de Informação do Teste (b) Contornos da Superfície de Informação
do Teste

Comparação com Resultados Anteriores

Comparações entre os resultados obtidos com os modelos multi-

dimensional e unidimensional.

Bragion (2011) analisou o mesmo conjunto de dados usando o Mo-

delo Logístico Unidimensional de 3 parâmetros. Em suas análises os itens

mais difíceis apresentaram maior discriminação e os mais fáceis menor dis-
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criminação. Nos resultados obtidos neste trabalho, observou-se na Figura 4,

que os itens mais difíceis possuem discriminação mais baixa e os com maior

discriminação são fáceis. Observou-se um considerável número de itens com

acerto casual acima de 0,25. Neste trabalho observou-se o mesmo fato, uma

vez que 11 itens apresentaram estimativa pontual maior que 0, 25.

Em seu trabalho, Bragion (2011) analisou separadamente os itens

8, 11 e 74 (corresponde ao item 66 deste trabalho). No item 8, o modelo

bidimensional indicou um item muito difícil, que levou à analise de espe-

cialistas que concluiram não haver uma alternativa correta para o item.

O item 11 foi considerado um item ruim por possuir baixa discriminação

e dificuldade. Na análise usando o modelo multidimensional, tal item foi

considerado fácil, mas com razoável discriminação e não se identificou pro-

blemas com o item. Já o item 74 (corresponde ao item 66 deste trabalho),

última questão da prova, foi considerado um item bom por possuir bom

poder de discriminação e dificuldade em ambos trabalhos.

Os resultados com modelos unidimensionais mostraram que as provas

mais difíceis e com maior discriminação foram as provas de Inglês, Biologia,

Física, Química e Matemática. A análise com o modelo multidimensional

mostrou que as provas de Biologia, Física, Química e Matemática foram

mais relacionadas com a habilidade θ2 e esta habilidade está relacionada

com a discriminação do item. A prova de Inglês não foi analisada neste

trabalho.

As provas de Português, Geografia e História foram mais relacionadas

com a habilidade θ1. Contudo, a maioria dos itens dessa prova pertencem

ao grupo 2, ou seja, há uma mistura das habilidades. Isso faz com que

ocorra uma grande variação na dificuldade dessas questões. Dessa forma
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não se pode afirmar que essas provas foram mais fáceis ou mais difíceis que

as provas de Biologia, Física, Matemática e Química

Comparações entre os resultados obtidos com os modelos multi-

dimensional e multivariado

Veloso (2014) percebeu que as habilidades dos examinados estima-

das são fortemente associadas positivamente. A associação acontece entre

as provas de humanas (Português, Geografia, História, Filosofia) e também

entre as provas nas áreas de exatas e biológicas (Biologia, Física, Matemá-

tica e Química). A associação observada foi mais forte entre as habilidades

das áreas de exatas e biológicas do que entre as habilidades em humanas e

sociais. Entre as áreas, habilidades tiveram associações próximas de zero.

O modelo bidimensional de itens permite chegar à mesma divisão de pro-

vas. Entretanto, a correlação entre as habilidades estimadas foi altamente

negativa.

4 CONCLUSÃO

A TRIM utilizando modelos bidimensionais de itens permitiu explo-

rar melhor as características particulares presentes nos itens e identificar

potenciais problemas didático-pedagógicos decorrentes de sua elaboração e,

ou, estrutura. Neste estudo, a análise foi corroborada pela experiência didá-

tica de especialistas, o que deu significado aos modelos ajustados. Quanto às

distribuições das habilidades entre os candidatos, o modelo permitiu iden-

tificar heterogeneidade entre as diferentes habilidades, bem como, indicar

com maior precisão deficiências na formação dos estudantes. Assim sendo,
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recomenda-se como atividade rotineira a análise exploratória de itens com

modelos semelhantes ao aqui utilizado, pois permite interpretar com maior

detalhe exames multidisciplinares do tipo vestibular e propor explicações

didático-pedagógicas razoáveis junto a especialistas da educação.
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CONSIDERAÇÔES FINAIS

Esta tese procurou discutir aspectos relevantes do ponto de vista

estatístico de aplicações de modelos multidimensionais de item a uma ava-

liação de admissão na Universidade Federal de Lavras.

Os resultados obtidos pelo procedimento de Béguin e Glas (2001)

mostraram-se consistentes na estimação dos parâmetros dos modelos da

TRI, porém nossa implementação em R deste processo é extremamente

demorada.

As estimativas produzidas pelo pacote mirt são rápidas, no entanto

observou-se que os modelos de itens são muito sensíveis a escolhas das distri-

buições a priori, resultando em grandes diferenças marcantes nos parâme-

tros estimados. Com o procedimento forward pode-se encontrar um modelo

que melhor se ajusta aos dados entretanto, este resultado nem sempre é

interpretável pedagogicamente, uma proposta de seleção backward talvez

produza modelos mais interpretáveis, ficando como sugestão para trabalhos

futuros.

O modelo bidimensional mostrou ser muito útil, pois foi capaz de

apontar itens com problemas na prova, identificando em quais provas cada

uma das habilidades era mais utilizada. Pretende-se estender esse tipo de

análise para avaliações nacionais do tipo ENEM.
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