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RESUMO

Diversos métodos para andlise de dados de sensibilidade, obtidos em en-
saios de dose-resposta, tem como objetivo estimar uma dose alvo que produzird
determinado efeito em I' por cento de uma populacdo. Inicialmente, os métodos
tinham como alvo estudar a dose para o qual I' = 50%, comumente chamada
de DLsp (Dose Letal a 50%). Métodos como o probit, logit € up and down,
estimam com eficiéncia tal dose, sendo que, o método up and down, baseado
na Teoria dos Delineamentos Sequenciais, tem a vantagem de reduzir o tamanho
da amostra. Delineamentos alternativos derivados do up and down, tais como
o Delineamento da Moeda Viciada e o Delineamento de Narayana Modificado,
sdo eficazes para a estimagdo de qualquer quantil da curva de Tolerancias que
seja de interesse pratico em Ensaios Clinicos de Fase I ou Ensaios de Toxicidade
Aguda. Como a curva de dose-resposta é geralmente crescente, um método es-
tatistico adequado para o processo de estimacio € a regressdo isotonica. Um dos
objetivos deste trabalho é propor novos estimadores obtidos a partir da teoria da
regressao isotOnica para serem aplicados a delineamentos sequenciais, bem como
novos estimadores aplicados a teoria de probit e logit. Também é proposto um
delineamento bayesiano isotonico sequencial. Para avaliar o desempenho dos
estimadores em relacdo aos varios delineamentos e em relagdo ao delineamento
proposto foi utilizada simulagdo Monte Carlo, calculando-se o EQM e viés destes
estimadores para diversos tamanhos amostrais. Os resultados obtidos indicam a
viabilidade do uso pratico tanto dos novos estimadores como do delineamento
proposto.

Palavras-chave: Regressdo Isotdnica. Delineamentos Sequenciais. Método
Probit. Método Logit. Método Up and Down. Delineamento Bayesiano
Isotdnico Sequencial.



ABSTRACT

The goal of many analysis methods for sensibility data, obtained in dose-
response designs, is to estimate the dose-target that will produce a predefined
result on I" percent of the population. Initially the usual was I' = 0.5 corres-
ponding to the so called 50% lethal dose, LDsg. Methods like probit, logit and
Up and Down estimate efficiently such dose and, among them, the Up and Down
method, based on the theory of sequential designs, has the advantage of reduced
sample size. When dealing with estimation of quantile of the tolerance curve,
as in Phase I clinical essays or acute toxicity tests, some Up and Down based
design, like the biased coin design and the modified Narayana design, has shown
to be efficient. As the dose-response is usually a increasing curve, the appropriate
statistical method for estimation is the isofonic regression. One of the objectives of
this work is to propose new estimators, based on the theory of isotonic regression,
to be used when dealing with sequential designs as well as estimators applied to
probit and logit theory. It is also proposed a sequential isotonic Bayesian design.
To evaluate the accomplishment of the estimator we used Monte Carlo Method to
evaluate MSE and bias for different sample sizes. Results has shown feasibility
for practical use of the new estimators and the proposed design.

Key-words: Isotonic Regression. Sequential Design. Probit Method. Logit
Method. Up and Down Method . Sequential Isotonic Bayesian Design.
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1 INTRODUCAO

Existem diversas situacdes experimentais em que se quer medir em uma
populacdo a eficdcia de uma determinada droga. Um procedimento comum em
tais experimentos € a aplica¢do da droga em vérios niveis, observando a resposta a
mesma por contagem do nimero de individuos que forneceram resposta positiva.
Esses ensaios s@o chamados de dose-resposta. Assim, um ensaio do tipo dose-
resposta € aquele em que uma determinada droga é administrada em k diferen-
tes doses (niveis), dy,ds, . . . ,dj, em, respectivamente, m1,ms, . .. ,my individuos,
obtendo-se como resposta, apds um periodo especificado, y1,y2, . . .,y individuos
que mudam de estado (ocorréncia de um sucesso, por exemplo, morte).

Nos ensaios de dose-resposta, a tolerdncia é comumente modelada pela
distribuicdo normal ou pela distribuicao logistica e estes métodos sao denominados
probit e logit. Em geral, nos métodos probit e logit é necessdrio que muitos
individuos sejam expostos a doses elevadas ou muito baixas, o que gera problemas
praticos e éticos. Métodos alternativos, que em média expdem um nimero menor
de individuos a doses elevadas ou muito baixas, sdo derivados da teoria de passeios
aleatdrios, denominados métodos up and down.

Os métodos probit, logit e up and down estimam com eficiéncia a dose
letal de um individuo a 50% (D Lsp). Entretanto, para propor¢des préximas das
caudas das distribui¢des tais como D L1g ou D L33 (comuns em ensaios oncol6gi-
cos), estes métodos se tornam menos eficientes. Diversos delineamentos sequen-
ciais derivados do método up and down tem sido propostos na literatura, visando
a uma melhor estimagdo para qualquer quantil da curva de tolerancias.

Os tipos de situagdes que se utilizam dos ensaios de dose-resposta sao

bem diversificado. Dentre elas, destacam-se os experimentos com inseticidas,
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ensaios oncoldgicos ou de toxicidade aguda e até mesmo experimentos com ex-
plosivos. Em tais situagdes, espera-se naturalmente que a medida em que a dose
de uma determinada droga ¢ aumentada, a probabilidade de resposta a mesma
também aumenta, e que um procedimento de estimacdo deve contemplar este
fato. Dada uma curva, um procedimento matematico que obtém a curva crescente
mais préxima possivel no sentido dos quadrados minimos € a regressao isotOnica.
Esta teoria € uma ferramenta natural para se estudar ensaios de dose-resposta, no
entanto, a literatura apresenta poucas aplicacdes. Este trabalho visa utilizar de
forma essencial os resultados da teoria da regressdo isotOnica na teoria dos ensaios
de dose-resposta.

Assim, este trabalho foi realizado com o objetivo de desenvolver estima-
dores para quantis que sejam utilizados em ensaios de dose-resposta, fazendo o
uso da teoria da regressdo isotdnica, bem como dos delineamentos sequenciais,
que sejam uteis tanto em ensaios em que as probabilidades de toxicidade sejam
modeladas por uma distribuicao normal, Logistica ou outra qualquer pertencente
a familia exponencial. Objetivou-se também a proposi¢do de um delineamento se-
quencial para ensaios de dose-resposta que fizesse uso da metodologia bayesiana,
bem como da teoria da regressdo isotonica. O desempenho dos procedimentos
propostos foi avaliado utilizando-se do Erro Quadratico Médio e Viés dos estima-
dores, por meio de simulagdo Monte Carlo.

O referencial tedrico apresenta inicialmente os principais resultados sobre
regressdo isotonica. Como a literatura disponivel é bastante restrita nesta area,
as passagens matematicas tanto nos resultados tedricos, quanto nas aplicacdes,
foram desenvolvidas em detalhes, podendo-se afirmar que este trabalho ¢ uma

contribuicdo didatica em lingua portuguesa para a teoria da regressao isotdnica.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Regressao isotonica

O problema estatistico, objetivo central neste estudo, que se relaciona com
a teoria da regressao isotOnica € a estimacdo em espacos paramétricos restritos.
Antes de iniciar as defini¢des formais e principais teoremas e propriedades ligados
a esta teoria, bem como sua importancia em problemas praticos, convém fazer de
forma breve uma revisdo histérica de tal tema, desde sua origem por volta dos anos

50 até os dias atuais.

2.1.1 A historia da regressio isotonica

Segundo Eeden (1996), a teoria surgiu nos anos 50 com o problema em
que duas probabilidades 6 e 62, com 6; < @, precisavam ser estimadas. A
estimacdo por Médxima Verossimilhanga foi utilizada para este propdsito. Os es-
timadores de Méaxima Verossimilhanca irrestrito mostraram-se ser inadmissiveis
pelo critério de erro quadrético. Isto conduziu a estimag@o por Mdxima Verossi-
milhanga em espacos paramétricos restritos.

Diversos trabalhos surgiram de forma independente na mesma década,
dentre os quais destaca-se o trabalho de Constance van Eeden em sua dissertacio
defendida na Universidade de Amsterdam sob o titulo Testing and Estimating Or-
dered Parameters of Probability Distributions, e posteriormente em quatro artigos
publicados em 1956 — 1957 em Indagationes Mathematicae (LEEUW; HORNIK;
MAIR, 2009).

Paralelamente, como em muitas vezes acontece em ciéncia, outros traba-
lhos com o objetivo de solucionar os mesmos problemas foram surgindo ao mesmo

tempo, dando origem a diversos artigos cientificos com o foco em estimacao de
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parametros ordenados, dentre eles destacam-se os trabalhos de Ayer et al. (1955),
Bartholomew (1959a, 1959b) e Brunk (1955).

Um compéndio com toda esta teoria interligada aparece no excelente livro
de Barlow et al. (1972), também conhecido como o livro dos quatro B’s. A
préxima grande contribui¢do foi o livro de Robertson, Wright e Dykstra (1988),
que apresentou os resultados fornecidos em Barlow et al. (1972) acrescidos de
algumas contribuicdes posteriores.

O problema da regressdo isotonica geral é também um problema de pro-
gramacdo quadritica, motivando o surgimento de diversos trabalhos nas dreas
ligadas a informatica, desde a apresentacdo de algoritmos mais eficientes até a
apresentacdo de programas em softwares estatisticos convencionais.

Recentemente, por volta de 2002, esta teoria passa a ter também conex@o
com experimentos de dose-resposta que se utilizam de delineamentos sequenciais,
com trabalhos voltados para a drea de ensaios clinicos, em que o tamanho da
amostra geralmente é pequeno. Tais trabalhos aparecem do ponto de vista pratico,
utilizando a teoria apenas como ferramenta.

O tema serd apresentado com um certo rigor matematico e com uma pre-
ocupacdo de ser de certa forma autosuficiente, uma vez que a principal referéncia
nessa drea, o livro dos quatro B’s, apresenta a maioria dos resultados de forma

muito sucinta e portanto de dificil leitura.

2.1.2 Regressao linear, nao linear e regressao isotonica

A andlise de regressdo consiste na realizacdo de um estudo estatistico
com o objetivo de verificar a existéncia de relacdo funcional significativa entre
varidveis. Essa teoria estd ligada diretamente com os conceitos de esperanca

condicional e minimos quadrados. A fun¢do de regressdo de uma varidvel aleatéria
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Y em outra X € a esperanga condicional u(x) = E[Y|X = z] e deve fornecer
o melhor ajuste para a distribui¢do de ¥ como uma fun¢@o de X no sentido dos
minimos quadrados. A varidvel X é denominada varidvel independente e Y de
varidvel dependente.

A andlise de regressdo pode ser realizada usando modelos estatisticos
paramétricos ou ndo paramétricos. Os modelos paramétricos consistem basica-
mente na obtencdo de uma equacdo, com pardmetros a serem estimados, que
explica a variacdo da varidvel dependente pela variacdo dos niveis da(s) varid-
vel(is) independente(s). Os modelos ndo paramétricos sdo aqueles onde nenhuma
pressuposicao é feita sobre a distribuicdo conjuntade X e Y.

Os modelos paramétricos podem ser classificados com relacdo aos pa-
rametros em duas categorias: lineares e ndo lineares. Segundo Draper e Smith
(1998), um modelo € linear nos parametros se qualquer uma das derivadas par-
ciais desse modelo em relacio aos parametros ndo dependem especificamente de
nenhum deles. A defini¢do de um modelo ndo linear, apresentada pela maioria dos
autores, dentre eles Bates e Watts (1988), é que pelo menos uma derivada parcial da
varidvel dependente, com relag@o a algum parametro presente no modelo, depende
de algum parametro.

De modo geral, a andlise de regressdao em qualquer situagdo estd dire-
cionada para as inferéncias sobre (), estimado-a, ou testando hipdteses sobre
a mesma. Comumente, em Estatistica, o termo x € um ndmero real ou um ve-
tor de niimeros reais, no entanto, este termo terd aqui um sentido mais amplo,
podendo representar um determinado atributo, por exemplo, em Estatistica Ex-
perimental = poderd representar um efeito de um determinado tratamento, e as
esperangas condicionais a serem comparadas nesta situacdo, serdo do tipo (1) =

E[Y |tratamento 1] e ;1(2) = E[Y |tratamento 2]. Em geral, Y serd uma varidvel
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aleatdria cujo valores serdo niimeros reais, mas X poderd ser ou ndo aleatdrio,
seus valores poderdo ser ou ndo nimeros reais ou vetores de nimeros reais.

O interesse principal, neste trabalho, sdo os modelos de regressdo que
requerem, por pressupostos tedricos, uma ordenacio parcial ou total dos nlimeros
correspondentes y(x). Tal fato ocorre em diversas situagdes experimentais, como
por exemplo, em experimentos de dose-resposta utilizados em bioensaios, a varid-
vel independente x pode ser a dose de um determinado inseticida e a probabilidade
de uma resposta (por exemplo, a morte do inseto) é u(x). Naturalmente é de se
esperar que se a dose x aumenta, a probabilidade de morte dos insetos x(z) ndo
diminuird, ou seja, p(z) deve ser uma fungio ndo decrescente de x.

Situagdes experimentais em que a ordenacdo na varidvel regressora im-
plica em uma ordenagdo na varidvel resposta sdo das mais diversas possiveis. Um
outro exemplo, bem diferente dos bioensaios, pode ser encontrado no trabalho de
McArthur et al. (2003), que investigaram a influéncia das algas marinhas sobre
a quantidade de espécies marinhas disponiveis para a pesca no Sul da Austrélia.
Existem diversos pressupostos bioldgicos para acreditar que o declinio das algas
marinhas teriam consequéncias negativas sobre a abundancia e composicao dessas
espécies. Em seu estudo eles consideraram duas varidveis, a captura que era defi-
nida como o peso vivo de espécies pescadas em um local espacialmente definido
e 0 esforco definido como sendo o nimero de dias de barco, indiferentemente do
nimero de pescadores em cada barco, gasto para se obter a referida captura. J4
era sabido por experi€ncia dos pescadores que a captura era uma fungio crescente
do esforco, e de posse destas informacdes eles estudaram a influéncia das algas
marinhas nas dreas de pesca considerando a informacao da ordenacio existente.

Na andlise de regressdo usual ndo se usa uma informacéo a priori sobre

uma possivel relacdo de ordem na varidvel resposta. Na teoria da regressao isotd-
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nica essa informacgdo é utilizada de forma essencial, consequentemente é de se
esperar que a eficiéncia da andlise seja aumentada quando faz-se o uso da mesma.

A Regressdo Isotdnica faz o uso desta informagdo em um contexto bas-
tante geral, considerando até mesmo situagdes em que a ordenagdo entre os ele-
mentos € parcial, e sua teoria apresenta uma geometria interessante do ponto de
vista matemdtico.

Parte deste trabalho estd baseado no livro cldssico Statistical Inference
under Order Restrictions: The Theory and Application of Isotonic Regression,
de Barlow et al. (1972). Entretanto, as demonstragdes e a forma de exposi¢io
que serdo dadas a seguir, no que se refere ao assunto regressio isotdnica, podem
ser entendidas como uma contribui¢cdo diddtica a teoria. As demonstracdes foram
detalhadas e ampliadas, com o objetivo de elucidar as passagens mais complicadas
do livro. H4 uma opg¢ao de ordenagdo do contetido ligeiramente diferente do livro
por motivos de ordem diddtica. Espera-se, com isso, que este trabalho seja uma
fonte onde o leitor possa entender com propriedade os principais conceitos ligados
a regressao isotdnica, bem como a interpretacao e utilizacdo dos mesmos em areas
préticas do conhecimento cientifico.

As citacdes serdo usualmente omitidas, uma vez que estes resultados po-
dem ser encontrados nos livros de Barlow et al. (1972) e Robertson, Wright e
Dykstra (1988). Entretanto, como ja mencionado, a sequéncia da apresentacdo, os
detalhes das explicacdes, os graficos e figuras, sdo parte inerente deste trabalho e

de certa forma, uma contribuicio a area.

2.1.3 Visdo algébrica da regressao isotonica
Um problema comum em regressdo estd relacionado a um conjunto de

valores pré-fixados X = {x1,x9,...,2%}, onde z1 < 3 < ... < xp. Para
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i =1,2,...,k os valores y;(z;), j = 1,2,...,m; sdo medidas de alguma quan-
tidade de interesse (varidvel resposta). Isso é, para x € X, y1(z),...,Ym,(z)
sdo observacdes de alguma distribui¢do (No caso do exemplo de bioensaios, 0s
valores em X seriam as doses de inseticida, os valores y;(z;) a propor¢do de
insetos mortos para a dose x;, m; o nimero de repeticdes para cada dose, x;).

Seja u = p(z) = E[Y | X = z|, a média da distribui¢do da varidvel YV’
dado z € X. Se 1 ¢ modelada como uma fung¢ao linear nos parametros, € razoavel
estimar p por regressio linear. Nesse caso, a solugcdo do problema € ajustar uma
funcdo linear nos parAmetros aos dados no sentido dos minimos quadrados, isto é,
minimizar

m(z)

> i) - f@) 2.1)

zeX j=1

na classe das funcdes f, em que f é uma fungao linear nos pardmetros. Essa teoria
€ bem discutida em Draper e Smith (1998). Para o caso de um modelo de regressao
ndo linear nos pardmetros ser adotado para f(x), uma referéncia é Bates e Watts
(1988).

No contexto nao paramétrico, se quer minimizar

DN i) - f@) 2.2)

zeX j=1

em que f € uma fungio qualquer definida em X. A solug#o deste problema é dada
por ji(x) = y(z).

Em certas situagdes € razodvel supor que u seja uma fungdo nio decres-
cente de . Uma estimativa de p poderia ser obtida minimizando a soma de

quadrados (2.1) na classe das fungGes ndo decrescente f em X, ou seja, na classe
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das fungoes f tais que z; < x; implicaem f(z;) < f(z;).

Barlow et al. (1972) usam as seguintes defini¢des:

Definicdo 2.1 Seja X um conjunto de nimeros {x1,...,x}. Uma fungdo de
valor real f em X ¢ isotonica (ou ndo decrescente) se para v,y € X, x < y

implicar em f(x) < f(y).

Definicao 2.2 Sejam X como na Definicdo 2.1, g uma fun¢do em X e w uma dada
Sfungdo positiva em X. Uma funcdo isotonica g* em X é uma regressdo isotonica
de g com pesos w, se ela minimiza, na classe das funcgdes isotonicas f em X, a

soma

> o) — @) w(w). (2.3)
reX

De posse da Definicao 2.2 surgem algumas perguntas: a primeira delas é
se a regressao isotOnica existe e uma outra é, existindo, serd ela inica? A resposta
a estas perguntas € sim, e tal fato serd demonstrado em teoremas posteriores. O
problema de se encontrar a regressao isotOnica €é entdo o seguinte: encontrar uma
funcdo ndo decrescente que minimize a soma de quadrados dos erros 2.3, ou seja,
dentre todas as funcdes ndo decrescentes possiveis, busca-se uma que torna a soma
de quadrados dos erros a menor possivel.

Nas defini¢des 2.1 e 2.2, foi utilizado o conceito de ordem dos nime-
ros reais, chamada de ordem simples, sem que este termo fosse explicitamente
definido, isso ocorreu por ser esta ordem a natural que é trabalhada comumente
nos problemas de regressdo. No entanto, 0s conceitos e resultados tedricos que
sdo apresentados com a regressdo isotonica sdo bem mais gerais e requerem as

seguintes defini¢des apresentadas em Lipschutz (1972):
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Definiciao 2.3 Uma relacdo bindria “ <7 em X estabelece uma ordem simples

em X se:

1. Ela é reflexiva: x = x para todo r € X;
2. Ela é transitiva: x,y,z € X,z 2y,y S z2=>2 = 2;
3. Ela é anti-simétrica: v,y € X,z 2y, y 2 rx=>x =1y,

4. Quaisquer dois elementos sdo compardveis: r,y € X = oux =< Yy ou

y 2w

Definicdo 2.4 Uma relacdo bindria “ <X 7 em X estabelece uma ordem parcial
em X se ela satisfaz as condicdes 1, 2 e 3 da Definicdo 2.3, ou seja, se ela é

reflexiva, transitiva e anti-simétrica.

Definicao 2.5 Uma relacdo bindria “ <7 em X estabelece uma quase ordem em
X se ela satisfaz as condigcdes 1 e 2 da Definigcdo 2.3, ou seja, se ela é reflexiva e

transitiva.

Como pode ser observado, toda ordem simples é uma ordem parcial e
toda ordem parcial € uma quase ordem. Assim, se a teoria for feita sobre uma
quase ordem, ela serd mais geral do que se fosse feita sobre uma ordem simples,
pois englobara todas elas. Para elucidar as Defini¢des 2.3, 2.4 e 2.5, considere o

Exemplo 2.1:

Exemplo 2.1 Considere o conjunto X = {2,3,4} e arelagdo <: x < y se x divide
y. Observe que esta relacdo é reflexiva e transitiva, pois x divide z, e se x divide
y e y divide z entdo x divide z, para quaisquer x,y,z € X. Ela é anti-simétrica,
pois se x divide y e y divide x entdo x = y. No entanto, existem elementos ndo
compardveis, 2 ndo é compardvel com 3, pois 2 ndo divide 3 e 3 ndo divide 2.

Portanto, a relacdo < é uma ordem parcial.
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Considerando o conjunto X e a relacdo de ordem < como no Exemplo 2.1,
pode-se definir uma func¢do f de X em R, definida por f(z) = 2z, observe que
para os elementos comparaveis tem-se uma relagao de ordem mantida nas imagens
de f, por exemplo, 2 < 4 e f(2) =4 < 8 = f(4), e isso vale para quaisquer dois
elementos compardveis, ou seja, nos elementos que sdo compardveis vale uma

certa monotonicidade, o que motiva uma defini¢do mais geral de funcdo isotdnica.

Definicao 2.6 Uma funcdo de valor real f : X — R € isotonica com respeito a

uma quase-ordem =< em X se v,y € X, v = y implicar em f(z) < f(y).

Naturalmente, de posse da Defini¢do 2.6, pode-se pensar no problema da
regressdo isotonica geral sobre um conjunto quase-ordenado, e a definicdo para

esta situac@o € similar a apresentada pela Definicdo 2.2.

Definicao 2.7 Se g é uma funcdo em um conjunto quase-ordenado X e w uma
dada funcdo positiva sobre X. Uma fungdo isotonica g* sobre X é uma regressdo
isotonica de g com pesos w se ela minimiza, na classe das funcées isotonicas em

X a soma

> lg(z) — f(2)] w(x). 2.4)

zeX

Estes conceitos podem ser aplicados também para o caso onde f é uma

funcao antitonica (Defini¢do 2.8).

Defini¢do 2.8 Seja X um conjunto finito {x1, ..., x} com a ordem simples x1 <
T2 < ... = x. Uma fungdo de valor real f sobre X ¢ antitonica se para x,y €

X, x < yimplicar em f(z) > f(y).

Note que, com as mudangas naturais, todas as definicdes e consequente-

mente todos 0s teoremas para a regressdo isotonica também serdo validos para a



25

regressdo antitdnica. O termo “regressdo mondtona” foi utilizado inicialmente,
no entanto, Barlow et al. (1972) sugeriram o termo “isotdnico” que significa
“preservando a ordem” e é preferido a monotonicidade que pode ser interpretado
como “preservando a ordem” ou “ordem reversa”.

Alguns resultados algébricos serdo utilizados na demonstracdo de alguns
teoremas posteriores, um deles esta na seguinte notagdo: se a e b sdo dois niimeros

reais, a A b e a V b denotam respectivamente o menor e o maior entre eles, ou seja:

aNb = min(ab)

aVb = max(a,b)

Se f e g sdo duas fungdes sobre X, as fungdes f A ge fV g sdo definidas

por:

(fAg)(x) = fl@)nglz),zeX

(fvg)z) = flx)Vyglz),reX

A Figura 1 ilustra esta situagdo para um caso onde f e g ndo tem nenhuma
restri¢do, a Figura 2 para o caso onde f e g sdo fungdes isotdnicas. Observe que
quando as fun¢Ges ndo sdo isotdnicas, as fungdes fV g e f A g também podem ndo
ser isotdnicas (Figura 1), no entanto, no caso onde f e g sdo isotOnicas, as fungdes
fVge fAgtambém sdo (Figura 2). Este resultado sera utilizado na demonstragdo
de um teorema que implicard na existéncia da regressdo isotdonica. Este fato estd

exposto formalmente no teorema 2.1.

Teorema 2.1 Sejam f e g duas funcoes de valores reais sobre um conjunto X.
Entdo, se f e g sdo isotonicas sobre X, as fungoes (f Ng)(x) e (fV g)(x) também

serdo.
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Demonstragdo: Sejam x1,x5 € X, com x1 = 9, entdo, por hipotese (f e

g sdo isoténicas) tem-se f(x1) < f(z2) e g(x1) < g(x2). Dai,

(f Ag)(x1) = min{ f(z1),9(z1)} < f(z1) < f(22)

(f Ag)(x1) = min{ f(z1),9(x1)} < g(z1) < g(z2).

Portanto,

(f Ag)(ar) = man{f(z1),9(x1)} <min{f(x2),9(x2)} = (f A g)(22),

o que implica que f N g é isotonica. A demonstragcdo para f V g é andloga.

O Teorema 2.2 afirma que se a regressio isotdnica g* de g existe, e se ¢
estd limitada acima e abaixo por fun¢des isotOnicas, entdo g* tem os mesmos limi-
tes. Este teorema é muito parecido com o Teorema do Sanduiche ou do Confronto

utilizado no cdlculo diferencial e integral.

Teorema 2.2 Se g; e go sdo fungdes isoténicas sobre X tais que g1(z) < g(x) <
g2(x), para todo x € X, e se g* é uma regressdo isotonica de g, entdo também
g1(x) < g"(z) < g2(x) para x € X. Em particular, se “a” e “b” sdo constantes
tais que a < g(x) < bparaz € X, entdo a < g*(x) < bparax € X.
Demonstragdo: Sejam f uma funcdo isotonica qualquer e h = [V g.
Pelo teorema 2.1, h é também isoténica. Se f(x) > gi(x) para um particular

x € X, entdo h(zx) = f(x) de modo que g(z) — f(z) = g(x) — h(x). Se
f(z) < gi(x) entdo 0 < g(x) — h(z) = g(x) — gi(x) < g(x) — f(x). Assim,
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para todo x € X,

Entdo,

zeX zeX
com a desigualdade estrita se f(x) < ¢i1(z) para algum © € X. De modo

andlogo, pode-se definir | = f N\ go e concluir que [(x) < go(x) (Figura 3):

> l9(@) = U@ w(z) < Y [9(2) — fl@)]*w(z),

zeX rzeX

ou seja, existem fungdes isotonicas h(x) e l(x) com h(z) > g1(x) e uma l(x) <

g2(x) que reduzem a soma de quadrados

> lo(@) = f@)Pw(x).

zeX

Portanto, como g* minimiza a soma de quadrados, g* satisfaz g*(x) > gi(x) e

g*(x) < go(x) para todo x € X.

I !

h=fvg I=fnrg

Figura 3 Representagdo das fungdes h e [ para a demonstragdo do Teorema 2.2
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Os resultados demonstrados até aqui utilizaram-se do fato de uma possivel
existéncia da regressdo isotdnica ¢g*, o Teorema 2.3 afirmard que uma regressao

isotOnica g* existe, embora ndo deixara claro ainda como encontra-la.

Teorema 2.3 Uma regressdo isotonica de g como na Definicdo 2.7 existe.
Demonstragdo: Sejam “a” e “D” os limites de g, ou seja, a < g(x) < b
parax € X. Da prova do Teorema 2.2 segue que, se f é qualquer fungdo isotonica

sobre X, existe uma fungdo isotonica h compreendida entre “a’ e “b” tais que:

Y lo(@) = h(@)Pw(z) < Y [9(@) = f(2)] w(z).

zeX rzeX

Assim, € suficiente mostrar que existe funcdo isotonica minimizando a soma:

Sx = 3 lg(a) — f(@)Pw(z)
zeX
sujeito a restricdo a < f(x) < bparatodo x € X.
Seja k o niimero de elementos do conjunto X, em R* defina o subconjunto
B ={(y1,y2,.- - y) | a<y; <b ey <ya<...<yr}, B éum subconjunto
fechado e limitado de R*. A soma Sx pode ser considerada como uma funcdo
continua de k argumentos reais f(x), ou seja, Sx é uma func¢do definida de R

em R da forma:

Sx(yr, k) = Y lg(x) — f(@)Pw(z)

em que f(x;) = y;. Esta fungcdo tem um minimo em B, pois o conjunto B é
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limitado e fechado (LIMA, 1981). Um ponto de minimo (yi, ... ,y;) define uma

regressdo isotonica g*(x;) =y
|

Os préximos teoremas que serdo enunciados e demonstrados servirao,
dentre outras coisas, para demonstrar a unicidade da regressao isotonica. Além
disso, o Teorema 2.4 mostrard uma relacio entre as funcdes isotdnicas e as fungdes
convexas, essa relacdo serd discutida com mais detalhes na préxima se¢do, onde

serd abordado o aspecto geométrico da regressao isotdnica.

Teorema 2.4 Se f1 e fo sdo fungdes isotonicas sobre X e o é um niimero real tal
que 0 < o < 1, entdo af; + (1 — «) fa € isotonica.

Demonstragdo: Sejam x; X x; elementos em X, entdo, por hipdtese:

fi(z) < filey) = afi(z) < afi(xy)
fo(zi) < folzy) = (1—a)fa(z:) < (1 - a)falz)).

Somando as desigualdades acima, tem-se:

afi(zi) + (1 — a)f2(xi) afi(z;) + (1 —a)fo(x))
= (afi+ (1 —a)fe)(zi) < (afi +(1—a)f2)(z;).

IN

Portanto, af1 + (1 — ) fo € uma fungdo isotonica sobre X.

Teorema 2.5 Uma regressdo isotonica g* de g com pesos w sobre X munido de
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uma quase ordem = satisfaz:

> o) — g @) g™ () — f@)]w(z) >0 (2.5)
zeX
para toda fungdo isotonica f em X.
Demonstragao: De acordo com o Teorema 2.4, se o é um ntimero real tal
que 0 < a < 1, entdo

(1—a)g"+af

é também isotonica. Entdo, a expressdo

2
S= {9(z) = [(1 - a)g* (@) + af ()]} w(=)
zeX
assume seu minimo em « = 0, o valor de o para o qual (1 — «a)g* + af = g*. Por
outro lado, esta soma é uma funcdo quadrdtica de oo com algumas caracteristicas
a serem observadas. Primeiro, é que tal funcdo estd definida somente no intervalo

[0,1], segundo, tal fungdo é o grdfico de uma pardbola concava para cima se
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f # g%, como pode ser observado no desenvolvimento da expressdo abaixo:

S = S(a)
= Z)j{{g (1 = a)g* (@) + af ()]} w(z)
= i{g — ag*(z) + af(x)]} w(z)
= mi:({g )+ ag*(x) — af (@)} w(z)
= 2 {alg*(z) = f(@)] + [9(x) — ¢" ()]} w(=)
= %{ {o®[g" () = f(@))* +2alg" () — f(@)][g(x) — g (x)]

+ lg(z) — g" (@) }w(z)
= a®) [g"(@) — f(@)w(z) +2a Y [g"(2) — f(@)]lg(2) — g" (x)]w(x)

zeX rzeX

+ ) lg(x) - g (@)Pw(@).

rzeX

Podem ocorrer apenas duas situagdes com relagdo a derivada de S no

ponto a« = 0 : como o = 0 é o minimo de S para 0 < a < 1, ou% =0,

significando que o = 0 é um minimo global ou o« = 0 é um minimo restrito aos

valores de o em [0,1] e neste caso % > 0 (Figura 4). Entdo, de modo geral

pode-se concluir que:
s

— > 0.
do|,—o —
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Figura 4 Representagéo da fungdo S = S(«)

Mas,
dS * 2 * *
= S el @) - f@)F + 200 — g @] 6" (@) ~ £ bula)
zeX
= 23 {aly'@ - f@F + @) - 8" @)][g" (@) ~ f(@)] fu(@)
rzeX

Agora, em oo = 0 tem-se:

% - 2> [g(z) — g" ()] [g"(x) — f(2)]w(z) >0
a= r€X
Portanto,
> lg@) — g (2)] g7 () — f(@)]w(z) >0
rzeX

Teorema 2.6 Uma regressdo isotonica g* de g com pesos w em relacdo a uma



quase ordem =, satisfaz:

zeX
para toda fungdo f isotoénica sobre X.
Demonstracdo: Note que:
l9(x) = f@)Pw(@) = [g(z) - g"(x) + g"(2) = f(2)]* w()

> lo(@) = f@)P w(z) > Y [g(z) - g (@) w(@)

zeX zeX

+ ) 19" (@) = f(@)Pw(e)

34

(2.6)
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Consequentemente,

zeX

para toda fungdo isotonica f sobre X, entdo u é uma regressdo isotonica de g

com pesos w.

Demonstracdo: Note que:

lg(z) = f@)Pw(@) = [g(z) —ul@) + u(z) = f(2)]* w(z)

Y lg@) — f@)Pw(z) = ) [9(e) —u(@)Pwlz) + Y [u(z) - f(@)]* wz)

zeX rzeX rzeX

+ 2 [g(2) —ul@)] [u(z) - f(@)]w(@).

rzeX
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Mas, por hiptese,
> lo(@) = u@)] [u(z) = f(2)] w(z) > 0,
assim, tem-se que:
Y l9(@) = f@)w(z) = Y [9(2) = u(@)] wz) + ) [ulz) — f(@)]* w(z)

zeX rzeX rzeX

para toda f isoténica, e como
> lu@) - f@)*w(z) >0,

vale que

> lg(@) — fl@)Pw(@) > Y lg(e) — ul@)) w(z)

zeX reX

para toda f isoténica. Logo, u minimiza a soma
2
> (@) = f(@)) w(x)
reX
na classe das fungdes f isotonicas, ou seja, u € uma regressdo isotonica de g.
|

De posse destes resultados, serd demonstrado no Teorema 2.8 que a re-

gressdo isotonica € Unica.

Teorema 2.8 A regressdo isotonica de uma funcdo g com pesos w com respeito a
uma quase ordem = sobre um conjunto finito X ¢é tinica.
Demonstracdo: Suponha que para uma dada func¢do g existam duas re-

gressoes isotonicas g] e g5 associadas a mesma. Entdo ambas devem satisfazer a



Equacdo 2.5, ou seja,

> l9(@) — gi(@)] g5 () — f(@)]w(z) > 0
rzeX
> lg(@) = g3(2)] [g5(x) — f(@)]w(z) > 0
reX

37

Estas desigualdades sdo verdadeiras para qualquer funcdo isoténica f sobre X,

em particular para as fungées gi e g5. Dessa maneira, substituindo f por g5 na

primeira desigualdade e f por g} na segunda, tem-se:

Z l9(x) — g1 (2)] (g7 (x) — g5(z)]w(x) > 0O
rxeX
> o) — g3 (@) [g5(x) — gf (@) w(z) > 0
rxeX

Somando-se ambos os membros destas desigualdades:

> Alg(@) = g1 (@)]lg7 (z) — g3(2)] + [9(x) — g5(2)][g5 (2)

reX
—gi (@)]}w(x) > 0
= > {lg(@) — g1 (@)][gi () — g5(z)] — [9(x) — g5(z)][g7

zeX

—g5(x)][jw(z) =0

Y

= > {lgi (@) — g3 (@)][g(x) — g (=) — g(x) + g5 (@) }w(z) > 0

reX
= - ;{ 97 (x) — g5 ()" w(x) >0
= EZX g% (z) — g5 (2)Pw(z) <0
= ;{ 97 (x) — g5(x)*w(x) =0

= gi(x) = ¢5(z), Vo e X.
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Os Teoremas 2.3 e 2.8 afirmam que a regressdo isotdnica existe e € Unica,
no entanto, eles ndo mostram como encontrar a mesma. Isso serd feito na se¢éo
que trata dos algoritmos utilizados para o computo da regressao isotdnica. Alguns
teoremas e resultados da regressdo isotOnica estdo diretamente ligados com o as-
pecto geométrico do espago das funcdes isotOnicas, que serd discutido na préxima

secao.

2.1.4 Aspectos geométricos da regressao isotonica

Uma funcdo f : X — R, em que X é um conjunto finito com k elementos,
pode ser interpretada como um ponto no Espaco Euclidiano & - dimensional R* =
{(y1,---,yk),yi € R}. Por exemplo, se X = {23}, e f : X — R tal que

f(x) = 22, entdo, f pode ser identificada ao vetor

Isto é, o conjunto de todas as fungdes f : X — R, A= {f: X = {z1,22} — R},
pode ser identificado com o espaco R? (Figura 5). De modo semelhante, para

X = {x1,z2,73} (Figura 6).
X \

S

v

J ()

Figura 5 Identificagdo do conjunto A = {f : X = {z1,22} — R} e o R?
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Figura 6 Identificagdo do conjunto A = {f : X = {z1,22,273} = R} e o R?

O conjunto das fungdes f : X — R com alguma restricdo, pode ndo ser
necessariamente todo o espaco R¥, mas um subconjunto do mesmo. No caso das
fungdes isotonicas, o Espaco das funcées isotonicas nio serd todo o R¥, mas um
subconjunto com propriedades interessantes.

Para explicitar este subconjunto, considere uma fungdo f isotOnica de
X = {x1,x2} em R, ou seja, para x; =< xo tem-se f(z1) < f(x2), assim, o
espago das isotonicas € o conjunto Y = {(f(z1),f(z2)) € R?: f(z1) < f(x2)}
que ¢ a parte hachurada na Figura 7. Dada uma funcéo g ndo isotOnica, a regressao
isotdnica g* é um ponto no conjunto Y o mais proximo possivel do ponto g. Neste
caso, g* € a projecdo ortogonal de g em Y.

O espago das funcdes isotdnicas esta relacionado aos conjuntos convexos.

As Defini¢des 2.9 e 2.10 serdo necessdrias para a compreensao desta relacdo.

Definicdo 2.9 Um conjunto C é convexo em R¥ se para quaisquer par de pontos

p1 ep2 em C, e a € [0,1], a combinagdo linear convexa apy + (1 — a)ps € C.

O Teorema 2.4 mostra que o espaco das fungdes isotonicas € um conjunto

convexo. De fato, este conjunto convexo é ainda mais especifico.

Definicao 2.10 Um conjunto C' é um cone se Vp € C e 0 < a € R, tem-se ap €
C.
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h=»

Figura 7 Espaco das isotonicas para f : {z1,22} — R

Teorema 2.9 Se f ¢ isotonica e c é uma constante ndo negativa, entdo cf é
isotonica.
Demonstracdo: Dados dois elementos do dominio de f, x1 e x2 tais que

x1 X X9, entdo:

f(x1) < f(z2) = cf(x1) < cf(x2) = (cf)(z1) < (cf)(22).

Portanto, cf é uma funcdo isotonica.

Desta maneira, estd provado que o espaco das fungdes isotOnicas ¢ um
Cone Convexo. Agora, serd demonstrado que a regressdo isotonica de g € na

verdade a projecdo ortogonal de g neste cone convexo. Este é o contetido do
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Teorema 2.10.

Antes de enunciar o Teorema 2.10 convém explicitar o uso de alguns
conceitos e notagdes. Se w = (wy,ws,...,w) ¢ um vetor cujos componentes
sd0 ndmeros reais, com w; > 0, entdo, pode-se definir um novo produto interno

k
em R*, da forma: (Z.9), = Zl x;y;w;. Com este novo produto interno tem-se
todos os conceitos geométricoéqlsuais, tais como: proje¢do ortogonal, norma, etc..

Exemplo 2.2 Considere os vetores em R3: & = (0,1,2), 7 = (4,—12) ew =

(1,4,1), entdo Z e §f sdo ortogonais com relagdo ao produto interno (-, ), , pois:

(@) =0x4x1+1x(=1)x44+2x2x1=0-4+4=0

Hwa:\/@Z\/02><1+12x4+22x1:\/§7
em que ||Z||,, denota a norma do vetor & com relagdo aos pesos w.

Este € o produto interno que o espaco das fun¢des isotonicas com peso w

estard munido, e serd utilizada a seguinte notacdo:
(f.9)w =D f(@)g(@)w().
rzeX

Teorema 2.10 Uma funcdo isotonica u sobre X é a regressdo isotonica de g com

peso w se e somente se

(g—uu), = [g(z) — u@)] u(z)w(x) =0 (2.7)
reX
(g—uf)y =Y l9(@) —u(@)] f(x)w(z) <0, 2.8)

zeX
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para todo x € X e qualquer f isotonica em X.

Demonstracdo: Suponha que u satisfaz 2.7 e 2.8 acima, entdo,

2. lg(x) —u(@)|[u(z) = f(z)]w(z)

reX
= > o) —u(@)]u(@)w(z) = Y [9(z) - u(@)]f(z)w(z) > 0,
reX reX

=0 (Equagdo 2.7) <0 (Desigualdade 2.8 )

ou seja, u satisfaz o Teorema 2.7, e portanto u é a regressdo isotonica de g.
Agora, suponha que u é a regressdo isotonica de g, ou seja, u = g*. Considere
¢ um niimero real qualquer, entdo, a fungdo f(x) = cg* é isotonica e satisfaz a

Desigualdade 2.5, ou seja,

> lo@) = g @)y (@) = cg* (@) w(z) = 0
zeX
= [9(x) - g*(@)]g* @) [1 = w(z) > 0
zeX
=[1-d) [9(z) - g" @) g (@)w(z) > 0

zeX

Para ¢ > 1, tem-se

e para c < 1, tem-se

logo:
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Portanto, g* satisfaz 2.7. Agora, falta provar que g* também satisfaz 2.8. Nova-

mente, por hipdtese, g* satisfaz 2.5:

> l9(x) = g"(@)]lg" (z) — f(@)]w(z) = 0

zeX
= lo(@) = g (@)]g* (@)w(z) - ZX l9(z) — 9" (@)]f(z)w(z) = 0
zeX ze

=0 (Eq;ggdo 2.7)
= ;{ l9(z) — 9" (@)]f (z)w(z) <0,

para toda f isoténica sobre X, ou seja, g* satisfaz 2.8.

Os resultados apresentados até aqui sugerem importantes aspectos geomé-
tricos da regressdo isotdnica. Primeiro, o que estd expresso na Equacdo 2.7 é que
o produto interno (g — ¢g*,g),, = 0, ou seja, geometricamente g* é a projecdo
ortogonal de g com pesos w no cone das isotdnicas. A Desigualdade 2.8 implica
que o produto interno (g — g*,f). < 0, onde f é uma func@o isotdnica (Figura 8).
O Teorema 2.7 indica que (g — ¢g*,g* — f)w > 0, que estd ilustrado na Figura 9.

O préximo resultado mostra uma propriedade interessante da regressdo
isotonica, tal fato serd demonstrando usando os resultados do Teorema 2.10. Mas
antes, note que toda fung@o constante f(z) = c é isotdnica, em particular, f(x) =
le f(x) = —1. Estas fungdes estdo relacionadas aos vetores de constantes em
RF, T = (1,....1)e 1= (—1,...,—1). A Figura 10 ilustra esta situa¢do para o

caso onde X = {x1,x2}.

Teorema 2.11 A regressdo isotonica g* de g satisfaz a seguinte igualdade:

(1) =(g0) isoé Y gpue) =Y g@u@ @9

zeX reX



Figura 8 Representacdo da Desigualdade 2.8

Figura 9 Representagdo do Teorema 2.7

44
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Y
N
y N=0
e
N \g
1 ! ,
g 1
. O
Figura 10 Representagdo das fungdes isotdnicas constantes f(z) = le f(z) = —1

Demonstracdo: A regressdo isotonica satisfaz a Desigualdade 2.8 para

toda f isotonica, ou seja,

D lo(@) = g (@) fl@)w(z) <0,

zeX

qualquer que seja f isotonica. Dessa maneira, tomando as funcoes constantes

f(x) =1e f(z) = —1 tem-se os seguintes resultados:

> lglx) — g (@) w(z) <0

Z lg(x) — g"(x)] w(z) > 0.

zeX
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Portanto,
> lg(z) —g* (@) w(z) = 0
rzeX
=Y gl@)w(@) - Y g @w) = 0
zeX reX
= Y g = 3 @)
rzeX reX

Uma generalizacdo das Equagdes 2.7 e 2.9 serd apresentada agora como
uma propriedade adicional da regressdo isotdnica. Uma definicio e um lema

preparam o método para a prova desta generalizagao.

Definicao 2.11 Sejam X munido da quase ordem <, Z # ¢ um subconjunto de
Xeg:Z — R.Amédia de g sobre Z com pesos w é definida por:

2. g(@)w(z)

Av, (Z) = % (2.10)

z€Z

O Lema 2.1 afirma que nos pontos onde a regressao isotdnica € constante,

essa constante serd a média ponderada de g nos pontos deste conjunto.

Lema 2.1 Seja c um niimero real, se o subconjunto [¢* = ] = {z € X, g*(x) =
c} € ndo vazio, entdo

¢ = Avy (lg° = d])



Demonstracdo:

> [9(2) = 9" (@)Pw(z) =

zeX

= ¥ l9@) —g"(@)w@) + X lg@) - g (@) w()

lg*#c]

lg*=c]

= ¥ l9(@) — g @)Pw(@) + ¥ [9(z) — Pw().

lg*#c]

Agora, considere a fungdo

lg*=c]

Sty = lg() — P w(z),

lg*=c]

S(t) é uma fungdo quadrdtica em t,

ds
dt

0
-2 ) [g(z) — tlw(z) =0
lg*=d]
Z g(z)w(x) —t Z w(z) =0
lg*=C] lg*=C]
>0 g(x)w(x)
¢ lor=d
[ 2 ]w(x)

t=Avg(lg" = dl),
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ou seja, S alcanca seu minimo em t = Av * = c|), assim, se c ndo fosse igual
g

a Avg ([g* = ¢]), uma fungdo isotonica §* poderia ser encontrada coincidindo

com g* no conjunto [g* # c| e ligeiramente diferente de g* em [g* = c| tendo uma

soma de quadrados ponderada menor. Por exemplo, para ¢ > Avg([g* = ¢]),
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suponha:

iy { 9@ e wely £

k para x € g =c] com Avglg* =c] <k <ec

Entdo,

> lo(@) — KPw(x)

l[g*=C]

é menor do que (Figura 11):

S lg(a) - Pula),

lg*=(]

o que contradiz o fato de g* ser a regressdo isotonica de g. Raciocinio andlogo

vale para o caso onde ¢ < Avy([g* = cl). Portanto,
¢ = Avg([g" = ¢]).

S=50)

1
1
|
|
|
|
|
|
1
Av [g =c] k ¢

Figura 11 Representacdo da fung¢do S = S(t)
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O Teorema 2.12 é uma generalizacdo da Equagdo 2.7.

Teorema 2.12 Para ¥V : R — R qualquer,

> o) = g" (@) ¥ (g (@) w(z) = 0 2.11)
zeX
Demonstracao: Considere que todos os valores que a regressdo isoténica
g* assume estdo no conjunto C = {c1,ca,...,cr} com ¢; # cj, Yi # j, isto é,

g*(X) = C. Entao,

=T 5 o) - el eun) ¢ T o) o Herule)
+...+ [g*g%] [g(x) — i) U(cx)w(z)
= ¥(e) T ) —elul) +9e) T o) vl
+oooF W) [g*g%] [g(x) — cx] w(x)
-5 {wcz-) T ) el w<x>}.

Mas, para cada c¢;, pelo Lema 2.1, tem-se sobre o conjunto [g* = ¢;]:

Y l9@) —clw@) = Y gl@w(z)—a Y wlx)

lg*=ci] lg*=ci] lg*=ci]
[ z _]g(ﬂf)w(w)
- [gg]gm)w(w— 5 ) [g;i]wm
= Y g@w) - Y gla)w()
lg*=ci] lg*=ci]

= 0.
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Portanto,

k
S U) Y lg) - edwla) p = S {¥(e) x 0} =0.
=1

=1 [g* :Ci]

O Teorema 2.12 afirma que (g — ¢*,¥(g*)), = 0, isto significa que g — g*

€ ortogonal a qualquer funcdo real ¥ composta com g*.

2.1.5 Analise convexa

Existe uma relacio entre determinadas fun¢des convexas e os Estimadores
de Maxima Verossimilhanca para algumas distribuicdes importantes. Antes de
expor o principal teorema que relaciona estes fatos, convém explicitar o uso de
algumas notacdes. A seguinte definicdo de fungdo convexa adotada por Lima

(1976) sera utilizada:

Definicao 2.12 Uma fungdo ® : I — R, definida em um intervalo, chama-se
convexa quando a,z,b € I e a < x < b, o ponto (z,®(x)) do grdfico de
estd situado abaixo da secante (segmento de reta) que liga os pontos (a,P(a)) e

(b,®(b)) (Figura 12 ).

Observe que, com esta definicdo, ¢ nio é necessariamente continua. Seja
® uma funcdo convexa definida da seguinte forma: ® € finita para os pontos do
intervalo [ e infinita para pontos ndo pertencentes a . Considere ¢ uma determina-
¢do arbitraria de suas derivadas, e caso ¢ néo seja derivavel em determinado ponto,
 denotard qualquer nimero entre as derivadas direita e esquerda deste ponto, com

¢ definida e finita sobre I. Entdo ¢ € ndo decrescente (pois ® é convexa). Para
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o
_——— - —e O

S

Oa)o- =

_—— e ———
—_——_—— e ——— —

?)::::_:"‘

Figura 12 Representacdo de uma fungdo convexa ®

nameros u € v, defina:

Ap(uw) = @(u) = (v) — (u—v)p(v)
seuev € I,
Agp(uw) = o0 (2.12)

seuev ¢ I.

O gréfico da Figura 13 ilustra o exposto na Equagdo 2.12. Observe que
Ag € ndo negativo, e pode ser interpretado como o excesso do ponto pertencente
ao gréifico de ® entre u e v sobre o ponto pertencente a reta tangente ao grafico
em v. O fato de Ag ser ndo negativo decorre do pressuposto que ¢ é uma funcio

convexa, e desta maneira:

D) > B(v) + (u - v)p(v) (2.13)
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para u,v € I, com a desigualdade estrita se © # v e se ® € estritamente con-
vexa. Em outras palavras, como ® é convexa, o grifico de ® estard acima da reta

tangente. Claramente, a adi¢do de uma fun¢@o linear em ® ndo afeta Ag.

|
|
|
|
|
:
T(x)= D)+ (x —v)D'() |
|
|
|
|
|

Ap(u,v)=®u)—T(u)
=0@)- W) - (u -v)P'(v)

|
Figura 13 Representacdo da Equacdo 2.12

Da defini¢ao 2.12, tem-se os seguintes resultados:

Ap(rs) = B(r) = ®(s) = (r—s)p(s)

Ap(sit) = D(s) = @(t) = (s = t)e(t).
Somando-se ambos os membros das igualdades acima, obtém-se:
Ag(rs) + Aa(st) = &(r) = B(t) — (r — s)p(s) — (s = )p(1).
Mas,

Ag(rit) = 0(r) = &(t) = (r —t)p(t) = (r) — (t) = Aa(rt) + (r — t)(t).
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Substituindo este resultado na igualdade anterior:

) (rt) + (r = )p(t) = (r = s)p(s) = (s = 1)p(t)
(s,t) (rt) + [r =t = s+ tJo(t) — (r = s)(s)
= Do (rs) +Aa(st) = Aa(rt) = (r—s)lps) — o(t)]
(rt) = Aa(rs) +Aalsit) + (r—s)[e(s) — ()], (2.14)

= Aq;. Tt

A Figura 14 ilustra geometricamente a Equagado 2.14.

-

T
1
1
1
1

s

I I

(r —5)p(s)

Ag(s.f) A1)

B _._@

r—9)[-e®)]

/

Figura 14 Representac¢do da Equacdo 2.14

Estimag@o por Méxima Verossimilhanca € maximizar a func¢do de veros-

similhanga ou a log-verossimilhanca com relagdo aos parametros, encontrando
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assim o Estimador de Méaxima Verossimilhanga. Este processo também pode ser
feito minimizando o negativo da log-verossimilhanga e o problema passa a ser de
minimizacdo. No caso de restricdes de ordem no espago paramétrico, existe uma

relacdo entre este processo de estimagao e o de encontrar o minimo da expressao

Y Aslf(z).g(x)w(@).
zeX
A ligacdo destas teorias estd apresentada no Teorema 2.13.

Teorema 2.13 Se f ¢ isotonica em X e a imagem de f estd contida em I ¢ ® é

convexa, entdo:

> Aalgla).f@)w(x) = Y Algle).g"(@)]w(z) + Y Alg*(@).f(2)]w(z).

zeX zeX zeX

(2.15)
Consequentemente, g* minimiza
> Aslg(x), f())w(z) (2.16)
zeX
e maximiza
> {@(f(@) + [9(x) — f(@)e(f ()} w(a). (2.17)

reX
na classe das fungées isotonicas f com imagem em I. A funcdo que minimiza (ou
maximiza) € vnica se P é estritamente convexa.

Demonstragcdo: Usando 2.14 com r = g(z), t = f(x) e s = g*(x),
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tem-se:

Ag(rt) = Aa(r,s) + Ao (s,t) + (r — s)[p(s) — ¢(t)]
= Aolg(z),f(2)] = Aolg(2),97(2)] + Aalg™(2),f(2)]
+g(z) — g*(@){p(g"(2)) — p(f(2))}

= mEZX Aglg(z),f(2)]w(z) = IGZX Ao lg(z),q" (2)]w(z)

+ 2 Aslg™(@),f(0)]w(z) + 2 [9(2) — 9" (@)[{w(g"(2)) —o(f (2)) }w(z).

zeX reX

Agora,
l9(z) = g™ (x){(g™(x)) — o(f(2))}
= l9(z) — g (@)le(g™(2)) — [9(x) — g"(x)]e(f(2)),
e dado que o € ndo decrescente (P é uma fungcdo convexa), (f(x)) é isotonica se

f também for. Logo, aplicando a Desigualdade 2.8, e a Equagcdo 2.11, obtém-se:

2. 19(@) = g7 (@){p (g™ (z)) — o(f(2))jw(z) =

zeX
= lg(x) = g*(@)e(g* (@)w(@) = D [g(z) — g"(@)]e(f () w(x) > 0
zeX zeX
=0 (EqL:argdn 2.11) <0 (Desig::aldade 2.8)

Portanto, a igualdade

2, Aalg(a) f(@)lw(z) = > Aslg(x),g"(x)]w(z)

zeX zeX

+ 3 sy (@), f(@)]w(z) + Y l9(x) = 9" (@)[{e(g" (@) —o(f (2)) ()

zeX rzeX

>0
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implica em

Y Aslg(@).f(@)w(@) = Y Alg(e).g* (@)]w(z) + Y Alg*(2),f(@)]w().

zeX rzeX reX

Dessa maneira g* minimiza Yy, Aglg(x),f(z)]w(z), isto é, maximiza
zeX

=3 Aslg(@).f(@)w(@).

zeX

Como em 2.12:

portanto g* maximiza

=Y ®(g(@)) + Y {2(f(2)) + [9(z) — f(@)le(f(2))},

zeX reX

como o termo

- ®(y(x))

zeX

ndo depende de f, g* maximiza

Y {2(f (@) + [9(@) = f@)e(f(@))},

zeX

na classe das fungoes isotonicas f com imagem em 1I.
Agora, se O é estritamente convexa, a conclusdo da unicidade decorre do

fato de que o termo do lado direito de 2.15 é estritamente positivo a menos que

=g
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Corolario 2.1 Sejam V1,V ... W, funcédes de valores reais arbitrdrias e hy,

ho, ..., hm fungdes isotonicas sobre X. Entdo g* minimiza:

> Aalgla).f(a)w(z)

rzeX

na classe das fungées isotonicas f com imagem em I satisfazendo qualquer uma

ou todas das seguintes condicoes:

> f@hi@w(z) = > gla)hi(@)w(x), j=12,...m,

zeX zeX

Demonstragdo: Pelo Teorema 2.12, é imediato que:

zeX

= > g(@)hj(@)w(z) = 32 g(x) hj(z)w(x) <0
zeX reX

= > 9(@) hj(@)w(x) > 3 g(@)h;(x)w(z)
zeX zeX

Os resultados dessa secdo serdo utilizados a seguir no processo de Es-
timagdo por Maxima Verossimilhanga de pardmetros ordenados de familias de

distribuicdes binomiais, geométricas, poisson e gama.
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2.1.5.1 Estimacao por maxima verossimilhanca para uma familia de distri-

buicdes binomiais com parametros ordenados

Existem diversas situacdes onde a varidvel resposta € modelada por uma
distribuicao binomial, dentre elas, pode-se destacar problemas ligados a bioen-
saios, como por exemplo, experimentos com inseticidas. Considere x o valor
da dose de um determinado inseticida variando em um conjunto de doses X =
{z1,29,...;2p}emque 1 < 22 < ... < Zp.

Suponha que, apds a aplicacdo de uma dose x, a probabilidade de uma
resposta (por exemplo, morte do inseto) seja p(z). O ensaio pode ser modelado da
seguinte forma: considere que para cada x € X, m(x) insetos sejam expostos
a dose x, com a(x) mortes ocorrendo, e b(z) = m(x) — a(x) o nimero de
sobreviventes. Dessa maneira, a verossimilhanga para uma amostra aleatdria para

todas as doses em X é dada por:

Lo [] p(a) 1 — p(a)"™).

zeX

Considerando
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Assim, a log-verossimilhanca é dada por

| o« logL
< 3 loe {Ip(@)" 1 - pla) )}
x ZX{ #)log p(x) + b() log[1 — p(x)]}
x xezx{y #)logp(x) + [1 - §(x)]m(x) log[1 — p(x)]}
x %{{y logp(x) + [1 = 5(x)] log[1 — p(2)]} m(2),

E conhecido que na auséncia de restri¢des o estimador de maxima ve-
rossimilhanga para p(z) é y(z) (MOOD; GRAYBILL; BOES, 1974). E natural
esperar que a medida que a dose aumenta, a probabilidade de resposta (morte do
inseto) p(x) também aumente, ou seja, é natural esperar que p(x) seja uma fungao
crescente de x. Entretanto, como a resposta de um inseto para cada dose é uma
varidvel aleatéria Bernoulli (1 - morte, 0 - sobrevivéncia) com parimetro p(x),
pode acontecer que mesmo com o aumento da dose, ocorra uma diminui¢do na
resposta, ou seja, o nimero de mortos na dose x;+1 seja menor do que o nimero
de mortos na dose z;. Isso ndo € raro e nem mesmo algo dificil de conceber dada
a aleatoriedade do processo se m(x) é pequeno.

Quando m(z) é grande para cada z, a razdo y(x) é geralmente crescente
em funcdo de z, como realmente era de se esperar. Mas, se por algum motivo
as médias amostrais y(z) estdo na ordem errada, seria interessante utilizar, no
processo de estimacdo, a informacdo da restricdo pertinente ao problema, maxi-
mizando a verossimilhanga em um espago restrito definido por p(z1) < p(x2) <

< pxy).

Maximizar [ é equivalente a minimizar —/, ou seja, minimizar a expressao
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> {—i(@)logp(x) — [1 - g(w)]log[L — p(x)]} m(w). (2.18)
reX

Assim, a solu¢do do problema da estima¢do por mdxima verossimilhanga restrita
de p(x) é obter a fungdo que minimiza 2.18 na classe das fungdes isotonicas sobre
X.

Para se colocar a expressdo 2.18 no contexto do Teorema 2.13, considere

a fungdo estritamente convexa (Figura 15):

O(u) = wlogu+ (1 —u)log(l—u), 0<u<l
(0) = 0, (2.19)
o(1) = 0,

e usando a notagdo dada pela Equagdo 2.12, a determinacgao arbitrdria da derivada

de ®:

ou) = logu—1log(l—wu), 0<u<l
p(0) = —oo, (2.20)

o(l) = oo.
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Q@)=ulogu+(A-u)log(1-u)

08

04

02 0o 02 04 08 08 12y

04

Figura 15 Representagéo da fungdo ®(u)
Deste modo, de 2.12,2.19 ¢ 2.20, para 0 < u < 1:

Asly(z)p(x)] = 2(y(z)) — 2(p(x)) — [H(z) — p(z)]e(p(z))

= y(z)logy(z) + [1 — y(z)]log[l — y(z)] — p(z) log p(x)

—[1 = p(z)]log[1 — p(z)] — [y(z) — p(z)][log p(z) — log[1 — p(z)]]
= y(z)logy(z) + [1 — y(z)]log[1 — y(z)] — p(z) log p(z)
—log[1 — p(x)] + p(z) log[1 — p(x)] — y(x)log p(z) + y(z) log[1 — p(x)]
+p(x)logp(x) — p(z)log[l — p(z)]
= y(z)logg(z) + [1 — y(z)]log[l — y(x)] — y(z) log p(z)
—[1 —y(x)]log[l — p()].

Portanto,

> Asly(z).p(z)]m(z) =

zeX

= 2, {y()logy(x) + [ — y(x)]log[l — y(x)] — y(x)log p(x)

zeX

—[1 = g(x)]log[l — p(x)]}m(x)
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e como
y(x)logy(z) + [1 — y(z)]log[l — y(x)]
¢ constante, isto é, ndo depende de p(x), minimizar
> Aslg(z)p(@)m(z)
reX
em p(x), é equivalente a minimizar
> {—u(x)logp(z) — [1 — g(x)]log[1 — p(z)]}m(z),
zeX

que ¢€ a -log-verossimilhanga 2.18. Dessa maneira, o Estimador de Maxima Veros-

similhanga restrito € a funcdo isotdnica que minimiza

S Asfg().pla)mia)

reX
na classe das funcdes isotdnicas p sobre X, e pelo Teorema 2.13 esta funcgdo é
a regressdo isotonica ¢*(z) da fungdo y(x) com pesos m(z). Observe que, para
esta conclusdo, foi fundamental o uso da andlise convexa. Além disso, todos estes

resultados sdo vélidos para uma quase ordem em X.

2.1.5.2 Estimacio por maxima verossimilhanca para uma familia de distri-

buicdes geométricas com parametros ordenados

Considere as varidveis aleatérias Y;, ¢ = 1,2,...,n com densidade geo-

métrica, ou seja,

fyv, (yispi) = pig?"  para y; =0,1,2,...
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onde p; + ¢; = 1, com 0 < p; < 1. Dadas as observacdes independentes
Y1,Y2, - - - yYn, & verossimilhanga para tal amostra é:
n
L=L(p1.p2, - Pn Y142, - ) = | [ id?"- 2.21)
i=1

A esperanca de Y; é dada por p; = u(i) = Z—j (MOOD; GRAYBILL; BOES,

1974). Desta maneira,

% 1
pi=—=q=pipi = ¢ =1 — @) = ¢+ qpi = pi = ¢ = ——
pi L+ i
(]
M 1
=10 =p =1 = p; = .
Di qi Di 1"‘/% Di 1"‘/%

Dai, fazendo uma mudanca de pardmetros em 2.21,

~
Il
=

piq}

() (25|

(2

N
I
—

Il
=

Il

@
Il
—

[ ) 7 ()™

(1+ Mi)*(leri)H%/i'

I

S
I
—

Considere o problema de estimacdo por mdxima verossimilhanga restrita:

n
Maximizar {H (1+ M)—(Hyi)ﬂﬁu}

H:(,Ul,...,#n) i=1

sujeito a restrigdo p; < pj, ¢ < j. Maximizar a verossimilhanca € equivalente a
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minimizar a -log-verossimilhanca, ou seja, o problema em questao é equivalente

a:

Minimizar Z [—yilog pi + (1 + yi) log(1 + p;)]
p= (1) |

sujeito a restricdo p; < pj quando 7 < j. Agora, considerando a fungdo estrita-

mente convexa (Figura 16):
O(u) =ulogu — (1 +u)log(l+u), wu>0,

tem-se,

o(u) =logu —log(l +u), u>0.

Ow)=ulogu — (1+u)log(l+u)

(S8

Figura 16 Representagio da fungido ®(u)
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Portanto, por 2.12:

Agyispi] = D(yi) — D(pi) — (yi — pa)op(pa)

= y;logy; — (1 + ;) log(1 + yi) — pilog pi + (1 4 ;) log(1 + 1)
—(yi — pi)log i — log(1 + pu;)]

= y;logy; — (1 + ;) log(1 + i) — p; log pi + log(1 + ;)

+uilog(l + ps) — yilog pi +y;log(1 + i) + pilog i — puilog(1 + ps)
= yilogyi — (1 +wi)log(1 +yi) — yilog i + (1 + yi) log(1 + pi).

Desta maneira,

21 Ao lyi,pi) =

= ; {yilogy; — (1 4+ y;) log(1 + y;) — yilog pi + (1 4 yi) log(1 + p4) },

€ como

yilogy; — (1 + ;) log(1 + y;)

¢ constante em relacdo a p;, minimizar

Z AT
=1

em ; € equivalente a minimizar
n
> {—yilog pi + (1 + i) log(1 + )},
=1

ou seja, o minimo para a fungdo -log-verossimilhanca. Assim, o Estimador de
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Maixima Verossimilhanga procurado € a funcdo isotdnica que minimiza

Z Ao [Yis i)
=1

na classe das fungdes isotonicas sobre o conjunto dos indices X = {1,2,...,n},
com pesos w(x) = 1 e pelo Teorema 2.13 essa funcdo ¢é a regressdo isotonica y;°
de y; (em que se considerou a fung¢do y(i) = y;). Novamente, a andlise convexa
foi fundamental para a comprovacdo deste fato. Note que todos estes resultados

valem para uma quase ordem =< no conjunto dos indices X .

2.1.5.3 Estimacio por maxima verossimilhanca para uma familia de distri-

buic6es poisson com parametros ordenados

Suponha que um sistema seja posto em operacdo e n; falhas ou erros
ocorrem durante o primeiro periodo de tempo [0,¢;]. O dispositivo pode entdo
ser modificado para melhorar a performance. Subsequentemente, no falhas podem
ocorrer no segundo intervalo de tempo de tamanho t2 e assim para k periodos
de tempo. E assumido que o nimero de falhas, Y;, observado durante o i-ésimo
periodo de tempo, tem uma distribuicdo de Poisson com média \;¢;, com A; > 0,

isto é,
()\ztl)yz e—)\iti

Ty, (yis i) = i

, yizo,l,‘...

Considere uma amostra de falhas independentes resultantes em n periodos de

tempo y1,Y2, - - - ,Yn- A verossimilhanca para tal amostra é:

n )\th yi6_>\iti
L:L()\l,)\g,...,/\n;yl,yg,...,yn) :H [()y':| (2-22)
i=1 v
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Com a hipétese de que o sistema é melhorado a cada teste, deseja-se
maximizar a verossimilhanga 2.22 sujeito a restricdio \; > Ag > ... > A\, A

log-verossimilhanca € dada por:

[ = logL

n 4 \Yi ,—N\it;

= ) log {W}
=1 Yi:

= Z {yilog(Aiti) — Aiti — log y;!}
i=1

= > {wilog(\i) + yilog(t:) — Ait; — logyi!}
i=1

= > {yilog(\i) = Miti} + > {yilog(t;) — logy;!}
i=1 i=1

zz{

Yi =
1 log(Ai) — )\i} ti+ Y {yilog(t:) —logyi!},
i=1 i=1

]

€ como,

> {yilog(t;) —log y:!}
i=1

¢ constante em relacdo aos \;, maximizar a log-verossimilhancga restrita é um

problema equivalente a

o~ [
Maximizar Zlog(A;) — A; p t; 2.23

sujeitoa Ay > Ao > ... > Ap.

Agora, considere a fungdo estritamente convexa (Figura 17):

®(u) =ulogu, u>0,
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entdo
o(u) =1+logu, u>0.
D (u)=ulogu
Figura 17 Representagéo da fungdo ®(u)
Considere X = {1,2,...,n} e as fungdes g(i) = ¥, f(i) = N e w(i) =
t;, com ¢ = 1,2,...,n. Observe que a funcéo f ¢ antitdnica com relacdo aos

indices ¢, e segue do Teorema 2.13 que a regressdo antitonica g* de g maximiza a

expressao:

=
~
K
Ly
=
+
=)
—
=
|
~
<~
—
5
Ly
=
-~
S
<~
~—

—z {£(0) 1ol £(3)) + [9(0) — £(6))[logl£ (i) + 1]} w(i)

= 3 (£ 1oglf(0)] + 9(9) ox{F (1)) + 9(0) ~ £(0) gl ()] ~ £} ()
= 3 {9li) losl (9] + () — (D)} (i)

= > {Bog () + A}t

@
Il
—
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que € equivalente a maximizar a expressao:
Z {tz log (/\z) — /\1} tz'
i=1 "

na classe das fungoes antitonicas f em X. Mas, isso é exatamente a solucdo do
problema da Equagdo 2.23, ou seja, a regressao antiténica g* (i) de g(i) = ¥ com
pesos w(i) = t; é o Estimador de Mdxima Verossimilhanga para Aj,\g, ... A\,

sujeito a restricdo Ay > Ao > ... > A,

2.1.5.4 Estimacao por maxima verossimilhan¢a para uma familia de distri-

buicoes gama com parametros ordenados

Sejam «; e A; nimeros reais positivos, e Y; uma varidvel aleatéria com

densidade gama, parat = 1,2,... n:
f ( A ) )‘;ai a;—1 *% (2.24)
(yis Niyoy) = : e M. .
Y; \Yis iy QY F(Oél) Y;
Considere y1,y2, - . .,yn como observagdes independentes das varidveis

aleatérias Y1,Ys,...,Y, com densidades f(y1;A1,a1), ..., f(Yn; An,an) respec-
tivamente, em que «; € conhecido, e o problema da estimagdo por Maxima Ve-
rossimilhanga de A1,As, ...\, com restricoes de ordem A < Ay < ... < Ag.
Considere A = (A1,A2,...,An), @ = (a1,00,...,00), Y = (Y1,42, - - Yn)- A

verossimilhanga para esta amostra é dada por:

n

AN —u
L:L(A;mY):H[FEMyiz le Ai]7

=1



e a log-verossimilhanca:

lzlogL:Z{ a;log \i + (o —l)logyz—)\——log[f‘(

7

Observe que a parte

(a; — 1) log y;— log[I' ()]
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i}

¢ constante em relacdo aos \;, logo, o problema de maximizagdo de [ sujeito as

restricdes de ordem € equivalente a:

n
Max1m1za [ log \; — }
=(MseAn) S A

sujeito a restricdes A1 < Ao < ... < Ap.

Considere a fun¢do estritamente convexa (Figura 18):

®(u) = —logu, u>0,

entao,

(2.25)

Considerando X = {1,2,....n}, g(i) = &, f(i) = A e w(i) = o, com
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D(w)=-logu

Figura 18 Representagéo da fungdo ®(u)

1 =1,2,...,n, segue do Teorema 2.13 que a regressdo isotonica ¢* de g, maximiza
il {@[f ()] + [9() = F@Ielf ()]} w(z)
= > {loglf(i i) — f()] | = | pw(i
—%{ logl ()] + o) — 0] [~ 7] } w)
= —log[f(i)] — 4 w(i
‘%{ log[f(i)] — 43 +1} w(i)
= > {-togni - 2+ 1} s,

s
Il
R

que € equivalente a maximizar

n .
Z {—10g)\i — Yi }Oéi
; Qi
=1

na classe das funcgdes isotdnicas A(-). Mas isso é exatamente a solu¢do do pro-

~ . ~ A e * (7 N\ — Yi

blema da Equac@o 2.25, ou seja, a regressdo isotonica g*(i) de g(i) = 2= com
pesos w(i) = «; é o Estimador de Maxima Verossimilhanga sujeito a restri¢ao

A1 < Az < ... < \,. Mais adiante serd considerado o caso mais geral, em que os

parametros a; podem ser desconhecidos.



72

2.1.6 Estimacao por maxima verossimilhanca de parametros ordenados na
familia exponencial
Os resultados anteriores podem ser colocados em um contexto mais geral.
Considere uma familia de densidades com dois pardmetros 6 e h com respeito a
alguma medida v, (dy) (que ndo precisa ser especificada) que pode depender do

pardmetro h mas ndo do pardmetro 6, descrita da seguinte maneira:

f(y;0,h) = exp{[®(0) + (y — 0)p(0)]h} (2.26)

em que ¢ ¢ estritamente convexa e ¢ ¢ uma medida de determinagdo de suas
derivadas, digamos suas derivadas a direita, § assume valores em um intervalo de

ndmeros reais, e h positivo. Entdo,

/f(y; 0,h)vp(dy) = 1.

Afirmacio 2.1 0 é a média da distribuicdo com a densidade em (2.26).

Demonstragdo: Por hipdtese,

J fy; 0.h)on(dy) =1

= & | f(y:0.n)vn(dy ) 0

= 2 [ lO+u=0¢ Oy, (dy) = 0

= [ 2 {e2Oh x =0eOhy, (dy)} =

= [ {]w 0)e®Oh e(y—H)w(G)h} v (dy)+

[{e2Or [~ (0)h + (y — 0)¢' ()R] eW=¢O1Y 4 (dy) = 0

N {iw fe[@ I+ =08 Oy, (dy)t — {hip(8) [ el®O+=0eOlhyy, (dy)) +
{0 [ (y— 9)6[<I>(0)+(y—9)so(6)]hvh(dy)} =0

= @O [ (y— 0)e[‘l’(")ﬂy*")v(@ﬂhvh(dy) —0.
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Agora, como por hipétese h > 0 e O estritamente convexa, tem-se que gpl(G) =

3" (0) > 0, ou seja, ¢ (0)h > 0. Portanto,

/ (y — 0)e®O+W=00cOlhy, gy —

ou

[ =00y =0, @27)
o que implica que 0 é a média da densidade dada na Equacdo (2.26).

Afirmacio 2.2 A varidncia da distribuicdo com a densidade dada na Equagcdo

(2.26) é:
1

he'(6)

Demonstracdo: Considerando a Equacdo ,

S (y—0)f(y;0,h)vn(dy) =0

:>f{[ + (y— )y (9)h6®(9)h] ey=0)p(0)h 1
(y —0)e ”)h [(—@(9)h + (y = 0)¢ (O)helv= 02O ) |} vy, (dy) = 0
= f {_@¢’(9)h+(y*9)w(9)h + (y — 0)(0) he®Oh+{y=0)@(0)h
Yo (8) heOHw=0)pOh 1 (, _ )2(9) he@(&)hﬂyfe)so(e)h} on(dy) = 0
L / O+=002 Oy, (dy) +¢/ (B)h [ (y — 0)2e@O+E=0e@lhyy, () — 0

=1
= 14+ ¢ (O)h [ (y - 0)2el2O+u=0e@)hy, (dy) =0

= [(y— 9)26[®(9)+(y—9)¢(9)]hvh(dy) _ g0/(19)h
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ou

/ (y = 0)* £ (y: 0. h)on(dy) = ! (2.28)

©'(6)’
o que implica que a varidncia da distribuicdo com a densidade dada na Equagdo

(2.26) é:

he' ()
|
As Afirmagdes 2.3 e 2.4 aparecem em Barlow et al. (1972). Entretanto,
os detalhes nas demonstracdes s@o partes inerente a este trabalho, bem como a

apresentacdo dos Exemplos 2.3 e 2.4.

Afirmacio 2.3 A distribuicido Normal com pardmetros i e o pertence a familia
de distribuicoes em (2.26):
Demonstracgao:
0=np ®0)= %, w(@)=0,h= % e vp(dy) = (%)5 exp (—}12—2) dy.
Dai,

fly;0.R)op(dy) = exp{[®(0) + (y — O)(0)] h} vn(dy)
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Afirmacao 2.4 A distribuicdo Bernoulli com pardmetro p pertence a familia de
distribuicoes em (2.26):

Demonstragdo:

0 =p ®(0) = 0logh + (1 — 0)log(1 — ), p(6) = log (%) h=1e
vn(dy) = dy.

Dai,

f(y; 0.h)vn(dy) = exp {[®(0) + (y — 0)¢(0)] h} vn(dy)

— exp {eloga +(1—0)log(1—0) + (y — 0)log (%) } dy
=exp{flogh + (1 —0)log(l —0) + (y — 0) [log§ — log(1 — 6)]} dy
= exp{flog + log(1 — 0) — Olog(1 — 0) + ylog 6 — ylog(1l — )
—0log 6 + flog(1 — 0)}dy

= exp {log(1 —0) + ylogh — ylog(l —0)} dy

= exp {ylog + (1 —y)log(l — )} dy

= exp {log 6Y +log (1 — 9)17?”} dy

= exp {log 6V} . exp {log (1-— 9)17‘1/} dy

— 0¥(1 - 0)'vdy

=pY(1—p)'Vdy
m

Afirmacao 2.5 A distribuicdo Poisson com pardmetro \ pertence a familia de
distribuicoes em (2.26):

Demonstragao:

=\ ®(0)=0logh, p(f) =1+1logh, h=1ev,(dy) = ey;!ydy.

Dai,



f(y; 0,h)vn(dy)
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exp {[®(0) + (y — 0)p(0)] h} vn(dy)

~y
exp {@logf + (y — 0)(1 +log6)} ey—'dy

—y
exp{flogf +y+ylogh — 0 —Olog b} e?dy

ey
exp{y—%ylogﬁ——@}Agrdy
e 09y
y!
e M\

y!

dy

dy.

Afirmacio 2.6 A distribuicdo Exponencial com pardmetro X\ pertence a familia

de distribuicoes em (2.26).

Demonstragdo:

0=1 ®0) =

f(y; 0,h)vp(dy)

—1+1log (), p(0) = =% h =1, vp(dy) = dy.

exp {[®(0) + (y — 0)p(0)] 1} vn(dy)

ol vss(2) vt 0 (1))
exp{—l +log @) - % + 1}dy

exp {log <;> - *Z} dy

1,

éefﬁydy

e Mdy.



77

Afirmacao 2.7 A distribuicdo Gama com pardmetros o e \ pertence a familia de
distribuicoes em (2.26).

Demonstracgao:

0 =% ®0) =0—1logh—1 ¢00) =1—45 h = a v(dy) =
%(hy)h_le_hydy.

Dai,

f(y; 0.0 vn(dy) = exp{[®(0) + (y — O)p(0)] h} vn(dy)

= exp{[ —logf—1+ (y—0) (lé)] h}“h(dy)
= exp{[ log0—1+y—§—9+1]h}vh(dy)
_ L G T S U
= exp { hlog® + hy ) } T(h) (hy) exp{—hy} dy
= exp<{ —hlogh+ hy — hy _ hy ¢ =~ (hy)"~dy
0 T'(h)
_ hy h h—1
= exp {logﬁ }eXp{—e} m(hy) dy

r
_ hy
= 0 hm(’w)h leXP{—e}dy

A\ o a—1, a—1 A
= (7)) =— —Zaytd
D e v e {=Go}a

— o aQ a—1, a—1 f/\yd
T Y 4
A% -1 -y

= —“ d
F(a)y € Y

O Teorema 2.14 fornece um importante resultado para situacdes praticas,
em que o processo de modelagem considera uma familia de distribui¢des perten-

centes a familia exponencial.
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Teorema 2.14 Seja X um conjunto finito, quase ordenado por <. Para cada x €
X, considere a distribuicdo condicional de Y dado x tendo densidade dada em

(2.26), ou seja,

fy (y;0,h) = exp{[®(0) + (y — 0)p(0)]h},

com 8 = p(z) = E[Y|z] e h = av(x), em que v(x) é um niimero positivo
conhecido para cada x, mas o niimero positivo a pode ser desconhecido. Se
amostras aleatorias sdo retiradas destas distribuicdes condicionais, com tamanho
m(z) > 0, x € X, entdo, a Estimativa de Mdxima Verossimilhanga de p(-) dado
que () € isoténica, € fornecida pela regressdo isotonica das médias amostrais,
com pesos w(zx) = v(z)m(z), z € X.

Demonstragdo: Considere os valores amostrais representados por y;(x),

j=12,....m(x), z € X, e y(x) a média amostral:

Entdo, a densidade nos valores amostrais para cada x € X é:

f(yj(x);0,h) = exp {[® (u(z)) + (yj(z) — (=) ¢ (u(x))] av(z)} .

A fungdo de verossimilhanga dado os valores amostrais y;(x) é:

L =[] II exp{® (@) + (y;(@) — u(z)) ¢ (u(2))] av(2)}
z€X j=1

= exp{ 30 ST HI® (@) + (@) — (@) p ()] av(a))

rzeX j=1
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Dessa maneira, a funcdo de log-verossimilhanca é:

Il = loglL

= > > Al® (u@) + (yi() — (@) ¢ (u(x))] av(z)}

rzeX j=1
= > 42 @ (@) + (y;(2) — p(e)) ¢ (u(x))] av(z)}
zeX | j=1
= ay qv@) Y {[® ) + () — @) e (u@)]}
reX j=1
= ay {v(@) [m(@)® (u(x)) + m(z) (G(x) = u(z)) ¢ (n(2))]}
reX
= 0 S0 (u(@) + (7() — () ()]} v(@)me).
reX

Como a é positivo (h e v(x) sdo positivos), maximizar | sujeito a p(-)

isotonica é equivalente a maximizar a expressao:

Y A® (u(2)) + (5(x) — p(@)) @ (@)} v(z)m(z),

zeX
sujeito a u(+) ser isotonica. Mas, pelo Teorema 2.13, esta expressdo € unicamente
maximizada na classe das fungdes isotonicas ji(-) pela regressao isotonica y*(x)

de j(x) com pesos w(z) = v(x)m(z), z € X.

Exemplo 2.3 Considere o caso usual em Estatistica Experimental em que as res-

postas yj(x) provém de uma distribui¢do normal com médias p(x) e varidncias

2

constantes iguais a o, ou seja, y;(z) ~ N (u(x),0%), com p(-) conhecida ser

isotonica em x € X. Levando em conta os resultados obtidos na demonstragdo

= . _ _ 1 . _ 1
da Afirmagado 2.3, tem-se: 0 = u(x) e h = ~3 €, portanto, considerando a = -7
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v(z) = 1 e o Teorema 2.14, garante-se que a estimativa de ji(-) sujeita a restri¢do
de pu(+) ser isotonica é simplesmente a regressdo isoténica de y(x) com os pesos
conhecidos w(x) = m(x), x € X. Assim, pode-se estimar y(-) sujeito as
restricoes de ordem mesmo desconhecendo a varidncia, supondo apenas que a

mesma é constante para cada x € X.

Exemplo 2.4 Considerando o caso normal e varidncias proporcionais, y;(x) ~
N (u(z),k(z)0?) com a constante de propor¢io k(x) conhecida, tem-se, pela
Afirmacdo 2.3: 0 = p(x) e h = W assim, considerando a = % v(z) = ﬁ

e o Teorema 2.14, garante-se que a Estimativa de Mdxima Verossimilhanca sob a

restri¢do de isotonicidade para p(x) é a regressdo isotonica y*(x) de y(x) com

o0s pesos conhecidos w(zx) = T/,Z((gf)), r e X.

Exemplo 2.5 Um resultado mais geral poder ser considerado para uma amostra
semelhante a dos exemplos 2.3 e 2.4, proveniente de uma distribuicGo Gama com
pardmetros o e A\, em que ambos os pardmetros sdo desconhecidos, mas com «
constante para cada x. Suponha y;j(x) ~ Gama (a,\(x)), ou seja, para cada
x o pardmetro o é desconhecido mas é constante, enquanto que os pardmetros
A(x) sdo desconhecidos. Deseja-se estimar, sob restri¢do de isotonicidade, as
médias p(x) das varidveis aleatorias Y (x). Para isso, conforme Afirmagdo 2.7,
basta considerar h = «, v(x) = 1 e o Teorema 2.14. A Estimativa de Mdxima
Verossimilhanga sob restri¢do de isotonicidade para p(x) € a regressdo isotonica
y*(z) de y(x) com os pesos conhecidos w(x) = m(x). Observe que, neste
o

caso, como « é constante e p(xr) = O resultados da restricdo de ordem

A 1
se estendem para os pardmetros NOR

Exemplo 2.6 Um resultado mais geral pode ser obtido para o Exemplo 2.5, con-

siderando yj(x) ~ Gama (v(x)a,\(x)), com v(x) conhecido. Neste caso basta
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considerar h = aw(x) e o Teorema 2.14. A estimativa de Mdxima Verossimilhanca
sob restri¢do de isotonicidade para u(x) é a regressdo isotonica y*(x) de y(x)

com os pesos conhecidos w(x) = m(x)v(z).

2.1.7 O problema das estimativas de componentes de variincias negativas
Antes de expor uma situacdo mais geral, relacionada a andlise de va-
ridncia, convém destacar alguns resultados inerentes a estimacdo de variancias
ordenadas de distribui¢des normais, para o caso em que se conhece a média.
Este resultado sera utilizado posteriormente em uma situacdo mais geral. Alguns

resultados de estatistica bésica relacionando a normal com a gama serdo expostos.
2.1.7.1 Estimacao de variancias ordenadas de distribuicdes normais com
médias conhecidas

Suponha X ~ N (0,0%), deseja-se encontrar a distribui¢do de ¥ = X2,
Por transformacdes de varidveis (MOOD; GRAYBILL; BOES, 1974):

11 11
fr(y) = [2\/§fx (=Vy) + §7fX (\/@] 1 (0,00)
[1 11 ., 111 ]
= _—— e 202 + 202 I(O,OO)
2 /yV2no? 2 /y2no?
1 1 __1_
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1

com A\ = 513 e & = 3. Portanto, se X ~ N (0,0), a varidvel Y = X? ~

1
3
Gama (a = %,)\ = ﬁ), que tem média o e variancia 202,

Suponha observagdes amostrais independentes y;(x), provindas de uma
varidvel aleatoria Yj(z) ~ N (u(z),0%(2)), j = 1,2,...,m(z), z € X. Se os
w(x) sdo conhecidos, pode-se subtrai-los obtendo distribui¢des com média zero,
isto é, pode-se, sem perda de generalidade, considerar as observacdes ffj(a:) ~
N (0,0%(z)). Deseja-se estimar o*(z) sob a hipétese de isotonicidade, isto ¢,
T < 3 = 02(11) < 0?(x2).

Barlow et al. (1972) discutem este problema, relacionando o mesmo com a

teoria da regressdo isotdnica. Observe que, considerando o exposto anteriormente,

a estatistica

tj(z) = g5 (x)

tem distribui¢do Gama com parametros o = % eN= 20%@) A média desta distri-
bui¢do é 0?(z) (a média da Gama ¢ $) e a variancia 20 () (a varifncia da Gama
€ 15 ). Desta maneira, 0 problema passa a ser encontrar estimativas de médias
ordenadas de uma familia de distribuigdes Gama com pardmetro o conhecido.
Mas isto ja foi solucionado, como resultado do Teorema 2.14 no Exemplo 2.5. A
Estimativa de Maxima Verossimilhanga de o2(x) sob a hipétese de isotonicidade

com respeito a uma quase ordem sobre X €& regressdo isotOnica t* de ¢ com pesos

m(x), em que:

Desses resultados, segue a Afirmacao 2.8.

Afirmacio 2.8 Suponha observagoes y;(x), provindas das varidveis aleatdrias



83

Yj(z) ~ N (u(z),0%(2)), j = 1,2,...,m(z), para cada x € X. Se os j(x) sdo
conhecidos, as Estimativas de Mdxima Verossimilhanca de o*(z), com a restri¢do
de o*(x) ser isotonica com relagdo a uma quase ordem sobre X é a regressdo

isotonica t* de t com pesos m(x), em que

(y;(2) = n(x))®

tj(x) =~

2.1.7.2 Estimativas de componentes de varidncias negativas

Em anélise de varidncia é comum decompor a varidncia em componentes
que modelam a variablidade dos vérios aspectos aleatérios envolvidos na andlise
de um fené6meno. Frequentemente, o experimentador se depara com a ocorréncia
de estimativas negativas de tais componentes que sdo positivos. Uma das técnicas
usuais na estimacio dos componentes das varidncias ¢ o método dos momentos,
este método consiste basicamente em igualar os quadrados médios amostrais com
suas esperancas (BARBIN, 1998). Tal procedimento pode apresentar, em diversas
situacdes, estimativas negativas para os componentes da variancia.

Nelder (1954) sugeriu que estimativas negativas ocorrem em razdo do fato
de que o modelo assumido estd incorreto. Mas, supondo que o modelo estatis-
tico assumido estd correto, uma explicag@o para tal ocorréncia seria que o ruido
estatistico poderia ter afetado drasticamente a inferéncia.

Thompson (1962) e Thompson e Moore (1963) fazem uma discussio so-
bre tal problema, assumindo que o modelo estatistico estd correto e que uma
mudancga no processo de estimacdo pode, de forma satisfatéria, contornar este
problema. Algo semelhante ja havia sido feito por Herbach (1959) que usou o

principio da méxima verossimilhanga para estimar os componentes da variancia.
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A teoria da regressdo isotdnica pode contornar este problema, mas antes de
expor tal exemplo, convém apresentar alguns resultados discutidos em Rao (2001).

Considere um vetor de observacoes:

T11

T12
xT1J
r21
22

x2Jj

T

T2

X
L 1 4 1Jx1

e a transformag@o ortogonal

S
S
S

ba1 b2 - bop

B= b3 b3 --- bz,

bnl bn2 bnn

O produto interno entre quaisquer duas linhas de B € zero, isso implica

que, exceto a primeira linha, todas as outras devem ter soma dos seus elementos
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iguais a zero. Por exemplo, considerando o produto entre a segunda e primeira

linha, tem-se:

ﬁXbm-l-ﬁXbm—i—---—i-ﬁXb%:O

jﬁ(bzl_f‘bQQ"‘"‘_f‘an):O
= bo1 +boa+ -+ bop =0.

Entao,
11 \/ﬁi‘
12 w12
T1J wig
[ 1 1 1]
\/ﬁ \/ﬁ \/ﬁ 21 w21
bor bao -+ boy 22 wo2
W = BX = b31 b32 b3n =
T2J wa g
B bnl bn2 bnn |
Tr1 wr1
12 wr2
Trjg wrJg

Observe que a primeira coordenada de W € a média aritmética do vetor X. Por



outro lado, considerando um vetor de constantes = | 1 p
! 1 1 i
s s Vi
bo1 Do ban, 0
Bpu=| b3 b3 b3n = 0
L bn1 b2 bnn | 0
Dessa maneira,

Vnz —/np
w12
wig
w21
w22

B(X—pu)=BX-Bu=W-Bu=
w2 g
wr
wr2
wrJj

A norma quadratica do vetor X — y é:

X =l =D (@ —w)?,
i )

I

86

, tem-se:
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e a norma quadriética do vetor B (X — p) é:

IB(X —w)* = (Vaz — vap)  + 33w
(4,5)#(1,1)

Mas, uma transformagao ortogonal preserva a norma de vetores, ou seja:

DX (W= (Vae— V) £ Y wlh. (229)
i (,7)7#(1,1)

Agora, do ponto de vista Estatistico, pode-se considerar o vetor X como
um vetor onde cada componente ¢ uma varidvel aleatéria seguindo o seguinte

modelo:

Tij = W+ a; + €5 1=12,....0 e j=12,...J, (2.30)

em que 4 é uma constante, {a;} e {g;;} sdo varidveis aleat6rias normalmente e
independentementes distribuidas com E [a;] = Ee;;] = 0, Var|a;] = o2 e
Var [e;j] = 0%, ouseja, a; ~ N (0,02) ec;j ~ N (0,02).

A distribui¢do conjunta dos x;; € uma normal multivariada com matriz de

variancia-covariancia:

> 0 -~ 0
0 X - 0
> —
0 0 .- 21_

Como sido os elementos da matriz 3;? Para ver isto sdo necessarios o0s
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seguintes cdlculos:

Cov [mij,xis] = F [xija:is] - F [l'zj] E [xzs]

= E[(p+a;+eij) (n+a; +eis)] — w?

= El(u+ai+ey) (1 + ai +ei5)] — 2
= F [u2 + 2/1(11' + HUEis + CLZ2 + a;€;5 + Eijlb + €ijQ4 + 51']'51'3] — K
= p+EB[af] - p?

= o2, (j#59),

cov [x5,x5] = var [zy)
= var [u +a; + Eij]

= var [a;] + var [g;;]

= 02 + 02
Logo, para todo ¢, tem-se:
[ 2, 2 2 2 ]
o, to o, o,
o2 o2+ o2 o2
3 =
o2 o2 02 + o2

isto é,

2i202M+U2I,

em que M € uma matriz com todos os elementos iguais a 1 de tamanho J x J.



Considere agora, uma matriz ortogonal A, tal que:

Ay O 0
0 A 0
A= ,
0 0 Ag
- - nxn
em que:

[ 1 1 1]
VIV VI
a1 a2 -+ AgJg

A= asy azg2 ---  asjg
| aj1 ajg2 - AjJ |

¢ ortogonal. Seja entdo Z = AX, a matriz de varidncia-covaridncia de Z é:

cov [Z] = cov[AX]= Acov [X]A' = AZA’.

89



Mas,

AiEiA/Z‘ = Ai [UZM+U2I] A/i

= AiUL%MA/i + AZ‘0'2IA/Z'
= o'gAiMAli + O'2A,L'IA/,L'

= O'ZAiMA,i + 0%l

1 1
Vi Vi
asq a2

:Ug asy as2
| @j1 aj2
0 0

=02l 0 0
00
(7 0
0

=02| 0 0
0 0

_02J+02
0
I 0

o

a2J

as.j

ajj

o

+ 021

—_ =

—_

gtk

3

JxJ

a21

a22

az.j

as1

as2

azj

Al; + 021

aj1

aj2

ajj

90

+ 021



Assim,
[ 0 0 ]
0 35 0
Y*=cov|Z]= ‘
| 0 0 37 ] .
em que:
-, , -
o;J+0° 0 0
0 o? 0
X7 =
0 0 o?
- - JxJ
Agora, observe que:
El] = E| =zt +—
] — e
il \/j il \/j iJ
1 1
= \ﬁE [Ti] + -+ \?JE [iJ]
1 1
Vo Vo
_ Ju
Vo
= Vi
Para j > 1:
Elzjl = Elagzii+-- -+ as14%i7]

(z ) ’
+J

0.
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Note que a matriz de variancia-covariancia de Z ¢é diagonal, indicando
que as componentes deste vetor sdo ndo-correlacionadas. Mas toda transformacio
linear invertivel preserva a normalidade (FERREIRA, 2008), em particular uma
transformag@o ortogonal. Para o caso normal, a ndo correlagdo implica em in-
dependéncia (MOOD; GRAYBILL; BOES, 1974). Assim, pode-se concluir que
zi1 ~ N (\/ju,agJ + 02> ezijj~N (0,02) com j > 1, e além disso, z;1 € z;;
sdo independentes, para j > 1.

Considere agora o vetor Z* como sendo um vetor com as mesmas compo-
nentes do vetor Z sé que com os elementos que tem mesma distribui¢do agrupados

da seguinte forma:

*
YA Zi
- )
Z;
!/
emqueZ] = | z;; 291 --- 2z | ©Z5tem os demais elementos. Assim, a
matriz de covariancia de Z* é:
i} D; O
cov [Z*] = ,
0 Ds
em que Dy = (Jag + 02) I;e Dy = U2II(J,1). Pode-se realizar uma nova
transformacao ortogonal Z = CZ*, com:
H; 0
C =
0 I

nxn
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em que:
A
H, — hor haa -+ hor
L hn iz har |
A matriz de varincia-covariancia de Z ¢é:
cov [Z] = Cecov[Z*]C' = Hr 0 D1 0 HII 0
0 I 0 Ds 0 I
B H,D; 0 H, 0| | HMDH, 0
B i 0 D, 0 I B 0 Ds
=2+ H, o
B i 0 D,
B | Jo2HIH, + oH;IH, 0
- i 0 Do
- |Jetieort 0| Dy oo
B i 0 Do B 0 Do

= cov|[Z'],

ou seja, a transformacdo ortogonal C preservou as varidncias de todos os com-
ponentes do vetor Z* e consequentemente do vetor Z. Agora, as esperancas dos

componentes do vetor Z sdo:
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1 1 1 ]

77 7 N
1

= \/f (E [ZH] +FE [221] -+ E [ZH])

_ \;T(\/ju+\/3u+---+\/3u)

1
= ﬁlxﬁu

= VIViu
= Vnp.

ElZn] = FE [ Zinn+ —=z1 + -+

Para ¢ > 1, tem-se:

EzZn] = FElhizin + hiozo1 + -+ + hirzn|
= hiuEz11] + hioE [z1] + - - - + hir E [211]
= hﬂ\/j,u—l—hig\/j,u+-'-—l—hi1\ﬁ,u

I
— Vi (z h)

=0

Como a transformacdo C ndo altera os outros elementos do vetor Z*, tem-

se que as componentes do vetor Z sdo as varidveis aleatdrias:

Z11 ~ N (Vnp,Jo? + o2)
Zin ~ N (OaJUZ + 02) , para 1> 1
Zij NN(0,02)7 para j=23,---,J e i=12,--- 1.
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Pela matriz de varifncia-covariancia de Z e a normalidade das suas com-
ponentes, pode-se concluir que tais varidveis aleatdrias sdo independentes. Ob-
serve que todo este procedimento implica em uma fatora¢do na verossimilhanca
que facilitard o calculo dos estimadores de mdxima verossimilhanca para as vari-
ancias.

Considerando A\; = J ag +oledy=02%a verossimilhanga para u, A1 e

)\ge
L =L (pA1,A2)
1 1 I 1 1 :2
_ 1 T2 .73 1(211_ﬁﬂ) 1 T2 7o Pl
= = X 1
27r)\1 € H 27r)\1 €
=2
I J 1 -1 1z
X 2 2o 7ij
H H 271'A2 €
i=1j=2
1 ~
_ (1 n)\—ﬁe—ﬁ(»m—\/ﬁu)
2 1
-1 — 1y 32 I(J-1) —5y - Z
_I-1 3 1 — 2Xg - ij
XA\, Ze i Ux A, % e % i=15=2

Observe que € natural querer estimar p, A; € A2 por mdxima verossimi-

lhanca sujeito as restrigdes A\; > Ay > 0. A fatoracdo efetuada permite estimar

facilmente y:

oL ;
gy =0=2(u—vap) v =0=j AL

Substituindo este resultado na verossimilhanca, e lembrando que n =

IJ=I1+1(J—1),tem-se:
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I I I(J=1) DL
b= (\/12?> Dt T ES (1> S CED
emque, (; = Z;p parai =2.3,...,]e(; =0.

A verossimilhanca em 2.31 é precisamente aquela que seria obtida, se
amostras independentes de tamanhos I e I(J — 1) fossem tomadas de duas distri-
bui¢des normais com médias 0 e varidncias A; e A\ respectivamente, com valores
observados (1,(2, . ..,(r da primeira e valores 2;;, ¢ = 1,2,...,1,j = 2,3,...,J
para a segunda. Sejam X = {12}, m(1) = I, m(2) = I(J — 1), Ay = o2(1),
A2 = 02(2) e a ordem simples 1 > 2 a quase ordem sobre X. Pela Afirmacio
2.8, a estimativa de maxima verossimilhanca de A\, = o2 (z), x = 1,2, sujeito a

A1 > Ag para 1 = 2, é a regressdo isotonica t*(-) de £(-) com pesos m(-) em que:

As estimativas obtidas por este processo jamais serdo negativas, e satisfa-
zem a condicdo A\; > A9 > 0.

A condi¢do 1 > 2 pode ser entendida como uma comparagao genérica, 1 e
2 ndo sdo necessariamente nimeros reais expostos em uma reta, aqui, estes valores
podem representar, por exemplo, dois tratamentos qualitativos.

Estes resultados podem ser generalizados para modelos mais complexos

da andlise de componentes de varidncia em que se tem uma ordenagdo parcial.
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2.1.7.3 O grafo de um delineamento

Os grafos serdo usados para indicar a ordenagdo parcial em um conjunto
de pontos. Um grafo é um diagrama de pontos consistindo de um conjunto finito
de pontos e linhas, as linhas descrevem a ordem entre os pontos (Figura 19).

Uma drvore enraizada é um grato com um ponto especial, chamado raiz,
tal que, para cada ponto do grafo existe um Unico caminho, consistindo alternati-
vamente de pontos e linhas, conectando o ponto dado e a raiz. A Figura 19 € um
exemplo de drvore enraizada, ja a Figura 20 ndo, pois para alguns pontos existem
mais de um caminho até a raiz.

O predecessor de um ponto P é o ponto mais préximo a P que estd no
caminho de P e araiz. Na Figura 19 tem-se uma representacio de um grafo com 9
pontos e 8 linhas. A raiz deste grafo é o ponto 1 que é o predecessor dos pontos 2
e 3, os pontos 4, 5 e 6 tem como predecessor 0 ponto 2, 0s pontos 7 e 8 tem como
predecessor o ponto 3, o ponto 9 tem como predecessor o ponto 8.

Thompson e Moore (1963), no contexto da andlise de varidncia em estatis-
tica experimental, consideram os pontos de um grafo como Quadrados Médios (ou
Quadrados Médios Esperados). Estes autores representam trés delineamentos por
grafos, tal representagdo se encontra na Figura 20. Detalhes destes delineamentos
podem ser encontrados em Searle (1987).

A ordenacdo considerada na Figura 20 est4 representada pelo fato de que
um Quadrado Médio Esperado € maior ou igual do que outro se o caminho co-
nectando ele e a raiz passa através do outro Quadrado Médio. Por exemplo, em
(2) na Figura 20 a raiz é E(QMEg), com E(QMa) < E(QMap) < E(QMEg)
e E(QMp) < E(QMap) < E(QME), a ordenagdo é parcial pois E(QM4) e
E(QMgp) sdo ndo comparaveis.

Thompson e Moore (1963) resolveram o problema de estimar E(QM's)
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1
2 3
4 5 6 / 8

Figura 19 Representagdo de um grafo

E(QM,) | eamy)| | Eamy) | | eamy)| | eamy) | [ eamy |

[£avy | EC [eame | [ Eamd | [ ey |

E(QM) E(QM)

(1) (2) (3)

Figura 20 Grafos Lineares para: (1) Classificacdo Hierdrquica two-fold, (2)
Classificagdo rwo-way com n > 1 observagdes por célula e (3)
classificacdo three-way com n > 1 observagdes por células. A notagdo
E(QMx) significa: Esperanga do Quadrado Médio do fator X e
E(QMxy ), Esperanga do Quadrado Médio da Interagdo entre os fatores
XeY, E(QMg), Esperanga do Quadrado Médio do Erro
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seguindo a ordenagdo parcial em cada delineamento apenas para o caso de uma
ordenacdo cujo grafo segue uma drvore enraizada (Figura 20, parte (1) e (2), por
exemplo).

O problema geral, para qualquer situacdo de ordenacdo parcial possivel,
pode ser pensando como um problema de regressdo isotdnica, ou seja, deseja-se
estimar os F(QM's) a partir de alguma ordenag@o parcial particular a cada deli-
neamento. O grande entrave € que ndo existe um algoritmo eficiente para resolver
este problema para qualquer situacdo, entretanto, avancos tem sido obtidos nesta
drea.

Leeuw, Hornik e Mair (2009) tém mostrado soluc¢des para alguns tipos de
ordenagdo que se encaixam uma boa parte dos problemas de andlise de varidncia.
A Figura 21 ilustra quatro tipos de ordenagdes consideradas por estes autores. Um
pacote em linguagem R (software estatistico R) é desenvolvido, com implementa-
cdo de algoritmos que visam resolver situacdes mais gerais como as apresentadas

aqui.

(=]
(=]
(a): Orde:ﬂ (b): Qrdem (c): Ordem (b): Ordem
Tota arvore Loop Bloco

Figura 21 Grafos para diversos tipos de ordenagao

Naturalmente, as estimativa obtidas via regressao isotdnica seguirdo a or-
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denacdo esperada nos pardmetros (Quadrados Médios Esperados), resolvendo, as-
sim, o problema de estimativas de componentes de variincia negativos. Além
disso, os valores encontrados serdo as estimativas de maxima verossimilhanca sob

a restricao imposta pelo grafo considerado.

2.1.8 Estimacao bayesiana e regressao isotonica

Um dos objetivos deste trabalho € a utilizacdo de conceitos bayesianos em
ensaios de dose-resposta por meio de delineamentos sequenciais.

Suponha que para cada € X o observador considera m(x) observagdes
em uma distribui¢do com densidade da forma 2.26 com 6§ = u(x), h = v(z), em

que 4(-) é desconhecida e v(+) e conhecida, ou seja:

fly; m(z)v(2)) = exp {(®(u(x)) + [y — p(@)lp(p(z)) v(x)}.  (232)

Suponha que é conhecido, além disso, que u(-) é isotdnica com respeito
a uma quase ordem sobre X. O pesquisador poderd selecionar uma distribui-
¢do a priori para os pardmetros u(x), para cada x € X de acordo com algum
conhecimento prévio, como é comum em experimentos bayesianos (PAULINO;
TURKMAN; MURTEIRA, 2003).

Considere uma densidade a priori, como uma funcio de um argumento 6

com respeito a alguma medida d,(#), com pardmetros 6y e 0 < ho, da forma:

7(6) o exp{[®(6) + (60 — 0)¢(8)]ho}. (2.33)

Afirmacdo 2.9 A funcdao J(0) = ®(0) + (6o — 0)p(0) assume seu mdximo em
0 = 0.
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Demonstragdo:

dJ

—7 = 20+ 0" (0) = p(0) - 04'(0)

= ¢(0)(00 —0).

Como, para qualquer 0, tem-se ©'(0) > 0 (¢’ € a derivada segunda de ®

e O ¢ estritamente convexa):

©'(0)(0g—0) =0=0=0.

Da Afirmagdo 2.9 é evidente que 6y é a moda da densidade em 2.33. Se
o parametro hg € grande, a densidade tem uma forma mais leptocirtica sobre 6;
ho = 0 fornece uma distribuicao a priori uniforme (ndo informativa). O pardmetro
hg serd chamado pardmetro de precisdo.

Suponha que para cada = € X o pesquisador considere yi(z) um valor
provavel de p(z). Sdo escolhidos para cada z um pardmetro de precisdo ho(z) e

uma densidade a priori com respeito a alguma medida d,:

exp{(®(0) + [1o(z) — Olp(0))ho(z)}-

Para a obtencdo de uma priori para o vetor u = (u(x1),u(z2), ... ,u(xk)),

considera-se os 4(z) independentes. Dessa forma, a distribuicéo a priori para i é:
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mlpl = wl(pler),m(@2), - - opler))
x T expl(@(u(x)) + [no(z) — p(@))p () ho(z)}
rzeX
x @m{}j«©W@D+Md@—u@ﬁMM@D%@»}‘
zeX

Se p(x) é suposta ser isotdnica, o pesquisador deve selecionar uma fungdo
modal () que seja isotdnica. Uma forma de incorporar a restricdo de ordem na

priori para o vetor g € definir esta priori da forma:

1. Se p(-) for isotdnica sobre X:

mlu] oc ] exp{(@(u(x)) + [uo(x) — p(@))e(u(x)))ho(2)}  (2.34)

zeX

2. Se u(+) ndo for isotonica sobre X:
mu] = 0.

Observe que 7[u] é proporcional ao nicleo de uma densidade, ou seja,
7[p] determina a probabilidade do vetor p pertencer a uma determinada regido.
Como € de conhecimento prévio do experimento que j(z) € isotdnica sobre z, a
probabilidade de i ndo pertencer ao espago das isotonicas € zero.

A moda da densidade em 2.34 é 119 = (po(z1),p0(x2),. .. ,puo(xk)), € a
func¢do hg = (ho(x1),ho(x2), ... ,ho(zk)) determina a concentragdo desta densi-
dade ao redor da moda. Para hy = O tem-se uma priori uniforme ou plana (note

que se esta falando de uma priori em um espaco k-dimensional).
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Agora, suponha que para cada x € X o pesquisador tenha tomado m(z)
observacOes sob a densidade em 2.32 e a amostra observada representada pelo

vetor y = (y1(21),- - Ym(a) (@1); - -5 91(Tk), - - - Wim(zp) (2x)) em que y;(z)

representa a j-ésima observacdo tomada em x. Considere ainda o vetor precisao

conhecido v = (v(x1),v(x2),..., v(zk)). A verossimilhanga para esta amostra é:
L=L(wyw)
x le'[X [T exp{[®(u(x)) + ly;(z) = p(@)]e(p@))]v(@)}
o exp < {[@(n(@)) + [y;(2) — p(@)]e(p(@))] V(ﬁ)})
zeX j=1
o exp ( > {[m(z)®(u(x)) + m(x)y(x)p(p(@)) — m(z)p(@)e(u(z))) V(fﬁ)}>
o exp < > {[2(u(=)) + [9(2) — (@) (p(z))] V(Sv)m(x)})

Utilizando-se do Teorema de Bayes, tem-se que a distribui¢cdo a posteriori

para o vetor 4 apds a amostragem realizada €:

mlply] o< L(ps y v)m(p]
o< exp( EZX {[@(u(z)) + [g(z) — p(@)lp(p(z)]v(x)m(z)})

xexp( 2, {[@(u(@)) + [po(x) — p(@)]le(u(@))lho(2)})

zeX

o exp( 32 {[®(u(a))(v(@)m(x) + ho(w)) + (F(x)v(z)m(x)

zeX
+po()ho(2))p(p(@)) — ) (p(@))(v(z)m(z) + ho(z))})
o { - {[#0069 + (RN o) )]

x (v(z)m(z) + ho(z)) } }

ou melhor, a distribui¢c@o a posteriori do vetor p é:
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1. Se p(+) for isotdnica sobre X:

mlp | y] o exp { > A1 (u(x)) + (A(z) — n(z)) p(p(@))] w(x)}}
< (2.35)

2. Se p(+) ndo for isotonica sobre X:
i [yl =0,

em que,
_ v yl@v(z)m(x) + po(x)ho(x)
) = = e ym(@) + ho@)

w(z) = v(x)m(z) + ho(z).

A moda a posteriori em 2.35 maximiza a soma aparecendo no expoente
na classe das fungdes isotonicas p(x). Mas isso é precisamente o problema de
valor extremo ja solucionado no Teorema 2.13 (Equagdo 2.17 ) e a solugdo para
o mesmo € a regressdo isotonica de fi(x), denotada por fi*(x) com pesos w(zx) =
v(z)m(z) + ho(z).

Os resultados discutidos nesta secdo servem como demonstracdo para o

Teorema 2.15:

Teorema 2.15 Seja X = {x1,x2,...,2k} wum conjunto finito, quase ordenado
por X. Para cada r € X associe uma distribui¢cdo tendo densidade como em
2.26 com 0 = p(x) desconhecido, e com h = v(x), conhecido. Considere uma
amostra de varidveis aleatorias independentes tomadas destas distribuicoes com
tamanhos m(x) > 0, x € X. Considere o vetor de componentes aleatdrios

k-dimensional u = (p(z1),pu(x2), ... u(zk)) tendo distribui¢do a priori sobre
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a classe das funcdes isotonicas p(x) com densidade como em 2.34, com moda
isotonica poy = (po(x1),po(x2), . .. ,po(zk)) (especificada) e funcdo de precisdo
ho = (ho(z1),ho(x2),. .. ho(xr)) (especificada). Entdo, a distribuicdo a pos-
teriori de | tem densidade na mesma familia que a priori com moda dada por

p* = (a*(z1),m"(z2), ... ,4"(zr)), em que, cada [i*(x) é a regressdo isotonica

com pesos w(zx) = v(x)m(x) + ho(x), da média ponderada de y(x) e po(z):

_yl@v(x)m(x) + po(x)ho(x) .
i) = T o m@) + o) L€

Em particular, se hg= 0 (priori plana) a moda a posteriori coincide com as

Estimativas de Mdxima Verossimilhanga.

2.1.9 O calculo da regressao isotonica para ordem simples utilizando o algo-
ritmo PAVA
Até agora muitos resultados foram colocados sobre a regressao isotdnica e
a relacdo da mesma com os estimadores de mdxima verossimilhan¢a e pardmetros
com restricdo de ordem. Entretanto, resta a questdo de como obté-la explicita-
mente. Serd discutido um algoritmo para o caso de ordenacao simples no conjunto
X, este € 0 caso mais comum. O problema de se calcular a regressdo isotdnica em

relacdo a uma quase ordem qualquer ainda € um problema em aberto.

2.1.9.1 O diagrama de somas acumuladas

Uma interpretacdo grafica da regressao isotonica € obtida com a seguinte

construcdo: dada uma ordenacio simples z; < z2 < ... < z, e uma fungao real
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qualquer g em X, plotando as somas acumuladas

J
Gj = Zg(aji)w(xi), ji=12,...n
i=1

contra as somas acumuladas
J
W; = Zw(fvi), Jj=12,...n,
i=1
isso €, o gréfico no plano cartesiano dos pontos P; = (W;,G;), j = 0,1,2,...,n.
Por defini¢do Py = (0,0). Estes pontos constituem o diagrama de somas acumula-

das (cumulative sum diagram - CSD) da fun¢do dada g com pesos w. A inclina¢do

do segmento que une os pontos P;_; e P; é justamente g(x;), j = 1,2,...,n:
3 gl () — 3 glauls)
g(x)w(z;) — > gla;)w(x;
tgo = Si =Gt _ = B = D ) L C) o)
Wj — Wj,1 J Jj—1 w(xj) J
> wlwi) = >0 w(wy)
i=1 i=1

Como pode ser observado na Figura 22.

Desta maneira, cada valor que g(x;) assume pode ser interpretado como a
inclinagcdo de um segmento de reta que une dois pontos no CSD. Para exemplificar,
considere a Figura 23, nela o diagrama apresenta quatro segmentos de reta, con-
sequentemente quatro inclina¢des a serem analisados e quatro valores para g(z;),
ou seja, 0 CSD mostra geometricamente o comportamento de g(x1), g(x2), g(x3)

e g(z4), de modo que é facil comparar dois elementos consecutivos:

tgon > tgan = g(x1) > g(22)
tgag > tgas = g(x2) > g(x3)

tgaz < tgoy = g(x3) < g(x4)
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Figura 22 Analisando dois pontos consecutivos no Diagrama de Somas Acumula-
das

Figura 23 Interpretando os declives no Diagrama de Somas Acumuladas

Para uma func¢ao g isotonica, tem-se:
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Figura 24 Diagrama de Somas Acumuladas para uma fun¢do isotdonica

)

tgag < tgasg < g(xa) < g(x3)

tgor < tgop & g(x1) < g(x

N

tgas < tgay < g(x3) < g(x4).

Neste caso, a reta definida por P;_; e P; estd abaixo de todos os P}, j > 0,
e portanto, o CSD € uma funcdo convexa (Figura 24).
Outra propriedade € que a inclinagdo da corda que une F;_q a P; com
(7 < j) € amédia ponderada de g em relagcdo aos pesos dados (Figura 25 ).
J i—1 J

Z g(xr)w(xr) - g(xr)w(xr) E g(l‘r)w(xr)

tg (Oé) _ r=1 : ::11 _ r=t
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Figura 25 Interpretando o declive entre dois pontos quaisquer no Diagrama de
Somas Acumuladas

2.1.9.2 O maior minorante convexo

Existem infinitos poligonos convexos com extremidade em Py e P,, que
estdo completamente abaixo do CSD. A figura 26 ilustra alguns deles. Cada um
destes poligonos ¢ uma funcio convexa e serd denominada de minorante convexo.
Serd visto que a regressao isotdnica, para o caso de uma ordenacao simples, estard
relacionada com o grafico de uma destas fungdes.

O grafico do supremo de todas as fungdes convexas cujos graficos estdao
abaixo do CSD é denominado o maior minorante convexo (greatest convex mi-
norant - GCM). Considere uma reta que intersecta o CSD tal que todo o CSD
estd sobre ou acima dela. Se ela intersecta o CSD em mais de um ponto, entdao o
segmento unindo suas intersecgdes a esquerda e a direita € uma parte do grafico do
GCM. Tal fato permite a seguinte interpretacdo geométrica: Fixe um eldstico no

ponto Fy e esticando este eldstico por baixo do CSD fixe a outra extremidade no
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ponto P,. O poligono obtido pela sequéncia de retas € o GCM (Figura 26).

————— Minorante Convexo

i .
Minorante Convexo

Maior Mincrante Convexo

Figura 26 Representa¢do do Maior Minorante Convexo - GCM

Uma outra relag¢do entre o CSD e 0 GCM € que o CSD e GCM coincidem

em P, isto é:

G: = Gy (2.36)

Seja g(z;) a fungdo definida como a inclinagdo do GCM no ponto P com

abscissa: }
j

Wj = Z w(a;z)

i=1

G;— G

Decliveem P; doCSD: ———— = T
J W, — W, 9(z;)

Declive em P do GCM: 76;; — G = g(z;), j=1234.
’ Wi — Wi ’

Considere o exemplo simples, utilizando os dados que estdo descritos na

Tabela 1, para ilustrar algebricamente os Diagrama de Somas Acumuladas e a
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interpretacio dos resultados para o maior minorante convexo.

Tabela 1 Exemplo do diagrama de somas acumuladas - CSD e do maior minorante
convexo - GCM.

jw Wi g(zy) G G g(z;)
1 1 1 —2 2 -2 —2
2 2 3 : 3 -2 %

3 3 6 -3 -1 -1 5

4 2 8 1 1 1 1

Se para algum 7, P | estd estritamente abaixo de F;_1, entdo as inclina-
¢oes do GCM entre P | para a esquerda e para a direita sdo as mesmas, isto €, a

poligonal nio tem vértices em P ;:

Finalmente, se P, = P}, P; = P} se P,P; = PP} ¢ um lado do GCM
e PP, = P;‘Pt* ¢ o lado direito adjacente, e se 7 < j < s, entdo a inclinacdo de
P; Ps € menor do que a inclinagio de P/ P;. Se s < j < t, entdo a inclinacdo de
P, P; é maior do que a inclinagdo de P; P;. Isto &, se §(x) tem um valor constante

a para x, < x < x4 e o0 valor constante b > a para xs < r < xy, entio:

it " _ Glz.) - Glx))
S Wia) = W)

< a parar < j < s, (2.38)
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e
J
> g(z)w(x;)
i=s+1 G(xj) — G(xs) . .
- = > b paras < 5 < t. (2.39)
J Wix;) — W(xs
¥ e (@) = W)

Em particular,

g(ws) < g(ws) = a <b=g(zs11) < g(Ts41)-

Afirmacéo 2.10 A inclinagdo a esquerda do GCM no ponto (W;,P}), g(x;) é de

fato a regressdo isotonica g*(x;).

A demonstracdo deste fato segue das propriedades descritas (BARLOW et
al., 1972).

2.1.9.3 Um algoritmo para o calculo da regressao isotonica

Dado g uma funcio qualquer em X munido de uma ordem simples, se g é
isotOnica sua regressao isotonica € a préopria funcio. Caso contrario, para algum i,
g(zi—1) > g(x;), neste caso, denomina-se x; como um violador. Neste caso altera-
se o CSD ligando-se os pontos ;" , € P por um segmento de reta. A observagdo
fundamental é que o GCM deste novo CSD € igual ao anterior, isto €, a reta que
liga P , e P estd abaixo deste segmento de reta unindo ;" , e P;". Este método
de aproximacdes sucessivas do GCM pode ser descrito algebricamente como o
algoritmo Pool Adjacent Violators - PAVA.

O algoritmo comega fazendo uma particdo de X = {z1,z2,...,2,} em
blocos unitdrios: {x1},{z2},...,{xn}, € por um processo iterativo vai unindo
estes blocos até que uma parti¢do final seja alcangada. Se g(z1) < g(x2) < ... <

g(xy,), entdo g é isotdnica e nada se tem a fazer, ou seja, a parti¢do inicial é também
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a partigdo final, e g*(x;) = g(z;), i = 1,2,...,n. Se ndo, seleciona-se qualquer
um dos violadores, isto é, seleciona-se um z;; tal que g(x;) > g(x;+1). Faz-se
entdo um pool (jungdo de coisas diferentes) entre os blocos que contém x; € x;11
em um novo bloco {z;,x;+1} ordenado entre os blocos {z;_1} e {zi;2}. O valor

da func¢@o g nos pontos x; € ;41 € alterado para o valor da média:

g(zi)w(z;) + g(zit1)w(@iy1)
w(w;) + w(wiy1)

com peso associado aos novos valores de g(z;) e g(x;41) igual a w(x;) +w(xiq1).

Depois deste passo do algoritmo, os valores das médias associadas com os
blocos sdo examinados para ver se eles estdo ou ndo na ordem requerida. Se estdo,
a parti¢@o final foi encontrada e os valores de g* para cada ponto de um bloco sdo
os valores dos pooled associados a cada bloco. Se ndo, um novo par de blocos
violadores adjacentes € selecionado e eles sdo colocados juntos para formar um
novo bloco, com os pesos associados sendo a soma dos pesos deles e o valor da
média associada sendo a média ponderada dos valores médios deles, completando
outro passo do algoritmo. Isto é repetido até a parti¢do final ser encontrada. A
Figura 27 ilustra esta situacdo, nela foram necessarios dois pooling até que o Maior
Minorante Convexo fosse alcangado. A regressao isotdnica g*(x;) para cada ponto
€ o declive do segmento de reta, estendido a esquerda do ponto P;* do GCM.

Da Figura 27 pode-se concluir que g*(z1) = g*(xz2) = ¢g*(x3), pois o
declive do segmento a esquerda dos pontos P, Py e Py é o mesmo. Para o
computo da regressdo isotdnica com uma ordenagdo simples, pode ser usado um
software estatistico, como por exemplo o R Development Core Team (2009), que
j& apresenta rotina pronta para este tipo de andlise.

Leeuw, Hornik e Mair (2009) criaram um novo pacote para o célculo da

regressao isotdnica, o pacote isotone. Este pacote tem implementado o PAVA, bem
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2°Violador

1*Viclador

Figura 27 Representacdo dos violadores adjacentes e os pooling necessarios até
alcangar o Maior Minorante Convexo

como utiliza-se de outros algoritmos mais sofisticados para o caso de alguns tipos
de ordem parcial. A funcdo principal para o uso do PAVA é gpava(). O pacote estd
disponivel na pagina http://CRAN.R-project.org/package=isotone.

Virias outras implementacdes do PAVA estio configuradas em R, a Tabela
2 fornece algumas delas. Cada uma destas fun¢des pode resolver problemas espe-
cificos, por exemplo, a fun¢ao pava() do pacote Cir resolve problemas de regressiao
isotOnica para o caso de uma ordem simples, entretanto, para o caso de uma ordem
parcial € necessaria a utilizacdo de uma outra fun¢éo, como por exemplo a gpava()
citada anteriormente. A consulta destas fungdes pode ser feita na pagina www.r-
project.org/.

Os resultados discutidos nas dltimas seccdes valem também para o caso de
uma ordem reversa com algumas modificagdes.Um par violador serd aquele para
o qual g(z;) < g(x;+1), e algumas altera¢des devem ser feitas, mas sem perda de

generalidade. No caso do software R, em algumas fun¢des sdo necessdrios alguns
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Tabela 2 Diversos pacotes e fungdes com implementacdes do PAVA em R.

Pacote Funcio Linguagem
Stats isoreg() C
monreg monreg() C
fdrtool monoreg() C

Cir pava(), cirpava(), pava() R

Iso pava() Fortran
clue pava() R
logcondens isoMean() R
sandwich pava.blocks R
intcox intcox.pavaC() C

ajustes, por exemplo, na funcio pava() do pacote Cir, basta trocar o default dentro
da funcdo, onde aparece dec=FALSE substituir por dec=TRUE e a ordem a ser

considerada passard a ser a reversa.

2.2 Analise de dados de sensibilidade e delineamentos sequenciais

Os dados de sensibilidade provenientes de experimentos de dose-resposta
sd0, em geral, analisados sob procedimentos estatisticos especificos. A andlise
destes dados, bem como a relacdo entre os delineamentos sequenciais com 0s

experimentos de dose-resposta sio discutidos e definidos a seguir.

2.2.1 Analise de dados de sensibilidade

Existem diversas situagdes experimentais em que a varidvel resposta nio
pode ser medida na prética, isto €, tem-se varidveis aleatdrias nao observaveis. Por
exemplo, em experimentos com explosivos, deixa-se cair um peso padrido sobre
uma amostra de explosivo, de vdrias alturas, no sentido de se obter a menor altura
que faz com que a amostra exploda. O que se pode conhecer é se determinada

altura € maior ou menor do que a altura critica desejada, ou seja, se ocorre a
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explosdo para uma determinada altura, pode-se concluir que aquela altura é maior
do que a altura critica, caso ndo ocorra a explosdo conclui-se que esta altura é
menor do que a altura critica (DIXON; MOOD, 1948).

Uma outra situacdo em que aparecem experimentos com caracteristica
semelhantes a dos explosivos sdo os experimentos de dose-resposta a um de-
terminado medicamento ou inseticida. Considerando a situacdo dos inseticidas,
pode-se estar interessado na dose critica que estd associado com cada inseto, ou
seja, se o inseto receber uma dose maior do que a dose critica, ele morre, caso
contrdrio, ele continua vivendo. Neste caso também ndo é possivel obter esta dose
experimentalmente, o que se consegue € saber se determinada dose € maior ou
menor do que a dose critica, para cada inseto testado.

Em ensaios de oncologia ou toxicidade aguda um dos objetivos é deter-
minar a dose u de uma droga que produzird toxicidade (supde-se uma resposta
bindria, toxicidade ou nao toxicidade) com determinada probabilidade em uma
populacdo alvo, por exemplo, em um experimento com determinada droga que
serve para combater um certo tipo de cancer, pode-se estar interessado em se
conhecer a dose, para a qual 30% da populagédo alvo (pessoas com 0 mesmo tipo
de cancer) serdo afetadas pela toxicidade do medicamento. Situagc@o semelhante
ocorre em pesquisas farmacéuticas de maneira geral, com pesquisas sobre germi-
cidas, anestésicos e qualquer outro tipo de droga em diversos campos de pesquisas
bioldgicas ou médicas.

O nome andlise de sensibilidade parece bem sugestivo para todas as situ-
acdes citadas anteriormente pois, em cada uma delas, o que se sabe € se a amostra
a ser utilizada serd sensivel ou ndo ao tratamento aplicado. No caso dos explosivos
o tratamento seria a altura, no caso dos inseticidas, a dose do inseticida € no caso

dos ensaios oncolégicos a dose de droga utilizada, ou seja, o que se tem ¢ se a
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unidade experimental respondeu ou nio ao tratamento aplicado.

Nos experimentos de sensibilidade nao é possivel fazer mais do que uma
observagdao em uma mesma unidade experimental, pois, uma vez que um teste foi
realizado com a mesma, ela passa a ser alterada pelo experimento. No caso dos
explosivos, o explosivo é danificado; no caso dos inseticidas, o inseto € morto; nos
ensaios oncoldgicos, o paciente fica afetado pela medicacao.

O procedimento utilizado por Bliss (1935) e Fisher (1935) em experimen-
tos com as caracteristicas citadas anteriormente € dividir a amostra em grupos
(podendo ter ou ndo o mesmo tamanho amostral) e testar cada grupo para um nivel
escolhido, um primeiro grupo € testado em um nivel de tratamento, um segundo
grupo em um segundo nivel e assim por diante. A andlise realizada pelos autores
para este delineamento foi denominada probit.

A partir de 1943 em trabalhos com experimentos que envolviam explo-
sivos no Laboratério de Pesquisas sobre Explosivos em Bruceton, Pennsylvania,
Dixon e Mood (1948) desenvolveram um método alternativo ao probit, ao qual de-
nominaram de método up and down, que sera posto em detalhes na préxima secao.
Este método trabalha essencialmente com um delineamento do tipo sequencial
e apresenta uma vantagem de concentrar as estimativas em torno da média com
grande rapidez.

Segundo Stylianou e Flournoy (2002), em pesquisas médicas do tipo onco-
l6gicas, o tamanho da amostra, por questdes éticas, ndao deve ser grande. Deseja-se
estimar com precisio e acuracia o pardmetro de interesse, por exemplo, a dose que
produz determinada toxicidade, com o menor niimero de pacientes possiveis.

Na utilizagdo do método proposto por Bliss (1935) e Fisher (1935) os
pacientes deveriam ser divididos em grupos, de modo que em determinado grupo

0s pacientes receberiam doses muito baixas que seriam certamente ineficazes e
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outros pacientes receberiam doses muito elevadas que certamente seriam toxicas,
e isso ocorreria estando o pesquisador ciente desses efeitos, o que leva ao problema
de questdes éticas.

Segundo Ghosh, Mukhopadhyay e Sen (1997) e Stylianou e Flournoy
(2002), a estimagao sequencial em geral diminui o tamanho da amostra, entretanto,
a andlise se utiliza da teoria assintética, sendo necessdria, a busca por delineamen-
tos 6timos, que mantenham um certo nivel de confianga no processo de estimacao,

mesmo quando o tamanho da amostra é pequeno.

2.2.2 O método probit

O probit ¢ um método para andlise de dados de sensibilidade, que foi
discutido inicialmente por Bliss (1934a, 1934b). O método passa a ser discutido
com mais detalhes em Bliss (1935) onde o autor estd interessado em calcular a
curva de dose-mortalidade.

Um ensaio do tipo dose-resposta € aquele em que uma determinada droga
¢ administrada em k diferentes doses (niveis), dy,do, . . . ,di em, respectivamente,
mi,ma,...,my individuos, obtendo-se como resposta, aps um periodo especifi-
cado, y1,y2, - . .,y individuos que mudaram de estado (ocorréncia de um sucesso,
por exemplo, morte). A resposta ao tratamento para cada unidade experimental
¢ uma varidvel aleatéria com distribuicdo Bernnouli com pardmetro p;, que é a
probabilidade de ocorréncia de sucesso.

Portanto, neste tipo de ensaio uma amostra com individuos de uma mesma
espécie € selecionada, ou seja, os elementos amostrais devem ter caracteristicas as
mais similares possiveis. Tal amostra € dividida em & grupos, cada um com m;
individuos, ¢ = 1,2,...,k (em geral o nimero de individuos em cada grupo € o

mesmo). Cada dose € aplicada a cada grupo e o nimero de sucessos por grupo
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(morte do individuo, por exemplo) é contado, dessa maneira, a resposta para cada
grupo € uma varidvel aleatéria com distribui¢do binomial com pardmetros m; € p;,
ou seja, Y; ~ Bin(m;,p;).

A Figura 28 ilustra esta situac@o. Nela, tem-se m; = 4, mo = 5, mg =8
e my = 6, ou seja, Y1 ~ Bin(4,p1), Yo ~ Bin(5,p2), Y3 ~ Bin(8,p3) e Yy ~
Bin(6,p4). As realizagdes destas varidveis aleatérias: y1 = 1, yo = 3, y3 = 6
e y4 = 6 com propor¢do de mortos na amostra iguais a 0,25; 0,60; 0,75 e 1,00,
respectivamente para cada grupo.

E natural que para doses pequenas ocorram pouco sucessos e que a medida
que a dose aumenta ocorra um aumento neste nimero. Em outras palavras, para
doses muito pequenas a probabilidade de morte dos insetos (por exemplo) é baixa

e em doses muito altas essa probabilidade se aproxima de 1.

Dose 1 Dose 2 Dose 3 Dose 4
Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4

@ @ @ @@
2 2@ @@ @@

Figura 28 Representagdo do delineamento experimental para o probit

Segundo Bliss (1934a), o resultado de uma investigacdo da acdo de um
agente toxico na mortalidade de um organismo € usualmente expresso como uma
curva assimétrica em formato da letra S, ou seja, uma sigméide, em que a percen-

tagem de mortalidade dos individuos esté relacionada as doses a que eles teriam
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sido expostos, conforme Figura 29.

Percentagem de organismos mortos

1
|
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dosagem ou uma determinada funcdo da mesma

Figura 29 Curva de dose-mortalidade

Bliss (1935) chama a curva da Figura 29 de Curva de Dose-Mortalidade
e argumenta que tal representacdo possui algumas desvantagens, tais como, pouca
informacdo nas caudas com respeito a variacdo da percentagem de mortos por
variagdo nas dosagens. Observe que a mudanca na percentagem de mortos por
variacdo da abscissa (doses) é pequena proximo as mortalidades de 0 e 100 por
cento, e alta perto de 50 por cento.

A curva de dose mortalidade (Figura 29) ndo fornece diretamente para o
pesquisador uma informacao que é de interesse pratico, que é a susceptibilidade
ou tolerdncia da unidade experimental ao tratamento que lhe foi submetido. Esta
tolerancia pode ser entendida como o valor critico que o tratamento assume no
limiar entre sucesso ou fracasso do ensaio. Por exemplo, nos experimentos de
dose-resposta, ela pode ser entendida como a menor dose possivel para matar um
determinado individuo, ou seja, a dose letal do individuo. J4 nos experimentos

com explosivos, a mesma pode ser entendida como a menor altura com que o peso
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provocard a explosdo de uma determinada amostra.

A tolerincia é uma varidvel aleatéria continua que ndo pode ser medida
diretamente, como ja discutido, e o que o pesquisador tem em maos SA0 as pro-
porcdes de sucessos (ou fracassos) para cada grupo do qual foi submetido o trata-
mento. A questdo é, de posse destes dados, € possivel modelar a susceptibilidade
de cada individuo na populagdo? A resposta a essa pergunta € sim, e isso pode ser
feito de vérias maneiras, uma delas denominada de método probit.

Suponha dois individuos I; e I3 com susceptibilidades d; e ds respecti-
vamente, ou seja, quando o individuo /; é submetido a dose d; ele morre, e ndo
morre para uma dose menor do que d;. O mesmo ocorre para o individuo Is, com
a dose do. Note que, se o individuo /; é submetido a um dose maior do que a sua
dose critica, ele também morrerd, e isso também ocorre para o individuo /5. Dessa
maneira, se di < ds, € os dois individuos forem submetidos a dose d ocorrera a
morte dos dois. Em outras palavras, um individuo escolhido ao acaso responderd
a uma determinada dose se a dose a qual ele foi submetido for maior ou igual que
a sua dose critica.

Assim, como no caso de qualquer outra caracteristica bioldgica, a toleran-
cia varia de individuo para individuo de uma populacdo. No método probit, tal
variavel serd considerada no processo de modelagem como uma varidvel aleatdria

com distribuicdo normal com média p e varidncia o2

, ou seja, se U € a varidvel
aleatdria que representa a tolerancia de cada individuo da populagdo, tem-se que
U ~ N(u,0?), conforme Figura 30.

A modelagem pela distribui¢do normal ndo € uma pressuposicao tao dificil
de ser aceita, dado que a resposta ou ndo de cada individuo depende de vérios fato-

res, ¢ uma média de respostas de varias fontes, tais como, genéticas, imunoldgicas,

ambientais, etc.
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u

Tolertmeia=U

Figura 30 Representagdo da distribui¢do de tolerancias

Se a dose d; € aplicada a populacdo toda e fi7(u) é a fungdo de densidade
de probabilidade para a distribui¢do de tolerancias, todo individuo cuja tolerancia
€ menor do que d; respondera a droga (tratamento), e a probabilidade de que um

individuo escolhido ao acaso responda a dose € dada por
d;
p=PU<d)=F(@d) = [ folwdu (2.40)
—00

O problema, entdo, estd em encontrar uma curva sigmdide que se ajuste
bem aos dados e a partir dela obter as doses letais (ou criticas) desejadas (Figura
31). O que ocorre, porém, é que o modelo exposto na Equacao 2.40 € ndo linear nos
parametros e como ja discutido, as curvas sigmdides apresentam pouca informagao
nas caldas a respeito da variacdo no percentual de mortos com relacdo a uma
determinada variacdo das doses. A ideia é fazer uma transformacdo tal que essa
curva sigmdide passe a ser vista como uma reta e assim procedimentos comuns de
regressao possam ser usados para estimacao dos parametros.

A ideia do probit é fazer uma simples manipulacio na Equacéo 2.40, como
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Dose=d

Figura 31 Distribuicdo densidade de probabilidade e funcdo de distribuicao
acumulada das tolerancias

segue:
pi = P[U<d] :P[(U_M) < G
g g
w1
= P|Z<—=+—di| =P[Z < B+ Badi],
o o
com ff; = —Lefy = % Considerando ®(x) a distribui¢do acumulada da normal

padrdo no ponto z, tem-se:

pi = © (81 + Bad;) (2.41)

em que ®(-) é uma fungdo nio linear aplicada em uma relagéo linear nos parime-

tros. Aplicando a inversa de ®(-) em ambos os membros da Equagio 2.41:

>~ (p;) = B1 + Pod;.

O probit de p; é definido como sendo ®~! (p;), ou seja, o probit nada
mais é do que uma transformacao dos valores que estdo no eixo das ordenadas da

sigméide da Figura 31:
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probit (p;) = @1 (pi) = B1 + Pad;. (2.42)

Considerando p; = % a propor¢ao de sucessos (mortos) observados para

T
a i-ésima dose, pode-se estimar (3; e (2 pelo método dos minimos quadrados
ponderados. Tal método consiste em encontrar estimativas 31 € 52 que minimizam

a expressao:

n n

> i = pilPwi =Y [pi — (B + Padi)Pwi (2.43)

=1 i=1

em que 0s pesos w; sdo usualmente tomados como o inverso das variancias das

binomiais correspondentes, ou seja,

o 1 B 1
Var[P) Var[Yi/mi] — Var]y;]/m?

i

1 m;

(mapi(1 = pg))/m? — pi(1—pi)’

Quando a transformacao probit € aplicada, uma nova relacdo de minimos
quadrados deve ser estipulada, e uma pergunta que surge é: Que tipo de minimi-
zacdo deve ser requerida para as varidveis transformadas, para que que se tenha
uma equivaléncia entre esta nova relacdo e a Equagao 2.43? Para responder a esta
pergunta deve-se observar que a transformacdo probit pode ser pensada como uma
fungdo g de A C R? em B C R2, definida por g(z,y) = (z,f(y)), conforme
Figura 32, em que, f(y) = ®~(y).

Observe que, do calculo diferencial, para cada dose d; fixada, vale a se-

guinte relagdo:

~ T+ Ay~ f(y)

f'(w) Ay :




g2y =(x, ()

SO)=07(»)

D (P o-———— » S(y+Ay)

1
F e |
) |

Ay, @ (p)g----- v 1 (»)

|
|
|
|
1
|
|
5
x
d, d,;

Figura 32 O probit como uma transformacéo g(z,y) = (z,f(y))

ou

Ay = [f(y + Ay) — f(y)]-

1
f'(y)

x
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(2.44)

Para f(y) = @ (y), y = p; e Ay = p; — p;, conforme Figura 32, tem-se

os seguintes resultados:

df(y) _de~'(y) _ 1 _ 1
dy dy % (@-1(y)) (2 Ly))’
ou seja,
fpi) = ! -~

Além disso,

) = Fpi) = @7 (pi) = B1 + Pad;,

em que z; é a ordenada da distribui¢io normal no ponto de abscissa ®~1(p;).
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Substituindo estes resultados na Equagdo 2.44:

(i — pi) = 2@ (ps) — 2 (pi)] (2.45)
= (ﬁz - pZ)Q = 21'2[@71(151) - @71(%)]2
2
3 2 my ~ 1/ FH—1(.\12 Z; My
= i p) pi(1—pi) = (270 — 2 (i) pi(1—pi)
= (i — pi) wi = [0 (B;) — @ (p)]Pw]
=3 (0 - p)*wi =Y (@071 (H:) — @ L) w)
=1 =1

Dessa maneira, o problema de estimacdo por minimos quadrados ponde-

rados passa a ser encontrar 31 e So que minimizam a expressio:

com 0S NOVOS pesos w; = (zfm,) / (pi(1 — p;)). Porém, esses pesos contém

grandezas desconhecidas. Uma alternativa é substituir estas grandezas por suas
estimativas p; e §;, € o problema de estimag¢do por minimos quadrados ponderados

passa a ser encontrar 31 e S que minimizam:

n 2
1/ — 22,y
do@ () — @ p))
=1 Dig;
ou

. o zim;
> [probit(pi) — (B + Baodi))? a0 (2.46)
i=1 v

em que z; é a ordenada da normal padrdo no ponto ®~1(p;) = probit(p;).
A forma como este resultado foi obtido é contribui¢do deste trabalho.
Fisher (1935) obteve este mesmo resultado pelo processo de estimag@o por maxima

verossimilhanca, o que era de se esperar, dado a suposi¢do de normalidade para a



127

distribuicdo de tolerancias.

A Figura 33 ilustra uma situagdo com dados simulados, consistindo das
proporcdes antes e depois da transformacio probit. Pode-se observar o formato
sigméide nos dados antes da transformacdo e a oscilacdo dos mesmos em torno de

uma reta ap0s a realizag@o do probit.

proporgéo de mortos

log(dese) ogidoss)

Figura 33 Amostra simulada antes e depois da transformacao probit

Observe na Figura 33 que, na escala probit, alguns valores aparecem com
sinal negativo. Isto ndo ocasiona problema algum nas estimativas finais de u
e o. Entretanto, pode causar confusdo na mente de pesquisadores com pouca
familiaridade em estatistica, pois os mesmos podem pensar que estdo trabalhando
com proporc¢des negativas. Pensando nisso, Bliss (1935) sugere usar uma normal
centrada em 5 ao invés de uma centrada em 0 e apresenta as suas tabelas de probits
com valores que tem esta caracteristica. Este fato ndo é de muita importancia,
pois o objetivo final sdo as estimativas de ;1 e o que ndo sdo alteradas por esta
translacao.

O uso de tabelas também € algo ultrapassado, tendo em vista o avango

computacional nas dltimas décadas. Dessa forma, para calcular o probit de um
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valor, pode-se usar um software estatistico, como por exemplo o R. Para calcular
o probit usando este software, basta utilizar a funcdo gnorm do mesmo.

A utilizacdo do método probit requer que a tolerancia seja normalmente
distribuida. A experiéncia mostra que em experimentos de dose mortalidade e
em experimentos com explosivos o logaritmo da dose ou da altura é que tem
distribuicao normal. Entdo, todas as andlises ndo seriam feitas diretamente com
a dose ou altura, mas com a log(dose) ou log(altura). Para as conclusdes a respeito
da varidvel de interesse deve-se aplicar a funcdo inversa do logaritmo nos resul-
tados obtidos ou fazer adequacdes necessdrias para as conclusdes finais (DIXON;
MOOD, 1948).

E muito comum encontrar resultados de graficos: log(dose) versus probit
das propor¢des. Em outras dreas outras transformagdes podem ser requeridas e o

pesquisador deve atentar a este fato.

Propor¢do de mortos

T T T T
4 @ 0 D (p) 5 4

Figura 34 O probit na curva de distribuicdo acumulada
O método probit apresenta um problema quando ocorrem 100% ou 0%

de sucessos para um determinado nivel, pois a fun¢do inversa da acumulada da

normal ndo estd definida para 0 e 1, ndo sendo possivel o cdlculo do probit destes
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valores.

A medida que as proporcdes se aproximam de zero, o probit tende a —oo
e quando as proporcdes se aproximam de 1 ele tende a +oco (Figura 34). Além
disso, tal fato pode influenciar bastante nas estimativas de 51 e 52 na Equagdo
2.42. A solucio deste problema foi apresentada por Fisher (1935) em apéndice do
artigo de Bliss (1935) e serd apresentada a seguir, de forma ligeiramente diferente

da apresentagdo original.

2.2.2.1 O caso dos 0% e 100% de sucessos em analise probit

Da Equacio 2.45, tem-se que:

(Di — pi) = zi[probit(p;) — probit(p;)]. (2.47)

Entretanto, quando p; € muito pequeno, o nimero de mortos observados pode
frequentemente ser igual a zero ou muito pequeno, e a aproximagdo em 2.47 ndo
serd satisfatdria, pois o valor probit(p;) ndo estard definido, ou tenderd a menos
infinito (para valores de p; préximo de zero).

Deve ser observado que se o experimento fosse repetido vdrias vezes, em
algumas vezes o nimero de mortos observados poderia ndo ser igual a zero e con-
sequentemente a indefini¢do em probit(p;) ndo ocorreria. A solugio apresentada
por Fisher (1935) consiste em substituir o valor probit(p;) por um valor ficticio

probit*(p;). Dessa maneira, supondo que para a dose d; o nimero de mortos foi
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igual a zero, a Equac@o 2.47 pode ser substituida por:

(Bj —pj) = zj[probit™(p;) — probit(p;)]

= (0 — pj) = zj[probit™(p;) — probit(p;)]

= PP probit*(p;) — probit(p;)
Zj
= probit™(p;) = probit(p;) — Z—J
J
= probit” (py) = (B + fady) — .

Agora, suponha que para a dose d; o nimero de mortos é 100%, entdo:

(Bj —pj) = zj[probit™(p;) — probit(p;)]

= (1 —pj) = zj[probit™(p;) — probit(p;)]

1—pj o

= = probit* (p;) — probit(p;)

Zj
1—pj

Zj

= probit*(p;) = (B, + Body) + Z—J
]

= probit*(p;) = probit(p;) +

Dessa maneira, o procedimento para a andlise probit deve ser o seguinte:

Toma-se todos os pares (d;,p;) em que p; # 0 e p; # 1 e faz-se uma primeira
22m;

estimativa de 81 e B2 por minimos quadrados ponderados com pesos w; = TR
147

conforme exposto anteriormente.

Encontradas estas estimativas e utilizando a Equacdo 2.41, considera-se o



131

probit para a dose d; em que ocorreu p; = 0 por:

probit™ (p;) = (51 + Bzdj) - m,
1+ p2d;

e para o caso onde ocorreu p; = 1:

1-9 (31 + Bde)
¢ (Bl + 326{7‘)

probit™ (p;) = (Bl + B2dj) + :
em que P(-) e ¢(-) representam a fungdo de distribuicdo acumulada e funcdo
densidade de probabilidade da normal padréo respectivamente.

De posse destes valores, considera-se todos os valores iniciais juntamente
com os anteriores e a regressdo linear é refeita, calculando-se novas estimativas
para 31 e B2, que serdo as estimativas finais do processo. Fisher (1935) argumenta
que esta passagem € importante, pois a simples exclusdo dos dados pode tornar as

estimativas viciadas.

2.2.3 O método logit

O método probit pressupde que a distribuicio da tolerancia dos individuos
seja uma normal. Berkson (1944) argumenta que a densidade da distribui¢do
logistica estd muito préxima da curva normal e € aplicada largamente em estudos
de fendmenos fisico-quimicos, podendo ter, assim, em determinadas situagdes, um
melhor apelo tedrico.

Como este método consiste basicamente em uma readequagdo do probit,
substituindo a curva normal pela curva logistica, Berkson (1944) denominou o
mesmo de método logit (logistic unit). Mantendo as mesmas notagdes utilizadas

na secdo anterior, assume-se que U tem distribuicio logistica com parametros j e
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7, que € muito similar a curva de distribui¢do normal na forma (Figura 35), com
caudas um pouco mais longas e tem funcio densidade de probabilidade dada por

(MOOD; GRAYBILL; BOES, 1974):

1 u—p
folupr) = — b () , mTEReT>0,  (248)
T u—p\72
[1+exp (“=4)]
com esperanca F(U) = p e variancia 02 = Var(U) = 772372

03

Figura 35 Funcdes densidade de probabilidade e funcdes de distribuicdo acumu-
lada da Normal e Logisticacom = 0e 02 = 1

Fazendo uma mudanga de pardmetros em 2.48, com 8; = —L£ e 8, = 1,
tem-se:
/32661+52u
u; b1, = s a2
fu(u; B1,B2) (1 + efrtpou)?
Logo,
eB1+B2d;
pi=PlU < di] = F(di) = 1557
Observe que,
eBrtB2d; 1

l=pi=1- 1 + efrtBads - 1 + ePrtBadi’
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e que,

1—p; 1 + ePit+Bad;

% <1 +6B1+52di) — eﬂ1+52di,

dessa forma,

log (1 - ) = B1 + fad;
— D

A transformacio feita nas unidades 15—;_ pelo logaritmo neperiano é de-
K2

nominada por Berkson (1944) logit de p;. Assim,

logit (p;) = log <1 pip) = f1 + Bad;. (2.49)

Para estimacg@o dos pardmetros 31 e 32 sdo usados métodos convencionais
como 0s minimos quadrados e mdxima verossimilhanca.

Se a taxa de mortalidade em d; é p; e a propor¢cao de mortos observados
para a dose d; em m; ensaios € p; = %, em que y; ¢ o nimero de mortos

observados, tem-se que:

. R m;! , o o .
PUB =) = o ™ (1= Y = Gl (L

Considerando todos os valores dos p; para as doses dy,ds, . . . ,di, tem-se

a verossimilhanca:

k
L = L(B1,Balp1,b2 - - - k) = [ [ CHpi¥ (1 — pi)™ ¥,
i=1

Tomando o logaritmo natural em L:

k k k
I=logL=> logClk +> yilogp;+ > (m;—1y;)log(l — p;).
=1 =1 =1
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As seguintes derivadas parciais serdo utilizadas no computo das equagdes

de madxima verossimilhanga:

opi ePr+B2d; (1 + €’Bl+52di) — ePrtBadi of1+B2d;
0B (14 efrtiad: )
ePrtBad; (1 4 ePrtbedi _ 651+52di)
B (1 + efrthadi)?
ePr+Bad; 1
T 11 PR (1] PP
= pi(l—pi)
(]
op; d;ePrtP2di (1 + eﬂ1+52di) — ePr1tbadi . oPr+P2di
B2 (1 + eBithadi)?

di651+52di (1 + ePrtBadi _ eﬁ1+,32di)

(1+ 651+52d¢)2
J eP1+B2d; 1
i + efi+B2d; x 1 4 eBr+Pad;

= dipi(1 — p;).




o
I

o
dp2
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Assim,
k k
8}91' 1) ( api 1 )
= X Y X — + — X (m; —vy;) X
; <5ﬁ1 Y Di ; 0B ( i) 1—pi
k k
Op; <yz Yi —mi> Op; yi—pﬂm)
= = + — X =" -
OB \pi 1-pi ; op1  pi(1—pi)
_ (1 — p;) x 4 ez
;(p( pi) pi(l—pz’))
k k i
= Z (yi _pimi) = Z (Tm —]%) my
=1 =1
k
= Z (ﬁz - pz) myg
i—1
k . ePr+B2d;
- Zl (pi 1+ eﬁ1+,32di> mi
k k
8}9@' 1) ( 8p2- 1 )
= X Y; X — | + — X (my; i) X
; (352 Vi ; 0B ( i) 1—p;
k
=S Opi <yz yz—mi> =S Opi yi—pzmi>
— 0P \pi  1-pi — \9B82  pi(1 —pi)

k . ePr+B2d;
- Z (pi 14 6/81+/82di> dim;.

i=1
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Portanto, os estimadores de maxima verossimilhanca (51 e 52 devem satis-

k 631+52d¢
Z Ai —_— | My = 0
— 1 + eBr+Pad;

fazer as equacdes:

e N ~
k eB1+B2d;
— 1 + eBr+Bad;
ou ainda,
i ( eBlJrBZdi ) k
— 1 + ePr+b2d; —

k Bi+B2d; k
e 1 204 R
— 1 4 eBr+Bad; —
i=1 =1
As solugtes para as Equagdes 2.50 e 2.51 s6 podem ser encontradas por
métodos numéricos.
Uma outra metodologia que pode ser utilizada na estimagdo de 5 e B2 é
o método dos minimos quadrados ponderados, similarmente ao que foi exposto no
método probit. Agora, deseja-se encontrar estimativas 31 e Bg que minimizam a

expressao:

k eP1+B2d; 2
[ wj, (2.52)

k
2 pi—plwi= b T

=1 =1
em que os pesos w; sdo tomados como o inverso das variincias das proporgdes

consideradas, ou seja,
1 m;

wi: — =

Var[Py] pi(1— pi)

Do mesmo modo do que foi colocado no probit, considere a transformacao
logit nas propor¢des como uma fungio g de A € R? em B C R?, definida por

g(z,y) = (z,f(y)), conforme Figura 36, em que, f(y) = log (y/(1 —y)).
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g(x,¥)=(x, f(»))

1—-y
1
I, P = *S(y+ Ay)
]
1
. |
Py pisis anse anseEe |
1
Ay’
Vi Lyg———-- v ()
| !
Bfpimmrmioim mimmimmie ¢ |
1 1
"y |
[ {]
. .
d x d, x

Figura 36 Visualizagdo do logit como uma transformacéo g(z,y) = (x,f(y))

Na Figura 36,

li = logit(p;) = log (pi/(1 — pi))

L; = logit(p;) = log (pi/(1 — pi)) = B1 + Pad;.

Novamente, para cada dose d; fixada:

Ay = o) [f(y + Ay) — f(y)].- (2.53)

Para f(y) = log(y/(1 —v)), y = p; e Ay = p; — pi, conforme Figura

36, tem-se os seguintes resultados:

['(y) = ﬁ = f'(pi) = m
fly+Ay) = f(p:) =log (p:/(1 —pi)) = i
fly) = f(pi) =log (pi/(1 — pi)) = B1 + Bad; = L.
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Substituindo estes resultados na Equagdo 2.53:

~

pi)lli — Li]
[pi(1 = pi)] 2[li — Li)?
= m; [pi(1 — pi)] 2[l; — Li)?
= (b —pi)zﬁ = [l; — Li*mipi(1 — p;)

k
= (pi — pi)?wi = [l — Lil*w) = 3" (b — pi)*wi =
=1

(Pi — pi) = pi(1 —

= (pz pz)

[\

= m;(Pi — pi)

[l—L]

ﬁmw

Dessa maneira, o problema de estimacdo por minimos quadrados ponde-

rados passa a ser encontrar 31 e 3o que minimizam a expressao:

l—L

Mw

i=1

com os novos pesos w; = m;p;(1 — p;). Porém, estes pesos contém grandezas
desconhecidas, e assim como no probit, uma alternativa € substituir estas grande-
zas por suas estimativas p; e §;, € o problema de estimacio por minimos quadrados

passa a ser encontrar 31 e S que minimizam:

k
>l — Lil*mapids
i=1
ou
k
Z [logit(p:) — (B1 + Bodi)|*mipidi. (2.54)
1=1

2.2.3.1 O caso dos 0% e 100% de sucessos em analise logit

Berkson (1944) nao apresenta em detalhes uma discussdo para esta si-
tuacdo, embora apresente em notas de rodapé os resultados finais. Aqui serd

apresentado suas conclusdes com os cdlculos detalhados. Da Equacgdo 2.53, tem-se
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que:

(Pi — pi) = pi(1 — pi)[logit(p;) — logit(p;)]. (2.55)

Novamente, quando p; ¢ muito pequeno, o nimero de mortos observados
pode frequentemente ser igual a zero ou muito pequeno, € a aproximagdo em 2.55
ndo sera satisfatdria, pois entdo, o valor logit(p;) ndo estard definido, ou tenderd a
menos infinito (para valores de p; préximo de zero).

De novo, deve ser observado que se o experimento fosse repetido varias
vezes, em algumas vezes o nimero de mortos observados poderia nio ser igual
a zero e consequentemente a indefinicdo em logit(p;) ndo ocorreria. A solugdo
consiste em substituir o valor logit(p;) por um valor ficticio logit* (p;).

Se para a dose d; o nimero de sucessos foi igual a zero, a Equagdo 2.55

pode ser substituida por:

(Pj —pj) = pi(1—pj)llogit™(p;) — logit(p;)]

= (0 —p;) = pj(1 — pj)llogit™(p;) — logit(p;)]

bj ~ SR .
= —————— = ogit*(p;) — logit(p;)
pi(1—p;) ’ ’
(s N A Pj
= logit*(p;) = logit(p;) — ————
’ 7 pi(l—py)
1

= logit™(p;) = (B1 + P2d;) — P
J

em que,
1

A e
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Agora, suponha que para a dose d; o nimero de mortos é 100%, entdo:

(Bj —p;j) = p;i(1—pj)llogit™(p;) — logit(p;)]
= (1 —pj) = p;j(1 —pj)llogit™(p;) — logit(p;)]
1—pj U .
= ———— 2 ogit*(p;) — logit(p;
pi(l—py) (o0 B)~ loitr)

. . 1
= logit*(pj) = logit(p;) + o
j

L 1
= logit™(p;) = (1 + Bad;) + Pt
j

em que,
6’81 +pB2d;

Pi = Ty ot
Assim, o procedimento para a andlise /logit deve ser o seguinte: Toma-se
todos os pares (d;,p;) onde p; # 0 e p; # 1 e faz-se uma primeira estimativa de
(51 e B2 por minimos quadrados ponderados com pesos w; = m;p;§;, conforme
exposto anteriormente. Encontradas estas estimativas, considera-se o logit para a

dose d; em que ocorreu p; = 0 por:
logit” (p;) = (B + Bady ) — (1 + M50

e para o caso onde ocorreu p; = 1:

14+ €BI+Bde

logit” (p;) = (Bl + Bde) + ePr+Bad;

De posse destes valores, considera-se todos os valores iniciais juntamente
com os valores anteriores e calcula-se novas estimativas para 31 e 32, que serdo as

estimativas finais do processo.
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2.2.4 Delineamentos sequenciais

Os delineamentos utilizados na andlise probit e logit utilizam-se de muitos
valores amostrais, além do que existem experimentos em que submeter as unidades
experimentais a doses baixas ou altas pode nio ser desejidvel. Os delineamentos
sequenciais amenizam este problema e diversos deles serdo apresentados agora,
sendo que a grande maioria teve origem com o cldssico método up and down

apresentado por Dixon e Mood (1948).

2.2.4.1 O método up and down

Este método pode ser utilizado em qualquer experimento de andlise de
sensibilidade, mas pode ser proveitoso em termos didaticos apresentd-lo em fungao
de um experimento especifico. Isso serd feito utilizando experimentos com 0s
explosivos discutidos em Dixon e Mood (1948), e ao mesmo tempo com analogia
aos experimentos em oncologia apresentados em Stylianou e Flournoy (2002).

No caso dos explosivos, a técnica consiste em escolher alguma altura
inicial hg, e uma sucessdo de alturas hy,ho,hs, ... acima de hg juntamente com
uma sucessdo de alturas h_j,h_o,h_3,... abaixo de hg. A primeira amostra de
explosivo € testada derrubando o peso para uma altura hg. Se a primeira amostra
explode, a segunda serd testada na altura h_1, caso contrdrio ela serd testada na
altura hi, em outras palavras, escolhe-se uma altura inicial para o processo, se
nessa altura ocorre uma explosdo, o préximo explosivo deverd ser testado em
uma altura imediatamente inferior, caso isso ndo ocorra, deve-se subir para altura
imediatamente superior. O processo justifica o seu nome, método up and down.

Para experimentos com toxicidade, o processo poderia ocorrer de maneira
similar, escolhe-se uma dose inicial para comecgar o processo, se 0 paciente res-

ponde a dose, ou seja, se ele apresenta toxicidade, deve-se baixar a dose para o
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préximo paciente, caso contrario deve-se aumentar a dose.

O nome delineamento sequencial é bem aplicado a experimentos deste
tipo, pois, os tratamentos (altura ou dose de inseticida) sdo aplicados nas unidades
experimentais (explosivo ou paciente com cancer) de modo sequencial, ou seja, a
maneira como os tratamentos sio aplicados nas parcelas segue um passeio aleato-
rio nos valores das alturas ou doses. Assim, o pesquisador ndo sabe a priori qual
parcela receberd determinado tratamento.

Dixon e Mood (1948) argumentam que este método estabiliza muito rapi-
damente em torno da média, aumentando a acurdcia com que a média é estimada,
ou seja, para uma dada acurédcia, o método up and down requer menos testes
do que o método ordindrio de dividir as parcelas em grupos. Dessa maneira, o
tamanho amostral requerido para uma estabiliza¢do em torno da média € menor.
Obviamente, existem situacdes em que o tamanho da amostra ndo € um limitante
importante, por exemplo, em experimentos com determinadas espécie de insetos,
pode-se ter o tamanho da amostra grande sem muito esforco experimental. En-
tretanto, isso ndo ocorre em pesquisas médicas, onde a unidade experimental € o
ser humano. Dixon e Mood (1948) argumentam que a economia no nimero de
observacdes pode ser na ordem de 30 a 40 por cento.

O método foi desenvolvido sob pressuposi¢oes, que serdo expostas a se-
guir. Dentre elas, estd a normalidade dos dados, que dificilmente é observada em
experimentos com explosivos ou dose-resposta. E comum o uso de transformagdes
do tipo logaritmo para alcancar tal feito. O desenvolvimento serd realizado pressu-
pondo que essas varidveis ja estdo normalizadas por algum tipo de transformacao.

Seja Y uma varidvel aleatéria normalmente distribuida com média p e
varidncia 02, e procedimentos serdo feitos sobre os 1, observados, com o objetivo

2

de se estimar p e 0“. A varidvel Y pode representar por exemplo o logaritmo
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natural da altura com que os pesos sdo derrubados. Além disso, serd suposto que a
probabilidade de ocorrer um sucesso (uma explosdo) para um valor (altura) igual
ou menor que y; € igual a @, ,2(y;), em que @, ;> € a acumulada da distribuigdo
normal com média y e varidncia o2, e tal probabilidade serd denotada por p;.
Assim,

i 1 —120-w?
e o2 dt=1-—gq. (2.56)

pi= By a(y) = /

—oo V27O
Observe que para cada altura selecionada, tem-se uma probabilidade de
sucesso (explosio) e fracasso (ndo explosdo) relacionadas. A titulo de ilustragdo

considere o Exemplo 2.7 adaptado de Dixon e Mood (1948).

Exemplo 2.7 Considere que em um experimento com explosivos foram selecio-
nadas as seguintes alturas: yo = 2,0m, y1 = 1,7m, yo = 1,4m, y3 = 1,Ilm e
ya = 0,8m e que um peso foi derrubado a partir destas alturas sobre o explosivo
que explodia ou ndo dependendo de cada altura e da aleatoriedade do processo.
Se ocorria uma explosdo em uma determinada altura (sucesso) entdo a proxima
altura inferior era selecionada, caso contrdrio, a proxima altura superior era
selecionada. A sequéncia na Tabela 3 representa um resultado possivel no expe-
rimento, a altura inicial é 2,0m, cada explosdo é representada pela letra S de

sucesso, e cada ndo explosdo pela letra F de fracasso.

Tabela 3 Exemplo do passeio aleatdrio nas alturas para o método up and down.

Yo 1 Y2 Y1 Y2 Y3 Y2 Y1 Y1
Alturas 2,0 1,7 1,4 1,7 1.4 1,1 1,4 1,7 1.4
Passeio S S F S S F F S F

No Exemplo 2.7 a probabilidade de uma explosao na altura 1,4m é py =
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®,52(y2) = @, ,2(1,4) e tal probabilidade ¢ um parimetro populacional des-
conhecido, que deverd ser estimado. Entretanto, embora tal pardmetro seja des-
conhecido, sabe-se que ele depende exclusivamente dos parimetros 1 e o2 da
distribuicao normal.

O nuimero de vezes que o passeio visitou a altura ¢ € ocorreu um sucesso
serd denotado por n;, ou seja, n; € o nimero de vezes que o passeio visitou a
altura ¢ e ocorreu uma explosdo. No Exemplo 2.7, o passeio visitou 3 vezes a
altura yo = 1,4m, no entanto, s6 ocorreu explosido em 1 caso, logo no = 1, e para
as outras alturas selecionadas: ng = 1, n1 = 3, e n3 = 0. De maneira anéloga,
my; representard o nimero de vezes que o passeio visitou a altura ¢ e ocorreu uma
falha, ou seja, ndo ocorreu uma explosdo. No caso: mg = 0, m; = 0, ma = 3, ¢
mg = 1.

Defina também as varidveis aleatérias N = > n; e M = > m,, ou seja,
o nimero total de sucessos observados durante um ensaio serd denotado por N e
o nimero total de falhas por M. Obviamente, se k representa o nimero total de
elementos amostrados a contar do ponto inicial, tem-se que: k£ = M + N. No
exemplo 2.7 tem-se os seguintes resultados: N =5, M =4ek =09.

O processo discutido aqui € essencialmente sequencial, ndo se sabe a priori
qual serd o tamanho da amostra, isto é, o nimero de experimentos de se deixar
cair um peso de uma determinada altura sobre o explosivo para que ocorra uma
estabilizacdo do sistema.

Observe que se o nimero k de ensaios é dado, tem-se uma sequéncia de
sucessos S e fracassos F. Note ainda que dada a sequéncia de S e F e o ponto inicial
10, € possivel determinar todos os n; € m;, como no Exemplo 2.7. J4 o contririo
ndo é verdadeiro, dado os n; e m,; existem vdrias sequencias de S e F' possiveis, por

exemplo, para k = 9, como no Exemplo 2.7, pode-se ter 512 sequéncias possiveis,



145

alguns exemplos sdo: SSSSFFFSS ou SFFSFFFSS.

Considerando um passeio aleatdrio sobre os pontos

{' - Y-3,Y-2,Y-1,%0,Y1,Y2,Y3, - . '}a

tem-se que, associado a este passeio, estd uma sequéncia de sucessos e fracassos,

como exposto anteriormente. Além disso, se
(nam) = (( - yN—2,—1,N0,N1,12, . . ) ) ( -5 M—2,1M—1,10,1M1,M2, . . )) )

em que as sequéncias m e n possuem apenas um nimero finito de termos diferentes

de zero. A distribui¢do de probabilidade dos n; e m; é dada por:

o.)
P(nmlyo) =K ] »i'q™, 2.57)
| =—00

em que K ¢ o nimero de sequéncias de S e F' com (n,m) dado.

Existe uma relagdo entre n; € m;_;. Para ocorrer um novo ensaio em
y; tem-se duas possibilidades: ocorreu um sucesso (explosao) do ensaio em ;1
e neste caso volta-se a y; descendo, ou ocorreu um fracasso (ndo explodiu) do
ensaio em y;_1 e neste caso volta-se a y; subindo (Figura 37). Portanto, quando
se tem um sucesso em y;, O passeio retorna a y; apenas se ocorrer um fracasso
em y;_1 nos ensaios subsequentes. Logo, |n; —m;_1| = 0 ou 1. Dessa maneira,
pode-se substituir m;_; por n; na Equagdo 2.57, fornecendo uma expressao mais

simplificada:

P(nmlyo) = K [] (pigi-1)™. (2.58)

Observe que M — N pode ser grande (em mddulo) se ocorrerem sequen-
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Fracasso em y, Fracasso em Yy,
& N T >
N Nl
) L 4 e <4
= / N‘ P / N
= 2 KU

Sucesso em y, Sucesso em y,

Figura 37 Ilustracdo do passeio aleatério

cias longas de fracassos (nfo explosdes) ou de sucessos (explosdo). Por exemplo,
nas sequéncias $SSSSSSSSSSSSSSSFFSEFSou FFFFFFFFFFFFE
FFFSSFSSF,tem-se 18 sucessos e 3 fracassos na primeira, com M —N = 18—
3 = 15, tal fato poderia ocorrer se uma escolha do valor da altura inicial y fosse
bem acima da altura critica real, o que provocaria um grande ndmero de explosdes
até que o passeio comecasse a oscilar. Da mesma maneira, uma situagdo como
na segunda sequéncia ocorreria, se o valor da altura inicial fosse muito abaixo da
altura critica. No caso da segunda sequéncia, tem-se M — N =4 — 18 = —14.

De modo geral, supondo N < M, pode-se escrever a Equagdo 2.58 por:

o
P=P(nmlyo,M —N)=K [[ (wai1)", (2.59)

1=—00
e esta expressdo ¢ que serd considerada no processo de maximizacdo. Se M —
N € pequeno pouca informagao estard sendo negligenciada, isso ocorre quando
o valor inicial ndo estd muito longe do verdadeiro valor do pardmetro (média).
Obviamente, quando M — N ¢é grande haverd pouca contribuicdo dos valores

iniciais do ensaio.
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Note entdo, que toda informacao fica definida pelas sequéncias {n;} ou

{m;}, mas isso é verdade apenas para este tipo de passeio aleatério e para uma

boa escolha do ponto inicial .

A equacido de log-verossimilhanca resultante da expressdo 2.59 é dada por

2.60:

o.9]
log P = logK'+ ) log (pigi-1)™

—0o0

oo
= logK' + Z n; [log p; +log ¢;—1].

—0o0

(2.60)

Calculando as derivadas parciais com relagdo a u e o e igualando a zero,

tem-se as seguintes equagdes:

dlog P e ( 1 Op; 1 aq,-_1>
op _zozo pi Op  qi-1 O

dlogP & 1 dp; 1 dgi1\ _
do B _zo:onz (pz‘ do * gi—1 Oo =0

Estas equacdes dependem das seguintes derivadas parciais

Op; O0g¢i—1 Opi O0gi—1
ou’ Op 0o’ do

que serdo calculadas a seguir:

i _ N2
Op; _ 8/y 1 . /20w i@t
ou o J_oo V210

i 1 —1/2e-w? 1
— e o2 [ ———)2(t—u)(—1)dt
| = (=592 ) 2t = -1
vio1 -1/2-p? (1
e / € o2 = <2> (t — ,Lb)dt
—o0o V27O o




Fazendo

tem-se:

ou
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N2
I ™)
202
dw  (t—p)
dt o2
2
dt=——2 quw
(t—p)

e, parat — —oo tem-se w — —oo. Do mesmo modo, para ¢t = y; tem-se

Logo,

Op;
Ou

o (=)’
202
(yi—m?
[ o (58 (5o
—oo 210 o? t—p)
(yi—1)>
B 1
/ ’ eVdw
o V2mo
_ wi—w?
]
2o o
1 _<yrg)2 I w
———|e 222 — Ilim e
\/2770' w—r—00
1 _(yr;;)Q
— [ 20
V2o

—o(yi)

—Z;-
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Comop;—1 =1—¢;—10uqg;—1 =1— p;_1, vale o seguinte resultado:

Ogi1 _ 2(1 Cpia) = i
aﬂ aﬂ i—1 8/J i—1-

Portanto, a primeira equacio de verossimilhanga é dada em 2.61:

dlog P <z,;1 zi>
N, ) ) 2.61)
O ; qi-1  DPi

Agora, serd encontrada a segunda equacdo de verossimilhanga que de-

pende das derivadas parciais

Op; . 0qi—1
Oo 0o

Op; 8 (% 1w
= — e 202 dt
do 00 J_oo V210

- [ (o) Lo ()
[ ) (2

Fazendo




Assim,

Op; / xi ( 1 >e—%w2w2 dw
= —— o
oo —oo \ V2703

1 Ti 1,2
= —— e 2V w?dw.
V2mo? /oo

Usando integragdes por partes pode-se observar os seguintes resultados:

— L2 _1..2
/e 2V dew:/ w we 2V dw,
T ——

u dv

assim,

U =w = du=dw
1,2 1
dv=we 2V dw = v = —e 2

Logo,
1.2 1,2 1.2
/e 2V wldw = —we 2V —|—/e 2" dw,
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O que fornece,

api 1 1.2 1 12 i
= ywe 2% — ;[ €’ dw
do V2o V2o oo
1 1.2 1 1,2 1 Ti 1
= ——xie 2% — lim |——we 2 | — / e 2% dw
V2re2 ™ w—00 [\/27r02 ] V2mo? J s
=0
T
S xie_él’%—z/ ! e 2" dw
2o 0% J_oo V21

i 2 Yi _
o 2mo 0 J_ oo V2o
2 i

onde z; representa a ordenada da distribui¢do de Y em y; e z; = (y; — p) /0.

Agora, ¢;—1 = 1 — p;—1, entdo:

9gi—1 —ﬁ(l— ‘ )__l T U
Do - o Dbi—-1) = o i—1<1—1 o .
Logo,
oP
do
o0
10p; | 1 aQi—l]
= ng | — + =
i:zoo ' [pi do  gi-1 Oo

11 ; 1 1 i
= Y n { [wm — &] - <—> |:$'i—lzi—1 b 1]
£ pi o o qi—1 o o

N i {xlzz 1 Ti—12i—1 + 1
n; - - —
| o o qi—1 o

€Tz Ti—1%—

P bi qi—1

1=—00
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Multiplicando a dltima equagdo acima por (—1) , tem-se a segunda equacgio de

maxima verossimilhanca dada em 2.62:

dlogP {%‘—1%—1 T2 }
L - — 0. 2.62
do Z gi—1 Di (262

1=—00
As estimativas de mdxima verossimilhanga de p e o sdo as raizes ditas ji e & das
equacdes 2.61 e 2.62.

Agora, observe que o nimero de sucessos em y;41 € 141, assim, em 7141
vezes o ensaio resulta em sucesso em ;41 € consequentemente retorna a y;, logo,
em média o passeio retorna a y; em F[n;1| vezes. A probabilidade de ocorrer um
sucesso em y; € p;, portanto, ocorrem p; E'[n;11] sucessos em y; quando o passeio
chega em y; vindo de y;4+1. Do mesmo modo, se o passeio estd em y;_1, pode-se
concluir que o nimero de sucessos em y; quando o passeio chega em y; vindo de
yi—1 € p;E[m;_1], ou seja, em média o passeio retorna a y; vindo de y;_1, E[m;_1]
vezes (Figura 38).

Elni] = piE[mi—1] + piE[nit1].

Elm,]

&

I p,Elm, ] sucessos
Nalee?

N L 4

e

p.Eln,, ] sucessos

<« r

Eln,,]

Figura 38 Ilustragdo do passeio aleatério nas doses relacionando FE[n;] com
Elnit]
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Considerando a aproximagdo m;_; =~ n;, pode-se dizer que o nimero de

sucessos (explosdes) em y; quando o passeio vem de y;—1 é p; E[n;]. Assim,

Eni] = piEng] + piE[nii1]

= (1= pi)Eni] = piEnis]

= ¢iE[n] = piEnii1]

Blnin] _ Bl (2.63)
qi b

Da recorréncia em 2.63, considerando ¢ > 0 tem-se a seguinte relagao:

Elni

qi—1

Di—1
qi—1 qi—2

Di—1 Pi—2

E[nifl]

E[ni_g]

qi—1 qi—2
Pi—1Pi—2
i—1

j=o Pi
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Do mesmo modo, para ¢ < 0 tem-se:

Eln] = ZE[ni
1
Di Pi+1
= 2 Elngs
qi qi+1 [ Z+]

_ PiPi+1Piv2 EEE[nO]

Qi 4i+1 qi+2 o q—2 4—1

- H L3 Eln).

j=—1 9

Pode-se simplificar a expressdo, da forma:

wyg = 1
i—1 )
wi = [[%, i>o
j=o Pi
i .
- Pi i<o
=1 Y

Consequentemente,

Mas,
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N
= Elngl = ——
> w;
Portanto,
Nw;
Eln] = 22 (2.64)

oo
> wi
—00
Os estimadores de médxima verossimilhanca de p e o sdo as raizes das
Equagdes 2.61 e 2.62, e ndo existe uma forma fechada simples para estas raizes.
Dixon e Mood (1948) obtiveram férmulas aproximadas para estes estimadores.
Para a média, o estimador de mdxima verossimilhanca é a média amostral
ponderada. Tal fato é razoavel, pois no método up and down o passeio aleatério
rapidamente se concentra em torno dos pontos onde as probabilidades p; ndo sdo
nem grandes e nem pequenas, isto &, para as doses onde p; € proximo de %
O estimador de maxima verossimilhanca aproximado para a média u €

simplesmente:

. 1
= D i (2.65)

que € a média ponderada das doses pelo nimero de vezes em que cada uma delas
foi visitada.

Uma expressao alternativa para esta formula é (DIXON; MOQOD, 1948):

ﬂ:y’+d<gi;>, (2.66)

emque A = Y in;, @ = min{M,N}. A andlise é feita somente com sucessos
ou somente com fracassos, ela serd feita com sucessos se () = N e com fracassos
se Q = M, assim, n; representa: ou a frequéncia com que ocorreu um sucesso na

dose y; ou a frequéncia com que ocorreu um fracasso na dose ¥;. Além disso, s6
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sdo considerados na andlise doses que foram visitadas pelo passeio.
Na férmula 2.66, 3’ é a menor dose visitada com menor frequéncia, e o
fator 0,5 segue de corre¢do de continuidade, sendo que o sinal é “+” seo Q = M,

e osinal “—" se Q = N. O estimador para o desvio padrdo é:
B — A?
s = 1,620d (QQQ + 0,029) ) (2.67)
em que B =Y i%n;.

2.2.4.2 O delineamento up and down da moeda viciada

Um outro tipo de delineamento sequencial considerado para andlise de
dados de sensibilidade é o delineamento da moeda viciada (biased coin design -
BCD) introduzido na literatura por Derman (1957), discutido também em Stylia-
nou e Flournoy (2002). O processo € muito semelhante ao que ocorre no método
up and down de Dixon e Mood (1948) discutido na secdo anterior, com a dife-
renga que, neste passeio o valor quantitativo do tratamento (por exemplo, dose de
medicamento) pode aumentar, diminuir ou permanecer o0 mesmo.

As unidades experimentais continuam com as mesmas caracteristicas das
apresentadas na se¢do anterior, o que muda € a forma como os tratamentos sdao
alocados.

Considere a situacdo de um ensaio clinico, por exemplo, testes de deter-
minado medicamento em oncologia, em que um dos objetivos € determinar a dose
0 que produzird toxicidade com probabilidade I" na populagdo alvo. Suponha que,
para a dose D = d, p(d) = P(toxicidade|D = d), onde p(d) é uma fungio
crescente em d, quer se determinar a dose 6, tal que p(f) = I', com I" previamente
definido.

Sejam p; = p(d;), i = 1,2,...,ke D = {dy,da,...,di} o conjunto das
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doses a serem testadas. O processo € iniciado escolhendo-se uma dose inicial. Esta
dose inicial depende da experiéncia do pesquisador. Uma boa sugestdo na presenga
de conhecimento prévio é comecar com uma dose préxima da dose desconhecida
0. Tem-se duas situagGes a serem consideradas no BCD: I' < 0,5e " > 0,5.

Para I' < 0,5, o procedimento comega aplicando-se uma dose d; em um
paciente, se € observado toxicidade, a dose a ser aplicada no préximo paciente é
d;—1. Se ndo € observado toxicidade, o procedimento € aleatorizado da seguinte
forma: com probabilidade b = I'/(1 — T') aplica-se a dose d; 1 e com probabili-
dade 1 — b a mesma dose d;.

Para I' > 0,5, o procedimento comeca aplicando-se uma dose d; em
um paciente, se ndo for observado toxicidade, a dose a ser aplicada no préximo
paciente € d; 1, caso seja observado toxicidade, o procedimento ¢ aleatorizado da
seguinte forma: com probabilidade b = (1 —I")/I" aplica-se a dose d;_; e com
probabilidade 1 — b a mesma dose d;. A Figura 39 apresenta um resumo do BCD.

Para uma justificativa deste delineamento, considere I' = 0,2. Neste caso,
o interesse € estimar a dose 6 que produzirad toxicidade em 20% dos individuos
da populacdo. Observe que a porcentagem de toxicidade que se quer estimar é
pequena, logo, seria interessante que o passeio ficasse estabilizado em torno de
doses que atingem um percentual préximo deste valor. Por exemplo, se o passeio
comecar com uma dose muito alta, é de interesse que essa dose caia rapidamente,
pois doses altas produzirdo toxicidade com probabilidade alta. Assim, quando
a dose produz toxicidade, deve-se baixar um nivel da mesma para o préximo
paciente. Agora, quando nao for constatado toxicidade, deve-se ser mais con-
servador em aumentar a dose, uma vez que se estd interessado em doses baixas.
Este procedimento é obtido pelo processo de aleatorizacido que coloca uma maior

probabilidade (0,75) em ndo aumentar a dose.
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Figura 39 Resumo do Delineamento da Moeda Viciada
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Para I" > 0,5, o interesse € o inverso, ou seja, quer-se estimar uma dose
que produz uma probabilidade de toxicidade alta na populacdo. Por exemplo, para
I’ = 0,8, quer-se estimar uma dose que produz toxicidade em 80% dos individuos
da populacdo, e neste caso € interessante que o passeio caminhe rapidamente
para doses relativamente altas. Isto é obtido da seguinte maneira: quando nfo
€ observado toxicidade, a dose é aumentada. Quando a toxicidade é observada,
deve-se ser conservador em abaixd-la. Isso € obtido pela aleatorizacdo, em que a
probabilidade de se abaixar a dose € b = 0,25.

A origem do termo delineamento da moeda viciada é devido ao fato de que
o processo de aleatorizacdo € realizado de modo semelhante a jogar uma moeda
viciada, para ent@o se tomar a decisio.

Dentre as classes dos delineamentos up and down, o BCD tem apresentado
caracteristicas 6timas, no sentido de ter uma distribuicdo das doses mais concen-
trada em torno de § (GIOVAGNOLI; PINTACUDA, 1998).

No processo BCD devem ser feitos alguns ajustes para garantir que as
doses mais altas ou mais baixas sempre permanecam dentro da amplitude das
doses especificadas pelo experimentador.

E comum, em muitos experimentos clinicos, que a amostra nio esteja
disponivel de imediato, devido ao fato dos pacientes se apresentarem de acordo
com a incidéncia da doenca. Além disso, existem em muitos casos, periodos de
avaliacdo pré-determinados por agéncias reguladoras, que estipulam prazos para a
resposta final do paciente ser computada. Por exemplo, se um periodo de avaliacdo
durar 70 dias e um paciente responder a droga em 40 dias, o pesquisador s6 podera
fazer uso desta informacdo apds os 70 dias (término do periodo de avaliacdo).

Em tais situa¢des o uso do BCD prolongard muito o resultado final do ex-

perimento. Diante destas circunstancias especificas, Stylianou e Follmann (2004)
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aprimoraram o BCD, criando o delineamento da moeda viciada acelerado (accele-
rated biased coin desing - ABCD), permitindo a avaliagdo de multiplos pacientes

no tempo e reduzindo o tempo de espera.

2.2.5 Ensaios clinicos de fase I no tratamento de cancer

Os estatisticos tem contribuido com diversos artigos cientificos, com im-
portantes metodologias em experimentos toxicoldgicos. Este envolvimento por
parte destes cientistas tem conduzido a muitas inovacgdes estatisticas. A maior
parte destes trabalhos foram motivadas por avaliagdes farmacolégicas, como ja
destacado nos resultados de Berkson (1944), Bliss (1935) e Dixon e Mood (1948),
citados anteriormente.

Segundo Ryan (2000), a toxiologia € o estudo da natureza e mecanismos
de efeitos toxicos de substancias sobre organismos vivos e outros sistemas bioldgi-
cos. A complexidade e variabilidade inerente em populagdes humanas torna dificil
a avaliacdo de efeitos ambientais adversos. Por esta razdo, o campo da toxiologia
tem tradicionalmente trabalhado com grande énfase em estudos controlados em
laboratério envolvendo animais.

No contexto da avaliagdo de risco em pacientes com céncer, estratégias
alternativas baseadas em modelos de dose-resposta tem amplamente sido aceitas
durante décadas em ensaios clinicos oncolégicos de Fase 1.

Os ensaios clinicos oncoldgicos de Fase I sdo estudos planejados, que
representam a primeira aplicacdo de uma nova droga ou combinacio de drogas
em humanos, e como tal, sdo fundamentais para o sucesso clinico do processo de
desenvolvimento de drogas (STORER, 1989; TOURNEAU; LEE; SIU, 2009).

O objetivo principal de cada ensaio é estabelecer a dose recomendada e/ou

programa de uma droga experimental ou combinacdo de drogas para a realizagdo
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de testes eficazes em ensaios de fase II. Segundo Storer (1989), o estudo € pla-
nejado para estimar a entdo chamada méxima dose tolerada (MDT) de uma nova
droga. A MDT pode ser considerada como a medida de algum percentual de uma
distribuicao de tolerancias com respeito a alguma defini¢do objetiva de toxicidade
clinica.

Durante varios anos, foram propostos delineamentos especificos para en-
saios de fase I, tais delineamentos tem muitos componentes a serem analisados
(TOURNEAU; LEE; SIU, 2009): Dose inicial, incremento de dose, método de
escalar as doses, nimero de pacientes por nivel, especificacdo da toxicidade alvo,
definicdo da MDT e a dose recomendada para ensaios de fase II.

Storer (1989) afirma que as caracteristicas nestes tipos de ensaios ndo
sdo adequadas as dos bioensaios, pois estas incluem, por exemplo, um nimero
relativamente pequeno de pacientes disponiveis para o experimento, em que o
tempo de avaliagdo para cada um deles € relativamente longo. Além disso, existem
requerimentos éticos para estimar a MDT de modo conservador, sem contar a
subjetividade relativa da resposta (téxica/nao téxica no lugar de vivo/morto), a
heterogeneidade da populagédo de pacientes, e a possivel dificuldade em classificar
a resposta devido a desisténcia prematura do tratamento, por razdes sem conexao
com a toxicidade.

Paul, Rosenberger e Flournoy (2004) tém trabalhado em situacdes onde
a resposta em cada dose ndo € necessariamente bindria, podendo ter mais do
que dois resultados possiveis. Eles argumentam que existe uma normatizacido da
Organizacdo Mundial da Satide em que o grau de 0 a 4 € assinalado para refletir o
grau de toxicidade para uma lista de doencgas baseadas em alguns fatores. O que é
comumente usado é uma dicotomizagdo de uma varidvel aleatéria que tem resposta

ordinal do tipo: 0 — 2 (nenhuma toxicidade) e 3 — 4 (toxicidade). Estes autores
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desenvolvem metodologias sem fazer uso desta dicotomizagao, argumentando que
a mesma tem como consequéncia a perda de informacao.

Segundo Gerke e Siedentop (2007), durante boa parte das dltimas décadas
a MDT tem sido usualmente estimada sob o enfoque do Delineamento Tradicional,
que surgiu antes de 1973. Esta regra também é conhecida como Delineamento
3 + 3 e é considerado conservador com respeito ao nimero de toxicidades que
ocorrem, porque a subida das doses é executada com cautela. Ela pode conduzir
a um nimero grande de pacientes submetidos a uma mesma dose necessarios para

estimar a MDT. Tal Delineamento é exposto a seguir.

2.2.5.1 O delineamento tradicional ou 3+3

Resumos deste delineamento podem ser encontrados em Gerke e Sieden-
top (2007), Storer (1989) e Tourneau, Lee e Siu (2009), dentre outros. Uma versao
mais geral do mesmo ¢é apresentada em Leung e Wang (2001) e serd apresentada
aqui.

Suponha os £ niveis de doses sendo d; < ... < dj, e as probabilidades de
toxicidade sendo 0 < p; < ... < pg < 1. Grupos de M pacientes sdo usados e o

ensaio comega com a menor dose. A partir dai:

1. Avalia-se M pacientes em d;:

(a) Se ocorre 0 toxicidade, ir para d; 1.

(b) Se ocorrer toxicidade e o nimero de eventos téxicos for menor ou igual
a myq, ir para o passo 2, caso contrario parar e recomendar a dose d;_;

como a MDT.

2. Avalie um adicional de M pacientes em d;:
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(a) Se ocorrerem menos do que m; -+ me eventos téxicos no total, deve-se

subir a dose para d; 1.

(b) Caso contrério parar e recomendar a dose d;—; como a MDT.

A estratégia usa um maximo de N = 2k grupos de M pacientes cada para
encontrar a MDT. Em ensaios oncoldgicos é comum utilizar M = 3, m; = 1l e
mg = 0, em que a MDT ¢é a maior dose com uma probabilidade de toxicidade ndo
excedendo um valor critico, dito p* = 0,33.

Segundo Tourneau, Lee e Siu (2009) este delineamento ainda é muito
utilizado, pois € de ficil implementacdo, ndo requerendo nenhuma modelagem
da curva de toxicidade, e pressupondo apenas que a toxicidade cresce com a dose.

Em geral os grupos tem 3 pacientes. O primeiro grupo € tratado em
uma dose considerada segura. Se nenhum dos trés pacientes no grupo apresenta
toxicidade, outros trés pacientes serdo tratados no préximo nivel de dose mais
alto. Entretanto, se um dos primeiros trés pacientes apresenta toxicidade, mais trés
pacientes serdo tratados na mesma dose.

A subida continua até que ao menos dois pacientes entre um grupo de trés
ou seis experimenta uma dose de toxicidade limite (isto é mais do que 33% dos
pacientes com toxicidade limite naquele nivel de dose). A dose recomendada para
o ensaio de fase II é convencionalmente definida pelo nivel de dose logo abaixo
deste nivel de dose toxica (isto difere entre Estados Unidos e Europa).

Existem propostas de variacdes deste método, tais como o delineamento
244,3+3+3e3+ 1+ 1, que ndo serdo discutidas aqui, mas que sdo muitos
similares ao Delineamento 3 + 3.

A grande vantagem do delineamento tradicional é que ele é simples e
seguro. Entretanto, uma desvantagem do mesmo € que ele envolve um grande

nimero de pacientes que sdo tratados em doses baixas (isto é, potencialmente sub-
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terap€uticas), enquanto poucos pacientes receberdo doses realmente préximas da
dose recomendada para ensaios de fase II.

Simon et al. (1997) propéem um delineamento alternativo para ensaios de
fase I, em que menos pacientes sdo tratados em niveis de doses subterapéuticos,
com redugdo na duragdo do ensaio. Entretanto, o delineamento sugerido por eles
tem como regra o tratamento feito em grupos de pacientes, ndo permitindo que

somente um paciente seja tratado em cada passo do ensaio.

2.2.5.2 O delineamento K-in-a-row

Segundo Ivanova et al. (2003), este delineamento foi introduzido na li-
teratura em 1996, e tal método utiliza mais informacdo do que o BCD, além de
evitar a aleatorizag@o. Estes autores fazem um resumo do mesmo: suponha que o
n-ésimo paciente foi alocado no nivel de dose d;, j = 1,2, ... k. A regra consiste

em alocar o proximo paciente no:

1. nivel de dose d;_1 se Y'(n) = 1, isto &, se a tltima resposta foi toxica.

2. nivel de dose d;,1 se todos os K sujeitos mais recentes receberam a dose
d; e nao houve toxicidade observada, isto €, Y (n) = Y(n —1) = ... =

Y(n—K+1)=0;
3. nivel de dose d;, caso contrario.

Como pode ser observado, este delineamento utiliza as K dtltimas in-

formagdes do ensaio. Para K = 1,2,3,..., tal regra pode ter qualquer alvo

I'=1-(05)%.
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2.2.5.3 O delineamento up and down de média mével

Tal delineamento € bem similar ao K-in-a-row e também pode ser encon-
trado em Ivanova et al. (2003): Suponha que o n-ésimo paciente foi alocado no

nivel d;, j = 1,2,... k. Alocar o préximo paciente no:

1. nivel de dose d;_1, se existe a0 menos uma toxicidade entre as k resposta

mais recentes no atual nivel de dose.

2. nivel de dose d;1, se ndo existe nenhuma toxicidade observada entre as k

respostas mais recentes no atual nivel de dose.

Observe que esta regra ndo permite que o ensaio repita a mesma dose para
o proximo paciente, ela permite apenas subir ou descer a dose para 0 mesmo, se
assemelhando ao método up and down de Dixon e Mood (1948), exceto que ela faz
uso de mais informagdo do que apenas o uso da tltima dose. Para k = 1,2,3,.. .,

aregra up and down de média mével tem alvol’ = 1 — (0,5)%.

2.2.5.4 O delineamento up and down de Narayana

Este delineamento surgiu por volta de 1953, com o objetivo de melhorar
o delineamento de Dixon e Mood (1948) para uma probabilidade alvo I' = 0,5,
ou seja, com o objetivo de se estimar a dose 059, que produz toxicidade em 50%
da populagdo. Neste delineamento a distribuicdo das doses assinaladas convergem
para dois ou trés pontos proximo desta dose.

Considere R;(n) e Nj(n) o nimero de respostas toxicas e o nimero de

pacientes assinalados na dose d; respectivamente, incluindo o n-ésimo paciente.

Rj(n)

A razdo 32
Nj(n)

fornece uma estimativa para a probabilidade de toxicidade na dose

. ~ Ri(n) . ~ .
d;. Considere que a razdo +2 (") ¢ ndo nula. A regra de Narayana para estimar a
J Nj(n)

dose 05 € dada por: Alocar o préximo paciente para o nivel de dose
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R;(n)

N > 05e Y(n)=1;

1. dj_l,se

2. dj_|_1, N ]I\%EZ;

<05eY(n)=0;

3. dj, caso contrério.

2.2.5.5 O delineamento up and down de Narayana modificado

Ivanova et al. (2003) fizeram uma modificacdo no delineamento original

de Narayana para situagcdes em que I' = 1 — (0,5)%. Isso foi feito adicionando

uma condic¢ao sobre fﬂ EZ% pela regra de decisdo de média mével up and down. A
J

regra € definida da seguinte maneira: Suponha que o n-ésimo paciente foi alocado

no nivel d;, j = 1,2, ... k. Assinale o pr6ximo paciente no nivel de dose:

R; . ..
1. dj—1,se 3 EZ? > I" e se existe a0 menos uma toxicidade entre as k respostas
J

mais recentes no atual nivel de dose;

2. djy1, se % < I' e ndo existe toxicidade observada entre as k respostas
J

mais recentes no atual nivel de dose;

3. dj, caso contrdrio.

2.2.5.6 O delineamento isotonico de Leung e Wang

Leung e Wang (2001) introduzem um novo método que retém a simplici-
dade do método tradicional, utilizando apenas a pressuposicdo de que a toxicidade
¢ ndo decrescente com a dose. O método consiste em re-escalar as estimativas das
toxicidades via regressdo isotdnica.

A apresentagdo deste método no artigo original de Leung e Wang (2001)

¢ um pouco confusa, de modo que o texto apresentado a seguir serd bem mais
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explicito que o artigo original. Os resultados serdo dados de modo genérico e serd
desenvolvido um exemplo para maior clareza.

O método tradicional para estimar a dose que produz determinada toxici-
dade leva em conta apenas resultados relativos a dose que estd sendo experimen-
tada no atual momento, desconsiderando a informacdo relativa as outras doses.
Tal método nao faz uso da pressuposi¢do de uma monotonicidade na relagdo dose-
toxicidade. Um método entdo mais eficiente pode ser considerado.

Considere o vetor com as doses ordenadas d = (dy,ds, . . . ,dy). Para o j-
ésimo passo do ensaio considere o vetor de toxicidades observadas até o presente
passo t/ = (t{,té, . ,ti) e o vetor com o numero de testes efetuados em cada
dose n/ = <njl,n% e ,ni), onde t{ e nf representam respectivamente o nimero
de casos de toxicidade e o nimero de testes no nivel de dose d; no passo j.

Em cada passo para as doses que sdo alcancadas pelo ensaio, considere a

estimativa da probabilidade de toxicidade na dose d; por:

e considere p/ = 0 para as doses que ndo foram alcancadas pelo ensaio, ou seja,
aquelas doses que ndo foram experimentadas em nenhum paciente. De posse desta
defini¢do, considere o vetor de estimativas das probabilidades de toxicidades para

cada dose em cada passo como:
NV, N
P = (pl,pz, o ,pk) :

Em cada passo do ensaio calcule a regressdo isotonica do vetor p/ com

pesos n’ usando o PAVA, obtendo o vetor de estimativas isotdnicas:
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R GNC Y| *J
p-= (P 1P 25+ +5P k)
Cada passo do ensaio consiste em atualizar este valor a partir da nova dose

indicada seguindo o seguinte procedimento:

1. Considere um grupo de M pacientes em um nivel de dose d;,.

2. Encontre o vetor p*’ conforme mostrado anteriormente, escolhendo a dose
em que p*] estd proxima da toxicidade alvo T', em que i € a Gltima dose

usada. No (j + 1)-ésimo passo:

(a) Sep*! <T,
i. subir um nivel de dose se I — p*g > p*z_H -I,i<k;
1. continuar no mesmo nivel de dose, caso contrario.

(b) Sep*] >T,
i. descer um nivel de dose se I' — p*g_l < p*g —I,7>1;

1i. continuar no mesmo nivel de dose, caso contrario.

3. Iterac@o entre os passos (1) e (2) e parar para algum critério especificado.

Na prética, para 7+ = 1, considere p*% = p*{ e para ¢ = k, considere
p*i 1= p*i. A regressdo isotonica ordena a toxicidade em um modo monotdnico
de modo que as decisdes de subida ou descida sdo 6bvias pelas comparagdes
sugeridas no passo (2) do algoritmo. O seguinte exemplo é uma adaptacdo de

um exemplo apresentado em Leung e Wang (2001).

Exemplo 2.8 Assumindo seis niveis de dose e considerando que a verdadeira

probabilidade de toxicidade em cada nivel é p1 = 0,15, po = 0,2, p3 = 0,3,
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ps = 0,65, ps = 0,96 e pg = 1. A rtoxicidade alvo é I' = 0,33. Resultados
foram simulados por Leung e Wang (2001), considerando cada grupo experi-
mentado com M = 3 pacientes. Os resultados em cada passo estdo expostos
na Tabela 4. A dose dy foi aplicada em um grupo de trés pacientes, obtendo
uma resposta positiva (toxicidade), entdo, o vetor com a estimativas isotonicas
foi calculado, ou seja, utilizando-se o PAVA, foi calculado a regressdo isotonica
do vetor p = (%,0,0,0,0,0) com pesos n = (3,0,0,0,0,0), obtendo-se o vetor
p* = (0,33;0,33;0,33;0,33;0,33;0,33). Os resultados deste vetor sdo utilizados
pelo algoritmo para a tomada de decisdo em subirv, descer ou permanecer na
mesma dose. Neste primeiro caso, p*% =033 1T =033¢ p*(l) = 0,33, assim:
p*% >Tel — p*(l) > p*% — I, portanto, deve-se continuar na mesma dose.
Desta maneira, um novo grupo de 3 pacientes é selecionado recebendo a dose
dy, deste grupo, apenas 1 apresentou toxicidade, de modo que, considerando os
dois grupos na dose dy, tem-se uma amostra de 6 pacientes com 2 toxicidades
observadas, e o processo é repetido (Passo 2 na Tabela 4), obtendo mais uma
vez a dose dy para o passo seguinte. Mais uma vez, um grupo de 3 pacientes é
submetido a dose dy e dessa vez nenhuma toxicidade é observada, entdo, na dose
dy foram testados uma amostra com 9 pacientes com 2 toxicidades observadas.
O processo ¢ entdo repetido, até que algum critério estabelecido seja cumprido.
A Tabela 4 apresenta resultados para 9 passos, ou seja, uma amostra total de 27

pacientes foi utilizada.

Ivanova e Flournoy (2009) tem comparado este delineamento com outros
por meio de simulagdo, tendo observado que tal delineamento é conservador, além
disso, o mesmo tende a administrar doses baixas para muitos pacientes. Estes
autores também testaram este delineamento sob diversos tamanhos amostrais por

grupo, concluindo que € aceitdvel fixar pacientes em grupos de ndo necessaria-
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Dose Atual

Historico dos Tratamentos

Passo

Tabela 4 Ensaio de Fase I simulado para utilizacdo do delineamento isotdnico.
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mente tamanho igual para encurtar a duracdo do ensaio.

2.2.6 Delineamentos up and down generalizados

Segundo Durham, Flournoy e Rosenberger (1997), as estratégias para de-
lineamentos de dose-resposta sequenciais incluem: métodos de aproximagao esto-
castica, métodos de maxima verossimilhanga, métodos bayesianos e métodos up
and down.

Como anteriormente citado, Dixon e Mood (1948) obtiveram resultados
elegantes com foco nos estimadores da mediana. Aparentemente, Derman (1957)
foi o primeiro a demonstrar que os niveis de dose poderiam ser encontrados ao re-
dor de qualquer quantil pela aleatoriazagdo dos delineamentos up and down usando
uma moeda viciada. Stylianou e Flournoy (2002) voltam a utilizar estas ideias,
fazendo o uso de resultados de simula¢do para acompanhamento do desempenho
do mesmo. Adequacdes sdo propostas para aumentar o desempenho.

Nesta secdo serd proposta uma generalizacdo dos métodos up and down,
que incluird todos os métodos propostos anteriormente. De acordo com Pace e
Stylianou (2007), em ensaios clinicos existem sempre muitas restricdes quanto ao
nimero de pacientes envolvidos, desde o custo econdémico do desenvolvimento de
uma nova droga, até mesmo as questdes éticas ligadas ao experimento, de modo
que os delineamentos sequenciais do tipo up and down passam a ganhar cada vez
mais espaco nestas dreas.

Pensando de forma genérica, Giovagnoli e Pintacuda (1998) discutem uma
generalizacdo de um problema em inferéncia ndo paramétrica, que é a busca por
quantis de uma distribuicdo acumulada F' (no caso, a curva de dose-resposta),

tipicamente a mediana LDso = F~1(0,50) (Lethal Dose - LD, ou Dose Letal a
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50%), ou de modo mais geral, LD, = F~1(p), com 0 < p < 1, em que:

F_l(p) =inf{x: F(x) > p}.

Considere que niveis crescentes de x sdo medidas em um conjunto discreto
D = {dy,di,...,d,...}. Um ensaio neste espago discreto é uma observagio
aleatdria que é tomada para cada d;. Seja X,, a observagdo pontual no n-ésimo
ensaio, ou seja, X,, € uma varidavel aleatéria que tem como resposta um valor d;.
Considere ainda Y,, a resposta em X, tomada como bindria: Y,, =0ou Y, = 1.

Uma defini¢do geral de um Método up and down para dados bindrios com

uma curva de resposta quantal F'(x) crescente é:
1. Inicie em um ponto xg escolhido entre os djs.

2. O ponto para a préxima observacao € escolhido de acordo com as seguintes

probabilidades de transi¢do condicionais sobre a resposta:

(a) k> 1:
* P(Xpy1=dp1 | X =d, Yy =1) =y, >0,
« P(Xpy1 =di_1 | Xpn = dj, Yy = 0) =+, >0,
®) k> 0:
e P(Xps1 = dis1 | X = dp, Yy = 0) = cp > 0,

XnJrl:dlc—l—l |Xn:dkayn:1):a;€207
Xn+1:dk|Xn:dk7Yn:1>:1_7k_a;€ZO

3. 7, = 7 = 0 e, se existe um nivel méximo dj; (como acontece em muitas
situacdes préticas), ¢ entendido que apy = oy, = 0. Isto assegura que a

probabilidade de ter um nivel menor que dg ou maior que d; é nula.
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O processo de escolher um valor em D é basicamente uma cadeia de
Markov com espago {0,1,...,M, ...}, que é condicional a resposta obtida em
cada valor d; em D, com as probabilidade de transicdo acima citadas. O passeio

aleatério considerado é ndo homogéneo.

i a,

\ diy

4

-7, —«

k

Figura 40 Ilustragcdo de um Delineamento up and down Geral

Fazendo analogia aos experimentos de dose-resposta, observa-se que esta
defini¢do € mais geral do que as apresentadas anteriormente, pois, independente-
mente da resposta, sempre existe a possibilidade de descer, subir ou ficar na mesma
dose.

Note que, quando a resposta é positiva, existe sempre uma probabilidade
de descer (A, > 0), ja no caso de uma resposta negativa a probabilidade de descer

pode ser zero ou ndo (A, > 0). Resultado andlogo ocorre quando a resposta é
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negativa (Figura 40).

O delineamento de Dixon e Mood (1948) e o BCD (moeda viciada) de
Derman (1957) e Stylianou e Flournoy (2002) sdo casos particulares deste deline-
amento mais geral.

A sequéncia {X,,} € um passeio aleatério ndo homogéneo no espago das

doses D, com:

pe = og(l— Fg) + o) Fy,

aw = MeFu+ N1 - Fp),

em que, F'(dy) = Fy, paratodo 0 < k < M.

Segundo Giovagnoli e Pintacuda (1998), as condi¢des experimentais mais
comuns ndo sdo muito severas, assegurando a existéncia da distribui¢cdo invariante
da cadeia, para a qual o delineamento converge quase certamente pela lei dos gran-
des nimeros. Estes autores demonstraram que se o alvo do algoritmo € encontrar o
quantil F~1(p), sempre que {px} € {qi} forem sequéncias crescentes, o algoritmo

tem uma tnica distribui¢do invariante que é unimodal e sua moda d,, € tal que:
-1
dmfl < F (p) S dm+17

sempre que as seguintes condi¢des sdo satisfeitas,

1. a > aj: a probabilidade de subir para uma resposta negativa (Y;, = 0) é

maior do que para uma resposta positiva (Y,, = 1);

2. A\; > A, a probabilidade de descer para uma resposta positiva (¥;, = 1) é

maior do que para uma resposta negativa (Y, = 0);
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3. ap > A} a probabilidade de subir para uma resposta negativa é maior do

que a probabilidade de descer para a mesma resposta;

4. A\, > o a probabilidade de descer para uma resposta positiva é maior do

que a probabilidade de subir para a mesma resposta,

parak=1,... .M — 1.

2.2.7 Processo de estimacio

Considere que um estudo de dose-resposta utiliza k£ niveis de doses em
ordem crescente, D = {d; < dy < ... < dj}, e o objetivo de um experimento é
encontrar a dose # com probabilidade de toxicidade I' (estipulado pelo pesquisa-
dor), ou seja, encontrar 6, tal que P(f) = I" . Para todos os estimadores que serdo

apresentados a seguir, considere:

* n: o nimero total de pacientes envolvidos no experimento (tamanho da

amostra);
e N;: o nimero de pacientes que experimentaram a dose d; ao final do ensaio;
¢ R;: o nimero de eventos toxicos no nivel de dose d; ao final do ensaio;
* X (n): o nivel de dose do n-ésimo paciente;

* Y (n): uma resposta bindria indicando ou ndo toxicidade no n-ésimo paci-
ente, com Y (n) = 1 se o mesmo apresentar toxicidade e Y (n) = 0 caso

contrario;

* p(d;) = p;: a probabilidade de toxicidade no nivel de dose d;;

* Py = %: a propor¢ao de sucessos (toxicidades) para cada nivel de dose, que

é a estimativa natural de p;;
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» {p}: a regressdo isotonica de {p;} com pesos {N;}, que é a estimativa

isotOnica de p;.

Virios estimadores vem sendo propostos para ensaios de dose-resposta,
dentre os quais destacam-se duas classes: estimadores paramétricos e estimadores
ndo paramétricos. Os estimadores paramétricos fazem uso da pressuposi¢do que
a probabilidade de resposta positiva (a presenga de toxicidade, por exemplo), sdo
tomadas por meio de uma distribui¢do, em que, p; = F(d;) e F' é a funcgdo de
densidade acumulada de alguma varidvel aleatéria. Os casos mais trabalhados sdo
a distribui¢do normal ou a distribuicao logistica.

O’Quigley, Pepe e Fisher (1990) trabalham de forma paramétrica com o
uso da estatistica bayesiana, estes autores argumentam que na maioria dos ensaios,
em particular em ensaios de quimioterapia em pacientes com cancer, € raro que nao
se tenha nenhuma ideia sobre a curva de dose-resposta. Para eles, tal informacgao
estd implicitamente usada na escolha dos niveis de dose disponiveis para o uso do
ensaio. Eles propdem atualizar a relacdo dose-resposta a medida que as observa-
coes sobre toxicidade severa se tornam disponiveis.

Embora a metodologia de O’Quigley, Pepe e Fisher (1990) tenha apresen-
tado bons resultados, ela ndo € tdo utilizada na pratica, devido a necessidade de um
estatistico para a realizacdo das andlise e da elaboracdo do experimento. Segundo,
pelo fato de existir muita discussdo com relagdo a distribuicdo a priori que serd
considerada, pois qualquer erro nesta hipétese influird diretamente na vida dos
pacientes, podendo expor os mesmos a dose excessivamente altas (TOURNEAU;
LEE; SIU, 2009). Tal metodologia nio serd exposta aqui.

Para os casos ndo paramétricos ndo existe nenhuma pressuposi¢cdo sobre
0s p;/s, além daquela de que as probabilidades p; crescem a medida que os niveis

de dose d; aumentam.
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2.2.77.1 Estimadores paramétricos

Stylianou e Flournoy (2002) avaliaram via simula¢do o desempenho de
dois estimadores paramétricos propostos com base no método logit, utilizando-se

dos métodos dos minimos quadrados ponderados e mdxima verossimilhanca:

logit (T') = B1 + B20.

Resolvendo para 6, tem-se os estimadores:

g () — S

7 15 (2.68)

48 log (ﬁ) -
r — A
IBéV[L

(2.69)

em que st e BZLS sdo os Estimadores de Minimos Quadrados Ponderados e ﬁf\/f L
e Bé” L sd0 os estimadores de mdxima verossimilhanga. Os autores nio avaliaram
estimadores, considerando o procedimento probit, que pode ser obtido de modo
similar.

O estimador éfi em 2.69 também € avaliado nos trabalhos de Durham,
Flournoy e Rosenberger (1997), Gerke e Siedentop (2007), Ivanova et al. (2003),
Pace e Stylianou (2007) e Paul, Rosenberger e Flournoy (2004).

2.2.7.2 Estimadores nao paramétricos

Estimadores ndo paramétricos sdo também interessantes, pois, em muitos
ensaios de dose-resposta, ndo se tem um modelo paramétrico pré-definido. Um dos
métodos, Estimador Empirico da Média, consiste na média simples truncada de

algumas observagdes (PACE; STYLIANOU, 2007; STYLIANOU; FLOURNOY,
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2002):

1 N+1
o |
Ob =37 2_ v (2.70)
1=S8

em que M = N — s + 2 e s=max{+:0s primeiros ¢ pacientes tendo a mesma
resposta}.

O truncamento consiste em descartar os primeiros valores idénticos, que
surgem em geral por um valor inicial afastado da dose de interesse. Eles argumen-
tam que este estimador tem se mostrado superior ao estimador simples da média,
especialmente quando a dose inicial estd longe de 6.

Um problema que surge com o uso da propor¢io de sucessos observado
pi = % para estimar p; € que as estimativas podem nio ser crescentes com
a dosagem. Nestes casos podem ser usados conceitos de estimag@o isotOnica.
Assim, dois estimadores isotonicos sdo apresentados e avaliados pela primeira
vez na literatura por meio de estudos de simulacdo em ensaios de dose-resposta,
utilizando-se de delineamentos do tipo up and down, foram apresentados em Sty-
lianou e Flournoy (2002).

O primeiro, denominado Estimador Isotonico:

610 = max {d; : pf <T}, (2.71)

em que p; € a regressdo isotonica de p;. Em outras palavras, é%o € a maior dose
com uma toxicidade estimada ndo excedendo um nivel pré-especificado I'. Este
estimador também ¢ discutido posteriormente em Pace e Stylianou (2007) e em
Stylianou, Proschan e Flournoy (2003). Paul, Rosenberger e Flournoy (2004)
fazem uma adaptacdo do mesmo para o caso de uma resposta nao bindria.

Observe que 9%0 s6 pode assumir valores no conjunto das doses D, ou seja,
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se estd utilizando um estimador com valores discretos para se estimar um parame-
tro com valores reais. Desta maneira, pode ser preferivel um estimador isotdnico
com alguns ajustes, denominado Estimador Isoténico Modificado. Considerando
9}0 como na Equacao 2.71, este estimador € definido por:

~ I — p’? o ~

11 10 10

Dit1 — Py
O estimador é%l também € analisado em trabalhos de Pace e Stylianou

(2007) e Stylianou, Proschan e Flournoy (2003).
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3 METODOLOGIA

O objetivo principal deste trabalho é fornecer ferramentas para estimagao
de quantis de uma distribuicdo acumulada F', que representa a curva de dose-
resposta em diversas situacdes experimentais, utilizando amostras de pequeno ta-
manho, fato que geralmente ocorre em ensaios em que imperativos éticos limitam o
nimero de repeti¢des, que ocorrem, por exemplo, em ensaios na drea de oncologia.

A proposta entdo € fornecer métodos estatisticos para estimar uma dose
0, que produzira toxicidade com probabilidade I (especificado pelo pesquisador)
em uma populacdo alvo. Tal dose serd denotada por Or . Em todas as andlises
serd considerado que esta toxicidade é crescente com a dose. Desta maneira, serd
suposto que, para a dose D = d, p(d) = P(toxicidade|D = d) é uma funcdo
crescente em d e F'(d) = P(toxicidade|D < d). Deseja-se determinar a dose 6,

tal que p(0) =T, com I conhecido a priori, ou seja, para0 < T" < 1,

Or =F () =inf{#: F(0) >T}. (3.1)

Considere D = {d;,ds, . .. ,di} o conjunto das doses a serem testadas para
todas as situacdes e as probabilidades de toxicidade na dose d; por p; = p(d;),
it = 1,2,...,k. Serdo considerados dois cendrios com relacdo ao processo de
estimacdo: paramétrico e ndo paramétrico.

Estimadores propostos serdo apresentados e comparados com estimadores
j4 apresentados na literatura para diversos tipos de delineamentos. Além disso,
estd sendo proposto um novo tipo de delineamento, que se utiliza da metodologia
bayesiana. Os resultados dos desempenhos das novas metodologias serdo compa-
rados com aqueles apresentados na literatura, por meio de simulacio estocéstica.

Os detalhes dos métodos e dos estudos de simulagdo sao dados a seguir.
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3.1 Estimadores propostos
Todos os estimadores propostos fazem o uso da pressuposicdo de que a
toxicidade € crescente com a dose. Ser@o consideradas duas situacdes nas propo-

si¢des: estimacdo paramétrica e estimagdo nao paramétrica.

3.1.1 Estimadores paramétricos

Serdo consideradas duas situagdes para este caso: O caso normal e o lo-
gistico. Em ambas as situacdes, serdo propostos métodos por minimos quadrados
ponderados e por mdxima verossimilhanca. Para o caso normal estes estimadores
coincidem. Entretanto, para o caso logistico isso ndo acontece.

Estimadores com énfase no métodos probit e logit tem sido utilizados
principalmente para estimar a dose mediana 6 50, onde tradicionalmente todas
as doses t€ém o mesmo nimero de repeticdes, ou seja, para cada dose sdo testados
0 mesmo ndmero de pacientes. Isso ndo ocorre em ensaios oncoldgicos, principal-
mente devido as questdes €ticas ou de expor um nimero excessivo de pacientes a
niveis de dose baixos ou altos.

A maioria dos delineamentos utilizados em ensaios clinicos sdo do tipo
sequenciais, isto €, delineamentos onde o nimero de pacientes e as doses a serem
testadas nao sdo previamente determinadas. Conjectura-se, neste trabalho, que em
relacdo aos delineamentos onde todas as doses sdo igualmente testadas, o uso de
delineamentos sequenciais ndo modificard severamente as estimativas obtidas pelo
probit ou logit, tendo em vista que as doses mais visitadas por esses ensaios serdo
aquelas préximo ao quantil alvo. Além disso, os pesos para as doses mais visitadas

terdo maior influéncia no processo de estimacao.



182

3.1.1.1 Estimador probit isotonizado

Considere os pares de doses (d;,p;), em que p; e a propor¢do de sucessos
observados em N; repeti¢des na dose d;. Encontre a regressdo isotdnica {p}}
de {p;} com pesos {NN;} obtendo novos pares (d;, p;). Com estes novos pares,
obtenha os estimadores pelo método probit dos coeficientes de regressao /31 e fo.
Denote estes estimadores por Bf e B;‘ O estimador probit isotonizado - EPI, para
a dose alvo 6r € definido por:

1 probit (I') — BT

ok (3.2)
T 55

Isso segue do fato de que, na populagao,
probit (I') = By + [20.

3.1.1.2 Estimadores logit isotonizado

Considerando que a distribuicdo de tolerancias é uma logistica, serdo pro-
postos dois estimadores baseados em regressdo isotOnica, diferindo apenas pelo
método de estimagdo para a obtengdo dos coeficientes de regressdo. Tais estima-
dores para a dose alvo 6 serdo chamados de estimadores logit isotonizado - ELI,

e sdo definidos da seguinte maneira:

o log (5p) - s

62 = s (3.3)
2
(S
- log (5n) - Bt
07 = T : (3.4)
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em que, 3775 e B35 sdo os estimadores de minimos quadrados ponderados e

B{M Le B;‘M L 530 os estimadores de méaxima verossimilhanca de 3, e 3 respec-
tivamente, obtidos ap6s a isotonizac¢do das propor¢des observadas.

As estimativas de maxima verossimilhanca sao obtidas por meio da teoria
dos modelos lineares generalizados, que se utiliza de métodos numéricos, como o
Newton-Rhapson. Existe possibilidade de tais estimativas ndo serem encontradas
ou por conta de valores iniciais impréprios ou tamanho amostral pequeno.

Deseja-se aqui também comparar estes dois estimadores, sob a conjectura
de que o estimador de minimos quadrados ponderados apresentard resultados si-
milares ao de mdxima verossimilhanca.

As relagdes apresentadas nas Equacdes 3.3 e 3.4 podem ser justificadas

pela seguinte relacdo existente na populacio:

logit (I') = B1 + B0,
em que

T

3.1.2 Estimadores nao paramétricos

Quando n@o se tem um modelo paramétrico pré-definido para a curva de
dose-resposta, pode-se trabalhar com métodos ndo paramétricos. Tais métodos
ndo fazem nenhuma pressuposicdo sobre os p.s, exceto que tais probabilidades
crescem com a dosagem. Os estimadores ndo paramétricos discutidos na literatura
utilizam basicamente as proporcdes de sucessos observadas, os mesmos nio fazem
o uso da frequéncia com que uma dose € repetida.

Diversos trabalhos tem apontado na dire¢do de que a frequéncia com que o

passeio aleatdrio nas doses pelos delineamentos anteriormente descritos € tal que
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a frequéncia de visita as doses € unimodal em torno do quantil de interesse O,
se o tamanho da amostra for suficientemente grande. Como em ensaios clinicos,
o tamanho da amostra € geralmente pequeno, tal condi¢do deve ser severamente
violada e provavelmente a auséncia de estimadores que se utilizem deste fato
aconteca por tal motivo.

A Figura 41 (parte (a)) exibe o diagrama de frequéncias das visitas as doses
para realizacdo de um ensaio. Se é conhecido que a distribui¢do de frequéncia
deste passeio € unimodal, isto é, f1 < fo < ... < fi < frsed; < ds <

< d < arefr > fl+1 > ... > fkseer > dl+1 > 0> dk,COIl’lfp
representando a frequéncia na dose alvo 6. Um método de estimagdo que pode
ser utilizado € o da regressdo isotdnica unimodal. Esta teoria de certa forma segue
da teoria da regressdo isotdnica usual, apesar de apresentar algumas dificuldades.
A regressdo unimodal estd representada na Figura 41 (parte (b)). O cdlculo da

regressdo isotonica unimodal pode ser realizado pelo pacote Iso e a funcgdo ufit.

(a) (b)

Figura 41 Doses versus frequéncias: (a) frequéncias resultantes de um ensaio
hipotético, (b) frequéncias isotonizadas por meio de regressao isotdnica
unimodal

Mediante tais resultados s@o propostos neste trabalhos dois estimadores

ndo paramétricos para a estimagdo de um quantil alvo em ensaios de dose resposta,
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ambos baseados na Teoria da Regressao Isotdnica Unimodal. O primeiro estima-
dor serd um estimador “ingénuo”, que serd simplesmente a moda da distribuicdo de
frequéncias apds o processo de isotonizagdo. Um segundo estimador ird considerar

uma interpolagdo de tais resultados.

3.1.2.1 Estimador moda da frequéncia empirica isotonizada

Considere um ensaio de dose resposta em que o par (d;,f;) representa
a dose utilizada pelo pesquisador e a frequéncia com que o passeio visitou tal
dose. Para a sequéncia de frequéncias { f;} considere o Processo de Regressdo
Unimodal fornecendo como resultados { f;*}. O estimador moda da frequéncia

empirica isotonizada - EMFEI € definido simplesmente por:

0t = (d; : A frequéncia f; é méxima) . (3.5)

Este estimador fornece como estimativas doses que foram testadas, fato
que ocorre em muitas situacdes praticas, pois alguns pesquisadores s6 prescrevem

doses que foram testadas.

3.1.2.2 Estimador por interpolacio da regressao unimodal

Para explicar a origem do préximo estimador, considere que o processo
de regressdo isotdnica unimodal ja foi realizado. Anote a frequéncia maxima
obtida para este processo por f.,, € a dose relacionada a esta frequéncia por dpax.
Considere ainda que as frequéncias relacionadas com as doses imediatamente
anterior (dan) € posterior (dpos) 30 fy, € f;os respectivamente.

Supde-se aqui, que a dose alvo Or serd um valor compreendido entre dan
e dpos. O processo a ser utilizado é semelhante aquele realizado para a obtengio

da moda pela férmula de Czuber (para estimacdo da moda com dados disposto em
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uma tabela com distribui¢do de frequéncias por intervalos de classe). Note que
aqui ndo se estd necessariamente trabalhando com intervalos de classe.

Para ilustrar tal resultado considere a Figura 42. O estimador por regres-
sdo unimodal interpolado - EIRU é% para a dose alvo 6, serd a abscissa do ponto

B (Encontro dos segmentos de reta AD e EC).
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Figura 42 Tlustra¢do para a deducdo do estimador por interpolacdo da regressao
unimodal

Observe que élé ¢ influenciado diretamente pelas frequéncias anterior e
posterior, de modo que o mesmo pode oscilar no intervalo (dam,dpos) de acordo
com tais frequéncias. Se DE < AC, tem-se fi, > fi e o estimador 03 estard
mais préximo de djos do que de day. J4 o contrario, se AC < DE, tem-se fX, >
ff,"os e 9}5“ estard mais préximo de dap.

Na Figura 42, os tridngulos ABC' e BDE sdo semelhantes, logo:
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» a0
h—x DE
= zDE = (h—1z)AC

~ «(DE + AC) = hACT

G
xr = _ h
DE+ AC

frtlax B f;nt

( Itlax - f;os) + ( ITlaX - ;nt

- p= max ;nt dos_dan .
<2fr>r1ax - (f;os + ;nt)> ( ? t)

= =

) (dpos - dant)

Portanto,
02 = dons + max _-ant (dpos — dant) - (3.6)
o 2f§1ax - (f;os + ant) e o

3.2 Delineamento proposto
Considere o conjunto das doses D = {di,da,...,d;}, comd; < dy <
. < dg. O objetivo do ensaio é estimar a dose Or que produz toxicidade I"
na populagio, ou seja, p (fr) = I'. Considere que as probabilidades p (d;) sdo
varidveis aleatdrias tendo alguma distribuicao especificada.
Para cada dose d; associe uma distribui¢do condicional, tendo densidade
na familia exponencial 2.26, com 6 = p (d;) desconhecido e h = v (d;) conhecido,

ou seja,

f(y I p(di) w(di)) = exp{[® (p(di)) + (y — p(di)) ¢ (p(di))] v (di)}  (3.7)
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Note que para cada dose d;, estd associada uma varidvel aleatéria Bernou-

i Y;, com E[Y; | p(d;),d;] = p(d;). A suposi¢do natural aqui, € que d; < da <

. < dj, implica em p(d;) < p(d2) < ... < p(dg). O pardmetro de precisdo
h = v (d;) deve ser conhecido, tal pardmetro determina a variabilidade dos dados
em torno de p(d;). Foi demonstrado na Afirmacdo 2.4 que para a distribui¢do
Bernoulli tem-se h = 1.

Para cada dose d;, considere amostras independentes tomadas com ta-
manho N;. O pesquisador seleciona um vetor de probabilidades a priori pg =
(po (d1) ,po (d2) ,...,po (dr)), em que cada pg (d;) € o valor que o pesquisador
acha ser plausivel, para representar a moda da distribuicdo da varidvel aleatéria

p(d;). O vetor de componentes aleatérios p = (p(dy).,p(dz2),...,p(dy)) terd

distribuicao a priori como em 2.34:

k
m [p] o [Jexp {[® (p (i) + (v — po (di)) 0 (p (di))] o (di)},
=1

se p (d;) for isotonica sobre D, ou

caso contrdrio.

O Teorema 2.15 afirma que a distribuicéo a posteriori de p tem densidade
na mesma familia que a priori com moda p* = (p* (d1),p* (d2),...,p* (dk)),
em que cada p* (d;) € a regresséo isotdnica com pesos w (d;) = v (d;) N (d;) +

ho (d;), da média ponderada de g (d;) e po (d;):

y (di) v (di) N (di) + po (di) ho (d;) .

p(di) = v (d;) N (dy) + ho (dy)
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Em um ensaio de dose resposta, € natural o pesquisador considerar a
varidvel aleatéria Y; | p(d;),n ~ Ber(p(d;)). Desta maneira, y (d;) serd a

proporcao de respostas positivas para a dose d;, ou seja,

em que R (d;) representa o nimero de resposta positivas para a dose d;. Assim,

como v (d;) = 1 para a Bernoulli,

P (di) N (d;) + po (di) ho (d;) '

pldy) = N (d;i) + ho (d;)

O delineamento proposto consiste dos quatro seguintes passos:

1. O pesquisador deverd especificar previamente, o vetor com as modas a priori
po = (po(di),po(d2),...,po(dy)) e o vetor de precisdo a priori hg =
(ho (d1) ,ho (d2) , ... ,ho (dg)). O vetor com as modas a priori deve obede-

cer a relagdo de ordem py (d1) < po (d2) < ... < po (dg).

2. O pesquisador inicia o ensaio testando um grupo de M pacientes em um
nivel de dose d;, e observa a proporcédo de sucessos p (d;). De posse destes
valores (considerando p (d;) = po (d;) e N(d;) = 0, para as doses dy s que
ndo foram visitadas pelo ensaio), calcula-se a regressdo isotdnica {p* (d;)},
com pesos w (d;) = N (d;) + ho (d;) de

p(di) N (di) + po (di) ho (di)

pld) = N (d;) + ho (d;)

3. Assinale o préximo paciente no nivel de dose:

(a) di_1, se p*(d;) > I e se existe a0 menos uma toxicidade entre as k



190

respostas mais recentes;

(b) dit+1, se p*(d;) < I' e ndo existe toxicidade observada entre as k

respostas mais recentes;

(¢) d;, caso contrario.

4. Tterac@o entre os passos (2) e (3) e parar quando algum critério especificado

€ conhecido.

As condi¢des do passeio aleatério nas doses, isto €, o comportamento do
passeio para d; e dj podem ser convenientemente ajustados. Este delineamento
permite ao pesquisador fazer uso de informagdo conhecida previamente sobre o
experimento. Tanto as distribuicdes a priori como posteriori pertencem a uma fa-
milia bastante flexivel, pois os resultados foram deduzidos considerando a familia
exponencial.

Observe que ndo € necessdrio a especificacdo detalhada da familia, sendo
necessaria apenas a especificacdo da moda e do parametro de precisdo, assim, 0s
célculos que devem ser efetuados sio razoavelmente simples, ndo sendo necessario
o uso de computacdo intensiva. Este método serd chamado no decorrer do trabalho

de delineamento bayesiano isotonico sequencial - DBIS.

3.3 Estudo de simulac¢io

Foram realizados diversos estudos de Simulagdo Monte Carlo para a ava-
liagdo dos estimadores propostos, comparando o desempenho dos mesmos com
estimadores apresentados na literatura sobre diversos tipos de delineamentos, tanto
para situagdes paramétricas como ndo paramétricas. O delineamento bayesiano
isotdnico proposto foi simulado, e para o mesmo foram utilizados estimadores nao

paramétricos. Diversos cendrios foram analisados e serdo detalhados a seguir.
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3.3.1 Comparacio dos estimadores

No estudo de simulagdo, foram avaliados 11 estimadores, dentre eles, 5
propostos. Estes estimadores foram usados em seis delineamentos apresentados
na literatura. Diversos tamanhos de amostra foram utilizados, com n = 3, ... ,60,
sendo que, para aqueles delineamentos que utilizavam metodologias semelhantes
a do Delineamento Tradicional, foram tomadas amostras mdltiplas de 3, ou seja,
n = 3,6,9,...,60.

Para todos os cendrios foram considerados 8 niveis de doses, ou seja, 0
vetor de doses d = (dy,d2,ds,dy,ds,ds,d7,ds) com probabilidades associadas p =
(p1,02,P3,P4,P5,D6,P7,ps ). Foram consideradas doses igualmente espacadas e trés
probabilidades alvo de toxicidade, I' = 0,10, ' = 0,33 e I' = 0,50.

Para os modelos paramétricos foram considerados dados gerados de uma
normal e de uma logistica, com trés variacdes das médias. A primeira variacdo
consiste em tomar a média como um ponto central entre as doses, neste cendrio
considera-se que o pesquisador tem uma boa no¢do da dose média. Na segunda
situacdo, a maior parte das doses ficard acima da média da distribuicao e na terceira
a maior parte das doses ficard abaixo, simulando situagdes em que o pesquisador
tem maior desconhecimento da média da distribui¢do. A Tabela 5 apresenta todos
os valores que foram utilizados.

O verdadeiro valor do parametro fr nas seis curvas consideradas na Tabela

5 foram:
1. Normal(p = 2,25): 0p.10 = 0,97, 6p 33 = 1,81 e by 50 = 2,25;
2. Normal(p = 1,25): 69,10 = —0,03, 0p,33 = 0,81 e Oy 50 = 1,25;
3. Normal(p = 3,25): 09,10 = 1,97, 6p 33 = 2,81 e 6y 50 = 3,25;

4, Logl’stica(u = 2,25)2 90710 = 1,04, 90733 = 1,86 € 90750 = 2,25;
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Tabela 5 Distribui¢des e probabilidades de toxicidade associadas aos niveis de
dose d = (0,5;1,0;1,5;2,0;2,5;3,0; 3,5;4,0), utilizados no estudo de
simulacdo para a modelagem paramétrica.

2

Distribuicdio o p

Normal 2,25 1 (0,04;0,11;0,23; 0,40; 0,60; 0,77; 0,89; 0,96)
Normal 125 1 (0,23;0,40;0,60;0,77;0,89; 0,96; 0,99; 1,00)
Normal 3,25 1 (0,00;0,01;0,04;0,11;0,23; 0,40; 0,60; 0,77)
Logistica 2,25 1 (0,04;0,09; 0,205 0,39;0,61; 0,80,0,91; 0,96)
Logistica 1,25 1 (0,205 0,39; 0,61; 0,80; 0,91; 0,96; 0,98; 0,99)
Logistica 3,25 1 (0,01;0,02; 0,04;0,09; 0,20; 0,39; 0,61; 0,80)

5. Logl’stica(u = 1,25)2 90’10 = 0,39, 90,33 = 0,86 € 90750 = 1,25;

6. Logl’stica(u = 3,25)2 90’10 = 2,04, 90,33 = 2,86 (&7 90750 = 3,25;

Cada linha na Tabela 5 representa uma curva de dose-resposta especifica.

Nas Figuras 43, 44 e 45 estas curvas estio representadas conjuntamente com as

probabilidades alvo, I' = 0,10, I' = 0,33 e I' = 0,50, permitindo uma melhor

compreensdo do cendrio. Vale lembrar que para o caso dos modelos paramétricos,

é suposto que p (d;) = F (d;), em que F' (distribui¢do de tolerincias) é a fungdo

de distribuicdo acumulada da varidvel aleatéria considerada na modelagem.

Os valores considerados para andlise ndo paramétrica estdo expostos na

Tabela 6, sua representagdo conjunta as toxicidades alvo estdo representadas na

Figura 46.

Tabela 6 Distribui¢des e probabilidades de toxicidade associadas aos niveis de
dose d = (0,5;1,0;1,5;2,0;2,5;3,0; 3,5; 4,0), utilizados no estudo de
simulacdo para a modelagem nao paramétrica.

Curvas Distribuicao p

Curva 1 exp(0,3) (0,14;0,26; 0,36; 0,45; 0,53; 0,59; 0,65; 0,70)
Curva2 Gama(3;0,5) (0,08;0,32;0,58; 0,76; 0,88;0,94; 0,97; 0,99)
Curva3 Gama(2;1,25) (0,06;0,19;0,34;0,48; 0,59; 0,69; 0,77; 0,83)
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Figura 43 Curva de dose-resposta considerada para o estudo de simulacio para
dois modelos paramétricos, normal e logistico, ambos com média y =
2,25 e 02 = 1. As linhas tracejadas representam as probabilidades de
toxicidade alvo, I' = 0,10, I' = 0,33 e I' = 0,50
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Figura 44 Curva de dose-resposta considerada para o estudo de simulacio para
dois modelos paramétricos, normal e logistico, ambos com média y =
1,25 e 02 = 1. As linhas tracejadas representam as probabilidades de
toxicidade alvo, I' = 0,10, I' = 0,33 e I' = 0,50
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Figura 45 Curva de dose-resposta considerada para o estudo de simulacdo para
dois modelos paramétricos, normal e logistico, ambos com média y =
3,25 e 02 = 1. As linhas tracejadas representam as probabilidades de
toxicidade alvo, I' = 0,10, I' = 0,33 e I"' = 0,50
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Figura 46 Curva de dose-resposta considerada para o estudo de simulacdo para
os modelos ndo paramétricos. As linha tracejadas representam as
probabilidades de toxicidade alvo, I' = 0,10, ' = 0,33 e I' = 0,50
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Assim, no estudo de simulag@o, sabe-se que o verdadeiro valor do para-

metro Or nas trés curvas apresentadas na Tabela 6 sdo:

1. Curva 1: 90710 = 0,35, 90733 = 1,33 € 90750 = 2,31;
2. Curva 2: 90710 = 0,55, 90’33 = 1,01 € 90,50 = 1,34;

3. Curva 3: 90710 = 0,66, (90733 = 1,47 € 90750 = 2,10;

Os estimadores ndo paramétricos também foram testados sobre as curvas
apresentadas na Tabela 5 (andlise paramétrica). Observe que as probabilidades que
foram utilizadas na Tabela 6 sdo de distribuicdes conhecidas na simulacio. Entre-
tanto, os estimadores ndo paramétricos ndo utilizam tal informacao no processo de

estimacao.

3.3.1.1 Os delineamentos

Os delineamentos usados para a comparagdo dos estimadores foram:
1. O Delineamento da Moeda Viciada - BCD;
2. O Delineamento de Narayana Modificado - DNM;
3. O Delineamento Isotdnico de Leung e Wang - DILW.

Os delineamentos BCD e DNM mostram-se ser semelhantes quanto a
distribuicdo das doses aos pacientes. Espera-se que o DNM apresente alguma
vantagem quanto ao BCD, dado que o mesmo utiliza informacdo de outras doses
além daquela que estd sendo testada. O Delineamento DILW tende a concentrar
muitos pacientes em uma Unica dose, enquanto que o BCD e DNM concentraram a
distribuicao das doses em torno da dose alvo. Os estudos de simulacio de Ivanova

e Flournoy (2009) mostraram que o DILW pode ndo apresentar um desempenho
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tao bom, conjecturando que os dados coletados em doses baixas nao influenciam as
estimativas isotonicas em doses altas. Os proprios Leung e Wang (2001) conside-
ram o delineamento conservador, no sentido de evitar doses altas, potencialmente

toxicas.

3.3.1.2 Os estimadores

Foram utilizados estimadores considerando duas situagdes possiveis: esti-
magdo paramétrica e estimacdo ndo paramétrica. Tais estimadores ja foram apre-
sentados anteriormente € estdo resumidos na Tabela 7. Os estimadores 6%, 62, 63,

éfi e é? sdo aqueles que estdo sendo propostos neste trabalho.

Tabela 7 Resumo de todos os estimadores analisados no estudo de simulagdo, tanto
para a modelagem paramétrica como nao paramétrica.

stimador rocedimento

Estimad P d t

- bit(T)—B* Aot

0 = % Paramétrico - Normal
2.

N log( L= )—pBxLS e ,oe

012 — % Paramétrico - Logistica
27

. log (L= )—grML o o

913: — (1;% Paramétrico - Logistica

N 2

0t = (d; : A frequencia f; é mdxima) Nio Paramétrico

07 = dant + <2f;},afia(x;iai} é‘m)) (dpos — dant) N@o Paramétrico

Paramétrico - Normal

LN
N log(— )— o ,oge
% = % Paramétrico - Logistica
2
. log (L2 )—gML . .
0152 — % Paramétrico - Logistica
2
- 1 N+1 .
6 = 37 Z Ui Nao Paramétrico
1=S8
10 — max {d; :p; <T} Néo Paramétrico
K2
N T—p* N ~ - L.
L = pllflp - <di 41— (9110) + 610 Niao Paramétrico
1 1
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3.3.1.3 A avaliacao dos estimadores

A avaliag@o dos estimadores se dard por meio do Erro Quadratico Médio

(EQM) e do viés:
BOM = L i (éj . 9p)2 (3.8)
m =1 e
c
1 o= .
i6s— — S (6. — 9 3.
viés = — ;( ri—0r), (3.9)

em que 6. ; é a estimativa de Or obtida pelo estimador 7. na i-ésima amostra e m
é o niimero total de amostras, uma vez que: EQM=Varidncia+vies®. Em todos os

cenarios considerou-se m = 2000.

3.3.2 Avaliacao do delineamento proposto

Para avaliacdo do delineamento bayesiano isotdnico sequencial - DBIS,
foi utilizado o estimador é%. O desempenho deste estimador sobre o DBIS foi
comparado com o desempenho sobre 0 DNM.

Dois conjuntos de doses foram utilizados: Dy = {0,5;1,0; 1,5; 2,0; 2,5;
3,0;3,5;4,0} e Dy = {0,5;0,75;1,0;1,25; 1,5; 1,75; 2,0; 2,25; 2,5; 2,75; 3,0;
3,25; 3,5;3,75; 4,0}. Espera-se que, com um niimero maior de doses e consequen-
temente uma maior variacao entre elas, os dados apresentardo um maior nimero
de violadores e o processo de isotonizagdo terd um maior efeito. Neste caso, € de
se esperar que o DBIS seja mais eficiente que o DNM.

Foram analisados 21 cendrios sob o conjunto D; e 18 cendrios sob o
conjunto Ds. Para o conjunto D; sob o DBIS foram utilizados dois cenarios
de informacdo a priori, com parametros populacionais diferentes para diversos
cendrios (Tabela 8 ). Para o conjunto de doses D> sob o DBIS foi considerado um

unico vetor de modas a priori com variacdo nos parametros conforme Tabela 9.
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Tabela 8 Vetores de moda (pg1 € po2) e precisdo (ho1 € hgo) a priori utilizados nos
cendrios sob o conjunto de dose D1, os vetores p1, po € p3 representam
os vetores de probabilidades populacionais e hi, ho e hs os de precisdo
populacionais considerados no estudo de simulagao.

Vetores
po1 = (0,02;0,07;0,15; 0,25; 0,40; 0,60; 0,70; 0,80)
po2 = (0,105 0,15; 0,30; 0,60; 0,80; 0,90; 0,95; 0,99)
p1 = (0,04;0,11;0,23; 0,40; 0,60; 0,77; 0,89; 0,96)
p2 = (0,14;0,26; 0,36; 0,45; 0,53; 0,59; 0,65; 0,70)
ps = (0,08;0,32;0,58;0,76; 0,88; 0,94; 0,97; 0,99)
ho1 = (2,005 2,00; 2,00; 2,00; 2,00; 2,00; 2,00; 2,00)
ho2 = (3,00; 3,00; 3,00; 3,00; 3,00; 3,00; 3,00; 3,00)

Os valores iniciais para o ensaio considerando o DBIS dependiam da infor-
macao a priori considerada, sendo escolhida a maior dose menor que a propor¢ao
alvo dada no vetor de modas a priori, por exemplo, se a dose alvo era aquela em
que 33% da populagdo alvo seria atingida, a dose inicial considerando pg; seria
dg = 2,0, e para pgs seria dg = 1,5 (Tabela 8). As tabelas 10 e 11 resumem todos

0S cenarios.

3.3.3 Software

Foram elaboradas rotinas simulando cada delineamento em linguagem R.
As anélises que se utilizam dos conceitos de regressao isotdnica simples foram
realizadas através do pacote isotone e funcdo gpava. Para o célculo da regressdo
isotonica unimodal foi considerado o pacote Iso e a funcdo ufit. As rotinas simu-
lando os delineamentos e os estimadores encontram-se nos APENDICES de AA

até AP.
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Tabela 10 Cendrios utilizados no estudo de simulacdo para avaliagdo do DBIS sob

o conjunto de doses D;. PP significa: Parametros Populacionais.

Cenario Delineamento Distribuicao r po ho j K PP
(a) DBIS N(2,25:1) 0,10 po1 hot 2 7 p
(b) DBIS N(2,25:1) 0,10 po2 hoe 1 7
(©) DNM N(2251) 010 - — 1 7 p
(d) DBIS N(2251) 033 pn hot 4 2 p
(e) DBIS N(2,25;1) 0,33 po2 hot 3 2 p
(f) DNM N(2251) 033 - — 1 2 p
(g) DBIS N(2,25;1) 0,50 po1 hor 5 1 D1
(h) DBIS N(2,25:1) 0,50 po2 hoe 4 1 p
@) DNM N(2251) 050 — — 1 1 p
(i) DBIS Ezp(0,3) 0,10 poi hot 2 7  pa
(m) DNM Ezp(03) 010 — — 1 7 ps
(n) DBIS Exp(0,3) 0,33 por hot 4 2 po
(0) DNM Ezp(03) 033 — — 1 2 py
(p) DBIS Exp(0,3) 0,50 po1r hor 5 1 po
@ DNM Ezp(03) 050 — — 1 1 py
(r) DBIS Gama(3;0,5) 0,10 por hor 2 7 D3
(s) DNM Gama(3;0,5) 0,10 — — 1 7 p;3
(t) DBIS Gama(3;0,5) 0,33 po1r hor 4 2 D3
(u) DNM Gama(3;0,5) 033 — — 1 2 ps
W) DBIS Gama(3;0,5) 0,50 por hor 5 1  ps3
(x) DNM Gama(3;0,5) 0,50 — - 1 1 P3
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Tabela 11 Cendrios utilizados no estudo de simulacdo para avaliagdo do DBIS sob
o conjunto de doses Ds. PP significa: Parametros Populacionais.

Cenario Delineamento Distribuicéio r po ho j K PP
(A) DBIS N(2,25:1) 0,00 pos hos 2 7 pa
(B) DNM N(2,25:1) 010 — — 1 7 py
(C) DBIS N(2,25; 1) 0,33 Po3 hog 6 2 P4
(D) DNM N(2,25;1) 033 — — 1 2 p4
(E) DBIS N(2,25; 1) 0,50 Po3 hog 9 1 P4
(F) DNM N(2,25;1) 050 — — 1 1 py4
(G) DBIS Exp(0,3) 0,10 po3 hos 2 T  ps
(H) DNM Exp(0,3) 010 — — 1 7 ps
(I) DBIS El’p(o,3) 0,33 Po3 h04 6 2 D5
(R)) DNM Exp(0,3) 033 — — 1 2 ps
(M) DBIS E:Up(o,g) 0,50 Po3 h04 9 1 P5
(N) DNM Exp(0,3) 050 — — 1 1 ps
(O) DBIS Gama(3 0 5) 0,10 Po3 hog 2 7 Pe6
@P) DNM Gama(3;0,5) 0,10 — — 1 7 pg
Q) DBIS Gama(3;0,5) 0,33 pos hos 6 2 pg
(R) DNM Gama(3;0,5) 033 — — 1 2 pg
S) DBIS Gama(3;0,5) 0,50 pos hos 9 1  pg
(T) DNM Gama(3;0,5) 050 — — 1 1 pg
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 Estimadores

Como citado anteriormente, os delineamentos usados para a comparacio
dos estimadores foram: delineamento da moeda viciada (BCD), delineamento
de Narayana modificado (DNM) e o delineamento isotdnico de Leung e Wang
(DILW) e o conjunto da doses D = {0,5;1,0;1,5;2,0;2,5;3,0;3,5;4,0}. Sao
muitos os cendrios avaliados. Como os resultados sio similares, a apresentagdo em
detalhes se dard apenas para o delineamento DNM. Para os demais delineamentos,
apenas em casos particulares serdo feitos alguns comentdrios. Seus resultados

completos encontram-se nos APENDICES de A até T.

4.1.1 Cenario paramétrico - distribui¢ao normal

Para este cendrio foram comparados dois estimadores, 9} (proposto) e élfi
O desempenho do estimador proposto 9} com relagdo ao EQM foi bem superior
ao éfi para os cendrios que se utilizaram da distribuicio normal, como pode ser
observado nas Figuras 47, 48,49, 50, 51, 52, 53, 54 e 55. Estes estimadores para o
delineamento BCD apresentaram desempenho semelhantes, exceto para o caso em
que 4 = 1,25e " = 0,10, uma vez que a dose alvo se encontra fora da amplitude
das doses utilizadas (APENDICE A).

Para um tamanho de amostra a partir de 16, o EQM do estimador 9}
comeca a se estabilizar em torno de zero praticamente para todos os cendrios. Para
ocaso u = 3,25 e I' = 0,10 a estabilizagdo do EQM em torno do zero foi mais
lenta (Figura 53).

Na literatura consultada foi observado que no caso de delineamentos se-

quenciais o estimador mais utilizado é o logit.
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Com relacdo ao viés, houve um desempenho mais modesto do estimador
9} comparado ao estimador éﬁ, mesmo assim, o viés de 0} se mostrou mais estavel
do que o viés de ég para os cendrios que utilizaram a distribuicdo normal, como
pode ser observado nas figuras 56, 57,58, 59, 60, 61, 62, 63 e 64.

No estudo de simulacdo foram excluidas situagdes em que o método ndo
poderia ser aplicado, por exemplo, houve casos em que em determinado ensaio
nenhuma propor¢do de sucessos foi observada, desta maneira, o probit ndo poderia
ser aplicado. Tal fato ocorreu, em geral, para amostras de tamanho pequeno, mas
também ocorreu para amostras grandes com certa raridade. Ocorreram também
situagdes em que as estimativas de B2 eram muito proximas de zero, fornecendo
assim estimativas invidveis do ponto de vista pratico. Um outro caso que impos-
sibilitou a aplicagdo do método foi aquele em que todas as propor¢des observadas
eram iguais a zero ou um. Neste caso o estimador éfi ndo poderia ser aplicado.

Este estimador também ndo pode ser aplicado em casos onde ao descartar as
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Figura 56 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 9} e 69, amostras
geradas considerando uma Distribui¢io Normal com ;i = 2,25 e 02 =

VIES

1paral' = 0,10 e o DNM
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VIES

02

0.1

0.0

209

a 26
Y5 B¢
o
o
5
.
.
., .
. . .
& e PO AN ST PP e
s ° . . .t
.n,‘.'n'u.~‘.°.'o.'""‘"~"“."""°"".' ’ v
G
-
e
T T T T T T T T
10 20 30 40 50 60 20 30 40 0 60
Tamanho ca Amastra ‘Tamanho da Amosra

Figura 58 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 9} e 69, amostras
geradas considerando uma Distribui¢io Normal com ;i = 2,25 e 02 =
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geradas considerando uma Distribui¢io Normal com ;i = 1,25 e 02 =
1paral’ = 0,33 e o DNM
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Figura 62 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 9} e 69, amostras
geradas considerando uma Distribui¢io Normal com ;i = 3,25 e 02 =

VIES

1paral' = 0,10 e o DNM
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proporcdes zero e um resulte apenas um ponto para o estudo da regressio linear. A
isotonizagdo das proporg¢des feita pelo estimador 61, antes da aplicacdo do probit
amenizou tais problemas. Sendo que, para tamanho de amostras menores 0 método
ainda pode ser aplicado com maior eficiéncia do que o estimador él(i

Ensaios reais que fornecam resultados estranhos devem ser analisados com
cuidado, por exemplo, um ensaio em que a propor¢do de sucessos observados é
zero para todas as doses pode ser obtido em uma amostra (rara) que seja resistente
a droga, tal amostra pode ser objeto de estudo, entretanto, as estimativas obtidas
para tal ensaio nao sdo confidveis. Uma outra explicacio para resultados deste tipo

pode ser uma escolha errada dos niveis de doses utilizados.

4.1.2 Cenario paramétrico - distribuicao logistica
Para este cendrio foram estudados quatro estimadores paramétricos: dois

propostos, é% e él?i e dois da literatura, é; e élsi
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Com relag@o ao EQM, o desempenho dos estimadores propostos foi supe-
rior aos outros dois, apesar de o estimador 9}% também apresentar bons resultados,
como pode ser visto nas Figuras 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72 ¢ 73.

O tamanho amostral para o qual houve estabilizacdo do EQM do estima-
dores é% e él‘i em torno de zero € a partir de 10. Em relag@o ao estimador éléi 0s

resultados obtidos estdo de acordo com os obtidos por Ivanova et al. (2003).

23 485 6 7
L
EaQm

12 3 4 5 6 7
L

1

Tamartc da Amasira Tama1no da Amcste

2 3456 6 7
L
EQm

12 3 45 8 7
P 1

Tamartc da Amasira Tamanno da Amcste

Figura 65 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 912, é3, é; € és’
amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com u =
2,25e 02 =1paral’ = 0,10 e o DNM

Dentre os quatro estimadores, 0}3 foi aquele que apresentou ligeiramente
melhores resultados, tanto quanto ao EQM, quanto ao viés (Figuras 74, 75,76, 77,
78,79, 80, 81 e 82. ). Mesmo para o cendrio em que a dose alvo se encontrava
fora da amplitude das doses, este estimador apresentou bons resultados (Figuras
68e77).

Os estimadores él‘i e OA% no processo de simulacdo, que foram calculados
pela rotina glm do software R, foram mais estaveis que os outros dois estimadores.

Em geral, para amostras de tamanho maior ou igual 10 o método pode ser aplicado
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estimadores 62, 63, 07 e 63,

amostras geradas considerando uma Distribui¢iao Logistica com p =
1,25e 0% = 1paral = 0,10 e o DNM
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Figura 80 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 62, 62, 0% e 63,
amostras geradas considerando uma Distribui¢iao Logistica com p =
3,25e0? =1paral' = 0,10 e o DNM
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Figura 82 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 62, 62, 0% e 6%,
amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com p =
3,25e 02 = 1paral’ = 0,50 e 0o DNM

praticamente em 100% das vezes. No entanto, para os outros dois estimadores
o tamanho amostral deve ser maior do que 20 para que a aplicacdo do método
funcione aproximadamente em 80% das vezes.

Stylianou e Follmann (2004) comentam que estimadores como él?i e 9}%
poderiam apresentar problemas para amostras reduzidas, devido a instabilidade
dos estimadores de mdxima verossimilhanga para amostras pequenas, e portanto
sugeriram o uso dos estimadores de minimos quadrados para tais situagdes. Neste
trabalho, para amostras relativamente pequenas, com tamanho maior do que 10, o
desempenho dos estimadores de maxima verossimilhanga € superior aos de mini-

mos quadrados.

4.1.3 Estimadores nao paramétricos
Foram estudados cinco estimadores ndo paramétricos, dois propostos, 9%

e 9151 e trés apresentados na literatura, 62, 9%0 e 9111. Estes estimadores foram
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estudados para o DNM em 27 cendrios, sob o enfoque do EQM e viés para cada
tamanho amostral. As conclusdes sdo similares para quase todos os cendrios,
assim, serdo expostos alguns casos, os demais encontram-se nos APENDICES
B,D,E,FG HLJ,L,M 0,Q,R,SeT.

O estimador éf: pode ser aplicado em qualquer situacdo, sendo que o
mesmo escolhe uma das doses estipuladas pelo pesquisador como a estimativa
da dose alvo. Os estimadores éfi e 6719 puderam ser aplicados em quase 100% dos
casos para amostras maiores ou iguais a 10. Os estimadores 9}0 e 9}1 apresentaram
problemas na simulacdo para os casos em que a dose alvo era menor do que a
menor dose testada , sendo que, quanto maior a amostra, menos o estimador podia
ser aplicado. Uma justificativa para este mal comportamento é que para amostras
grandes todos os delineamentos tém uma tendéncia em concentrar as respostas em
unica dose, no caso a menor delas.

Com relacido ao EQM todos os estimadores apresentaram resultados bem
similares quando comparados dentro dos mesmos cendrios, como pode ser obser-
vado, por exemplo na Figura 83.

Para um tamanho amostral a partir de 20 o EQM ¢ praticamente zero
para qualquer um dos estimadores, resultados semelhantes aos apresentados por
Stylianou, Proscha e Flournoy (2003) para os estimadores 61 e G5

O estimador 0}0 também sempre toma uma das doses testadas como uma
estimativa. O desempenho de éfi e 0}0 foi semelhante (Figura 84), entretanto, él‘i
pode ser usado em qualquer situagdo, e 9}0 apresentou muitos problemas quanto
a sua aplicabilidade quando a dose alvo estava fora da amplitude das doses. Neste
sentido, pode-se afirmar que o estimador proposto apresenta um desempenho su-
perior ao estimador 0}0 utilizado na literatura.

Dentre os estimadores 63, 019 e 6{! j apresentados na literatura, aquele
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que apresentou melhor desempenho foi é%. Este estimador se mostrou muito bom
também quando comparado aos estimadores propostos éiﬁ e 62, obtendo na grande
maioria dos casos um desempenho ligeiramente melhor com relacdio ao EQM.
Aparentemente, os estimadores éfﬁ e 91‘2 o superaram ligeiramente somente no caso
em que as probabilidades foram modeladas por distribuicdes ndo simétricas e a
dose alvo estava fora da amplitude das doses, como nas Figuras 85, 86, 87, 88, 89

e 90.
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Figura 88 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 94, é5, ég, é%o

e 01, amostras geradas considerando uma Distribuicio Gama com
pardmetros « = 3 e A = 0,50, para' = 0,10 e 0o DNM
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4.1.4 Delineamento bayesiano isotonico sequencial - DBIS

O delineamento proposto DBIS foi avaliado para dois conjuntos de doses,
com amplitudes iguais e dois niveis de espagamento diferentes. Todos os cenarios
foram avaliados considerando um mesmo estimador, calculando-se seu EQM e
viés. Os resultados para os vdrios cendrios foram semelhantes e por simplicidade
serdo apresentados e discutidos apenas alguns casos especificos, sendo que os

demais estdo apresentados nos APENDICES U, V, X e Z.

4.1.4.1 Primeiro conjunto das doses

O estudo de simulagdo para a avaliagdo do DBIS para as doses em D =
{0,5;1,0;1,5;2,0; 2,5; 3,0; 3,5; 4,0} e os diversos cendrios expostos na Tabela 10
apresentaram resultados semelhantes, e serdo mostrados ou discutidos os resulta-
dos de apenas um caso em que as verdadeiras probabilidades de transi¢do entre as
doses foram obtidas de uma Distribuicdo Normal com média p = 2,25 e variancia
0% = 1,0. Os demais resultados graficos para as distribuicdes Exponencial e Gama
encontram-se nos APENDICES U e V respectivamente.

Para a estimacdo dos trés quantis considerados, 6 10, 00,33 € 0,50 tanto o
EQM quanto o viés tendem a se aproximar de zero mais rapidamente pelo DBIS
do que pelo DNM (Figuras 91, 92 e 93).

Para o quantil mais extremo (0 19) percebe-se uma estabilizagdo do EQM
e do viés em torno de zero para tamanhos de amostra em torno de 20 para o
DBIS, enquanto que resultado semelhante ocorre pelo DNM para um tamanho
amostral em torno de 30 (Figura 91). Para os outros dois quantis (6p 33 € 6o 50)
a estabilizacdo ocorreu mais rdpido para ambos os delineamentos, entretanto, o
DBIS apresenta melhores resultados para tamanho amostral em torno de 10 (Figura

92 e 93).
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geradas considerando uma Distribuicio Normal com parametros 1 =
2.25¢e 0% = 1, para I' = 0,10. Cendrios (a), (b) e (c) apresentados
na Tabela 10, os cendrios (a) e (b) referentes ao DBIS com prioris
diferentes e o cenario (c) referente ao DNM
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Quando o verdadeiro valor das probabilidades de transi¢do entre as doses
foram obtidos de uma distribuicio Exponencial, o DBIS e o DNM apresentaram
resultados semelhantes aqueles ja mencionados para o caso Normal (APENDICE
U). Uma ligeira vantagem foi apresentada pelo DNM em relacdo ao DBIS para
o caso Gama (APENDICE V). Em relacio as prioris utilizadas o desempenho do

DBIS mostrou-se robusto, fornecendo melhores estimativas do que pelo DNM.

4.1.4.2 Segundo conjunto das doses

O estudo de simulagdo para a avaliagdo do DBIS para as doses em Dy =
{0,5;0,75;1,0; 1,25; 1,5; 1,75; 2,0; 2,25; 2,5; 2,75; 3,0; 3,25; 3,5; 3,75; 4,0} , e os di-
versos cendrios expostos na Tabela 11 apresentaram resultados semelhantes, e
serdo apresentados os resultados de apenas um caso em que as verdadeira probabi-
lidades de transicao entre as doses, foram obtidos de uma Distribui¢io Normal
com média u = 2,25 e varidncia 0> = 1,0. Os demais resultados graficos
para as distribuicdes Exponencial e Gama encontram-se nos APENDICES X e
Z respectivamente.

Os resultados mostram que, diminuindo o espacamento das doses, o de-
sempenho do DBIS em relacio ao DNM melhora. Observa-se que tanto para o
caso Normal (Figuras 94, 95 e 96), como para os outros casos (APENDICES X
e Z), o DBIS estabilizou mais rapidamente o EQM e o viés do que o DNM. O
desempenho do DNM nao foi melhor para nenhum dos cendrios para este conjunto
de doses.

Com o menor espacamento entre as doses, o desempenho do DBIS se

mostrou ainda mais robusto em relacdo a priori escolhida.
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Figura 94 EQM e Viés para cada tamanho amostral e o estimador 69, amostras
geradas considerando uma Distribuicio Normal com parametros y =
2,25 e 0% = 1, para I' = 0,10. Cendrios (A) e (B) apresentados na
Tabela 11, referentes ao DBIS e DNM respectivamente
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5 CONCLUSAO

* Para os estimadores de curvas de dose-resposta normais, o estimador pro-
posto, 911 (Probit Isotonizado), apresentou melhores resultados com relagio
ao EQM e viés do que o estimador usual apresentado na literatura para os

trés delineamentos, BCB, DNM e DILW;

* Dentre os estimadores de curvas de dose-resposta logistica, os estimadores
propostos, 0% (Logit Isotonizado baseado no método dos minimos quadra-
dos) e 0 9131 (Logit Isotonizado baseado no método da méxima verossimi-
lhanga), apresentaram melhores resultados com relagdo ao EQM e viés do
que os demais apresentados na literatura para os trés delineamentos, BCB,
DNM e DILW. Dentre os dois propostos, o estimador de maxima veros-
similhanga apresentou melhor resultado do que o de minimos quadrados
ponderados para todos os cendrios, além disso, mostrou-se ser mais estavel

para amostras pequenas;

* Os dois Estimadores ndo paramétricos propostos, 91‘5 (estimador moda da
frequéncia empirica isotonizada) e 91@ (estimador por regressdo unimodal
interpolado), apresentaram resultados tdo bom quanto aqueles ja apresenta-
dos na literatura, sendo que, entre aqueles que estimam a dose alvo por uma
das doses testadas, o estimador 9}4 apresentou resultado ligeiramente melhor

do que 910, com a vantagem de poder ser utilizado em amostras pequenas.

* O delineamento bayesiano isotdnico sequencial - DBIS apresentou melhores
resultados para os cendrios estudados em relacdo ao delineamento DNM,
com reducdo do EQM e viés, quando se utiliza 019 (Mé&dia Ponderada) como

estimador .
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* Os resultados das simula¢des recomendam o uso do DBIS para ensaios de

dose-resposta.
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Figura 99 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é% e 68, amostras
geradas considerando uma Distribui¢io Normal com ;i = 2,25 e 02 =
lparal’ = 0,33 e o BCD
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Figura 104 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0} e 65, amostras
geradas considerando uma Distribuicao Normal com ¢ = 1,25 e
02 =1paral = 0,10 e o BCD
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Figura 105 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 0} e A%, amostras
geradas considerando uma Distribuicdo Normal com ¢ = 1,25 e

VIES

02 =1paral = 0,33 e 0o BCD
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Figura 106 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0% e 0%, amostras
geradas considerando uma Distribuicio Normal com g

02 =1paral = 0,33 e 0o BCD
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Figura 107 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 0} e A%, amostras
geradas considerando uma Distribuicdo Normal com ¢ = 1,25 e
02 =1paral = 0,50 e 0o BCD
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Figura 108 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0} e 65, amostras
geradas considerando uma Distribuicio Normal com g
02 =1paral = 0,50 e 0o BCD
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Figura 109 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 0} e A%, amostras
geradas considerando uma Distribuicdo Normal com ¢ = 3,25 e
02 =1paral = 0,10 e o BCD
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Figura 110 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0% e 0%, amostras

geradas considerando uma Distribuicio Normal com g

02 =1paral = 0,10 e o BCD
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Figura 111 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 0} e A%, amostras
geradas considerando uma Distribuicdo Normal com ¢ = 3,25 e
02 =1paral = 0,33 e 0o BCD
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Figura 112 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0} e 65, amostras
geradas considerando uma Distribuicao Normal com ¢ = 3,25 e
02 =1paral = 0,33 e 0o BCD
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Figura 113 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 0} e A%, amostras
geradas considerando uma Distribuicdo Normal com ¢ = 3,25 e
02 =1paral = 0,50 e 0o BCD
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Figura 114 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0} e 65, amostras
geradas considerando uma Distribuicao Normal com ¢ = 3,25 e
02 =1paral = 0,50 e 0o BCD
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Figura 115 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ido Normal com
p=225e0?=1paral’ =0,10e 0 BCD
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p=225e0?=1paral' =0,10e 0 BCD
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Figura 117 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é%, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ido Normal com
p=225e0?=1paral’ =0,33e0BCD
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Figura 118 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ado Normal com
p=225e0?=1paral’ =0,33e0BCD
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Figura 119 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ido Normal com
p=225e0?=1paral’ = 0,50 e 0BCD
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Figura 120 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ado Normal com
p=225e0?=1paral’ = 0,50 e o BCD
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Figura 121 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e
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611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ido Normal com
pu=125e0?=1paral’ =0,10e 0o BCD
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Figura 122 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ado Normal com
p=125e0%=1paral’ =0,10e 0 BCD
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Figura 123 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ido Normal com
pu=125e0?=1paral =0,33e0BCD
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Figura 124 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ado Normal com
p=125e0%=1paral’ = 0,33 e 0BCD
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Figura 125 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ido Normal com
p=125e0?=1paral =0,50e 0BCD
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Figura 126 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ado Normal com
p=125e0%=1paral’ = 0,50 e 0 BCD



267

0o

Tamarho da Ansstia

Figura 127 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é%, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ido Normal com
p=2325e0%=1paral’ =0,10e 0 BCD
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Figura 128 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ado Normal com
p=325e0%=1paral’ = 0,10 e 0 BCD
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Figura 129 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ido Normal com
p=325e0?=1paral’ =0,33e0BCD
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Figura 130 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ado Normal com
p=2325e0%=1paral’ =0,33e0BCD
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Figura 131 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ido Normal com
p=325e0?=1paral =0,50 e 0BCD

do1z2a

do123

&s
i o e
o " B N P
SRR
s
8-
o " ) N P
——
[
g -
o w B N P
Vst

Figura 132 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ado Normal com
p=325e0%=1paral’ = 0,50 e 0o BCD
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Tama1no da Amcste
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Figura 133 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é%, é3, éIZ e és’
amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com p =
2,25e 02 = 1paral' = 0,10 e 0o BCD
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Figura 134 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 62, 63, 67 e 6%,
amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com ;. =
2,25e0? =1paral = 0,10 e 0o BCD



271

A I
9[3: 3n:ss
e <
0 <
& =
H 3
R g <
IR IPYPYOTON ol sesens
T T T T T T T T T T T
10 ] 30 4 50 80 10 n 30 0 50 60
Tamarkc da Amosira Tamano da Amestz
A7 "8
9[3: 3ﬂ.”>3
e <
o4 * © o
= 1 M = 1
H 3
IS 3 <
o .« A o
" “ .
o et taas Tea* ey . et ertrerteig0g0,t
T T T T T T T T T T T
0 0 30 4 50 80 10 2 30 40 50 60

Tamartc da Amasira

Tamano da Amcstrz

Figura 135 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 62, 62, 67 ¢ 6%,
amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =
2,25e0? =1paral’ = 0,33 e 0 BCD
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Figura 136 Viés para

Tamartc da Amasira

Tamaro da Amcstz

cada tamanho amostral e os estimadores éQ, é3, é; e és’
amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =
2,25e0? =1paral’ = 0,33 e 0 BCD
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Figura 137 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 62, 62, 67 ¢ 0%,
amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =
2,25e0? =1paral’ = 0,50 e 0 BCD
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Figura 138 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores éQ, é3, é; e és’
amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =
2,25e0? =1paral’ = 0,50 e 0 BCD
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Figura 139 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 62, 62, 67 ¢ 03,
amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =
1,25e 0% =1paral = 0,10 e 0o BCD
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Figura 140 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores éQ, é3, é; e és’
amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =
1,25e 0% =1paral = 0,10 e 0 BCD
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Figura 141 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 62, 62, 67 ¢ 6%,
amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =

1,25e 0% =1paral = 0,33 e 0 BCD
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Figura 142 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores é%, 63
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Figura 143 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 62, 62, 67 ¢ 6%,
amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =
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Figura 144 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores éQ, é3, é; e és’
amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =
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Figura 145 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 62, 62, 67 ¢ 6%,
amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =
3,25e0? =1paral’ = 0,10 e 0o BCD
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amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =
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Figura 147 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 62, 62, 67 ¢ 6%,
amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =
3,25e0? =1paral’ = 0,33 e 0 BCD

»
b

@

JURTTITIT I pesesssssarereres

04 02 00 02 04

AL

T T T T T
10 « kil Pl 50 60

Tamartc da Amastra

N
9[ 3

Tamano da Amcstz

®

3n:ss

0.4

R

i
04 02 00 02

04 02 00 07 04

Tamartc da Amasira

T T T
Ell 10 5

Tamaro da Amcstz
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amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =
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amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =
3,25e0? =1paral’ = 0,50 e 0 BCD
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Figura 151 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com
p=225e0?=1paral’ =0,10e 0 BCD
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Figura 152 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 64,

6o, 69, 010 ¢

611, amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com
p=225e0?=1paral' = 0,10 e 0 BCD
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Figura 153 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

viEs

wiEs

611, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com
p=225e0?=1paral’ =0,33e0BCD
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Figura 154 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com
p=225e0?=1paral’ =0,33e0BCD
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Figura 155 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com
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Figura 156 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com
p=225e0%=1paral’ = 0,50 e 0 BCD
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Figura 157 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

61!, amostras geradas considerando uma Distribuiciio Logistica com

pu=125e0?=1paral’ =0,10e 0o BCD
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Figura 158 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

01!, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com

p=125e0%=1paral’ = 0,10 e 0 BCD
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Figura 159 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com
pu=125e0?=1paral =0,33e0BCD
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Figura 160 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com
p=125e0%=1paral’ = 0,33 e 0BCD
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Figura 161 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

wiEs
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611, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com
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Figura 162 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com
p=125e0%=1paral’ = 0,50 e 0 BCD
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Figura 163 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com
p=325e0?=1paral' =0,10e 0 BCD
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Figura 164 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com
p=325e0?=1paral' =0,10e 0 BCD
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Figura 165 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e
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Figura 166 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

01!, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com

p=325e0?=1paral’ =0,33e0BCD
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p=325e0?=1paral =0,50 e 0BCD

bus s
............. g -
T T T T T . T T T
w ) m P ) ® m P 0 «
[R— Torame 30 st
K K
Bus s
............. g -
" ) N P ) ® m 0 «
[R— o
b
! ! ! ! !
" ) m P ) ©
j—

Figura 168 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e
01!, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com
p=325e0%=1paral’ = 0,50 e 0o BCD



000 010 o

010 om0

00

oo oa0 oo

APENDICE E

288

8, 8,
z 2
g .
T T T T T & T T T T
1 0 0 P ) & o 0 o o &
Tararo d Arwstra Tanano 4 amost
N 40
8, é,
................................................. -
.... 8-
T T T T T ¢ T T T T
1 0 0 ) ) & o 0 0 o « &
Tararho d Arwstra Tanano 4 st
&
T T T T T
0 0 0 o ) &

Tamarho da Ansstia

Figura 169 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores éfi, é5, ég, é%o
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e A1, amostras geradas considerando uma Distribuicio Exponencial
com parametro A = 0,30, paraI' = 0,10 e 0 BCD

X 8,
u3
T T T T T ’ T T T T
1 0 » £} ) & 0 0 0 o B} &
Tamarho da Arwsta Taramo da Amost

04 o0

" 0 ) ) ) ®
Tamarho da Arestia
8
T T T T T
[ 2 ) ) ) &

Tamarho da Arustia

Figura 170 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, ég, 0}0 e

61!, amostras geradas considerando uma Distribuicdo Exponencial
com parametro A = 0,30, paraI' = 0,10 e 0 BCD
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Figura 173 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é%, 93, 99, é%o
e 01, amostras geradas considerando uma Distribuicio Exponencial
com parametro A = 0,30, paraI' = 0,50 e 0 BCD
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Figura 174 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e
61!, amostras geradas considerando uma Distribuicio Exponencial
com parametro A = 0,30, paraI' = 0,50 e 0 BCD
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Figura 175 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 94, é5, ég, é%o
e 0L, amostras geradas considerando uma Distribuicio Gama com
parametros « = 3 e A = 0,50, para' = 0,10 e 0 BCD
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Figura 176 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores él‘ﬁ,
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e 61! amostras geradas considerando uma Distribuicio Gama com
parametros « = 3 e A = 0,50, para' = 0,10 e 0 BCD
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95 , 99, 9%0

e 0L, amostras geradas considerando uma Distribuicio Gama com
pardmetros « = 3 e A = 0,50, para' = 0,33 e 0 BCD

63, 49, 610

e 611 amostras geradas considerando uma Distribuicdo Gama com
parametros « = 3 e A = 0,50, para' = 0,33 e 0 BCD
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Figura 179 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 6%, 62, 62, é%o

e 611 amostras geradas considerando uma Distribui¢io Gama com
parametros « = 3 e A = 0,50, para ' = 0,50 e 0 BCD
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Figura 180 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 6%, 62, 62, 410
e 0L, amostras geradas considerando uma Distribuicio Gama com
parametros « = 3 e A = 0,50, para ' = 0,50 e 0 BCD
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e 61! amostras geradas considerando uma Distribuicio Gama com
parametros « = 2e A = 1,25, paral’ = 0,10 e 0 BCD
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Figura 185 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 63, 62, 62, 410
e 0L, amostras geradas considerando uma Distribuicio Gama com
parametros « = 2e A = 1,25, para' = 0,50 e 0 BCD
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Figura 186 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 6%, 62, 62, 410
e 0L, amostras geradas considerando uma Distribuicio Gama com
parametros « = 2e A = 1,25, para' = 0,50 e 0 BCD
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Figura 187 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é%, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ido Normal com
p=225e0?=1paral =0,33e0DNM
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Figura 188 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, ég, 0}0 e

61! amostras geradas considerando uma Distribuicdo Normal com
p=225e0?=1paral’ = 0,33 e 0 DNM
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Figura 189 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ido Normal com
p=225e0?=1paral =0,50 e 0o DNM
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Figura 190 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ado Normal com
p=225e0?=1paral’ = 0,50 e o DNM
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Figura 191 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

viEs

wiEs
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611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ido Normal com
pw=125e0?=1paral =0,10 e o DNM
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Figura 192 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ado Normal com
pu=125e0?=1paral =0,10 e o DNM
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Figura 193 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ido Normal com
p=125e0?=1paral =0,33e0DNM
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Figura 194 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ado Normal com
pu=125e0?=1paral =0,33e0DNM



00 02 04 o8

00 02 o4 o

04 os

02

00 02 04 o8

00 0z 04 o8

Tamarho da Ansstia

301

Figura 195 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

viEs
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viEs

0s 00 05

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ido Normal com
p=125e0?=1paral =0,50 e 0o DNM
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Figura 196 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ado Normal com
p=125e0%=1paral’ = 0,50 e o DNM



[ 8,
=
S a
o T T T T T e T T T T
0 1 0 » £} ) & o 0 ) o B} &
Tamarho da Arwst Taram da Amost
] A0
[y 8
=
- o
o7 T T T T T °
0 1 0 » £} ) & 0
Tamarho da Arwst
&
.-
& o
e T T T T T
0 1 0 0 o ) &

Tamarho da Ansstia

302

Figura 197 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ido Normal com
p=2325e0%=1paral’ = 0,10 e 0 DNM
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Figura 198 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ado Normal com
p=2325e0%=1paral’ = 0,10 e 0o DNM
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Figura 199 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e
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61!, amostras geradas considerando uma Distribuicio Normal com

p=325e0?=1paral =0,33e0DNM
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Figura 200 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

61!, amostras geradas considerando uma Distribuicdo Normal com

p=325e0?=1paral =0,33e0DNM
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Figura 201 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ido Normal com
p=325e0?=1paral =0,50 e 0o DNM
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Figura 202 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ado Normal com
p=2325e0%=1paral’ = 0,50 e 0 DNM
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Figura 203 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e
01!, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com
p=225e0?=1paral =0,10 e o DNM
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Figura 204 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, ég, 0}0 e
61!, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com
p=225e0?=1paral’ = 0,10 e o DNM
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Figura 205 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com
p=225e0?=1paral =0,33e0DNM
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Figura 206 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com
p=225e0?=1paral =0,33e0DNM
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Figura 207 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com
p=225e0?=1paral =0,50 e 0o DNM
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Figura 208 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com
p=225e0?=1paral’ =0,50 e o DNM
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Figura 209 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com
pw=125e0?=1paral =0,10 e o DNM
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Figura 210 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com
pw=125e0%=1paral’ = 0,10 e 0o DNM
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Figura 211 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e
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Figura 212 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 64,
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611, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com
p=125e0?=1paral =0,33e0DNM
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611, amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com
pw=125e0%=1paral' = 0,33 e 0 DNM
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Figura 213 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e
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611, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com
p=125e0?=1paral =0,50 e 0o DNM
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Figura 214 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com
pw=125e0%=1paral' = 0,50 e 0o DNM
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Figura 215 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

wiEs
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611, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com
p=325e0?=1paral =0,10 e o DNM
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Figura 216 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com
p=325e0?=1paral’ = 0,10 e o DNM
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Figura 217 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com
p=325e0?=1paral =0,33e0DNM
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Figura 218 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com
p=325e0?=1paral =0,33e0DNM
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Figura 219 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e
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611, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com
p=325e0?=1paral =0,50 e 0o DNM
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Figura 220 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e
01!, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com
p=325e0?=1paral = 0,50 e o DNM



Figura 221 EQM para cada
e AL, amostras geradas considerando uma Distribuicao Exponencial
com parametro A = 0,30, para ' = 0,33 e o DNM
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tamanho amostral e os estimadores 6%, 62, 62, 9110

Figura 222 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores él‘i, §5, ég, é}o €

61!, amostras geradas considerando uma Distribuicdo Exponencial
com parametro A = 0,30, para ' = 0,33 e o DNM
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Figura 223 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é%, 93, 99, é%o
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Figura 224 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

61!, amostras geradas considerando uma Distribuicao Exponencial
com parametro A = 0,30, para I' = 0,50 e 0o DNM



Figura 225 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 64,

viEs

viEs

viEs
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02, 62, 610

e 61! amostras geradas considerando uma Distribuicio Gama com
parametros « = 3 e A = 0,50, para ' = 0,33 e 0 DNM
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Figura 227 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 6%, 62, 62, é%o

e 611 amostras geradas considerando uma Distribui¢io Gama com
parametros « = 3 e A = 0,50, para I' = 0,50 e 0 DNM
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Figura 228 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 6%, 62, 62, 410
e 0L, amostras geradas considerando uma Distribuicio Gama com
parametros « = 3 e A = 0,50, para I' = 0,50 e 0 DNM
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e 0L, amostras geradas considerando uma Distribuicio Gama com
parametros « = 2e A = 1,25, para ' = 0,33 e o DNM
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02, 62, 610

e 61! amostras geradas considerando uma Distribuicio Gama com
parametros « = 2e A = 1,25, para ' = 0,33 e o DNM
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Figura 231 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 04,

e A1, amostras geradas considerando uma Distribuicao
parametros « = 2 e A = 1,25, para ' = 0,50 e 0 DNM

95 , 99, 9%0

Gama com

2 a0 1 2

2 40 1 2

b YT T
T . ‘ ‘ ‘
¢ 1 M : T
Tararo d Arwstra
B
o Y LR
: 1 ! . -
Tararo t Arwstra
B
H
T . ‘ ‘ ‘
¢ 1 . : T
Tararho & Arwstra

Figura 232 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 9%,

63, 49, 610

e 0L, amostras geradas considerando uma Distribuicio Gama com

parametros « = 2 e A = 1,25, para ' = 0,50 e 0 DNM
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Figura 233 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 9} e 0%, amostras

2,25 e

Figura 234 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0} e 6%, amostras

2,25 e
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Figura 235 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 0} e A%, amostras
geradas considerando uma Distribuicdo Normal com ¢ = 2,25 e
02 =1paral = 0,33 e 0o DILW
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Figura 236 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0} e 65, amostras
geradas considerando uma Distribuicao Normal com p = 2,25 e
02 =1paral = 0,33 e 0o DILW
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Figura 237 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 0} e A%, amostras
geradas considerando uma Distribuicdo Normal com ¢ = 2,25 e
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Figura 238 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0% e 0%, amostras

geradas considerando uma Distribuicio Normal com p =

2,25 e

02 =1paral = 0,50 e o DILW



0.0

26
01

Eam

15

10

0.0

Tamanho ca Amastra

‘Tamanho da Amosra

60

323

Figura 239 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 0} e A%, amostras
geradas considerando uma Distribuicdo Normal com ¢ = 1,25 e
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Figura 240 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0% e 0%, amostras
geradas considerando uma Distribuicio Normal com g

02 =1paral = 0,10 e 0o DILW
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Figura 241 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 0} e A%, amostras
geradas considerando uma Distribuicdo Normal com ¢ = 1,25 e
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Figura 242 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0% e 0%, amostras

geradas considerando uma Distribuicio Normal com p =
02 =1paral = 0,33 e 0o DILW
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Figura 243 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 0} e A%, amostras
geradas considerando uma Distribuicdo Normal com ¢ = 1,25 e
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Figura 244 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0% e 0%, amostras

geradas considerando uma Distribuicio Normal com p =
02 =1paral = 0,50 e o DILW
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Figura 245 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 0} e A%, amostras
geradas considerando uma Distribuicdo Normal com ¢ = 3,25 e
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Figura 246 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0% e 0%, amostras
geradas considerando uma Distribuicio Normal com g

02 =1paral = 0,10 e 0o DILW
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Figura 247 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 0} e A%, amostras
geradas considerando uma Distribuicdo Normal com ¢ = 3,25 e
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Figura 248 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0% e 0%, amostras
geradas considerando uma Distribuicio Normal com g

02 =1paral = 0,33 e 0o DILW
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Figura 249 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 0} e A%, amostras
geradas considerando uma Distribuicdo Normal com ¢ = 3,25 e
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Figura 250 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0% e 0%, amostras

geradas considerando uma Distribuicio Normal com p =
02 =1paral = 0,50 e o DILW
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Figura 251 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é%, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ido Normal com
p=225e0?=1paral = 0,10 e o DILW
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Figura 252 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, ég, 9}0 e

61! amostras geradas considerando uma Distribuicdo Normal com
p=225e0?=1paral = 0,10 e o DILW
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Figura 253 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores éfi, é5, 99, 0}0 e
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Figura 255 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores éfi, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ido Normal com
p=225e0?=1paral = 0,50 e 0o DILW
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Figura 256 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ado Normal com
p=225e0%=1paral = 0,50 e o DILW
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Figura 257 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores éfi, é5, 99, 0}0 e
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Figura 258 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 64,
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Figura 259 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores éfi, é5, 99, 0}0 e
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Figura 260 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 64,
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Figura 261 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores éfi, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ido Normal com
p=125e0?=1paral = 0,50 e 0o DILW
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Figura 262 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ado Normal com
p=125e0%=1paral = 0,50 e o DILW
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Figura 263 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores éfi, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ido Normal com
p=325e0?=1paral =0,10 e o DILW
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Figura 264 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ado Normal com
p=325e0?=1paral =0,10 e o DILW
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Figura 265 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores éfi, é5, 99, 0}0 e
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Figura 266 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 64,

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ido Normal com
p=325e0?=1paral = 0,33 e 0o DILW
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Figura 267 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores éfi, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ido Normal com
p=325e0?=1paral = 0,50 e o DILW
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Figura 268 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribui¢ado Normal com
p=325e0%=1paral = 0,50 e o DILW
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Figura 269 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores éQ, é3, 9}71 e és’
amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com p =
2,25e 02 = 1paral' = 0,10 e 0 DILW
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Figura 271 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 62, 62, 67 ¢ 0%,
amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =
2,25e 02 =1paral' = 0,33 e o DILW
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Figura 272 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores éQ, é3, é; e és’
amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =
2,25e 02 =1paral’ = 0,33 e o DILW
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Figura 273 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 62, 62, 67 ¢ 0%,
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Figura 274 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores éQ, é3, é; e és’

amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =
2,25e 02 = 1paral’ = 0,50 e o DILW
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Figura 275 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 62, 62, 67 ¢ 6%,
amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =
1,25e 0% = 1paral = 0,10 e o DILW
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Figura 276 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores éQ, é3, é; e és’
amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =
1,25e 0% = 1paral = 0,10 e o DILW
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Figura 277 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 62, 62, 67 ¢ 03,
amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =
1,25e 0% = 1paral = 0,33 e o DILW
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Figura 278 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores éQ, é3, é; e és’
amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =
1,25e 0% = 1paral = 0,33 e o DILW
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Figura 279 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 62, 62, 67 ¢ 6%,
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Figura 280 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores éQ, é3, é; e és’

amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =
1,25e 0% = 1paral = 0,50 e o DILW
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Figura 281 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 62, 62, 67 ¢ 03,
amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =
3,25e0? =1paral' = 0,10 e o DILW
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Figura 282 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores é%, 63
amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =
3,25e0? =1paral' = 0,10 e o DILW
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Figura 283 EQM para cada tamanho amostral ¢ os estimadores 62, 62, 67 ¢ 63,
amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =

3,25e0? =1paral’ = 0,33 e 0o DILW
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amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com y =
3,25e 02 = 1paral’ = 0,50 e o DILW
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Figura 288 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com
p=225e0%=1paral = 0,10 e o DILW
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Figura 289 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 94, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com
p=225e0?=1paral = 0,33 e o DILW
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Figura 291 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 94, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com
p=225e0?=1paral = 0,50 e 0o DILW
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Figura 292 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com
p=225e0%=1paral = 0,50 e o DILW
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01!, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com
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Figura 297 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 94, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com
p=125e0?=1paral = 0,50 e 0o DILW
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Figura 298 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com
p=125e0%=1paral = 0,50 e o DILW
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Figura 299 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 94, é5, 99, 0}0 e
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Figura 301 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 94, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com
p=325e0?=1paral = 0,33 e 0o DILW
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Figura 302 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 64,
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611, amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com
p=325e0%=1paral = 0,33 e 0o DILW
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Figura 303 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, 99, 0}0 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicio Logistica com
p=325e0?=1paral = 0,50 e o DILW
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Figura 304 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0, 62, 62, 010 e

611, amostras geradas considerando uma Distribuicao Logistica com
p=325e0%=1paral = 0,50 e o DILW
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Figura 305 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores éfi, é5, ég, é%o

e A1, amostras geradas considerando uma Distribuicio Exponencial
com parametro A = 0,30, paraI' = 0,10 e o DILW
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Figura 306 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores é4, é5, ég, 0}0 e

61!, amostras geradas considerando uma Distribuicdo Exponencial
com parametro A = 0,30, paraI' = 0,10 e o DILW
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Figura 309 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 63, 62, 62, 410

e A1, amostras geradas considerando uma Distribuicio Exponencial
com parametro A = 0,30, para I' = 0,50 e o DILW
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Figura 310 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 0%, 62, 62, 010 e

61!, amostras geradas considerando uma Distribuicao Exponencial
com parametro A = 0,30, para I' = 0,50 e o DILW
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Figura 311 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 94, é5, ég, é%o
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Figura 312 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores él‘ﬁ, 95, ég, é%o

e 61! amostras geradas considerando uma Distribuicio Gama com
pardmetros « = 3 e A = 0,50, paraI' = 0,10 e o DILW



Figura 313 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 04,

e A1, amostras geradas considerando uma Distribuicao
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Figura 315 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 63, 62, 62, 410

e 611 amostras geradas considerando uma Distribui¢io Gama com
pardmetros « = 3 e A = 0,50, para I' = 0,50 e o DILW
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Figura 316 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 6%, 62, 62, 410

e 611 amostras geradas considerando uma Distribuicdo Gama com
parametros « = 3 e A = 0,50, para I' = 0,50 e o DILW
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Figura 319 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 04,

e A1, amostras geradas considerando uma Distribuicao
parametros « = 2 e A = 1,25, para I’ = 0,33 e o DILW
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Figura 320 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 9%,
e 0L, amostras geradas considerando uma Distribuicio Gama com
parametros « = 2 e A = 1,25, para I' = 0,33 e o DILW
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Figura 321 EQM para cada tamanho amostral e os estimadores 64, 62, 62, é%o
e 0L, amostras geradas considerando uma Distribuicio Gama com
parametros o« = 2 e A = 1,25, para I' = 0,50 e o DILW
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Figura 322 Viés para cada tamanho amostral e os estimadores 6%, 62, 62, 410
e 0L, amostras geradas considerando uma Distribuicio Gama com
parametros « = 2 e A = 1,25, para I' = 0,50 e o DILW
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Figura 323 EQM e Viés para cada tamanho amostral e o estimador 69, amostras

geradas considerando uma Distribui¢do Exponencial com pardmetro
A = 0,30, para I' = 0,10. Cenarios (j) e (m) apresentados na Tabela
10, referentes ao DBIS e DNM respectivamente
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Figura 324 EQM e Viés para cada tamanho amostral e o estimador 69, amostras

geradas considerando uma Distribuicao Exponencial com pardmetro
A = 0,30, para I' = 0,33. Cendrios (n) e (0) apresentados na Tabela
10, referentes ao DBIS e DNM respectivamente
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Figura 325 EQM e Viés para cada tamanho amostral e o estimador 69, amostras
geradas considerando uma Distribuicao Exponencial com pardmetro
A = 0,30, para I' = 0,50. Cendrios (p) e (q) apresentados na Tabela
10, referentes ao DBIS e DNM respectivamente
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Figura 326 EQM e Viés para cada tamanho amostral e o estimador 69, amostras
geradas considerando uma Distribui¢io Gama com parimetros o = 3
e A = 0,50, paraI' = 0,10. Cendrios (r) e (s) apresentados na Tabela
10, referentes ao DBIS e DNM respectivamente
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Figura 327 EQM e Viés para cada tamanho amostral e o estimador 69, amostras
geradas considerando uma Distribuicao Gama com pardmetros a = 3
e A = 0,50, para I' = 0,33. Cendrios (t) e (u) apresentados na Tabela
10, referentes ao DBIS e DNM respectivamente
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Figura 328 EQM e Viés para cada tamanho amostral e o estimador 69, amostras

geradas considerando uma Distribuicao Gama com pardmetros a = 3
e A = 0,50, para I' = 0,50. Cendrios (v) e (x) apresentados na Tabela
10, referentes ao DBIS e DNM respectivamente
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Figura 329 EQM e Viés para cada tamanho amostral e o estimador 69, amostras
geradas considerando uma Distribui¢do Exponencial com pardmetro
A = 0,30, para I' = 0,10. Cenadrios (G) e (H) apresentados na Tabela
11, referentes ao DBIS e DNM respectivamente
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Figura 330 EQM e Viés para cada tamanho amostral e o estimador 69, amostras
geradas considerando uma Distribuicao Exponencial com pardmetro
A = 0,30, para I' = 0,33. Cenarios (I) e (J) apresentados na Tabela
11, referentes ao DBIS e DNM respectivamente
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Figura 331 EQM e Viés para cada tamanho amostral e o estimador 69, amostras
geradas considerando uma Distribuicao Exponencial com pardmetro
A = 0,30, para I' = 0,50. Cenérios (M) e (N) apresentados na Tabela
11, referentes ao DBIS e DNM respectivamente
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Figura 332 EQM e Viés para cada tamanho amostral e o estimador 69, amostras
geradas considerando uma Distribui¢io Gama com parimetros o = 3
e A = 0,50, paraI' = 0,10. Cenérios (O) e (P) apresentados na Tabela
11, referentes ao DBIS e DNM respectivamente
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Figura 333 EQM e Viés para cada tamanho amostral e o estimador 69, amostras

geradas considerando uma Distribuicao Gama com pardmetros a = 3
e A = 0,50, para I' = 0,33. Cendrios (Q) e (R) apresentados na Tabela
11, referentes ao DBIS e DNM respectivamente
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Figura 334 EQM e Viés para cada tamanho amostral e o estimador 69, amostras
geradas considerando uma Distribuicao Gama com pardmetros a = 3
e A = 0,50, para I' = 0,50. Cenarios (S) e (T) apresentados na Tabela
11, referentes ao DBIS e DNM respectivamente
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APENDICE AA

Simulando o Delineamento da Moeda Viciada (BCD);

K: tamanho do passeio;

p: vetor com as probabilidades;

j: inicio do passeio;

y: vetor de doses;

Gama: Toxicidade alvo, determinada pelo pesquisador.

BCD=function (y,p, K, j, Gama) {
t=length (y)
sucesso=c (rep (0,t))
fracasso=c(rep(0,t))

if (Gama<=0.5) {
b=Gama/ (1-Gama)
for(i in 1:K) {
w=p[]]
u=runif (1)
1f (u<=w) {
sucesso[jl=sucesso[j]+1
Jj=3-1
if (j<1) {
j=1

}
else(
fracasso[jl=fracasso[]j]+1
m=runif (1)
if (m<=b) {
j=3+1
if (3>t) {
j=t

else{
J=3



}
else{
b= (1-Gama) /Gama
for(i in 1:K) {
w=p[]]
u=runif (1)
1f (u>w) {
# aux=c (aux,y[J])
fracasso[j]l=fracasso[]j]+1
J=3+1
if(3>t) {
Jj=t

}
else{
# aux=c(aux,y[J])
sucesso[j]l=sucesso[J]+1
m=runif (1)
if (m<=b

}

tabela=matrix (c(y, sucesso, fracasso), length(y),3)
write (t (tabela), "cenarioBCD_27.txt", 3, append=TRUE)

}
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APENDICE AB

imulando o Delineamento de Narayna Modificado (DNM);
vetor de probabilidades para cada dose;

representa o inicio do passeio;

vetor de doses;

tamanho do passeio;

numero de doses anteriores;

Gama: Toxicidade alvo, determinada pelo pesquisador

DNM=function(y,p,N, k, j, Gama) {

t=length (y)
aux=c (rep (0, k))
sucesso=c (rep (0,t))
fracasso=c(rep(0,t))
razao=c (rep(0,t))

for(i in 1:N) {

w=p[]]

u=runif (1)

{1f (u<=w) {
aux=c (aux, 1)
sucesso[jl=sucesso[j]+1

}

else(

aux=c (aux, 0)
fracasso[jl=fracasso[]j]+1

b}

razao[j]l=sucesso[]j]/ (sucesso[J]+fracasso[]])
cts= sum(aux|[ (length (aux)-k+1) :length (aux)])

{if ((razao[j]>Gama & cts>=1) | (razao[]j]<Gama
& cts==0)) {
{if (razao[]j]>Gama & cts>=1) {
j=3-1
}
if (j<1) {

=1
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1}

{if (razao[]j]<Gama & cts==0) {
j=j+1
if (3>t) {
j=t
}}
}
else(
J=]

tabela=matrix (c(y, sucesso, fracasso), length(y),3)
write (t (tabela), "cenarioDNM_27.txt", 3, append=TRUE)

}
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APENDICE AC

Simulando o Delineamento Isotdénico

de Leung e Wang (DILW);

j: representa o inicio do passeio;

y: vetor de doses

N: tamanho do passeio

j: inicio do passeio

Gama: Toxicidade alvo, determinada pelo pesquisador

S o 3 o S S

DILw=function(y,p,N,M, j, Gama) {
h=length (y)
n=c (rep (0, h))
t=c(rep(0,h))
phat=c (rep (0, h))
library (Iso)

for(i in 1:N){
w=p[]]
aux=rbinom (1,M, w)
t[jl=aux+t[]]
n[jl=M+n[J]
phat [j]1=t[j]/n[J]
pest=pava (phat, n)

{if (pest[j]l<Gama) {

{if (J==h) {
c=pest[7]]
b=pest []]

}

else{
c=pest[j+1]
b=pest []]

}}

{if ( (Gama-b)>=(c—Gama) ) {
j=Jj+1
if (3>h) {
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else(

{if (3==1) {
a=pest[1]
b=pest[1]

}

else{
a=pest[j-1]
b=pest []]

b}
{if ((Gama—-a) < (b—Gama) ) {
Jj=3-1
if (3<1) {
j=1

)
}
sucesso=t
fracasso=n—-t
tabela=matrix (c(y, sucesso, fracasso), length(y), 3)
write (t (tabela), "cenarioDILW_27.txt", 3, append=TRUE)
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APENDICE AD

Simulando o Delineamento Bayesiano Isotdnico
Sequencial (DBIS);

representa o inicio do passeio;

vetor de doses;

tamanho do passeio;

numero de doses anteriores;

Numero de elementos amostrais por teste;

h: vetor de precisdo populacional;

p0: vetor com moda a priori;

h0: vetor de precisdo a priori;

prob: vetor com as verdadeiras probabilidades;
Gama: Toxicidade alvo, determinada pelo pesquisador;

G o i

2 AN 2K U

e oS e S SR S e e SR 3 o S

# PS.: Nos ensaios de dose-resposta todos os #
# elementos de h sd&o iguais a 1, a rotina aqui #
# é mais geral. #

FHAE AR A R A R R

DBIS=function(y,N,M, j, Gama, h,p0,h0, k, prob) {
f=length (y)

n=c (rep (0, f))

t=c(rep (0, f))

phat=p0

aux=c (rep (0, k))

sucesso=c (rep (0, f))

fracasso=c(rep (0, f))

library (Iso)

for(i in 1:N) {
p=prob[]j]

for(i in 1:M){
u=runif (1)
{1if (u<=p) {
aux=c (aux, 1)
sucesso[j]l=sucesso[]j]+1
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else({
aux=c (aux, 0)
fracasso[j]l=fracasso[]j]+1
)
1
aux2=aux|[ (k+1) : length (aux) ]
a=sum (aux2[ (length (aux2)-M+1) : length (aux2) 1)
tljl=a+t[3J]
n[jl=M+n[J]
phat [J1=t[j]1/n[]]
w=h+n+h0
ptil=(phat+*hxn+p0+h0) / (h*n+h0)
pest=pava (ptil, w)
cts= sum(aux|[ (length (aux)-k+1) :length (aux)])
{if ((pest[j]>Gama & cts>=1) | (pest[j]<Gama
& cts==0)) {
{if (pest[j]>Gama & cts>=1) {
j=3-1
}
1f (j<1) {
J=1
H}
{if (pest[Jjl<Gama & cts==0) {
j=3j+1

if(3>1) {
J=f
}}
}
else({
J=3
I
phat=pest

}
tabela=matrix (c(y, sucesso, fracasso), length(y), 3)
write (t (tabela), "cenarioDBI_12.txt", 3, append=TRUE)



APENDICE AE

# Criando uma funcdo para o Estimador Thetal;
# amostra: é uma matriz com trés colunas

# a primeira coluna da matriz sdo as doses;

# a segunda coluna os sucessos observados;

# a terceira coluna os fracassos observados;
#
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Gama: Toxicidade alvo, determinada pelo pesquisador;

Thetal=function (amostra, Gama) {

{ b=c(0)

for(i in 1: (length (amostra)/3)) {
if (amostrali,2]==0 & amostrali,3]==0) {
b=c (b, i)

}

}

visita=matrix (amostral[-b[-1]1,1:31,,3)
if (length(visita)==0) {
visita=matrix (amostra,, 3)
I

library (Iso)
doses=visital, 1]
sucesso=visital, 2]
ki=visital[,2]+visital, 3]
pin=sucesso/ki
pi=pava (pin, ki)
{if (sum(pi)>0) {
aux=matrix (c (doses,pi),,2)

ct =0
for(i in 1l:length(pi)) {
if(aux[i,2]!=0 & aux[i,2]!'=1)

{
ct = ct + 1
if (ct == 1) {
mor_pro = aux[i, ]

} else mor_pro=rbind(mor_pro,aux[i,])

}
}
{if (ct!'=0) {
mor_pro = matrix(c(mor_pro),,2)
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{if (length (mor_pro)>2) {

ct0 =0
for(i in 1l:length(pi)) {
if(aux[i,2]==0 )

{
ct0 = ct0 + 1
if (ct0 == 1) {
pi_zero = aux[i,]
} else pi_zero=rbind(pi_zero,aux[[i,])
}
}
if(ct0!=0) {

pi_zero=matrix(c(pi_zero),,2)

ctl = 0
for(i in 1l:length(pi)) {
if (aux[i,2]1==1 )

{
ctl = ctl + 1
if (ctl == 1) {
pi_um = aux[i,]
} else pi_um=rbind(pi_um,aux[i,])
}
}
if(ctl!=0) {
pi_um=matrix(c(pi_um),,2)

pi2=mor_prol, 2]
doses2=mor_pro[,1]
if (ct0!=0) {
dose_zero=pi_zerol[, 1]
}
if (ctl!=0){
dose_um=pi_uml, 1]

probitl=gnorm(pi2)
z=dnorm (probitl)
p=pnorm (probitl)
g=1-p
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wi=c (0)

for(i in 1: (length(visita)/3)) {
if(pif[i]!=0 & pif[i]!=1 ){
wi=c(wi,ki[i])

}

}

peso=(wi[-1]1xz"2)/ (p*q)
regl=1lm(probitl~doses2,weights=peso)
betal=as.real (reglScoefficients[1])
beta2=as.real (reglScoefficients[2])

if (ct0!=0) {

probit_ajut_zero=betal+betaZxdose_zero
pnz=probit_ajut_zero-pnorm(probit_ajut_zero)
/dnorm (probit_ajut_zero)

if (ctl!=0){
probit_ajut_um=betal+betaZ+dose_um
pnum=probit_ajut_um+ (1-pnorm(probit_ajut_um))
/dnorm (probit_ajut_um)
}
if (ct0!=0){
aux3=matrix (c (dose_zero,pnz),,2)
}
if (ctl!=0){
aux4=matrix (c (dose_um, pnum),,2)
}
auxb=matrix(c (mor_prol[,1l],probitl),,2)
if (ct0!=0 & ctl!=0){
ndado=as.matrix (rbind (aux3, aux4, aux5b))
}
if (ct0!=0 & ctl==0) {
ndado=as.matrix (rbind (aux3, aux5))
}
if (ct0==0 & ctl!=0) {
ndado=as.matrix (rbind (aux4, aux5))
}
if (ct0==0 & ctl==0) {
ndado=aux5



dosef=ndado[, 1]
probitf=ndadol[, 2]

zf=dnorm (probitf)

pf=pnorm (probitf)

gf=1-pf

den=pf*gf

contden=0

for(i in 1l:length(den)) {

if(den[i]==0) {
contden=contden+1

{if (contden==0) {
pesof=(kixzf"2)/ (den)
regf=1lm(probitf~dosef, weights=pesof)
betalf=as.real (regf$coefficients[1])
beta2f=as.real (regfScoefficients[2])
{if (beta2f>0.0009) {
thetal=(gqnorm (Gama)-betalf) /betal2f

}
else{ thetal="SsSs"

H}
}

else({
thetal="sS3"
b}
}
else {
thetal="s3"

}}
}
else{ thetal="SsS"
}}
}
else{ thetal="Ss"
)
list (thetal=thetal)

}
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APENDICE AF

# Criando uma funcdo para o Estimador Theta2;
# amostra: é uma matriz com trés colunas

# a primeira coluna da matriz sdo as doses;

# a segunda coluna os sucessos observados;

# a terceira coluna os fracassos observados;
#
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Gama: Toxicidade alvo, determinada pelo pesquisador;

Theta2=function (amostra, Gama) {

{ b=c(0)

for(i in 1: (length (amostra)/3)) {
if (amostrali,2]==0 & amostrali,3]==0) {
b=c (b, i)

}

}

visita=matrix (amostral[-b[-1]1,1:31,,3)
if (length(visita)==0) {
visita=matrix (amostra,, 3)
I

library (Iso)
doses=visital, 1]
sucesso=visital, 2]
ki=visital[,2]+visital, 3]
pin=sucesso/ki
pi=pava (pin, ki)
{if (sum(pi)>0) {
aux=matrix (c (doses,pi, ki), ,3)

ct =0
for(i in 1l:length(pi)) {
if(aux[i,2]!=0 & aux[i,2]!'=1)

{
ct = ct + 1
if (ct == 1) {
mor_pro = aux[i, ]

} else mor_pro=rbind(mor_pro,aux[i,])

}
}
{if (ct!=0) {
mor_pro = matrix(c(mor_pro),,3)
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{if (length (mor_pro)>3) {

ct0 =0
for(i in 1l:length(pi)) {
if(aux[i,2]==0 )

{
ct0 = ct0 + 1

if (ct0 == 1) {
pi_zero = aux[i,]
} else pi_zero=rbind(pi_zero,aux[[i,])
}

}
1f (ct0!=0) {
pi_zero=matrix(c(pi_zero),,3)

ctl =0
for(i in 1l:length(pi)) {
if(aux[i,2]==1 )
{
ctl = ctl + 1
if (ctl == 1) {
pi_um = aux[i,]
} else pi_um=rbind(pi_um,aux[i,])
}
}
if(ctl!=0) {
pi_um=matrix(c(pi_um),,3)

pi2=mor_prol, 2]
doses2=mor_pro[,1]
if (ct0!=0) {
dose_zero=pi_zerol[, 1]
}
if (ctl!=0){
dose_um=pi_uml, 1]

logitl=log(pi2/ (1-pi2))
p=mor_prol[,2]

a=1-p

mi=mor_prol[, 3]
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peso=mixpx*q
regl=1lm(logitl~doses2,weights=peso)
betal=as.real (regl$Scoefficients[1])
beta2=as.real (reglScoefficients[2])
{if (beta2>0) {
if (ct0!=0) {
logit_ajut_zero=betal+beta2+dose_zero
pJj0=exp (logit_ajut_zero)/ (l+exp (logit_ajut_zero))
qj0=1-pjo
pnz=logit_ajut_zero- 1/gj0

if (ctl!=0){
logit_ajut_um=betal+beta2xdose_um
pil=exp (logit_ajut_um)/ (l+exp (logit_ajut_um))
pnum=logit_ajut_um+l/pJjl
}
if (ct0!=0){
aux3=matrix (c(dose_zero,pnz,pj0),,3)
}
if (ctl!=0){
aux4=matrix (c (dose_um, pnum,pjl),,3)
}
auxb=matrix(c (mor_prol[,1l],logitl, mor_prol[,2]1),,3)
if (ct0!=0 & ctl!=0){
ndado=as.matrix (rbind (aux3, aux4, aux5))
}
if (ct0!=0 & ctl==0) {
ndado=as.matrix (rbind (aux3, aux5))
}
if (ct0==0 & ctl!=0){
ndado=as.matrix (rbind (aux4, aux5))
}
if (ct0==0 & ctl==0) {
ndado=auxb
}
dosef=ndado[, 1]
logitf=ndadol[, 2]
mif=visital,2]+visital, 3]
pif=ndadol[, 3]
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gif=1-pif
pesof=mifxpifxqgif
regf=1lm(logitf~dosef,weights=pesof)
betalf=as.real (regfScoefficients[1])
beta2f=as.real (regfScoefficients[2])
{if (beta2f>0.0009) {
theta2=(log(Gama/ (1-Gama) ) -betalf) /beta2f
}
else({
theta2="s3"
1}
}

else({
theta2="353"
H}
}
else {
theta2="s3"
b}
}
else{
theta2="33"
}}
}
else{
theta2="33"

}}
list (theta2=theta?2)

}
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APENDICE AG

# Criando uma funcdo para o Estimador Theta3;

# amostra: é uma matriz com trés colunas

# a primeira coluna da matriz sdo as doses;

# a segunda coluna os sucessos observados;

# a terceira coluna os fracassos observados;

# Gama: Toxicidade alvo, determinada pelo pesquisador;

Theta3=function (amostra, Gama) {

{ b=c(0)

for(i in 1: (length (amostra)/3)) {
if (amostrali,2]==0 & amostrali,3]==0) {
b=c (b, i)

}
}
visita=matrix (amostra[-b[-1]1,1:31,,3)
if (length(visita)==0) {
visita=matrix (amostra,, 3)
I
{if (length(visita)>3) {
library (Iso)
doses=visital, 1]
sucesso=visital, 2]
ki=visital,2]+visital, 3]
pin=visital,2]/ki
pi=pava(pin, ki)
{if (sum(pi)>0) {
sucesson=pixki
resposta=cbind (sucesson, ki-sucesson)
reg.glm=glm(resposta~doses,
family=binomial (1link="1logit"))
cof=as.vector (reg.glm$coefficients)
betal=cof[1]
beta2=cof[2]
{if (beta2>0.009) {
theta3=(log(Gama/ (1-Gama) ) -betal) /beta2
}
else{
theta3="s3"
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}}
}
else(
theta3="s3"
H}
}
else(
theta3="3s"
H}
list (theta3=thetal)
}
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APENDICE AH

# Criando uma funcdo para o Estimador Theta4;
# amostra: é uma matriz com trés colunas

# a primeira coluna da matriz sdo as doses;

# a segunda coluna os sucessos observados;

# a terceira coluna os fracassos observados;

Thetad4=function (amostra) {

{ b=c(0)

for (i in 1: (length (amostra)/3)) {
if (amostrali,2]==0 & amostrali,3]1==0) {
b=c(b,1)

}
}
visita=matrix (amostra[-b[-1],1:31,,3)
if (length(visita)==0) {
visita=matrix (amostra,, 3)
}}
library (Iso)
{if (length(visita)==3) {
thetad=visital[l, 1]
}
else(
doses=visital, 1]
fi=visital,2]+visital, 3]
res=ufit (y=£fi, x=doses)
thetad=resSmode
)
list (thetad4=theta4)

}
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APENDICE Al

Criando uma fungao para o Estimador Thetab;
amostra: é uma matriz com trés colunas

a primeira coluna da matriz s&o as doses;

a segunda coluna os sucessos observados;

a terceira coluna os fracassos observados;

Thetab=function (amostra) {

{ b=c(0)

for (i in 1: (length (amostra)/3)) {
if (amostrali,2]==0 & amostrali,3]1==0) {
b=c(b,1)

}
}
visita=matrix (amostral[-b[-1],1:31,,3)
if (length(visita)==0) {
visita=matrix (amostra,, 3)
H}
{if (length(visita)==3) {
thetabS=visital[l, 1]
}
else{
library (Iso)
doses=visital, 1]
fi=visital,2]+visital, 3]
res=ufit (y=£fi, x=doses)
fii=resSy
mat=matrix(c (doses, fii),,2)
dmax=resS$Smode
for(i in 1l:length(mat[,1])) {
if (mat[i, 1]==dmax) {
J=1i

}
{if (dmax==visital[l,1]) {
dant=dmax
}
else{
dant=mat[j-1,1]
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}

H}

{if (dmax==visita[length(visital,1]1),1]){

dpos=dmax
}
else(
dpos=mat [j+1,1]
}}
for(i in l:length(mat[,1])) {
if (mat[i, 1]==dmax) {
fmax=mat [i, 2]
}
if (mat[i, 1]==dant) {
fant=mat[i, 2]
}
if (mat[i, 1]==dpos) {
fpos=mat[i, 2]

}

{if (fmax==fant & fmax==fpos & fant==fpos) {

thetab="ss"
}

else({

thetab=dant+ ( (fmax-fant) / (2xfmax-fpos-fant))

* (dpos—dant)
H}

1}
list (theta5=thetab)
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APENDICE AJ

# Criando uma funcdo para o Estimador Thetab6;

# amostra: é uma matriz com trés colunas

# a primeira coluna da matriz sdo as doses;

# a segunda coluna os sucessos observados;

# a terceira coluna os fracassos observados;

# Gama: Toxicidade alvo, determinada pelo pesquisador;

Theta6=function (amostra, Gama) {

{ b=c(0)

for(i in 1: (length (amostra)/3)) {
if (amostrali,2]==0 & amostrali,3]==0) {
b=c (b, i)

}
}
visita=matrix (amostra[-b[-1],1:31,,3)
if (length(visita)==0) {
visita=matrix (amostra,, 3)
I
doses=visital, 1]
sucesso=visital, 2]
ki=visital,2]+visital, 3]
pi=sucesso/ki
{if (sum(pi)>0) {
aux=matrix (c (doses,pi),,2)
ct =0
for(i in 1l:length(pi)) {
if(aux[i,2]1!=0 & aux[i,2]!=1)
{

ct =ct +1
if (ct == 1) {
mor_pro = aux[i, ]
} else mor_pro=rbind(mor_pro,aux[i,])
}
}
{if (ct!=0) {
mor_pro = matrix(c(mor_pro),,2)
{if (length (mor_pro)>2) {
ct0 = 0



for(i in 1l:length(pi)) {
if (aux[i,2]1==0 )
{
ct0 = ct0 + 1
if (ct0 == 1) {
pi_zero = aux[i,]

} else pi_zero=rbind(pi_zero,aux[i,])

}
}
if (ct0!=0) {
pi_zero=matrix(c(pi_zero),,2)

ctl =0
for(i in 1l:length(pi)) {
if(aux[i,2]==1 )
{
ctl = ctl + 1
if (ctl == 1) {
pi_um = aux[i,]
} else pi_um=rbind(pi_um,aux[i,])
}
}
if(ctl!=0) {
pi_um=matrix(c(pi_um),,2)

pi2=mor_prol, 2]
dosesZ2=mor_pro[,1]
if (ct0!=0) {
dose_zero=pi_zerol[, 1]
}
if (ctl!=0){
dose_um=pi_uml, 1]
}
probitl=gnorm(pi2)
z=dnorm (probitl)
p=pnorm (probitl)
a=l-p
wi=c (0)
for(i in 1:(length(visita)/3)) {
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if(pi[i]!=0 & pif[i]!=1 ) {
wi=c(wi,ki[i])
}
}
peso=(wi[-11%z"2)/ (p*q)
regl=1lm(probitl~doses2,weights=peso)
betal=as.real (reglScoefficients[1])
beta2=as.real (reglScoefficients[2])
{if (beta2>0) {
if (ct0!=0){
probit_ajut_zero=betal+betal2rdose_zero
pnz=probit_ajut_zero-pnorm(probit_ajut_zero)
/dnorm (probit_ajut_zero)

if (ctl!=0){
probit_ajut_um=betal+beta2xdose_um
pnum=probit_ajut_um+ (l-pnorm(probit_ajut_um))
/dnorm (probit_ajut_um)
}
if (ct0!=0){
aux3=matrix (c (dose_zero,pnz),,2)
}
if (ctl!=0){
aux4=matrix (c (dose_um, pnum),, 2)
}
aux5=matrix (c (mor_prol[,1l],probitl),,2)
if (ct0!=0 & ctl!=0){
ndado=as.matrix (rbind(aux3, aux4, aux5))
}
if (ct0!=0 & ctl==0) {
ndado=as.matrix (rbind (aux3, aux5))
}
if (ct0==0 & ctl!=0){
ndado=as.matrix (rbind (aux4, aux5))
}
if (ct0==0 & ctl==0) {
ndado=auxb
}
dosef=ndado [, 1]
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probitf=ndadol[, 2]

zf=dnorm (probitf)

pf=pnorm (probitf)

gf=1-pf

den=pf*qgf

contden=0

for (i in 1:length(den)) {
if(den[i]==0) {

contden=contden+1

{if (contden==0) {
pesof=(kixzf"2)/ (den)

regf=1lm(probitf~dosef,weights=pesof
betalf=as.real (regf$Scoefficients[1]
beta2f=as.real (regf$Scoefficients[2]

{if (beta2f>0.009) {
theta6=(gnorm(Gama)-betalf) /betal2f

}

else{
theta6="sS3"

H}

)
)
)

}
else{ thetao6="33S"
H}
}
else{ thetao6c="SS"
H}
}
else { theta6="S5S3"
}}
}
else{ thetao6c="S3S"
}}
}
else{ theta6="3S3"

1}
list (theta6=thetab)

}
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APENDICE AL

# Criando uma funcdo para o Estimador Theta7;

# amostra: é uma matriz com trés colunas

# a primeira coluna da matriz sdo as doses;

# a segunda coluna os sucessos observados;

# a terceira coluna os fracassos observados;

# Gama: Toxicidade alvo, determinada pelo pesquisador;

Theta7=function (amostra, Gama) {

{ b=c(0)

for(i in 1: (length (amostra)/3)) {
if (amostrali,2]==0 & amostrali,3]==0) {
b=c (b, i)

}
}
visita=matrix (amostral[-b[-1]1,1:31,,3)
if (length(visita)==0) {
visita=matrix (amostra,, 3)
I
doses=visital, 1]
sucesso=visital, 2]
ki=visital,2]+visital, 3]
pi=sucesso/ki
{if (sum(pi)>0) {
aux=matrix (c (doses,pi, ki), ,3)
ct =0
for(i in 1l:length(pi)) {
if(aux[i,2]1!=0 & aux[i,2]!=1)
{

ct =ct +1
if (ct == 1) {
mor_pro = aux[i, ]
} else mor_pro=rbind(mor_pro,aux[i,])
}
}
{if (ct!=0) {
mor_pro = matrix(c(mor_pro),,3)
{if (length (mor_pro)>3) {
ct0 =0
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for(i in 1l:length(pi)) {
if (aux[i,2]==0 )
{
ct0 = ct0 + 1
if (ct0 == 1) {
pi_zero = aux[i,]
} else pi_zero=rbind(pi_zero,aux[i,])
}
}
1if(ct0!=0) {
pi_zero=matrix(c(pi_zero),,3)

ctl =0
for(i in 1l:length(pi)) {
if (aux[i,2]==1 )

{
ctl = ctl + 1

if (ctl == 1) {
pi_um = aux[i,]
} else pi_um=rbind(pi_um,aux[i,])
}
}
if(ctl!=0) {
pi_um=matrix(c(pi_um),,3)

pi2=mor_prol, 2]
dosesZ2=mor_pro[,1]
if (ct0!=0) {
dose_zero=pi_zerol[, 1]
}
if (ctl!=0){
dose_um=pi_uml, 1]
}
logitl=log(pi2/ (1-pi2))
p=mor_prol[,2]
a=1-p
mi=mor_prol, 3]
peso=mixpx*q
regl=1lm(logitl~doses2,weights=peso)
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betal=as.real (reglScoefficients[1])
beta2=as.real (reglScoefficients[2])
{if (beta2>0) {
if (ct0!=0){
logit_ajut_zero=betaltbetaZ2+dose_zero
pJj0=exp (logit_ajut_zero)/ (l+exp (logit_ajut_zero))
qj0=1-pjo
pnz=logit_ajut_zero- 1/gj0 # probit ajustado

if (ctl!=0){
logit_ajut_um=betal+beta2xdose_um
pil=exp (logit_ajut_um)/ (l+exp (logit_ajut_um))
pnum=logit_ajut_um+l/pjl # logit ajustado
}
if (ct0!=0){
aux3=matrix (c(dose_zero,pnz,pjo),,3)
}
if (ctl!=0){
aux4=matrix (c (dose_um, pnum,pjl),,3)
}
auxb=matrix(c (mor_prol[,1l],logitl, mor_prol[,2]1),,3)
if (ct0!=0 & ctl!=0){
ndado=as.matrix (rbind (aux3, aux4, aux5))
}
if (ct0!=0 & ctl==0) {
ndado=as.matrix (rbind (aux3, aux5))
}
if (ct0==0 & ctl!=0) {
ndado=as.matrix (rbind (aux4, aux5))
}
if (ct0==0 & ctl==0) {
ndado=auxb
}
dosef=ndado[, 1]
logitf=ndadol[, 2]
mif=visital,2]+visital, 3]
pif=ndadol[, 3]
gif=1-pif
pesof=mifxpifxqgif
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regf=1lm(logitf~dosef,weights=pesof)
betalf=as.real (regfScoefficients[1])
beta2f=as.real (regf$Scoefficients[2])
{if (beta2f>0.009) {
theta7=(log (Gama/ (1-Gama) ) -betalf) /betal2f
}
else{
theta7="5SsS"
1}
}
else(
theta7="Ss"
}H}
}
else {
theta7="53s"
}}
}
else(
theta7="53s"
}}
}
else{
theta7="Ss"
}}
list (theta7=theta?)
}
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APENDICE AM

Criando uma fung¢ao para o Estimador Theta8;

amostra: é uma matriz com trés colunas

a primeira coluna da matriz s&o as doses;

a segunda coluna o0s sucessos oObservados;

a terceira coluna os fracassos observados;

Gama: Toxicidade alvo, determinada pelo pesquisador;

Theta8=function (amostra, Gama) {

{ b=c(0)

for(i in 1: (length (amostra)/3)) {
if (amostrali,2]==0 & amostrali,3]==0) {
b=c (b, i)

}
}
visita=matrix (amostra[-b[-1],1:31,,3)
if (length(visita)==0) {
visita=matrix (amostra,, 3)
I
{if (length(visita)>3) {
doses=visital, 1]
sucesso=visital, 2]
ki=visital,2]+visital, 3]
pi=visital,2]/ki
{if (sum(pi)>0) {
resposta=cbind (sucesso, ki—-sucesso)
reg.glm=glm(resposta~doses,
family=binomial (1link="logit"))
cof=as.vector (reg.glmS$coefficients)
betal=cof[1]
beta2=cof[2]
{if (beta2>0.009) {
theta8=(log(Gama/ (1-Gama) ) -betal) /beta2
}
else{
theta8="3s3"
H}
}

else{



theta8="3S3"

H}
}

else{
theta8="sS3"

1}
list (theta8=theta8)

}
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APENDICE AN

# Criando uma funcdo para o Estimador Theta9;
# amostra: é uma matriz com trés colunas

# a primeira coluna da matriz sdo as doses;

# a segunda coluna os sucessos observados;

# a terceira coluna os fracassos observados;

Theta9=function (amostra) {

{ b=c(0)

for (i in 1: (length (amostra)/3)) {
if (amostrali,2]==0 & amostrali,3]1==0) {
b=c(b,1)

}
}
visitao=matrix (amostral-b[-1],1:3],,3)
if (length(visitao)==0) {
visitao=matrix (amostra,, 3)
}}
ctl=visitaol[,2]+visitaol[, 3]
ct2=0
ct3=0
for(i in l:length(ctl)) {
ct2=ctl[i]+ct2
if (ct2==1) {
ct3=ct3+1

}
{if (ct3!=(length(visitao) /3)) {
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visita=matrix(visitao[ (ct3+1):length(ctl),1:3],,3)

theta9=sum(visital[,1]+* (visital[,2]+visital,3]))
/sum(visital,2]+visital, 3])
}
else{
thetad9="ss"
+}
list (theta9=theta9)
}
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APENDICE AO

Criando uma funcdo para o Estimador ThetalO;
amostra: € uma matriz com trés colunas

a primeira coluna da matriz sdo as doses;

a segunda coluna os sucessos observados;

a terceira coluna os fracassos observados;

Gama: Toxicidade alvo, determinada pelo pesquisador;

ThetalO=function (amostra, Gama) {

{ b=c(0)

for(i in 1: (length (amostra)/3)) {
if (amostral[i,2]==0 & amostrali,3]1==0) {
b=c (b, i)

}
}
visita=matrix (amostra[-b[-1],1:31,,3)
if (length(visita)==0) {
visita=matrix (amostra,, 3)
}}
library (Iso)
doses=visital, 1]
ki=visital[,2]+visital, 3]
pin=visital,2]/ki
pi=pava (y=pin, w=ki)
mat=matrix (c(doses,pi),,2)
ct=0
for(i in l:length(doses)) {
if (mat[i, 2] <=Gama) {
aux=mat [i,1:2]
ct=ct+1

}
{if (ct!=0) {
thetalO=aux[1]
} else{ thetallO="SsS"
}}
list (thetalO=thetalO)
}
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APENDICE AP

# Criando uma funcdo para o Estimador Thetall;

# amostra: é uma matriz com trés colunas

# a primeira coluna da matriz sdo as doses;

# a segunda coluna os sucessos observados;

# a terceira coluna os fracassos observados;

# Gama: Toxicidade alvo, determinada pelo pesquisador;

Thetall=function (amostra, Gama) {

{ b=c(0)

for(i in 1: (length (amostra)/3)) {
if (amostrali,2]==0 & amostrali,3]==0) {
b=c (b, i)

}
}
visita=matrix (amostral[-b[-1]1,1:31,,3)
if (length(visita)==0) {
visita=matrix (amostra,, 3)
I
library (Iso)
doses=visital, 1]
ki=visital,2]+visital, 3]
pin=visital,2]/ki
pi=pava (y=pin,w=ki)
mat=matrix (c(doses,pi),,2)
{if (length (mat)>2) {
ct1l=0
ct2=0
for(i in 1l:length(doses)) {
if (mat[1i, 2] <=Gama) {
auxl=mat[i,1:2]
ctl=ctl+1
{if (aux1l[1l]l<max (visital,1])) {
aux2=mat [1i+1,1:2]
}
else{
ct2=ct2+1
b}
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}
{if (ct1!=0) {
thetalO=auxl([1]
}
else{
thetalQ="3s3s"
}}
{if (thetal0=="SS") {
thetall="SsS"
}

else({
{if (ct2==0) {
thetall=((Gama—-auxl[2])/ (aux2[2]—-auxl[2]))
* (aux2[1]-thetall)+thetall
}
else{
thetall="5SsS"
}}
b}
}
else({

thetall="Ss"

+}
list (thetall=thetall)





