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RESUMO

Quando, em uma regressao multipla, tem-se relagdes lineares ou quase co-
linearidade entre as covaridveis ou, ainda, quando o niimero de covaridveis € maior
que o nimero de observacgdes, 0 método dos Quadrados Minimos Ordinérios pode
ndo ser adequado. Neste contexto, o método dos Quadrados Minimos Parciais
(PLS) tem se mostrado eficiente. O método consiste em obter a reducdo de di-
mensionalidade, uma vez que a regressdo € realizada em relacdo a componentes
relevantes. O método é abordado na literatura principalmente sob dois aspectos:
algoritmico e algébrico. Neste trabalho, uma abordagem geométrica, utilizando
projecdes ortogonais, ¢ apresentada no sentido de explicitar todas as etapas tedri-
cas e da construcdo do algoritmo PLS. No intuito de tornar o texto mais didatico,
a abordagem geométrica também foi aplicada na teoria da Regressdo em Compo-
nentes Principais (PCR), uma vez que os métodos PLS e PCR sao similares. Uma
rotina foi desenvolvida usando o software R, visando também a explicitar o passo
a passo da construgdo do algoritmo. Como em qualquer andlise de redugdo de
dimensionalidade, um passo importante na aplicacdo do método PLS ¢é a determi-
nacdo de um niimero 6timo de componentes. Para tal, foi apresentada a teoria de
Graus de Liberdade e o método de Valida¢do Cruzada. Os métodos PCR e PLS,
além da regressao tradicional sem redu¢do de dimensionalidade, foram aplicados
em uma andlise de selecdo gendmica em suinos considerando um painel de mar-
cadores SNPs de baixa densidade e dois fendtipos relacionados com a qualidade
da carne.

Palavras-chave: Abordagem Geométrica. Quadrados Minimos Parciais. Regres-
sd0. Selecdo Gendmica Ampla.



ABSTRACT

When estimating the coefficients of a multiple regression model, if the vec-
tors of predictors are highly correlated, meaning that one can be (almost) a linear
combination of the others, or if the number of predictors is greater than the num-
ber of observations, the Ordinary Least Square method may be non-appropriate.
In that case, the Partial Least Square (PLS) method has shown to be efficient. It
consists of obtaining a reduction in dimension by restricting the regression to re-
levant components. It is usual the literature to be restricted to two main aspects:
algorithmic and algebraic. In this work, a geometric approach, based in orthogonal
projections, is used to explicit all the theory behind the PLS method as well as in
the construction of the PLS algorithm. Aiming to make the text more didactic, the
same approach is applied to the Principal Components Regression (PCR) method,
since both PLS and PCR are similar. Also a step by step routine for the PLS al-
gorithm was developed using the R software. As in any procedure of reduction
of dimensionality, the determination of the optimal number of components is a
key step. To do that, we have described and used the Degree of Freedom Method
and the Cross Validation Method. Both the PLS and PCR methods, besides the
usual regression with no dimensionality reduction, were applied to a genomic se-
lection analysis of pigs, considering a panel of low density SNP markers and two
phenotypes related to meat quality.

Keywords: Geometric Approach. Partial Least Squares. Regression. Genome
Wide Selection.



LISTA DE FIGURAS

Capitulo1 . . . . . . . . i ittt e e e e 19
Figura 1 Transformacdo linearde R*em R™ . . . . . .. ... ... ... 24
Figura 2 Interpretacido geométrica do produto interno . . . . . . . . . .. 25

Figura 3 Projetor ortogonal de um vetor aleatério Y sobre um subespaco W 26
Figura 4 Representacdo geométrica para o modelo linear de Gauss-Markov 32

Figura 5 Representacdo geométrica do vetor residual . . . . . . ... .. 33
Figura 6 Representagio gréfica do nicleo e daimagemde Xe X' . . . . . 34
Figura 7 Modelo de Gauss-Markov quando X ndo € injetiva . . . . . . . . 36

Figura 8 Representacdo geométrica da obtencdo do componente principal 55
Figura 9 Representacdo geométrica da curva parametrizada pelo compri-
mento do arco sobre a esfera de raio unitario, centrada na origem

doespagco R™ . . . . . L 58
Figura 10 Representagido geométrica da maximizagdo da var (X3 - Y) res-

titoaB'B=1 ... . . . ... 59
Figura 11 Representagdo geométrica dos autovetores vy, v, .., ¥, da ma-

triz X'X . 60
Figura 12 Subespaco W, gerado pelos m-primeiros autovetores da matriz

X X 61
Figura 13 Projecdo ortogonal de Y no subespagco Wy, definindo o parame-

tro de regressio BPCR ....................... 62
Figura 14 Representacdo da funcdo injetiva f entre os conjuntos A e B e

da funcdo g como uma projecdionalmyf . . ... ... ... .. 62
Figura 15 Representacdo da composi¢do de uma fungio h sobrejetiva com

uma funcdo f injetiva, definindo uma bijecdo ho f . . . . . .. 63
Figura 16 Representacdo dos vetores &;,£s, ..., &, como imagem dos auto-

vetores vy, Yo, ---, ¥ PelamatrizX . .. ..o Lo L 64
Figura 17 Representacdo da transformacdo linear 2, : R™ — R" em que

Enei =& - - .. R PR 65
Figura 18 Representacdo do pardmetro Bpcr como a projecio ortogonal

do vetor BOLS no subespago gerado por {v;, Yo, -, Ym} - - - - 68
Figura 19 Projecdo do vetor de dados Y no subespaco gerado pelos m pri-

meiros componentes principais . . . . . . ... ... L. 69
Figura 20 Representacdo geomética do algoritmo PLS Populacional com

duasiteragdes . . . . . .. ... 81

Figura 21 Representacio de X'Y como uma transformacio linear de R¥
emRP . .. 89



Figura 22

Figura 23
Figura 24
Figura 25
Figura 26
Figura 27
Figura 28
Figura 29
Figura 30
Figura 31
Figura 32
Figura 33
Figura 34
Figura 35
Figura 36
Figura 37
Figura 38

Figura 39
Figura 40

Capitulo 2

Figura 1

Figura 2

Representacdo geométrica das sequéncias de vetores u, = Y'Y’
XX'uy 1, ¢p = YXX'Yeu 1, ty = XX'YY't,_1 e w, =
XYY XWh 1 oo e e e
Representacdo da matriz de covaridveis X,,»;, COmo uma trans-
formacao do espaco de parametros RP no espago dos dados R™ .
Representacdo das colunas de X como imagem dos vetores cand-
NICOS €  « v v v v e e e e e e e e e e e
Representacdo das varidveis centradas através da projecdo orto-
gonal no subespaco geradopelovetor1. . . . . . .. ... ...
Projec@o ortogonal do vetor Uy em cada um dos vetores V;
Projec@o ortogonal do vetor Uy em cada um dos vetores V;
Construgdo do vetor Ty como média ponderada dos vetores Uy;
Construgdo dos vetores Uy e Vg através da projegdo dos vetores
U, e Vyj, respectivamente,em Ty . . . .. ... ... ... ..
Construgdo dos vetores Ug; como projegdo do vetor Us nos ve-
tores Vgj . . . . L
Construgio do vetor Ty como média ponderada dos vetores Ugy;
Componentes ortogonais Tye Ty . . . . . .. .. ... ...
Representacdo geométrica dos componentes como imagem da
transformacdo linear T do R™ paraoR"™ . . . . . .. ... ...
Projecdo do vetor de dados Y no subespaco ImT gerado pelos
COMPONENLES . . . . v v o v v v e et e e e e e e e
Representacdo geomética das transformagdes lineares T, Re X .
Vetor BPLS como proje¢do obliqua do vetor BOLS ........
Representacdo de uma curva gerada por valores dos graus liber-
dade, DoF, em fun¢do do nimero de componentes m . . . . . .
Representacdo de uma curva gerada por valores de erro quadréa-
tico médio em fungdo do nimero de componentes m . . . . . . .
Como a transformagdo L deforma uma esfera em um elipséide
Representacdo geométrica do método das poténcias . . . . . . .
Determinagdo do nimero 6timo de componentes na andlise PLS
utilizando a teoria de graus de liberdade (a) e validacdo cruzada
(b) para a varidvel pH da carne suina aos 45 min apds o abate . .
Determinag@o do nimero 6timo de componentes na andlise PLS
utilizando a teoria de graus de liberdade (a) e validag¢do cruzada
(b) para a variavel pH da carne suina 24 horas ap6s o abate

105
106
106
107
107
108
109
110
110
111
113
113
114
116
123
124
143

145
152

165

165



Figura 3

Figura 4

Figura 5

Capacidades preditivas obtidas pelos métodos PLS, PCR e OLS
(regressao muiltipla tradicional) para as caracteristicas de pHys
@epH, (). . . .. ..
Manhattan plot (efeitos estimados dos SNPs ao longo das posi-
¢cdes gendmicas) para as caracteristicas pH da carne suina aos 45
min (a) e 24 horas (b) apésoabate . . . ... ..........
Densidade de QTLs reportados na regido intermedidria do cro-
mossomo SSC4 proveniente da base de dados PigQTLdb. . . . .



LISTA DE TABELAS

Capitulo1 . . . . . . . . i ittt e e e e 19
Capitulo 2 . . . . . . i it e e e e e e e e et e e e e e e e 152
Tabela 1 Identificagdo dos SNPs reportados como sendo os mais relevan-
tes para os fendtipos pH,5 (45 min apds o abate) e pH,, (24 horas
apésoabate) . . . . . ... 169



SUMARIO

INTRODUCAOGERAL . .. .. ...t iiiinnennnn
CAPITULO 1 Abordagem Geométrica da Regressao por Qua-
drados Minimos Parciais . .....................

1 INTRODUCAO . ..ttt ittt et eeeeeeeens
2 REFERENCIALTEORICO . . ... ... vvinnnenn.
2.1 Vetores Aleatorios . . . . . ... ...ttt
2.2 Regressdo Linear Multipla . . ... ................
2.2.1 As equacodes normais e os estimadores de quadrados minimos . .
2.2.2 Propriedades dos estimadores de quadrados minimos . . . . . .
2.3 Regressao Estatistica . ... ...............00...
24 Componentes Principais . . ... ...... ...,
2.5 Regressao por Componentes Principais . . ... .........
2.6 Regressao por Quadrados Minimos Parciais . ..........
3 METODOLOGIA . ... ... ... ...
3.1 Componentes Principais . . ... ... ...,
3.2 Regressao por Componentes Principais . . ............
3.3 Regressao por Quadrados Minimos Parciais . ..........
34 Determinaciao do nimero 6timo de componentes . . . . ... ..
3.5 ExemploDidatico . . .............. ... 0000,
4 RESULTADOS . . . . . ot et et ettt e et e e
4.1 Componentes Principais . . ....................
4.2 Regressao por Componentes Principais: uma abordagem geo-
11773 o L
4.3 Regressao por Quadrados Minimos Parciais: uma abordagem
GEOMELTICA . . . v v v i ittt e e e e e e e e e e e e e e
43.1 PLSPopulacional .. ............0 00ttt
432 PLSAmostral . ... ... ... ...t
4.3.2.1 Componentes com covaridnciamaxima . ... ..........
4.3.2.2 O algoritmo PLS Multivariado . . . . ... ... .........
4323 Regressaoem PLS . . . ... ... ... ... .. ... 0.
4.3.3 Uma alternativa ao algoritmoPLS . . . . . ... ... ......
44  Determinacio do niimero 6timo de componentes (variaveis la-
BEIEES) & v v v vt e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e
4.4.1 Graus de Liberdade e selecio demodelos . . . ... .......
442 ValidacdoCruzada . ... .... ...t ennenenon
4.5 Exemplo . ... .. ...ttt etteeeeenas
5 CONCLUSOES . .. ...ttty



2.1
2.2
2.3
24

REFERENCIAS . . . ot it e e e e e e e et e e e eeen 137

APENDICES . . . ot ittt ettt et et e et e 140
CAPITULO 2 Quadrados Minimos Parciais aplicado a selecao

genomica para qualidade de carneemsuinos . . . ... ..... 152
INTRODUCAO . ..ttt ittt ettt eeeeeeees 154
MATERIALEMETODOS . . . . .t v ittt et e eeene 157
Descricao dos dados utilizados . .. ... ............. 157
Quadrados Minimos Parciais-PLS .. .............. 158
Nuamero 6timo de componentes (variaveis latentes) no PLS . . . 161
Capacidade Preditiva . . . ... ... .... .00 162
RESULTADOSEDISCUSSAO . . .. ..ot vvv e 164
CONCLUSOES . . ...ttt ittt e 171
REFERENCIAS . . . ..ottt ittt et e e 172

APENDICE . . o i oottt e e e e e e e e e e e 175



16

INTRODUCAO GERAL

O método mais utilizado para obter equacdes de predicdo é o método dos
quadrados minimos. Contudo, quando existem fortes relacdes lineares entre as
covaridveis, ou quando o nimero de covaridveis é maior que o nimero de observa-
¢Oes em uma regressao multipla, tem-se um problema denominado multicolinea-
ridade. Nesta situaco, as estimativas dos coeficientes de regressao por quadrados
minimos, tendem a ser instdveis, geralmente com grandes erros-padrdo, podendo
resultar em inferéncias errdbneas (GARTHWAITE, 1994).

Uma forma de contornar o problema da multicolinearidade € a aplica-
cdo de métodos de redugdo de dimensdo nas covaridveis. Dentre estes métodos
destaca-se 0 método dos Quadrados Minimos Parciais (Partial Least Squares -
PLS). Este método foi introduzido por Wold em 1975, sendo considerado Titil para
a construcdo de equacdes de predi¢des em situacdes nas quais se tem um grande
nimero de varidveis explicativas e um nimero relativamente pequeno de dados
amostrais (HOSKULDSSON, 1988). Resumidamente, a ideia geral do PLS € for-
mar componentes, isto €, combinacdes lineares, que capturem a maior quantidade
de informacg@o possivel disposta nas varidveis explicativas Xy, ..., X, para pre-
dizer as varidveis respostas Yi,..., Yx. O método PLS apresenta similaridades
com o tradicional método de Regressdo via Componentes Principais (Principal
Components Regression - PCR). A maior diferenca é dada pelo fato do PCR levar
em consideragdo, na construgdo dos componentes, apenas as varidveis explica-
tivas, enquanto que o PLS também leva em considerag@o as varidveis respostas
(GARTHWAITE, 1994).

Muitos estudos sdo encontrados na literatura com aplica¢des utilizando

o método PLS, mas sdo raras as referéncias em que se aborda a teoria do PLS,
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em especial a abordagem geométrica. Assim, trabalhos contemplando esta teoria
geométrica sdo Uteis para o entendimento e desenvolvimento do método.

Como em qualquer andlise de reducio de dimensionalidade, um passo im-
portante na execucdo do PLS € a determina¢@o do nimero 6timo de componentes.
No entanto, isso tem sido uma lacuna na aplicacdo dessa teoria. Metodologias
como a teoria de graus de liberdade (Degrees of Freedom - DoF) e validacdo cru-
zada (Cross Validation - CV) foram propostas (KRAMER; SUGIYAMA, 2011),
porém, até o momento, ndo hd relatos da comparagdo de tais metodologias na
aplicacdo de dados.

A titulo de ilustracdo, considere a grande contribuicdo da genética mole-
cular no melhoramento animal. A utilizacdo direta das informagdes de DNA no
processo de identificacdo de animais geneticamente superiores, denominado Sele-
cdo Gendmica Ampla (Genome Wide Selection - GWS) consiste da anélise de um
grande niimero de marcadores de Polimorfismo de Nucleotideo Unico (Single Nu-
cleotide Polymorphisms - SNP) amplamente distribuidos no genoma (MEUWIS-
SEN; HAYES; GODDARD, 2001). Porém, a utilizacdo dessas informacdes ¢ um
desafio, uma vez que, geralmente, o nimero de marcadores € muito maior que o
nimero de animais genotipados (alta dimensionalidade) e tais marcadores sdo al-
tamente correlacionados (multicolinearidade). Assim, o sucesso da sele¢do gend-
mica ampla deve-se a escolha de metodologias que contornem essas adversidades.
Dentre estas, o PLS apresenta-se como uma alternativa interessante que merece
ser investigada.

Diante do exposto, objetivou-se, no capitulo 1, apresentar uma abordagem
geométrica a teoria do PLS (populacional e amostral) e do PCR. E no capitulo
2, objetivou-se aplicar os métodos PCR e PLS, além da regressao tradicional sem

reducdo de dimensionalidade, em uma anélise de selecdo gendmica em suinos



considerando um painel de marcadores SNPs de baixa densidade e dois fen6tipos
relacionados com a qualidade da carne (pH medido aos 45 min e as 24 horas apds
o abate). Além disso, objetivou-se, ainda, testar dois diferentes métodos de de-
terminag@o do niimero 6timo de componentes na andlise PLS, a teoria de graus de
liberdade e a validacdo cruzada, bem como sua influéncia na performance preditiva

do método.
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CAPITULO 1

Abordagem Geométrica da Regressao por Quadrados Minimos Parciais

RESUMO

A abordagem geométrica do método dos Quadrados Minimos Parciais
(PLS) € natural e intuitiva. Esta abordagem explicita as relagdes existentes entre os
métodos de regressdo PLS, Quadrados Minimos Ordindrios (OLS) e Componentes
Principais (PCR). Em termos de projecdes ortogonais, sdo explicadas, neste capi-
tulo, as etapas da construgcdo dos algoritmos PLS, populacional e amostral, bem
como as construgdes relativas a regressdo em componentes principais. Uma rotina
foi desenvolvida no software R e aplicada a um exemplo didatico, explicitando
0 passo a passo do algoritmo PLS. A teoria dos Graus de Liberdade é apresen-
tada como uma alternativa ao método da Validacdo Cruzada, uma vez que esta
vem sendo proposta para determinar o nimero de componentes a ser utilizado na
regressao.

Palavras-chave: Componentes Principais. Proje¢des. Reducdo de dimensionali-
dade. Vetores Aleatdrios.
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ABSTRACT

The geometric approach to the Partial Least Square (PLS) Method is natu-
ral and intuitive. It makes clear the similarities among the PLS, the Ordinary Least
Square (OLS) and the Principal Components (PCR) regression methods. In this
chapter we use the orthogonal projections to explain the step by step construction
of the PLS algorithm, for sample and for population, as well as the PCR. A routine
was developed in the software R and applied in a didactic example. The Degrees
of Freedom theory is presented as an alternative to the Cross Validation method,
since it has been proposed to choose the number of components to be used in the
regression.

Keywords: Principal Components. Projections. Dimensionality Reduction. Ran-
dom Vectors.
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1 INTRODUCAO

A dlgebra linear ¢ talvez a drea da matemdtica mais acessivel. Uma razao
que pode justificar tal fato € a sua natureza dupla, isto €, dlgebra, com toda a sua
abstracdo e elegincia, e geometria, com todo o seu apelo intuitivo. Vetores, an-
gulos, subespacos vetoriais sdo conceitos geométricos e de facil visualizagdo. A
dlgebra é, também, a drea da matematica com maior aplicabilidade em estatistica,
como modelos lineares e estatistica multivariada. O uso de transformacdes lineares
ortogonais, diagonaliza¢do de matrizes simétricas e diagonalizacao de formas qua-
dréticas, sdo essenciais e de uso constante. Esses resultados de dlgebra linear sdo
encontrados em praticamente todos os livros utilizados nos cursos de graduacio
em matematica, engenharias e estatistica.

A teoria da regressdo ¢ uma drea ampla e muito importante da estatistica,
e, apesar de existirem muitas referéncias sobre o assunto, pouco se encontra na
literatura sobre sua abordagem geométrica. O fato interessante a ser observado é
que a abordagem feita pelos autores estatisticos, em geral, é totalmente algébrica,
extremamente analitica e abstrata. Desse modo, a utilizacdo de uma abordagem
geométrica poderd dar uma contribuicdo ao entendimento de vérios conceitos na
teoria da regressao.

Dentre os métodos de regressdo, a regressao via componentes principais
e a regressdo via método dos quadrados minimos parciais, tém destaque pela sua
aplicabilidade, em especial esta ultima, que vem sendo muito utilizada em 4reas
como quimiometria e genética. No entanto, apesar de ser recorrente 0 uso do
método PLS em trabalhos encontrados na literatura, muito se discute sobre sua
aplicacdo, mas muito pouco se encontra sobre sua teoria.

O objetivo deste capitulo é apresentar a teoria da regressdo em compo-
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nentes principais e 0 método dos quadrados minimos parciais, sob o ponto de vista
geométrico, e a teoria dos Graus de Liberdade e Validacido Cruzada, que vém sendo
propostas para determinar o nimero de componentes, tomando como referéncias
os artigos: Helland (1990), Hoskuldsson (1988), Garthwaite (1994), Phatak e Jong
(1997) e Kriamer e Sugiyama (2011).
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Vetores Aleatorios

Quando se quer medir vérios aspectos aleatérios de um fendmeno, ou
mesmo fazer medidas repetidas de algum deles, tem-se a teoria das varidveis ale-
atérias multidimensionais, Y = (Y1,...,Yy), em que cada coordenada é uma
varidvel aleatdria unidimensional. O exemplo mais usual é quando se tem uma
amostra aleatoria simples Y = (Y1,...,Yy). Neste caso Y representa medidas
repetidas independentes de uma mesma grandeza populacional. Outra situagdo
¢ quando se tem uma varidvel multidimensional propriamente dita, isto €, a me-
dida de vérias caracteristicas de um fendmeno aleatério. Pode-se também ter uma
amostra de tais varidveis. Portanto, as coordenadas podem estar relacionadas a
valores de caracteristica ou valores obtidos por repeti¢do.

Os valores que Y = (Y7, ..., Y,) assume podem ser vistos como vetores
no espaco R", e, portanto, podem também ser apropriadamente denominados de
vetores aleatdrios. Neste trabalho, as varidveis aleatorias multidimensionais serao
vistas como vetores aleatdrios e estudam-se suas projecdes em subespagos vetori-
ais, utilizando-se uma abordagem inteiramente geométrica.

Quando uma base do espaco vetorial € escolhida serd usada a notagdo R".
Caso o espaco vetorial seja abstrato, isto é, sem uma escolha particular de base,
serd utilizada a notacdo V. Uma vez fixadas bases no dominio e no contradominio,
uma transformacao linear pode ser representada por uma matriz. Dessa forma, ndo
serd feita distin¢do entre os conceitos de transformacdes lineares e de matrizes.

Uma situagdo usual em estatistica € a transformagao linear de dados, como

mudangas de escalas, por exemplo, ou o procedimento de se trabalhar com a mé-
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dia amostral. Tais procedimentos, em termos de dlgebra linear consistem em apli-
car transformacdes lineares, fazer proje¢des ortogonais, calcular angulos, etc. Da
mesma forma, todos estes procedimentos podem ser aplicados em vetores aleaté-
rios.

Considere transformagdes lineares: L : R®™ — R™, conforme na Figura 1.
Rn A Rm A

— L(Y)

v
v

Figura 1 Transformacio linear de R" em R™

Considere L como uma matriz Ly, x,, € L’ sua transposta. Em termos de

produto de matrizes, tem-se que a transformacao linear pode ser dada por:

X11 X12 e X1n Y1
X91 X922 ... Xop Yo
LanYnxl =
| Xm1 Xm2 ... Xmn | | Yn |

O produto interno do vetor aleatério Y com um vetor x’ = (x1, X2, ..., Xp)

¢dadoporx-Y =x3Y1+...4+%x, Y. Em termos de matrizes, se x é considerado
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X1
. . X2
uma matriz n X 1, ou seja, x = , entdo x - Y pode ser expresso como o
Xn
produto de matrizes
Y1
/ Y2
XY:[xl X2 ... Xn:| .
Yn

As seguintes notagdes serdo usadas indistintamente: x - Y = XY =<x,Y > .
O produto interno é dado por x - Y = ||x]| [|Y|| cos . Geometricamente,
x - Y significa o tamanho do vetor x vezes o tamanho do vetor aleatério obtido
pela projecdo do vetor Y no subespaco unidimensional gerado pelo vetor x (Figura
2).
[P Y]]

cos = ——— = || PXY]| = ||Y]| cosb,
Y]

x-Y = x| [[Y]lcos 6 = [|x][| || P Y| .

RBR™ 4

v

Figura 2 Interpretacdo geométrica do produto interno
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A esperanga de um vetor aleatdrio € o vetor dado pela esperanca de cada
componente, denominado E(Y) = 3, em que 3 é um vetor p x 1. Outra caracte-
ristica fundamental de um vetor aleatdrio € sua matriz de varidncias e covariancias,
cov(Y) =2 =E((Y-E(Y)) (Y —E(Y))'), em que ¥ ¢ uma matriz posi-
tiva definida p x p.

Alguns teoremas importantes envolvendo projetores ortogonais de um ve-
tor aleatdrio Y sdo apresentados a seguir. Deve ser observado que, sendo Y um
vetor aleatério em um espaco vetorial V, a sua projec@o ortogonal em um subes-
paco W, d-dimensional, de V, denotada por Py (Y) , também € um vetor aleat6rio

que depende, obviamente, de Y (Figura 3). O vetor Py (Y) pode ser expresso,

em relagdo a uma base ortogonal {uy, ..., uq} de W, por
Y - u Y- u Y - u
Pay= (o e (5 o (7w
up - up u2 - u2 uqd - Uq
V A
Y
Y-P.Y
/ - PY
W

Figura 3 Projetor ortogonal de um vetor aleatério Y sobre um subespaco W

Um fato importante sobre projetores € sua caracterizagdo como matrizes.

Uma matriz quadrada tal que A? = A é chamada matriz de projecio ou proje-
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tor. Tem-se que um projetor A restrito 2 ImA é a identidade, ou seja, A (Ax) =
A%x = Ax, Vx € R". I — A também & um projetor, pois (I — A)?2 =1 —2A +
A? =1 — A, em que I é a matriz identidade.

Tem-se que: KerA = Im(I — A) e ImA = Ker(I — A).

Demonstragdo.

A(I-A)x)=A(x—Ax)=Ax - A’x =Ax—Ax =0
= Im(I— A) C KerA e
xcKerA=(I-A)x=x—-Ax=x—-0 =xecIm(I—-A)

= KerA C Im(I - A),
logo, KerA = Im(I — A).

yEKer(I-A)=0=I-A)y=y—Ay=Ay=y=y €ImA
= Ker (I—-A) CImA e
yEmA=y=Ax= (I-A)y=(I1-A)Ax=Ax - A’x
=Ax—-Ax=0=ycKer(I-A)

= ImA C Ker(I—-A),

logo, ImA = Ker(I — A). O

Uma matriz de projecdo A ¢ dita um projetor ortogonal se Av — v ¢

perpendicular ao subespago ImA.
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Proposicao 1. Uma matriz de projecdo A,y € simétrica se, e somente se, é um

projetor ortogonal, isto é,
(Av,w) = (v,Aw) < (Av-—v,Aw)=0, Yv,we R".
Demonstragdo. (=) Se A é simétrica (A’ = A), entdo:

(v — Av,Aw) = (v,Aw) — (Av,Aw) = (v,Aw) — (v, A’w)

= (v,Aw) — (v,Aw) =0, Vv,w € R™".

Logo, A é um projetor ortogonal.

(<) Se A é um projetor ortogonal, Av — v é perpendicular a imagem de A,
istoé, (Av —v,Aw) =0 = (Av,Aw) = (v, Aw) , da mesma forma Aw —w
¢ perpendicular a Av, isto é, (Aw —w,Av) = 0 = (Aw,Av) = (w,Av),
portanto, (Av,w) = (v, Aw) . Logo, A é simétrica.

O]

Teorema 1. Se Y € V é vetor aleatério n-dimensional com E (Y) = 7, cov (Y)

= X e W um subespago d-dimensional de V. Entdo:

Ex-Y)=x-E(Y)=x-71
e var (x-Y) = x'¥x
e cov(x-Y,z-Y)=x'3z

e Se X é um autovetor de X relativo ao autovalor § entdo var (x-Y) =

<[ %¢.

o Sejam X, Z autovetores relativos aos autovalores £ e n.
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Se&=mn, entdocov(x-Y,z-Y)=(x-2z).
Se & #n, entdocov (x-Y,z-Y)=0.

o Se W é um subespaco d-dimensional do subespaco dos autovetores relativos

ao autovalor &, tem-se:

E (IPwY[?) = [Py + de.

Para o caso em que cov (Y) = o1, tem-se:

o var (x-Y) = o2x'x
e cov(x-Y,z-Y)=0Xz
o E(IPwY]?) = [Pwr|? + do?

Corolario 1. Se x e z sdo vetores ortogonais entdo x - Y e z - Y sdo varidveis

aleatérias ndo correlacionadas.

As demonstracdes destes resultados encontram-se em Adao (2011).
2.2 Regressao Linear Multipla

Considere observagdes (Y1,Yq,...,Yy) ndo correlacionadas, tais que:

E(Yi) = xi1f1+xi2f2+ - . . +xipBp € var (Y;) = o2,

2

para i=1,2,...,n, em que (1,52,...,0, € 0° sdo pardmetros desconhecidos.
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Tem-se, portanto, o sistema:

E(Y1) =x1p1 +x1282+ -+ x1p5p
E(Ys) =x2181 +x2282 + - + X2pfp
E (Yn) = Xn181 + Xn2B2 + - + anﬂp-

Representando matricialmente este sistema de equagdes, tem-se:

Y b1
Yo B2
Y = e fB=
| Y | | Bp |
E (Yl) X11 X120 ... le /81
E(Y2) | X2 oxa2 ... Xgp B9
i E(Yy) | | Xnl Xn2 oo Xnp | | Bp |

isto é, denominando o vetor de médias por E (Y) = 7 o problema de se estimar
o vetor T ¢ equivalente a se obter o vetor 3 tal que 7 =X, em que X = (xjj)
¢ uma matriz de coeficientes conhecidos que depende do delineamento subjacente
a obtencdo dos dados. Como casos extremos, tem-se 0 caso em que oS yj Sa0 ob-
servacodes independentes de uma mesma populagao, ou, utilizando a linguagem da
estatistica experimental, todos os y; sdo respostas de um mesmo tratamento, neste
caso, E (Y) = 7 é um vetor com coordenadas iguais e a matriz X é uma matriz
n X 1 com entradas iguais a 1. A outra situagdo ocorre quando os y; sdo observa-

coes independentes de n populagdes diferentes (p = n), ou, utilizando a linguagem
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da estatistica experimental, os y; sdo respostas relativas a n tratamentos diferen-
tes. Neste caso, E (Y) = 7 é um vetor com todas as coordenadas possivelmente
diferentes e a matriz X € uma matriz n X n.

E claro que os valores observados no vetor de respostas Y sdo, em razio
da aleatoriedade que envolve todo experimento, diferentes dos valores esperados
E (Y) . Note que os valores esperados ndo sao conhecidos, mas sabe-se, por exem-
plo, que a repeti¢do de um tratamento deveria ter a mesma resposta e tal fato nao
acontece em razio dos fatores aleatdrios que ocorrem em todo experimento.

Desse modo, pode-se considerar uma varidvel aleatdria €, tal que
e=Y-E(XY)=Y=E(Y)+e.

O vetor € é denominado vetor de erros ou vetor de residuos, uma vez que
mede a diferenca entre o valor efetivamente observado e o valor desconhecido
esperado. Considerando que os componentes do vetor de erros € sejam indepen-

dentes e igualmente distribuidos, tem-se que:

E(e) =E(Y -E(Y))=E(Y)-E(E())=E(Y)-E(Y)=0,

cov (e) = cov (Y —E(Y)) = cov (Y) = ¢°1,,

em que cov (-) € a matriz de variancias e covariancias e I, € a matriz identidade de
ordem n.

O problema que se quer resolver é: como estimar os parametros desconhe-
cidos f; com base nas observagdes y;?

A equagdo Y = X3 + € é a chamada equac@o do modelo linear geral. A
razdo do nome € que o modelo € linear em seus parametros 3;. O modelo linear

geral é a equagiio do modelo, sob as condi¢des E (€) = 0 e cov (&) = 0°1,,.
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Geometricamente, o modelo linear de Gauss-Markov pode ser descrito

como na Figura 4.

R® L R* A
anp Y

Xp

v
A 4

ImX

Figura 4 Representacdo geométrica para o modelo linear de Gauss-Markov

Seja R™ o espago dos dados, RP o espago dos pardmetros, e ImX = {v =
X3, B € RP} o subespaco formado pelos vetores que sdo imagem da transfor-
macao linear X, isto é, o subespago vetorial gerado pelas colunas da matriz X. O
subespaco dos vetores que sdo levados no vetor nulo por X, é denominado kernel
da transformac@o linear X, KerX. Em geral, n € maior que p, pois o nimero de

dados geralmente € maior que o nimero de pardmetros.

2.2.1 As equactes normais e os estimadores de quadrados minimos

No modelo linear geral: Y = X3 + e oue =Y — X3, o estimador de
quadrados minimos de 3 € o vetor B que minimiza a soma de quadrados dos erros,
isto &, o valor do vetor de pardmetros que faz a norma do vetor €, |||, ser a menor
possivel, ou de forma equivalente, que faz a norma ao quadrado, ||&||?, a menor

possivel.
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Tal problema pode ser resolvido por consideragdes geométricas de forma
bastante simples, sem o uso de célculo diferencial. A solugdo € o vetor obtido
pela diferenca entre o vetor observado Y e a projecdo deste vetor no subespaco
ImX uma vez que a projecdo ortogonal minimiza a distdncia de um ponto a um

subespago vetorial (Figura 5).
Rn A

e=Y-P_ Y

/ lexY

ImX

v

Figura 5 Representacdo geométrica do vetor residual

O problema, entdo, torna-se: como obter o projetor ortogonal no subes-
paco ImX. Projetar ortogonalmente em um subespaco é equivalente a obter o su-
bespaco complementar ortogonal deste subespaco. Tem-se, portanto, que se obter
o subespaco ImX~". Uma maneira de se obter tal subespago é trabalhar com a
matriz transposta X'.

A transposta de X € uma transformacdo linear X’ : R® — RP, tal que,
parax € RP e y € R" quaisquer, tem-se (Xx,y) = (x, X'y).

(Xx,y) = (Xx)y = xXX'y = (x,X'y). Se x € KerX entdo, para
todoy € R", (Xx,y) = (0,y) = (x,X'y) = 0 e, consequentemente, KerX ¢é

perpendicular 2 ImX’. Da mesma forma segue que KerX’ é perpendicular a ImX.
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Temos entdo a configuragdo geométrica essencial, mostrada na Figura 6.

R® A R" A
X
— T
V\\____/‘
KerX ImX' X' ImX KerX'

Figura 6 Representacdo grifica do nicleo e da imagem de X e X’

Primeiramente vamos considerar o caso mais simples em que KerX =
{0}. Neste caso, a matriz X'X € inversivel e define um operador X'X : RP — RP.

A ideia é definir a matriz P = X(X'X)'X’. Como

1 1

P2 = X(X’X)_IX’X(X’X)_ X' =X(X'X)" X' =P,
tem-se que P € um projetor, e como
P = (X(X’X)_lx’)/ = X(X'X)'X' =P,

segue que P € um projetor ortogonal, e a projecdo é no subespaco ImX.

Segue deste fato que o estimador de quadrados minimos ¢ dado pelo Gnico
vetor 3 que € levado por X no vetor Pr,xY = <X(X’X)71X’> Y, isto é,
o estimador é obtido resolvendo-se a equagdo X8 = X(X'X) 'X'Y. Nova-
mente, utilizando que a transformacgdo X € injetiva, a equacdo pode ser simpli-

ficada aplicando-se o operador X’ em ambos os lados da igualdade obtendo-se
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X'XB = X'X(X'X)'X'Y = X’X3 = XY, que sdo as chamadas equagdes
normais do modelo linear, com solu¢do da forma BOLS = (X X)_IX’Y, em
que OLS significa Quadrados Minimos Ordinérios (Ordinary Least Square), ou,
simplesmente, B

Quando X ndo € injetiva, o projetor ortogonal é dado por Pr,x = X
(X'X)" X’ em que (X'X)™ é uma inversa generalizada de X'X. Geralmente se
utiliza da inversa generalizada de Moore-Penrose. Note que fica entdo provado
que o sistema de equagdes normais sempre admite solu¢do. O problema agora é
que quando X ndo € injetiva existem infinitos vetores 3 em RP que sdo levados
por X em PrxY = (X(X’X)‘X’) Y, pois se w € KerX, X(8 + w) = X,
ou seja, como o nicleo de X contém infinitos elementos, entdo existem infinitos
vetores que sdo levados na mesma imagem e, portanto, t€m-se infinitas estimativas
de quadrados minimos.

Mesmo neste caso de ndo injetividade de X, isto €, mesmo quando X ndo
tem posto coluna completo, os vetores que sdo as solugdes da equacdo X3 =
X(X'X)"X"Y s@o os mesmos vetores que sdo solugdes do sistema obtido apli-
cando-se X’ em ambos os lados da igualdade. Tal fato ocorre, pois como a ImX é
perpendicular ao KerX'’, X' restrita a ImX € injetiva.

No caso de posto incompleto, escolhendo-se uma inversa generalizada de
Quadrados Minimos (RAOQO, 2002) fica definido uma pré-imagem, isto é, ,@ também

pode ser expresso explicitamente como funcdo de Y da forma (Figura 7):
XA =X(X'X) XY = X'X8=XX(XX)XY=p3=(XX)XY.

Ocorre que, para o caso da matriz do delineamento X nio ser de posto
completo, havendo infinitas estimativas (solu¢des) de quadrados minimos para os

parametros 3, ¢ um complicante na teoria. As propriedades e a constru¢io geo-
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v

ImX

Figura 7 Modelo de Gauss-Markov quando X ndo € injetiva

métrica das inversas generalizadas podem ser vistas em Guimardes (2010).

De uma maneira geral, se o interesse € estimar a combinag¢@o linear en-
tre os efeitos dos tratamentos, tem-se x;71+...+XpTh= (X, 7). Como (x,T) =
(x,X3) = (X'x,3), uma combinagdo linear entre os efeitos dos tratamentos
pode ser, de maneira equivalente, descrita como uma combinacdo linear dos pa-
rametros. Uma maneira de se estimar tais combinacdes lineares é tomar um es-
timador de quadrados minimos de 3 e fazer o produto interno <B, X/ x> . Tal
procedimento, para estar bem definido, ndo pode depender de qual estimativa de
quadrados minimos, isto é, <B, X’ X> tem que ser o mesmo valor, qualquer que
seja ,@ Para que isto ocorra, o vetor X'x tem que ser ortogonal ao KerX. Como
tal fato é verdadeiro, pois ImX’ € ortogonal ao KerX, o procedimento pode sem-
pre ser feito. De uma maneira geral, uma combinagio linear (3, v) é estimavel
no sentido dos quadrados minimos se v for perpendicular ao espaco KerX. Caso
contrério, (3, v) é dito ndo estimdvel, nome nio muito adequado, pois ndo é es-
timével via quadrados minimos. Mas a expressdo quadrados minimos relativa a

combinagdo linear (3,v) também ndo é muito adequada, pois ndo foi feito ne-
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nhum procedimento de se minimizar quadrados em relag@o ao valor (3, v) .
2.2.2 Propriedades dos estimadores de quadrados minimos

No caso de posto completo, 8 = (X'X) 'X'Y. Assim:
e Ndo viesado:

E(8) =E((XX)"'X'Y) = (XX)'X'E(Y)

1

= (X'X) " 'X'r = (X'X)'X'X8 = 8,

e, portanto, é um estimador ndo viesado.
o cov (ﬁ) = cov ((X'X)*1X’Y) = (X'X) "' Xcov (Y) X(X'X) .

Se cov (Y) = oI, entio,

cov (B) = o2(X'X) T XX(XX) " = 02 (X'X) .

No caso de posto incompleto, 3 = (X'X)”X'Y. Assim:

o Viesado:

E(8) = E (X'X) " X'Y) = (X'X) X'E(Y)

= (X'X) X't = (X'X)”X'Xg,

logo, € um estimador viesado.

o cov (5) = cov ((X’X)‘X’Y) — (X'X) " X'cov (Y) X(X'X) .
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Se cov(Y) = 0?1, entio,
cov (B) = #2(X'X) X'X(X'X) " = o*(X'X) ",

e Seja a combinagdo linear dos pardmetros, (r, 3) . Se <r, B> ¢ estimador de

quadrados minimos de (r, 3) , entdo:

— No caso de posto completo e cov (Y) = o°I:
E <<rﬁ>) = <r,E (B>> = (r, B), que é ndo viesado, e
cov <<r 5>> — r'cov (5) r= o (X'X) 'r.
— No caso de posto incompleto e cov (Y) = oI:
E <<r,6>> _ <r,E (ﬂ)> - <r, (X’X)*X’X5> , que é viesado, e
cov ((r,B)) = veov () r = 024/ .

Se (1, 3) é outra combinagdo linear dos pardmetros, a covariancia entre 0s

estimadores é dada por:

— No caso de posto completo e cov (Y) = oI:
cov <<r,B> , <1,B>) — o2 (X'X) 1.
— No caso de posto incompleto e cov (Y) = oI

cov <<r,,3> , <l,,@>) =or'(X'X) "L

A vantagem de se estimar combinagdes lineares dos parametros utilizando

o estimador de quadrados minimos segue da proposi¢ao:
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Proposicdo 2. Entre todos os estimadores ndo viesados de (r, 3) dados por com-

binacoes lineares dos dados, o de menor varidncia é <r, B> .

Demonstragdo. Seja (1,Y) um estimador ndo viesado de (r, 3) . Entdo E ({1, Y))
=(r,B).Mas E((1,Y)) = (LE(Y)) = (1,X3) = (X'l, B) e, portanto, (r, 3)
= (X'1,3) . Como 3 € desconhecido, esta igualdade tem que ser valida para todo
B e, portanto, r = X'l. Como var (I'Y) = |[1/|* 62, temos que obter 1 de norma
minima na pré-imagem de r por X’. Vamos projetar ortogonalmente 1 em Im X,
isto é, Pl. Logo1 = P1+ (1— P1) = ||1|> > |P1]* e X'l = X'PL.

Assim, E(1-PLY)) = (1-PLE(Y)) = (I-P1LX3) = 0 =
1LXB) = (PLX).

Como (PLY) = (I, PY) = <1, XB> - <X’1,B> - <r,B> , 0 estima-

dor de menor variancia para (r, 3) é a combinagéo linear dos dados expressa por

(n8)

2.3 Regressao Estatistica

Uma das situacdes mais comuns em estatistica é quando se tem varidveis

aleatorias Y1,..., Yx e Xy,..., X, com uma distribui¢do conjunta
le,...,Yk,Xh...,XP (}’17 s Yy X1y - e e 7Xp)
e, por alguma razdo, as varidveis X1, ..., X,, podem ser amostradas, mas as va-

ridveis Y; ndo. Apds a observagdo das varidveis Xj, o conhecimento sobre as
varidveis Y; aumenta pois podemos calcular a fung¢do densidade de probabilidade

condicional

le,...,Yk|X1,‘..,XP (Yh ey Yk XLy - 7Xp) .
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Como, em geral, a densidade de probabilidade conjunta é desconhecida, a den-
sidade de probabilidade condicional ndo pode ser calculada. As varidveis obser-
vaveis X; sdo denominadas varidveis preditoras e as varidveis Y; de variaveis de
interesse ou respostas.

Considere a situa¢do mais simples em que se tem apenas uma varidvel de

interesse Y. Seja

Y|X1—X1, e Xp—Xp)

/ /yfy|X17 X, (ViXy e xp) dy = M (x1, .., %p)

Pode-se, agora, considerar a varidvel aleatéria
M(Xy,...,Xp) =E(Y[Xy,...,Xp).

Esta varidvel € a melhor varidvel aleatdria para predizer Y, no sentido de
apresentar a menor esperanca do quadrado do erro, isto &, se f(Xi,..., X;,) é uma

func@do qualquer das varidveis X1, ..., X,,, entdo:
Proposicio 3. E [(Y (X, ,Xp)ﬂ >E [(Y CM(Xy, .. ,Xp))Q] .

Demonstragdo.

B (Y - (X1, %))
—E ((Y—M(Xl,...,Xp)+M(X1,...,Xp)—f(Xl,---aXp))2>
=E (Y = M(X1,.., X)) + B (M (X, Xp) = £ (X, Xp)?)

F2E((Y = M (X1, ..., Xp)) (M (X1, ..., Xp) — £ (X1, ..., Xp))).
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Tem-se que

Para tal, considere a notagéo simplificada E [(Y — M) (M — f)] :

E[(Y M) (M~ £)]
_ / (y — m) (m — £) fy x (y, x) dydx
= [ [ = m) = £) e (5130 () s
[ ([ - mtx o ay ) (m - Dt G ax
[ ([ =B b o (i) ) om0 )
= [ ([ st tboray = [ B ) b 510 ) am = ) )
— [ (B0~ B0 [ fvx (sbe)dy ) (= D e ()
— [ (© (10~ B (vlx)) m — 1) ()
— [ @m0 tx () dx =0

Logo, E ((Y (X, ,Xp))2> >E ((Y M (X, ... ,Xp))2) .

OJ

A varidvel E(Y|Xy,...,X,) = M(Xy,...,X}) € o preditor de menor

erro quadratico médio, denominada funcio de regressao.
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Exemplo : Caso Normal

Seja x uma varidvel aleatéria multidimensional e y uma varidvel aleatdria

unidimensional. Suponha que:

X 0 > o
Y N 3
/ 2
y 0 o oy
X1 cov (x1,Y)
emque,x= | ! |, o=cov(x,y)= : e X =cov(x).
Xp cov (xp,y)
. . A Ay . )
Dada uma matriz particionada A = , sua inversa ¢ dada
Az Ay
por (RAO, 2002):
Al (A11 - A12A2721A21)71 —AﬁlAm (A22 — A21A1711A12)71
—A2_21A21 (A11 - A12A2_21A21)_1 (A22 - A21A1_11A12)_1
ou ainda,
Al (A11 - A12A2_21A21)_1 —(A11 - A12A2_21A21)_1A12A2_21
*(A22 — A21A1711A12)71A21Af11 (A22 — A21A1711A12)71
. . . 2 o 2
Assim, a inversa da matriz é:
! 2
o' o,
> oo’\? = 'o »_ oo’ -1 »_ oo’ g
-2 Tormos-1e | oz %) =
—Q(E _ 0'0")71 1 o o'x—1 1
o2 o2 o2-0'="10 o2-0'="l0 o2-o's"lo

Na distribui¢do conjunta das varidveis x e y, o expoente da exponencial
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[¢N

y
—1
! N E— y
a o'x"lo

-1
_ ’ ’ ’ »-1 1 X
[ x(z-28)" -vg(=-28)" wgFEn v |
y y y y y
-1
’ -1
, oo , o o , Y o , 1
=[x'|X—- -y —=|2- X +
( ( o§> Y 3( crg) ( 22— 'S o yagalea>y
-1
s oo’ , o’ 5 o’ E_lo' , 1
- B o2 x—yg—}% o2 ’Z*lo'y—i_y 2 _gim-lg”
—1 —1
, oo’ , o’ o’ oo’ o , 1
=x (- =y S ¥ 2 X Y TY T s,y
G'y Cry O'y O'y Cry C'yfo' o
-1
oo’ o’
=x'|Z - 5 x—2x' | & — 5 —2y+y/ ~oY
o3 oy oy o2 Y-lo
Fazendo,

o2

-1
c~(=-75) em-%
y UY

a expressdo anterior fica da forma:

x'Cx — 2x'CHy + y'(H'CH + B)y

Logo, a marginal da varidvel x é dada por (Apéndice A):
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e a distribui¢do condicional fica da forma:
f
(b =1

N\ =1 N —1

2
y
—1
oo’ >-logo’'=-1
e (X' ((E -%F) - m) X)
—ex x (2 - a0’ _lx—2x' I a0’ _li + /;
—erp o2 o2 0'}2,y Y o2 —U’Z*lay
, o'\ 7! , S lge's !
oy (O'y — '3 O')

—ex —2x’ E—JU, B o +v 1 +x’ oo’ b
e ) 3T R—am e (G- o's o)

> o , 1 , Y lgg’'n ! N
o2 —-o'Y"lo

Comparando a expressio anterior com a forma geral (y — w)’ é (y —w),

em relagdo ao termo cruzado, em que w é a média da distribuicdo y, tem-se:

11y — oy =l
2way =2x Z-o's-1oY

=w=xX1loea= 03 — o'y lo.

De onde segue que:

1

f ey )
() x eap ( (v - o' 1x) T

(y - X/E_10)> .

Logo, Y = py + B’ (x — py) com B = =~ 1o

Portanto, para o caso normal, a funcdo de regressao ¢ linear.

Uma questao importante para distribuicdes em geral € obter, entre todas as
fungdes lineares nas covaridveis, a + 3'x, aquela que minimiza o erro quadratico

médio E ((y — (a + B’x))2> . Assim:



(v = (o +8%))°)

y2 -2 (a + ,@/x) v+ (a + ﬁ/X)Q)

(v*)

(%)

(v2) = 20E(y) = 2E (%) y) + E (a® + 208'% + (8%)°)

(v2) = 20B(y) - 28’ (xy) + a? + 208'E (x) + E ((8'%)”)
(v*)

)+E((B
¥?) = 20E(y) — 28'E (xy) + a? + 208'E (x) + E ((8%)°)
- (B(B%)°) + (E(8%)%)
—E (y?) — 20E (y) — 268'E (xy) + (a + B'E (x))? + var (3'x)

2
=E (y?) — 2aE (y) — 28'E (xy) + (o + B'E (x))” + B'cov(x).
Derivando em relagdo a « e igualando a zero, obtém-se:

-2E(y)+2(a+BE(x)) =0

=a"=E(y) - 8E(x).
Derivando em relacdo a 3 e igualando a zero, obtém-se:

—2E (xy) + 2 (e + B'E (x)) E (x) + 2cov(x)3

= —2E(xy) + 2E (y) E (x) 4+ 2cov(x)3 =0

45



46

cov(x)8 =E (xy) — E(y) E (x)
cov(x)B* =cov (y,x)
B = (cov(x)f1 cov (y,x)

B =="lo.

. ~ . / - A . ’ .
Esta combinagdo linear, a*+3* x, tem covaridncia maxima com y, em re-
. ~ . /
lagdo a qualquer outra combinago linear o + 3'x, com F'cov (x) B = B* cov (x)

B

Demonstragado.

B* cov (x) B*

!

(cov (y,x)) (cov (x))

(cov (v,x)) (cov (x)) "

((cov (x)) *cov (y,x)) ,cov (x) <(cov (x)) " teov (y,x))
1

cov (x) (cov (x)) Feov (y,x)

cov (y.x)

—o'Y o,

e cov (y,a + B'x) = cov (y,8'x) = B'eov (y,x) = B'o.
Assim, tem-se que maximizar 3o, com a restricdo 3'cov (x) 8 = B*

cov (x) B* =o' 0.

/

A lagrangiana é dada por:

H(B,\) =080+ )\ (ﬁ’cov (x) B — a’(cov (X))flo') .
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Derivando e igualando a zero, obtém-se

dH

T 0 =08cov (x) B = o' (cov (x)) ‘o (1)

dH

B 0 =0 + A (2cov(x)B) =0. (2)
Segue que

cov (x)) o

a:—2>\cov(x)[3:>ﬁ:—( 2 3)

Substituindo (3) na equacdo (1), tem-se

!/

cov (x)) o cov (x)) o
(_<<>>) oov (x) <_<<>>) _ o/(eov ()0

2\ 2\
i / -1 __ -1
RoTyvid (cov (x)) o =0'(cov(x)) o
1 ) 1
:m_lzwl)\ _1:>)\_i§.
Logo,
(cov (%)) o (cov (%)) o
B=- _{eovx))
2\ 2 (+3)

=+ (cov (x)) to =+ lo = £8%.

O valor maximo ocorre quando o sinal € positivo, assim, 3 = 3*.

O

Segue, entdo, que o melhor preditor linear (Best Linear Predictor - BLP)

de menor erro quadritico médio é dado por:
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" +x'B*=E(y) - ,B*IE (x) + B*/x

=E(y) +8" (x - E(x).
Neste caso, 0 EQM do preditor é:

B((v- (01 +6” - £0)) )

-5 (- EW) 26 - B8 x—E60) + (87 (x- E)’)

/

=B(y - B(y))* ~ 28 ((y ~ E(y)) 8" (x~ E(x)) + B(8" (x~E(x)))’

=var (y) — 28* cov (v,x) + B* cov (x) B*

(
=var (y) — 2 ((COV (x)) " *eov (v, x))/cov (v,x)
n ((cov (x)) " Leov (v, x))' cov (%) <(cov (x))"Leov (v, x)>

/

=var (y) — ((cov (x)) " *cov (y,x)) cov (y, x)

:03 — (2_10')/ o.

Observagdo: 3* é um vetor paramétrico, ndo € uma estimativa. O interes-
sante € que este vetor paramétrico depende das variancias e covariancias e ndo da

forma especifica da distribui¢do populacional fy x (v, x) .
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2.4 Componentes Principais

A andlise de componentes principais (Principal Component Analysis -
PCA) pode ser aplicada como um método de redugdo de dimensionalidade, vi-
sando a solucionar eventuais problemas de multicolinearidade da matriz X e a ne-
cessidade de um ntiimero excessivo de amostras para a constru¢do de um modelo
vidvel, sem acarretar na perda significativa de informacdes presentes nos dados
(OTTO, 1999).

O PCA pode ser feito com base em autovalores e autovetores de uma ma-
triz de covariancia. Os elementos dos autovetores s@o os coeficientes requeridos
para a combinag¢do linear das varidveis originais e sdo conhecidos como loadings.
Os elementos individuais das novas varidveis sdo derivados das varidveis explica-
tivas e sdo conhecidos como os scores. A variancia total dos dados originais é dada
pela soma de suas varidncias individuais e os autovalores representam a variancia

associada a cada componente principal.

2.5 Regressao por Componentes Principais

A regressdo via componentes principais (Principal Components Regres-
sion - PCR) foi introduzida por Kendall (1957) e Hotelling (1957). Este método
faz uso dos procedimentos empregados na andlise de componentes principais vi-
sando a contornar os problemas apresentados pela regressao linear mdltipla.

A metodologia do método PCR consiste, basicamente, em eliminar com-
ponentes que ndo contribuam na explicagcao da variancia presente nos dados, o que
reduz a dimensionalidade dos dados originais. Apés a escolha do nimero 6timo

de componentes a serem utilizados, os coeficientes podem ser determinados por
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meio do método dos quadrados minimos ordindrios.

Como em qualquer regressdo multipla, a escolha do niimero de varidveis
a serem incluidas no modelo € de extrema importancia, tendo em vista evitar a
perda de informacdes relevantes. Segundo Roggo et al. (2007), cada componente
descreve uma fracdo da variacao total contida nos dados, tornando possivel a de-

terminagdo do nimero 6timo de componentes a serem incluidos na regressao.

2.6 Regressao por Quadrados Minimos Parciais

Quadrados Minimos Parciais (Partial Least Squares - PLS) foi introdu-
zido por Wold em 1975, sendo considerado util para a construgdo de equagdes de
predi¢des em situacdes nas quais se tem um grande nimero de varidveis explica-
tivas e um nimero relativamente pequeno de dados amostrais (HOSKULDSSON,
1988). Resumidamente, a ideia geral do PLS é formar componentes que captu-
rem a maior quantidade de informacao possivel disposta nas varidveis explicativas
(X4,...,X}p) para predizer as varidveis respostas (Y1,..., Yix). O método PLS
apresenta similaridades com o método de Regressdo via Componentes Principais,
sendo a maior diferenca entre eles dada pelo fato do PCR levar em consideragdo
apenas as varidveis explicativas na construcdo dos componentes, enquanto que o

PLS também leva em consideracio as varidveis respostas.
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3 METODOLOGIA

3.1 Componentes Principais

Foi feita uma abordagem da obtencdo dos Componentes Principais por
meio do célculo diferencial, além do tradicional método multiplicadores de La-
grange. Geometricamente, objetivou-se encontrar a direcao de maior variabilidade

do vetor aleatério X (covariaveis).

3.2 Regressao por Componentes Principais

A regressao em componentes principais é colocada neste trabalho em ra-
z3o das semelhancas com o PLS. Na linha deste trabalho, a exposicao da teoria do
PCR foi bastante geométrica e, portanto, diferente da abordagem usual na litera-
tura.

Os componentes sdo obtidos pelas direcdes no subespaco gerado pelas
observagdes das covaridveis que fornecem a maior variabilidade dos dados. Na
construcio dos componentes, utiliza-se apenas as covariaveis, e estes componentes
representam as novas varidveis a serem utilizadas na regressio. Os coeficientes da
regressdo podem ser estimados pelo método dos quadrados minimos.

Geometricamente, foi demonstrado que os componentes sdo representados
como imagem dos autovetores da matriz X’X. Obtendo o subespago gerado por
estes componentes, a regressao € feita pela projecao do vetor de dados neste subes-
paco. Também é demonstrado que o vetor de coeficientes estimado via Regressao

em Componentes Principais, Bpcg, € um estimador de encolhimento.
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3.3 Regressao por Quadrados Minimos Parciais

Uma ferramenta para resolver problemas de regressio nos quais as varia-
veis preditoras (ou covaridveis) apresentam um alto nivel de colinearidade € o uso
da teoria dos Quadrados Minimos Parciais. Neste caso, a matriz das covariaveis X
pode ser de posto incompleto. Outra situacdo, muito comum em aplicacdes na area
de quimica, ocorre quando o nimero de covaridveis € muito maior que o nimero
de observagdes. Em ambas as situacdes, as equacgdes normais para obtencdo do es-
timador de quadrados minimos admitem infinitas solu¢des. Para a escolha de uma
estimativa em particular, um método possivel € o uso de inversas generalizadas.
No entanto, a escolha desta inversa é, de certa forma, arbitrdria, gerando situa-
coOes indesejaveis para as equagdes de predi¢do obtidas. No método de regressio
utilizando PLS, uma estimativa tnica para o parametro de regressao é obtida.

O método é semelhante ao de Regressdo em Componentes Principais, mas
enquanto este s6 depende da matriz das covaridveis X, o método PLS depende
também do vetor de dados Y. A ideia basica é regredir o vetor de dados Y em cada
um dos vetores das covaridveis e, através de escolha de pesos, obter combinagdes
lineares destas regressdes. Desta forma, o vetor de dados Y é explicado em ter-
mos de um niimero menor de vetores. A escolha destas combinagdes lineares é
justificada estatisticamente, pela maximizacao de covariancias.

A estimativa do vetor de parAmetros através do método PLS, BPLS, admite
uma expressdo como uma transformacao linear da estimativa BOLS, invariante em
relagdo ao BOLS escolhido. O método possui uma natureza geométrica sendo ob-
tido por meio de proje¢des obliquas, diferentemente do método dos quadrados
minimos, que utiliza projecdes ortogonais.

A literatura referente ao método PLS, apesar de abundante, € em sua mai-



53

oria, aplicada em problemas oriundos da Quimiometria e Genética, por exemplo.
Poucas referéncias existem relativas a parte teérica do método. Em geral, os arti-
gos se restringem a apresentar os algoritmos basicos utilizados pelo método. As
referéncias mais acessiveis relacionadas a teoria geométrica e algébrica do PLS
e a descri¢do dos algoritmos s@o os artigos Helland (1990), Hoskuldsson (1988),
Garthwaite (1994) e Phatak e Jong (1997). Sendo assim, o texto que segue dis-
cute o método PLS e suas propriedades, essencialmente, sob o ponto de vista dos
autores destes quatro artigos, apresentando, sempre que possivel, uma abordagem
geométrica. Além disso, é feito um paralelo entre os algoritmos para o PLS popu-

lacional e amostral.

3.4 Determinacio do niimero 6timo de componentes

Uma questdo a ser abordada é o nimero de componentes que deve ser
utilizado na regressdo em PLS e, para isto, é necessdrio utilizar alguns conceitos de
selecdo de modelos. Dentre os métodos propostos na literatura, sdo abordados os
conceitos de Graus de Liberdade (Degrees of Freedom - DoF) e Validagdo Cruzada
(Cross Validation - CV).

Sao apresentadas as defini¢des do DoF para modelos de regressdo linear
e ndo linear, bem como a demonstracdo para uma cota inferior do DoF quando
m = 1. Ainda, dois gréficos ilustram como o DoF e o Erro Quadritico Médio
(EQM - utilizado na validag@o cruzada) se comportam em fungdo do nimero de
componentes. Os graficos foram gerados no software R (R Core Team, 2013), por
meio das fungdes pls.model e pls.cv do pacote plsdof, respectivamente, para DoF

e CV.
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3.5 Exemplo Didatico

Foi elaborada uma rotina no software R (Apéndice D) com o objetivo de
explicitar passo a passo os resultados do algoritmo PLS (HOSKULDSSON, 1988).
Um exemplo didético foi apresentado para ilustrar tal rotina.

Inicialmente, gerou-se uma matriz de covariancias, 5 x 5, da forma

Y o 9
, emque o =cov(X,Y), X =cov(X) e oy =var(Y).
o oF

Utilizando esta matriz de covariincias, gerou-se de uma Normal Multiva-
riada, uma matriz de covariaveis X, com 4 covaridveis, e um vetor para a varidvel
de interesse Y, ambos com n = 6 observagoes.

Obtidos X e Y, implementou-se o algoritmo PLS para a construgdo dos
componentes. Para efeito de comparacdo, estimou-se o vetor de pardmetros B
pela regressdo por Quadrados Minimos Ordindrios, BOLS, que s6 depende de X
e de Y, e pela regressdo por Quadrados Minimos Parciais, BPLS, utilizando os m
componentes obtidos no algoritmo, comm = 1,2,3 e 4.

Uma vez obtidos os pardmetros da regressao, gerou-se um novo valor para
cada uma das quatro covaridveis (X,), e um novo valor para a varidvel de interesse
(Y}), a fim de fazer predi¢do. Com os novos valores de X, e com os vetores BOLS
e BpLg, encontrou-se o valor predito para Y, (Yp = Xp,é), denominados Yp,OLS

e Yp,PLS-
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4 RESULTADOS

4.1 Componentes Principais

A teoria de componentes principais esté relacionada ao problema bésico:
dado um vetor aleatério Z, encontrar a direcdo em que este vetor apresenta a maior
variacdo. Geometricamente, o problema pode ser descrito como: dada uma direcio
a € R", ||a]| = 1, projeta-se Z na linha definida por a (Figura 8) obtendo-se um
vetor aleatério totalmente descrito por sua norma a - Z = |[|Z|| cos 6 que define
uma varidvel aleatéria unidimensional, Y. A variincia desta é a variabilidade do

vetor Z na dire¢do de a. Nas condi¢des do Teorema 1, tem-se:

var (Y) = var (a - Z) = a’Xa.

R 4

v

Figura 8 Representacdo geométrica da obtengcdo do componente principal

E necessdrio, entdo, maximizar var (a - Z) = a’Xa com arestri¢do ||a|| =
1. Serdo apresentados dois métodos de maximizacdo: utilizando multiplicadores

de Lagrange e Célculo Diferencial.
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Utilizando multiplicadores de Lagrange, tem-se:

H(a,)\) = a'Sa — \ (Ha”z . 1)

a—H: 23a — 2 a= 0= Ya = )\a.
Oa

Portanto, os pontos criticos, a, sdo os autovetores da matriz 3.

Uma outra demonstracao pode ser feita através do cdlculo diferencial: seja
a(t) = (a1 (t),...,an (t)) uma curva parametrizada com ||a (t)|| = 1, isto é, uma
curva sobre a esfera de raio unitdrio, centrada na origem do espaco R®. Vamos
também supor que esta curva esteja parametrizada pelo comprimento do arco, isto

é, |92 (v) || = 1. Definindo a fungdo f (a (t)) = o’ (t) Xa (t), o que se quer obter

sd0 os pontos criticos de f.

Derivando e igualando a zero,

df df da
=" @O) T =0
Como % (a(0)) = 2Xa (0) tem-se
2(Sa (0)) 3 (0) =0

e segue, portanto, que o vetor % (0) é perpendicular ao vetor Xa (0).

Como tal fato tem que ser verdade para qualquer curva que passa em a (0)
significa que Xa (0) é um vetor perpendicular ao espago tangente da esfera em
a (0). Neste caso Xa (0) tem que ser um multiplo de a (0) e, portanto, Xa (0) =
Aa (0). Assim, os pontos criticos de f sdo justamente os autovetores de X.

A natureza dos pontos criticos pode ser estudada obtendo-se a derivada
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segunda:

£ () = 24/ (1) 232 (1)

dt
a a 2a
7 (t) = 2% (t) = (jt (t)> +2d’ (t) 23? (t)
a a 2a
(0) = 2% 0)x <it (0)) +2a’ (0) 23? (0).

Como H % (t) H = 1 (parametrizado pelo comprimento do arco), tem-se:

1 :(j‘; (t)>, (‘;‘; (t)> = 0= 2<ﬁj)/(§ (t).

2 . z
, 3T§ (0) é paralelo a a (0) e, portanto, também é um autovetor de 3, isto é,

> (jig (0)> = (‘ij (0)) = \ka (0),

d%a
dt?

Logo

em que k € negativo (note que (t) é a aceleragdo centripeta). Assim,

0 =2(' <o>)/z (5 ©) +2la @
- 2(3‘; (0)>/2 (jl‘tl (0)> 12)k,

e (% (0))/2 (‘é—f (0)) > 0 pois X € positiva semidefinida. Os autovalores de
sdo positivos pelo mesmo motivo. A curva a (t) pode ser sempre pensada como
: . d%a : :
a(t)=cos(t)i+sen(t)j= 7o) (t)= —cos(t)i—sen(t)j = —a(t).

Dessa forma, k= —1, e temos {” (0) = 2(% (0))



Portanto, a (0) é um ponto de maximo se

0= (j‘t‘ (0)),2 (fl‘t‘ (0)) <

para todo vetor % (0) no espago tangente da esfera S™ em a(0) (Figura 9).

d2f
ae (a(t))

da

2
a() || €& \ &
dt*
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Figura 9 Representacido geométrica da curva parametrizada pelo comprimento do

arco sobre a esfera de raio unitario, centrada na origem do espago R"

Obtidos os autovetores a de 3, as componentes principais Y sdo obtidas

como as combinacdes lineares a - Z. Onde conclui-se que para o maior autovalor

se tem o maximo, para 0 menor autovalor o minimo, € 0s outros pontos criticos

sdo selas.
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4.2 Regressao por Componentes Principais: uma abordagem geométrica

Esta se¢do tem como referéncia o artigo Phatak e Jong (1997).

Para o problema de regressdo em que se tem o modelo Y = X3+e¢, aideia
bésica € obter a direcdo, no subespaco ImX, que fornece a maior variabilidade de
Y.

Neste caso, o problema de multiplicadores de Lagrange, agora, ¢ mais
complicado uma vez que se t€ém duas restri¢des (||3]] = 1 e subespago ImX).
No entanto, pode-se modificar o problema para maximizar var (X3 - Y) restrito a
BB = 1, isto é, maximizar (X3)' X (X3), restrito a || 3| = 1, ou seja, 3'X'S

X3, restrito a ||3]] = 1, como mostrado na Figura 10.

R® 4 R" 4

Figura 10 Representacdo geométrica da maximizacdo da var (X3 - Y) restrito a
BB=1

Este problema é semelhante ao anteriormente feito, com a dire¢do de

maior variacdo dada agora no espaco paramétrico. As dire¢oes sdo dadas pelos

autovetores de X’XX. O caso mais simples ocorre quando ¥ = oI, e entfo, as

direcdes sdo dadas pelos autovetores de X'X.

Sejam 1, vg;, ..., Y 08 autovetores € A1, Ag, ..., Ap 0S respectivos autova-
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lores, da matriz X'X. Assim, X'X~; = \;iy; com *y;*yi =1le *y;*yj = 0 para

i#j:1,...,p (Figura 11).
1 O

Y, y, XX

i >
Y

P

Figura 11 Representagdo geométrica dos autovetores <yq,7s,...,7, da matriz
X'X

Note que,
var (X7, - Y) = (X7)' (0°) (X;) = 0?7, X'Xy; = o%; (\yy) = o2\

Os vetores Xy, X7, - . ., X7y, sd0 ortogonais, pois:

p
XX (Xy;) = X (X'X) v, = XAy = A (X)) -

Assim, os X~; sdo autovetores de X X', portanto, ortogonais.

Ordenando os autovalores A\; > A2 > ... > ), definem-se como compo-
nentes principais as dire¢cdes dadas por X, X5, X73,.... Como estas direcdes
apresentam uma ordem decrescente de variagdo do vetor aleatério Y, elas “expli-

cam” bem o vetor Y. A ideia, entdo, é formar os subespacos (Figura 12):

Wi = span{X~,}

Wa = span {Xvyy, X7y}
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W3 = span {Xvq, Xvy, Xv3}

W = span {X~v{, Xvq, X3, ..., XV }

ImX = span {X’yl, X9, X3, ...,X'yp} .

R? 4 R" 4
X
—
Xy,
Y, Y —
X’
> > >
X Xy,
Yrﬂ
W

m

Figura 12 Subespago W, gerado pelos m-primeiros autovetores da matriz X' X

Como estas dire¢des explicam a variabilidade de Y, a ideia é projetar Y or-
togonalmente no subespaco W, isto &, regredir Y aos m-primeiros componentes
principais. A projecao define, entdo, o parAmetro de regressdo denominado BPCR,
cujas equacdes normais sdo dadas por Py, Y = X,@PCR. Geometricamente, fica
como representado na Figura 13.

O tridngulo retangulo formado pelos vetores Pi,xY, Py, Y e pelo ve-
tor dado pela diferenga entre eles, garante que ||Pw,, Y| < ||Pmx Y] e, apesar

deste fato ndo implicar em H BPCRH < H B, o procedimento da regressdo em

componentes principais é claramente conservador, no sentido que fornece esti-
mativas menores para o vetor de parimetros 3. De fato, serd demonstrado que

HﬁPCRH < H ,BH Resta entdo, obter expressdes matriciais para as equagdes nor-
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R? 4

>

'
:

A :
B PCR 0
i

;

v
=
4

ImX

Figura 13 Projecdo ortogonal de Y no subespagco W, definindo o pardmetro de
regressao BPCR

mais, isto €, expressar o projetor Py, matricialmente.

A construgdo sera heuristica baseada no argumento: seja f : A — B
uma funcfo injetiva entre os conjuntos A e B. O que se quer é uma aplica¢io
g : B — B que seja uma projegdo em Imf, isto é, g (f (z)) = f(z),Vz € Ae
9(9(y)) =g (y),Vy € B, como mostra a Figura 14.

B
S g

—_— Q
Figura 14 Representagdo da funcdo injetiva f entre os conjuntos A e B e da fun-

¢do g como uma proje¢do na Im f

A ideia bésica é que a composicdo de uma fungdo injetiva com uma so-

brejetiva define uma bije¢do. Seja h : B — A uma fungéo sobrejetiva tal que h
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restrita 2 imagem de f seja injetiva, ho f : A — A € uma bijecdo (Figura 15).
Define-se entdo,

g=fo(hof) toh. 4)

S
- @ - .
(hof) h

Figura 15 Representagdo da composi¢do de uma fungido h sobrejetiva com uma
funcgdo f injetiva, definindo uma bijecdo h o f

gog= (fo(hof)_loh)o(fo(hof)_loh)
:fo(hof)flo(hof)o(hof)floh
=fo(hof)loh=9g e
g(f (@) =fo(hof) " oh(f())

=fo(hof) ' (hof)(x)=f(x).

Portanto, g € uma projecdo em Imf, como procurado. Basta agora fa-
zer a construgdo de g utilizando as fungdes lineares convenientes para se obter a
projecdo linear em W,.

Sejam &; = Xv1,&5 = X9, ..., &, = X7,,, como na Figura 16.
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RP A

v

v

&= Xy A

W

m

Figura 16 Representagdo dos vetores £1,5; ..., £, como imagem dos autovetores
Y1,Y2s -5 Yy Pela matriz X

Seja E;, a matriz n X m cujas colunas sdo os vetores &;,

Em: [€1a€27 "'7£m} .

A matriz =, define uma transformacao linear =, : R™ — R" tal que ZE,e; = &;,
em que e; sdo os vetores candnicos. Desta forma, =, € injetiva de posto m e a
imagem de =, é o subespaco W, (Figura 17).

Considere agora E/m : R* — R™ a transformacao linear definida pela

matriz transposta de =,
-, -

3
!
’ 62

€

. z — z .
Como o posto linha € igual ao posto coluna, tem-se que =, € uma aplica-
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1

Figura 17 Representagdo da transformagdo linear =, : R™ — R" em que

i) ©1 i

¢do sobrejetiva. E;n restrito a ImX deve ser injetiva. De fato,

¢ ] o |
& 0
&=
& &7
€m 0

Podemos, entdo, definir o projetor

Py, =

/7 1 ’
= =
m m\ =—m=—m m>

[
[

de acordo com a equagdo (4). De onde seguem as equagdes normais do estimador
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de componentes principais, Bpcr :

Pode-se obter uma relagdo entre os estimadores Bpcg € Borg- Seja 'y, a

matriz p X m definida por 'y, = [v{, 72, ..., V). Tem-se que:

X = X [Y1,725 - Yml = X1, X792, s XYy) = B

Substituindo y, = XTIy, na definicdo de Bpcg,

XBpcr = XT'm (E;nEm> T, X'Y
— XT,, (E;Em> _IP;(X’X) (X'X)™'X'Y
— XTI, (E;Em) ! (XT) X(X'X)"1X'Y
= XT'), (E;nEm> - (XTw)' XBors-

~ . o 2 . .
Como os &; sdo ortogonais, E =, = Ay, é uma matriz diagonal

&> 0 0
A = 0 0
0 0 &l

Assim,

, -1
XTI (EmEm) (XTp)’

= XU, AL (XD



= [517527 "-agm]

Portanto, XBPCR =[€1,82, -, €]

el 0o
= [517527 "'aém] 0 0
0 0 &
1/ le?
/)¢,
e
1/l
/e,
| &l

'R

Utilizando a decomposicdo de X da forma:

e,
52 2
€l |16
et |
e
: “her |, 1,
[517 52’ T ém] Z . 5171 EOLS

X=&7 +&7v2+ - 6,7

i=1

&/l |

67

3

XBoLs-

(5171 +&v+ o+ Ep’)’p) Bors
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p /

= [51)627 aém] {Z £i 26171} /éOLS
i=1 HélH

- [517 527 ceey gm] I‘,mBOLS

= Xl Bors-

Logo, XBpcg = X (Fmrin> Bors = Brcr = (Fmrin> Bovs- Como
0s vetores -y; sdo ortonormais, I‘lml"m =Ine ,@PCR =TIy (I‘lml“m) - I‘;n ElOLS,
portanto, BPCR é obtido como a projecao ortogonal do vetor BOLS no subespaco
gerado por {7y, Y9, ---sYm } » como observado na Figura 18.

RE A
Boss

\
0
N
\

1. \\ [;PCR
/ Yl

A

m

Figura 18 Representagdo do pardmetro BPCR como a projecao ortogonal do vetor

Bors no subespago gerado por {1, 72, -+, Yin }

, logo, Bpcr €

Em particular, fica demonstrado que H ,BPCRH < H BoLs
um estimador de encolhimento.
Outra maneira mais geométrica de se ver esta relacdo é: considerando

{71,72, - 'yp} como base no dominio e {51, &gy, Sp} como base no contra-
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dominio. A transformacao linear X se expressa como a matriz identidade

P p
X (Z ai’yi> = ZaiSi-
i=1 i=1

Projetar Y ortogonalmente na ImX e depois projetar ortogonalmente em
Wy, € o mesmo que projetar ortogonalmente Y em W,. A demonstragdo desse

fato segue da aplicacdo do Teorema de Pitdgoras nos vdrios tridngulos retangulos

da Figura 19.

Rn A
Y I‘\
of it
H PImXY
a 1 ’r’
: I:'e
W LY
" d
P, Y
ImX

Figura 19 Projecdo do vetor de dados Y no subespaco gerado pelos m primeiros
componentes principais

Portanto, se XBors = PmxY = X (X ary;) = 3 ai&;, projetar
PinxY em Wy, € simplesmente tomar as m primeiras coordenadas, Py, Y =
il ai&; e XBPCR = Pw,_ Y implica que BPCR = il ai7y; € assim, BPCR éa
;)_rojegﬁo de BOLS no subespago gerado por {7, s, 1?’7m} .

A matriz de varidncias e covariancias de Bpcg ¢é:



[¢{0)% (BPCR) = COV (I‘mI‘;nBOLS>
=TL,cov <BOLS> Il

= 02T (X'X) ' Tl

Matricialmente, tem-se:

Y1
’7,2 -1
Yove om0 | (X'X) T vy
[ Yo
¥
v | T1 1
:[717’72a""7m] )\7171’)\727%--~
[ Yo
1/A1 0 0
=[5 Yml | 0O 00
1
i 0 0 /)\m

(e ]|
M A\ :

o
Y
Yml |
| Y
1
3
¥
Yy
Ym |
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Essa matriz possui «y; como autovetores, pois,

o
v
EE et | B G2
[ ¥ |
e
v
]| |7 |
[ Yo |
o
Y1 Y2 Ym 1 _1
_{M,M,...,AJ =
_O_

~ m
e, portanto, a varidncia total de Bpcgr € > Ai
i=1""
Para o caso em que cov (Y) = X, o estimador de menor variancia é dado

pelo estimador de Gauss-Markov (PEREIRA, 2013):

Bev =(X'=7'X)TX'S Y

XBoy =X (X'E71X) T X'SY.

Assim, Y é dado pela projecdode Y, em que X(X’ 271X) X'y 1¢éo projetor.

No caso usual, em que cov (Y) = 021, as projecdes nos subespagos W,
que definem BPCR’m sdo ortogonais, e quando m = p, BPCR = BOLS. Por-
tanto, no caso cov (Y) = X, é natural utilizar a mesma proje¢do. O projetor

_ 1 1 e . 2
X(X’ by 1X) X’'>~1 ¢ idempotente, mas ndo é simétrico, logo, ndo é um pro-
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jetor ortogonal. No entanto, em relagdo ao produto interno ((x,y)) = x’Xly,
esse projetor € simétrico. Assim, o projetor X(X’ EilX)_lX’ 1 ¢ ortogonal
em relagdo ao produto interno ((x,y)) = x'E~ly.

Deseja-se entdo, maximizar a varidncia da projecdo de Y na direcdo de

X 3, isto é, maximizar var (((X3,Y))), restritoa 33 = 1 :

var ((X3)’ Z_IY) =var (ﬂ'X’E_lY)
=B'X'S " eov (Y) 271X
=4X's"'zx"'Xg3

=3'X's"'X3.
Sejam ~; autovetores de X'X !X :
X'SX () =M e v = L
Os vetores Xy; sdo ortogonais, pois
(X5, X)) = (Xyy) B Xy = 4 X8 X,
=i (A1) = Ay = 0.

Definindo o subespaco Wy, = span {X~v;, Xv9, X7v3, ..., XV}, tem-

Se:

XBPCR,m = Py, Y,

em que Py, é a proje¢do ortogonal, em relagdo ao produto interno ((, )), no
subespaco gerado por Xy, Xvy, X¥3, vy XV -

Da mesma forma, como feito para o caso em que cov (Y) = oI, obtém-
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se:

Como =y, = XT'y,, segue que

' X'sly

m

~ ’ -1
XBpcrm =XTm (rmx’z—lxrm) r

’

=XT,, (T, X'27'XT,) T, (x'3UX) (X21X) XSy

m

’

—XT, (r;nx’zflxrm)_lrm (X'S71X) Baar.
Logo,

Brcrm = Tm (r’mx’z—lxrm) . (X'S7X) Bear.
Observe que, se m = p, I, € uma matriz p X p ortogonal. Assim:

a / -1, N
Bren, =Ty (TpX'Z7IXT, ) T, (X'=7'X) fay
=T,(T,)  (X'=1X) (r;)flr; (X'S'X) Beu

:/BGM-
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4.3 Regressao por Quadrados Minimos Parciais: uma abordagem geomé-

trica

4.3.1 PLS Populacional

Esta secdo tem como referéncia o artigo Helland (1990).

Seja uma situacdo em que se quer predizer uma varidvel aleatdria y a partir

de p varidveis aleatrias x1,- -+ ,Xp :
X 0 b'q 3 o
E = e cov = ,
y 0 y o' o}
X1 cov (x1,y)
emque,x= | ! |, o=cov(x,y)= : e X =cov(x).
Xp cov (Xp,y)

Uma pergunta interessante: Qual € o vetor n € RP que define a direcéo

X
de maior covariancia com a varidvel y? Isto é: se Z = , deseja-se o vetor n
y
em RP, ||n|| = 1, que, ao se projetar o vetor aleatério Z na dire¢éo de n, fornece a

maior covariancia com ey, 1 - Z = y. Tem-se, entdo, o problema de maximizacao

H‘l‘a)ﬁ cov (ept1-Z,n* - Z),em que n* = " . Utilizando o Teorema 1 sobre
nli=1 0
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vetores aleatérios, tem-se:

0 ¥ o
cov | epy1 - Z, " -Z :< , " >
0 1 o' o} 0
0 3n ,
- , — o'n = ||nll || cos 6 = ||o| cos 6
1 o'n

Para se ter covaridncia maxima, o angulo deve ser zero (cos 0 = 1). Logo,
1 deve estar na mesma direcdo de o. Assim, a direcdo que fornece a covariancia
mdxima é dada pelo préprio vetor de covariincias o. A projecdo de Z em o €
o'Z = o'x.

A ideia €, como uma primeira aproximacdo, substituir a varidvel aleat6-
ria de interesse y por um multiplo da varidvel aleatéria preditora o’'x. Usando
como critério de predi¢do o Erro Quadrético Médio (EQM), devemos minimizar a

expressdo E [(y -« (a’x))ﬂ :

E[(y—a(o'x))’]
= B[y?] - 20By (0')] + 0B [(o/x)?

—_ 2 / 2 /
= 0, — 2acov (y,0'x) + a*var (0'x)
Derivando e igualando a zero, obtém-se:

—2cov (y,0'x) + 2avar (o/'x) = 0

cov(y,0’'x)

Q= var(O'x)

Note que, a escala da varidvel y é diferente das escalas das varidveis x;, e
com esta ponderagdo pela var (6”x), este problema fica minimizado.

Assim, a varidvel que prediz y com menor erro quadritico médio € a va-
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cov(y,0'x)

ridvel var(o7x) @ X
Denominando q; = cov (y, =22 ) , tem-se:
a1 Y var(O'x) | :
o'x
cov (}’7 var(O”x))
lo
x —Z x
= cov [ epy1 - 7 var(0'x) .
yl L 0 | vy
o
_ X o var(O'x)
=\ €p+1, 9
o oy i 0 |
__oo _ _ogo _ oo
~ var(0'x) T O'cov(x)0 T o'Xo°
. - . . o’ .
Assim, a parte de y que ndo foi explicada por %a’ x, denominada
por f1, € dada por:
cov (y,0'x) , oo, oo ,
fi=y—-————0'x=y— —o0'x=y— X.

var (o/x) var (o/x) e

No sentido de se obter uma sequéncia de varidveis preditoras, considera-se

O'x

como primeira varidvel preditora de y, apenas a varidvel (@)

. Assim, o vetor

de correlagdes o = cov (x,y) , renomeado por wy, pode ser substituido pelo vetor

g'x

cov (X, m) . Denomina-se este vetor por:

cov(x1,0'x)
, var(O'x)
cov (x, 0'x) )
PL=———,5 =
var (o/x)
cov(xp,0'x)
var(O'x)
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A i-ésima coordenada do vetor p; € dada por:

Xi:ei~Z
o'x=(0,0)-Z

cov (x;,0'x) =cov (e; - Z,0 - Z)

Y o o Yo
- €y, - €y,
o’ a§ 0 oo
C

=1 =1
P
. o'x _ 1 R .
= cov (Xl, Var(O”x)) = =™ Z:l cov (xi, Xj) cov (Xj,¥).
J:
Ou ainda,

P

. o-/x _ . . COV(Xj ,y)

cov (X17 var(O”x)) = oV | Xi, Z Xj var(O'x)

M@EM@

1%
cov(x;,y COV\ Xj,y
cov <X1,Xj var((oﬂ’)g) = Zl var((of'xg cov (xi,Xj)
J:

COV(Xi7X') o 1
Var(O";) gj = var(0'x) (20)1'

1

.
I

o
Logo, p1 = var(O'x) "
A componente de x perpendicular ao vetor o ndo foi utilizada na predi¢io

de y. Deve-se entdo, encontrar « tal que x — ap; seja perpendicular a o :

(o, x —apy) = (o,x) —a(o,p1)

:><a,x>—a<a',%>:0

= (o,x) — ai\g;%,‘i) =0
=o0x—a=0

= a=o0o'x.
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Desta forma, denominando t; = o'x, tem-se o vetor e; = X — t1p1,

t1

e Lo. Note que, a preditora de y pode ser reescrita como war(t)

€

/ ) Yo .
var(O'x)
O processo agora é repetido, substituindo-se y por sua parte ndo explicada
f1 e x por sua componente ainda néo utilizada e;. A direcdo de maior covarincia

entre f; e os vetores aleatérios no subespago perpendicular a o, é dada pelo vetor

W29 !
oo ,
wa = cov (e1,f;) =cov | e,y — ———0ox
var (o'x)
/
1
=cov (ey,y) — 79 cov (e1,0'x) =7 cov (e1,y)

var (o/x)

= cov (x — p1t1,y) = cov (X,y) — cov (p1t1,y)

:a—plcov(a’x y):a— bald oo
’ o'So '
Definindo to = e;’wo, a varidvel preditora de f; serd —t2__ Calculando-

var(te)

se a covariancia entre f; e seu preditor %, temos a grandeza 2, dada por

var

cov (fl, tg)

R (t2)

Desta forma, a parte ndo explicada de f; serd dada por fo = f; — qats.

Define-se agora, o vetor dado pela covariancia entre o vetor aleatério e e

a variavel preditora de f7, ﬁfm), denominado p2 :

cov (eq,t2)
Py = —— -
var (t2)

Novamente, a componente do vetor e; que ndo foi utilizada para explicar



f1 serd dada pelo vetor es = e; — pato.
Resumindo:

Paraa = 1:

w1 =cov (X,y) =0
t1 = x’wl =o'x
t1 o'x Yo
=cov | x =cov | x =
p1 " var (t1) " var (o/x) o'Yo

t1 o'x oo
= cov = cov
a Y Var (t1) Y Var (o'x) o'Yo

Yo ,
elzx—pltlzx—alzaax
oo |,
f1=y—q1t1=y—a,zadx

Para a = 2:

/ /
oo oo
ty =e;'wy =%/ <0' — EU) =x'o— ; x' Yo

o'Yo o'Yo
lol? 5, \ o]
var (t2) = | o — 0_/20_20' Y|(o—- 0-’20-20
Yo ,
wo = cov (e1,f]) =0 — 0_,20_0' o
_cov (e, ta)  cov(x,ta)
P2 = ar (ta)  var(t2)
!/ /
= cov <x,x’0' - UO/-;UX’20-> =Y0o — 0_0/;0_ o
cov (fl,tg)
Q=77
var (t2)

ey = e; — pato

fo =f1 — qato

79
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Um algoritmo para a predicao da varidvel aleatéria de interesse y, em ter-
mos das covariaveis fica, entdo, definido.

Algoritmo para o PLS Populacional (HELLAND, 1990):

1. Defina os valores iniciais para x residual (e,) e y residual (f,) :

€) = X — MUy

fo=y—uy

Paraa = 1,2, -- , execute os passos (2) — (4) abaixo:

2. Introduza scores t como combinagdes lineares do x residual a partir do tl-
timo passo; para fazer os scores mais relacionados com y, use covariancias

com y residual como coeficiente/pesos (w) :

Wq = COV (ea—h fa—l)

!/
ta = €4-1 Wq

3. Determine x loadings (p,) e y loading (q,) por quadrados minimos:

cov (€41, tq)
“ var (tq)
cov (fa—1,tq)

R — (ta)

4. Encontre novos residuos:

€4 = €g—1 — pata

fa = la—1 — Qata



81

Deve-se observar que os vetores wi, Wa, - - - Wa € P1, P2, - - - PA S30 veto-
res populacionais. Além disso, q, sdo grandezas populacionais, isto €, fixada uma
determinada populagdo, os nimeros g, ficam determinados. Portanto, as grande-
zas aleatérias sdo os vetores €4, 0s pesos t, € as varidveis f,. Duas iteracdes do

algoritmo estdo descritas na Figura 20.

Figura 20 Representagcdo geomética do algoritmo PLS Populacional com duas ite-
racoes

Da construcdo geométrica do algoritmo, seguem os seguintes fatos funda-

mentais:

1. Os vetores wi, Wa, - - - W s30 ortogonais.

2. As varidveis aleatorias tq,to,---ta s@o nido correlacionadas. Para o caso

em que X = I, este fato segue diretamente da constru¢do geométrica, pois
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as varidveis ty, ta, - - - t o s@o obtidas por projecdes nos vetores wj, que sao

ortogonais.

3. O vetor aleatério e, € ndo correlacionado a varidvel t,, pois t, é obtida por
uma projecdo em w, e o vetor e, € perpendicular ao vetor w,. De fato,
temos mais do que isso: como e, ¢ perpendicular a w,, por construgdo,
e w, ¢ perpendicular a wi, wa, - - - W,_1, temos que e, é perpendicular a
todos eles, wi, wa, - - - Wg, implicando entio, que e, € ndo correlacionado as
variaveis tq, to, - - - t,. Da mesma forma, este resultado segue da construcéo

geométrica se 3 = 1.

Estas propriedades podem ser demonstradas algebricamente (HOSKUL-
DSSON, 1988).

As propriedades 2 e 3 permitem as seguintes simplificacdes no algoritmo:

Logo, w, = cov (eq—1,fq—1) = cov (eq—1,y) .
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[ ]
cov (€4—1,ta) = cov (€4—2 — Pa—1ta—1,ta)
= cov (ea—Q) ta) — Cov (ta—h ta) Pa-1
.2
= cov (ea—27 ta) = cov (ea—3 — Pa—2ta—2, ta)
= cov (ea—?n ta) — cov (ta—2’ ta) Pa-2
22 cov (ea—3,tq) = -+ = cov (x,tq4)
_ cov(eq—1,ta) _ cov(x,ta)
Logo, Pa = Var(t:)  var(te)
[

cov (fa—1,ta) = cov (fa—2 — da—1ta—1,t)

= cov (fg—2,ta) — Qa—1€0V (ta—1,t4)
fo—2,ta) = cov (fa—3 — da—2ta—2,ta)
= cov (fg—3,t4) — qa—2c0V (ta—2,tq)

= cov (fy_3,t) = -+ = cov (y,tq)

cov(fa—1,ta) _ cov(y,ta)
var(tq) — var(te) °

Logo, qq =

Portanto, e,_1 pode ser substituido por x na definicdo de p,, e f,—1 pode
ser substituido por y nas defini¢cdes de w, € g4, nos passos 2 e 3 do algoritmo.

Assim, tem-se que o algoritmo fica da forma:

€) =X — [y
fo=y—uy

/
ta = €q-1 Wq
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W, = cov (€4-1,Y)

cov (X, tq)

“~ Var (ta)

_ cov (y,ta)
7 var (t,)

€y = €g—1 — pata

fa = lg—1 — qg,ta-

Apesar do algoritmo nessa versao ser mais simples, como o objetivo € a
motivacdo para se obter o algoritmo para o caso amostral, a primeira versido € a
mais util.

No passo A do algoritmo, obtemos a representaco:

pit1 + p2t2 + psts + - - - + pata
=(ep—e1)+(e1—e2)+(ea—e3)+---+(ea_1 —ea)

=e)—ep = (X — ty) —ea,

logo, x = pty + p1t1 + -+ - + pata +ea.

qi1t1 + qate +qsts + - +qata
=(fo—1fi)+ (1 —fo)+(fa—1f3)+ -+ (fa_1 —fa)

=fo —fa = (y — py) — fa,

logo, y = py +qit1 +-- -+ qata +fa.

Temos entdo, um preditor para a varidvel resposta y, dado por

YA,PLS = fy +q1t1 + - -qgata.

Este preditor é, de fato, um preditor linear, pois utilizando a segunda versdo do



algoritmo, tem-se:

yA,PLS = Ny + ﬁA,PLS (X - I‘LX)

em que (HELLAND, 1990),
-1
BA,PLS = WA (WA/EWA) WA,O'.
Explicitando essas matrizes:

Wa = [wi,...,Wa]

Z(VVA) :E[Wl,...,WA] = [2w1,...,ZwA}

Wll W1/2W1
/ .
WA'XWH = : [Ewi,...,Xwy] =
wp' wa'3Swy
Casos particulares:

wi'Swp

wa'Swp
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1° Caso: Se wi'Xwj = 0, Vi # j, temos uma matriz diagonal e poderemos

calcular a inversa:

[ 1
w1’/ 2wy 0
1 0 3
— /E
(WA'SW,) ' = w2
0 0
W1 W1 O
WAIO' - . o =
! !
WA wp'o
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wi'o
W1/2W1
-1
(WA'SW,) Wa'o =
wa'O
WAIZWA
wi'O
w1'2w1
/ -1 / .
WA (WA'SWA) '"Wa'le = [wy,...,wal
wa'O
WA’EWA

wi'o S wp'o
=||l—=— W1+ — | wa|.
w1’ 2wy ! waA'Xwa A
2° Caso: Se o nimero de passos A do algoritmo € igual an, A =n, a

matriz W 5 é quadrada e inversivel, assim,

BarLs = Wa(WA'EW,A) " "Wy'o,

BupLs = WAWAilzil(WA/)_IWA/U =>"lg,

X
que é o mesmo coeficiente do melhor preditor linear, no caso em que tem
y
distribuicado Normal.
3° Caso: O preditor para apenas 1 passo, fica da forma:
< et v = +IIGH2/_ +||0'H2/(_)
APLS = MUy T q1l1 = Uy O_,EO_XO' = by 0_,20_0' X — ).



4.3.2 PLS Amostral

Esta se¢do tem como referéncia o artigo Hoskuldsson (1988).
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Sejam duas matrizes X,,x € Yy xk, centradas na média, em que p € o

nimero de covaridveis, k o nimero de varidveis respostas e n o nimero de obser-

vagdes (repeticdes):

X11  X12
X21 X22

X:
L Xn1 Xn2

le

X2p

Xnp

Y11

Y21

Yn1

Y12 - Yik
Y22 -+ Yok
Yn2 - Ynk

A matriz de covariancias amostrais, a menos de uma constante, é dada por

X'Y :

X11

X12

X1p

X21

X22

X2p

cov (x1,y1)

cov (x2,y1)

cov (Xp,y1)

Xn1

Xn2

cov (x1,y2)

cov (x2,y2)

cov (xp,y2)

Y11

Yya1

Yni1

Y12 -+ Vik
Y22 -+ Yok
Yn2 - Ynk

cov (X1,¥yx)

cov (X2ayk)

cov (Xp,yk) |

Observe que as colunas da matriz XY, a menos de uma constante, esti-

mam os vetores o = cov (X, Yj)comj=1,...,k.
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4.3.2.1 Componentes com covaridncia maxima

Considere dois componentes f e g definidos pelas colunas das matrizes X

eY:
f=Xd, |d|=1
g=Ye, |e||=1.
Note que,
X111 X12 - Xip dy X11 X1ip
X21 X22 ' X2p do X21 X2p
f=Xd= =d; +--4dp ,
Xn1 Xn2 Xnp dp Xn1 Xnp

logo, f = Xd € uma combinag@o linear das colunas de X, isto é, é um vetor
definido como uma média ponderada das realizacdes de todas as covaridveis. Da
mesma forma, g = Ye € uma combinagdo linear das colunas de Y.

A covaridncia amostral entre os dois componentes é dada por:

f'g

cov (fv g) - T

Uma boa escolha para f e g serd aquela que fornecer covariancia maxima.
Aqui, a covariancia deve ser maxima em valor absoluto, visto que a covariancia

pode ser positiva ou negativa.

Para obter os vetores que realizam essa maximizacdo da covariancia, é
necessario fazer a decomposicdo em valores singulares (Apéndice B) da matriz de
covariancias amostrais X'Y. Para tal, considere XY como uma transformagio

linear de R¥ em RP, k < p. Existe uma base {vi,va,..., vk} em R, e uma base
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{z1,22,...,2p} em RP, ambas ortonormais, tais que X'Y (v;) = a;z;, sendo a

ordem dos vetores nas bases definida por a% > a% > > ai, conforme mostra a
k
Figura 21. Desta forma, tem-se a igualdade de matrizes X'Y = Y a;z;vi’, pois
i=1

k k k
<Z aizivi’> (Vj) = Z (aizivi’) (Vj) = Z (aizi) (Vi,Vj) = CLij = X,Y (Vj) .

i=1 i=1

Rn

Figura 21 Representagio de XY como uma transformacio linear de R¥ em RP

O problema da maximizagdo, max (f'g), ||d|| = |le| = 1, pode ser

colocado da forma:
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max (f'g) = max ((Xd)' (Ye)) = max (d'X"Ye)

= max (d' (X'Y) e) = max ( (Z @V ) )
— max (f: a; (d (z:v7) e)) — max (Ek: a; (d'z) (Vi'e)>.

i=1 i=1

Assim, os vetores d e e que realizam essa maximizagdo sio os vetores

d =z; ee = vy, pois,

Demonstragdo. Objetiva-se maximizar (ou minimizar) a expressao:

max ((Xd)' (Ye)) = max (d' (X'Y) e)

K
= max (d’ (Z aizivg> e)
i=1

/

k k k
= max (Z dej> (Z aiziv;> (Z esvs>
j=1 i=1 s=1

’ !
= max E djaieszj (zivi> Vg

Jhl,s

= maxz djaies <z zl) (v VS>

jsi,s

= maXZd aie; <z z1> (V vl)
= max E diaiei
ldll=llell=1 =
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Assim, obtém-se a funcdo lagrangiana com duas restricdes,

d|| = [le]l
=1:

H(dp,... dier,... e 0) = > diaei+A (Zd?1> +a (Ze?1>.

De onde segue o sistema de equacgdes:

% = ajej + 2)\dj =0
91 — 41d) 4 20y = 0

a1
Ydi=1

Ze?zl

Multiplicando a 1* equagdo por d; e a 2% equagdo por e;, tem-se:

djajej + 2)\dj2 =0

eja;d; + 2ozej2 =0

Igualando as duas equagdes, segue que:
)\dJ-Q:ae?:>/\Zd?:a2ej2:>>\:a:>dj:|ej\.

Assim, volta-se ao problema da maximizagdo, mas agora com apenas uma
restri¢do:

max a;d?.
l[df=1

Dada a fungdo lagrangiana:

H(dy,...,di, ) = adi+) (Zd?—1> :
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segue que

OH

Logo, ajd; = Ad;.

Supondo todos os a; diferentes entre si, a; # aj para i # j, a solugdo
consiste em todos os d; serem zero, exceto um deles que deve ser 1, pois ||d|| = 1.
Assim, 0 mdximo ocorre para i = 1, pois a; € maior que os outros. Logo,

d (XY —
o (d(XY)e) =a

O]

Portanto, foram obtidos os vetores de correlacio maxima f = Xz e g =
Yv;. O algoritmo PLS € justamente um processo iterativo para se obter outros
pares de componentes que também maximizam a covariancia com mais restricdes

(em ordem decrescente de magnitude).

4.3.2.2 O algoritmo PLS Multivariado

No sentido de melhor explicar os passos do algoritmo, seu desenvolvi-
mento serd paralelamente relacionado ao algoritmo PLS Populacional, anterior-
mente descrito. Com o objetivo de simplificar a notagdo, todo vetor da forma _7-
receberd o mesmo nome a.

O algoritmo inicia-se da seguinte forma: tome o vetor u como a primeira

X

u . /u 7
esejaw = .. Logo, w é

u’u

coluna da matriz de respostas Y, isto é, y;. Faca

uma combinagao linear das linhas da matriz X, ou seja, € um vetor de covariancias
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amostrais entre a primeira varidvel resposta e as covaridveis:

X11 X21 trt Xnl yi1
, X12 X22 " Xp2 y21
w=Xu=
L Xip X2p r Xop | | Yol |
X11 Xn1 cov (x1,y1)
X12 X2 cov (x2,y1)
=Yy1u ) + -+ Va1 ) =
L Xip | | Xnp | | cov (Xp,y1) ]
’ .
Observe que w = )é,l‘l‘ é o equivalente amostral do vetor wi = o =

cov (x,y), no algoritmo PLS populacional univariado, com y = yj.

Normalize w e sejat = Xw :

- p -
. > X150V (Xi,y1)
X11 X112 - Xip cov (X1,y1) 1;1
X21 X22 -+ X2p cov (Xg,yl) Z X2iC6V (Xiayl)
t = XW = . . . . = 1:1
Xn1 Xn2 - Xnp cov (Xp7y1) > O
Z XniCoVv (Xh}’l)
L i=1 _

Veja que, a i-€sima entrada de t corresponde a uma estimativa da varidvel

t = O'/X = (COV (x,y))/x, comy =yi.
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: _Y't .
Em seguida, faga ¢ = ¢ :

- p _
i 1] 22 xwicdv (xi,y1)
Y11 Y21 Yn1 i=1
p
c =Yt = Y12 Y22 Vn2 i:leziCOV (xi,51)
p
B YIk Y2k ka | Z XﬂiCéV (Xi,yl)
L i=1 ]

Yj1Xicov (Xi,y1)

-
Mo

<
I

-
-
I

_

-
e

|
o
[
o
c
[
N

YioXjicov (Xi,y1)

=

o
Il

—
o
I

—

VikXjicov (xi,¥1)

Fazendo correspondéncia com o PLS populacional, a i-ésima entrada do

vetor ¢ é uma estimativa do pardmetro q; = cov (y,o'x) = cov (y,t1), com

y=J¥1

Normalize ce tome u = Yc :

- n
r - | 22 D viixgicov (xi,y1)
Y11 Vi2 Vik j?—lli?)l
Vo1 Y22 Yok > D VieXjicov (Xi,y1)
u=Yc= j=1li=1
n p
L Yl Yn2 Yok 11373 yiexjicov (xi,y1)
| j=1i=1
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N
-
M=

Y11YJ1XJICOV (Xn}’1)

X
I
o
[
L
o
[
L

N
-
M=

y21YJ1XJ1COV (Xn}’1)

X
I
o
[
L
o
[
L

YHIYJ1XJ1C0V (Xu}’1)

Nl
M-
M=

T
—_
I
—_

o
Il
i
.
Il
—
L

Este vetor ndo tem uma interpretacdo em termos do PLS populacional.

Nesta etapa, o algoritmo define um loop obtendo sequéncias de veto-
resu, = YY'XX'u,-1,¢p = YXX'Ye o1, t, = XX'YY't,_1 e w, =
X'YY'Xw,_1.Essas sequéncias sdo convergentes em razio de uma série de pro-

priedades de dlgebra linear, relativas ao diagrama da Figura 22.

Figura 22 Representagdo geométrica das sequéncias de vetores u, = Y'Y’
XX'uy 1, ¢n = YXX'Yeu 1, tn = XX'YY't, 1 e wy, =
X'YY'Xwy,_1
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Observe que:

i=1j=1

k k k k k
/ / . / / . / / . 2 !/
XYY X = (E 1aizivi> (E 1ajvjzj> => > aiGjZiV;VjZ; = E lai ZiZ; .
1= = 1=

A partir dessa decomposigdo, os autovalores de X'YY'X sdo af > a3 >

cee 2 alz(, com respectivos autovetores z1, Zo, . . . , Zi, pOis:
k
/ / _ 20 0 0 2,
X'YY'X (z;) = E a; 2i2;Zj = a; 7.
i=1

e Asmatrizes X'YY'X, YY'XX', YXX'Y ¢ XX"YY’ possuem os mes-

mos autovalores, pois:

se r é um autovetor da matriz X'Y'Y'X, entdio
XX'YY' (Xr) =X (X'YY'X)r =X (Ar) = A (Xr).
Se r é um autovetor da matriz XX'YY’, entdo
Y'XX'Y (Y’r) =Y’ (XX’YY’) r=Y (\r) =\ (Y’r) .
Se r é um autovetor da matriz Y’XX'Y, entdo
YY'XX'(Yr)=Y (Y'XX’Y) r=Y (Ar) = X (Yr).

Portanto, o maior autovalor para todas as matrizes é dado por a?.

e Aplicando o método das poténcias (Apéndice C) para o calculo do autove-
tor relativo ao maior autovalor as sequéncias u, = YY'XX'u,_1, ¢, =

Y'XX'Yeu1, tn = XX'YY'th_1, e wy = X'YY'XW,_1, obtém-se
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os vetores limites das sequéncias u = limu,, ¢ = limcy, t = limt, e

w = lim w,. Assim:

YY'XX'u = afu
Y'XX'Yc = alc
XX'YY't = a3t

X'YY'Xw = alw.

Ocorrendo a convergéncia pela aplicacdo de algum critério de parada, fi-
cam definidos os vetores w e c, relativos ao maior autovalor a?. Pelo problema
de maximizacdo das componentes com maior covariancia, os vetores relativos ao
maior autovalor sdo dados explicitamente a partir da decomposi¢cdo em valores
singulares X'Y, isto é, w = z1 € ¢ = v;. Portanto, as componentes com maior
covariancia sdo dadas port = Xweu = Yc.

O préximo passo do algoritmo € definido por: primeiramente se calcula a

u’t

covariancia amostral entre as componentes t = Xw e u = Yc, dadaporb = 7.

Como o vetor t é a combinacio linear das colunas de X que possue maior
covariancia com uma combinacdo linear das colunas de Y, a ideia agora € obter
uma nova matriz X de tal forma que as colunas desta nova matriz X sejam orto-
gonais ao vetor t. A projecao ortogonal no subespago ortogonal ao vetor t é dada

tt/

por I — 7. Veja:

tt’ tt’ tt’  tt’ tt'tt tt’
I- ) (1- ) =1-— - 4 = 1
t't t't t't t't t't t't



98

Portanto, a nova matriz X € dada por:

’
- %) x
t't

Assim,
tt’ tt’ t'X
I-— | X=X-—X=X-t =X —tp/,
t't t't t't
emque p = )t(,/tt

O vetor p representa o vetor de covaridncias amostrais entre as covaridveis
dadas pelas colunas de X e o vetor de estimativas das varidveis preditoras t, e a
nova matriz X representa as componentes das covaridveis que ndo foram utilizadas
na predi¢do, sendo denominada matriz residual e que serd utilizada na préxima
iteracdo do algoritmo.

Uma construgdo semelhante € feita para a matriz Y. O melhor preditor

Y1 cov (t,y1)
e y2 |, cov (t,y2) ’
das varidveis respostas y = é o vetor cov (t,y) = ) , que é
Yk cov (t7 yk)
estimado pelo vetor ¢, em que,
— , —_ — —_ — Ylt —_
Y, t vt
!
Yot
Y/t YIQ t2 t’2t
o =g T | : N
' Yt
Y t k
L Tk e L Lottt Jya
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Segue que,
_ . -
o | 2 Yit Yot Y, t _ Y’ltt Yot YI(tt
: t't Tttt t't Tttt
1xk nxk
tn
o - nx1

As colunas da matriz tc’ representam a parte que o vetor t explica de Y.
Tem-se, portanto, duas fontes de explicagdo da varidvel Y, a saber, a parte de t
que explica u, que é uma combinacdo linear das colunas de Y, e a parte de t que
explica Y. Portanto, a quantidade de informacao que o vetor t tem do vetor u e
dos vetores coluna da matriz Y € obtida pelo produto b%.

Assim, ponderando a quantidade de informacéo pelo produto, a parte ndo

explicada de Y € a nova matriz Y, dada pela diferenca:

Y/
Y — bt tY =Y — btc'.
t't

Obtidas as novas matrizes X e Y, o processo é repetido, ficando o algo-

ritmo da forma:

Algoritmo para o PLS Amostral (HOSKULDSSON, 1988):

1. Seja u a primeira coluna de Y

_ X'u
2. W= ou

3. Normalize w

4. t = Xw
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6. Normalize c
7. u=Yc

8. Se houver convergéncia va para o passo 9, caso contrério, volte ao passo 2

9. X-loadings: p = )t(,/tt
: oy — Y'u
10. Y-loadings: q = 7]

= L1 ut
11. Regressdo (u sobre t): b = &¥

12. Matrizes Residuais: X + X —tp’e Y <+ Y — btc’

Realizadas A iteracdes deste algoritmo, obtém-se os vetores:

Wi, W2,..., W4,
t17t2,... 7tA7
C1,C2,...,CA,
ug,uz,...,U,,
P1,P2,.-.,PA.

e E importante observar que da construc¢do do algoritmo segue que a sequén-
cia dos vetores de componentes ti,t2,...,ts, formam uma sequéncia de

vetores ortogonais.

e Os vetores w1, Wo, ..., Wy, s80 vetores mutuamente ortogonais.



Demonstracdo. Do algoritmo, sabe-se que:
t1t]
Xp=T-71)%
tt)

tot. tot.
Xy=[T-22)X,= 122 (1
t)to t)to
ti_qt:
X, = (1- 270 x
£ 1t

tgfltj—l tJ{*QtJ‘_2

Assim, parai < j, tem-se:

tit.
X;=Z(I-)X;,
tit;

/
em que Z é o produto de matrizes <I - tf‘tk) ,k

De onde segue que, parai < j :

ili

tit; t;t!
Xjwi =Z | Xi — =X | wi = Z | Xyw; — o+
£t £t

i Ui

(I_

i Ui

tit:
:Z<ti—,lti> :Z(ti—ti)zo.
t.t

Sabendo que X;YjYJTXjo = ajwj, obtém-se:

W;

a;

/w:<&%ﬁ&%> ~ wX(YY (X,

a;

i

101
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w XYY
— (Xjwi) =0
O
e Os vetores w; sd0 ortogonais aos vetores pj, para i < j.
Demonstracado.
X't t t:
/ ’ J J ! ’ .] / .]
WiPj = W; t't = W1XJ t't = (XJWI) t't =0
! i it
O
e A sequéncia de vetores p1, po, - - -, PA, também é uma sequéncia de vetores
ortogonais.

4.3.2.3 Regressao em PLS

Uma das questdes mais importantes em andlise de regressdo € reduzir o
nimero de varidveis independentes. Uma situagao tipica em que € vantajosa a se-
lecdo de varidveis € que a varidncia dos coeficientes de regressdo aumenta quando
novas variaveis sio introduzidas no modelo (HOSKULDSSON, 1988). A regres-
sdo PLS pode ser vista como um bom método de andlise de regressdo porque os
componentes sio selecionados de modo que eles descrevem as varidveis respos-
tas. A principal caracteristica € que o método PLS ¢é capaz de reduzir o nimero
de varidveis, em termos de componentes, durante o processo de estimagdo. Vamos

considerar aqui, a regressao via método PLS.
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Um modelo de regressdo linear pode ser escrito como:

Yoxk = anpﬁpxk + €nxk;

em que 3 € o vetor dos coeficientes de regressdo, X é a matriz do delineamento e
e ¢ a matriz residual.
Sendo obtidos os vetores tq,ts,...,ta, em A iteracdes, a matriz do deli-

neamento X pode ser decomposta da forma

A
/
Xn><p = Ztipi + X0>
i=1
onde X € a matriz residual do processo.
Note que se o nimero de iteracdes A € igual ao posto de X, entdo X = 0.

Desprezando a matriz residual X, tem-se
A
/ I
Xn><p = Ztipi = TnXAPAXp
i=1

com Tyxa = (ti,t2,...,ta) em que t; é a i-ésima coluna de T e Py n =
(P1,P2,---,PA) em que p; é a i-ésima coluna de P.
Como os vetores p; sdo ortonormais, multiplica-se a igualdade X, =

TDXAP/AXp por P, A, obtendo

/
XnxpPpxa = THXAPAXpPpXA = Thxalaxa = Toxa.

Observe que P é uma inversa generalizada a direita de P’. De fato, qualquer in-

versa generalizada poderia ser utilizada (JONG, 1993).
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Assim, T = XP, e a equacdo de regressiao pode ser escrita como

!
Yoxk = XHXpPpXAPAXpoXk + enxk = TnXA(BPLS,A)AXk + €nxk,

com T a nova matriz de covaridveis, denominada matriz de componentes PLS, e
BpLs.a = P’'B a nova matriz de pardmetros de regressdo, denominada matriz de
parametros PLS.

Com os novos pardmetros PLS, temos um problema de regressio usual,
porém, agora, com o nimero de pardmetros muito menor que o problema original.
O vetor de parAmetros, Bpyg A, € estimado pelo método dos quadrados minimos,
isto é,

- (r'm)

-1 ’
AXATAXnYnXk' (5)

(BPLS,A)

Axk

Obtidas as estimativas dos coeficientes de regressdo, a equacdo de predi-
cdo para novos valores xg das covaridveis, retornando as varidveis originais nio

centradas, fica da forma:

y =ty = (t — f1,) Bprsa = (X0 — i) PBprsa- (6)
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4.3.3 Uma alternativa ao algoritmo PLS

Esta secdo tem como referéncias os artigos Garthwaite (1994) e Phatak e
Jong (1997), e serd utilizada a mesma notacdo. A descricao deste algoritmo & feita
para apenas uma resposta, k = 1.

Como anteriormente exposto, a matriz de covaridveis X, p,, € considerada
como uma transformacgdo do espago dos parametros RP no espaco dos dados R",

e o vetor da varidvel resposta é Y1, conforme Figura 23.

R® A R® A

Xp

ImX

Figura 23 Representa¢do da matriz de covaridveis X,,»;, como uma transformacao
do espaco de parametros RP no espaco dos dados R"

A matriz X aplicada ao vetor candnico e; = (0, ...,0, 1,0, ...,0) tem como
imagem a i-ésima coluna de X, denotada por X; (Figura 24).

Como € usual, utilizam-se variaveis centradas na média:
U1 =Y-Ye Vlj:Xj—Xj para J = 1, .., b,

sendo Y' = (¥,7,...,5) e 1’ = (1,1,...,1)’, vetores linha n-dimensionais. Ob-

serve, como na Figura 25, que os vetores Y — Y e X;—X sdo ortogonais ao
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Figura 24 Representagdo das colunas de X como imagem dos vetores candnicos
€i

subespaco gerado pelo vetor 1.

Figura 25 Representagdo das varidveis centradas através da projecdo ortogonal no
subespaco gerado pelo vetor 1
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A ideia € regredir o vetor Uy em cada um dos vetores Vy; (Figuras 26 e

27). Tal procedimento é uma forma de medir o quanto de informacdo o vetor da

!
., . U, Vy;
covaridvel X explica o vetor de dados, obtendo-se o vetor Uy; = — 1 Vij.

Vij Vij

U

j

v

Figura 27 Proje¢do ortogonal do vetor U; em cada um dos vetores Vy;

Uma maneira de se coletarem todas estas informagdes sobre o vetor de

dados € através de uma média ponderada dos vetores Uy, utilizando pesos apro-
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P
priadamente escolhidos, wi; > 0 e ) wij = 1, como na Figura 28.
j=1

P
T, =) wyUy. (7)
=1

Uma escolha usual para os pesos é a média simples, wi; = 1/p.

v

Figura 28 Construgdo do vetor T como média ponderada dos vetores Uy;

A quantidade de informagdo que T'; contém do vetor de dados U; é obtida
Uy
t)
definida pelo vetor de residuo Uy=U;—Pr, U;. Novamente, regride-se V1; em

!

pela regressao do vetor U; em Ty, P, U= :1t1. A parte ndo explicada é
1

v,.t1 ,
T, PT1V1j:ﬁt1, e toma-se os vetores de residuos Vo;=V1;—Pr, Vy;, que
1

sdo uma medida do quanto o vetor T'; nédo explica as covaridveis, conforme Figura
29.

Procede-se a regressdo do vetor Ug nos vetores Vy;, que sdo denotados

/

_ _ _U,yVy;

por UQj —PV2j UQ—ijVQj = V;.VQJ-
j

Vo (Figura 30).
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v

Figura 29 Construgdo dos vetores Us e Vg através da projecdo dos vetores U e
Vj, respectivamente, em T

Utilizando pesos woj, encontramos o vetor T'; fazendo a média ponderada
dos vetores Usy; (Figura 31).

Observe que, por construcdo, os vetores T; e T9 sdo ortogonais (Figura
32).

O procedimento pode ser repetido para a constru¢do de outros vetores
T3, Ty,..., Tp.

Suponha que T (i > 1) tenha sido construido a partir das varidveis Uj e
Vjjcom j =1, ..., p. Para obter o componente T, as variaveis V1) € Uy
devem ser determinadas. Com este propdsito, € feita uma regressao entre V; e T

e V(i41); fica definido por:
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\ \/7_7

=p

v

Figura 30 Construgdo dos vetores Up; como proje¢do do vetor U nos vetores
Vo
y

v

Figura 31 Construgdo do vetor T como média ponderada dos vetores Us;
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R A T,

v

Figura 32 Componentes ortogonais T e T2

/
. - v..t;
sendo t; o vetor de valores de T, v(;1); 0s residuos da regressdo e t? -, 0 coefi-

iVl
ciente da regressdo entre Vj; e T;.
!
. u. t; ~ P
De forma andloga, U(i+1):Ui—ﬁti € u(j41) sdo os residuos da regres-
sdo entre U; e T. Assim, a j-ésima regressao entre Uiy e V(i+1)j resulta num

coeficiente de regressio dado por:

b Wit1)V(i+1);]
=T
e V(it+1);V(E+1)j

Analogamente a equagdo 7, define-se T'(; ;1) como sendo:
Tii4)= D Weirn)Pi+15 Vi1
j=1

Os vetores T'1, T, ..., Ty, sdo ortogonais e, portanto, como vetores alea-
t6rios, sdo nio correlacionados (no caso em que cov(Y) = o?1).

Construidos os vetores T, To, ..., T}, fica definido na ImX, um subespa-



112

co m-dimensional, ImT. Projeta-se ortogonalmente o vetor Y no subespago ImT
obtendo-se YPLS = PintY. O processo de estimagdo do BPLS € o usual utili-
zando o método dos quadrados minimos, isto €, BPLS ¢ obtido como uma soluc¢do
particular, bem determinada, das equag¢des normais XBPLS = Pinr Y. Uma vez

obtida a estimativa BPLS, a equacdo de predicdo fica da forma:

t1
Y —¥ = BpLs
tm

Para obter a expressao matricial das equacdes normais que definem o ,C:}PLS
e também obter uma relagdo linear entre Bp; g € Bors. foi utilizada uma formali-
zacdo do método em termos de matrizes, isto &, transformacdes lineares.

Suponha que m componentes ti,to, ..., t,, tenham sido construidos. Con-
sidere a matriz T« , cujas colunas sdo definidas pelos vetores t;, T = [t1,t2, ...,
ty]. T define uma transformacéo linear do R™ para o R", tal que Te; = t;, con-
forme Figura 33.

A imagem de T, ImT, é um subespaco da imagem de X gerado pelos
vetores ty,to, ...t,,. Portanto, a projecdo ortogonal sobre a ImT, é dada pela matriz

T(T T)flT’ , € a projecdo do vetor de dados Y na ImT € dada por:

I8s = T (T Tw)  Thy, ®)

conforme Figura 34.

Seja o vetor r; definido como uma solug@o qualquer da equagdo Xr; = t;,
i=1,...,m. Da mesma forma, pode-se definir a matriz R}, cujas colunas sdo os
vetores rj , i=1,...,.m, Ry, = [r1,ro,...,rp]. Assim, Re; = r;.

Como Te; = t; e XRe; = ti, tem-se que Te; = XRe;. Logo, T = XR
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R™ A R" 4

ImT

Figura 33 Representagcdo geométrica dos componentes como imagem da transfor-
magcao linear T do R™ para o R*

R™ A R 4

¢ ImT

ImX

Figura 34 Projecdo do vetor de dados Y no subespaco ImT gerado pelos compo-
nentes

e obtém-se o diagrama comutativo da Figura 35.
A matriz T € claramente uma aplicagdo linear injetiva, pois, suas colu-
nas sio linearmente independentes. Assim, restrita a imagem de R, segue que X

também ¢ uma aplicac@o injetiva. Vetorialmente, InR N KerX = {0}.
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R? R" A

v

v

ImT

Figura 35 Representacdo geomética das transformacdes lineares T, R e X
Substituindo T por XR. e X'y por X'X B¢, na equacio (8), obtemos:
~m " ~gt R I~ A
F¥is = XRu (R, X'XRy ) R, X XBors.

Observe que a substituigdo de X'y por X’ XBOLS ¢ verdadeira em relacdo
a qualquer BOLS escolhido.
Utilizando o fato de X ser injetiva quando restrita a imagem de R, temos

que BPLS estd bem definido e é dado por:
N , -1_, N
Brrs = R (RLX'XRy ) Ry X'XBors. )

A escolha particular dos vetores rj, ndo afeta a estimativa de Bpyg, pois
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se A é uma transformacéo linear inversivel, A : R™ — R™, a mudanga de co-
ordenadas R = RA § tal que, substituindo na equagdo (9), é obtida a mesma

estimativa:

Biis = R (RLXXR,) R, X'XBors
— R,A (A’R;HX’XRmA) AR, X' XBoLs
—RuA(A)" (R;HX’XRm> T(A)ARL X X BoLs

’ 1 ’ ~
— R, (RmX’XRm) R, X'XBoLs.

Este fato reflete que apenas o subespaco gerado pelos vetores r; € impor-
tante, e ndo uma escolha particular da base.
E possivel obter uma relagio linear entre BPLS e BOLS que possui uma

interpretacdo geométrica muito interessante. Observe que:

<Rm (RLHX’XRm) _IR;HX’X> <Rm (RLHX’XRm) _1R;HX’X>
~ R, (R;ﬂX’XRm) o (R;IX’XRm) (R;ﬂX’XRm) TRLXX
~ R, (R;DX’XRm) IR, XX

! 71 !
~ R, (RmX’XRm) R, X'X.

Logo, essa transformacdo é um projetor. Como ela nio é simétrica, esse projetor
nio é um projetor ortogonal e, sim, um projetor obliquo, portanto, como todo
projetor, a projecao se dd ao longo do kernel (Figura 36).

Como as matrizes R e X'X sdo injetivas, R;HX’ XRj, € inversivel e essas

transformacdes ndo t€m kernel, portanto, o kernel da transformacao

/ -1 /
R., (RmX’XRm) R, X'X,
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Figura 36 Vetor BPLS como proje¢do obliqua do vetor BOLS

¢ exatamente o kernel de R;n. Note também que, o kernel de X estd contido no

kernel de R, X'X.

4.4 Determinacao do niimero 6timo de componentes (variaveis latentes)

Um fator fundamental na utilizacdo do PLS € a escolha do nimero 6timo
de componentes a serem utilizados no modelo. Nio existe uma regra formal para
determinar esse ndimero, porém, na literatura, um critério de decisdo utilizado
para a metodologia PCR € adotar uma percentagem da variacio total explicada
que se deseja obter e usar o nimero de componentes que atinja esse valor pré-
determinado. Essa abordagem empirica vem sendo usada na prética, geralmente
fixando uma porcentagem de 70% (AZEVEDQO, 2012). Porém, por se tratar de um
enfoque empirico, alternativas provenientes de derivacdes tedricas ou de recur-
s0s computacionais intensivos sdo mais adequadas, como por exemplo as teorias

Graus de Liberdade e Validag¢do Cruzada.
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4.4.1 Graus de Liberdade e selecao de modelos

Esta secdo tem como referéncia o artigo Krimer e Sugiyama (2011).

Em regressdo, o Grau de Liberdade quantifica a complexidade intrinseca
de um modelo. Para modelos de Regressdo Linear, em que os valores ajustados
sdo fungdes lineares dos dados, y, isto é, 5 = H,y com H), € R**® em que
H é uma matriz de projecdo (hat-matrix), o grau de liberdade é definido como o

traco da matriz de projecao:
DoF (A) =tr (H)). (10)

Observe que o traco de H € igual a dimensao do subespago definido pelo
modelo (em geral, o subespaco gerado pelos vetores colunas da matriz de cova-
ridveis). No caso em que a matriz de covaridveis é de posto completo, o DoF ¢
exatamente igual ao ndmero de parametros. Como exemplo, essa definicio aplica-
se a Regressdo de Componentes Principais.

Na regressao PLS, tem-se, conforme a equacio (8), que

—1 _
T,y =y + Pry.

~Am — /
IPrs =¥ + T (T, Thn)
Como as componentes dependem ndo somente das covaridveis, mas também dos

dados, a regressdo PLS ndo € linear. Portanto, a defini¢do (10) ndo pode ser apli-

cada. E necessdrio, entdo, usar uma generalizagdo proposta por Efron (2004).
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Definicao 4.1. Faca f \ Ser uma estimativa da verdadeira funcdo de regressdo f,

parametrizada por \. Defina o vetor de valores ajustados como ¥ = ( fA (x1),

/

N (xn) > . Os graus de liberdade séo

DoF (\) = E <tr (?;)) .

Assumindo X fixada e a esperanca ¥ tomada com relacdo ayi,...yy.

Neste sentido, o grau de liberdade é uma medida da sensibilidade dos va-
lores ajustados como func¢édo dos dados.

Para o caso PLS, o DoF fica definido como:

DoF (m) =1 +E <tr (82Ty>> :

Yy

A constante 1 corresponde a estimagado do intercepto, uma vez que a matriz X foi
considerada centrada, e m é o nimero de componentes utilizados no modelo.

Um estimador nao viesado para o Grau de Liberdade da regressdo PLS

com m componentes latentes, T = (t1, t2,...,ty), é dado por:
- 8PTy
DoF =1+t .
oF (m) +tr ( By )

Uma conjectura importante, afirma que DoF (m) > m + 1 (FRANK; FRI-
EDMAN, 1993; MARTENS; NAES, 1989). Para exemplificar, serd calculado ex-
plicitamente uma cota inferior para o DoF quando m = 1.

Seja S = ﬁX’ X € RP*P a matriz de covariincia amostral do grupo X,

es = ﬁX’ y € RP, a covaridncia amostral entre os grupos X e Y.
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Teorema 2. Se o maior autovalor \p.x da matriz de covaridncia amostral S sa-

tisfaz

1
)\max < it'f’ (S) s

entdo
DoF (m=1) > 1+ 78).

)\max

Demonstracdo. Sabendo que o primeiro componente é definido por t; = Xs,

tem-se:

tr t Xs B Xs ~ Xs
l|t1]| \/t1’t1 \/(Xs)/Xs Vs'X'Xs /s'Ss’

de onde segue que a projecdo de y no primeiro componente t;, é dada por:

< t1 ) t _( Xs > Xs  (yX)s Xs
Yoled) el ~ Y Vess) Vess  VeSs VeSs
s's Xs s's

= = Xs.
Vs'Ss/s'Ss  s'Ss

Assim,

s’s

yi=y+ s’SsXS' 1)

Calculando a derivada de (11) em relacdo a y e sendo a derivada de uma

forma quadrética dada por % (y'Ay) =2 (Ay)’, tem-se:

fwmz Do éﬁ(a(w>:1n:L (12)
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ea
0P,y 0 (s’s
=hs 2 X
dy Oy \s'Ss S
!
- ()
dy \y'XX'XX’
y'XX'y 0 0 y'XX'y
= (XX’ = (L2222 ) (XX
(/xxxx’ )ay( y)+a (’XX’XX’ >( y)
y'XX'y — (Y XX'XX'y) (2XX'y) — (y/XX'y) (2XX'XX'y)' XX'y
VXX'XX'y (y'XX'XX'y)?
y'XX'y (Y XX'XX'y)y'XX' — 2 (y'XX'y) y’ XX'XX'
:( : : )XX,+ )y (¥ < )y XX
XX'XX (y/XX'XX'y)
y'XX'y XX’ IXX'y)y' XX/ XX’
_(YEXY N\ xx 42 y __ 'XX'y)y X XX!
y'XX'XX'y y'XX'XX'y) (y/XX'XX'y)
([ ¥'XX'y XX/ + /XX XX'y (yXX'y)y'XX'XX'XX'y
T\ yXX'XX'y y'XX'XX'y) (y'XX'XX'y)?
( y'XX'y ) XX 42 ( (y'XX'y) (y’XX’XX’XX’y))
IXX'XX'y (yXX'XX'y) (y'XX'XX'y)
_s's Py (1 s's s'S2s )
T §'Ss s’Ss s’Ss

Usando tr(AB) = tr(BA), segue que:

DOF (m = 1) =1 + tr (aPTy>

dy
s's s's s/S%s
=1+t 2(1- 22222
T <S/Ss + < s'Ss s'Ss ))
! s's §'S2s
=1 tr (X'X 2—2——
+s’Ss r( )+ s'Ss s'Ss

s's s'S?%s
s'Ss <tr(S) 2 s'Ss ) '

Note que a constante 1 da férmula é exatamente a derivada do vetor ¥,

calculada em (12).

Afirmagdo: £ ,SSSS < Amax-
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Seja A uma matriz ortogonal, A’A = AA’ =I, que diagonaliza S :

A1
ASA’ = = A.
Ap

Tem-se que A também diagonaliza S?. Note que
Sv = Av = SSv = ASv = S?v = A2y,
logo,

ASZA’ =ASA’ASA’ = AA

A1 A1

Fazendo s = A’w, em que w = As, tem-se:

§'S%s  wASZA'w  wA2w

s’Ss - w/ ASA'w - w/Aw
2
A
Csw? 2, S (Rh) v

B Z)\IWIQ Amax Z Ai W12

Arn ax
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by x Vo a
Como == <1 = ()\—1) < 3o, segue que

max max

s'S2s
o < A
Portanto,
s'S%g
tr(S) —2 5Se > tr (S) — 2Amax-

4 : s's
Além disso, 7Ss =

>\max

Novamente, fazendo s = A'w,

s's w AA'w w'w

§'Ss  wASA'w  wAw
oxwi 1 Yw?

B z:)\lvvl2 )‘max Z Ai W12

/\max

Como )\r>r\1iax < 1, segue que:
s's 1
>
s’Ss T Amax
Assim,

O

tr(S)

Observe que tr(S) é igual a soma dos autovalores e, portanto, /\T > 1.

nax

Logo, DoF (m=1) > 2e, DoF (m =1) > 2, mostrando que a conjectura é
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verdadeira param = 1.

Pode-se utilizar o conceito de Grau de Liberdade para determinar um nu-
mero adequado de componentes a ser utilizado na regressdo, determinando o DoF
para cada valor de m. Se para um acréscimo em m tem-se um acréscimo considera-
vel no valor do DoF, esse valor de m € justificado. Porém, se para um acréscimo em
m, o acrésimo no valor do DoF € pequeno, o principio da parcim6nia recomenda
que esse acréscimo na complexidade do modelo € desnecessario. Tragando-se o
grifico DoF em fun¢@o do ndmero de componentes, o nimero adequado de com-
ponentes ocorre quando a curva tende a se estabilizar em um valor constante, como

ilustrado na Figura 37.

250 A

200 +

150 -+

DoF

100 -+

50 4

0 e T T T T 1
a 20 40 &0 80 100
Numero de componentes

Figura 37 Representagdo de uma curva gerada por valores dos graus liberdade,
DoF, em func¢do do nimero de componentes m
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4.4.2 Validacao Cruzada

Uma forma mais pratica de se determinar o nimero de componentes, € por
meio da validacdo cruzada (PEREZ-CABAL et al., 2012). Este método consiste
em dividir o conjunto de dados originais em N subconjuntos (folds), e realizar N
analises, de forma que em cada uma delas um dos subconjuntos é retirado a fim
de ser utilizado como recurso para validar a anédlise realizada. Assim, os valores
preditos pelas equagdes estimadas em cada andlise podem ser diretamente com-
parados com os valores observados que foram retirados. No contexto de PLSR, o
nimero 6timo de componentes serd aquele que fornecer o menor erro quadratico

entre o conjunto de valores observados e preditos, como ilustra a Figura 38.
0,012

0,01 -

0,008 -

0,006 -

oM

ol

E

0,004 -

0,002

a 20 40 60 g0 100

Numero de componentes

Figura 38 Representacdo de uma curva gerada por valores de erro quadratico mé-
dio em fung¢do do niimero de componentes m



4.5 Exemplo

Matriz de covariancias simulada conforme a se¢éo 3.5:

6.2810455
8.1942679 1
0.3211009
5.6930197
20.8116386 2

8.194268
0.856983
1.096161
7.626992
7.924481

.3211009
.0961611
.5260950
.0494713
.0857694

5.
7.

7.

693020
626992

049471

25.766833

26.599556

20.
27.

6.
26.

77.

Autovalores e autovetores da matriz de covariancias:

Svalues
1.043224e+02

4.210175e-04

Svectors

-0.227191 0.
-0.304403 O.
-0.080458 -0.
-0.342879 -0.
-0.855384 0.

1.758224e+01 2.610955e+00 5.375069e-01

178466
223537
327128
865085
250587

-0.
-0.
0.

292529
140214
851982

.362872
.192913

.457806

.695880

.371038

.015131

.410200

0.
-0.
0.

811639
924481
085769
599556
622607

788272
594524

151556

.046416
.006555
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11.
16.

Matriz de correlacio:

.99229225
.06022318
.44750325
.94253219

1.

.00000000 0.9922922

0000000

.1563716
.4560035

.9619144

.06022318
.15637163
.00000000
.65277602
.32468300

Matriz de covariaveis Xgy4:

.9391754 2.0814841

.1972739
.5575236
.8903883
.5096611
.9463446

4

.1631504
4117197
.1328435
.2326990
.6372080

4

.776478 8.
.466290 6.
.282917 6.
.472369 4.
.388711 0.
.319583 7.

Vetor da varidvel resposta Ygx1:

.820750
335945
909518
. 731732
.821228

.446128

0.4475032
0.4560035
0.6527760
1.0000000

0.5947710

597991
725786
600031
877636
957349
467699

.9425322
.9619144
.3246830
.5947710
.0000000
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-42.
33.

11.

16.

10.

Vetor de parAmetros estimado via OLS, B :

710500
456902
.939255
.077167

Vetor de respostas estimado via OLS, \?OLS :

.510179

804963
795406

.091492
.182066
.667023

Utilizando 1 componente: m =1

Vetor dos componentes:

. 723363
.813350
.514253
.064935
.297160

018880

127
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Vetor de parametros estimado via PLS, BPLS, em funcdo dos componen-

tes:
1.088373

Vetor de pardmetros estimado via PLS, Bprq, em funcdo das covaridveis

originais:

0.2557785
0.4469298
0.5175329
0.8071838

Vetor de respostas estimado via PLS, \A(pLs, em fungdo dos componentes:

10.582641
10.680581
10.355052
6.600909
2.500166

10.904274

Vetor de respostas estimado via PLS, Ypy,g, em funcdo das covaridveis

originais:

10.582641
10.680581
10.355052
6.600909
2.500166
10.904274



Utilizando 2 componentes: m = 2

Matriz dos componentes:

9.723363
9.813350
9.514253
6.064935
2.297160
10.018880

-1.

0.

1645658
5490979

.2962070
.6298704
.0393287

.1271250

129

Vetor de parametros estimado via PLS, ,@PLS, em funcdo dos componen-

tes:

1.088373

1.480342

Vetor de parametros estimado via PLS, Bp1g, em fungdo das covaridveis

originais:

1.0619346
1.3092326
-0.3592859
0.6364624



11.

15.

11.

130

Vetor de respostas estimado via PLS, ?pLS, em funcdo dos componentes:

.8586862

4934339
2345645

.2274611
.5187373

0924624

Vetor de respostas estimado via PLS, Yprg, em funcdo das covaridveis

originais:

7.
10.
13.

4786659
1006417

8842227

.3666752
.8447693
.6704998
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Utilizando 3 componentes: m = 3

Matriz dos componentes:

9.723363 -1.1645658 —-1.52574743
9.813350 0.5490979 0.79694695
9.514253 3.2962070 0.28010446
6.064935 -3.6298704 0.13097361
2.297160 -2.0393287 1.30889216

10.018880 0.1271250 0.05475768

Vetor de parametros estimado via PLS, ,@PLS, em funcdo dos componen-

tes:

1.08837257
1.48034155
0.09640233

Vetor de parametros estimado via PLS, Bp1g, em fungdo das covaridveis

originais:

1.0341975
1.3699283
-0.3146987
0.5830576



11.

15.

11.

132

Vetor de respostas estimado via PLS, ?pLS, em funcdo dos componentes:

.711601

570261
261567

.240087
.392557

097741

Vetor de respostas estimado via PLS, Yprg, em funcdo das covaridveis

originais:

7.
10.
13.

3327488
1769183
9079179

.3829437
.7165427
.6756510



10.

tes:

48.

Utilizando 4 componentes:

Matriz dos componentes:

.813350 0.
.514253 3.
.064935 -3.
.297160 -2.

018880 0.

. 723363 -1.1645658 -1.

5490979
2962070
6298704
0393287

1271250

52574743

. 79694695
.28010446
.13097361
.30889216
.05475768

.004186004
.004877645
.031876755
.038476500
.016407845
.050515983
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Vetor de parametros estimado via PLS, ,@PLS, em funcdo dos componen-

.08837257
.48034155
.09640233

11779953

Vetor de pardmetros estimado via PLS, Bprq, em funcéo das covaridveis

originais:

-35.
16.

-22.

17

14784
25217
32000
.91708



134

Vetor de respostas estimado via PLS, ?pLS, em funcdo dos componentes:

8.510179
11.804963
16.795406

3.091492
-1.182066

8.667023

Vetor de respostas estimado via PLS, Yprg, em funcdo das covaridveis

originais:

48.258491
-11.070420
7.891424
-1.296101
-36.787790
5.768917



xp

Novos valores de X, e Y, gerados a fim de fazer predigdo:

3.289261 5.040320 3.607594 8.119808

Valores preditos para Y, (\A(p) via OLS e PLS:

Yp

12.87691

OLs 17.23269
PLS 10.81509
PLS 15.09155
PLS 15.01617
PLS 37.04379

componente
componentes
componentes

componentes
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5 CONCLUSOES

A abordagem geométrica apresentou-se como uma maneira eficiente e in-
tuitiva para explicitar os passos tedricos da teoria e do algoritmo do método dos
Quadrados Minimos Parciais. Além disso, permite uma abordagem unificada das
teorias de regressao em Quadrados Minimos Ordinarios, Componentes Principais

e Quadrados Minimos Parciais.
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APENDICES

APENDICE A - Completamento de Quadrados

Deseja-se o completamento de quadrados em y para o seguinte termo:
x'Cx — 2x'CHy + y'(H'CH + B)y.
Ou seja, deseja-se determinar w tal que:
(y —w) (H/CH + B) (y — w) + g(x) = x'Cx — 2x'CHy +y/(H'CH + B)y,

em que g(x) é uma fungdo que ndo depende de y.

Tem-se que:

(y —w) (H/CH + B) (y—w)

=y (HCH+B)y—-2w (HHCH+B)y+w (HHCH+B) w.
Observe que, x'CHy = w/(H'CH + B)y. Logo,
w= (H'CH + B) 'H'Cx.
Portanto,

x'Cx — 2x'CHy + y'(H'CH + B)y
=x'Cx+y (HHCH+B)y - 2w (HHCH+B)y

=x'Cx+y (HHCH+B)y — 2w (HHCH+ B)y
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+w (H'CH + B) w—w (H'CH + B) w

=(y—w) (H’CH+B) (y—w)+x'Cx—w (H’CH+B)W
Assim, a distribuicdo marginal de X € dada por:
fx (x) xexp (x'Cx —w' (H'CH + B) w)
xezp| x'Cx — x'CH( H’CH+B) (H'CH + B) x
(HCH+B) 'H Cx>

xerp (x'Cx — x CH H'CH + B) H’Cx)

(
xexp (x’ (c CH(H'CH + B)~ 1H’c) x> .
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APENDICE B - Decomposiciio em Valores Singulares

Teorema 3. (Decomposicdo Espectral ou de Jordan). Seja L uma transformagdo
linear, L : R™ — R", simétrica. Entdo, existe uma base ortonormal de autovetores
{vi,vo,...,vp}, tal que L (vi) = \vi, com \; autovalores de L. De forma
equivalente, para toda matriz simétrica Ly xy, existe uma decomposi¢do da forma
L = VDV’ em que D é a matriz diagonal formada pelos autovalores \; de L,
e Vyxn = [V1,Va,...,Vy] € amatriz ortogonal formada pelos autovetores de L

em suas colunas.
Esse teorema pode ser generalizado da forma:

Teorema 4. (Decomposicdo em valores singulares). Seja L uma transforma-
cdo linear, L : R™ — R" de posto r. Entdo existe uma base ortonormal de
R™, {vi,va,...,Vy}, e uma base ortonormal de R™, {uy,ug, ..., un}, tal que
L(vi)=ouwel () =o0yvi,i=1,...,reo; =0, parai>r+ 1. De forma
equivalente, toda matriz Ly, w1, de posto r pode ser decomposta em L = VDU,
em que Dy é a matriz diagonal formada pelos valores singulares oi de L, e
Vixr = [V1,V2,...,Vn] € Upyr = [ur, g, ..., uy] sdo matrizes ortonormais

por coluna.

O teorema da decomposicdo em valores singulares admite a seguinte in-

terpretacdo geométrica (KALMAN, 1996):

Seja Lyxm, de posto r, e seja v um vetor na esfera unitaria de R", isto

n
6, v =S xviel|v|]®> = x?+ ...+ x2 = 1. Entdo, existem bases tais que

i=1
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L (vi) = oju;. Logo, parai=1,...,r,
T T T
Lv=L (Z XiVi> = ZXiL (Vi) = ZXiO'iui.
i=1 i=1 i=1
Fazendo y; = x;0i, segue que:
2 2 2 2 2 2
Xjo XZo
S L R R |
o7 07 o7 o

Portanto, a imagem pela transformagdo L da esfera unitdria no R" é um

elipséide, como pode ser observado pela Figura 39. Este elipsdide serd sélido se o

posto da transformacao for menor que n.

Figura 39 Como a transformacio L deforma uma esfera em um elipséide
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APENDICE C - Método das Poténcias

O Método das Poténcias, ou Power Method, ¢ um método para obtengao
dos autovalores e autovetores de uma matriz. Sejam X1, Xo, . . . , X, 0S autovetores
de uma matriz A, «y,, associados aos autovalores Aq, Ao, - - - , Ay, respectivamente,
emque A\; > Ay > --- > ). Como os autovetores formam uma base ortonormal,
pode-se obter um vetor arbitrario v(®) como uma combinagdo linear dos vetores
desta base:

V(O) = C1X1 —+ Co9X9 + ...+ CnXn, (13)

em que ci, Ca, . . . , C, SAO constantes reais.
Pré-multiplicando por A ambos os lados da igualdade (13), e utilizando

que Ax; = \jX;, tem-se:

AvO =A (c1x1 + caX2 + ... + CpXy)
=c1Ax71 + c0AX9 + ... + chAX,

=C1A1X1 + CoAoXo + ... + CpAnXn.
Repetindo o processo k vezes, obtém-se:

A2v(©) zcl)\%xl + C2)\%X2 +...+ cn)\ﬁxn

Aky(©) :cl)\lfxl + 02)\1§x2 + ...+ CnAEXn

K A3 A
:)\1 C1X1 + CQTXQ + ...+ CDTXH .
)\1 )\1
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. s k
Como A; € o autovalor dominante, (/\—i) — 0 quando k — o0, logo,
Av(O) ~ cl)\ll(xl,

para k suficientemente grande (Figura 40).

R A

Figura 40 Representagdo geométrica do método das poténcias

O método das poténcias normaliza os produtos Av(<—1) para evitar over-

flow ou underflow (FERREIRA, 2008).
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Rotina utilizada no Exemplo mostrando o passo

a passo do Algoritmo Amostral PLS:

library (MBESS)

library (MASS)

library (Matrix)

# gerando uma matriz de covariédncias

RandomSigma <- function(p = 5, df = 10)

{

T <- diag(sqgrt (rgamma (c (rep(1l, p)), df/2,
T[lower.tri(T)] <- 0.98xrgamma((p * (p - 1
df/2,

Sigma <- T %$+% t (T)
return (Sigma)

}

p <- 5

df <- 2

Sigma <- RandomSigma (p, df)

Sigma

eigen (Sigma)

Rho <- diag(diag(Sigma)~-0.5) *x% Sigma %*%

diag(diag (Sigma) ~—

1/2)))
)/2),
1/2)

0.5)



Rho

nxy=nrow (Sigma)

nxy

# vetor de médias populacional de X e Y

mpXY=as.matrix(c(1,2,3,4,5))

mpXY

# gerando X e Y de uma normal multivariada

XY=mvrnorm (6, mpXY, Sigma)

XY

n dim (XY) [1]

X = as.matrix(XY[1l:n,1:471)

dim(X) [2]

3
Il

Xl=sum(X[1l:n,1])/n
X1
X2=sum(X[l:n,2])/n
X2
X3=sum(X[1l:n,3])/n
X3

X4=sum(X[1l:n,4]1)/n

média

média

média

média

da

da

da

da

covariavel

covariavel

covariavel

covariavel

X2

X4

147
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X4

maX=(c(X1,X2,X3,X4)) # vetor de médias amostrais de X

maX

Y = as.matrix(XY[1l:n,5])

-
Il

dim(Y) [2]

maY=sum(Y[1l:n,1])/n # vetor de médias amostrais de Y

mayY

# simulacdo PLS

nc = 4 # variando o n°® de componentes

# os vetores armazenados

T =U = matrix (0, n, nc)
C = matrix (0, k,nc)
P =W = matrix(0,m,nc)

Cont = matrix (0,1, nc)

# O algoritmo:

contnumbcomp = 1 # contador do n° componentes
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u = as.matrix(Y[,1]1) # passo 1 - o chute inicial

while (contnumbcomp<=nc) {

flag 0 # indicador de convergéncia

cont 0

while (flag<l) {

cont = cont + 1

w = t(X)%*%u/ ((t(u)%s+%u) [1,11]) # passo 2

w = w/sqgrt ((t(w)$+%w) [1,1]) # passo 3

t = X%*%w # passo 4

c = t(Y)%*%t/ ((L(t)%s+%t) [1,1]) # passo 5

c = c/sqgrt((t(c)%*%c) [1,1]) # passo 6

if (max(sgrt((u — Y%x%c)”™2)) > 0.0001) u = Y%*%cC
else flag = 1 # passos 7 e 8
}

P = t(X)%*%t/ ((L(t)%+%t) [1,1]) # passo 9

g = t(Y)%*%u/ ((t(u)%+%u) [1,1]) # passo 10
Cont [1l, contnumbcomp] = cont

W[1l:m, contnumbcomp] = w

T[1l:n,contnumbcomp] = t

Cl[l:k,contnumbcomp] = c

U[l:n, contnumbcomp] = u

P[l:m, contnumbcomp] = w

b = (t(u)%$*%t) [1]1/((t(t)$*%t) [1]) # passo 11

X = X — t%*%t (p) # passo 12

Y =Y - bx(£t%$*x%t (c)) # passo 12

contnumbcomp = contnumbcomp + 1



# chamando as matrizes de dados X e Y novamente:
X = as.matrix(XY[1l:n,1:47])

X

Y = as.matrix(XY[1l:n,5])

Y

# estimando via OLS
beta_ols=solve (t (X)%$*%X)$*x%t (X) $*%Y
beta_ols

y_o0ls=X%*%beta_ols

y_ols

# estimando via PLS
beta_pls_T=solve (Lt (T) $*3T) $*SL (T) $*3Y
beta_pls_T

beta_pls_X=P%x%beta_pls_T

beta_pls_X

y_pls=T%$*%$beta_pls_T

y_pls

y_pls=X%$*x%P%$*x%beta_pls_T

y_pls

150
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# gerando novas matrizes de dados X e Y para predicgéao

XYp=mvrnorm (1, mpXY, Sigma)
XYp
Xp = XYp[1l:4]

Xpcentrado=Xp-maX

Yp = XYpI[5]

Yp

# Eg. de predigédo: y = ym +

(x—xm) beta

y_pls=ma¥Y+Xpcentrado%*%$P%+%Sbeta_pls_T

y_pls

y_ols=maY+Xpcentrado%x%beta_ols

y_ols

# verificando ortonormalidade de T

tl = as.matrix(T[1l:n,1])
t2 = as.matrix(T[1l:n,2])
t3 = as.matrix(T[1l:n, 3])

t(tl) 3x%t

t(tl)

o°
*
o\
pat
w w [\

o\
>*

o\
t

t(t2)



152

CAPITULO 2

Quadrados Minimos Parciais aplicado a selecio genémica para qualidade
de carne em suinos

RESUMO

A principal contribui¢do da genética molecular no melhoramento animal
¢ a utilizagdo direta das informacdes de DNA no processo de identificagdo de ani-
mais geneticamente superiores. No ambito da selecdo gendmica, uma vez que o
nimero de marcadores ¢ geralmente muito maior que o nimero de animais ge-
notipados e tais marcadores sdo altamente correlacionados, métodos estatisticos
baseados na reducio de dimensionalidade apresentam grande aplicabilidade. Den-
tre esses métodos, destacam-se a Regressdao em Componentes Principais (PCR)
e os Quadrados Minimos Parciais (PLS). Para a aplicacdo de tais métodos, a de-
termina¢@o do nimero 6timo de componentes a ser utilizado ainda se caracteriza
como uma questao relevante, no entanto, metodologias como a teoria de graus
de liberdade (DoF) e a validacdo cruzada (CV) tém sido propostas. Diante do
exposto, objetivou-se aplicar os métodos PCR e PLS, além da regressdo tradicio-
nal, sem redugdo de dimensionalidade, em uma andlise de selecio gendmica em
suinos, considerando um painel de marcadores SNPs de baixa densidade e dois
fendtipos relacionados a qualidade da carne (pH medido aos 45 min e as 24 horas
apos o abate). Objetivou-se, ainda, testar as teorias DoF e CV na determinacdo do
nimero 6timo de componentes na andlise PLS, e sua influéncia na performance
preditiva do método. Os resultados mostraram que a metodologia PLS € efici-
ente para a selecdo gendmica por possibilitar predi¢oes satisfatérias para o pH da
carne suina utilizando apenas informagdes genotipicas, além de identificar uma re-
gido relevante no cromossomo 4. Os métodos DoF e CV foram compativeis para
a determinacdo do nimero 6timo de componentes na andlise PLS, sendo este de
eficiéncia superior ao PCR e a regressdo mdltipla tradicional.

Palavras-chave: Graus de Liberdade. Marcadores SNPs. pH. Valida¢ao Cruzada.
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ABSTRACT

The main contribution of molecular genetics in animal breeding is the di-
rect use of DNA information in the identification process of genetically superior
animals. Within the genomic selection, since the number of markers is generally
much larger than the number of genotyped animals and such markers are highly
correlated, statistical methods based on dimensionality reduction have wide appli-
cability. Among these methods the Principal Components Regression (PCR) and
Partial Least Squares (PLS) are highlighted. To further the application of such
methods, determining the optimal number of components to be used is characteri-
zed as a relevant issue, however, methodologies such as the theory of degrees of
freedom (DoF) and cross-validation (CV) have been proposed. Given these facts,
we sought to apply PCR and PLS methods, beyond traditional regression without
dimensionality reduction , in an analysis of genomic selection in pigs considering
a panel of low-density SNP markers and two phenotypes related to meat quality
(pH measured at 45 minutes and at 24 hours after slaughter). We still aimed to test
the DoF and CV theories to determine the optimal number of components in the
PLS analysis , and its influence on the predictive performance of the method. The
results showed that the PLS method is efficient for genomic selection for enabling
satisfactory predictions for swine meat pH using only genotypic information, and
for identifying an important region on chromosome 4. The DoF and CV methods
were compatible for determining the optimal number of components in the PLS
analysis, and this method demonstrated itself as being more efficient than PCR
and traditional multiple regression.

Keywords: Degrees of Freedom. SNPs Markers. pH. Cross Validation.
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1 INTRODUCAO

A partir do inicio do século XXI, os avangos biotecnoldgicos na area de
automacio do processo de genotipagem permitiram o desenvolvimento de novas
classes de marcadores moleculares (JENKINS; GIBSON, 2002), dentre os quais
se destacam os SNPs (Single Nucleotide Polymorphisms). Diante da abundan-
cia destes marcadores, Meuwissen; Hayes; Goddard (2001) idealizaram a selecio
gendmica ampla (Genome Wide Selection - GWS). A principal contribuicio da ge-
nética molecular no melhoramento animal € a utilizacdo direta das informagoes de
DNA no processo de identificacdo de animais geneticamente superiores.

Devido a alta densidade dos marcadores SNPs no genoma, é possivel as-
sumir que alguns deles estejam em desequilibrio de ligacdo com locos de caracte-
risticas quantitativas (Quantitative Trait Loci - QTL), possibilitando sua utilizagao
direta na estimacdo do valor genético gendmico de individuos sujeitos a selecao,
inclusive de individuos que ainda nio foram fenotipados. No ambito da selecdo
gendmica, uma vez que o nimero de marcadores € geralmente muito maior que o
nimero de animais genotipados (alta dimensionalidade) e tais marcadores sdo al-
tamente correlacionados (multicolinearidade devida ao desequilibrio de ligagdo),
métodos estatisticos baseados na reducio de dimensionalidade apresentam grande
aplicabilidade.

Dentre estes métodos destacam-se a regressdo em Componentes Princi-
pais (Principal Components Regression - PCR) e os Quadrados Minimos Parciais
(Partial Least Squares - PLS), os quais sdo recomendados para situacdes em que
se tem mais covaridveis do que observacdes (HOSKULDSSON, 1988) e também
alta correlacdo entre as covaridveis, uma vez que garantem que a correlacio en-

tre qualquer par de varidveis latentes, ou componentes (combinagdes lineares das
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covaridveis), seja igual a zero. A principal diferenca entre estes dois métodos é
que o PCR leva em consideracdo apenas as varidveis explicativas na constru¢io
dos componentes, enquanto que o PLS também leva em consideracdo as varidveis
respostas (GARTHWAITE, 1994).

Embora o PLS apresente uma vantagem tedérica sobre o PCR por conside-
rar a varidvel resposta no processo de formacgao dos componentes, a determinagao
do niimero 6timo de tais componentes ainda se caracteriza como um problema re-
levante para a aplicagdo do referido método, uma vez que diferentes nimeros de
componentes podem levar a diferentes resultados. Metodologias como a teoria de
graus de liberdade (Degrees of Freedom - DoF), a qual € baseada em uma sofis-
ticada teoria estatistica (KRAMER; SUGIYAMA, 2011); e a validagdo cruzada
(Cross Validation - CV), a qual € de cardter empirico, t€ém sido propostas. Porém,
até o momento, comparagdes entre essas metodologias sob o enfoque de predi¢io
gendmica ainda ndo foram reportadas na literatura e merecem ser averiguadas.

Atualmente, fendtipos relacionados com a qualidade da carne sdo relevan-
tes para a selecdo gendmica em suinos e, dentre estes, destacam-se as medidas
de pH, como o pH inicial (45 minutos apds o abate) e o pH dltimo (24 horas apds
abate). A importancia de tais fendtipos diz respeito ao fato dos mesmos estarem di-
retamente relacionados com a retengdo de d4gua, maciez, suculéncia e aparéncia da
carne, que por sua vez relacionam-se com a aceitabilidade e a palatabilidade (BE-
NEVENUTO JUNIOR, 2001). Além disso, como sao fenétipos avaliados apds o
abate, a identificac@o de individuos superiores destinados a sele¢do pode ser reali-
zada precocemente por meio de painéis de marcadores SNPs identificados a partir
de andlises estatisticas especificas como PCR e PLS.

Diante do exposto, objetivou-se aplicar os métodos PCR e PLS, além da

regressdo tradicional sem reducdo de dimensionalidade, em uma andlise de sele-
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cdo gendmica em suinos, considerando um painel de marcadores SNPs de baixa
densidade e dois fenétipos relacionados com a qualidade da carne (pH medido aos
45 min e as 24 horas apds o abate). Além disso, objetivou-se, ainda, testar dois
diferentes métodos de determinacio do niimero 6timo de componentes na andlise
PLS, a teoria de graus de liberdade e a validagdo cruzada, bem como sua influéncia

na performance preditiva do método.
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2 MATERIAL E METODOS

2.1 Descricao dos dados utilizados

Os dados utilizados no presente estudo sdo provenientes da Granja de Me-
lhoramento de Suinos do Departamento de Zootecnia (DZ0O) da Universidade Fe-
deral de Vicosa (UFV), em Vigosa, Minas Gerais, Brasil. Neste experimento, a
populacdo F5 foi composta de 345 suinos provenientes do cruzamento de dois var-
roes da raca local brasileira Piau, com 18 fémeas de linhagem desenvolvida na
UFYV, pelo acasalamento de animais de linha comercial (Landrace x Large White
x Pietrain).

Os detalhes dos procedimentos utilizados, cuja extragdo do DNA foi rea-
lizada no Laboratério de Biotecnologia Animal do Departamento de Zootecnia da
Universidade Federal de Vigosa, podem ser encontrados em Peixoto et al. (2000).
A genotipagem foi realizada via tecnologia Golden Gate/Vera Code R, no Labo-
ratério de Genética Animal (LGA), Embrapa Recursos Genéticos e Biotecnologia
(CENARGEN), Brasilia, DF, conforme descrito por Hidalgo et al. (2013). Os
marcadores SNPs utilizados estdo distribuidos da seguinte forma nos cromosso-
mos da espécie Sus scrofa domesticus: SSC1 (56), SSC4 (54), SSC7 (59), SSC8
(31), SSC17 (25) e SSCX (12), totalizando, assim, 237 marcadores.

Os dados fenotipicos (caracteristicas de qualidade de carne) de 345 indi-
viduos foram mensurados apds o abate (realizado aproximadamente aos 105 dias
de idade dos animais) e, dentre estas caracteristicas, optou-se por aquelas relacio-
nadas com o pH da carne post-mortem (pH aos 45 minutos, pH,s, € as 24 horas,
pH,). Estas medidas de pH foram realizadas pela insercdo de um eletrodo de vi-

dro (DIGIMED, DME-CV1), acoplado a um pHmetro DIGIMED DM-20, previa-
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mente calibrado, no musculo Longissimus dorsi, retirado da regido imediatamente

posterior a dltima costela do animal.

2.2 Quadrados Minimos Parciais - PLS

A metodologia do PLS consiste em formar componentes t;, (i = 1,...,m),
que capturem a maior quantidade de informacdo possivel disposta nas varidveis
explicativas X1, ..., X}, neste caso, os marcadores SNPs (0s quais assumem o0s
valores 0, 1 e 2, respectivamente aos genotipos aa, aA e AA), visando a predizer a
varidvel dependente Y, neste caso, os dois fendtipos considerados (pH,s € pH,).

Sob esse enfoque, a equagdo de regressdo é expressa por:

§ = Bo + Bit1 + Bota + ... + Bt (1)

em que t; € o vetor coluna que compde a matriz de componentes T e ,@i éa
estimativa dos coeficientes da regressdoentre Y e T, Vi=1,...,m.

A correlacdo de qualquer par de componentes € igual a 0, isto é: cor(t, ty/)
= 0,Vi # i’. Assim, o método PLS reduz o nimero de termos na equagdo de
regressdo, uma vez que o nimero de componentes na equagdo (1) geralmente é
menor que o nimero de varidveis X.

Para simplificar os célculos, utilizam-se varidveis centradas de Y e X;

denotadas respectivamente por Uy e Vyj, em que:
U =Y-Ye Vyj :Xj—)_(j para j=1,....p,

sendo seus vetores de valores dados por u; = y—y1 e vi;=x;—X;1, em que 1 ¢

um vetor coluna n-dimensional, 1’ = (1,1, ..., 1)".
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Os componentes sao determinados de forma sequencial, sendo que pri-
meiramente € realizada uma regressao de U; em funcdo de Vi1, V12 e, assim por
diante, até V. Tais regressdes sdo independentes, portanto, no desenvolvimento
do método PLS, as correlagdes entre os Vq; sdo ignoradas.

As equacdes de regressao resultantes do método dos quadrados minimos

ordindrios paraj =1, ..., p, sdo iguais a:
!

U4 Vi;

Ulj — 1v1y

Vljvlj

Segundo Garthwaite (1994), geralmente define-se T; como uma média

ponderada, dada por:

1%
T = ZwljU1j7 (2)
=1

em que wij € um peso apropriadamente escolhido, com wy; > 0 e i wi; = 1.
=1

Como o componente T € uma média ponderada dos Uy;, JTl nao contém
todas as informagdes existentes em X;. A informagdo de X ausente em T'; pode
ser estimada pelos residuos obtidos na regressdo entre V5 e T'1. De modo andlogo,
a variabilidade em Y que ndo estd sendo explicada por T'; pode ser estimada pelos
residuos obtidos na regressao entre Uy e T';. Estes residuos sdo denotados por V;
para Vy; e por Uy para Uj.

O segundo componente, T2, é construido do mesmo modo que T, porém
substituindo Uq e Vy; por Us e Vo, respectivamente. Desta forma, o procedi-
mento se estende analogamente para os componentes Ty, ..., T,.

Generalizando, suponha que T; seja construido a partir das varidveis Uj
e Vjjcom j=1,...,p. Para obter o componente T, as varidveis Vi qy;, €

Ui41);, devem ser determinadas. Com este proposito, € feita uma regressdo entre
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Vi e T e, assim, V(i+1)j ¢ definido por:

’
vijti

sendo t; o vetor de valores de T, V;1); os residuos da regressdo e 7o O coefi-

i

ciente da regressdo entre Vj; e Tj.
< T witig ) ~ .
De forma andloga, U ;;1)=U; t.t Ui € U(it) S30 08 residuos da regres-
sdo entre U; e T;. Assim, a j-ésima regressdo entre Uit e V(j 1); resulta num

coeficiente de regressao dado por:

b = Ug) V(i)
T e
- V(i+1);VG+1)i

Analogamente a equagdo 2, define-se T'(;, 1) como sendo:

P
Tirn= Z Wi D)iP+1; Ve
=1

O método € repetido a fim de obter T, T, ..., T, e, apds a obtengdo dos
m componentes, os coeficientes da equacao de regressao (1) sdo determinados por
meio do método dos quadrados minimos ordindrios.

Conforme j4 relatado, a principal caracteristica do método PLS é que a
correlag@o entre qualquer par de componentes € igual a 0, e isso se deve ao fato
dos residuos provenientes da regressdo ndo serem correlacionados com o regres-
sor, ou seja, V(i+1)j ¢ ndo correlacionado com Tj. Assim, como cada componente

T(41)s- .- Tm € uma combinagio linear de Vj,1);, 0s componentes sdo néo

j?
correlacionados com T;. Essa caracteristica é de suma importancia para a sele-

cdo gendmica ampla, pois o0 método PLS torna-se uma alternativa eficiente para
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se obter preditores apesar da multicolinearidade presente nos dados de marcadores
(covaridveis X;). Além disso, os coeficientes da equagdo de regressdo (1) podem
ser estimados por uma simples regressao feita entre Y e T;. Ainda, adicionando-se
componentes a equacio, os componentes anteriores ndo t€m seus coeficientes alte-
rados. Deve-se ressaltar que, apds os coeficientes da equagdo (1) serem estimados,
¢ possivel expressar o modelo em relagdo a X, ao invés dos componentes T, ou
seja, expressar o modelo em termos de suas varidveis originais e com interpretagao
bioldgica.

A necessidade dessa descri¢do detalhada do método PLS € justificada pelo
fato desta teoria ser pouco difundida na area de genética e melhoramento. Por ou-
tro lado, a teoria do PCR é amplamente utilizada e ja dispde de vasta literatura
abordando aspectos tedricos (ver Capitulo 1) e aplicacdes na referida drea (AZE-
VEDO et al., 2013), portanto, sua descricao aprofundada ndo € destacada no pre-
sente trabalho. Quanto ao método da regressdo multipla tradicional, isto é, sem
reducdo de dimensionalidade, vale ressaltar que em situa¢des nas quais o nimero
de marcadores é maior que o niimero de observagdes fenotipicas, a aplicacio da
mesma sé € possivel via utilizagdo de inversas generalizadas, como a inversa de

Moore-Penrose.

2.3 Numero 6timo de componentes (variaveis latentes) no PLS

Os graus de liberdade (DoF) quantificam a complexidade intrinseca de
um método de regressdo (VAN DER VOET, 1999). Segundo Kridmer e Sugiyama
(2011), a complexidade da anédlise PLS depende da colinearidade das varidveis pre-
ditoras, de forma que, quanto maior a colinearidade, menor é a complexidade e,

portanto, menor o DoF (menor o niimero de componentes). Estes autores apresen-
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tam uma estimativa nao-viesada dos DoF para PLS com m componentes latentes,

T = (t1,t2,...,tm), a qual é dada por:

3)

DGF (m) = 1 + tr <aPTy> .
y

O termo constante 1 corresponde a estimativa do intercepto 3, que con-
some um grau de liberdade. Para calcular o traco da derivada em (3) de forma
explicita € necessdrio usar um algoritmo baseado na decomposicdo ortonormal de
Lanczos (LANCZOS, 1950) de X. Para y e m fixos, a decomposicao € unica (EL-
DEN, 2004).

Uma forma mais prética de se determinar o nimero de componentes € por
meio da validagdo cruzada. Esse método consiste em dividir o conjunto de dados
originais em N subconjuntos (folds), e realizar N andlises, de forma que em cada
uma delas um dos subconjuntos € retirado a fim de ser utilizado como recurso
para validar a andlise realizada. Assim, os valores preditos pelas equagdes estima-
das em cada andlise podem ser diretamente comparados com os valores retirados
(observados). No contexto de PLS, o nimero 6timo de componentes serd aquele
que fornecer a maior correlagdo entre o conjunto de valores observados e preditos.
Embora esse método seja teoricamente mais simples, o mesmo € mais complexo

sob o ponto de vista computacional.
2.4 Capacidade Preditiva

A populagdo original de 345 individuos foi fracionada em duas diferen-
tes populagdes, (N = 2): populagdo de treinamento e populagdo de validacdo. A
fim de separar os grupos levando em consideracao o menor parentesco, utilizou-se

o programa RENUMFO90 para prover informagdes de parentesco que permitiram
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compor dois grupos com maior parentesco dentro de cada grupo e menor paren-
tesco entre cada grupo. A populacdo de treinamento, contendo 175 individuos, foi
utilizada para estimar os efeitos dos marcadores SNPs, considerando os métodos
PLS, PCR e regressao multipla tradicional (sem reducdo de dimensionalidade). A
populacido de validagdo, contendo 170 individuos, ndo foi utilizada para estimar os
efeitos de marcadores, mas sim, para avaliar o potencial preditivo de cada um dos
métodos. Dessa forma, os valores preditos para os fendtipos da populacdo de vali-
dacdo (Yp) foram obtidos da seguinte forma: Yp =X, B, sendo X, 0s gen6tipos
dos marcadores SNPs dos individuos da populacdo de validagdo e B o vetor de
estimativas dos efeitos de marcadores provenientes da populacdo de treinamento.

A correlagdo entre o vetor de fendtipos predito e observado na populacio
de validagdo € denominada de capacidade preditiva. Sob o ponto de vista prético,
essa grandeza permite calcular a eficiéncia da selecdo dos individuos da popula-
¢do de validag@o utilizando apenas informagdes genotipicas (X,) e um vetor de
estimativas (3) proveniente da populagdo de treinamento. Em outras palavras, a
capacidade preditiva quantifica a habilidade de se predizer o mérito genético dos
individuos da populacdo de validacdo sem a necessidade de se utilizar fendtipos
desta populacio.

Considerando os fendtipos pH,s e pH,, do presente estudo, nota-se que,
realmente, a selecdo gendmica constitui uma ferramenta importante para o me-
lhoramento genético de caracteristicas de qualidade de carne em suinos, pois se
a capacidade preditiva for alta, é possivel predizer a qualidade de carne e, assim,
identificar os animais superiores, sem a necessidade de abate.

Em posse da escolha do melhor método (PLS, PCR e regressdo muiltipla
tradicional) por meio da capacidade preditiva, os efeitos dos marcadores (em va-

lor absoluto) estimados por este método foram utilizados para a construcio dos
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graficos Manhattan plot, nos quais cada ponto representa um marcador SNP com
sua exata localizacdo no genoma (eixo X mostrando sua localizacdo no cromos-
somo) e a magnitude de seu efeito (eixo Y). Estes graficos sdo importantes para
identificar possiveis regides cromossdmicas (QTLs) diretamente associadas com
as caracteristicas de interesse.

Todas as analises foram realizadas no software R (R DEVELOPMENT
CORE TEAM, 2013) por meio das funcdes pcr, pls.model e pls.cv do pacote pls-
dof.

3 RESULTADOS E DISCUSSAO

As Figuras 1 e 2 mostram, respectivamente, os resultados da andlise de
determinacdo do nimero 6timo de componentes no PLS para as varidveis pHy; e
pH, . Por meio destas figuras nota-se que ambos os métodos, DoF e CV, propor-
cionaram o mesmo nimero 6timo, o qual pode ser resumido em 30 componentes.
Esse valor foi escolhido devido ao fato de se observar a estabilizacdo das curvas a
partir deste niimero de componentes. Ao utilizar nimeros de componentes acima
deste valor, tem-se um aumento na complexidade do modelo, mas sua performance
permanece inalterada.

Os resultados obtidos na andlise de determina¢do do nimero de compo-
nentes concordam com aqueles mostrados por Kriamer e Sugiyama (2011), os quais
simularam varios cendrios envolvendo diferentes nimeros de componentes ¢ ob-
servaram alta concordancia entre os métodos DoF e CV quanto a escolha do nu-
mero 6timo de componentes. Porém, da mesma forma que constatado no pre-
sente trabalho, o método CV, por necessitar de maior demanda computacional, é

mais oneroso em relacdo ao tempo de computacio e, portanto, em termos prati-
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Figura 1 Determinag¢do do nimero 6timo de componentes na andlise PLS utili-
zando a teoria de graus de liberdade (a) e validacdo cruzada (b) para a
varidvel pH da carne suina aos 45 min apds o abate
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Figura 2 Determinagdo do nimero 6timo de componentes na andlise PLS utili-
zando a teoria de graus de liberdade (a) e validacdo cruzada (b) para a
varidvel pH da carne suina 24 horas apds o abate

cos, recomenda-se o método DoF. Além disso, sob o ponto de vista estatistico, tal

método deve ser exaltado devido ao seu maior embasamento tedrico em relagio ao

CV que, por sua vez, pode ser caracterizado como um método empirico baseado

em esforco computacional.

As capacidades preditivas obtidas pelos métodos de redug@o dimensional
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(PLS e PCR) e Quadrados Minimos Ordindrios (Ordinary Least Square - OLS),
para as caracteristicas de pH,s e pH,, sdo apresentadas na Figura 3. Devido ao
fato da andlise de nimero 6timo de componentes no PLS ter mostrado resultados
consistentes (DoF e CV indicando 30 componentes), esse mesmo nimero tam-
bém foi utilizado na andlise PCR a fim de proporcionar uma situacio na qual tais

métodos sejam diretamente comparaveis.
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Figura 3 Capacidades preditivas obtidas pelos métodos PLS, PCR e OLS (regres-
sdo multipla tradicional) para as caracteristicas de pH,5 (a) e pH,, (b)

Nota-se na Figura 3 que o método PLS mostrou-se mais eficiente para
ambas as caracteristicas, seguido pelo método PCR e, por fim, o método OLS.
Nota-se, ainda, que essas diferencas na capacidade preditiva sdo estatisticamente
significativas devido ao fato dos intervalos de confianga de 95% para a correlagido
ndo se sobreporem.

De forma geral, embora os métodos PLS e PCR sejam semelhantes no que
diz respeito a condi¢c@o de correlacio nula entre os componentes e a possibilidade
de serem empregados em situagdes envolvendo nimero de varidveis maior que o
nimero de observacdes, como na presente situacio (175 observagdes individuais e

237 marcadores), observou-se uma nitida vantagem do método PLS em relacdo a
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sua performance preditiva. Certamente, essa vantagem deve-se ao fato do método
PLS levar em consideracdo a varidvel resposta no processo de composicido dos
componentes, enquanto o método PCR considera apenas as préprias covariaveis.
O fraco desempenho do método OLS pode estar associado a nio corre¢do dos pro-
blemas de multicolinearidade e a utilizagdo de uma matriz inversa generalizada
(Moore-Penrose), no caso n < p, a qual pode, em alguns casos, levar a proble-
mas de sobreparametrizacio (overfitting) se comparada com as inversas cldssicas
utilizadas nos métodos PLS e PCR.

Ainda em relagdo a Figura 3, vale ressaltar que os valores de capacidade
preditiva obtidos pelo método PLS para os fendtipos pH,5 e pH,,, os quais foram
respectivamente 0,85 e 0,84, realmente comprovam a eficiéncia da seleg¢do para a
andlise de caracteristicas de qualidade de carne em suinos. Até o momento, nio
ha relatos na literatura de valores de acuricia de selecdo gendmica para pH de
carne suina, fato este que impossibilita a comparacao direta dos resultados obtidos
no presente trabalho com outros relatos cientificos. Porém, de forma geral, estes
valores acima de 80% permitem inferir que seja possivel identificar animais ge-
neticamente superiores para pH da carne sem a necessidade de abaté-los, ou seja,
utilizando apenas suas informacdes genotipicas. Tal fato representa um grande
avango tecnoldgico na area de melhoramento de suinos, pois além de reduzir o
intervalo de gerag@o por nao necessitar que o animal atinja a idade de abate para
inferir sobre seu mérito genético, também € possivel evitar que bons animais sejam
abatidos e, assim, ndo destinados a reprodugao, por ndo se conhecer de antemao o
mérito de tais animais.

Além da andlise preditiva inerente a selecdo gendmica, também é de inte-
resse a identificagdo de marcadores SNPs mais relevantes para cada caracteristica,

pois nas regides cromossdmicas destes marcadores € possivel inferir sobre a pre-
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senca de QTLs e/ou genes de efeito maior que podem vir a ser utilizados para fins
de sele¢do. Para tanto, faz-se necessdrio identificar tais marcadores e suas posi-
¢coOes especificas em cada cromossomo, o que pode ser facilmente implementado

por andlises graficas como os Manhattan plots apresentados na Figura 4.
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Figura4 Manhattan plot (efeitos estimados dos SNPs ao longo das posicdes
genOmicas) para as caracteristicas pH da carne suina aos 45 min (a) e
24 horas (b) apds o abate

De acordo com a Figura 4, nota-se que para ambos os fendtipos (pHy; e
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Tabela 1 Identificacdo dos SNPs reportados como sendo os mais relevantes para
os fenétipos pH,5 (45 min apds o abate) e pH,, (24 horas apds o abate)

Fendtipo SNP chr pos_Mbp Efeito
ALGA0026103 4 75,55577 -0,17937
ALGA0026237 4 80,01721 0,157341

pHys ALGA0026100 4 75,53339 0,150047
ALGA0026241 4 80,13745 0,138221
ALGA0026109 4 75,57379 0,114538
ALGA0026103 4 75,55577 -0,11968
ALGA0026237 4 80,01721 0,108745

pH, ALGA0026109 4 75,57379 0,095448
ALGA0026241 4 80,13745 0,089195
ALGA0026100 4 75,53339 0,050324

pH,,) detectou-se uma regido sugestiva de QTL no cromossomo 4, pois € visivel a
alta influéncia dos SNPs localizados nessa regido sobre os fenétipos em questao.
Por meio destes graficos é possivel concluir que a mesma regido cromossomica
controla o pH da carne suina em diferentes tempos. Para um maior detalhamento
dessa regido, tem-se informagdes complementares na Tabela 1. Nessa, observa-se
que os SNPs mais relevantes para pH,5 sdo os mesmos para pH,,, os quais situam-
se em torno da regido entre 75 e 80 Mbp do cromossomo SSC4.

Essa regido realmente apresenta influéncia sobre o pH da carne suina, uma
vez que vdrias outras pesquisas t€ém reportado QTLs nessa mesma regido cromos-
sdmica. Tal afirmacdo é comprovada por meio da Figura 5, proveniente da base de
dados PigQTLdb (NATIONAL ANIMAL GENOME RESEARCH PROGRAM,
2014), na qual verifica-se alta densidade de QTLs relatados por vdrias pesquisas
cientificas. Dentre essas, destacam-se os resultados encontrados por Stratz et al.
(2012) e Ma et al. (2013), que também utilizaram populagdes F» envolvendo li-

nhas comerciais e identificaram QTLs para pH,5 nas posicdes 79,5 e 88,26 Mbp,
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respectivamente. Também destacam-se os resultados obtidos por Wimmers et al.
(2006) e Ponsuksili et al. (2010), os quais reportaram QTLs para pH,, nas re-
gides 82 e 67 Mbp, respectivamente. Nesses trabalhos foram utilizadas diferentes

populagdes derivadas da raca Duroc.
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Figura 5 Densidade de QTLs reportados na regido intermedidria do cromossomo
SSC4 proveniente da base de dados PigQTLdb.

Em resumo, embora a comprovacao da importancia desta regido do SSC4
para o pH da carne seja interessante para pesquisas cientificas na drea de gené-
tica suina, ainda sdo necessdrias pesquisas complementares a fim de identificar os
genes de efeito maior nesta regido. Dessa forma, uma vez constatada a presenga
desses genes e, compreendidos seus mecanismos de atuacio, estes podem ser dire-
tamente empregados com objetivos de selecido por meio de genotipagens especifi-
cas para os mesmos, as quais permitem inferir sobre o pH da carne, simplesmente

por meio dos gendtipos observados para estes genes.
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CONCLUSOES

e A metodologia Quadrados Minimos Parciais é eficiente para a selecdo geno-
mica por possibilitar predi¢des satisfatérias (capacidade preditiva acima de
80%) do pH da carne suina, utilizando apenas informagdes genotipicas ba-

seadas em marcadores SNPs.

e Os métodos Graus de Liberdade e Validagdo Cruzada foram equivalentes na
determinacdo do nimero 6timo de componentes na andlise por Quadrados

Minimos Parciais.

e O método da Regressdo em Componentes Principais apresenta vantagens so-
bre a regressdo multipla tradicional em relacdo a predi¢cdo gendmica, porém,

este € de eficiéncia inferior ao método Quadrados Minimos Parciais.

e A andlise Quadrados Minimos Parciais possibilitou identificar uma regifo
(em torno de 70 e 80 Mbp) relevante no cromossomo 4 para o controle ge-

nético do pH da carne suina.
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APENDICE

APENDICE A - Rotina Computacional usada na analise dos dados

memory.limit (size = 100000 )

dados=read.csv("all_gws_2013.csv",h=T, sep=";")

snp=as.matrix(dados[,—-(1:13)1])

ph45=as.matrix (dados[,2])

snpO=as.matrix (snp[—-(176:345),1])

ph450=as.matrix (ph45[-(176:345)1)

snpl=as.matrix (snpl(176:345),17])

ph45l=as.matrix (ph45([ (176:345)1)

library ("plsdof")

# Regressédo Multipla Tradicional

beta_ols=ginv (t (snp0) $*%snp0) $*%t (snp0) $*x%$ph450

gbv_ols=snpl%*%beta_ols

cor.test (gbv_ols,ph451)



# Regressdao em Componentes Principais

pcr=pcr (snp0,ph450,m=30)

coef=pcrS$coefficients[,30] #manhattan-plot
coef=as.matrix (coef)

max (coef)

gbv_pcr=snpl%$*%$coef

cor.test (gbv_pcr,ph451)

# Quadrados Minimos Parciais: DoF

pls=pls.model (snp0,ph450,100, compute.DoF=TRUE,
compute. jacobian=TRUE)
a=information.criteria (pls$RSS, pls$DoF, pls$yhat,
plsS$sigmahat, nrow(snp),criterion="bic")
plot (a$DoF)

as.matrix (aSDoF)

coef=plsS$Scoefficients[,30] #manhattan-plot
coef=as.matrix (coef)

max (coef)

gbv_dof=snpl%*%$coef

cor.test (gbv_dof,ph451)
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# Quadrados Minimos Parciais: CV

pls_cv=pls.cv(snp,ph45,m=100)

plot (pls_cvS$Scv.error)
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