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RESUMO

O principio da minima ac¢do € um dos mais importantes principios da fisica e possui aplicacdes

em diversas dreas. Tal principio afirma que a trajetoria pela qual um sistema evolui € aquela
que possui a agdo minima. Por sua vez, no cendrio de movimentos randéomicos, devido ao fato
de serem ndo deterministicos, ele nio € diretamente aplicavel. Portanto, para abordar este tipo
de situagdo, desenvolvemos o principio da minima acdo estocastico (PMAE), principio este que
deve reproduzir resultados andlogos aos obtidos pelas integrais de trajetéria. Para tanto, consi-
deramos que a média da variagao da acdo cldssica das possiveis trajetdrias deve ser minimizada,
obtendo assim os vinculos que a distribui¢ao de probabilidade de trajetéria de um movimento
randomico deve obedecer. Utilizando o principio de Jaynes, encontramos a distribuicdo de
probabilidade de trajetdria, que € proporcional ao inverso da exponencial da acdo. Tomando
este movimento como um sistema markoviano, associamos a probabilidade de cada ponto de
uma trajetria com o ponto imediatamente anterior € obtemos a integral de trajetéria. Ao con-
siderarmos um ruido gaussiano, obtemos uma forma especifica para a integral de trajetoria e
observamos que tal integral também é proporcional ao inverso da agdo cldssica. Para verificar a
relacdo entre a agdo e a probabilidade de trajetoria, construimos uma simulagcdo computacional
para o movimento randémico com ruido gaussiano: i) em regime livre; ii) sob a influéncia de
uma forca constante e iii) sob a influéncia de uma forga restaurativa, cujo resultados corrobo-
ram os resultados preditos teoricamente pelo PMAE. Uma vez verificado o resultado para este
tipo de ruido, aplicamos o formalismo a descri¢c@o de eventos tipo cisne negro. Tais eventos sao
raros e extremos, logo, para um sistema com sua ocorréncia € necessirio que os eventos nas
extremidades das distribui¢des sejam probabilisticamente relevantes. Assim, devemos tomar
distribui¢des com caudas pesadas e elegemos as distribuicdes estdveis que possuem esta carac-
teristica e descrevem um processo de difusdao andmala. Este tipo de processo é descrito por
meio da equagdo de Fokker-Planck com operador diferencial espacial fracionario, um operador
nao local que resulta em interacdes de longo alcance. Devido a estas interagdes € necessdria
a modificac@o da entropia associada ao processo de difusdo an6mala, visto que a entropia de
Shannon s6 € valida para sistemas com interacdes de curto alcance. Analogamente, utilizamos
a entropia generalizada de Tsallis para obter a probabilidade de trajetéria do movimento rando-
mico com eventos tipo cisne negro e verificamos, por meio de simulacdes computacionais, a
validade deste resultado.

Palavras-chave: Cisne negro. Entropia de Tsallis. Integrais de trajetéria. Principio de Jaynes.
Processos estocdsticos.



ABSTRACT

The least action principle is one of the most important physical principles and is applicable to
many distinct areas of knowledge. This principle states that the trajectory in which a system
evolves is the one with the minimal action. Therefore, within the scenery of randomic mo-
vements, due to the fact of not being a deterministic movement, it is not directly applicable.
That means that to approach this kind of situation it was needed to develop the stochastic le-
ast action principle (SAP). This stochastic least action principle must reproduce analog results
to those obtained by the trajectory integrals. To do so, it is considered that the mean of the
variation of the classical action of the possible trajectories must be minimized, obtaining then,
the constraints which the distribution of the trajectory probabilities of a movement must obey.
Using the principle of Jaynes, the trajectory probability’s distribution is found, being proporti-
onal to the inverse of the action’s exponential. Taking this movement as a markovian system, it
is possible to associate the probability of each mark of a trajectory to the immediately previous
mark, obtaining the trajectory integral. Considering a gausian noise, it is possible to obtain a
specific shape for such trajectory integral and also to observe that the integral is proportional
to the inverse of the classical action. To verify the relation between the action and the trajec-
tory’s probability, it has been built a computational simulation for the unidimensional random
motion particles: i) within free regimen; ii) under the influence of a constant force and iii) un-
der the influence of a restorative force, in which the results corroborate the relation predicted
by the SAP. Once the results of the simulation with gaussian noise were verified, this forma-
lism was applied to the description of black swan events. Such events are rare and extreme,
therefore, for a system where it can occur, it is needed that events on the extremities of the
distributions to be probabilistically relevant. To be so, heavy tailed distributions must be used,
we elect stable distributions that have such characteristics and describe a process of anomalous
diffusion. This kind of process is obtained by the equation of Fokker-Planck with a fractio-
nary spatial-differential operator, a non-local operator which results on long-range correlations.
Consequently it is needed to modify the entropy that describes an anomalous diffusion process,
once the Shannon’s entropy is only valid to systems with short range interactions. Analogously,
the generalized entropy of Tsallis was used to obtain the randomic movements’ trajectory pro-
bability with black swan events and it was verified, throughout computational simulations, the
validity of this result.

Keywords: Black swan. Jaynes principle. Path integrals. Stochastic processes. Tsallis entropy
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1 INTRODUCAO

O principio da minima acio é um dos mais importantes formalismos da fisica visto sua
simplicidade e grande aplicabilidade, possuindo aplica¢cdes em areas como Optica (MARION,
2013), mecanica classica (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2002), teoria da relatividade ge-
ral (HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006) e teoria quantica de campos (SREDNICKI,
2007). Este principio afirma que a evolug¢do de um sistema ocorre pelo caminho no qual a agcdo
¢ minima (MARION, 2013). Sabendo que a acdo ¢é definida como a soma das diferencas entre
a energia cinética e potencial calculada a cada instante de um processo, podemos concluir que
a evolugdo de um sistema fisico ocorre pelo caminho energeticamente mais eficiente.

No contexto de processos ndo deterministicos, o principio da minima acao esta intima-
mente relacionado com o formalismo de integrais de trajetoria que nos fornece a probabilidade
de transi¢do de um sistema de um estado a outro. Neste contexto, podemos citar as integrais de
trajetoria de Feynmann para a mecéanica quantica (FEYNMAN et al., 1948) e as integrais de tra-
jetéria de Wiener para o movimento browniano (WIENER, 1921), sendo ambas proporcionais a
um termo exponencial da acdo. Além disso, as integrais de trajetoria possuem inlimeras outras
aplicacdes na fisica como em teoria quantica de campos, fisica estatistica e fisica da matéria
condensada (CHAICHIAN; DEMICHEV, 2018; KLEINERT, 2009); e para além dela como
modelagens de acdes e indices do mercado financeiro (LINETSKY, 1997; KLEINERT, 2002)
e em sistemas bioldgicos, em uma darea do conhecimento intitulada de Biologia Quanticamente
Inspirada (PEASE, 2011).

Visto que o formalismo de integrais de trajetéria € um territério muito fértil, bem estabe-
lecido no campo da fisica e que possui intima relacdo com o conceito de acdo, nos propomos a
trabalhar com uma extensao do principio da minima a¢do para processos estocasticos (PMAE).
Desta maneira, esperamos ser capazes de reproduzir resultados andlogos aos obtidos pelas inte-
grais de trajetdria, porém utilizando a abordagem desenvolvida por meio deste principio. Além
disso, tal formulacdo € um esforco no sentido da compreensdo da termodinamica de ndo equili-
brio utilizando do conceito de movimento randémico (WANG, 2010b).

Para desenvolvermos o principio da minima acdo estocastico (PMAE), substituimos a
minimizacio da ac¢do pela média da minimizacdo da acdo (LIN, 2013). Como consequéncia,
encontramos um conjunto de vinculos que a distribui¢ido de probabilidade de trajetoria do sis-
tema randomico deve satisfazer. Utilizando o principio de Jaynes, que afirma que a distribui¢io

de probabilidade 6tima para descrever um sistema € aquela obtida ao maximizar a entropia de
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informacao em relacdo aos vinculos que o sistema estd sujeito (JAYNES, 1957), encontramos
a distribuicao de probabilidade de trajetéria para movimentos randdomicos. Esta distribuicdo
tem uma dependéncia exponencial da a¢do, assim como aquela observada no formalismo de
integrais de trajetdria; e por meio de simulagdes do movimento randémico utilizando a equa-
cdo de Langevin com ruido gaussiano (CHAICHIAN; DEMICHEV, 2018), verificamos sua
ocorréncia.

Uma vez que verificamos o resultado do PMAE para o movimento randomico com dis-
tribui¢do gaussiana, nos dedicamos a estender este principio para eventos tipo cisne negro. O
conceito de evento tipo cisne negro foi cunhado por Taleb, um matematico e economista, usando
o fato de que, para os europeus, todos os cisnes eram necessariamente brancos até a descoberta
da Oceania no século XVII, onde foram encontrados cisnes negros. Taleb afirma, em um sen-
tido epistemoldgico, que dentro das teorias cientificas existe sempre a possibilidade de ocor-
réncia de eventos inesperados, eventos tipo cisne negro (TALEB, 2007). Alguns exemplos de
eventos deste tipo sdo: crises financeiras (WEATHERALL, 2013), a ocorréncia de terremotos
(HOUGH, 2009) e eventos astronomicos superenergéticos (MUTHUKRISHNA; LOCHNER;
WEBB, 2019). Mais recentemente podemos lembrar do raro e grave acidente ocorrido na F1
com Romain Grosjean como ndo se via ha anos (PASSOS, 2020) e o alerta de um tsunami na
costa brasileira (NEWS, 2021; WARD; DAY, 2001). Na area de biologia, podemos encontrar
aplicacdes do conceito no estudo de dinamica populacional (ANDERSON et al., 2017); ja na
area da fisica podemos encontrar este conceito aplicado a fisica de altas energias (KLEINERT,
2014). Neste trabalho, como proposta original, utilizamos este conceito no contexto do mo-
vimento randomico para entender como o PMAE pode predizer a probabilidade de trajetérias
com este tipo de evento.

Uma vez que desejamos observar eventos extremos € necessdrio que a forma como os
ruidos da equacdo de Langevin sdo governados seja modificada, desta maneira, substituimos a
distribuicdo gaussiana pela distribuicdo estdvel com caudas pesadas. Tais caudas resultam em
eventos extremos com maior relevancia probabilistica. Além disso, tal modificacdo na equacgao
de Langevin resulta em um processo de difusdo andomala (KLAGES; RADONS; SOKOLOV,
2008).

Existem diferentes maneiras de se descrever um processo de difusao andmalo utilizando
modificacdes na equacio de Fokker-Planck. Dentre elas temos a possibilidade de inserir um ex-

poente de correlagdo, utilizar derivadas temporais e/ou espaciais fraciondrias, sendo a primeira
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opc¢do o caso que equivale a descricdo de Langevin com ruidos governados pela distribuicdo
estavel que considerada (KLAGES; RADONS; SOKOLOV, 2008), ou a combinagao destes
processos (PEDRON; MENDES, 2005). Para todos estes casos € possivel inferir que a difu-
sdo andmala estd intimamente relacionada com a entropia ndo-aditiva de Tsallis, assim como
a entropia de Shannon-Boltzmann-Gibbs estd relacionada com a difusdo normal (TSALLIS;
SOUZA; MAYNARD, 1995; TSALLIS et al., 1995; TSALLIS; LENZI, 2002; PLASTINO;
PLASTINO, 1995; LENZI et al., 2003; KLAGES; RADONS; SOKOLOV, 2008; PREHL; ES-
SEX; HOFFMANN, 2012; ANDERSON; MORADI; RAFIQ, 2018; SANTOS, 2021).

Esta entropia nao-aditiva foi proposta dentro do contexto de fendmenos multifractais
como uma generalizacdo da entropia de Boltzmann-Gibbs (TSALLIS, 1988). Esta extensao
possibilitava o tratamento de sistemas mais gerais do que a entropia de Boltzmann-Gibbs, uma
vez que a segunda limita-se a sistemas com interagdes de curto alcance (LANDSBERG, 1978).
Ao passar dos anos inimeras aplicagdes da entropia de Tsallis foram encontradas, como em
sistemas caoticos, fisica de altas energias, ventos solares, buracos negros, mecanica quantica
nao linear, sistemas bioldgicos, sistemas complexos, economia e drenagem de silos (TSALLIS,
2021; BOUNTIS; VEERMAN; VIVALDI, 2020; XIAO et al., 2021; MAJHI, 2017). Desta
maneira, para aplicar o PMAE em sistemas com eventos tipo cisne negro, naturalmente devemos
recorrer a entropia generalizada.

Assim, motivados pelo amplo espectro de dreas abordadas por este trabalho, desenvol-
vemos cadencialmente os temas apresentados na introdugdo até, com o uso de simulag¢des, cul-
minarmos na verificagdo dos resultados do PMAE com eventos tipo cisne negro. Tais resultados
sdo originais na literatura, reforcam a validade do PMAE para movimentos randomicos mais
diversos que o movimento browniano e contribuem para aplicacdes em outros tipos de proces-
sos estocasticos com eventos extremos. Também temos como objetivo deste trabalho estudar
estes formalismos de maneira clara para que o mestrando esteja apto a estudar, posteriormente,
outras dreas da fisica nas quais eles estdo inseridos. Ha também, nas motiva¢des que levaram
a elaboracdo desse texto, o cuidado para que ele sirva como possivel material didético para es-
tudantes de fisica, por esta razdo em alguns pontos existem exemplificacdes de casos simples

para ilustrar a aplicacdo do contetido apresentado no texto.
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2 TOPICOS EM MECANICA ANALITICA

A mecanica € a drea da fisica que lida com os fendmenos relacionados a0 movimento
e ao repouso. Dentre os diferentes pontos de vista, os principais fazem uso do conceito de
energia ou forca. Nos formalismos que procedem do principio da minima acao, o conceito de
energia ocupa um papel primordial, ja no formalismo de Newton a forca € o conceito central
para descrevermos sistemas mecanicos.

Nesse capitulo vamos apresentar o principio da minima ac¢ao para a mecanica cldssica e
os formalismos que resultam dessa formulacdo: o formalismo de Lagrange e de Hamilton. Tais
formalismos serdo tteis na compreensao e obtencao de grandezas importantes para a formulagdo
do principio da minima acao estocdstico e na descricao de integrais de trajetdria, pontos centrais

de nosso trabalho.

2.1 O principio de Hamilton e a equacao de Euler-Lagrange

A percepcao de que um fendmeno da natureza pode ser descrito por meio da minimi-
zacdo de uma quantidade percorreu o desenvolvimento da fisica desde o seu inicio. Heron de
Alexandria (75 a.C.) prop0s que a trajetdria para a propagacao de um raio de luz entre dois pon-
tos deve ocorrer por meio do menor caminho entre eles. Posteriormente, Fermat (1662) mostra
que a minimizagdo do tempo de propagacdo da luz resulta na trajetdria que ela percorre entre
esses dois pontos. Maupertuis (1744) insere o conceito de acdo nessa formulacio e mostra que a
luz se propaga pelo caminho com menor a¢do. Euler (1744) e Hamilton (1834) estendem a ideia
de menor agdo para a mecanica cldssica, mostrando que as equacdes de movimento de um sis-
tema podem ser obtidas por meio da minimiza¢do dessa grandeza. Mais tarde, Einsten e Hilbert
(1916) estendem essa formulag@o para a Teoria da Relatividade Geral e Feynman (1948) para
a Mecanica Quantica (MOREIRA, 1999). Por meio desse breve historico podemos verificar a
abrangéncia e generalidade do principio da minima agdo.

O principio da minima a¢@o, também conhecido como principio de Hamilton, nos diz
que para um sistema evoluir do instante #; at€ o instante t, a trajetoria que ele ird tomar, dentre
todas as infinitas possiveis trajetorias, serd aquela na qual a acdo é minima ou, de modo mais
geral, estaciondria (MARION, 2013).

Para prosseguir com a formulacdo matematica do principio de Hamilton precisamos

primeiro definir uma grandeza conhecida como Lagrangiana (.Z’). Tal grandeza € definida como
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a diferenca entre a energia cinética (7') e a energia potencial (U) (MARION, 2013), ou seja,
g[qi(t)aqi(t)7t]:T_U7 2.1

em que ¢; sdo as i-ésimas coordenadas generalizadas e ¢§; = % as i-ésimas velocidades gene-
ralizadas'. As coordenadas generalizadas g; de um sistema com n graus de liberdade® definem
o que € chamado de espaco de configuracdes com dimensao igual a n, em que o tempo € um
parametro.

Para um sistema com n = 1 grau de liberdade a acdo, ou acdo lagrangiana, é definida

como o funcional® (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2002)

15
S= [ PL(q.q.0)d, 2.2)

I

sendo que em #; o sistema estd em um ponto g; € em f; em g». Veja a figura 2.1.

Figura 2.1 — Diagrama esquematico da evolucdo temporal de um sistema com 1 grau de liberdade no
espaco de configuracdes.

q r'y
(91.t1)

q(t)

(92,t2)

t
Fonte: autor
Se o principio de Hamilton nos diz que a trajetdria da evolucdo temporal do sistema € a
que tem a acdo minima e se sabemos que a acdo ¢ a soma da diferenca entre energia cinética e
potencial calculada a cada instante, entdo a trajetoria pela qual um sistema ird evoluir € a que
tem menor variagdo de energia, ou seja, a trajetoria mais eficiente em relacdo a variacao da

energia.

' As coordenadas e as velocidades escritas em sistemas de coordenadas arbitrérios.

2 A quantidade de graus de liberdade é a quantidade de coordenadas necessérias para descrever o sis-
tema.

3 Um funcional, em linhas gerais, ¢ uma "funcio" que tem como argumento uma funcdo e como re-
sultado um escalar (FLORES, 2011). Podemos citar como exemplo as integrais definidas. Seja o
funcional F[f(x)] = fol f(x)dx e o0 argumento f(x) = x, temos que F[x] = 1.
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Podemos, portanto, obter as equacdes de movimento por meio da minimiza¢ao da acao
utilizando célculo variacional (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2002). Tomando que ¢(t) é a
equagdo da trajetdria que tem a acdo minimizada, podemos definir a equacdo de uma segunda

trajetéria com um desvio na forma

O(1) = q(1) +BS (), (2.3)

sendo B uma constante positiva, 0 que nos garante que a acéo através desta trajetéria serd maior
do que a agdo através da trajetdria cldssica e f(¢) a fun¢do que nos dd como as trajetdrias se

diferenciam em funcao de . Veja a figura 2.2.

Figura 2.2 — Diagrama esquematico das trajetérias ¢(r) e Q(¢) no espago de configuragdes.

q A
(91.t1)

(92,t;)

t
Fonte: autor

Esta nova trajetéria também deve cumprir as condi¢cdes de contorno que a trajetoria

original satisfaz, ou seja,

q1(t) —01(t) =0 e qa(t) —Qa(t) =0, (2.4)

isto corresponde a dizer que Q(t) e ¢(t), embora sejam curvas distintas, compartilham o mesmo
ponto inicial e final.

Reescrevendo a acdo (2.2) para a trajetéria com desvio temos

15} 15}

s= [ 2100.0).0di = [ Llg+Bf.q+Bfrar 2.5)

1 1

Observe que ao computarmos esta integral o resultado que encontraremos dependera apenas de
B, assim podemos dizer que S € funcdo de 3. Se queremos que a a¢do seja minima devemos

entdo calcular g—g B0 = 0, encontrando o valor minimo da ag¢do (S) para a trajetdria cldssica,
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uma vez que = 0. Fazendo o célculo da variagdo de S em fungio de  encontramos

a;(éﬁ - % /:-f lq+Bf.q+Bf.1dt=0. (2.6)

Como a integral é independente de § podemos inverter a ordem de derivagéo e inte-

gracdo. Assim, por meio da regra da cadeia e utilizando o método de integracdo por partes,

5] )
+/l £ (aﬁ _ iaﬁ) dt =0. 2.7)

151 I

temos
0.7
l‘ R
0%
Devido as condi¢oes de contorno (2.4) sabemos que f(t1) = f(t2) = 0, logo o primeiro termo

serd nulo e para que o segundo termo também se anule, uma vez que f(¢) € arbitraria, basta que
— ————=0. (2.8)

Esta € a equacdo de Euler-Lagrange, a equacdo de movimento no contexto da mecénica lagran-
giana.

A equacgdo de Euler-Lagrange, ao ser satisfeita, nos dd a trajetéria que minimiza a a¢ao,
ou seja, a trajetdria pela qual o sistema ird evoluir. Para um sistema com n graus de liber-
dade, a equagdo de Euler-Lagrange serd um conjunto de n equacdes, cada uma associada a sua

coordenada, resultando na forma

%:%%,comizlﬂ,&..n. 2.9)

Aqui apresentamos o cdlculo diferencial aplicado na minimizacdo da acao, porém este
formalismo pode ser utilizado para extremizar inimeras grandezas funcionais. Além disso, ou-
tros parametros diferentes de ¢ podem ser utilizados na equacdo (2.8). Para ilustrar o formalismo
lagrangiano, desenvolveremos a seguir o caso de uma particula sob a influéncia de um campo

conservativo®. Elegemos este problema pois campos conservativos sio recorrentes em situagdes

fisicas, por exemplo o campo elétrico e o campo gravitacional.

4 Um campo conservativo é aquele em que a integral de linha tem seu resultado independente do ca-
minho tomado, implicando que o trabalho realizado por um deslocamento dentro do campo depende
apenas dos pontos inicial e final. Matematicamente, se temos 0 campo f(x) 0 campo conservativo
obedece § f(x).dl = 0 (GRIFFITHS, 2013).
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Uma particula sob a influéncia de um campo conservativo
Se uma particula estd sob a acdo de um campo conservativo que lhe confere um potencial
(U), pela definicao da Lagrangiana (2.1) temos para este sistema
- L 5 2
ZL(*%y,x,y) = 5mA"+57) —Ulx,y), (2.10)
em que utilizamos o sistema de coordenadas cartesiano. Utilizando as equacdes de Euler-
Lagrange para cada coordenada, encontramos para x:

aU d

- = ) @.11)
e para y:
SOV =y @.12)
dy dt - '

Observe que os resultados encontrados, equacdes (2.11) e (2.12), sdo compativeis com
a segunda lei de Newton. Para fazermos esta identificagdo devemos recordar que a derivada
do potencial em relagdo a posicao € igual a forca e que a segunda lei de Newton tem a forma
(NUSSENZVEIG, 2013)

F=Y5_3 2.13
P=P (2.13)

Comparando a segunda lei de Newton (2.13) e a equagdo de Euler-Lagrange (2.8), ob-

temos as relacdes

pi= 38;? (2.14)
qi

p=?2 215
qi

conhecidas, respectivamente, como forca generalizada e momento generalizado.

2.1.1 Sistemas com vinculos na mecanica Lagrangiana

Quando pensamos sobre os fendmenos presentes na natureza, vinculos sdo fundamen-
tais para compreendé-los, uma vez que sao eles que condicionam a forma como um sistema
se comporta. Vinculos estdo presentes nos mais variados tipos de fendmenos: o fio que limita
um péndulo ao oscilar, a influéncia gravitacional do Sol sob a qual a Terra translada, o po-

tencial eletromagnético que confina um elétron ao nicleo atdmico, sdo exemplos de vinculos.
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Dessa maneira, tratar matematicamente essas condi¢cdes € um passo importante para descrever
0 que observamos. Nessa subsecdo apresentaremos como podemos tratar vinculos utilizando
o formalismo de Lagrange e observaremos sua simplicidade quando comparada ao tratamento
newtoniano.

Sistemas com vinculos s@o sistemas que possuem restricdes, que podem ou nao de-
pender do tempo. Para sistemas lagrangianos essas restricdes sao classificadas em dois tipos:
vinculos holondmicos e ndo-holondmicos. Vinculos holondmicos sdo vinculos em que as res-
tricdes podem ser escritas apenas em funcdo das coordenadas generalizadas, do contrério, sao
vinculos nao-holonémicos. Aqui trataremos somente a classe de vinculos holondmicos que
denotamos por f(g;,t).

Para descrever um sistema com vinculos construimos as equacdes de vinculo com a

seguinte forma: f(g;,7) = 0, assim podemos reescrever a lagrangiana como

LNqirGis hast) = ZL(qi4i) + Aafa(gist), (2.16)

em que Ay sdo os multiplicadores de Lagrange que tratamos como uma coordenada e f as
equacodes de vinculo.

Aplicando a equagdo de Euler-Lagrange (2.8) na equacao (2.16), temos:

e Para A,:
2L falawn) =0 @.17)
e Parag;:
oz _d (2:)
dgi  dt \ 9q;

Por meio dos resultados (2.17) e (2.18) podemos inferir que a equagao de Euler-Lagrange
para as novas varidveis A, implica nas equagdes de vinculos. Por outro lado, determinar a
equacdo de Euler-Lagrange para as varidveis g; resulta em um novo termo adicional do lado
das forcas generalizadas; evidentemente, a dimensao deste termo também deve ser a de uma

"for¢ca generalizada”, portanto este termo ¢ interpretado como a forca do vinculo (fy) para a



21

coordenada (g;). Desta forma, as for¢as de vinculo (Fy;) sdo obtidas com

Fal‘ :laa_q.. (2.19)

Por meio do método de multiplicadores de Lagrange podemos descrever um sistema
com vinculos sem precisar nos atermos as for¢as que geram esses vinculos — 0 mesmo nao €
possivel no formalismo newtoniano. Essa é uma grande vantagem do formalismo lagrangiano
quando comparado ao formalismo newtoniano na descri¢ao de sistemas com vinculos.

E importante ressaltar que esse processo pode ser realizado para a extremizagio de qual-
quer grandeza sob restricoes. Um exemplo de aplicacdo do uso de multiplicadores de Lagrange
pode ser encontrado nas segdes 3.4.1 e 3.4.2, onde maximizamos a entropia de Shannon para

dois sistemas probabilisticos com vinculos distintos.

2.2 Mecanica Hamiltoniana

O formalismo de Hamilton pode ser encontrado com aplicacdes em diferentes dreas da
fisica. Na mecéanica cléssica, o utilizamos para encontrar as equagdes de movimento de um
sistema, como mostraremos a seguir. Na mecanica quantica, ele estd presente na formula-
cdo de Heisenberg para obter a evolugdo temporal de operadores associados ao sistema fisico
(COHEN-TANNOUDIJI; DIU; LALOE, 1977). Além disso, temos uma conexdo clara entre a
mecanica cldssica e a mecanica quantica por meio da quantizacdo candnica (NETO, 2004). Na
mecanica estatistica, ele pode ser encontrado na formulagao da fungdo de particdo (SALINAS,
1997). Este €, portanto, um formalismo importante na fisica moderna.

A formulag@o hamiltoniana desempenha um papel importante na descri¢do de algumas
distribui¢des de probabilidade que, por sua vez, serdo importantes para descri¢do de processos
estocdsticos. Podemos citar, por exemplo, a distribui¢ao de probabilidade de Lévy, que utiliza
a hamiltoniana na sua formulagdo.

O funcional hamiltoniano, ou simplesmente hamiltoniana, grandeza central no forma-
lismo de Hamilton, estd relacionado com a lagrangiana por meio de uma transformacao de

Legendre com a forma

€ (qi, pirt) = pigi — £ (qi, qi, 1), (2.20)
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em que utilizamos a convengio de Einstein’.

A transformac¢ado de Legendre é uma maneira de reescrever uma fungdao em uma forma
conveniente sem perder as informacdes que a funcao original possui, para maiores detalhes veja
o Apéndice A. No caso da transformacdo da lagrangiana para a hamiltoniana obtemos algumas
vantagens: a hamiltoniana € igual a energia total do sistema se estiver escrita em funcao de

coordenadas naturais®

; as equacoes de movimento, embora sejam em maior nimero, duas para
cada grau de liberdade (n), sdo de primeira ordem.
Para obter as equacdes de movimento na formulacdo hamiltoniana consideramos que a

varia¢do da hamiltoniana deve ser da forma

o o oH

5%(%719171‘) - apl 5pl+ aql 56]:“‘7& (221)

logo, a varia¢ao da hamiltoniana definida em (2.20)

L 0% ¥ . dJd%

8 (i, pist) = pi6qi +qibpi — 8—%5% ~ 94 8gi—— ~ot. (2.22)

Substituindo (2.14) e (2.15) em (2.22), encontramos

d

6%(6[1',]7,',1‘) :qiépi—piSQi—§5t. (2.23)

Igualando (2.21) e (2.23), e em seguida mapeando os coeficientes de dp;, 0g; e Ot,

temos
gi = &—%p, (2.24)
dpi
pi=— N (2.25)
dq;
e
0 0%

O conjunto das equagdes (2.24) e (2.25) sdo conhecidas como as equacdes de Hamilton, também
chamadas de equacdes canOnicas, em que podemos observar o fato supramencionado de que as

equacgdes de Hamilton sdo um conjunto de 2n equagdes de primeira ordem. A equagdo (2.26)

3> O somatério em um indice fica implicito quando temos indices repetidos. Dizemos que estes indices
estdo contraidos ou que eles sdo mudos. Por exemplo: Y, a;b; = a;b;.

6 Coordenadas em que a relaco entre as coordenadas generalizadas e cartesianas é independente do
tempo (TAYLOR, 2005).
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nos dd uma relacdo entre a lagrangiana e a hamiltoniana em que podemos observar que suas
respectivas taxas de crescimento sao inversamente proporcionais.

Para ilustrar a utilizagdo do formalismo de Hamilton faremos o estudo de um péndulo

simples na secao a seguir.

O péndulo simples

O péndulo simples é uma boa maneira de exemplificar uma representagdo no espago de
fase. Seja um péndulo simples e ideal’ em que um sistema de coordenadas (x;,x») tem sua
origem posicionada no ponto onde o péndulo estd fixo. A coordenada 6 € o angulo formado

entre o péndulo e o eixo x1, / € o comprimento da haste e m a massa que oscila, veja a figura
2.3.
Figura 2.3 — Diagrama esquematico do péndulo simples.

0 X2

+

Fonte: autor

Temos a lagrangiana desse sistema
. 1 .
£(0,0)= Emlzez +mglcos 6. (2.27)

Utilizamos a equacdo (2.15) para obter a velocidade generalizada em funcdo do momento ge-

neralizado para podermos escrever a hamiltoniana,

Po=—5 = mi*6. (2.28)

7 Um péndulo composto apenas por uma particula presa por um fio inextensivel e de massa desprezivel.
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ou seja,

6 — %. (2.29)

Usando a definicao (2.20), podemos expressar a hamiltoniana como

2

H(p,o) = % — mglcos#. (2.30)

Se consideramos que o péndulo oscila préximo a sua posi¢do de equilibrio, ou seja, realiza
pequenas oscilagdes®, podemos considerar uma expansio ao redor de 8 = 0, obtendo

02
cos 0 %1—7—1—@’(64). (2.31)

Fazendo a substituicao de (2.31) em (2.30) temos

2 2
mglO
H(p,0) = %—i—gT—mgl, (2.32)

que podemos reorganizar como

H+mgl Po’ n 62
mgl  2m2Bg 2

(2.33)

A equagdo acima pode ser identificada como a equagdo de uma elipse de eixo maior
2m+/13g e eixo menor 2+/2, ou seja, ao plotarmos a equacio (2.33) no espaco de fase teremos
uma Orbita eliptica. O péndulo simples, sob a condi¢do de pequenas oscilagdes, tem 0 mesmo
comportamento que um oscilador harménico, ou seja, o de um estado ligado®. Observe que
esse fato ndo ocorre para o péndulo com grandes oscilagdes, pois (2.30) € uma Orbita aberta no

espaco de fase e ndo um estado ligado.

8 Quando consideramos apenas pequenas oscilagdes obtemos frequéncias que sdo independentes da
amplitude de oscilacdo — osciladores lineares. A relacdo entre a forca restaurativa e o deslocamento é
linear (GHOSH, 2016).

° Estados em que a energia cinética é menor do que a energia potencial.
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Figura 2.4 — Orbita no espago de fase para um péndulo simples em regime de pequenas oscilacdes.

0

2v2

/« F\Zln .
\’/v b

Fonte: autor

A representacao ilustrada na figura 2.4 € conhecida como espago de fase, a representacao
grifica de sistemas hamiltonianos. Uma importante caracteristica do espago de fase é que um
dado ponto (configura¢do) determina um estado especifico do sistema, de forma que as linhas

do espaco de fase ndo podem se cruzar.
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3 O PRINCIPIO DA MINIMA ACAO ESTOCASTICO

Uma vez que apresentamos o principio da minima acdo para sistemas classicos iremos
trabalhar em uma extensao desse principio para processos estocdsticos para a descri¢do de movi-
mentos randoémicos. Nesse capitulo apresentaremos as caracteristicas gerais desse movimento,
a caracterizacao de distribui¢des de probabilidade e a formulag¢do do principio da minima ag@o
estocdstico. Com posse do principio da minima agdo estocastico discutiremos o principio de
Jaynes para obter as distribuicdes de probabilidade adequadas para as posi¢cdes de uma par-
ticula browniana e para as trajetérias do movimento randomico. Por fim, apresentaremos as

distribui¢des de trajetorias para alguns exemplos.

3.1 O movimento randomico

O movimento randdmico € um movimento que ndo tem uma previsdo deterministica,
causado pela presenca de ruidos ou forcas randdmicas!, dizemos, portanto, que é um sistema
estocdstico. Os formalismos da mecanica classica ndo sdo capazes de descrever esse movi-
mento, ou seja, conhecer o estado inicial do sistema nio nos garante que saibamos a trajetdria
que sera percorrida, existe uma multiplicidade de possiveis trajetérias (WANG, 2010a).

O movimento randomico € considerado um processo estocdstico. Tais processos con-
sistem em um conjunto de varidveis aleatorias (x) que evoluem indexadas por um parametro
(t), usualmente o tempo. Essas varidveis (x;) sdo chamadas de fun¢des estocdsticas. Quando
o parametro (¢) evolui com valores discretos dizemos que temos uma cadeia estocdstica, com
valores continuos um processo estocéstico e quando em mais de uma dimensdo um campo esto-
castico (CHAICHIAN; DEMICHEYV, 2018). Um exemplo de cadeia estocdstica sdo as posi¢oes
de uma particula performando um movimento browniano em uma aproximacao discreta, como
veremos a seguir.

O movimento browniano recebe esse nome por causa de Robert Brown, um botanico
que, ao estudar o pélen’ suspenso em um meio aquoso, observou o movimento aleatério e in-
cessante dessas particulas. Apds as publicagdes de Brown no séc X1X, alguns esfor¢cos foram
feitos no sentido de compreender o movimento browniano, porém os estudos se concentravam

em observar as velocidades (Ax/Ar) das particulas utilizando microscépios. Acontece que a

! Forcas que sdo experimentadas de maneira aleatéria. Por exemplo as forcas que particulas brownianas
suspensas em um liquido experimentam devido ao movimento térmico. Também podemos categoriza-
las como forcas sob as quais ndo podemos teorizar.

2 Pequenos grios onde estio os gametas masculinos das flores com dimensio aproximada de 5 ~ 6um.
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trajetdria das particulas no movimento browniano sdo extremamente irregulares (ndo sao dife-
rencidveis em muitos pontos) e por isso essa estratégia nao foi eficaz ao explicar o movimento.
Somente em 1905 Einstein publica um artigo sobre o movimento browniano levando em consi-
deragdo a pressdo osmotica realizada pelas particulas suspensas em um fluido, elevando, assim,

a compreensio fisica e matemadtica do problema (EINSTEIN, 1906).

3.2 Distribuicoes de probabilidade

As distribui¢des de probabilidade sdo uma importante ferramenta para o estudo de sis-
temas estocdsticos, uma vez que sabemos que as suas varidveis sdo distribuidas de maneira
aleatéria. No contexto do movimento randdomico as posi¢des das particulas e a probabilidade
de ocorréncia das trajetdrias sdo descritas dessa maneira. Por essa razdo, faremos um pequeno
estudo sobre distribui¢cdes de probabilidade (DEVORE, 2011; MONTGOMERY; RUNGER,
2005; MAZO, 2002; CASELLA; BERGER, 2002; OLIVEIRA, 2001).

Uma distribuicdo de probabilidade apresenta a probabilidade de ocorréncia de uma dada
variavel ao longo de seus possiveis valores. Uma distribui¢do extremamente importante € a
distribui¢do gaussiana ou distribuicdo normal. Podemos fazer essa afirmagdo pois uma grande
quantidade de fendmenos naturais, como caracteristicas fisicas de uma populagado, indicadores
econdmicos, medi¢des de erro em experimentos, apresentam essa distribuicdo (PEARSON;

LEE, 1903). A distribui¢do gaussiana pode ser expressa como:

o) = ——ewp (240, G.1)

oV21 202

em que x € a varidvel distribuida e os parametros ¢ e U sdo, respectivamente, denominados

desvio padrao e média (veja a imagem 3.1.)
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Figura 3.1 — Representacdo grafica da distribuicdo normal, também conhecida como curva de sino, em
que U é amédia e o o desvio padrao.

I3 X

Fonte: autor

Para caracterizar e obter informacdes de uma distribui¢do, uma ferramenta util sdo os

seus momentos. Eles estdo definidos na forma de valores esperados, ou seja,

Joo
E(X"):/ X" p(x)dx, (3.2)

—o0

em que p(x) é uma distribuicdo de probabilidade qualquer da varidvel x. Dizemos que E(X") é
0 n-ésimo momento da distribuicdo p(x).

Embora a defini¢do apresentada em (3.2) seja elucidativa do significado dos momentos,
essa ndo ¢ a melhor maneira para obter tal grandeza, uma vez que, em geral, a integral que apa-
rece na definicdo nao € trivial de se calcular. Uma forma mais simples para obter os momentos
¢ utilizando a funcdo geratriz de momentos e a fungdo caracteristica (OLIVEIRA, 2001). A

funcdo caracteristica de uma distribuicdo de probabilidade € definida por

o(t)= /+oo e’”p(x)dx, (3.3)

—o0

a transformada de Fourier da distribui¢do de probabilidade. Utilizando a fun¢do caracteristica

(3.3), a funcao geratriz de momentos € definida como

M(t) = ¢(—it), (3.4)
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ou seja, a transformacdo de varidveis, t — —it, aplicada a funcdo caracteristica. Para gerar os
momentos, fazemos
dn
E(X") = —M() . (3.5
drm =0
Embora a obten¢ao da funcao caracteristica possa ser complexa, a determinagao dos momentos
se torna mais simples com o uso da equagdo (3.5).
Com posse dos momentos da distribui¢do, podemos obter algumas grandezas que carac-

terizam as distribui¢des de probabilidade:

Média:

X=E(X), (3.6)

indica a regido de concentracdo da varidvel dessa distribuicao, isto é, o valor esperado da

variavel x

e Variancia:

VX)=E|(X -EX))], (3.7)
indica o nivel de dispersdo da distribuicdo da varidvel.

e Parametro de assimetria: 5
EX—-EX
p-—LEEOOL (38)

(e[ox- 07

indica o grau de assimetria da distribuicdo. Em inglé€s € chamado de skewness.

[NSTiS4]

e Curtose: A
o E[(X—E(X))*] (3.9)

{E [(X—E(X))Z] }2’

indica a intensidade com que as caudas da distribui¢io’® decaem para zero.

Os parametros da distribuicao gaussiana

Para caracterizar a distribui¢do gaussiana e ilustrar o cdlculo dos pardmetros acima cita-

dos, faremos o célculo destes parametros para a distribui¢do normal. Primeiramente necessita-

3 As caudas da distribui¢io sdo as suas extremidades onde encontram-se os valores minimos e maximos
da varidvel distribuida.
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mos calcular a fun¢do caracteristica para (3.1) por meio de (3.3), fazemos

o(t) = : /::oexp(itx) exp (— (= 'u)z) dx

o221 202
1t — [ —2(u+iro?)x] —u?
_ 1
oV2T /_oo Xp ( 202 ax, (3.10)

utilizando o método de completar quadrados, identificamos
2
X =2(p+ito?)x = [x— (u+ito?)] — (u+itc?)?, (3.11)

desta maneira a equacgao (3.10) pode ser escrita como

. too T ; 2712
(1) = —) exp<(“+”62)2_“2)/ exp< = (utio ﬂ)dx. (3.12)

o\V2n 202 o 202

Utilizando a solugdo para integrais gaussianas

/+w exp [—a(x—b)*]dx = g, (3.13)

—o00

a integral presente na equacdo (3.12) resulta em

2072

—o00

400 [y i 2
/ exp< [r—(u+ito?)] >dx:\/2627r. (3.14)

Substituindo o resultado (3.14) em (3.12), temos

0(1) = exp ((N tire?)? - “2>

2072

= exp (iut — %(m)2> , (3.15)

sendo (3.15) a funcdo caracteristica da distribui¢do gaussiana.
De posse da fungdo caracteristica, podemos calcular a funcdo geratriz de momentos
a partir da equacgdo (3.4). Assim, temos como funcdo geratriz de momentos da distribui¢ao

gaussiana,

M(t) = ¢(—it) = exp (m+ %(Gt)z) , (3.16)
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Para obter a média, a variincia e a curtose precisamos determinar os quatro primeiros momentos
da distribui¢do. Por essa razdo, utilizando (3.5), calculamos os respectivos momentos para a

distribui¢do gaussiana a seguir.

e Primeiro momento:

d
B0 = gm0
— {(H +0%t) exp (ut + l(GI)Z)]
2 =0
—u (3.17)
e Segundo momento:
d2
2y _ R
EOC)= M)
- [(02) exp (,ut + %(Gt)z) + (n+ O'Zt)zexp (ut + %(GI)Z)}
=0
=o’+u (3.18)

e Terceiro momento:

3
E(X?) = Z?M(t)

_ { [(62) (:1 %) +2 (i +0%) (6%) + (u +52;)3} exp (HH— %(Gt)z) }

=3u0’ 4 u’ (3.19)

t=0

e Quarto momento:

4
E(x") = j?M(t)

_ { [364 +t3_6() (u+0%) (6%) + (u+ 02;)4} exp (ﬂt+ %(Gt)z) }

=30+ 6u’c?+ u*. (3.20)

=0
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De fato, podemos observar que o cdlculo dos momentos centrais, utilizando a fun¢ao geratriz,
¢ simples se comparado a obtencdo dos momentos centrais por meio do célculo dos valores
esperados.

Uma vez obtidos os quatro primeiros momentos, podemos calcular a média, a variancia,

o parametro de assimetria e a curtose da distribuicao gaussiana. A média (3.6) serd

X=EX)=u; 3.21)
a variancia (3.7)
V(X)=E [(X—E(X))z] — 62, (3.22)
o parimetro de assimetria
p=—" X—E®F 0; (3.23)

€ a curtose

K= E[(x-EX))"] —3. (3.24)

(e[ox- 0]}

Obtivemos, assim, quatro importantes parametros que caracterizam a distribuicao gaus-
siana; a concentracdo da varidvel, o nivel de dispersdo, a assimetria e a intensidade com que
ela decai para zero. Classificamos as distribui¢des com relacdo a suas caudas tomando como
referéncia a distribuic@o gaussiana. Distribui¢des com curtoses menores que 3 possuem as cha-
madas caudas leves e sdo nomeadas platicurticas, com curtoses maiores que 3 possuem caudas
pesadas, chamadas leptoctrticas e, por sua vez, distribui¢des com curtoses muito préximas a 3
sdo chamadas de mesocurticas (PEARSON, 1905). Quanto maior a curtose de uma distribui-
cdo, maior serd a probabilidade de ocorréncia de eventos extremos, uma vez que a quantidade
de eventos distribuidos nas caudas (extremidades) serda maior.

Nas secdes a seguir veremos que a distribui¢do gaussiana serd utilizada para descrever o

tipo de movimento randdomico que tomaremos como protétipo, 0 movimento browniano.
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3.3 A formulacio do principio da minima acio estocastico

Para desenvolvermos um principio da minima a¢do estocdstico precisamos entender que,
no contexto do movimento randdémico, o que causa o fendmeno de aleatoriedade do movimento
sao forcas randdmicas, e ndo € possivel levi-las em consideracdo nas grandezas fundamentais
da mecanica classica devido a sua natureza aleatéria. Logo, a lagrangiana (.¢’), a hamiltoni-
ana (%) e a acdo (A)* ndo sofrerio alteracdes em suas definicdes. Devido 2 multiplicidade de
possiveis trajetorias teremos que trabalhar com probabilidades, portanto, consideraremos que
um mesmo sistema realiza inimeras vezes 0 mesmo processo para que possamos calcular re-
sultados com significincia estatistica. Ao proceder dessa maneira, o principio da minima acao
estocdstico serd dado pela condicdo 8A = 0, em que a barra representa uma média.

Considerando um sistema com caracteristicas randomicas de n particulas, definimos a

média da acdo para um sistema estocdastico de particulas que se deslocam de a a b como
Aab = Y PiAr (3.25)
k

em que py € a probabilidade de ocorréncia da k-ésima trajetéria. Fazendo a variagdo da média,

obtemos
8Au =Y SprAx+ Y pibAy
k k
= 50, + OA, (3.26)
em que introduzimos a quantidade

8Qu» = 84— 6A =Y SpiAs. (3.27)
k

A grandeza Q,, é chamada de varentropia, uma medida generalizada da incerteza de probabili-
dade de um sistema, que é definida por meio de uma analogia com um sistema termodinamico
fechado. Para a termodinimica, sabemos que 0E = T3S, sendo E a energia, T a temperatura e

S a entropia, e que 0F =Y, d p;E;. Dessa maneira, a varentropia estd relacionada com a entropia

4 Nesse contexto denotaremos a agdo pela letra A, para que nio haja confusdo com a entropia que seré
denotada por S posteriormente.
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(Sap) por
8Qu = —_~, (3.28)

em que Y é um parametro cujo significado fisico serd discutido no contexto da distribui¢dao
de probabilidade de trajetéria do movimento browniano. Utilizando a condi¢io A =0 e a

defini¢do (3.28) na equacdo (3.26), temos
8(Sap — YAwp) = 0. (3.29)

A fim de complementar o principio da minima agdo estocéstico, adicionamos a constante de

normalizacdo () pr = 1) como um vinculo do célculo da variagdo da a¢do, o que resulta em
8(Sap— Y)Y, PrAx+ ) pr) =0. (3.30)
k k

O vinculo da constante de normalizacdo € adicionado devido ao principio de Jaynes, que
nos diz que a distribui¢do de probabilidades 6tima € a que resulta da maximizagdo da entropia de
Shannon sob a limitacio dos vinculos conhecidos do sistema. Como todo sistema probabilistico

obedece ao vinculo Y, px = 1, vinculo de normalizac¢do, ele é o mais natural a ser considerado.

3.4 Principio de Jaynes

A teoria da informacdo é um importante campo da fisica e tem como fundador Claude E.
Shannon (1948). Em seus estudos, Shannon estabeleceu a conexdo entre o conceito de entropia
(termodinamica) e informagao (teoria da informagao), tal relacdo possibilitou a aplica¢do do
conceito de entropia em varios sistemas probabilisticos (KESAVAN, 2009). A teoria da infor-
macdo pode ser enunciada como a maneira de extrair conhecimento de um conjunto parcial de
dados, sendo que uma das estratégias para isso € o uso do principio de Jaynes.

O principio de Jaynes afirma que a maneira de extrair o mdximo de conhecimento, sem
fazer afirmacgdes equivocadas, ¢ maximizando a entropia da informacao, uma vez que sabemos
apenas dados parciais do sistema. Em um sistema com um conjunto de distribuicdes de pro-
babilidades que satisfazem os vinculos impostos, a distribui¢do com maior entropia deve ser
a escolhida, essa é a maneira de fazer uma estimativa menos tendenciosa possivel (JAYNES,

1957).
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Uma importante medida nesse contexto € a quantidade de informacgado gerada pela ocor-

réncia de um evento com probabilidade p; (SHANNON, 1948), definida por

Ij=In (i) : (3.31)
pj

podemos perceber que quanto mais rara for a probabilidade de ocorréncia deste evento, maior
serd a quantidade de informacdo gerada por ele. Tomando o valor esperado da informacao de

um conjunto de eventos, temos a definicao de entropia

S= —ZPilnpi, (3.32)

dessa maneira, o principio de Jaynes nos diz que a melhor distribuicdo de probabilidade para
descrever um sistema € aquela que nos dd o maximo valor esperado de informacao considerando
os vinculos do sistema.

Nas secOes a seguir, o principio de Jaynes € utilizado para a obtencdo das distribui¢Oes
de probabilidade para a posicdo de particulas no movimento browniano e para as trajetérias
do principio da minima acdo estocdstico. Essencialmente, o que muda de um caso para o
outro sdo os vinculos, o uUnico vinculo que serd comum a todos os casos € a normalizagcdo

das probabilidades ()} ; p; = 1), denominado vinculo natural (KESAVAN, 2009).

3.4.1 A distribuicao de probabilidade de posicao do movimento browniano

O movimento browniano € um tipo de movimento randémico, tendo isso em vista, a
posicdo de uma particula performando tal movimento serd descrita por uma distribuicdo de
probabilidade. Para obtermos tal distribui¢do utilizamos o principio de Jaynes, apresentado na
secdo anterior. Consideramos um movimento browniano unidimensional ocorrendo na dimen-

sdo denotada por x. Os vinculos que esse movimento deve satisfazer sao

400
/ p(x)dx =1, (3.33)

—o0

o vinculo natural em sua forma integral, pois as particulas podem ser encontradas em qualquer
ponto do eixo x, e a finitude da variancia, pois consideramos um processo em que as parti-

culas estdo sob a a¢cdo de pequenas for¢cas randomicas, fazendo com que elas ndo performem
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deslocamentos muito grandes. Logo, sob essa condi¢do, encontramos

/+wx2p(x)dx =02, (3.34)

—o0

note que consideramos a média da distribuic¢do igual a zero.

Devemos agora maximizar a entropia de Shannon (3.32) com a imposi¢ao dos vinculos
acima. Para isso, utilizaremos o formalismo de Euler-Lagrange para sistemas com vinculos,
apresentado na secdo 2.1.1. Se desejamos maximizar uma lagrangiana (.) com a imposi¢ao
dos vinculos f; = 0, devemos redefinir a lagrangiana como .¢’' = ¥ +Y; A; f; e aplicar a equagio
de Euler-Lagrange. Assim, para o nosso caso, em que desejamos maximizar a entropia S =

— [*2 p(x) In p(x)dx, definimos a lagrangiana como

Z = —/+°°p(x) Inp(x)dx — Ay (/+mp(x)dx— 1) -l (/+wx2p(x)dx— 62> . (3.35)

Como .Z ¢ fungdo apenas de p(x), a equagdo de Euler-Lagrange (2.8) fica com a forma

0L

e 0. (3.36)

Entdo, calculando a equacdo de Euler-Lagrange a partir da lagrangiana (3.35), teremos

%ﬂ = aip {— /_:wp(x) In p(x)dx — Ay (/::op(x)dx— 1) 2 (/_:ooxzp(x)dx— 02)}

oo
:_/ dx [Inp(x) + 1+ Ay + Aox?] . (3.37)

Como g—é =0, obtemos

Inp(x) 4+ 1+ A + x> =0, (3.38)

que pode ser reescrita de forma equivalente como
p(x) =exp(—1—A; — Axx?). (3.39)
Aplicando (3.39) nas equagdes de vinculo. Para a equagdo (3.33), encontramos

—+oo
/ exp(—1 — A —ox?)dx =1 —exp(1+ 1)) = /%. (3.40)
2

—o0
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Para a equacdo de vinculo (3.34), temos

S
/ Rexp(—1— A — o) = 2. (3.41)

—o0

Usando a defini¢do mais geral para uma integral gaussiana (Apéndice B),

oo 1 1
/0 Yo~ gy — @br (n —;; ) , (3.42)
ab

encontramos

e, 2 1
/0 x“exp(—Ax”)dx = 2 (3.43)

Sl =

em que utilizamos o resultado I' (%) = ‘/TE Desta forma, retornando o resultado acima em

(3.41) e utilizando a equagao (3.40), encontramos

1
== 3.44
2= 552 (3.44)
Por fim, substituindo A, em (3.40), obtemos:
exp(14+141) =oVv2nm. (3.45)

Portanto, a partir dos resultados obtidos, expressamos (3.39) como

2
p(x) = — exp( * ) (3.46)

oV2m 202

Podemos observar que a distribuicao de probabilidade de posi¢do de uma particula browniana
€ a distribui¢io gaussiana com média X = 0, pois consideramos que 0 movimento se inicia em
x =0, e variancia o2.
Uma outra maneira de obter a distribui¢do de probabilidade de posi¢do de uma particula
browniana é por meio da equacgao de difusao (EINSTEIN, 1906), sendo ela
dp(x,t) d°p(x,1)

o =D—5 (3.47)
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em que D € a constante de difusdo e t o tempo. A equacgdo de difusdo (3.47) é um caso especifico

da equacao de Fokker-Planck

dp d(Ap) 9*(Dp) _
Tl o, (3.48)

em que A € um termo de velocidade relativo as forcas externas, sendo que no caso do movimento
browniano temos A = 0 e D constante (CHAICHIAN; DEMICHEV, 2018). A equacgdo de
Fokker-Planck ¢ uma abordagem macroscépica de um processo estocdstico.

Ao resolvermos a equagdo de difusdo (3.47) encontramos como resultado a distribui¢ao
gaussiana, corroborando o resultado obtido pelo principio de Jaynes, com varidncia 6> = Dr.

Dessa maneira, temos que a distribui¢do de probabilidade de posi¢cao de uma particula browni-

ana é
(x) 1 ( a ) (3.49)
X)= exp| —=— |- .
P V2Dt P\ 2o
O parametro de difusdo (D) foi obtido por Einstein como sendo D = 61?51’ em que Kp

¢ a constante de Boltzman, T a temperatura absoluta, r o raio da particula e 1) € a viscosidade
do meio (EINSTEIN, 1906). Observe que na equacdo (3.49) o coeficiente de difusdo aparece
no denominador de uma exponencial negativa, entdo quanto maior o coeficiente maior serd a
probabilidade de difusdo. De fato, utilizando apenas argumentos conceituais, vemos que energia
térmica (KpT) facilita o processo de difusdao, uma vez que ela € uma medida do nivel de agita¢ao
da particula, enquanto a dimensdo da particula (r), devido a inércia, e a viscosidade do meio

(n), devido a forca de arraste, dificultam.

3.4.2 Obtencao da distribuicao de probabilidade de trajetoria

Depois de formularmos o principio da minima acao estocdstico o proximo passo consiste
em construir a distribuicdo de probabilidade de trajetéria para um movimento randomico. Para
1sso, utilizaremos o principio de Jaynes apresentado na secio 3.4 e os vinculos obtidos para o

principio da minima agdo estocdstico (3.30). Os vinculos sdo

Yri=1, (3.50)
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o vinculo natural; e para uma grandeza arbitraria g,;, temos

Zpigri =(g,),emquer=12..m (3.51)

o vinculo do valor esperado. Nesse caso tomamos uma distribui¢do discreta, uma vez que as
trajetdrias sao distribuidas discretamente. Note que tomamos o valor esperado de uma grandeza
genérica (g,;), para evidenciar que a distribuicdo de probabilidade que satisfaz esses vinculos
pode ser utilizada em outros sistemas.

No caso do principio da minima agdo estocdstico o valor esperado é referente a acdo, po-
rém o valor esperado € importante em outras situagdes na fisica, uma vez que é uma grandeza
mensurdvel experimentalmente em um contexto probabilistico. No caso da mecéanica quan-
tica, por exemplo, o valor esperado sdo os observaveis fisicos dos experimentos (COHEN-
TANNOUDIJI; DIU; LALOE, 1977). No caso da mecanica estatistica, a energia do sistema é
mensurdvel e ocupa o lugar de valor esperado nos vinculos; para o contexto do gas de Boltz-
man’, o vinculo acima é escrito como E = Y., €iN;, em que E € a energia total do sistema, & a
energia de um dado nivel e N; o nimero de particulas no i-ésimo nivel (SALINAS, 1997).

Empregamos o formalismo de Euler-Lagrange para a maximizagdo da entropia (S) sob
a restri¢do dos vinculos acima citados. Para a maximizagdo de uma lagrangiana ¢’ com os
vinculos f; = 0, reescrevemos a lagrangiana com os vinculos e os multiplicadores de Lagrange
()

L =Z"+Y Mifi (3.52)
i

e entdo aplicamos a equacdo de Euler-Lagrange. A lagrangiana para esse caso tem a forma

gz—Zpilnpi—).() Zpi—l —er Zpigri_<gr> + Zpi_l ) (3.53)

em que adicionamos o vinculo (}; p; — 1) mais uma vez por conveniéncia, para que nao tenha-

mos um fator igual a 1 subtraindo no final da aplicacao da equagao de Euler-Lagrange.

> Um gés em que as moléculas se encontram em niveis de energia discretos.
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Assim, ao calcularmos a equagdo de Euler-Lagrange, obtemos

0Z 0 0 0
—=— ilnp; | —(A—1)5— i—1 =) A=— i8&ri— ar
dpj  9Ipj (;p np> o )8Pj (;p ) Z ap; <;pg a)
=—Inpi—2A— Y Agri, (3.54)
logo,

pi:exp<_)~()_)~lgli_---_Afmgmi)- (355)

Substituindo o resultado p; nas equagdes de vinculo (3.50) e (3.51), obtemos

exp(Ao) = Zexp (—Z/ljgj,) (3.56)
i J

(gr) = Yigriexp (—X; 480
’ Yiexp(—X;Aigji)

Identificamos o termo no denominador de (3.57) como a fun¢do de parti¢do do sistema

(3.57)

e a denotamos por
Z=Y exp (- Z)ngﬁ) : (3.58)
i J

Assim, obtemos, por meio do principio de Jaynes a mesma distribuicdo de probabilidades utili-
zada na mecénica estatistica, o formalismo de fun¢des de particdo. Ao fazermos a identificacdo

da equacdo acima com (3.51), podemos inferir que

I Lo V20T
"oYiexp(—XA851)

(3.59)

sendo que (3.59) é o modelo de distribui¢do de probabilidade que utilizaremos para a distri-
bui¢cdo de probabilidade de trajetéria de um movimento randémico descrito pelo principio da
minima agdo estocdstico. E pertinente ressaltar que a distribui¢io (3.59) é utilizada no con-
texto da termodindmica estatistica. Para este caso temos g;; = E;, sendo essa a energia do
i-ésimo nivel do sistema, e A; = ﬁ para qualquer j devido ao teorema de equiparti¢do, isso €,

(E) o< KpT. O termo Kp € a constante de Boltzmann e 7' a temperatura.
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3.5 Casos de distribuicao de probabilidade de trajetoria

Aplicaremos agora a probabilidade (3.59) para um sistema de particulas em regime de
movimento randdmico, que movimentam-se de uma regido A até uma regido B a partir de w
possiveis trajetorias (LIN, 2013). Esta € a distribuicdo adequada porque € a distribuicdo de
probabilidade obtida por meio do principio de Jaynes sob as consideragdes dos vinculos do
principio da minima agdo estocdstico (3.30). Calcularemos a probabilidade para 3 casos: 1)
sabendo exatamente o ponto de partida a em A e chegada b em B, 2) sabendo o ponto de partida
a em A, mas nao sabendo o ponto de chegada em B e 3) ndo sabendo o ponto de partida em A

nem o ponto de chegada em B.

Caso 1

Sabendo exatamente o ponto de partida a em A e chegada b em B, a probabilidade (3.59)
tem a forma

1
pila,b) = Z_be—YAk(a.,b), (3.60)
a

sendo Z,, =Y e~ YAk(ab)

Calculando a entropia de trajetoria

P
1
w w
=Y pcYAi(a,b) +;‘A/lnzab
%
— YAwy+10Za, (3.61)

em que utilizamos A, = Y.\ prAk(a,b). Observe que podemos obter a agdo média por meio da

relacdio A, = —;—Yanab.

Caso 2

Na situagdo em que sabemos o ponto de partida a em A, mas ndo sabendo o ponto de
chegada em B, obtemos que a fun¢do de particdo Z, deverd ter um somatdrio nos possiveis

pontos b. Desta forma, encontramos

1
pi(a,B) = e ¥H00), (3.62)

a
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sendo Z, = Y p e~ YAlab),

Calculando a entropia de trajetdria

Sab = — Zpkln( e 7Ak(ab)>

= YA, +1InZ,, (3.63)

em que A, = Yk » PrAk(a,b). Observe que podemos também obter a agdo média por meio de
A, =— g—y InZ,.

Tomando a média da acdo das trajetorias para o caso 2 e a distribui¢do de probabilidade
de trajetdrias (3.62), para obtermos uma distribui¢do de trajetdria independente do caminho £,

podemos escrever a média da a¢do da seguinte forma

Ka = ZpkAk(aab)

- _Zz(e M0l Ay a,b)). (3.64)

Substituindo a média da acfio para o caso 1, Ay, = 7€ —YA(a, b)Ak(a b) em (3.64), reescre-
Vemos
1 _
Z_ abAab
b a
1
=Y —exp(InZy)Au (3.65)
b a

Agora, utilizando a entropia de trajetdria (3.63), obtemos

1 — =
Au= - Zexp (Sab - ’}/Aab) Agp- (366)
Z, %

Encontramos, assim, uma férmula para a probabilidade de trajetéria (p(a,B)) de um

ponto fixo a em A a um ponto arbitrario » em B independente do caminho %,

1 _
p(a,B) = - eXp (Sap— YAup) - (3.67)

a

Note que, nesse caso, a probabilidade de ocorréncia de uma trajetéria depende da diferenca

entre a entropia de trajetéria e da média da a¢@o, ndo somente da agdo.
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Caso 3

Na situacdo em que ndo sabemos o ponto de partida em A nem o ponto de chegada em
B, obtemos que a funcdo de particdo Z terd um somatério em todas as possiveis trajetorias k,

todos os possiveis pontos iniciais a e todos os pontos finais b. Desta forma, encontramos
L —ax(ap)
Pi(A,B) = Zem TEE, (3.68)

sendo Z =Y, px e~ YAkab),

Calculando a entropia de trajetoria

w
Sab=—Y_ prInpy
k
—yA+InZ, (3.69)

em que Y’ prAi(a,b) = A.
Utilizando o mesmo desenvolvimento do caso 2, para obter uma distribui¢do de trajetoria

independente do caminho k, podemos escrever

A=Y piAi(a,b) (3.70)
a,b.k

1
=) Ze*wa»b)Ak(a,b)
a,b.k

1 -
= Z z exXp (Sab - yAab)Aab-
a,b

Assim encontramos uma férmula para a probabilidade (p(A,B)) de um ponto qualquer

em A a um ponto arbitrdrio em B independente do caminho &,

1 _
p(A,B) = 7 SXP (Sab— YAab) - (3.71)

Definindo F,;, = Ayp — S—;”, que chamamos de ac¢do livre (andlogo a energia livre da termodina-

mica) (LIN, 2013) , podemos escrever a probabilidade como

1
P(A.B) =~ exp(~YFup). (3.72)
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A agdo livre € a quantidade de ag¢do disponivel para que um sistema de particulas passe de um
estado A para um estado B, por essa razdo, a probabilidade (3.72) depende diretamente dessa
quantidade.

Conseguimos observar, por meio das distribui¢des de probabilidade obtidas para os trés
casos acima, determinadas a partir do principio da minima a¢do estocdstico, que sua formulagdo
€ compativel com o principio da minima acdo cldssico. Somos capazes de fazer tal afirmacao
pois a probabilidade de ocorréncia de uma trajetdria € inversamente proporcional a acdo. Ressal-
tamos que a constante Y deve ser positiva, uma vez que ela relaciona a entropia de trajetéria com
a incerteza de escolha dessa trajetdria e essa relacdo deve ser de proporcionalidade. Podemos
também observar que esse formalismo possibilita a obtencdo de grandezas que caracterizam
o sistema como a a¢do média e a acdo livre, em analogia ao desenvolvimento conhecido na
termodindmica estatistica.

No préximo capitulo construiremos o formalismo de integrais de trajetoria para 0 movi-
mento browniano, uma outra abordagem para obtermos a probabilidade de ocorréncia de traje-
térias. E esperado, portanto, que o formalismo de integrais de trajetéria e o principio da minima
acdo sejam compativeis. Além disso, verificaremos a relacdo exponencial entre a probabilidade

de trajetdria e a acdo por meio de uma simulacdo computacional.
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4 INTEGRAIS DE TRAJETORIA

Neste capitulo faremos a apresentacdo do formalismo de integrais de trajetéria no con-
texto de processos estocdsticos. Tal formalismo nos permite obter a probabilidade de ocorréncia
das trajetérias de um sistema, bem como a probabilidade de transi¢do de um estado a outro.
Apresentaremos a integral de trajetoria pelo formalismo de Wiener, a formulagao de integrais
de trajetoria para o0 movimento browniano. Com posse desse formalismo estudaremos o mo-
vimento randdmico com ruido gaussiano em uma aproximacao discreta, que serd desenvolvido
para um caso em que a solucdo analitica da integral de trajetdria € vidvel e em outros dois casos
em que essa solugdo ndo € vidvel; para os casos em que a solucio analitica ndo € vidvel, de-
senvolveremos simulacdes computacionais. Por meio dessa solucdo analitica e das simulacdes
verificaremos a correlacdo entre a probabilidade de ocorréncia da trajetdria e a agdo da mesma,
dessa maneira podemos testar a compatibilidade entre o principio da minima a¢do estocdstico e

o formalismo de integrais de trajetoria.

4.1 Uma breve introducio sobre as integrais de trajetoria

A primeira formulacdo para as integrais de trajetéria foi obtida no contexto do movi-
mento browninano por Wiener em busca de uma solug@o para esse problema em 1921, e por
isso também ficou conhecida como integral de Wiener (WIENER, 1921). Posteriormente, Feyn-
man formula as integrais de trajetdria para o contexto da mecanica quantica, sob inspira¢ao dos
avancgos de Dirac na utilizagdo do principio da minima a¢cdo na mecanica quantica, obtendo
uma solu¢do para a equagdo de Schrodinger na forma da, hoje conhecida, integral de Feynman
(FEYNMAN et al., 1948).

Ap6s esse periodo inicial de formulagdes até os dias atuais, uma infinidade de aplicagdes
foram encontradas para as integrais de trajetéria em inumeros ramos da fisica. Podemos citar a
teoria quantica de campos (formulagdo funcional, campos de Yang-Mills, teoria gravitacional,
etc), o movimento browninano em um meio absorvente, a fisica estatistica (supercondutividade,
superfluidos, transi¢des de fase), a mecanica quantica ndo relativistica, a fisica de polimeros e
outras areas (CHAICHIAN; DEMICHEV, 2018). Para além da fisica, hd aplicacdes em siste-
mas estocésticos diversos, como na modelagem de mercado financeiro (KLEINERT, 2009) e
em tépicos de biologia, conhecidos como QIB (Quantum-Inspired Biology), como a teoria da

evolucao (PEASE, 2011).
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4.2 Integral de trajetoria pelo formalismo de Wiener

Para apresentar a integral de trajetéria de Wiener tomamos uma particula em movimento
unidimensional em um regime ndo-deterministico, ou seja, nao podemos aplicar os formalismos
da mecanica cldssica que apresentamos no capitulo 2. Consideremos que essa particula parte de
um ponto conhecido x| e queremos saber a probabilidade que ela passe em um ponto x, entre

os valores x; — 0x; € xo + 8x,. Veja a figura 4.1.

Figura 4.1 — Representacdo grafica de uma particula se movendo do ponto x; até um possivel ponto x»
no eixo X.

XA

a1

ﬁ‘ y

4} to
Fonte: autor

Considerando que a distribui¢do de probabilidade p(x) que descreve esse movimento
seja conhecida, temos que a probabilidade dessa particula apresentar uma trajetdria que passe

pelo ponto x; com a tolerancia estipulada € dada por

X2 +0x7
P(x2) = / dxyp(xa). @.1)

2—0x2

Imaginemos agora que impomos que a trajetoria da particula seja dividida em n partes
(passos), ou seja, ela passe por x, pontos que também estdo dados como x,, — 8x,, < x, < X, +

Oxy. Veja a figura 4.2.
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Figura 4.2 — Representacdo grafica de uma particula se movendo do ponto x; até um possivel ponto x,
no eixo x por meio de n passos.

X4

T + 0y

T + 0x2

Tpo1 4+ 0Tp_

r3 + 5JL3

K

d‘ y

i ta 13 the1 1y
Fonte: autor

Esses x,, pontos sdo igualmente espagados por € = dx,, € 0 tempo necessario para mover-
se de um ponto x; até x; ;1 € igual, isso significa dizer que x(¢;) = x;. Utilizando a propriedade
de Markov, que nos diz que cada passo de um processo estocdstico € independente do anterior
(CHAICHIAN; DEMICHEYV, 2018), podemos escrever a probabilidade de ocorréncia de uma

trajetdria k, que passa pelos pontos x,,, como

X1 +0x] X +0x) Xn+0x,
P = p(x1)dx / p(x2 —X1)dX2---/ P(Xn — Xn—1)dxy
x

x1—0x] —0x) Xp—0xy

n XH—SX,‘
= H/ p(xi —x;—1)dx;. 4.2)
i=1 x,'—5x,'

A equacdo (4.2) € a integral de trajetdria para um processo estocdstico em que a dependéncia
do parametro t; em x; € discreta (MAZO, 2002), ou seja, para um processo estocdstico discreto.

E interessante, nesse ponto, explorar brevemente a definicio de processos markovianos
ou cadeias de Markov, uma vez que a formulagdo da integral de trajetoria apresentada considera
esse tipo de processo. Podemos definir uma cadeia de Markov como um processo estocdstico
de um sistema que tem estados discretos Ey,E»,...,E,, no qual a probabilidade de estar em
um estado E;(#;) depende apenas do estado anterior E;j(t;_;)). Nesse sistema, o tempo 7; €
utilizado como parametro. Dizemos que um sistema ndo apresenta memoria se a probabilidade
de transicao de um estado para o outro depende apenas do estado imediatamente anterior, ndo
dos estados prévios (CHAICHIAN; DEMICHEV, 2018).

Em contrapartida, um processo ndo-markoviano € um processo em que os estados ante-

riores do sistema influenciam os estados futuros, ndo apenas o estado imediatamente anterior.
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No presente trabalho iremos nos ater ao estudo de processos markovianos; um tratamento para
processos nao-markovianos pode ser encontrado na referéncia (LIMA, 2013).
Em analogia com a integral do valor esperado de uma grandeza qualquer a, com proba-

bilidade de ocorréncia p(a),

(a) = /ap(a)da, 4.3)

podemos obter o valor esperado de um funcional F[x,(¢)] por meio de

i—0x;

n Xi+0x;
<F[xn(z)]>:H / T Bl 0)]p(x:) (4.4)

sendo que a equacdo (4.4) também pode ser nomeada como integral de trajetéria ou integral
funcional.

Discutiremos agora o caso em que temos uma forma especifica para a distribui¢do de
probabilidade p(x;) para demonstrar como passamos da dependéncia discreta de um parimetro
para uma dependéncia continua, nesse caso nosso parametro € . Tomamos a distribuicdo de

probabilidade

er 4.5)

pois esta distribui¢do de probabilidade corresponde ao resultado obtido para o movimento brow-
niano na secao 3.4.

Fazendo uso da distribui¢do (4.5), podemos reescrever a equagao (4.4) como

1 in 1 T e 2 —(np=x)? —(on—xy_1)?
(Fa) = (27171)) H ((t—t1)> / eWi e 1) e Pin—tnt) F(x) xp...%,)dX)...dX,.  (4.6)
j=0 \\&j —1j- —oo

A integral de trajetéria, em que a distribuicdo de probabilidade de cada ponto é gaussiana, é
conhecida como integral de trajetdria de Wiener. O processo estocastico que obedece essa equa-
cdo é chamado de Processo de Wiener (CHAICHIAN; DEMICHEV, 2018). Outros modelos de
integrais de trajetéria podem ser construidos ao mudarmos a distribui¢do de probabilidade que
aparece na integral de trajetoria (4.4).

De posse de (F;,), fazemos crescer o nimero de pontos em que x(7) depende de ¢, a fim

de que 7 se torne um pardmetro continuo para x. Assim, fazemos ¢; = % e definimos € = %, logo

RN 2 A O B N A
G-t) =) =wtan) “@ @7
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resultando em

1 \2 p+e
(Fa) = r}l_f}f}o (2717D8> / e_zf(xi_xf—‘)z/ZDgF(xl,xz...xn)dxl...dxn. (4.8)

Para, por fim, chegarmos no limite continuo podemos fazer a seguinte manipulacao

(cj—xj-1)> 1 AN 1T fdx\?
e~ wElx) Y=l (@)« @

J

Assim, a integral de trajetéria com parametros continuos pode ser escrita na forma compacta
oo 1 (T (dx\?
(F) = / e~ s (&) R ()] 2x(1), (4.10)

1

n
37DE DS) %, 0 “elemento de volume” da integral de trajetdria,

em que denotamos Zx(t) = dx; ...dx, (
também conhecido como medida.

Em geral, a soluc@o de integrais de trajetéria € um procedimento bastante complexo,
uma das estratégias mais utilizadas € o processo inverso do que acabamos de apresentar: to-
mar um aproximacao discreta do tempo e/ou da posi¢do, efetuar o célculo e entdo retornar ao
problema original ao tomar o limite de n — oo. Tal procedimento € de grande importancia no

contexto da mecanica quantica e também possibilita uma abordagem para a solu¢ao computa-

cional (CHAICHIAN; DEMICHEV, 2018).

4.3 O movimento randémico discreto com ruido gaussiano

Apresentaremos agora 0 movimento randomico discreto para analisarmos o cdlculo das
integrais de Wiener e o principio da minima agdo estocdstico. Resolveremos analiticamente a
integral de trajetdria para o caso em que as particulas estdo sujeitas a um potencial conservativo.
Para outros dois casos, particulas livres e sujeitas a uma forga restaurativa quadratica, desenvol-
veremos simula¢des computacionais. Verificaremos que hd uma relacdo entre a probabilidade
de trajetdria e a acdo cléssica.

Tomamos um movimento que consiste em um conjunto de particulas realizando um
movimento aleatdrio no eixo x, do ponto a (xp) ao ponto b (x;,) em n intervalos de tempo iguais
(dt =t; —t;_1). Para descrevé-lo, utilizamos uma abordagem microscopica, em que definimos

uma trajetdria classica e flutuacdes aleatorias ao redor da mesma. Para essa abordagem temos a
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equacdo de Langevin (CHAICHIAN; DEMICHEYV, 2018)

d*x dV(x) dx
g — ~ _R 4.11
" gk @10

em que R é a forca randomica que gera a aleatoriedade ao redor da trajetdria cldssica, m a massa
da particula que descreve a trajetdria aleatéria e V(x) o potencial sob o qual ela estd sujeita.

Naturalmente, a trajetdria classica € obtida pela solucao da segunda lei de Newton

d’x dV(x)

No modelo em questdo assumimos o coeficiente de atrito como zero ({ — 0), dessa forma
temos um regime conservativo. Isso significa dizer que, nesta aproximagao, o sistema é regido
pelas forgas restaurativas e a dissipacao pode ser desconsiderada, um movimento randdémico
ideal. O movimento browniano é tratado, usualmente, em contextos dissipativos amortecidos
ou superamortecidos (CHAICHIAN; DEMICHEYV, 2018).

Portanto, obtemos como equagdo para a trajetoria da particula

xi=xi—1+xi+ f(t) — f(tiz1), (4.13)

em que f(r) € a trajetdria cldssica obtida pela solugdo de (4.12), enquanto J; é o ruido gerado

pela forca randdmica R. Tomamos o ruido como uma distribuicao gaussiana

1 _x
e 207, (4.14)

p(%l) = \/ﬁG

Desejamos encontrar a probabilidade de que uma trajetdria k, composta por n passos,

seja realizada. Utilizando a equacdo (4.2) podemos escrever

2

n rzi+6/2 p 1 nooezi+8/2 _%d s
P, = / Ndx; = — / e 20°dx;. 1
¢ ,I:I w62 Plxi)d 27:0,.11 w62 : .15
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Os limites de integrag¢do sdo os valores limite de cada passo, definidos por z; — 8/2 < x; <

zi+ 8 /2, ou seja, depois de um passo i a particula pode estar entre esses dois valores'. Veja a

figura 4.3.

Figura 4.3 — Representacdo grifica de uma particula se movendo do ponto a até o ponto b no eixo x
através de n passos.
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Fonte: autor

4.3.1 Uma solucao analitica para a integral de Wiener

Vamos calcular analiticamente a probabilidade de trajetéria do modelo de Wiener (4.15)
para um potencial linear. Para casos mais complexos ndo é possivel realizar esse cdlculo de

maneira analitica.

Primeiramente, vamos reescrever (4.15) com o auxilio de (4.13), assim temos

. 1 n /Zi+5/26xp {_ [Xi —Xi—1 _f(ti) +f(ti_1)]2 } dx;

2o i=1 zi—0/2 262
1 zi+6/2 — [ = xi1 2420 — xis1)[f(6) — fE)] = [f(@) — £t } |
B 2no i=1 /Zi_8/2 exp { 202 dxl?

(4.16)

! Utilizamos z; apenas para diferenciar os limites de integragio da coordenada de posi¢io da particula.
Fazemos isso pois na se¢do seguinte ficard mais fécil visualizar o tratamento do problema aproximando
as trajetorias como pequenos tubos de eixo z;.
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ou ainda, separando os termos

1 u+8/2 o —x, 2 & b —xia)[f () — f(tie1)]
b - V27o /zi—6/2 ; L

(iii)

A

_'i £ () — £t )2

i=1

dx; 4.17)

Uma vez que os intervalos temporais sdo todos do mesmo tamanho, o dltimo termo (iii) €

constante

exp{ i ZGZtl 1)] }:cte. (4.18)

Considerando que o potencial é V(x) = mgx;, uma vez que o potencial gravitacional é
um exemplo recorrente de potencial linear muito utilizado na mecénica, temos que a trajetoria
classica é f(t;) = —%gtiz, em que t; = idt e g a aceleragdo da gravidade. Desta forma, o segundo

termo (ii) pode ser reescrito como

exp{i —Xj1] ;fz) f(fil)]}:exp

i=1

n

62

1

dr” & 1
=exp {—gc—z; (i[xi—xi—l] - E[xi—xi—ﬂ)}
}. (4.19)

dr? | & 1 1
:eXp{gG—2 [in— (Vl—f—i) xn+§)C()
Como vimos na sec¢do 3.4.1, o desvio padrao para o0 movimento browniano é ¢ =

}

n

gdt 1 1
Y mgxidt —S it Sl — x| ¢
iZImgx ]}exp{ 2D {(n+2)x zxo]}

i —xi1] [~ Lgide® + Lg(i—1)%dr?]
1
tz

V2Ddt, fazendo a substitui¢do desse valor na equacgdo (4.19), encontramos
dr? | & 1 dt
exp{g [Zx, +§xo } :exp{‘g—D

s

em que Y = ﬁ. Observe que a segunda exponencial € uma constante.

ix—(n—kl)x —|—lx
= i /T, 0
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Agora vamos trabalhar com o primeiro termo (i) da equacao (4.17).
L [x—xi1)? 1 —xi1)?
—_— > = —= —_— . 4.21
exp {,_Zi 752 =exp myz I (4.21)

Portanto, fazendo uso dos resultados (4.21), (4.20) e (4.18), podemos escrever a equagdo (4.17)

como

1 zi+6/2 1 X; ]]2 n
P, = N1/ exp ——myZT expl Y ngxidt dx;, (4.22)
Z

2o i—8/2 by

em que a constante N| agrupa os termos constantes, ou seja,

d 1 n () — flt
Nl_eXp{ iDt [( g ] Z = 4Ddtt o } (*+:23)

Reorganizando os termos de (4.22), escrevemos

1 Zi+0/2 no1 [xi —xi—1]2 n
P = Ny /Z exp {—}/ [Z EmT — ; mgx;dt | »dx;; (4.24)

2wo i—8/2 =
2
Ao identificarmos a a¢dio da trajetéria k como Ay = [ a 2m[x’ (;;) = - mgx,} dt,
1 Zi+5/2
P, = N; / exXp {—’)/Ak} dx,-. (4.25)
2no 7i—8/2

Por fim, fazendo a aproximacao de que x; = z;, encontramos o seguinte resultado

Pk%

1
Ny S exp{—YAk[z0,21,22 -+, 2u] } - (4.26)
V2no
Obtemos uma expressao que estd em concordancia com o principio da minima a¢do estocastico,
quanto menor a acdo (Ay) associada a uma trajetoria (k), maior serd a probabilidade de sua

ocorréncia.

4.3.2 Simulacio computacional

Calculamos agora a probabilidade de trajetria por meio de simulacdo computacional
para particulas livres, particulas sob a influéncia de uma for¢a constante e particulas sob a

influéncia de uma forga restaurativa. Este dltimo tipo de potencial ja impossibilita a resolu-
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cdo analitica da probabilidade, fazendo-se necessario o uso de simulagdes computacionais que
elaboramos na linguagem Python. Para cada simulagéo criamos 10 trajetdrias aleatérias e lan-
camos 106 particulas (N) cem vezes, considerando o nimero de passos (n) igual a 10. Fixamos
o ponto de partida (a) e de chegada () das particulas, para obter resultados compativeis com o

tratamento realizado na secdo 3.5

1
prla,b) = Z—be*VAk@vb). (4.27)

Definimos a trajetéria como um pequeno tubo de largura § que tem um eixo de dimen-
sdo z; em cada passo. A largura estd relacionada com a quantidade de particulas que poderao
passar por essa trajetéria. Se 0 for muito pequeno, a probabilidade das particulas passarem
serd muito baixa; por sua vez, se 6 for muito grande, os valores de energia e, por consequén-
cia, de velocidade e ac@o, nao apresentardao nenhuma influéncia na probabilidade de passar por
essa trajetéria. Sabendo disso, elegemos 6 = ¢, uma vez que o desvio padrio estd associado
a dispersdao do deslocamento gaussiano. Considerando também a aproximacgdo de que todas
as particulas que passam por dentro de uma mesma trajetéria possuem o mesmo valor de acdo

dado por
A= f L (M)z —V(x) | dt (4.28)
Y13 )| dt. .

li—1i—1

Definimos os parimetros r = 0.5um, m = 1,38 x 10~ kg, dt = 107> e 6 = v/2Ddr =
3 x 10~m. O valor do desvio padrio é obtido tomando T = 300K, 1 = 8,5 x 10~*Pa.s, com 0s
quais podemos calcular a o valor da constante de difusiio D = 4,3 x 10~ 13m? /5. Tais defini¢des
de parametros sao referentes a uma simulacao realistica de particulas de silica (Si0O;) dispersas

em 4gua (LIN, 2013).

Particulas livres

O primeiro estudado é o de particulas livres, portanto o potencial ao qual elas estdo
sujeitas € nulo

V(x)=0. (4.29)

Consideramos que a particula, na trajetéria classica, possui uma velocidade constante de 10~%m /s,
assim

f(t)=—10"%. (4.30)
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O ponto inicial considerado nesta descri¢io é a = Om e o ponto final b = —1 x 10 3m. As
possiveis trajetdrias que as particulas podem descrever sdo apresentadas na figura (4.4). A dis-
tribui¢do de probabilidades das trajetérias em funcio da acdo se encontra na imagem (4.5). A
reta obtida no grafico de probabilidades € o fit para a distribuicao e possui coeficiente angular
de Y= —6.77 x 10%. A correlagio linear da acdo com o logaritmo da probabilidade de traje-
toria € de ¢ = 0.987 em uma escala de 0 a 1, sendo O nenhuma correlagdo e 1 uma correlagdo

perfeitamente linear (DEVORE, 2011).

Figura 4.4 — Possiveis trajetdrias descritas pelas particulas para o caso do potencial nulo.
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Figura 4.5 — Distribui¢do de probabilidade de trajetéria em funcio da acdo para o potencial nulo. A linha
representa o fit da distribuigao.
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Particulas sujeitas a uma forca constante

O segundo caso que tratamos € o de particulas sujeitas a uma forca constante, logo temos
como potencial

V(x) = mgx, (4.31)

sendo g = 10m/s?, a aceleracio gravitacional. Consideramos que as particulas partem do re-

pouso. Assim, a trajetoria cldssica €

ft)=—. (4.32)
O ponto inicial é @ = Om e o final b = —5 x 1078m. As possiveis trajetérias que podem

ser percorridas estdo apresentadas na figura (4.6). As probabilidades de trajetéria em fun-
cdo da acdo estdo representadas na figura (4.7), sendo o fit uma reta com coeficiente angular

y=—6.15 x 10%%. O coeficiente de correlagio é c = 0.948

Figura 4.6 — Possiveis trajetdrias descritas pelas particulas para o caso do potencial linear.
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Figura 4.7 — Distribui¢do de probabilidade de trajetéria em func¢io da acdo para o caso do potencial linear.
A linha representa o fit da distribuicao.
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Particulas sujeitas a uma forca restaurativa

O terceiro caso que tratamos € o de particulas sujeitas a uma forga restaurativa, portanto

o potencial ao qual elas estdo sujeitas é

V(x)= %kxz. (4.33)

Consideramos que a particula, na trajetdria cldssica, oscila com uma amplitude A = 1.5 x 10~8m
e frequéncia @ = 6.2 x 10*. Utilizando a relagio de dispersio ® = \/g, podemos obter a

constante eldstica k. A trajetdria cldssica do oscilador é dada por
f(t) =Asin(ot). (4.34)

Para o caso do oscilador harmonico é necessario um cuidado especial. Como a agdo é
proporcional ao quadrado da amplitude do oscilador, se possibilitamos que as trajetorias rando-
micas se distanciem muito da trajetdria cldssica, elas podem acabar se tornando trajetdrias de
osciladores com outras amplitudes, gerando assim incoeréncia no resultado das probabilidades
de trajetdria. Por essa razdo podemos tomar duas medidas possiveis:

i) A primeira delas € limitar a distincia maxima que as trajetorias randomicas podem

atingir. Elegemos que elas devem estar a uma distdncia méxima de 1,5 vezes o desvio padrio.



58

Dessa maneira, obtemos como resultado as trajetérias da figura (4.8) com a distribui¢do de
probabilidade da figura (4.9) e fit com y = —4.94 x 10%6. Temos o coeficiente de correlagio

¢ =0.931.

Figura 4.8 — Possiveis trajetdrias descritas pelas particulas para o caso do potencial quadritico com res-
tricdo na distancia.
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Figura 4.9 — Distribui¢do de probabilidade de trajetéria em fungdo da agdo para o potencial quadrético
com restricdo na distancia. A linha representa o fit da distribuigao.
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ii) Uma segunda opg¢do € diminuir a frequéncia do oscilador harmoénico, garantindo que

as trajetdrias ocorram ao redor da trajetdria cldssica. Reduzindo a frequéncia para @ = 2.5 X



59

10%, temos as trajetérias apresentadas na figura (4.10) com a distribuicdo de probabilidade da
figura (4.11). O coeficiente angular é de Y = —6.96 x 10%® e o coeficiente de correlagio ¢ =

0.947.

Figura 4.10 — Possiveis trajetdrias descritas pelas particulas para o caso do potencial quadritico com
restri¢do na distancia.
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Figura 4.11 — Distribuicdo de probabilidade de trajetéria em fung@o da agdo para o potencial quadrético
com restricdo na distancia. A linha representa o fit da distribuigao.
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Analise

Podemos observar, a partir dos graficos de probabilidade de trajetéria em fungdo da acéo,
que existe uma relacdo de dependéncia linear entre o logaritmo da probabilidade de ocorréncia
de uma trajetéria com a acdo. Dessa forma podemos concluir que hd uma relacdo exponencial
entre a ocorréncia de uma trajetoria e a acdo da mesma, corroborando o modelo elaborado
para o principio da minima a¢do estocastico. Também podemos perceber que o formalismo de
integrais de trajetéria de Wiener para o movimento browniano e o formalismo de integrais de
trajetoria de Feynman para a mecanica quintica apresentam a mesma relacdo de dependéncia
exponencial em funcao da acdo.

O parametro 7y que aparece no exponencial da probabilidade de trajetdria é o coeficiente
angular da reta dos graficos de probabilidade de trajetoria. Tal parametro pode ser compreen-
dido como a sensibilidade da probabilidade de trajetéria em relagc@o a acdo. Podemos calcular o
valor de Y utilizando o caso das particulas livres e o formalismo de integrais de trajetéria, como
apresentado na se¢do 4.3.1, encontrando y = ﬁ = 8,36 x 10%°J~ 15~ ! um valor préximo aos
resultados encontrados por meio das simulagdes. Desta maneira, podemos concluir que 7 o< L
assim como no formalismo termodindmico ¥ « +; do mesmo modo que o aumento de T causa
o crescimento da energia dos estados dos sistemas termodinamicos, o aumento de D aumenta
os valores da acdo das trajetdrias.

E importante ressaltar, todavia, que essa relagdo entre probabilidade de trajetéria e agdo
¢ valida para sistemas em que os ruidos que causam a randomicidade sdo distribuidos gaus-
sianamente. Visto essa condi¢do para a validade do principio da minima agdo estocdstico, a
proposta de conclusao desse trabalho € a analise da validade desse principio para casos em que

os ruidos sd@o ndo gaussianos, discutiremos este cendrio em mais detalhes no capitulo 5.
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5 CONSIDERACOES SOBRE EVENTOS TIPO CISNE NEGRO

Eventos tipo cisne negro receberam esse nome pelo matematico Taleb, que introduz tal
conceito utilizando uma pequena histdria sobre estes animais. Conta-se que, durante muito
tempo todos os cisnes conhecidos pelos europeus eram brancos e por meio dessas observacoes
inferiu-se que todos os cisnes que existiam eram desta cor. Somente em 1697, com a chegada
dos europeus a Oceania, foi observada a existéncia de cisnes negros, assim associa-se a ideia de
um evento raro aos cisnes negros. Taleb afirma que, muitas vezes podemos inferir conclusdes
erradas somente porque a existéncia de algo € rara. Além disso, ele aponta que ao elaborarmos
teorias nos apegamos a elas de modo que ignoramos os eventos que estao fora de suas predicoes.
Portanto, aos eventos que estdo fora das predi¢des de “normalidade” e que sdo extremamente
criticos Taleb deu o nome de eventos tipo cisne negro (TALEB, 2007).

Podemos citar como exemplos de eventos tipo cisne negro fendmenos em diversas areas.
Taleb, inicialmente, aponta este tipo de evento na dinamica de mercados financeiros (WEATHE-
RALL, 2013; TALEB, 2007), porém podemos encontrar aplicacdes desde a biologia no con-
texto da dinamica populacional (ANDERSON et al., 2017), até o estudo da ocorréncia de ter-
remotos e tsunamis (HOUGH, 2009; NEWS, 2021; WARD; DAY, 2001), bem como também
podemos encontrar aplicacdes no contexto da fisica de altas energias (KLEINERT, 2014) e
em eventos astrondmicos (KIPPING, 2021; MUTHUKRISHNA; LOCHNER; WEBB, 2019).
No contexto deste trabalho, buscamos a descri¢do de eventos tipo cisne negro em processos
estocésticos.

Para construir um modelo em que eventos desse tipo sejam observados, primeiramente,
precisamos olhar para o modelo que construimos até aqui. No modelo do movimento randémico
que descrevemos anteriormente eventos tipo cisne negro ndo tém espaco para ocorrerem. Os
deslocamentos performados pelas particulas devem ser pequenos de forma que um evento tipo
cisne negro, nesse contexto, seria equivalente a uma particula sofrer um processo de difusdao
para uma distancia muito longa e discrepante das demais particulas. Isso ndo ocorre porque
um dos vinculos que impomos para a obten¢do da distribuicdo de probabilidade da posicao é
justamente uma restricdo no quanto essas particulas se espalham por meio de uma limitagao na
variancia, resultando em uma distribuicao gaussiana.

Para construir uma descri¢do de sistemas estocasticos em que eventos tipo cisne negro
podem ocorrer, precisamos de um modelo em que a distribui¢do de probabilidade que rege os

ruidos tenha um valor relevante para eventos extremos, eventos presentes nas caudas (distribui-
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coes leptoctrticas). Portanto, faremos nesse capitulo a apresentacdo da distribui¢do estdvel, um
tipo de distribui¢do com caudas pesadas e em seguida apresentaremos as trajetérias produzidas
com essas distribui¢des. Por fim, analisaremos a probabilidade de ocorréncia dessas trajetorias

em funcdo da agdo cldssica das mesmas.

5.1 Distribuicao estavel

Para comecarmos a estudar as distribui¢des de probabilidade de interesse nessa se¢ao,
precisamos estabelecer uma nomenclatura que serd muito importante. Em algumas referéncias
uma mesma distribui¢do recebe diferentes nomes, sendo eles distribui¢io estdvel, distribui¢ao
de Lévy, distribuicao alfa estavel ou distribuicdo alfa estavel de Lévy. Isso ocorre pois a distri-
bui¢do estavel possui indmeros casos especificos, sendo um deles denominado de distribui¢do
de Lévy. Além disso, a distribui¢do estdvel foi primeiramente proposta por Paul Lévy em 1920,
por essa razdo, em alguns lugares o seu nome € utilizado para denomina-la (NOLAN, 2020).
Para evitar que confusdes ocorram durante a leitura da dissertacdo, ressaltamos que denomi-
naremos a distribuicao estavel geral como distribuicdo estavel e a distribuicao especifica como
distribuicdo de Lévy. Uma vez definida essa nomenclatura, podemos apresentar sua defini¢cao.

A distribuicao estdvel € usualmente definida em termos da sua fungdo caracteristica,
uma vez que sua distribuicao de probabilidade ndo pode ser escrita analiticamente. A fungdo

caracteristica da distribuicdo estdvel (KLAGES; RADONS; SOKOLOV, 2008) é

¢(t;a,B,c,p) = exp (itp — |ct|* (1 — ifsinal(r)®@)), (5.1)
em que
tan (Z2), o #1
= 2( ) 4 (5.2)
—=loglt|, a=1
e
1, parat >0
sinal(t): Opara_[:() , (5.3)
—1 parar <0

conhecida como fungdo sinal. As grandezas a, 3, ¢ e i sdo pardmetros que controlam caracte-
risticas especificas da distribui¢ao; o controla o formato da distribui¢do, sendo ele o responsavel

pela presenca ou ndo de caudas pesadas, B a assimetria (skewness), ¢ a escala (largura) e it o



63

deslocamento da posi¢do da curva. O parimetro « esta definido no intervalo (0,2] e B no in-
tervalo [—1, 1]. Um importante resultado sobre a distribuigdo estavel é o de que sua cauda terd
comportamento assintético dado por (KLEINERT, 2009)

lim P(x) o< SL%)

X—3oo xa+l’

5.4)

isto é, o decaimento serd dado por uma lei de poténcia, sendo x a varidvel que esta distribuida,
em que
C(a) = L sin (ﬂ) r(1+a). (5.5)
T 2
Um caso especifico da distribuicdo estdvel que ja apresentamos na secdo 3.2 € a distri-
bui¢do gaussiana. Ela é o caso especifico para @ = 2; f é um pardmetro irrelevante nesse caso,

u serd a média da distribuicdo e o parametro de escala (c) se relaciona com a variincia pela

relacio 6> = 2¢2. De fato, considerando o = 2 na equagio 5.1, temos

@(r) = exp (itp — (ct)z) ) (5.6)

uma vez que

d=tanwt =0, 5.7

sendo 5.6 a fungio caracteristica da distribuicio gaussiana de média u e varidncia 6% = 2¢2,
como obtivemos na equacdo 3.15. A relacdo entre a varidncia e o parametro de escala serd
muito importante para tomar as distribui¢cdes com caudas pesadas na escala correta do nosso
problema.

Os momentos da distribui¢do estdvel, com exce¢do do primeiro momento, divergem
para qualquer valor de o < 2 (KLEINERT, 2009). Dessa maneira, a variancia, a assimetria
(skewness) e a curtose sdo indefinidas para qualquer distribui¢do estdvel com o < 2, uma vez
que, como apresentamos na sec¢ao 3.2, tais grandezas estdo definidas em fun¢do do segundo,

terceiro e quarto momento.

5.1.1 Distribuicao de Lévy

A distribui¢do de Lévy é usualmente obtida tomando a = 0,5 ¢ = 1, porém devido
a defini¢do do segundo parametro a distribuicao de Lévy € assimétrica. Para tratar o caso de

movimentos randomicos gerados ao redor de uma trajetdria cldssica, o nosso problema de inte-
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resse, uma funcao assimétrica ndo € aplicavel. Isso se deve ao fato de que precisamos considerar
u = 0 e se temos deslocamentos apenas positivos ou negativos, a trajetoria randomica divergira
da trajetoria cldssica. Por essa razio, tomamos o pardmetro de assimetria da distribui¢do de
Lévy como zero, 3 = 0, dessa maneira temos uma distribuicdo simétrica. Assim, temos como

funcao caracteristica para a distribuicdo de Lévy simétrica,

(1) = exp <it/,t . |czyl/2). (5.8)

A distribui¢do de probabilidade de Lévy simétrica ndo possui expressao analitica (FAMA;
ROLL, 1968), isso €, ndo podemos expressar analiticamente a transformada de Fourier da equa-
¢do 5.8. Para verificar as caudas pesadas da distribuicdo de Lévy simétrica utilizamos o software

python para plotar sua distribuicao de probabilidade, exibido na figura 5.1.

5.1.2 Distribuicao de Cauchy

A distribuicao de Cauchy também é um caso especifico da distribuicao estdvel, para
obté-la, fazemos o = 1 e B = 0. Dessa maneira, a fungio caracteristica da distribuicdo de

Cauchy € dada por
(1) = exp (irpt —[et]). (5.9)

Para obter a distribuicdo de probabilidade, fazemos

1 [t .
p(x) / e—ttxe—\ct\dt

T

oo oo
_ i {/ e(tx—c)tdt+/ e—(tx+c)tdt}
2w | Jo 0
(el )
2w | | (ix—c¢) o o
1 B 1 n 1
2| (ix—c)  (ix+c)

PO = oty

e~ (ix+o)t

—(ix+c¢)

(5.10)

sendo a equacdo 5.10, a distribui¢do de probabilidade de Cauchy. Na figura 5.1, podemos
observar que a distribui¢do de probabilidade de Cauchy possui caudas mais pesadas do que a

distribui¢do gaussiana.
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Figura 5.1 — Gréficos para diferentes casos especificos da distribui¢cdo estavel.
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5.2 Difusao anomala

Uma maneira de se classificar processos difusivos é conforme a relacao de proporciona-

lidade entre a variancia da posi¢do e o tempo, isto &,
2 n
(x7) o< t". (5.11)

Para os casos em que n = 1 temos a difusdo normal, ou seja, um processo difusivo com den-
sidade de posicdo gaussiana, 0 movimento browniano, como apresenado na secdo 3.4.1. Se
temos n # 1, dizemos que o processo difusivo € anomalo, sendo n < 1 a subdifusdoen > 1 a
superdifusio (LASKIN, 2000).

Para descrever um processo de difusao normal devemos utilizar a abordagem apresen-
tada na secao 3.4.1, ja para descrever a difusdo andmala devemos realizar generalizacdes na
metodologia da difusdo normal. Macroscopicamente, uma das maneiras de se descrever um
processo de difusdo andomala é por meio da generalizacdo da equacdo de Fokker-Planck 3.48,

exXpressa na forma
a

0
Ep(x,t) =Daﬁp(x,t), (5.12)



66

em que o operador diferencial espacial é generalizado para um operador diferencial fraciona-
rio de dimensao real o, e possui como solugdo a distribui¢ao estdvel com equacdo caracteris-
tica @ (k) = exp —Dqdt|k|* (KLAGES; RADONS; SOKOLOV, 2008; METZLER; KLAFTER,
2000; METZLER; KLAFTER, 2004). Ao compararmos este resultado com a equacao (5.1) e
usando o fato de que ¢ = v/Ddr, podemos concluir que Dodt = (Ddt)*/?, e tomando o = 2
recuperamos a difusdo normal, Dy = D. Além disso, como apresentado na sec¢do 3.4.1, em que
a difus@o normal estd relacionada com a entropia de Shannon, a difusdo andmala estd assinto-
ticamente relacionada com a entropia nao-aditiva de Tsallis (TSALLIS; SOUZA; MAYNARD,
1995; TSALLIS et al., 1995; TSALLIS; LENZI, 2002; PLASTINO; PLASTINO, 1995; LENZI
et al., 2003; KLAGES; RADONS; SOKOLOV, 2008; PREHL; ESSEX; HOFFMANN, 2012;
ANDERSON; MORADI; RAFIQ, 2018; SANTOS, 2021), sendo esta uma generalizacdo da
entropia de Shannon.

A necessidade da utilizagdo da entropia generalizada no contexto da difusdo andmala €
consequéncia do fato do operador diferencial fraciondrio presente em 5.12 ser ndo-local, acar-
retando na existéncia de acdes a distancia (interagdes de longo alcance) (HILFER, 2000). Tal
operador pode ser definido por

d* 1 d"

—ft

gt 1) = mﬁfot(f—f)"“lf(f)d% (5.13)

em que a existéncia da dependéncia das condicdes globais do fluido pode ser observada na
presenca do funcional de integracdo (KLAGES; RADONS; SOKOLOV, 2008; PARADISI et
al., 2001).

Devido a natureza destas interacdes de longo alcance, um sistema que esta em processo
de difusdo andmala ndo estd em conformidade com a entropia de Shannon-Boltzmann-Gibbs
uma vez que, para que esta entropia seja aplicdvel a um sistema, suas interagdoes devem ser de
curto alcance (LANDSBERG, 1978; TSALLIS, 1995). Tal limitacdo fomentou e deu origem
ao campo de estudo da termodindmica ndo-extensiva que teve origem com o desenvolvimento
de generalizagdes da entropia de Shannon-Boltzmann-Gibbs (ABE; OKAMOTO, 2001; TSAL-
LIS, 1995; GELL-MANN; TSALLIS, 2004).

Por outro lado, na descri¢do microscépica de um processo de difusdo andmala dada pela
equagdo de Langevin, apenas necessitamos modificar a forma como o ruido presente na equagdo
€ descrito (KLAGES; RADONS; SOKOLOV, 2008). Para a aplicacdo em eventos do tipo cisne

negro, utilizaremos a distribuic@o estdvel na equacdo de Langevin em um regime conservativo
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em um regime de movimento randomico ideal. Desta maneira devemos adequar também a

entropia a ser maximizada para obter uma descricao do sistema.
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6 PRINCIPIO DA MINIMA ACAO ESTOCASTICO COM EVENTOS TIPO CISNE
NEGRO

Como apresentado no capitulo anterior, o emprego de distribuicOes estdveis na busca
de movimentos randomicos com eventos tipo cisne negros resulta na necessidade de utilizar
umaa entropia generalizada. Sabendo da intima relacdo entre processos de difusdo andmala
que sao regidos pela distribuicao estdvel e a entropia de Tsallis (TSALLIS; SOUZA; MAY-
NARD, 1995), tomamos tal entropia e a maximizamos considerando os vinculos obtidos para o
PMAE para determinar uma nova distribuicao de probabilidade de trajetéria para o movimento

randdmico.

6.1 A entropia de Tsallis ou g-entropia

A entropia de Tsallis, ou g-entropia, pode ter sua esséncia capturada pela presenca de
um expoente na probabilidade presente na definicdo da entropia. Desta maneira temos uma
maior contribui¢do de eventos pouco provaveis o que faz com que tal entropia seja adequada
para a descricdo de eventos "extremos"(TSALLIS, 1988; TSALLIS, 2021). Matematicamente
ela estd definida em fun¢do de uma generalizacido da fun¢do logaritmica, o g-logaritmo, sendo

sua forma matematica

Sq=—Y piing py. 6.1)
k

O g-logaritmo, por sua vez, € definido como

xlm1—1

In,x = =g (6.2)
logo, podemos reescrever a g-entropia explicitamente como
1— q
S, = (M) . 6.3)
q—1

Assim como a fun¢do exponencial € a inversa do logaritmo, o g-logaritmo possui como inversa
a funcdo g-exponencial,

e = [1+(1—g)x] ™. 6.4)

A entropia proposta por Tsallis € uma generalizagdo da entropia de Shannon-Boltzmann-

Gibbs. Sendo assim, dentro de um determinado limite devemos recuperar a férmula tradicional.
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De fato, se tomamos o limite de ¢ — 1, temos que In,_, 1 (x) = In(x), assim retornando a entropia
jé& conhecida.

Além disso, como estamos lidando com uma generalizacdo, inimeras propriedades de-
vem ser compartilhadas entre as duas formulagdes, e de fato todas as propriedades (concavidade,
extensividade, etc.) sdo comuns entre as duas entropias com excec¢do de uma: a aditividade
(TSALLIS, 1988), isto €, se temos dois sistemas distintos A e B, a entropia da soma dos dois
sistemas ndo resulta na soma da entropia dos dois sistemas. Na verdade, a entropia de Tsallis é
pseudo-aditiva,

Sq(A+B) = Sq(A) +54(B) + (1 - 9)S4(4)S4(B), (6.5)

recuperando a aditividade quando ¢ — 1, como esperado.

Uma outra propriedade muito importante, em especial no contexto da termodinamica, é
a extensividade, necessaria para que o segundo postulado da mecénica estatistica seja vélido,
possibilitando a conexdo entre a mecanica estatistica e a termodinamica macroscopica (SA-
LINAS, 1997). A extensividade consiste no fato de que para um sistema de N particulas, a
entropia deve ser diretamente proporcional a N, S «< N. No contexto da entropia de Tsallis essa

propriedade pode ser satisfeita impondo um vinculo em ¢ com a forma

1
g=1-—, (6.6)
p
em que,
Sy(N) o NP0, (6.7)

Utilizando este vinculo, a entropia de Tsallis € aplicdvel a sistemas termodinamicos (TSALLIS,
2009).

No contexto da teoria da informagdo, escopo onde se encontra o presente trabalho, a ex-
tensividade ndo € uma propriedade limitante. Como proposto pelo teorema de Shannon (SHAN-

NON, 1948), a entropia de informacao (S) deve satisfazer as seguintes propriedades:
e Ser continua em p;;

e Quando todas as probabilidades forem iguais, a entropia deve ser uma funcao monotdnica

crescente, isto €, quando a quantidade de eventos cresce a entropia também cresce;

e A entropia deve ser aditiva.
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Porém, uma generaliza¢do do teorema de Shannon (SANTOS, 1997) foi estabelecida para sis-
temas estatisticos ndo-extensivos, modificando a aditividade pela pseudo-aditividade conforme
(6.5). Dessa forma, a entropia de Tsallis se estabelece também para a teoria da informagao.
Desde seu desenvolvimento, esta generaliza¢do da entropia tem sido aplicada em uma
quantidade considerdvel de sistemas de mecanica estatistica ndo-extensiva. Ventos solares,
fisica de altas energias, dindmica ndo linear, interagdes de longa distancia, processos nao-
Markovianos, entre outros (TSALLIS, 2009; TSALLIS, 2021). E importante ressaltar que a
entropia de Tsallis ja foi apicada em movimentos randdomicos com distribuicao estivel como
os que descrevemos nesse trabalho (TSALLIS; BUKMAN, 1996), a originalidade em nosso

trabalho consiste em associar a acao com a probabilidade de trajetéria desses movimentos.

6.2 Desenvolvimento da distribuicao de probabilidade de trajetoria

Como apresentado na se¢do 3.3, o principio da minima a¢ao estocdstico deve satisfazer

os seguintes vinculos

8(S—vY prAc+a) pr) =0, (6.8)
k k

porém para essa formulacdo, devemos modificar § — S, isto €, utilizar a g-entropia. Além
disso, como muito bem discutido na referéncia (TSALLIS; MENDES; PLASTINO, 1998), é
necessdrio modificar a defini¢ao do valor esperado para que sejam evitados problemas como di-
vergéncia da funcdo de particdo, energia ndo-aditiva e para que as estruturas das transformacdes

de Legendre da termodinamica continuem validas. Assim, redefinimos o valor esperado como

Y PiAL _
Y r}

(A). (6.9)

Fazendo as consideracdes citadas acima, temos que, para obter a nova distribui¢do de
probabilidade de trajetéria, devemos maximizar a lagrangiana que se segue, como determinado

pelo principio de Jaynes,

_ q q
g = <%)+a<2pk—1> —y(z"pké"—m)). 6.10)
% Y Py

qg—1
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Logo, aplicando a equagdo de Euler-Lagrange,Lf =0, em (6.10), desenvolvemos,
J

Yreari jkAk> (i) — (ZiplAx) (qupfl&-k)

qup s Ojk (
k ‘sz k=Y

(Zerd)”

4 o a+y<qp§‘1A,~) (Zepf) —(A) (Xep)) (qp§_1> .
1 _p = —
q—1"7 (ZkPZ)Z

q _ g—1 Aj_<A> _
q—lpf a+y(qu >[ Yiri =
Isolando p;, temos,
1
q Aj—<A>)}_‘“
= | —— e s . (6.11
bi Ll—l }’q( Yipi )

Substituindo (6.11) no vinculo de normalizagdo, ) ; pr = 1, encontramos

Af_<A>>rll 6.12
Yq( Yo ; (6.12)

o

L

que ao ser substituido em (6.11), retorna
1 1

el ) e
b ;[q—lﬂq( Y P} a—1 "\ Tl e

a distribuic@o de probabilidade de trajetéria. Podemos reorganizar a equacio acima para

(AW )] T
pi= [1 (1 C])Y( Yip} )} — (6.14)

1= (-a+r(L)|

Yk pk

Como podemos observar em (6.14), o peso da probabilidade deve ser redefinido para

% Zkypq' (6.15)
k

Além disso, os valores de ac@o das trajetérias devem ser deslocados, ou seja,

Al =A;—A,, (6.16)
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sendo, A, a agdo cldssica, ou seja, (A) = A., uma vez que as trajetdrias sdo construidas por
distribui¢des simétricas ao redor da trajetdria cldssica.
Assim, utilizando a defini¢do da g-exponencial, podemos denotar a distribui¢ao de pro-

babilidade de trajetéria como
—YA
€q

pj= Z, (6.17)

/

—YA; . .
emque Z;, =} e, 74 ¢ a func¢do de parti¢do. Esperamos, portanto, que os resultados das simu-
lacdes de probabilidade de trajetéria para o movimento randdmico com distribui¢des estaveis

sejam dispostos como uma g-exponencial com Yy < 0 e g > 1, vide figura (6.1).

Figura 6.1 — Representacdo das fungdes exponencial e g-exponencial.

Theoretical expectations

— gexp
— exp

LnP(A)

Fonte: autor
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7 SIMULACOES COM A ENTROPIA DE TSALLIS

Como apresentado pelo resultado tedrico do capitulo anterior, esperamos que as pro-
babilidades de trajetoria do movimento randémico regido por distribuicdes estdveis com cau-
das pesadas se comportem conforme a funcdo de particdao obtida por meio da maximizagao da
entropia de Tsallis. Para verificar esse resultado, realizamos as simulagdes dos movimentos
randomicos buscando o fir com essa nova fun¢do de particdo que possui um novo parametro
livre, g.

Para aprimorar o resultado por meio do aumento da amostragem de probabilidades de
trajetéria, ampliamos o nimero de trajetSrias para 1,5 x 103 ¢ mantemos o nimero de lanca-
mentos em 10?. Devido ao aumento do custo computacional foi utilizado o cluster computaci-
onal do Departamento de Fisica da Universidade Federal e Lavras. Além disso contamos com
a colaboragao do Dr. Féabio Lucio Alves, Universidade de Nanjing (China), e do Dr. Qiuping
Alexandre Wang, Universidade de Le Mans (Franga).

Como sabemos que as fungdes exponenciais, sejam elas generalizadas ou ndo, tendem
muito rapidamente ao decrescimento, para melhorar o processo de fit utilizamos a funcao loga-

ritmica. Assim, tendo como fung¢do a ser obtida

In[1+y(1 — q)A;]
l—¢q

In(py) = C+ , (7.1)

sendo p; e Ay, respectivamente, a probabilidade e a acdo da k-ésima trajetdria, C = In (Z%,)’ Yo

peso da funcdo distribuicdo de probabilidade e g o parametro de generalizacao da exponencial.
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7.1 Resultados: simulacoes sem vinculos

e Simulacdes com distribuicdo estdvel e oo = 2 (Gaussiana):

Figura 7.1 — Simula¢des para os diferentes potenciais com o = 2. Potencial nulo (esquerda), potencial
linear (centro) e potencial quadratico (direita).
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Fonte: autor

e Simulacdes com distribuicdo estdvel e o0 = 1.75:

Figura 7.2 — Simulacdes para os diferentes potenciais com ¢ = 1.75. Potencial nulo (esquerda), potencial
linear (centro) e potencial quadratico (direita).

4le-8 Free Particle - No filter - Stable a= 1.75 41e-8_Constant force particle - No filter - Stable a= 175 le-8 SHO particle - No filter - Stable a= 1.75

— Classical path — Classical path [ ciassical path

Position(m)
Position(m)
Position(m)

06 04 06 04 06
Time(s) le-4 Time(s) le-4 Time(s) le-4

N Prob. Free Particle - No filter - Stable a= 1.75 5 Prob. constant force particle - No filter - Stable a= 175

® o Prob. \
— g-exponential: q=1.11 3
4

N Prob. SHO particle - No filter - Stable a= 1.75

e e Prob. ® e Prob.
— grexponential: 4=1.09 — grexponential: =1.12
.

z z
s, T 10° z 10°
arde s ] 3 o s o
fafbe, . 3 “
—— . : ——ce 0+ o
107 —s o o 107 owmcs oo o 10 [ —————————
~
10 ™~ 10° \ 10* ™
~_ .
~
10° 10° 10°
0.0 05 10 15 20 25 =05 0.0 05 10 15 20 25 3.0 -0.5 0.0 05 10 15 20
Action(Js) 1le-26 Action(Js) le-26 Action()s) le-26

(a) (b) (c)

Fonte: autor



e Simulacdes com distribuicdo estavel e o = 1.5:
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Figura 7.3 — Simula¢des para os diferentes potenciais com o = 1.5. Potencial nulo (esquerda), potencial
linear (centro) e potencial quadratico (direita).
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e Simulacdes com distribuicdo estivel e o0 = 1.25:
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Figura 7.4 — Simula¢des para os diferentes potenciais com o = 1.25. Potencial nulo (esquerda), potencial
linear (centro) e potencial quadratico (direita).
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e Simulacdes com distribuicdo a = 1 (Cauchy):

Figura 7.5 — Simula¢des para os diferentes potenciais com o = 1. Potencial nulo (esquerda), potencial

linear (centro) e potencial quadratico (direita).
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e Simulacdes com distribuicdo o = 0.75:

Figura 7.6 — Simula¢des para os diferentes potenciais com & = 0.75. Potencial nulo (esquerda), potencial
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e Simulacdes com distribuicdo @ = 0.5 (Lévy):
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Figura 7.7 — Simula¢des para os diferentes potenciais com o = 0.5. Potencial nulo (esquerda), potencial

linear (centro) e potencial quadrético (direita).
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e Simulacdes com distribuicdo o = 0.25:

(©)

Figura 7.8 — Simula¢des para os diferentes potenciais com o = 0.25. Potencial nulo (esquerda), potencial

linear (centro) e potencial quadrético (direita).
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Consideracoes

Como podemos observar, as distribuicdes de probabilidade de trajetéria sao proporcio-
nais a g-exponencial da a¢do. Os resultados numéricos estdao presentes nas tabelas (7.1) e (7.2).
Assim, podemos concluir que o movimento randdomico com distribui¢des estdveis € melhor
descrito pelo Principio da Minima A¢do Estocdstico ao utilizarmos a entropia de Tsallis. Além
disso podemos observar que g o< ¢, ou seja, quanto mais pesadas sao as caudas das distribuicoes,

maior € o valor do parametro q.

Tabela 7.1 — Valores de g e sua incerteza estatistica para diferentes simulacdes sem filtro.

o Nulo Linear Quadratico
q g-erro q g-erro q g-erro
2 10984 | 0.002 | 0.963 | 0.003 | 1.009 | 0.004
1.75 | 1.113 | 0.002 | 1.092 | 0.003 | 1.124 | 0.004
1.5 | 1.227 | 0.003 | 1.203 | 0.004 | 1.236 | 0.004
1.25 | 1.315 | 0.005 | 1.286 | 0.005 | 1.322 | 0.006
1 1.396 | 0.007 | 1.358 | 0.007 | 1.398 | 0.008
0.75 | 1.497 | 0.012 | 1.448 | 0.013 | 1.492 | 0.013
0.5 | 1.536 | 0.027 | 1.558 | 0.035 | 1.593 | 0.032
0.25 | 1.749 | 0.078 | 1.633 | 0.117 | 1.695 | 0.072

Tabela 7.2 — Valores de Y e sua incerteza estatistica para diferentes simulagdes sem filtro.

o Nulo Linear Quadratico
Y Y-erro Y Y-erro Y Y-erro

2 | —6.07x10% | 4.87x10%* | =5.31x10%° | 6.14 x 10** | —7.16 x 10*® | 1.09 x 10%°
1.75 | =1.00x 10%° | 1.53 x 102 | —8.28 x 10%° | 1.45x 10% | —1.13 x 10?7 | 2.50 x 10%
1.5 | —1.90x 10%7 | 6.80 x 10 | —1.33 x 10%7 | 4.28 x 10 | —2.08 x 10*7 | 9.03 x 10®
1.25 | —3.88x10%7 | 3.49 x 10%° | —2.01 x 10%7 | 1.15x 10%° | —4.01 x 10?7 | 3.82 x 10%°

1 | =1.11x10% | 3.25x 10%7 | —2.68 x 10¥7 | 2.17 x 10%° | —8.68 x 10°7 | 1.91 x 10%’
0.75 | —8.45x10% | 2.15x 10°" | —2.74 x 10%7 | 2.79 x 10%® | —1.36 x 10*® | 5.25 x 10%’
0.5 | —9.60 x 10%7 | 432 x 10%7 | —=3.04 x 10*7 | 4.62x10%° | —2.16 x 10*® | 1.66 x 1078
0.25 | =5.94x10%® | 1.50x 10%° | —2.72 x 10%7 | 1.11 x 10%7 | —1.46 x 10*® | 6.98 x 10%’
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7.2 Resultados: simulacoes com filtro na energia

Criamos, agora, um vinculo na energia de cada trajetdria, ou seja, criamos uma limita-
¢do no trabalho realizado pela forca randomica R presente na descricao de Langevin conforme
apresentada na secao (4.3). Isso significa que as flutuacdes ao redor da trajetdria classica sao
limitadas a uma dada quantidade de energia, e se fazemos este valor limite tender a zero, recu-
peramos a trajetoria classica.

Para executar esse procedimento, adicionamos um filtro em relacdo a energia gasta nos
deslocamentos randomicos. Calculamos a energia da soma dos deslocamentos randémicos de

cada trajetéria como

2
K, = Z K —t,l__l} (7.2)

1

e descartamos as trajetorias que ultrapassam o valor limite de energia definido por
fe=d x Ko, (7.3)

sendo d um nimero inteiro e Ko = 0,25 x 10721/, a energia das primeiras trajetérias que apa-
recem na simulagcdo gaussiana.
Variando os valores do parametro d e tomando as distribuicdes de Cauchy e Lévy para

os deslocamentos randdomicos obtemos os resultados que seguem.



7.2.1 Simulacoes para particulas livres

e Simulacdes com distribuicdo de Cauchy (o = 1):

Figura 7.9 — Simulac¢des com filtro na energia, particulas livres e oc = 1.
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e Simulacdes com distribuicdo de Lévy (a0 = 0.5):

04fe8

Figura 7.10 — Simulag¢des com filtro na energia, particulas livres e & = 0.5.
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Tabela 7.3 — Resultados numéricos das simula¢des com filtro na energia, particulas livres e distribui¢do

Cauchy e Lévy.

XU

g-erro

a=1

Y-erro

g-erro

a=0.5

Y-erro

0.861

0.124

Y
—7.44 x 10%°

1.16 x 10%°

1.146

0.112

Y
—1.86 x 107

4.84 x 10%

1.109

0.026

—1.09 x 1077

8.37 x 105

1.141

0.058

—1.70 x 1077

3.54 x 10%°

1.150

0.015

—1.28 x 1077

8.94 x 105

1.272

0.044

—2.32 x 1077

5.12 x 1077

1.207

0.012

—1.71 x 107

1.36 x 10%°

1.326

0.033

—3.56 x 107

9.13 x 10%

AN | | W[ N —

1.260
1.281

0.010
0.009

—2.23 x 1077
—2.48 x 107

2.01 x 10%
2.26 x 1020

1.451
1.459

0.030
0.029

- —1.27x10%®
—1.18 x 1077

9.57 x 1077
7.45 x 1020




7.2.2 Simulacoes para Particulas sujeitas a uma forca constante

e Simulacdes com distribuicdo de Cauchy (o = 1):

Figura 7.11 — Simulag¢des com filtro na energia, particulas sujeitas a uma for¢a constante e @ = 1.
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e Simulacdes com distribuicdo de Lévy (a0 = 0.5):
Figura 7.12 — Simulag¢des com filtro na energia, particulas sujeitas a uma forca constante e & = 0, 5.
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Tabela 7.4 — Resultados numéricos das simulagdes com filtro na energia, particulas com aceleracdo cons-
tante e distribuicdo Cauchy e Lévy.

o=1 a=0.5
q g-€erro Y Y-erro q g-€erro Y Y-erro
1.566 | 0.360 | —6.59 x 10%° | 2.09 x 10%° | 1.307 | 0.357 —1.19x 107 | 5.03 x 10%°
1.145 | 0.046 | —9.08 x 10%° | 1.03 x 10%° | 1.188 | 0.086 —1.55x 10%7 | 4.07 x 10%®
1.123 [ 0.021 | —=9.77x 10% | 7.58 x 107 | 1.257 | 0.056 —1.81x 10%7 | 4.11 x 10%®
1.159 | 0.014 | —1.11 x 10?7 | 7.60 x 105 | 1.326 | 0.045 —2.12x 10?7 | 4.50 x 10%°
1.215 | 0.015 | —1.37x10%7 [ 9.77x 105 | 1.339 | 0.040 —2.17 x 10?7 | 4.42 x 105
1.256 | 0.010 | —1.64 x 10?7 | 1.22 x 10?6 | 1.376 | 0.038 —2.37 x 10?7 | 4.68 x 10

XU

AN | | W[ N —
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7.2.3 Simulacoes para Particulas sujeitas a uma forca restaurativa
e Simulacdes com distribuicdo de Cauchy (o = 1):

Figura 7.13 — Simulag¢des com filtro na energia, particulas sujeitas a uma forga restaurativa e o = 1.
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e Simulacdes com distribuicdo de Lévy (a0 = 0.5):
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Figura 7.14 — Simulagdes com filtro na energia, particulas sujeitas a uma forca restaurativa e o = 0.5.
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Tabela 7.5 — Resultados numéricos das simulacdes com filtro na energia, particulas em oscila¢cdo harmo-
nica e distribuicdo Cauchy e Lévy.

a=1

XU

q g-erro

Y-erro q g-erro

a=0,5
Y-erro

Y
1.415 | 0.153 | —1.73 x 1077

5.78 x 10%° | 1.104 | 0.159

Y
—2.01 x 10%7 | 7.02 x 10%®

1.217 | 0.034 | —1.58 x 10?7

1.95x 10%° | 1.267 | 0.064

—3.27x 10%7 | 1.09 x 10%°

1.196 | 0.018 | —1.63 x 10?7

1.53x 10% | 1.336 | 0.047

—4.32 % 1077 | 1.50 x 10?7

1.223 [ 0.013 | —1.89 x 10?7

1.67 x 10%° | 1.375 | 0.039

—5.23x 1077 | 1.85x 10?7

—2.49 x 1077
—3.22 x 10%7

1.271 | 0.011
1.308 | 0.009

AN | | W[ N —

2.46 x 10%° | 1.391
3.65 x 1020 | 1.428

0.036
0.034

2.02x 10
2.78 x 1020

- —5.67 x 1077
~17.03 x 1077
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Consideracoes

Aplicar o vinculo na energia dos deslocamentos aleatdrios permite melhorar a precisao
dos resultados. Além disso, a medida que os deslocamentos t€m maior energia, ou seja, sao
maiores, maior € o valor de ¢g. Porém, € importante ressaltar que, se impomos uma restri¢ao
muito forte no valor da energia, a probabilidade de trajetéria ndo se cumpre. Esse resultado se
deve a imprecisdo da simulacao, pois para esses casos as trajetdrias randémicas possuem valores
de acdo muito préximos e devido a aproximacao no célculo dessa grandeza, ndo conseguimos

capturar a relagdo entre probabilidade e acao.
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7.3 Resultados: simulacoes com distribuicoes truncadas

Outra estratégia para controlar os resultados da simulagdo € a utilizacdo de distribui-
coes de probabilidade truncadas. Tal processo consiste em impor um limite para o seu valor
méximo e valor minimo da distribuicdo. Ao realizarmos tal procedimento com a distribui¢ao
estdvel, o segundo momento central nao diverge e assim possuimos uma variancia definida para
distribuicdes estaveis com o # 2 (KLEINERT, 2009).

Nao encontramos biblioteca para distribui¢cdes truncadas no Python, por essa razao re-
alizamos o procedimento utilizando um filtro de tal maneira que, trajetérias randomicas € mo-
vimentos de particulas com deslocamentos maiores do que o valor do truncamento sdo descon-
siderados na simulacdo. Construimos o valor do filtro do truncamento proporcional ao desvio

padrio da distribui¢do gaussiana (0y), isto €,

T =ux 0o, (7.4)

em que u € o termo que rege a propor¢do. Sabendo que 99.7% dos valores distribuidos por uma
distribui¢do gaussiana estdo dentro de uma distancia de 3 vezes o seu desvio padrdo (DEVORE,
2011), comecamos, portanto, a variar u a partir de 3.5, uma vez que estamos interessados em

observar o efeito das caudas pesadas.



7.3.1 Simulacoes para particulas livres

e Simulacdes com distribuicdo de Cauchy (o = 1):
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Figura 7.15 — Simulagdes com distribui¢do estdvel truncada, particulas livres e ot = 1.
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e Simulacdes com distribuicdo de Lévy (a0 = 0.5):
Figura 7.16 — Simulagdes com distribuicao estdvel truncada, particulas livres e @ = 0.5.
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Tabela 7.6 — Resultados numéricos das simula¢des com particulas livres e distribui¢do de Cauchy e de
Lévy truncadas.

a=1 a=0,5
q g-erro Y ' Y-erro q g-erro Y Y-€rro
3.5 ] 1.254 | 0.008 | —2.24 x 10*7 1.77x10%° [ 1.399 | 0.026 | —7.82x 10%7 | 3.27 x 10?7
4 11290 | 0.008 | —2.80 x 10%7 2.61 x 10%° | 1.440 | 0.030 | —1.16 x 10%® | 7.59 x 107
451338 ] 0.008 | —5.32x 10%7 9.05x 10% | 1.475 | 0.030 | —1.673 x 10® | 1.40 x 1078
5 [ 1.343 [ 0.007 | —4.68 x 1077 6.59x 10%° | 1.502 | 0.024 | —1.63x 10®® | 1.03 x 10%®
5.5 1.370 | 0.007 | =7.24 x10*7 1.47x10%7 [ 1.511 | 0.027 | —1.67 x 10*® | 1.33 x 1028




7.3.2 Simulacdes para particulas sujeitas a uma forca constante

e Simulacdes com distribuicdo de Cauchy (o = 1):

90

Figura 7.17 — Simulagdes com distribui¢do estdvel truncada, particulas em aceleracio constante e ¢ = 1.
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e Simulacdes com distribuicdo de Lévy (a0 = 0.5):

Figura 7.18 — Simulagdes com distribuicdo estdvel truncada, particulas em aceleracdo constante e @ =
0.5.
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Tabela 7.7 — Resultados numéricos das simula¢des com particulas constantemente aceleradas e distribui-
¢do de Cauchy e de Lévy truncadas.

a=1 a=0,5
q g-€erro Y Y-erro q g-€erro Y Y-erro
3.5 1.208 | 0.009 | —1.36 x 1077 | 8.64 x 10% | 1.326 | 0.039 | —2.13 x 10?7 | 4.24 x 1077
4 1261 0.009 | —1.69x 107 | 1.21 x 10%° | 1.385 | 0.037 | —2.42 x 10?7 | 4.67 x 10%’
45 1.297 | 0.009 | —2.00 x 10?7 | 1.54 x 10%° | 1.413 | 0.035 | —2.56 x 10?7 | 4.81 x 10%’
5 1.317 | 0.008 | —2.20x 10%7 | 1.75 x 10%° | 1.464 | 0.034 | —2.78 x 10?7 | 4.81 x 10%’
55 1.330 | 0.008 | —2.35x 10?7 | 1.89 x 10%° | 1.475 | 0.034 | —2.82 x 10%7 | 4.93 x 10?7

u




7.3.3 Simulacoes para particulas sujeitas a uma forca restaurativa

e Simulacdes com distribuicdo de Cauchy (o = 1):
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Figura 7.19 — Simulag¢des com distribui¢do estdvel truncada, particulas em oscilagdo harmoénicae a = 1.
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e Simulacdes com distribuicdo de Lévy (a0 = 0.5):

Figura 7.20 — Simulagdes com distribuicdo estavel truncada, particulas em oscilagdo harménica cons-
tante e o0 = 0.5.
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Tabela 7.8 — Resultados numéricos das simula¢des com particulas em oscilacdo harmdnica e distribui¢do
de Cauchy e de Lévy truncadas.

a=1 a=0.5
q g-erro ' Y Y-€e1ro q g-erro v Y-erro
3,5 ] 1.245 | 0.010. —2.19x 10%7 [ 1.79x 10%° [ 1.379 | 0.036 | —5.40 x 10?7 | 1.84 x 10’
4 11300 0.009 —3.07x10%7 [ 3.19x 10% | 1.437 | 0.033 | —7.39 x 10?7 | 2.96 x 10%’
451338 0.009 —4.20x10%7 | 5.46x 10%0 | 1.461 | 0.033 | —8.58 x 10?7 | 3.73 x 10%"
5 | 1.358 | 0.008 —5.12x10% | 7.69 x 10%° | 1.503 | 0.032 | —1.13 x 10?8 | 5.74 x 10%’
551370 | 0.008 —5.83x10%7 | 9.59 x 1026 | 1.516 | 0.031 | —1.22 x 10 | 6.54 x 10?7




94
Consideracoes

As probabilidades de trajetéria com distribuicdes truncadas corroboram o resultado ob-
tido para o PMAE com a distribui¢do de Tsallis. Além disso, podemos observar que os resulta-
dos possuem menor incerteza em relagdo ao parametro y. Esta estratégia também € interessante

pelo fato de podermos controlar o tamanho maximo absoluto dos deslocamentos randdmicos.

7.4 Analise dos resultados

Examinando os resultados obtidos neste capitulo, podemos concluir que para descrever
sistemas com possibilidade de ocorréncia de eventos cisnes negros devemos considerar a en-
tropia de Tsallis para a obtencdo da distribuicao de probabilidade de trajetéria em fungdo da
acao.

Quanto a utilizagdo de vinculos, podemos perceber que os resultados também demons-
tram que os sistemas continuam obedecendo a probabilidade de trajetdria prescrita pelo PMAE
com a entropia de Tsallis. Além disso, podemos perceber que a medida que as restrigdes sdao
relaxadas, o pardmetro ¢ cresce. E importante salientar que para o uso do vinculo da energia
das trajetdrias a restricdo ndo pode ser demasiadamente intensa, pois resulta na perda de cor-
relacdo entre acdo e probabilidade de trajetéria devido a proximidade dos valores de acdo das
trajetorias. Para o procedimento de truncamento, nenhum tipo de restri¢do é necessdria.

Analisando as simulacdes sem vinculos podemos observar que g o< &, quanto mais pesa-
das as caudas das distribui¢des, maior € o valor do pardmetro g. Além disso, essa relagdo parece
ser bem definida, se plotamos o grafico de g X o, podemos observar que existe uma correlacao

bem comportada desses parametros dada por
qg=V3—a«, (7.5)

como apresentado na figura 7.21.
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Figura 7.21 — Gréfico da relagdo entre g e o para as simula¢des de movimento randomico com diferentes
potenciais.
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Assim, podemos afirmar que a medida que ¢ diminui, isto €, as caudas se tornam mais
pesadas, os efeitos de interacdo a distincia sdo mais intensos, uma vez que podemos interpretar
g — 1 como uma medida das interacdes de longo alcance do sistema. Logo, a ocorréncia de

eventos tipo cisne negro esta ligada as correlacdes a distancia que um sistema possui.
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8 CONCLUSAO

O principio da minima a¢@o pode ser estendido para a aplicacdo em sistemas estocasti-
cos. A generalizagdo estabelecida por meio da condi¢io SA = 0 é capaz de obter os vinculos
necessarios aos quais a probabilidade de trajetéria de um sistema em movimento randdmico
deve estar sujeita. Tais vinculos sdo o valor esperado da ac¢éo ((A)) e o vinculo de normalizagio
das probabilidades ()} ; p; = 1), o vinculo natural. Utilizando destes vinculos e maximizando
a entropia de Shannon, obtivemos a distribui¢cdo de probabilidade de trajetéria com a forma
pr(Ar) = #; um andlogo a distribui¢do termodindmica de Boltzmann-Gibbs. Tomando o
caso do movimento randdomico com ruido gaussiano, elaboramos por meio da equagdo de Lan-
gevin simulacdes para verificar a probabilidade de trajetéria obtida. Encontramos resultados que
corroboram a probabilidade de trajetéria definida teoricamente, mostrando assim a validade do
PMAE no contexto de movimentos randomicos governados por distribui¢cdes gaussianas e sua
equivaléncia com os resultados obtidos pelas integrais de trajetoria.

Em busca de investigar a aplicagdo do PMAE para sistemas que possuem eventos tipo
cisne negro (eventos raros e drasticos), modificamos a forma como os deslocamentos randomi-
cos do processo estocdstico sdo gerados para distribui¢des estdveis simétricas. As caudas destas
distribui¢des podem ser controladas por meio de um pardmetro & que varia no intervalo (0, 2],
sendo o@ = 2 a distribui¢do gaussiana e as caudas mais pesadas conforme o — 0. A existéncia
destas caudas implica no aumento de probabilidade de ocorréncia de eventos tipo cisne negro,
uma vez que significam o aumento da probabilidade do eventos nos extremos da distribui¢do.

A modifica¢do na forma como os eventos sdo gerados implica na modifica¢ao do tipo de
difusdo, de normal para andmala. A descricdo macroscépica deste tipo de difusdo é dada pela
equacgdo de Fokker-Planck com um operador diferencial fracionario, um operador nao-local, o
que resulta na existéncia de interagdes de longo alcance. Estas interacdes fazem com a que
a entropia de Shannon ndo seja adequada para descrever o sistema, pois € uma condi¢do da
termodindmica de Boltzmann-Gibbs que as interacdes sejam de curto alcance. Dessa maneira,
em analogia com o processo difusivo, reobtemos a distribuicao de probabilidade de trajetdria
utilizando a entropia de Tsallis, uma generalizacdo da entropia de Shannon-Boltzmann-Gibbs
adequada para sistemas com este tipo de interacao.

Ao maximizarmos a entropia de Tsallis utilizando os vinculos para o PMAE obtemos

—YA

k
a distribui¢do de probabilidade py(k) = quq . Realizamos novas simulac¢des variando o para-

metro ¢ da distribui¢do estdvel e obtemos resultados que corroboram com a distribui¢ao de
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probabilidade de trajetdria obtida teoricamente. Além disso, obtivemos uma rela¢io entre o pa-
rametro ¢, utilizado para generalizar a entropia de Shannon e que mostra o nivel de interagdes
de longo alcance no sistema; e o parametro ¢ que estd relacionado com a intensidade e recor-
réncia dos eventos tipo cisne negros, com a forma g = v/3 — a, mostrando que a intensidade de
ocorréncia de cisnes negros € proporcional as interacdes de longo alcance.

Os resultados acima apresentados na descri¢ao de eventos cisnes negros sao originais e
podem ser utilizados em sistemas em que € possivel obter uma descricao por meio de principios
variacionais com a generalizacdo do conceito de acdo. Alguns exemplos sdo o modelo de mer-
cado financeiro de Black-Scholes (BLACK; SCHOLES, 1973; LINETSKY, 1997), modelos
de biologia evolutiva (PEASE, 2011) e modelos de cadeias poliméricas (KLEINERT, 2009).
Além disso, eles corroboram com a validade do PMAE e mostram que tal principio € bastante
abrangente, sendo capaz de descrever a dinamica de processos estocdsticos com comportamento
diferente do gaussiano. A demonstracdo de que PMAE ndo € limitado ao tipo de movimento
randomico do sistema também € importante pois, tal principio, pode ser um caminho para abor-
dar termodinamica de ndo-equilibrio (WANG; KAABOUCHIU, 2014) e a constru¢do de um

principio da minima a¢ao para sistemas dissipativos (LIN et al., 2012).
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APENDICE A - Transformacio de Legendre

A transformacdo de Legendre é uma importante ferramenta matemadtica que utilizamos
na fisica (ZIA; REDISH; MCKAY, 2009). No contexto da termodindmica e da mecanica esta-
tistica a utilizamos para relacionar a energia de um sistema com os potenciais termodinamicos.
Por sua vez, no contexto da mecanica cldssica, é usada para relacionar a hamiltoniana com a
lagrangiana.

Uma transformacdo de Legendre € uma maneira de obter uma nova fun¢do escrita em
termos da derivada da fun¢do original. Essa nova funcdo é obtida porque com ela temos as
mesmas informacdes da fungio original', porém, em um dado contexto, pode ser uma funcio
mais conveniente de se trabalhar.

Para construir uma transformacdo de Legendre devemos obedecer o seguinte procedi-
mento: se temos uma funcéo original, O(x), precisamos que ela satisfaca as condi¢oes 5227? >0

n . . .,
e ‘fle,) = 0 existente para qualquer n natural. Vamos agora definir a nova variavel, na qual a

funcdo transformada (7') serd escrita: a inclinagdo da curva O(x),

_do

a(x) = T ey

E necessdrio que a(x) seja inversivel, uma vez que iremos escrever O(x(a)). De posse dessas

informacdes, temos a definicao da transformacao de Legendre como

T(a) = a(x)x—O(x(a)). )

O sinal negativo € justificado pelo fato de que a inclinagdo da funcao transformada deve

ser a propria varidvel que tinhamos previamente, ou seja, % = x. Como podemos verificar
explicitamente:
d d d
1) = (alx)x) - - (0(x(a)
d
—T(a) =x. 3
T (a) =x ()
T

A imposi¢do de que %- = x nos conduz a uma relagdo de simetria da transformagdo de

da
Legendre. Para compreender de maneira clara essa simetria, vamos realizar agora a transfor-

magdo de Legendre na fungdo T (a). Definimos uma nova varidvel b(a) = 4L Utilizando (2),

' As quantidades conservadas e simetrias sdo preservadas.
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encontramos

R(b) = ab(a) — T (a(b)), ©)
mas utilizando a imposicao (3),

R(x) = ax(a) =T (a(x)), (5)
que pode ser reorganizado em

T(a(x)) = ax(a) — R(x). (6)

Logo, se comparamos (6) com (2) chegamos a conclusdo de que

R(x) = O(x), (7

ou seja, a transformacgdo de Legendre aplicada em uma funcio que foi obtida por meio de uma
transformacdo de Legendre nos devolve a funcao original; a transformacao de Legendre € a sua

propria inversa. Podemos escrever a transformacio de Legendre (2) como

T(a(x)) +O(x(a)) = x(a)a(x). ®)

Concluimos, portanto, que a inversa de uma transformacio de Legendre € também uma

transformacdo de Legendre. Por meio dessa simetria, podemos obter sucessivas relagdes entre

O(x) e T(a). Para obté-las, utilizamos as defini¢des a = fl—g ex= ‘ZI—Z, derivamos a primeira em

relacdo a x e a segunda em relacdo a a, e substituimos os resultados em fi_i% =1, o que implica
em
ﬂoﬂT_l ©
dx? da®> '

podemos seguir diferenciando essa equacao para obter relacdes entre derivadas de maior grau
entre O e T. Observe que essa equacao nos diz que a concavidade de O e T sdo inversamente

proporcionais.

Na mecanica classica

Aplicando a transformacdo de Legendre na lagrangiana .2 (g;, ¢i,t), e desejando elimi-

nar as variaveis ¢;, devemos definir

0.
xi(q',-) = aql . (10)
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Por meio da defini¢do da transformacdo de Legendre (2), temos

H(qixist) = qixi — ZL(qiGi(xi)1). (11)

Utilizando a definicdo do momento generalizado (2.15) identificamos x; = p;, logo

H(qi,xist) = qipi — Z(qi, pirt), (12)

que € a defini¢do da hamiltoniana.
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APENDICE B - A generalizaciio da integral gaussiana
Podemos obter uma relagdo de generalizacdo da integral gaussiana com a fun¢do gama

(I), que € uma funcao fatorial. Em termos da notacao fatorial a funcdo gama € escrita como
I'(z)=(z— 1!, (13)

porém essa definicdo sé € aplicdvel para valores inteiros de z. Uma definicdo da funcdo gama

vélida para valores inteiros ou ndo de z é dada por

~+oo
I'(z) = / e ', (14)
0

chamada integral de Euler (ARFKEN; WEBER, 1999).

oy 52 ~ . .
Utilizando do fato de e™* ser uma funcdo par podemos escrever a integral gaussiana

como
oo, oo,
/ e “dx= 2/ e " dx. (15)
oo 0
Fazemos uma mudanca de varidveis do tipo x*> = ¢ na integral acima. Assim, dx = %t’%dt, logo
T 0 e 1 T |
2/ e Vdx= 2/ e '—t72dt :/ e 't 2dt. (16)
0 0 2 0

Assim, podemos verificar que integral gaussiana € um caso particular da fun¢do gama (I'), mais
especificamente para I'(3).
Para a aplicagc@o que apresentamos na secdo 3.4.1 € interessante obter uma relagdo mais

geral na forma que se segue. Para isso, tomamos

/ e dx, (17)
0
fazemos a substitui¢do t = ax? em (14). Sendo dt = bax?~Ddx

oo —oo —1
/ e_’tz_ldt:/ e (axb>z bax'?=Vdx
0 0

= azb/_ xbz_le_w‘hdx, (18)
0



107

se identificamos bz — 1 = n, temos

- I 1
[t a”?br(”;r ) (19)

E importante ressaltar que o resultado acima é vélido para valores em que n € par, uma vez

que para valores impares a integral serd imediatamente nula por uma questdo de simetria. O

parametro a deve ser positivo e b miltiplo de dois.
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