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RESUMO

Neste trabalho, implementou-se o método Cuthill-Mckee reverso, iniciando-se por
um vértice pseudoperiférico para reducdo de banda de matrizes esparsas simétri-
cas. A reducgdo de banda consiste em realizar permutagdes de linhas e colunas de
uma matriz inicialmente esparsa, deixando-a com uma estrutura compacta e com
coeficientes ndo nulos préoximos a diagonal principal. Analisou-se o desempenho
computacional do método dos gradientes conjugados em sistemas de equagdes
lineares modificados pelo Cuthill-Mckee reverso. Verificou-se, nos testes reali-
zados, que, com um sistema de equagdes lineares alterado pelo Cuthill-Mckee
reverso, houve diminui¢do no tempo de execugcdo do método dos gradientes con-

jugados.

Palavras-Chave: Reducdo de banda, reducio de profile, Cuthill-Mckee reverso,

gradientes conjugados, vértice pseudoperiférico.



ABSTRACT

In this work, the reverse Cuthill-Mckee method was implemented starting with a
pseudoperipheral vertex to reduce the bandwidth of symmetric sparse matrices.
The problem of reducing the bandwidth of a matrix consists of finding a permu-
tation of rows and columns of a given matrix which keeps the non-zero elements
in a band as close as possible to the main diagonal. Also, it was studied the com-
putational performance of the conjugate gradients method for systems of linear
equations modified by the reverse Cuthill-Mckee. Clearly, the results show that
the conjugate gradients method is faster after running the reverse Cuthill-Mckee to

reduce the bandwidth of the given linear system.

Keywords: Bandwidth and profile reduction, reverse Cuthill-Mckee, conjugate

gradient method, pseudoperipheral vertex.
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1 INTRODUCAO

Na resolucdo de diversos problemas cientificos, como em problemas de dina-
mica de fluidos computacional, por métodos numéricos, como o método dos vo-
lumes finitos, 0 método dos elementos finitos ou o método das diferencas finitas,
geram-se sistemas de equagdes lineares. Na maioria dos casos, com a utiliza¢io
desses métodos numéricos, geram-se matrizes de coeficientes de grande porte e
esparsas. Exige-se muita memdria e alto custo de processamento para armazenar

e tratar essas matrizes.

Para a solucdo dos sistemas de equagdes lineares provenientes de problemas
cientificos, utilizam-se métodos diretos ou iterativos, em que, por exemplo, a eli-
minacdo de Gauss é um método direto e o método dos gradientes conjugados € um
método iterativo. Para a solucdo de sistemas de equagdes lineares com matrizes
de coeficientes esparsas, um dos métodos iterativos eficiente é o método dos gra-
dientes conjugados (BITTENCOURT; FEIJ()O, 1997; BURDEN; FAIRES, 2003,
p. 404).

Com a redugdo de banda da matriz de coeficientes, pode-se obter baixo custo
computacional na resolucdo do sistema de equagdes lineares. A minimizacio de
banda de uma matriz simétrica A é aproximar o maximo possivel todos os coefici-
entes ndo nulos em relacdo a diagonal principal de A. Conforme demonstrado por
Papademetrious (1976), o problema da minimizacdo da banda, ou seja, encontrar a
menor largura de banda de uma matriz simétrica A é um problema NP-Completo.
Portanto, algoritmos que reduzem a banda de uma matriz por meio de permutacdes
de linhas e colunas das matrizes deixando-as com uma estrutura compacta e com
coeficientes nao nulos préximos a diagonal principal sdo estudados. Realizam-se
essas permutacdes de linhas e colunas, de uma matriz simétrica A, alterando-se a

numeracio do grafo correspondente a A.
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Especificamente, neste trabalho, apresenta-se o algoritmo para reducdo de
banda Cuthill-Mckee reverso (CMr) de George (1971). Dado um sistema de equa-
coes lineares Ax = b inicialmente esparso e a representacdo da matriz A de coefi-
cientes por meio de um grafo, a reducio de banda dessa matriz de coeficientes se
da por meio da mudanga da ordem, em que se numeram os vértices do grafo. Para

isso o CMr utiliza uma busca em largura modificada.

Implementou-se o CMr porque € um dos algoritmos mais tradicionais para
o problema da redugdo de baanda. Foi um dos primeiros métodos, junto com 0s
algoritmos de Alway e Martin (1965) e Akyuz e Utku (1968), proposto para essa
finalidade. Esse algoritmo é importante; como exemplos, pesquisas atuais sobre
reducdo de banda utilizam esse algoritmo como referéncia para realizar compara-
¢des, como em Doss e Arathi (2011). Ainda, € utilizado na resolu¢do de problemas
cientificos atuais, em que as matrizes de coeficientes de sistemas de equagdes li-
neares sao alterados para se melhorar o desempenho da resolugdo por métodos
diretos e iterativos, como em Kazoela, Nikolos e Synolakis (2012) e Shiming, Wei

e Xiang (2013).

A escolha do vértice inicial para numeragdo do CMr é diretamente ligada a
qualidade das reducdo de banda. Portanto, inicia-se a numerac@o por um vértice
que atende a algumas caracteristicas. Esse vértice é chamado de vértice pseudo-
periférico e € abordado na subsecdo 2.4. Escolheu-se o algoritmo de George e Liu
(1979) para encontrar um vértice pseudoperiférico inicial para o CMr. Utilizou-se
esse algoritmo por ser um dos algoritmos cldssicos para esse propdsito e por apre-
sentar melhorias em relagdo ao algoritmo original de Gibbs, Poole e Stockmeyer

(1976).

Este texto estd organizado como a seguir. A motivacao deste trabalho é apre-
sentada na subsecdo 1.1. Os objetivos s@o descritos na subsecao 1.2. O referencial

tedrico € apresentado na sec¢do 2. Na secdo 3, Descrevem-se a metodologia de pes-
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quisa utilizada e as ferramentas. Apresentam-se na se¢do 4, os resultados obtidos
nas simula¢des realizadas. Finalmente, na se¢do 5, apresentam-se as conclusdes e

os trabalhos futuros.

1.1 Motivacao

A principal motivagcao deste estudo, é tentar proporcionar melhorias em um
projeto computacional de geracdo de malhas triangulares, tornando sua execugio
mais rdpida. Nesse projeto computacional, geram-se sistemas de equacdes linea-
res esparsos, em que sao resolvidos pelo método dos gradientes conjugados. Essas
malhas triangulares sdo utilizadas em vérios campos da ciéncia, como em simula-

¢des em mecanica dos fluidos.

1.2 Objetivos

O objetivo deste trabalho € verificar se haverd reducio no custo computacional
das resolugdes, pelo método dos gradientes conjugados, de alguns sistemas de
equacdes lineares em que houve reducdes de banda pelo CMr nas matrizes de
coeficientes. Especificamente, neste trabalho, o método CMr serd acoplado a um

projeto computacional de geragdo de malhas triangulares.



2 REFERENCIAL TEORICO

Nesta secdo, apresentam-se conceitos basicos para o entendimento deste tra-
balho. Na subsecdo 2.1, abordam-se conceitos basicos sobre largura de banda e
grafos. Aborda-se o método dos gradientes conjugados na subse¢do 2.2. Na sub-
secdo 2.3, s@o apresentados os métodos Cuthill-Mckee e Cuthill-Mckee reverso.
Na subsecdo 2.4, apresenta-se o algoritmo de George e Liu (1979) para se encon-

trar o vértice (pseudoperiférico) inicial para o algoritmo CMr.

2.1 Conceitos basicos

Os sistemas de equacdes lineares considerados s@o da forma Ax = b, em que
A é uma matriz n X n esparsa, simétrica e positiva-definida. Uma matriz € positiva-
definida se todos os seus autovalores sdo positivos. Os elementos de A sdo repre-

sentados por a;;, em que i € o indice referente a linha e j € o indice da coluna.
Adiante, considere um grafo G = (V,E) ndo orientado constituido por V,
um conjunto finito de vértices e E, um conjunto de arestas, em que V =
{vi,v2,v3,---,v,} € as arestas de E = {ej,ez,e3, -+ ,e,} sdo representadas por
pares ndo ordenados de vértices. Tem-se as seguintes defini¢des:
e dois vértices s@o adjacentes quando existe uma aresta entre eles;

e o grau de um vértice v € o nimero de vértices adjacentes a v;

e caminho € uma sequéncia de vértices que, para cada um, hd uma aresta para

o préximo vértice da sequéncia;
e 0 tamanho de um caminho € o seu ndmero de arestas;

e ciclo € um caminho com o mesmo vértice inicial e final;
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e em um grafo conexo, existe um caminho entre quaisquer dois de seus vérti-

CES;

e arvore € um grafo conexo aciclico.

Para mais detalhes sobre grafos, veja Oliveira (2011, capitulo 8).

Na figura 2.1, tem-se a representacdo de um grafo por meio de uma matriz
de adjacéncias. Cada linha da matriz A corresponde a um vértice no grafo da
figura 2.1, ou seja, para 1 <i < 10, a linha i da matriz corresponde ao vértice i
do grafo. Para o grafo da figura 2.2, utilizou-se uma ordem diferente da anterior
para numerar os vértices do grafo e obteve-se uma representacao matricial também
diferente. Nota-se que a disposi¢do dos elementos ndo nulos na representacio
matricial do grafo depende da ordem em que se numeram os vértices do grafo para
a montagem da matriz. E da ordem dessa numeracio de que trata este texto. Para
isso, hd algoritmos que definem essa ordem e o vértice inicial da numeracdo. Na
subsecdo seguinte, abordam-se conceitos matemadticos relacionados com a escolha

do vértice inicial da numeragao.

N " E EER
J 10 n ] n NG [ |
/7/ \/ E EEm ™ \s V2 | ] | ] EEN
ofidc - A P
| | " m E = [ ] (\9 '—(\2/‘ " = | ]
N L (mm u ‘ ‘ - .
6 B3 —4) m | I ] P = ]
| [/ nm n @) {o—4) u = .
/9'\7/2'\ /é ™ n ‘ ‘ ™1 Em
9 2 8 - . T3 ‘6 = [
NN / LI T | am

Figura 2.1: Representagdo da matriz por meio

Figura 2.2: Grafo com a numeracio alterada.
de um grafo.

Definicio 1 (largura de banda) Seja A uma matriz simétrica, a largura de banda
da i-ésima linha é Bi(A) = i—min{(1 < j <n) | a;j # 0}. A largura de banda

B(A) de A é a maior distancia de elemento ndo nulo da matriz triangular inferior
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até a diagonal principal, considerando-se todas as n linhas da matriz, ou seja,

B(A) = max{(1 <i<n)B(A)} = max{(1 <i.j<n) i~ j| | a; #0}.

Defini¢do 2 (banda) A banda de A é definida como banda(A) = {(0 <i—j <
B(A)) [{i,J}}-

A defini¢do 2 significa que a banda ¢é formada pelas diagonais da matriz trian-
gular inferior que contenham elementos nao nulos. Note que a diagonal principal
ndo compde a banda. Ainda, note que s6 se considera a matriz triangular inferior

porque A € simétrica.

Definicao 3 (envelope) O envelope de A é definido como Env(A) = {(1 <i,j <
n){i, j} 10 <i—j<PBi(A)}

A defini¢do 3 significa que os elementos nulos mais a esquerda da i-ésima

linha, na banda(A), ndo compdem o envelope.

Definiciio 4 (profile) O profile de A, definido como |Env(A)| =Y, Bi(A), € a
soma das distdncias, em cada linha, do primeiro elemento ndo nulo até a diagonal

principal.

Para detalhes sobre a defini¢do 4, veja George e Liu (1981, p. 48-52).
Definico 5 (distancia) Seja G = (V,E). A distdncia d(v,u) entre dois vértices
v e u pertencentes a 'V é o tamanho do menor caminho entre eles. Considere as

distdncias (Yu € V Au #v) d(v,u) de v para todos os demais vértices do grafo.

Definicao 6 (excentricidade) A excentricidade de um vértice v €V é dada por

0:V =N, emque l(v)=max{(Vu € VAu#v)d(vu)}.
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Definicéio 7 (didmetro do grafo) O didmetro §(G) = max{(Yv € V) ¢(v)} do
grafo G = (V,E) é a maior excentricidade encontrada em G = (V,E), que também

pode ser definida como 6(G) = max{(Yv,u € V) d(v,u)}.

Definicao 8 (vértice periférico) Um vértice v é considerado periférico se a sua

excentricidade é igual ao didmetro do grafo, ou seja, {(v) = 8(G).

Para Gibbs, Poole e Stockmeyer (1976), um vértice é considerado pseudope-

riférico se sua excentricidade for proxima ao didmetro do grafo.

Definicao 9 (estrutura de nivel) Uma estrutura de nivel de um vértice de um
grafo conexo e simples é um particionamento do conjunto de vértices em classes
de vértices com as mesmas distdncias para o vértice raiz. Seja G = (V,E) conexo
e simples. Dado um vértice v € V, a estrutura de nivel com raiz v e profundidade
{(v) é o particionamento £ (v) = {Lo(v),L1(v), .., L) (V) }, em que Lo(v) = {v}
eLi(v)=adj(Li—1(v))— ;;{)Lj(v), para i =1,2, 3, ....4(v) eadj(.) retorna

os vértices adjacentes aos vértices do argumento.

Note que o nimero de parti¢des (ou niveis) de £(v) é £(v)+1e Ufi‘g Li(v) =
V. Considerando-se que € utilizada a busca em largura para a montagem da estru-
tura de nivel e para a numeracio, a maior largura de banda possivel é igual ao grau

do vértice de maior grau do grafo.

Mostra-se um exemplo de montagem de uma estrutura de nivel na figura 2.3.
Para isso, considere o grafo da figura 2.1. Para a estrutura de nivel mostrada na
figura 2.3, o vértice inicial 1 foi escolhido arbitrariamente. Note que ¢(1) = 3.
O particionamento em niveis dos vértices, partindo de 1, é Ly(1) = {1}, L;(1) =

{3,5,6, 7}, Lo(1) = {2, 4, 8, 10} e L3(1) = {9}.
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Figura 2.3: Estrutura de nivel de .#(1) baseada no grafo da figura 2.1.

Definicdo 10 (largura de nivel) A largura de nivel b(u) de £(u) é o nimero

de vértices do nivel com mais vértices, ou seja, b(u) = max{L;(u), parai =

0,1, £(u) | |Li(u)[}.

2.2 Método dos gradientes conjugados

Apresenta-se, nesta secdo, uma breve descricio do método dos gradientes
conjugados. Considere que o algoritmo descrito nesta se¢do, ndo é o algoritmo
implementado no projeto computacional criado para as simulacdes publicadas em
Oliveira e Gonzaga de Oliveira (2012) e sim apenas uma descri¢do diddtica. No
projeto computacional (OLIVEIRA; Gonzaga de Oliveira, 2012), armazenam-se

apenas os coeficientes ndo nulos da matriz A por meio de uma lista de adjacéncias.

O método dos gradientes conjugados foi proposto por Hestenes e Stiefel
(1952). Verificou-se que o método dos gradientes conjugados € um eficiente mé-
todo iterativo para solucdo de sistemas de equagdes lineares, simétricos, positivos-
definidos e esparsos (BURDEN; FAIRES, 2003, p. 404). Todos os sistemas de

equacdes lineares abordados neste trabalho sio simétricos e positivos-definidos.

Seja um sistema de equacdes lineares na forma Ax = b, em que A € R™*", x

e b € R". A solugdo desse sistema de equagdes lineares, pode ser encontrada por
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meio da minimizagdo de f(x), com x € R". Seja f, uma fun¢io quadritica,

flx)="5=-0b"x, @.1)

o vetor x* € uma solucdo do sistema de equagGes lineares se, e somente se, x*
minimiza f. Ao derivar f da equagdo 2.1 em relacdo ao vetor x e igualar a zero,
obtém-se

Vfx")=Ax"—b=0, (2.2)

ou seja, o método dos gradientes conjugados soluciona o sistema de equagdes

lineares quando encontra o minimo de f, f'(x) = 0.

Inicia-se o método dos gradientes conjugados escolhendo-se uma solucio
inicial xp, uma solucdo aproximada de Ax* = b. Considere que, inicialmente,
ro =b—Axg e dy = ryg, em que r € o vetor residuo na iteracdo k e di é o vetor
de direcao de busca na iteragdo k, com k =0,1,--- ,n — 1. O método dos gradien-

tes conjugados constroi os vetores r e d, a cada iteragdo, por

ry ="rg—1 — OCkAdk (2.3)

di1 = ry+ Brdi. (2.4)

Os escalares o da equagdo 2.3 e B da equagdo 2.4 sdo dados por

T
Te—17k—1
oG = ——— 2.5
k dTAd (2.5)
e
I”Tl"k
B = —+——. (2.6)
Te—1"k—1

A solugdo em cada iteracdo é dada por

X = Xp—1 + Oyd. 2.7
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Os vetores r e d auxiliam o método dos gradientes conjugados na busca do
minimo de f, em que cada iteracdo a solucdo x; aproxima-se mais de x*. O ve-
tor d satisfaz a condigdio de A-ortogonalidade (ou conjugada), d! Ad i =0, com
i # j. Em Luenberger e Ye (2008, p. 263), tem-se a definicdo formal de A-
ortogonalidade. O uso dos vetores de direcdo d A-ortogonais produz o método
de dire¢do conjugada (BURDEN; FAIRES, 2003, p. 409). Residuos sdo ortogo-
nais entre si, portanto, rl-T rj =0, para i # j. Ainda, os vetores r; € d;, com i # j,

sdo mutuamente ortogonais, ou seja, r! d ;i =0.

Com as equacgdes 2.3, 2.4, 2.5, 2.6 e 2.7, forma-se o algoritmo iterativo do
método dos gradientes conjugados. Esse algoritmo é mostrado no algoritmo 1. Ini-
cialmente, define-se a precisdo numérica € desejada. Nas linhas 3 a 5, inicializam-
se os vetores x,r e d. As varidveis k e erro sdo inicializadas na linha 6, em

que k € o contador para a estrutura de repeticdo enquanto e o erro € a variavel

o6k =21 [| oo

para o critério de parada. A cada iteragdo atualiza-se erro < Tl

, em que

||IX]|ec = max{|xi|,|x2|, -, |xa|}. Se erro > €, o algoritmo para.

O método dos gradientes conjugados converge para a solugdo em no maximo
n iteracdes. Para mais detalhes sobre o método método dos gradientes conjugados,

veja Shewchuk (1994) e Burden e Faires (2003, p. 404-415), por exemplo.

2.3 Cuthill-Mckee e Cuthill-Mckee reverso

Com o método de Cuthill e Mckee (1969), reduz-se o tamanho da largura de
banda de uma matriz simétrica por meio da reordenagdo do grafo que corresponde
a matriz. O algoritmo faz uso da busca em largura, em que todos os vértices do
grafo sdo visitados. A ordem de visitagdo dos vértices € o que difere um algoritmo
de busca em largura convencional do algoritmo de Cuthill-Mckee (CM). Neste

dltimo, a visitagdo dos vértices se dd de forma crescente ao grau dos vértices,
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Algoritmo 1: método dos gradientes conjugados.

1 inicio

// define a precisdo numérica €, ex.

2 e+ 1073;
3 xp < 0;// estimativa inicial
4 ro < b —Axgp;
5 d| < ry;
6 k< 1;erro<+ €e+1;

// n é a dimensdo de x
7 enquanto ( (k < n) A (erro > €) ) faca
8 oy rég‘/:;:; // equacdo 2.5
9 X < Xp—1 +0xdy; // equagdo 2.7
10 Iy < re—1 — O4Ady; // equacdo 2.3
11 erro WA;

lles

12 k+—k+1;
13 se ((k<n)A(erro> €)) entdo
14 Bi r}{’?::_l; // equacdo 2.6
15 dii1 < re+ Brdy; // equacio 2.4
16 fim-se;
17 fim-enquanto;
18 fim.

1073

isto €, dado um vértice inicial, seus vértices adjacentes serdo visitados em ordem

crescente de grau e isso ocorrerd para os vértices adjacentes desses adjacentes

e assim sucessivamente até que todos os vértices sejam visitados. A visitacio

dos vértices adjacentes em ordem crescente proporciona uma boa configuracio da

matriz correspondente em relacdo a sua largura de banda, pois representam-se 0s
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elementos do grafo com maior grau para que fiquem posicionados, no possivel,

nas linhas centrais da matriz.

Cuthill e Mckee (1969) constataram que a escolha do vértice inicial interferia
na qualidade da solug@o: na largura de banda e no profile da matriz resultante.
Entdo, propuseram que o algoritmo comegasse pelo vértice de grau minimo do
grafo. Embora apresente bons resultados, isso ndo garante que a largura de banda
ou o profile sejam menores que uma solugc@o em que o vértice inicial seja o vértice

de maior excentricidade.

A seguir, na subsecdo 2.3.1, sdo apresentados os algoritmos CM e Cuthill-
Mckee reverso (CMr). Na subsecdo 2.3.2, sdo apresentadas as andlises de comple-

xidade desses algoritmos. Na subsecdo 2.3.3, um exemplo € mostrado.

2.3.1 Descricao dos algoritmos

O método CM € mostrado no algoritmo 2 (LIU, 1976). O algoritmo recebe
um grafo G = (V,E) conexo, em que V € o conjunto de vértices, E é o conjunto
de arestas. Outro pardmetro do algoritmo € o vértice inicial v € V. Nas linhas 2
a 4, inicializam-se as varidveis, em que i recebe 1 e é o contador para se percor-
rerem os vértices. A primeira posicdo de o recebe o vértice inicial. A varidvel j
indica a posi¢do na ordenag¢do. Enquanto i for menor que o nimero de vértices, a
cada iteragdo, numeram-se os vértices adjacentes a &¢(j), em ordem crescente de
grau, exceto aqueles que ja foram numerados. Apds cada w adjacente a ¢ () ser
numerado, w é colocado na posicao i de o, apds incremento de i. Note que ndo ha
necessidade de se usar < na linha 5 porque o tltimo vértice verificado é adjacente

a algum outro vértice. A saida do algoritmo € a sequéncia de vértices no vetor Q.

George (1971) descobriu que renumerar os vértices na ordem contrdria em que
foram visitados, em vez da numeragao habitual do CM, diminui, frequentemente,

o tamanho dos profiles das matrizes resultantes apds a execugdo do algoritmo;
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Algoritmo 2: Cuthill-Mckee.
Entrada: grafo G = (V,E) conexo; vértice inicial v € V;

Saida: vetor o ordenado;
1 inicio
2 i+ 1;
3 o(l) v
4 Jj+<0;
5 enquanto (i < |[V|) faca
6 j—Jj+ 1
7 para cada (vértice w € adj(a(j)) — {a(l),---, (i)}, em

ordem crescente de grau ) faca

8 i< i+ 1;

9 o) < w;

10 fim-para-cada;

11 fim-enquanto;

12 // A saida é a sequéncia no vetor Q;
13 retorna o;

14 fim.

porém, a largura de banda é mantida. Entdo, George (1971) propds o CMr, que
¢ o CM, mas, com ordenagdo reversa. Liu (1976) provou que o CMr resulta em

matrizes com profiles, pelo menos, tao bons quanto o CM.

Na versdo original do CMr (GEORGE, 1971), o vértice inicial também ¢&
aquele com grau minimo. Em ocorrendo mais de um vértice com grau minimo,
o vértice inicial € o que possui a menor largura de nivel. As reducdes de banda e
de profile da matriz resultante depende da escolha do vértice inicial. Essa tarefa

rendeu trabalhos, que sdo abordados na secdo 2.4, na pagina 29.
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2.3.2 Analise de complexidade

Suponha que o grafo é representado por listas de adjacéncias. Para encontrar o
vértice de grau minimo, necessita-se percorrer todos os vértices. Para cada vértice,
percorre-se toda a lista de adjacéncias para se verificar o grau do vértice. De uma
forma similar, utilizando-se o algoritmo busca em largura, ao percorrer a lista de
adjacéncias de cada vértice, pode-se verificar o grau de cada vértice. Dessa forma,
o custo para se encontrar o vértice de grau minimo é O(|V|+|E|). Em se utilizando
uma matriz de adjacéncias, pode-se percorrer as |V |? entradas para se encontrar o

vértice de grau minimo.

Conforme demonstrado por Liu (1976), a complexidade, no pior caso, dos
algoritmos Cuthill-Mckee e Cuthill-Mckee reverso é dada pelo produto entre o
grau m do vértice de maior grau do grafo e o nimero de arestas |E|. Liu (1976)
obteve a complexidade, no pior caso, considerando que, no passo de ordenacdo

dos vértices na linha 7 do algoritmo 2, fosse utilizado o algoritmo por insercao.

[S]

n

Com isso, considere que todas as ordenagdes na linha 7 exijam, no méximo, “-

operacdes, para n vértices e uma constante c¢. Esse nimero de operagdes € menor

que %ZVEV grau(v)> <™y oy grau(v) < 2’"7“5' porque, para um grafo néo direcio-

nado, ocorre Y, cy grau(v) = 2|E|. Com isso, z'"T‘E‘ ¢ o limite superior do nimero
de operagdes na linha 7. O nimero de operagdes do laco de repeticdo na linha 5 é
O(|V|). Com isso, a complexidade no, pior caso, desse algoritmo é O(m - |E|). O
limite inferior desse algoritmo, considerando-se um grafo em que o vértice inicial
tem ligacdes com todos os demais vértices e utilizando-se, por exemplo, o merge

sort no passo da ordenagdo, é Q(|V|1g|V]).
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2.3.3 Exemplo

A seguir, € mostrado um exemplo da execug¢do do método Cuthill-Mckee.
Apresenta-se apenas o funcionamento do algoritmo de Cuthill-Mckee, pois o CM
e o CMr diferem apenas na numeracao final. Considere o grafo da figura 2.4 e, ao
seu lado, sua representacdo matricial M. Neste exemplo, o vértice inicial ndo é o
de grau minimo, como é nos algoritmos CM e CMr. Escolheu-se, arbitrariamente,
o vértice 9 como o inicial. Coloca-se esse vértice na primeira posi¢do do vetor
a. Em seguida, visitam-se os vértices adjacentes ao vértice 9, colocando-os, em
ordem crescente de grau, em suas respectivas posi¢cdes i do vetor . Na figura
2.5, mostram-se, em destaque, o vértice 9 e suas arestas incidentes. Na tabela
2.1, mostram-se os vértices adjacentes ao vértice 9, ordenados por seus graus. Os

vértices sdo atribuidos a cada posicdo i do vetor o nessa ordem.

(3\\( -. n . . Em
nav Qz St
QQ\
\/\(5// n Em E =

Figura 2.4: Grafo original para um exemplo do CM e sua representacdo matricial M.

Vértice | 7| 5|11 |4 1|6

Grau |2 (3| 4 |5]|6

Tabela 2.1: Vértices adjacentes ao vértice 9 e seus graus.

O préximo vértice a ser processado € o vértice 7, que ocupa a segunda posi¢ao
do vetor. Nio sdo inseridos novos vértices no vetor porque os vértices adjacentes

ao vértice 7 ja foram visitados. O mesmo ocorre com o vértice 5. Ao processar
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Figura 2.5: Passo inicial da ordenag@o pelo Cuthill-Mckee.

o vértice 11, o vértice 1 € inserido na primeira posi¢do vazia do vetor . Isso é
realizado até que todos os vértices sejam visitados. Veja a ordem de visitagdo na
figura 2.6. Algoritmos para encontrar o vértice inicial, ou pseudoperiférico, sdo

abordados na secdo 2.4, na pagina 29.

O resultado da numeracdo € mostrado na figura 2.7, juntamente com a matriz
correspondente M;. Na figura 2.8, representa-se o grafo com a numeracio pelo
Cuthill-Mckee reverso e sua representagdo matricial M,. Nesse exemplo, (M) =
10, B(My) = B(M,) =5, |[Env(M)| = 39, |[Env(M;)| =33 e |Env(M;)| = 24. Na
tabela 2.2, esses dados s@o sumarizados. Note que, com a numeracdo reversa, as
colunas da matriz M; transformam-se nas linhas da matriz M,. Conforme desta-
cado pela linha tracejada, as larguras de banda B4(M;) e Bs(M;) ndo sdo contabi-
lizadas no profile de M,. Os primeiros elementos dessas linhas pertencem a tltima
linha de M,. Com isso, hd reducdo no profile de M, em relagdo ao profile de
M. Sao mostradas, ainda, as numerag¢des do CM e CMr iniciando-se por vértices

pseudoperiféricos (CM-pseudo e CMr-pseudo, respectivamente).
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Figura 2.7: Grafo reordenado pelo Cuthill- Figura 2.8: Grafo reordenado pelo Cuthill-

Mckee e sua representacdo matricial M. Mckee reverso e sua representacdo matricial M».
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Matriz Largura de banda | Profile
M (original) 10 39
M; (CM) 5 33
M, (CMr) 5 24
CM-pseudo 4 26
CMr-pseudo 4 25

Tabela 2.2: Largura de banda e de profile de matrizes ordenadas do exemplo para os métodos CM e

CMr.

2.4 Algoritmo de George-Liu para encontrar um vértice

pseudoperiférico

Alguns algoritmos, como o Cuthill-Mckee, o Cuthill-Mckee reverso e o algo-
ritmo de Gibbs, Poole e Stockmeyer (1976), tém a qualidade da ordenagdo depen-
dente da escolha do vértice inicial. Essa constatac¢do foi realizada, inicialmente,
por Cuthill e Mckee (1969). Esses autores iniciaram a ordenacido com o vértice de
grau minimo do grafo, que nem sempre era uma boa escolha. Apds isso, houve
publicacdes sobre algoritmos que encontram o vértice inicial, como Cheng (1973).
Contudo, apenas na publicacdo de Gibbs, Poole e Stockmeyer (1976), foi proposto
que o melhor vértice inicial seria um vértice cuja distancia entre ele e outro vértice
qualquer seja igual ao didmetro do grafo, caracterizando-se assim vértices perifé-
ricos. Essa constatagdo deu-se pelo motivo que, como haviam Cuthill e Mckee
(1969) abordado em sua publicagdo, quanto maior a excentricidade de um vér-
tice v, menos vértices haverda em um mesmo nivel de uma estrutura de nivel de v.
Cuthill e Mckee (1969) explicaram que a largura de banda da matriz serd relacio-
nada com o ndmero de vértices do nivel da estrutura de nivel com o maior niimero

de vértices. Um vértice periférico é 6timo vértice inicial para os algoritmos de or-
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denacdo. Smyth e Benzi (1974) demonstraram que, para realizar essa tarefa, seria
necessario, por exemplo, aplicar a busca em largura em todos os vértices do grafo.
O custo dessa tarefa é O(|V|-|E|), em que V é o niimero de vértices e E é o nimero
de arestas. Gibbs, Poole e Stockmeyer (1976) propuseram, entdo, um algoritmo
que encontra um vértice cuja excentricidade fosse proxima ao didmetro do grafo,

caracterizando-se um vértice pseudoperiférico.

O algoritmo de George-Liu foi proposto como melhorias do algoritmo de
Gibbs, Poole e Stockmeyer (1976), em que George e Liu (1979) propuseram 4
modificacdes do algoritmo original. A primeira modificagao, citada no texto como
short circuiting, consiste em terminar a montagem da estrutura de nivel dos vér-
tices folhas assim que encontrar um nivel com largura de nivel maior do que a ja
encontrada. A segunda modificagdo € iniciar o algoritmo com um vértice qualquer
em vez de um com grau minimo. A terceira e quarta modificacdes sdo denomina-
das shrinking, pois ambas sao estratégias de qual vértice escolher do ltimo nivel
da estrutura de nivel. A terceira melhoria ¢ montar a estrutura de nivel apenas
para o vértice folha que possuir o menor grau. A dltima proposta de modificacdo
¢ escolher um vértice folha qualquer para a montagem da estrutura de nivel. Apds
experimentos, o algoritmo final proposto por George e Liu (1979), é a combina-
cdo da segunda e terceira propostas de melhoria. Esse algoritmo é descrito nesta

subsecdo.

Como mostrado por George e Liu (1979), o algoritmo pode ser dividido em

[¢N

alguns passos simples. Na parte da inicializacdo, um vértice qualquer v € V

(€N

escolhido para ser o vértice inicial. Posteriormente, a estrutura de nivel .Z(v)
gerada. Em seguida, escolhe-se um vértice de grau minimo r € Ly, (v). Gera-
se Z(r) e verifica-se se £(v) < £(r). Se essa condi¢do for satisfeita, entdo, o
vértice r passa a ser o vértice v e o processo € repetido. Caso contrario, o vértice

pseudoperiférico serd v.
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Mostra-se o pseudocddigo no algoritmo 3. Inicializa-se a varidvel v com um
vértice arbitrario. Em seguida, é montada a estrutura de nivel £ (v), utilizando a
busca em largura. Na estrutura de repeticdo enquanto nas linhas 5-11, constréi-se
a estrutura de nivel do n6 folha r de grau minimo de .Z’(v). Se a excentricidade de
r for maior que a excentricidade de v, entdo, atribui-se r a v e repete-se 0 processo.
O algoritmo retorna o né v quando ¢(v) for maior que a excentricidade do seu n6

folha de grau minimo.

Algoritmo 3: George-Liu.
Entrada: um grafo G = (V,E);

Saida: vértice pseudoperiférico v € V;
1 inicio
2 v < escolheVertice(V);
3 buscaEmLargura(v); // constréi-se estrutura de nivel
4 repita

// u é utilizada como controle do lacgo de

repeticgao

5 u<—v;

6 r < verticeComMininoGrau(Ly,)(v));

7 buscaEmLargura(r); // constréi-se estrutura de

nivel

8 se ({(r) > {(v) ) entdo

9 v

10 fim-se;

11 até queu=v;
12 retornav ;

13 fim.
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Como um exemplo de funcionamento do algoritmo de George e Liu (1979),
considere o grafo representado na figura 2.9. O vértice v escolhido arbitrariamente
para a inicializag@o do algoritmo foi o vértice 1. Na figura 2.10, mostra-se a mon-
tagem da estrutura de nivel iniciando-se no vértice 1. Note que o nimero de niveis

de Z(1)é4el(1)=3.

SO
S
/\,11\/\/\/9';\7 ..II:I.I n
\\/5// ll:-l .l.

Figura 2.10: Geracdo da estrutura de nivel para o vértice 1.

Atribui-se a varidvel r o vértice do dltimo nivel com grau minimo. Como
os vértices 2 e 7 apresentam grau 2, indifere a escolha de um ou outro. Nesse
exemplo, optou-se pelo vértice 2. Como passo seguinte do algoritmo, a estrutura
de nivel do vértice 2 é construida. Isso pode ser visto na figura 2.11. Como
£(v) = £(r), o algoritmo para, determinando-se o vértice v = 1 como o vértice
pseudoperiférico. Contudo, pode ser observado que, nesse exemplo, o algoritmo

de fato encontrou o vértice periférico.
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Figura 2.11: Geragdo da estrutura de nivel para o vértice 2.
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3 METODOLOGIA

Nesta secdo, descrevem-se as metodologias de pesquisa e ferramentas uti-
lizadas durante o trabalho. Na subsecdo 3.1, descrevem-se as metodologias de
pesquisa. Apresentam-se na subsecao 3.2, detalhes da implementacio do projeto
computacional. Descrevem-se na subsecdo 3.3, as ferramentas utilizadas durante

a realizacdo deste trabalho.

3.1 Metodologia de pesquisa

As metodologias de pesquisa utilizadas nesse trabalho foram descritas con-
forme definicdes de Zambalde, Paddua e Alves (2008). O conhecimento necessério
adquirido para a realizagdo deste trabalho foi obtido por meio da leitura de arti-
gos e livros. Muitos desses artigos foram encontrados pela base de periddicos da

CAPES.

O trabalho foi desenvolvido em laboratério de pesquisas do DCC-UFLA. A
natureza de pesquisa desse trabalho, classifica-se como aplicada, pois os conheci-
mentos adquiridos foram utilizados para implementar os algoritmos estudados. O
procedimento de pesquisa utilizado nesse trabalho classifica-se como operacional,
pois deseja-se reduzir o custo computacional do método dos gradientes conjuga-
dos (GC). Este estudo tem cardter de pesquisa quantitativa, porque serd verificado
se a resolucdo de um sistema de equacdes lineares pelo gradiente conjugado serd

mais rapida com a reducio de banda.
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3.2 Detalhes da implementacao

O objetivo do projeto computacional criado para as simulagdes publicadas em
Oliveira e Gonzaga de Oliveira (2012) € solucionar a equagdo de Laplace no domi-
nio computacional. O projeto computacional utilizado para acoplar o método CMr
foi desenvolvido em C++ durante o programa de iniciagdo cientifica (OLIVEIRA;
Gonzaga de Oliveira, 2012). Nesse projeto computacional, geram-se malhas tri-
angulares em um dominio quadrado por meio da triangulacdo de Delaunay, para
a solugdo da equacdo de Laplace com as condigdes de contorno: T'(a,0) = 0 para

0O<a<leT(a,1)=T(0,a)=T(l,a)=10para0 <a < 1.

Para a discretizacdo da equacéo diferencial parcial, utilizou-se o método dos

volumes finitos. Poligonos de Voronoi foram utilizados como volumes de controle.

Cada vértice da triangulagdo, exceto os vértices da borda, recebem um nu-
mero. Por meio da ordem dessa numeracdo, gera-se o sistema de equacdes li-
neares. Soluciona-se o sistema de equacdes lineares pelo método dos gradientes
conjugados. Refina-se a malha pelo algoritmo de Ruppert (1995). Malhas de qua-
lidade sdo geradas por off-centers de Ungor (2004, 2009). Para detalhes sobre a
equacdo de Laplace, veja lorio (2007), por exemplo. A triangulacdo de Delaunay e
o diagrama de Voronoi sdo detalhados em Edelsbrunner (2001), por exemplo. Para

detalhes sobre o método dos volumes finitos, veja Maliska (2004), por exemplo.

No projeto computacional, a malha € um grafo e os vértices desse grafo sdo
ligados por uma lista encadeada. Gera-se o sistema de equacdes lineares con-
forme a ordem dessa lista encadeada. No projeto computacional sem reducio de
banda pelo método CMr ou pelo CMr-pseudo, os novos vértices gerados pelo re-
finamento sdo inseridos no final dessa lista encadeada. Isso gera um sistema de

equacdes lineares com matriz de coeficientes com largura de banda grande. No
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projeto computacional, para reduzir a banda e o profile do sistema de equagdes

lineares, permuta-se a ordem dos vértices nessa lista encadeada pelo método CMr.

Um exemplo de triangulagdo de Delaunay, com 19 vértices, € mostrado na
figura 3.1. Nessa malha, ndo se utilizou algoritmo para reducdo de banda. H4
vértices com numeracdo baixa adjacentes a vértices com numeracdo alta. Um
exemplo disso é o vértice 1, que é adjacente ao vértice 18. Isso proporciona uma
largura de banda grande na matriz de coeficientes que representa esse grafo. Na
malha da figura 3.1, os vértices da borda recebem o numero -1. Claramente, ndo

fazem parte do sistema de equagdes lineares.

=1 =1 —1 -1

Figura 3.1: Triangulacdo de Delaunay numerada com 19 vértices.

Mostra-se, na figura 3.2, o diagrama de atividades do projeto computacional
com o método CMr. O programa come¢a com uma malha inicial e com confi-

guracdes iniciais. Em seguida, gera-se o sistema de equacdes lineares referente
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a malha inicial pelo método dos volumes finitos. Claramente, o0 método CMr foi
inserido entre a montagem do sistema de equacdes lineares e a resolucao pelo mé-
todo dos gradientes conjugados, conforme é mostrado na figura 3.2. Depois da
resolucdo do sistema de equagdes lineares pelo método dos gradientes conjuga-
dos, se os critérios de refinamento ndo forem atendidos, o programa para. Se 0s
critérios de refinamento forem atendidos, a malha € refinada pelo algoritmo de
Ruppert (1995). Em seguida, refina-se a malha por off-centers, gerando-se uma
malha de qualidade. No projeto computacional criado para as simulagdes publica-
das em Oliveira e Gonzaga de Oliveira (2012), utiliza-se a medida de qualidade de
tridngulos circunradius-to-shortest edge ratio. Isso significa que uma malha € dita
de qualidade se todos os angulos de todos os tridngulos sdo menores que arcsin ﬁ.
O limite B deve ser maior que a razdo do raio do circuncirculo do tridngulo pelo

comprimento da menor aresta do tridngulo. Finalmente, retorna-se ao passo de

montagem do sistema de equagdes lineares.

3.3 Ferramentas utilizadas

Nas simula¢des, utilizou-se um computador BM® x3400 M3 com processa-
dor Intel® Xeon® E5620 2.40GHz com 12Mb de meméria cache, 16Gb de me-
moéria RAM DDR3 1333MHz. O sistema operacional utilizado foi o Ubuntu 12.04
LTS 64bits com kernel versao 3.2.0-38-generic. Utilizou-se a IDE NetBeans 7.2.1

com plugin para C/C++ para a implementacio dos projetos computacionais.



Inicio

Gera-se a malha inicial

Y

Método dos volumes finitos
(montagem do sistema linear)

Cuthill-Mckee reverso

off-centers

Figura 3.2: Diagrama de atividades do projeto computacional.
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4 RESULTADOS

Os resultados das simulacdes sdo apresentados nesta subsecdo. Utilizou-se
a mesma malha em todos os testes realizados. Porém, a cada iteracdo, conforme
pode ser observado na figura 3.2, refina-se a malha. Com isso, a cada itera¢do, um
sistema de equacdes lineares maior do que o da iteragdo anterior é gerado. Como
o intuito € avaliar o desempenho do método dos gradientes conjugados, aplicou-
se 0 método dos gradientes conjugados 10 vezes na mesma iteracao e mediu-se o

tempo em cada execugdo.

Fez-se a média, em segundos, dessas 10 execugdes. Como o tempo de execu-
¢do nao variou muito (desvio padrao, em média, menor que 0,04), considerou-se
que dez execugdes foram suficientes nessas simulagdes. Os tempos de execugdes
do CMr e CMr-pseudo nao foram sumarizados, pois ndo foram considerados signi-
ficativos. Por exemplo, na simulacdo com 279557 os métodos CMr e CMr-pseudo

apresentaram tempo médio de execucdo menor que 1s.

Os detalhes das simulagdes sdo mostrados nas subsegdes seguintes. Na sub-
secdo 4.1, mostram-se os dados referentes a simulagdo do projeto computacional
(OLIVEIRA; Gonzaga de Oliveira, 2012) sem o método CMr. Apresentam-se os
dados da execucdo do projeto computacional (OLIVEIRA; Gonzaga de Oliveira,
2012), com o método CMr e sem o algoritmo que encontra um vértice pseudope-
riférico, na subsecdo 4.2. Os dados da execucdo do projeto computacional (OLI-
VEIRA; Gonzaga de Oliveira, 2012), com o método CMr iniciando por um vértice

pseudoperiférico, sdo apresentados na subsecdo 4.3.
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4.1 Simulacoes sem o algoritmo para reducao de banda

Mostram-se os dados da execuc¢do do método dos gradientes conjugados no
projeto computacional (OLIVEIRA; Gonzaga de Oliveira, 2012) sem a utilizagao
do método CMr na tabela 4.1. Na primeira coluna, mostram-se o nimero de vér-
tices da malha. Mostram-se, na segunda coluna, em segundos, o tempo médio do
método dos gradientes conjugados para solucionar o sistema de equacdes lineares
com tamanho referente ao nimero de vértices. Sdo mostrados, na terceira coluna,
os nimeros de iteracdes que o método dos gradientes conjugados utilizou para
solucionar os sistemas de equagdes lineares. Mostram-se as larguras de banda e

os profiles referentes aos sistemas de equacdes lineares na quarta e quinta coluna,

respectivamente.

Resolucdo de sistemas de equagdes lineares sem reducio de banda

Vértices | GC: tempo | GC: iteracdes B profile
4885 0,546s 402 4460 7741207
12203 3,039s 657 11726 52697023
32522 22,172s 1076 19224 142986662
54174 56,824s 1456 31725 393777694
89343 | 138,832s 1893 53166 1111666737
130863 | 260,146s 2296 88211 3079787252
178907 | 428,391s 2686 129448 12173473282
224016 | 603,047s 2967 221821 18578615675
256113 | 753,879s 3189 253919 23535750631
279557 819,093s 3142 277230 26846000209

Tabela 4.1: Dados referentes a execugdo do método do GC e ao sistema de equagdes lineares sem

redugdo de banda.
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Como em todas as dez execug¢des do método dos gradientes conjugados
utilizou-se o mesmo sistema de equagdes lineares, nao houve variacdo no nimero

de iteragdes. O mesmo ocorre com a largura de banda e o profile.

4.2 Simulacées com o método Cuthill-Mckee reverso

Mostram-se os dados da execucdo do método dos gradientes conjugados no
projeto computacional (OLIVEIRA; Gonzaga de Oliveira, 2012) com a utilizagdo
do método CMr para reducdo sem a utilizacio do algoritmo que encontra um vér-
tice pseudoperiférico, na tabela 4.2. Inicialmente, esperava-se que reduzir a banda
da matriz de coeficientes de um sistema de equagdes lineares diminuiria o nimero
de iteracdes do método dos gradientes conjugados e, consequentemente, houvesse
diminuicao do tempo de execug@o. Entretanto, ao se analisar os nimeros de ite-
racdes mostrados nas tabelas 4.1, 4.2 e 4.3, nota-se que, praticamente, nao houve
variagdo no ndmero de iteragdes. Porém, houve redugdo no tempo médio de exe-
cucdo do método dos gradientes conjugados com a utilizagdo do método CMr, em
relacdo as simulagdes do projeto computacional sem a utilizacio do CMr. Isso
pode ser observado nas tabelas 4.1 ¢ 4.2. E possivel que as iteracdes do método
dos gradientes conjugados sejam mais rdpidas apés a reducdo de banda da matriz
de coeficientes do que sem a reducdo. Na tabela 4.2, a terceira, a sexta e a oitava
colunas sdo as porcentagens das reducdes do tempo de execucdo do método dos
gradientes conjugados, largura de banda e de profile, respectivamente, em relacio

atabela 4.1.

4.3 Simulacoes com CMr-pseudo

Mostram-se os dados da execucdo do método dos gradientes conjugados no

projeto computacional (OLIVEIRA; Gonzaga de Oliveira, 2012) com a utilizagao
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Resolucdo de sistemas de equagdes lineares com redugdo de banda pelo CMr

Vértices|GC: tempo|Reducao|GC: iteracdes| B |Reducgdo| profile |[Redugao
4885 0,494s| 9,52% 402 165| 96,30%| 525882| 93,20%

12203 2,878s| 5,29% 654 281 97,60%| 2147050] 95,92%

32522 20,288s| 8,49% 1084 4571 97,62%| 9549110| 93,22%
54174 47,586s| 16,25% 1383 590 98,14%| 20386818| 94,82%
89343| 123,600s 10,97% 1888 747 98,59%| 43027960] 96,12%
130863 233,804s| 10,12% 2307 937 | 98,93%| 81879952| 97,34%
178907 383,404s| 10,50% 2687 1139| 99,12%|137745953| 98,86%
224016 541,292s| 10,24% 2963 1288| 99,41%|199617546| 98,92%
256113 679,310s| 9,89% 3192 1387| 99,45%|245402391| 98,95%

279557, 743,309s| 9,25% 3143 1462| 99,47%(275907946| 98,97%

Tabela 4.2: Dados referentes a execucdio do método dos gradientes conjugados e ao sistema de
equagdes lineares com reducdo de banda pelo CMr, comparados com os resultados mostrados na

tabela 4.1.

do método CMr para redugdo de banda iniciando-se por um vértice pseudoperi-
férico, na tabela 4.3. Note que o niimero de iteracdes do método dos gradientes
conjugados continuou praticamente o mesmo, conforme mostrado nas tabelas 4.1,

4.2e4.2.

Nas simula¢des com o CMr-pseudo, houve redugdo no tempo médio em todas
as execucdes do método dos gradientes conjugados em relacido ao tempo das exe-
cucdes do método dos gradientes conjugados, mostradas na tabela 4.1. Em relacio
aos resultados do tempo médio de execucdo do método dos gradientes conjugados
das simulacdes do CMr, o CMr-pseudo apresentou reducdo no tempo na maioria
dos testes, exceto com 54174 e 224016 vértices. Como pode ser observado na

tabela 4.3, com 54174 e 224016 vértices, o CMr-pseudo apresentou tempo médio
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superior ao CMr. Comparando-se os resultados referentes a largura de banda e ao
profile, em todas as simulacdes, houve redugdes dos resultados do CMr-pseudo em
relacdo ao CMr. Mostram-se, nas colunas 4, 5 e 7 da tabela 4.3, as porcentagens
das redugdes do tempo de execucdo do método dos gradientes conjugados, largura

de banda e de profile em relacdo aos dados mostrados na tabela 4.2.

Resolugdo de sistemas lineares com redugdo de banda pelo CMr-pseudo

Vértices|GC: tempo|Reducao|GC: iteracdes| B |Reducgdo| profile |[Redugado

4885 0,489s| 1,01% 407 104| 36,96%| 316492 39,81%
12203 2,802s| 2,64% 650 141 49,82%| 1164292| 45,77%
32522) 19,886s| 1,69% 1080 249 | 45,51%| 5295436| 44,54%
54174 49,2125 -3,41% 1441 337| 42,88%| 11684275| 42,68%

89343| 122,556s| 0,89% 1888 409 | 45,24%| 24888681| 42,15%

130863 231,196s| 1,11% 2292 533 43,11%| 47695096| 41,74%
178907 380,474s| 0,76% 2685 640 | 43,81%| 73159699| 39,90%
224016 543,786s| -0,46% 2961 775 39,82%|131844302| 33,95%

256113| 675,790s| 0,57% 3166 967 | 30,28%|171531053| 30,50%
279557, 737,620s| 0,76% 3125 1052| 28,04%[264427621| 29,53%

Tabela 4.3: Dados referentes a execu¢do do método do método dos gradientes conjugados e ao
sistema de equagdes lineares com reduc@o de banda pelo CMr iniciando-se por um vértice pseudo-

periférico, comparados com os resultados mostrados na tabela 4.2.

4.4 Exemplos de matrizes de coeficientes

Mostram-se alguns exemplos de matrizes de coeficientes dos sistemas de
equacgdes lineares do projeto computacional. Na figura 4.1, mostra-se a matriz de
coeficientes do sistema de equacdes lineares, com, aproximadamente, 1200 vérti-

ces, sem a reducdo de banda. Na figura 4.2, mostra-se a matriz de coeficientes do
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sistema de equacdes lineares, com, aproximadamente, 1200 vértices, com redugao
de banda pelo método CMr. Na figura 4.3, mostra-se a matriz de coeficientes do
sistema de equagdes lineares, com, aproximadamente, 1200 vértices, com reducio

de banda pelo método CMr, iniciando-se por um vértice pseudoperiférico.

Figura 4.1: Representacdo de uma matriz de coeficientes com, aproximadamente, 1200 vértices

sem a redu¢do de banda.
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Figura 4.2: Representacdo de uma matriz de coeficientes com, aproximadamente, 1200 vértices

com a reducg@o de banda realizado pelo CMr.

Figura 4.3: Representagdo de uma matriz de coeficientes com, aproximadamente, 1200 vértices

com a reducdo de banda realizado pelo CMr iniciando-se por um vértice pseudoperiférico
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5 CONSIDERACOES FINAIS E TRABALHOS FUTU-
ROS

Neste trabalho implementou-se o método Cuthill-Mckee reverso (CMr) de
George (1971) e o algoritmo de George e Liu (1979), que encontra um vértice
pseudoperiférico. Verificou-se o desempenho do método dos gradientes conju-
gados com reducgdo de banda, apds a utilizagdo desses métodos, em matrizes de

coeficientes de sistemas de equagdes lineares.

Com os resultados apresentados na secio 4, verificou-se que, ao se utilizar o
CMr para se reduzir a banda da matriz de coeficientes de um sistema de equagdes
lineares, houve redugdo no tempo de execugdo do método dos gradientes con-
jugados nas simulacdes deste trabalho. Verificou-se que a reducdo de tempo de
execucdo do método dos gradientes conjugados, apds a execugcdo do CMr, ndo é

proporcional a redu¢do da banda da matriz do sistema linear.

Ainda, com a utilizagdo do CMr-pseudo, ndo se obteve reducdo significativa
no tempo de execu¢do do método dos gradientes conjugados em relacdo aos re-
sultados obtidos com o CMr. O ganho em tempo computacional, com a utilizagao
do CMr, proporciona uma melhoria em relacido ao tempo de execugdo no projeto
computacional criado para as simulacdes publicadas em Oliveira e Gonzaga de
Oliveira (2012). Em trabalhos futuros, pretende-se verificar por que o nimero de
iteracdes do método dos gradientes conjugados ndo diminuiu com a utilizagdo de
um método para redugdes de banda e de profile. Um andlise do condicionamento

das matrizes deve ser realizada com e sem redugdes de banda e de profile.

Em trabalhos futuros, pretende-se verificar por que o nimero de iteragdes do
método dos gradientes conjugados, nao diminuiu com a utilizagdo de um método
para reducdes de banda e de profile. Um andlise do condicionamento das matrizes

deve ser realizada com e sem reducdes de banda e de profile. Pretende-se, tam-



47

bém, realizar uma revisdo dos métodos para reducio de banda de matrizes. Ainda,
pretende-se identificar qual melhor algoritmo para reducdes de banda e de pro-
file de matrizes. Ainda, deseja-se implementar esse algoritmo e incorpord-lo no

projeto computacional de Oliveira e Gonzaga de Oliveira (2012).
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