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RESUMO

A distribui¢do gama incompleta ndo-central pode ser vista como a forma
geral da distribui¢do qui-quadrado nfo-central e é expressa como uma mistura
de uma Poisson com a funcido gama incompleta. Kniisel e Bablok (1996) e Ru-
ben (1974) propuseram aproximagdes para a obtenc¢do da fungdo gama incompleta
nao-central, sem, no entanto, que os procedimentos numéricos tivessem sido im-
plementados. Chen (2005) apresenta métodos para a obtenc@o da funcio de dis-
tribuicdo gama incompleta nao-central e de sua inversa, mas os codigos de suas
solugdes nao estao disponiveis. Sendo assim, a distribui¢do gama incompleta nao-
central ndo estd disponivel nos programas estatisticos convencionais como SAS,
R, Statistica, entre outros. Para o caso particular da distribui¢cdo qui-quadrado
ndo-central, existem solugdes numéricas de alta qualidade e implementagdes em
programas como o R. Entretanto, um dos problemas ainda remanescentes € o da
obtencdo do parametro de ndo-centralidade, dados os valores da fungéo de distri-
buicdo, de x e de a, tanto para a distribui¢do gama, quanto para a qui-quadrado
ndo-central. Este trabalho teve como objetivo propor um algoritmo adaptando o
método originalmente proposto para a fun¢do beta incompleta ndo-central de Ben-
ton e Krishnamoorthy (2003) e um outro que combine o método desses autores
com o método da inversdo da funcdo de distribui¢do em relacdo ao parimetro de
nao-centralidade, utilizando para isso o método de Newton-Raphson. Os algorit-
mos foram disponibilizados em pseudocddigos e implementados como rotinas do
programa R. Para avaliar a acurécia e a velocidade de processamento dos algo-
ritmos implementados em R, foram obtidos resultados da funcdo de distribui¢do,
funcdo densidade, quantis e pardmetro de ndo-centralidade da gama incompleta
ndo-central e de seu caso particular, a qui-quadrado ndo-central, utilizando para
isso as configuracdes dos argumentos utilizadas nos trabalhos de Benton e Krish-
namoorthy (2003) e Chen (2005). Os resultados obtidos por esses autores em
suas aproximacdes foram utilizados para fins de comparacdo. As rotinas imple-
mentadas apresentaram bom desempenho e, em geral, foram mais acuradas que
as rotinas concorrentes. Quanto ao tempo de processamento, se implementadas
em uma linguagem de mais baixo nivel, as rotinas propostas sdo mais eficientes do
que o algoritmo disponivel no programa R para o cdlculo da funcdo de distribui¢io
qui-quadrado nao-central.

Palavras-chave: Qui-quadrado ndo-central. Poisson. Algoritmo. R. Poder.



ABSTRACT

The noncentral incomplete gamma distribution can be viewed as a gene-
ralization of the noncentral chi-squared distribution and it can be expressed as a
mixture of a Poisson function with a incomplete gamma function. Approximations
to the noncentral gamma distribution were proposed by Kniisel and Bablok (1996)
and Ruben (1974), but they did not implement numerical procedures. Chen (2005)
presents methods for obtaining the noncentral incomplete gamma function and its
inverse, but the codes of his solutions are not available. The noncentral gamma
distribution is not available in conventional statistical programs like SAS, R, Sta-
tistica and other. For the particular case of the noncentral chi-squared distribution
high-quality numerical solutions are implemented in programs like R . However,
one problem still remaining: obtaining the noncentrality parameter given the va-
lues of the distribution function, x and «, for both the noncentral gamma and the
noncentral chi-squared distributions. This paper aimed to propose an algorithm by
combining the method originally proposed by Benton and Krishnamoorthy (2003)
for the noncentral beta distribution with the method of inversion of the distribu-
tion function with respect to the noncentrality parameter using Newton-Raphson.
The algorithms were available in pseudocodes and implemented as rotines of the
R program. To evaluate the accuracy and speed of computation of the algorithms
implemented in R, results of the distribution function, density function, quantiles
and noncentrality parameter of the noncentral incomplete gamma and its particular
case, the noncentral chi-squared, were obtained for the arguments settings used in
the papers of Benton and Krishnamoorthy (2003) and Chen (2005) . The results
obtained by these authors in their approaches were used for comparison purposes.
The implemented routines performed well and, in general, were more accurate
than other approximations. If the proposed routines were implemented in a lower
level language, they would be more efficient, in terms of speed of computation,
than the algorithm available in R program for the noncentral chi-squared distribu-
tion.

Keywords: Noncentral chi-squared. Poisson. Algorithm. R. Power.
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1 INTRODUCAO

A distribui¢do gama incompleta ndo-central pode ser vista como a forma
geral da distribui¢do qui-quadrado ndo-central. As distribui¢des ndo-centrais sdo
vistas como misturas de uma distribui¢do discreta com outra continua. A distribui-
¢do gama incompleta ndo-central pode ser expressa dessa forma como uma mistura
de uma Poisson com a fun¢@o gama incompleta. Assim, a funcdo de distribui¢io

gama incompleta ndo-central é dada por

< (=0/2(
L) =P(X <2)=Y "7 5/2) L(a+ 1), (1)
=0

em que 0 > 0 é o parAmetro de ndo-centralidade, x > 0, I («) é a fungdo de

distribuicao gama incompleta central

1 x
I:E —tia—1
() = 7F( ) /0 e "t dt

I'(«) e a fungdo gama completa e « > 0 é o pardmetro de forma da gama. Se
0 = 0, a fungdo gama incompleta ndo-central simplifica-se no caso central. Se
x = 0, o valor retornado € igual a 0 e se x = 1, o valor retornado € igual a 1.

Kniisel e Bablok (1996) e Ruben (1974) propuseram aproximagdes para a
obtencdo da funcdo gama incompleta ndo-central, sem, no entanto, que os procedi-
mentos numéricos tivessem sido implementados. Segundo Chen (2005), as apro-
ximagdes para a densidade e inversa da fungdo de distribui¢do gama nao-central
ndo estdo disponiveis na literatura. Esse mesmo autor apresenta solucdes para
esses problemas usando equacgdes diferenciais nio-lineares do Sistema S. Infeliz-
mente, os codigos utilizados pelo autor ndo estdo disponiveis, ao contrdrio do que
¢ afirmado em seu trabalho. Sendo assim, a distribuicio gama incompleta nao-
central ndo estd disponivel nos programas estatisticos convencionais como SAS,
R, Statistica, entre outros.

Para o caso particular da distribui¢cdo qui-quadrado ndo-central, existem
solucdes numéricas de alta qualidade (BENTON; KRISHNAMOORTHY, 2003)

e implementagdes em programas como SAS e R. Entretanto, um dos problemas
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ainda remanescentes é o da obtengdo do pardmetro de ndo-centralidade, dados os
valores da funcdo de distribui¢do, de = e de «, tanto para a distribuicdo gama,
quanto para a qui-quadrado ndo-central.

As distribui¢des ndo-centrais sao utilizadas no calculo do poder de alguns
testes como, por exemplo, o de x? aplicado a tabelas de contingéncia e em testes
de razdo de variancias. Nesses casos, as distribui¢des frequentemente utilizadas
sd0 a qui-quadrado e F ndo-centrais. As trés distribui¢des centrais € ndo-centrais
comumente usadas - qui-quadrado, F e t - s@o casos particulares das distribui¢oes
gama e beta centrais e ndo-centrais. Destaca-se, entdo, a importancia do desenvol-
vimento e aperfeicoamento de métodos computacionais para a aproximacgao das
fungdes gama e beta nao-centrais.

Os algoritmos tradicionais utilizados no célculo das distribui¢cdes nao-
centrais iniciam o computo da funcdo em 7 = 0 e as probabilidades discreta e
continua para ¢ = 1,2, ... sdo computadas recursivamente. Além de esses algo-
ritmos serem ineficazes em relacdo ao tempo de processamento, quando a média
da varidvel aleatdria discreta é grande, pode ocorrer um problema computacional
conhecido como underflow error.

Duas alternativas foram propostas na literatura para contornar esse pro-
blema. A primeira utiliza o cdlculo da fun¢ado de distribui¢do de forma recursiva,
a partir do valor inteiro mais préximo da média da distribuicdo de probabilidade
discreta na mistura (BENTON; KRISHNAMOORTHY, 2003). A segunda faz o
uso de um calculo recursivo da funcao de distribui¢do de probabilidade acumulada
(fdpa) a partir de um intervalo delimitado por k; e ks, obtidos a partir do modelo
probabilistico discreto da mistura (BAHAREYV; KEMENY, 2008). Essa segunda
abordagem foi usada por Kniisel e Bablok (1996) para a obtengdo da func¢do gama
nao-central, mas possui a grande restricao de ter que estabelecer os limites k; e k.
Para isso é necessdrio inverter a funcdo de distribuicdo de probabilidade do mo-
delo discreto da mistura. Associado a esse segundo algoritmo, Baharev e Kemény
(2008) propuseram o uso do método de Newton-Raphson para a obtencdo do para-
metro de ndo-centralidade d, especificamente para a distribuicdo beta ndo-central.

Assim, os objetivos desse trabalho sdo:

1. Propor um algoritmo usando o método de Benton e Krishnamoorthy (2003)
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em seu pseudocddigo para obter a funcdo de distribuicdo gama incompleta

nao-central;

. Propor um algoritmo que combine o método de Benton e Krishnamoorthy
(2003) com o método de Newton-Raphson em seu pseudocddigo para obter
a inversa e o parametro de ndo-centralidade da fun¢do gama incompleta néao-

central;
. Implementar os algoritmos propostos como rotinas do programa R;

. Comparar o desempenho dos algoritmos propostos com os resultados apre-
sentados na literatura de outros algoritmos e com os resultados obtidos pelo

programa R da distribui¢do qui-quadrado ndo-central.
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2 REFERENCIAL TEORICO
2.1 A funcdo gama

A fung@o gama - denotada por I'(.) e frequentemente utilizada na estatis-

tica para definir algumas fungdes densidades — € expressa por

INa) = /00 e %dx (2)
0

para o > 0. A funcdo gama completa esta ilustrada na Figura 1 em funcio de a.

20
|

gamma(x)
15
!

10
|

Figural Funcdo gama completa para valores reais do argumento o > 0

De acordo com Mood, Graybill e Boes (1974), I'(«) é simplesmente uma
notagdo para a integral definida da equacao (2), que ndo possui solucdo explicita.

Entretanto, a partir de uma relacéo de recorréncia e fazendo a integracao por partes
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paradv = e “dreu = 2!, tem-se

e o resultado
MNa+1) =al'(«a).
Ainda, ao considerar & = n e n um nimero inteiro qualquer, verifica-se
I'n+1)=nl

Outro importante resultado deve ser destacado ao considerar n como um

ndmero inteiro:

F<n+> _ 135 (@n-1) o

2n

e, em particular,

() -n(t)

Aproximagdes numéricas baseadas em expansdes em série sdo encontra-
das na literatura para calcular os valores da funcdo gama (PRESS et al., 1992). A

férmula de Lanczos (1964) é uma das melhores aproximagdes e pode ser apresen-

tada por
1\ G+1/2) p p
r 1) = - —(z+7+1/2), /9 ! 2
(z+1) (z+’y+2> e 7r p0+z+1+z+2+
el 3)
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para z > 0, y e p; constantes, parat = 0, 1, ..., N. Para N = 6, o autor mostrou
que o erro é menor do que 2 x 1071, em todo o dominio real da fungéo (z > 0),

sendo a v = 5 e as demais constantes dadas por:

po = 1,000000000190015

p1 = 76,18009172947146

p2 = —86,50532032941677

p3 = 24,01409824083091

ps = —1,231739572450155

ps = 1,208650973866179 x 1073
pe = —5,395239384953 x 1076.

O argumento da funcdo gama em (3) deve ser maior que 1 para que a
aproximacdo seja aplicdvel. Entretanto, pode-se utilizar a férmula da reflexao,
apresentada a seguir, para obter valores da funcdo gama para argumentos reais

negativos

w4

P —2)= I'(z+1)sin(rz)

2.2 A distribuicio gama

A distribui¢do gama € uma generalizagdo da distribuicao exponencial com
média 1/, para § > 0. Uma varidvel aleatéria gama pode ser considerada uma
varidvel aleatdria continua de tempo de espera, em que os eventos sdo gerados
por um processo de Poisson. Além do fato de a distribui¢do exponencial ser um
caso particular da gama, a soma de varidveis aleatdrias exponenciais independen-
tes possui distribuicdo gama, o que faz com que essas duas distribuicdes sejam
frequentemente discutidas juntas (MOOD; GRAYBILL; BOES, 1974).

Ao assumir que Y7, ..., Y, sdo varidveis aleatdrias exponenciais indepen-

dentes, sendo a fun¢do geradora de momentos para Y;

my; (t) =

Bt
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tem-se que a fungéo geradora de momentos para ) ;- , Y; é dada por

mzm(f)Zlﬁlmm(ﬂz (4)"

que € a funcdo geradora de momentos de uma distribuicdo gama com parametros

aef.

A funcio densidade de uma varidvel aleatéria X com distribuicdo gama é

1
(@)

parax > 0, « > 0e 8 > 0. Seus parAmetros « e 3 sdo chamados de pardmetros

f(zlo, B) = & e /Byt (4)

de forma e de escala, respectivamente. Com a variacao de « h4 grandes alteragdes
na forma da distribui¢@o, enquanto que com a de ( a distribui¢do assume formas
semelhantes, mas em diferentes intervalos (BEARZOTI, 1998). Se a« = 1 em
(4), a funcdo densidade gama especializa-se na funcdo densidade exponencial e se
a é um ndmero inteiro positivo, a distribuicio é conhecida como distribui¢do de
Erlang.

Pode-se definir, ainda, a distribuicdo gama de trés parametros, cuja funcio

densidade é dada por

_ a—1
f(x‘avﬂ77) - BI}@G(:E'Y)/,B <W>

parac > 0,8 > 0ex > 7, em que v € o parAmetro de locacio.

A distribuicdo gama padrio ocorre quando 5 = 1 e v = 0 e possui fungio

densidade
L e a1
flzla) = me x
e funcao de distribuicdo acumulada
1 Y ot
Flaa) = I(a) = F(a)/o o4y, )

De acordo com Kniisel e Bablok (1996), a fungdo I'(«) é a fun¢do gama completa,
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enquanto a integral, F'(x|«), é conhecida como fun¢do gama incompleta.
A obtencdo da gama padrao a partir de uma varidvel aleatéria Y com distri-
buicdo gama com trés parametros se d de maneira simples pelo método Jacobiano

da transformacdo. Seja

fazendo a transformacao

tem-se que

= Py+n.

O jacobiano da transformacao € o determinante da derivada de primeira ordem de
x em relagdo a y e é dado por

g ox

=15, =18

para 8 > 0. Assim, a distribuicdo de Y é

fy(y) =fx(x) x abs(J)

1 _ By +v -\
— (By+v—v)/8
B()° ( 5 ) <

1

:F(a) <y

a—1

paray > 0e a > 0, que é a fungdo densidade gama padrao.

Krishnamoorth (2006) afirma que o grau de assimetria da distribui¢do
gama diminui & medida que o aumenta, como mostrado na Figura 2. Além disso,
para grandes valores de «, a quantidade (x — «)/+/a é aproximadamente distri-
buida como uma varidvel aleatéria normal padrao.

As propriedades da funcdo gama incompleta sdo apresentadas a seguir,
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Figura2 Funcdo densidade gama padrio

considerando n um ndmero inteiro qualquer. Para isso, € necessdrio definir as

seguintes notacdes a partir da fungdo gama completa

I(a) =y(a.z) + (o)

X o0
:/ ettaldt—i-/ et 1y,
0 x

sendo y(a,x) a fun¢do gama incompleta ndo normalizada e I'(«v,z) o complemento
da fun¢@o gama incompleta ndo normalizada.

Dividindo ambos os lados por I'(«) na expressdo anterior, obtém-se

N(a) 1 /”” a1 1 /°° a1
—_—l =— e 1Y N dt + —— e "t dt
D(a) T(a) Jo () Jo

1=

Playr) + Qasx),

sendo P(a,x) a fungdo gama incompleta, I,.(a), e Q(c,z) o complemento da
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fung¢do gama incompleta, 1 — I,(«). Assim, as propriedades sdo definidas por:

—x

’7(04 +1, ZL‘) :Oé’)/(Oé,l') —z%

n—1
y(n,z) =(n —1)! [1 —e 7 Z i']
r=0

Na+1,z) =al(a,x) — x%™ "

n—1 ,

I(n,z) =(n—1)le™® Z %
r=0 '
Pla+1,z) =P(a,z) — Fm:e;zl) = P(a,x) — Zt;i:; (6)
(n—1)! [1—(5%2" ”;] i
P(n,z) = ) : :l—e_xzﬁ.

r=0

Krishnamoorth (2006) apresenta dois métodos computacionais para en-
contrar probabilidades de uma varidvel aleatéria com distribui¢do gama. Segundo
o autor, para computar P(X < x) quando o > 0 e 8 = 1, ou seja, a gama padrio,

pode-se usar a série de Pearson dada por
oo
P(X < @ !
( z) Ve ; MNa+1+1)

ou usar a fracdo continuada

e(=) gz 1 1(1-a) 22-a)
PX>z) = I'(«a) <x+1—a—x+3—a—x+5—a—'”>'

A primeira série converge mais rapidamente para x < « + 1 e a segunda

paraz > a+ 1.

2.3 Método de Newton-Raphson e método da secante

A maioria das funcdes de distribui¢do envolve integrais complexas e o

célculo de sua inversa ndo possui solugdes analiticas explicitas. A func¢do de dis-
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tribuicdo acumulada gama possui integral que pode ser calculada por artificios
especiais. Neste trabalho, métodos numéricos foram necessdrios para a obtencio
das funcdes inversas da funcio de distribuicdo a fim de calcular o valor de x e do
pardmetro de ndo-centralidade, dado que os outros parametros sdo conhecidos.

Virios métodos numéricos sao apresentados por Ruggiero e Lopes (1996)
para resolugdo de equagdes ndo lineares. Segundo as autoras, o principio desses
métodos € o de partir de uma aproximacao inicial para a raiz da equacio e, em
seguida, refinar essa aproximagao por meio de um processo iterativo.

O método iterativo de Newton-Raphson - utilizado para estimar as raizes
de uma fungdo - é basicamente uma aproximacdo de Taylor para a funcdo f(x),
baseada nos arredores do ponto xg. Geometricamente, ¢ como aproximar um arco
da curva por uma reta tangente, tracada a partir de um ponto da curva. Isso faz com
que o método seja conhecido também como método das tangentes (CAMPOS,
1998).

Para desenvolver o método de Newton-Raphson, toma-se um ponto da
funcdo e calcula-se sua derivada, o valor do intercepto no eixo das abscissas e 0
valor da funcdo no ponto. O processo € repetido até que uma das raizes da funcio

seja encontrada. A férmula de recorréncia do método € dada por

f(zx)

Tkl = Tk — f/(l‘k),

em que f’(xy) é a derivada da fungdo em xj e k indica a k-ésima iteragdo do
algoritmo. Esse método é considerado um dos melhores métodos para obter apro-
ximagoes de raizes de uma determinada funcéo real, ja que oferece rdpida conver-
géncia, principalmente se a estimativa inicial estiver préxima da raiz da funcdo.
De acordo com Campos (1998), o valor dessa estimativa inicial (zg) deve ser um
ponto no qual a fungdo tenha o mesmo sinal de sua derivada segunda. Barroso et
al. (1987) afirmam que a condi¢do para a convergéncia do método de Newton-
Raphson é que f/'(z) e f”(z) sejam néo nulas e preservem o sinal no intervalo
abrangido pela funcdo e zg seja tal que f/(xo) - f”(zo) > 0.

O método de Newton-Raphson apresenta uma grande desvantagem que € a
obtencdo da primeira derivada da funcdo quando sua forma funcional for complexa

e o célculo do valor numérico dessa derivada a cada iteragdo. Uma alternativa para
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esse problema surge com o método da secante, que estima essa primeira derivada
utilizando a aproximagdo
/ fzy) — f(zp—1)
fizg) ~ ;

Tk — Tp—1

em que xj € rr_1 sdo aproximacgdes para as raizes. Nesse caso, tem-se a férmula

de recorréncia

Tpy1 = Tg — e
flzr) = f(zr-1)

As condigbes para a convergéncia de ambos os métodos discutidos sdo

praticamente as mesmas. Ruggiero e Lopes (1996) afirmam que, considerando
como ideal o método em que a convergéncia estivesse assegurada, a ordem dessa
convergéncia fosse alta e os cdlculos por iteracdo fossem simples, o método de
Newton-Raphson é o mais indicado sempre que for possivel verificar as condi¢des
de convergéncia e quando o cdlculo da derivada primeira nao for muito elaborado.
Nos casos em que a obtengdo de f’(x) for complexa, € aconselhével usar o método

da secante.
2.4 Distribuicoes nao-centrais

As distribui¢des ndo-centrais sdo vistas como misturas de uma distribui¢ao
discreta com outra continua e suas func¢des de distribuicdo sdo dadas, de forma

geral, por
P(X < x) ZP = i|0) Fzi(x; 0), (7)

em que P(Y = i]d) é a funcdo de probabilidade discreta e Fz,(z; 0) a fungdo
de distribuicdo de probabilidade continua, sendo ambas definidas de acordo com a
funcdo de distribui¢do ndo-central subjacente.

Patnaik (1949) enfatiza a importancia das distribuicdes x? e F nio-centrais
e suas aplicagdes na obtencdo das funcdes de poder do teste x? e de testes de

razdo de variancias. Além disso, o autor sugere aproximacgdes para as integrais de
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probabilidades dessas distribuicdes.

A distribui¢do qui-quadrado ndo-central foi obtida por Fisher (1928 citado
por PATNAIK, 1949) como um caso especifico da distribui¢do do coeficiente de
correlagdo multiplo. Segundo Ruben (1974), embora essa distribui¢do - conhecida
por muitos como uma generalizagdo da distribuicao Rayleigh - tenha sido bastante
estudada por estatisticos e ndo estatisticos, algumas de suas propriedades basicas
pareciam ser negligenciadas. Em seu trabalho, sdo apresentadas algumas relagdes
recursivas para a densidade de probabilidade e funcdo de distribuicdo de varidveis
aleatdrias qui-quadrado e gama nio-centrais.

De acordo com Johnson, Kotz e Balakrishnan (1970), em geral, se Uy, Us,

., Uy, sdo varidveis aleatdrias normais padrdo independentes e yi1, 2, . . ., f, S30

constantes, a distribui¢do de

v

> (U + )

j=1

é chamada de distribui¢io x? nio-central com v graus de liberdade e parimetro
de ndo-centralidade § = 25:1 ,u?. Quando 6 = 0, a distribui¢do ndo-central
especifica-se na distribuicio x2. Neste trabalho, as distribuicdes qui-quadrado
central e nio-central sdo denotadas por x2 e x2(9), respectivamente.

Como anteriormente mencionado, a distribui¢do qui-quadrado ndo-central
¢ utilizada no célculo do poder de alguns testes. Sua aplicacio é geralmente util
na aproximacio para o poder de testes de x? aplicados a tabelas de contingéncia
e de certos testes ndo-paramétricos. Johnson, Kotz e Balakrishnan (1970) ainda
ressaltam as aplicacdes dessa distribuicdo em véarios aspectos da teoria financeira.

Uma varidvel aleatéria X com distribui¢do qui-quadrado nio-central pos-

sui funcdo densidade

e—x/2xu/2+i—1

e —5/2 5/2 0
; i 2v/24i0 (v /2 + i)’ para >
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e funcido de distribuicdo de probabilidades

oo 75/252
POCE) <a) =3 L w2 4i) ®)

=0

Kniisel e Bablok (1996) discutem a relagdo entre as distribui¢cdes gama e
beta e as distribuicdes cldssicas qui-quadrado, F e t, centrais e ndo-centrais. A re-
lagdo entre as distribui¢des qui-quadrado e gama ndo-centrais pode ser facilmente
notada na equagio (8), em que a quantidade I, («) foi definida em (5) como a fun-
¢do gama incompleta. Entdo, se uma varidvel aleatéria Y possui distribui¢do qui-
quadrado com parametro de ndo-centralidade 0, a varidvel aleatéria X = Y/2 pos-
sui distribui¢do gama incompleta ndo-central com pardmetro a = /2 e 0 mesmo
parametro de ndo-centralidade 6. Considera-se a distribui¢do gama incompleta
ndo-central como uma generalizacdo da distribui¢do qui-quadrado nao-central.

A funcio de distribui¢do de uma varidvel aleatéria X que possui distribui-

¢do gama incompleta ndo-central é definida por

o o5/
I.(a,0) = P(X < x) Z c 5/2)

=0

I(a+1),

para o > 0 e pardmetro de ndo-centralidade § > 0. A distribui¢do gama in-
completa ndo-central ¢ uma mistura de uma distribuicdo gama central com uma
Poisson P(Y = i|§) (KNUSEL; BABLOK, 1996).

Associagdes também podem ser feitas entre as distribuicdes F, t e beta. To-
das as trés distribui¢des centrais e ndo-centrais comumente usadas (qui-quadrado,
F e t) sdo casos particulares das distribuicdes gama e beta centrais e ndo-centrais.
As distribuicdes F e t ndo-centrais sdo casos particulares da distribui¢do beta nao-
central, enquanto a qui-quadrado ndo-central ¢ um caso particular da distribui¢io
gama ndo-central. Destaca-se, entdo, a importancia do desenvolvimento e aper-
feicoamento de métodos computacionais para a aproximacgdo das fun¢des gama e

beta ndo-centrais.
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2.5 Algoritmos para computacio de funcoes de distribuicoes nao-centrais

Virios algoritmos para computacio de fungdes de distribuicdes ndo-cen-
trais estdo disponiveis na literatura. Benton e Krishnamoorthy (2003) afirmam
que a maioria desses algoritmos se baseia em dois métodos. No primeiro método,
calcula-se P(Y = 0|0) e Fiz,(x;6) em (7) e computa-se recursivamente as proba-
bilidades discreta e continua para i = 1,2,... Esse método poderia ser facilmente
adotado, ja que as principais fun¢des de distribuicdo acumulada possuem relagoes
recursivas. Entretanto, os autores afirmam que quando a média da varidvel ale-
atéria discreta Y é grande, P(Y = 0]d) serd muito pequeno, ocasionando um
problema computacional chamado de underflow error. Esse erro ocorre quando o
resultado de uma computagdo € menor em magnitude do que a menor quantidade
que o computador pode armazenar, fazendo-o substituir por zero o valor que seria
obtido pelo célculo exato. Além disso, o tempo computacional dos algoritmos ba-
seados nesse método aumenta drasticamente com o aumento da média de Y e eles
podem ser considerados ineficientes quando usados como algoritmos auxiliares.

O segundo método apresenta uma alternativa para esses problemas ao ini-
ciar a computacio da série no ponto k, que é a média da varidvel Y tomando-
se 0 nimero inteiro mais proximo. Isso € feito porque, em geral, a série do-
minante nas distribui¢des ndo-centrais € aquela relacionada a probabilidade dis-
creta P(Y = i|d), que possui o mdximo perto da média de Y. As quantidades
em (7) também sdo computadas recursivamente a partir dos valores iniciais de
P(Y =k|d) e Fz,(x;0).

Benton e Krishnamoorthy (2003) apresentam um algoritmo geral para esse
método. Segundo esses autores, primeiramente sdo computados P(Y = k|J) e
Fz, (x;0) em (7). Em seguida, computam-se P(Y = k —i|d) e P(Y = k +i|))
e lz,_(z;0)e Fz,  (x;0),i=1,2,..., k, recursivamente, utilizando os valores
iniciais P(Y = k|J) e Fz, (x; ). Nesse passo, a série pode convergir nas k primei-
ras iteragdes, quando k é grande. Nesses casos, a série deve ser terminada em (7)
quando a soma das probabilidades associadas a distribui¢c@o discreta € proxima de
1. Se a convergéncia ndo é alcangada nesse passo, os valores de P(Y = 2k + i|0)

e I'z,, ., (z;0) devem ser computados recursivamente para i = 1,2, ... até que
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1 - fog’ P(Y = jl0)Fz,,,,,,(x;0)] seja menor que uma tolerncia de erro
especificada.

Essa abordagem alternativa foi sugerida por vdrios autores, dentre eles
Chattamvelli e Shanmugam (1997), que propuseram um método para computacdo
da funcdo de distribui¢cdo acumulada beta nao-central, usando relacdes recursivas
backward e forward e iniciando o cobmputo em /2, em que 6 € o pardmetro de ndo-
centralidade da funcfo. Seus algoritmos sfo alternativas aos algoritmos A.5226 e
AS R84, propostos por Frick (1990) e Lenth (1987), respectivamente, e, quando
a eles comparados, mostrou-se mais eficiente em relagdo a acurdcia e tempo de
processamento.

Benton e Krishnamoorthy (2003) também se baseiam nesse segundo mé-
todo na proposi¢ao de algoritmos para obtencdo das fungdes de distribuicdo t e qui-
quadrado nao-centrais e quadrado do coeficiente de correlagdo multipla amostral.

Baharev e Kemény (2008) discutem o célculo recursivo da fungdo de dis-
tribuicdo acumulada (fdpa) a partir de um intervalo delimitado por k1 e ko (obtidos
a partir do modelo probabilistico discreto da mistura) como forma de evitar pro-
blemas computacionais como o underflow error. Esses limites sdo estabelecidos
utilizando-se os critérios dados por P(X < k1) < ee P(X > ky) < ¢, em que
€ € um valor pequeno tal que o erro do computo da fdpa seja menor ou igual a 2¢
e k1 e ko 0 maior e o menor inteiro, respectivamente, que tornam verdadeiras as
afirmativas probabilisticas anteriores. Ainda assim, os autores assumem que uma
grande dificuldade desse método € que os primeiros termos da série precisam ser
negligenciados se o pardmetro de nao-centralidade for muito grande.

Esse método intervalar foi utilizado por Kniisel e Bablok (1996) para a
obtencdo da funcdo gama ndo-central, mas possui a grande restri¢do de ter que es-
tabelecer os limites k; e ky. Para isso, € necessdrio inverter a funcao de distribuicdo
de probabilidade do modelo discreto da mistura.

Baharev e Kemény (2008) também propuseram a obtencdo do parame-
tro de ndo-centralidade das distribui¢des F e beta ndo-centrais de forma iterativa
baseada no método de Newton-Raphson. Seus cdlculos foram feitos de forma
eficiente, ja que a fungdo de distribuicdo e sua derivada foram computadas si-

multaneamente no mesmo loop. Para aplicar o método de Newton-Raphson, os
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autores sugerem duas formas de se obter os valores iniciais de §, sendo uma delas
a aproximacdo normal proposta por Severo e Zelen (1960 citados por BAHAREV;
KEMENY, 2008). Segundo Baharev e Kemény (2008), essas aproximagdes for-
necem bons valores iniciais para a iteracdo e a convergéncia pode ser alcancada
rapidamente.

Kniisel e Bablok (1996) e Ruben (1974) propuseram aproximagdes para a
obtencdo da fungdo gama incompleta ndo-central, sem, no entanto, que os procedi-
mentos numéricos tivessem sido implementados. Segundo Chen (2005), as apro-
ximacgdes para a densidade e inversa da funcdo de distribuicio gama nao-central
ndo estdo disponiveis na literatura. Esse mesmo autor apresenta solucdes para
esses problemas usando equagdes diferenciais ndo-lineares do Sistema S. Infeliz-
mente, os cddigos utilizados pelo autor ndo estdo disponiveis, ao contrario do que
¢ afirmado em seu trabalho.

Sendo assim, a distribuicdo gama incompleta ndo-central ndo estd disponi-
vel nos programas estatisticos convencionais como SAS, R, Statistica, entre outros.
Para o caso particular da distribuicdo qui-quadrado nao-central existem solucdes
numéricas de alta qualidade (BENTON; KRISHNAMOORTHY, 2003) e imple-
mentagdes em programas como R (R DEVELOPMENT CORE TEAM, 2008).
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3 MATERIAL E METODOS
3.1 A funcao de distribuicio gama incompleta nao-central

Como Benton e Krishnamoorthy (2003) ndo apresentaram um algoritmo
especifico para a fungdo gama incompleta ndo-central essa € uma das finalidades
deste trabalho, a partir do algoritmo geral apresentado pelos autores. Férmulas
recursivas foram utilizadas para obtengao das probabilidades associadas a varidvel
aleatoria discreta e a varidvel aleatdria continua da funcdo apresentada em (1).

Para o caso discreto, pdde-se expressar as probabilidades P(Y = k+1|0)
e P(Y =k —1|0) em fungdo de P(Y = k|d) facilmente por

P(Y =k +1[6) :;jflp(y = k), )
P(Y =k —1|5) :61;2P(Y = k), (10)

parak > 0em (9) e £k > 0 em (10), sendo k = [J/2] o menor inteiro que ndo é
menor que §/2, correspondendo ao inteiro mais préximo da média da distribui¢ao
Poisson.

Definindo-se k£ como um ponto qualquer da soma infinita, a computacio
recorrente progressiva foi iniciada a partir de um ponto dado pelo valor no qual a
probabilidade associada a varidvel discreta € maxima. Assim, o valor de k € dado
pelo inteiro mais préximo a metade do valor do pardmetro de ndo-centralidade §.

Para obter a computagdo recorrente progressiva da fungdo gama incom-
pleta central - ou seja, I, (a+ ) - foi utilizado o resultado apresentado em (6), que

¢ dado por

%"

Lo+ 1) = L(e) = zo s

em que pode ser aplicada a transformacao de a para o — 1 para obter a computacio



29

recorrente regressiva

xaflefw

I(a—1)=IL(a)+ W

A funcdo gama incompleta central foi computada diretamente apenas uma
vez no ponto k por I, (a+ k). Assim, a computac@o recorrente progressiva a partir

desse ponto € dada por

atk, —x

x e

e a computagdo recorrente regressiva por

xa—&—k—le—m

L(a+k—-1) =L (a+k)+ Tarh)

Definindo-se a fungéo g(x|«) por

e "

g(zlo) = ma
pode-se definir a férmula recorrente progressiva por

x
a—+1

g(ala+1) = g(z]a)
e a férmula recorrente regressiva por

glala—1) = glalo) =

No k-ésimo ponto, tem-se a func¢do g(x|a + k) dada por
xa—l—ke—:p

k) =———"——< 11
glla+ k) =) b

que foi computada inicialmente. A partir de (11), foi possivel definir as fungdes
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progressiva e regressiva, gb (o + k) e g%.(a + k), por

(o + k) =g(afo+ &) 2" (12)
e
gz (o + k) =g(x|a + k), (13)
e obter as seguintes férmulas recorrentes no ¢-ésimo ponto da soma
L(a+k+i) =I(a+k+i—1)—gP(a+k+i— 1)ﬁ (14)
e
L(a+k—i) :Ix(a+k—i+1)+9;(a+k—i+1)w.

Para aplicar o algoritmo, inicialmente especificou-se k como o valor in-
teiro k = [0/2]. Em seguida, a partir do ponto k, computou-se a soma (14) de
forma recursiva crescente utilizando (9) e (12) e decrescente utilizando (10) e (13).
A soma foi computada de forma iterativa até que nao houvesse altera¢des no valor
computado em relacdo ao valor obtido no passo anterior, para uma tolerancia de
convergéncia pré-estabelecida. A convergéncia pode ser alcancada nos k primei-
ros passos. Caso ndo seja atingida nos k primeiros passos, deve-se continuar a
soma além do passo 2k até que nao haja mais modificagdes no valor computado
para uma dada precisdo pré-estipulada. Nesse dltimo caso, utiliza-se somente a
recorréncia progressiva, pois ndo hd mais termos além do termo 0. E necessdrio
enfatizar que foram necessdrios algoritmos auxiliares para o computo da funcio

gama incompleta central e funcdo gama completa.
Em pseudocddigo, o algoritmo combinado proposto é dado por

1. Entrar com valores x > 0,a > 0ed =6 > 0;

2. especificar errtol = 1 x 1075 para a tolerancia do erro e mazitr para o niimero maximo

de iteracdes;

3. obter k = [4/2], ou seja, parte inteira mais préxima de d/2;
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fazera = a + k;

calcular o valor da fungdo gama incompleta central para o k-ésimo termo da soma e deno-
mind-lo de "gamac"e "gamad"para computagdo recorrente progressiva e regressiva, respec-
tivamente:

gamac = I;(a) e gamad = gamac;

obter a inicializagdo da fungdo g(z|a) de (11) e modificd-la pelas expressdes (12) e (13) para
computacio recorrente progressiva e regressiva e denomind-las de gxc e gxd:
grc=z%""/T(a+ 1) X a/x e gzd = grc X x/a;

non

calcular o k-ésimo termo da probabilidade Poisson e denomina-la "ppoic"e "ppoid"para com-
putacdo recursiva crescente e decrescente por:
ppoic = exp(—d/2 + k1n(d/2) — InT'(k + 1)) e ppoid = ppoic;

calcular o resto das probabilidades Poisson acumuladas por remain = 1 — ppoic;

calcular o valor da fungdo gama incompleta nio-central por:

cdf = ppoic X gamac;
fazeri = 1;

repetir;

11. a. realizar a soma crescente:
gre=grc X z/(a+1i—1);

11. b. gamac = gamac — gxc;

11. c. ppoic = ppoic x (d/2)/(k + 1);

11. d. cdf = edf + ppoic x gamac;

11.e. error = remain X gamac;

11. f. remain = remain — ppoic;

11. g. realizar a soma regressiva a partir de k, se houver termos remanescentes:
se (¢ > k) entdo faca:
se (error < errortol) ou (i > maxitr) v ao passo 12;
faca¢ = ¢+ 1 e vd para o passo 11;
fim de: se (i > k);

11. h. se, i < k, execute até o passo 11p; caso contrdrio va para o passo 11o.
11.i. gzd = gzd x (a+ 1 —1)/x;

11.j. gamad = gamad + gxd;

11. k. ppoid = ppoid x (k —i+1)/(d/2);

11. 1. cdf = cdf + ppoid x gamad;

11. m. remain = remain — ppoid;
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11. n. se (remain < errortol) ou (i > maxitr) vd para o passo 12;
11.o. i=14+1;

11. p. va parao passo 11;

12. retorne cdf.
3.2 Inversa da func¢ao de distribuicao em relacao a §

Como discutido inicialmente, aproximacdes para a funcao densidade e in-
versa da fungdo de distribuicdo gama incompleta ndo-central ndo estio disponiveis
na literatura nem nos programas de anélise estatistica convencionais. Além disso,
ndo existem aproximacdes para o cilculo do pardmetro de ndo-centralidade d da-
dos z, « e 0 < p < 1 a partir da solugdo de I,(«,0) = p. A implementacgdo
desse algoritmo foi realizada combinando os algoritmos de Baharev e Kemény
(2008) e Benton e Krishnamoorthy (2003) para se determinar o pardmetro de nao-
centralidade .

Como a base do algoritmo é o método de Newton-Raphson, foi necessario
obter a derivada de primeira ordem da fun¢do gama ndo-central em relacdo a .
Esse processo foi necessdrio para computar no mesmo processo iterativo o valor
da fun¢do gama incompleta e da sua derivada de primeira ordem, otimizando o

algoritmo. A derivada de primeira ordem de I,(«,0) em relagdo a ¢ é

Cl[ ( a+i,—x

_1
ds 2

o _5/2
Ze 5/2 x*Te (15)

pard Dla+i+1)

Para a computacg@o recorrente progressiva e regressiva dessa derivada, to-
mou-se 0 k-ésimo termo da soma (15) e, considerando apenas o segundo fator,
definiu-se a funcdo auxiliar h(z|k,a) por

xa+ke—x

h(z|k,a) :m.
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Nos célculos recorrentes progressivos de h(x|k,«) obteve-se

h(x‘k 1 a) B xa-&-k—i-le—r B xa—&-ke—:c T
T+ k+2) T(a+k+1)(a+k+1)
X
=halke)

e nos cdlculos recorrentes regressivos

goth—le—= ke (a4 k)
(k= L0 = ~Tas ks D =
k
=h(z|k,a) (al— )

Para utilizar o método de Newton-Raphson, foi necessario obter um valor
inicial do parimetro de ndo-centralidade, ou seja, &g, por meio de uma aproxi-
magdo da fun¢do gama incompleta ndo-central. Para isso, foi utilizada uma apro-
ximagdo dos quantis x;, da fungdo gama incompleta ndo-central a partir de uma
modificagdo de uma aproximacgdo normal para a distribuicdo qui-quadrado nao-

central dada por

(a+0)[z + /ot 0@+ 8) 1]
2a0+ 6

Tp = (16)

A solucdo da equacgdo (16) foi feita pelo método da secante, jd que a ob-
tengdo da sua derivada é muito complexa. O valor inicial dy de § foi obtido a
partir dessa solugdo. Dada a probabilidade acumulada p, pdde-se obter z;, por
zp, = ®71(p). Seja a fungdo f(§) a partir de (16)

(0+0) [z + /a0 (@ +0) 1]

1) = 55 —a, (D)

desejou-se encontrar a raiz d, tal que f(d) = 0, dados ), 2, € a. Na sequéncia, é
apresentado o algoritmo para a obten¢do do valor inicial dg.

1. Iniciar dn0 = 0,5 e dnl = 1,0;
2. fixar errortol = 1 x 107 e Nypar = 1000;
3. calcular fdn0 = f(dn0) e fdnl = f(dnl) utilizando (17);
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fazer ¢t = 1 e repetir os passos 5 a9 Ny,q. Vezes;

dn2 = dnl — fdnl x (dnl — dn0)/(fdnl — fdn0); se dn2 < 0, entdo dn2 = dnl/2;
dn0 =dnle fdn0 = fdnl,

dnl =dn2e fdnl = f(dnl)

it=1dt+1;

se |dn2 — dn0| < errortol x dn0, entdo retorne dn2 e saia; sendo verifique se it < Npqq.
Se it < Nmaa retorne ao passo 5; sendo va para o passo 10;

imprima a mensagem de erro: "processo iterativo ndo convergiu em Ny, qq passos.”

O algoritmo combinado proposto, em pseudocddigo, para se determinar o

pardmetro de ndo-centralidade ¢ da fun¢do gama ndo-central é dado por

1.
2.

N ok

10.
11.
12.
13.
14.
15.

Entrarcomx > 0,a > 0e 0 < prob < 1;

especificar errortol = 1 x 1075 para a tolerancia do erro e maxitr para o maximo de

iteragdes;

obter uma estimativa inicial de 6, denominada d,ew = 0o; utilizar o método da secante na

aproximacdo normal, conforme apresentado na sequéncia;
repetir os passos 5 a 17 Ny,qq vezes; iniciar it = 1;

fazer § = Onew € k = [§/2];

fazera = o + k;

gamac = I;(a) e gamad = gamac;

1
gxd = mm”efz e grc = gxd X a/x;
hzc = gxd e had = hxc;

ppoic = exp(—3§/2 + kIn(6/2) — InT'(k + 1)) e ppoid = ppoic;
remain = 1 — ppoic;

cdf = ppoic X gamac;

derivada no k-ésimo termo da soma: g = ppoic X hxc;

fazeri = 1;

repetir passos 15a a 15t até a convergéncia;

15. a. iniciar soma progressiva

grce=grc X z/(a+1i—1);
15. b. gamac = gamac — gxc;
15. ¢c. hxe = hzcx z/(a +1i);

15. d. atualizar as probabilidades Poisson por ppoic = ppoic x (6/2)/(k + 1);
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15. e. cdf = cdf + ppoic x gamac;
15. f. g = g + ppoic X hzc;
15. g. error = remain X gamac;
15. h. remain = remain — ppoic;
15. i. realizar a soma regressiva, se houver termos remanescentes. Assim,
se (i > k) entdo faca:
se (error < errortol) ou (i > maxitr) va para passo 16;
facat = 7 + 1 e vd para o passo 15;
fim de: se (i > k);
15.j. sendo, (i < k), hd termos remanescentes na soma regressiva e os passos 15k a 15t
devem ser executados;
15. k. gzd = gzd x (a —i+1)/x;
15. 1. gamad = gamad + gxd;
15. m. hezd = hzd x (a +1—1)/z;
15. n. ppoid = ppoid x (k—i+1)/(6/2);
15. 0. cdf = cdf + ppoid X gamad,
15.p. g = g + ppoid x hzd,
15. q. remain = remain — ppoid;
15. 1. se (remain < errortol) ou (i > maxitr) va para 16;
15.s. i=1+1;
15. t. vé para o passo 15;
16. se 0 + 2(cdf — prob)/g < 0, entdo dnew = 0/2; sendo dnew = 0 + 2(cdf — prob)/g (passo
do método de Newton-Raphson);

17. se |dnew — 0| < & X tol, em que tol = 1 x 10715, entdo retorne dnew € saia; caso contrario
retorne para o passo 5 atualizando o contador de iteragdes (it = ¢t + 1) do método de
Newton-Raphson antes de retornar. Verifique se este contador ultrapassou o limite Ny,qz.
Se isso ocorreu vé para 18;

18. imprima a mensagem de erro: “processo iterativo nao convergiu em N, qz passos.”
3.3 Inversa da func¢io de distribuicio em relacdo a x
O processo para obter essa inversa da funcio de distribuicdo é muito si-

milar ao apresentado anteriormente, para a obtencdo do pardmetro de ndo-centra-

lidade §. A principio, obteve-se a derivada de primeira ordem da fungdo gama
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incompleta ndo-central em relagcdo a x, que € a sua funcio densidade, dada por

dzx dx 4 7!
=0

de(a76) _i - 676/2(5/2)i |: 1 /x e—tta+i—1dt:|
N I'(a+1) Jo

G 6_6/2(6/2)i 1 -, o+i—
:Z [r( e Tt 1] (18)

paar ! a+1)

Como no caso do parametro de nao-centralidade, definiu-se uma fungao
correspondente ao segundo fator de (18), no k-ésimo ponto da soma, por h(x|a +
k). Expressando-a em termos da func@o g(x) em (11), obteve-se

Mﬂa+m:g@m+@“:yQ

As computagdes recorrentes progressiva e regressiva foram definidas, res-
pectivamente, por

x
a+k

h(zla+k+1) = h(z|a+ k)

k—1
h(zla+k —1) = hizla + k) CEF=Y,
x
O valor inicial de z, xg, pdde ser obtido diretamente utilizando (16). O
algoritmo para obtencdo da inversa da fungdo de distribuicio gama incompleta

ndo-central € dado por

1. Entrarcomd =6 > 0,a>0e0 < prob < 1;

2. especificar errortol = 1 x 10™'° para a tolerdncia do erro e mazxitr para o maximo de
iteracdes;
3. obter uma estimativa inicial de x, denominada xnew = o; utilizar a expressdo da aproxima-

¢do normal (16) para obter esse valor inicial xo; especificar k = [§/2];
fazera = o+ k;
repetir 0s passos 6 a 17 Ny,q, vezes; iniciar it = 1;

fazer £ = Znew;

N e

gamac = Iz (a) e gamad = gamac;



10.
11.
12.
13.
14.
15.

37

gxd = ﬁefzx“ e grc = gxd X a/x;
hzrc = gzd X g e hxd = hxc;

ppoic = exp(—d/2 + kIn(d/2) — InT'(k + 1)) e ppoid = ppoic;
remain = 1 — ppoic;

cdf = ppoic X gamac;

derivada no k-ésimo termo da soma: g = ppoic X hxc;

fazeri =1,

repetir passos 15a a 15t até a convergéncia;

15. a. iniciar soma progressiva

gre=grc X z/(a+1i—1);
15. b. gamac = gamac — gxc;
15.¢c. hze=hzex z/(a+1—1);
15. d. atualizar as probabilidades Poisson por ppoic = ppoic x (d/2)/(k + i);
15. e. cdf = cdf + ppoic X gamac;
15. f. g = g + ppoic X hzc;
15. g. error = remain X gamac;
15. h. remain = remain — ppotc;

15. i. realizar a soma regressiva, se houver termos remanescentes. Assim,
se (i > k) entdo faca:
se (error < errortol) ou (i > maxitr) va para passo 16;
facat = ¢ + 1 e vd para o passo 15;
fim de: se (i > k);

15.j. sendo, (i < k), hd termos remanescentes na soma regressiva e os passos 15k a 15t

devem ser executados;

15. k. gzd =gxd x (a —i+1)/x;

15.1. gamad = gamad + gxd;
15. m. had = had X (a —1)/x;

15. n. ppoid = ppoid x (k —i+1)/(d/2);
15. 0. cdf = cdf + ppoid x gamad,

15. p. g = g+ ppoid X hxd,

15. q. remain = remain — ppoid,

15. 1. se (remain < errortol) ou (i > mazitr) va para 16;



16.

17.

18.

38

15.s. i =1+ 1;

15. t. vd para o passo 15;
se z — (cdf — prob)/g < 0, entdo Tnew = x/2; $€Nd0 Tnew = x — (cdf — prob)/g (passo
do método de Newton-Raphson);

$€ |Tnew — x| < x X tol, em que tol = 1 X 1071, entdo retorne Tpew € saia; caso contrario
retorne para o passo 6 atualizando o contador de iteragdes (it = it + 1) do método de
Newton-Raphson antes de retornar. Verifique se este contador ultrapassou o limite Ny,qq.
Se isso ocorreu va para 18;

imprima a mensagem de erro: “processo iterativo ndo convergiu em N4 passos.”

3.4 A funcao densidade da distribuicio gama incompleta nao-central

A funcdo densidade gama ndo-central foi obtida na derivacdo de primeira

ordem da funcio de distribuicdo gama incompleta nao-central em relacdo a = (18).
A densidade almejada € a prépria derivada obtida. A fun¢do densidade resultante
também € uma série, cujos valores foram computados a partir do valor inteiro mais
préximo da média da distribuicao discreta. O algoritmo resultante para a func¢éo
densidade gama nio-central € apresentado a seguir.

1.
2.

Entrar com valores x > 0, > 0ed =6 > 0;

especificar errtol = 1 x 1075 para a tolerancia do erro e maxitr para o nimero maximo

de iteracdes;

3. obter k = [§/2], ou seja, parte inteira mais proxima de d/2;
4. fazera = a+k;
1

5. hxec = mefzx“;

6. hzc= hzc X a/x e hxd = hzc;

7. ppoic = exp(—d/2 + kIn(d/2) —InT'(k + 1)) e ppoid = ppoic;

8. remain = 1 — ppoic;

9. calcular o valor da fun¢do densidade no k-ésimo termo da soma por g = ppoic X hxc;
10. fazeri =1;
11. repetir passos 11a e 11n até a convergéncia;

11. a. iniciar soma progressiva:
hzxe = hze x z/(a+1i—1);

11. b. atualizar as probabilidades Poisson por ppoic = ppoic x (d/2)/(k +1);
11.c. g = g+ ppoic X hxc;
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11. d. error = remain X g;
11. e. remain = remain — ppoic;

11. f. realizar a soma regressiva a partir de k, se houver termos remanescentes:
se (i > k) entdo faca:
se (error < errortol) ou (i > maxitr) vd ao passo 12;
facas =7 + 1 e vd para o passo 11;
fim de: se (i > k);

11. g. sendo, ¢ < k, hd termos remanescentes na soma regressiva e os passos 11h a 11n
devem ser executados:
11. h. haxd = hzd X (a — 1) /x;
11.i. ppoid = ppoid x (k —1i+ 1)/(d/2);
11.j. g = g + ppoid x hzd,
11. k. remain = remain — ppoid,
11. 1. se (remain < errortol) ou (i > maxitr) vd para o passo 12;
1l.m 1=1¢+1;

11. n. vd parao passo 11;

12. retorne g, que € o valor da fungdo densidade.

3.5 Implementacao das rotinas e comparacao dos resultados

Os algoritmos apresentados nas subsecdes anteriores foram implementa-
dos como rotinas do programa R e estdo disponibilizados no apéndice A. As fun-
coes implementadas sdo dependentes das funcdes existentes no R: pgamma, para
obten¢do da fun¢do gama incompleta central, I,.(«); dpois, para obtengéo da fun-
cdo de probabilidade Poisson; gnorm, para obtencdo de quantis da distribui¢io
normal padrio e [gamma, para obtengdo do logaritmo neperiano da funcdo gama
completa, I'(«).

Para avaliar a acurécia e a velocidade de processamento dos algoritmos
implementados em R, foram obtidos resultados da funcdo de distribuicdo, fun-
cdo densidade, quantis e pardmetro de ndo-centralidade da gama incompleta nao-
central e de seu caso particular, a qui-quadrado nao-central, utilizando para isso
as configuracdes dos argumentos utilizadas nos trabalhos de Benton e Krishnamo-
orthy (2003) e Chen (2005). Os resultados obtidos por esses autores foram utili-
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zados para fins de comparagado. Os resultados apresentados por Benton e Krishna-
moorthy (2003) foram computados pelo método proposto por eles e pelo método
intervalar e os apresentados por Chen (2005) foram computados pelo método ba-
seado em equagdes diferenciais de segunda ordem do sistema S.

Em algumas situacdes, valores exatos foram apresentados. Esses valores
foram obtidos por Chen (2005) em alguns casos e em outros computados por meio
do software Maxima (MAXIMA, 2009). Para isso, os termos da série infinita
(1) foram computados a partir de zero de forma recursiva. Considerando uma

tolerdncia de 1 x 10730

, a soma foi obtida acumulando-se os termos até que o
resultados nao se alterassem com a adicao de cada novo termo. Todos os resultados
computacionais foram obtidos utilizando um computador com processador Intel
Core 2 Duo T7100, 1,8 GHz, 2 MB L2 cache e 1 GB DDR2.

As fungdes densidades gama ndo-central foram plotadas para ilustrar suas
formas. Para isso, utilizou-se a fun¢do dncgamma implementada em R (APEN-
DICE A). Foram considerados diferentes valores de « e 9, incluindo o caso central

(6 =0).
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Os resultados foram apresentados considerando, inicialmente, a avaliagdo
da acurdcia para as probabilidades acumuladas. Em seguida, foram apresentados
os resultados para a inversa da funcao de distribui¢do em relacio a x e em relacio
ao parametro de ndo-centralidade §. Por fim, foram apresentados os resultados
para a funcdo densidade qui-quadrado ndo-central, seguidos de alguns gréficos da
funcdo densidade gama nao-central.

Na Tabela 1, para as configuragdes de parametros usadas por Wang e Ken-
nedy (1994 citados por BENTON; KRISHNAMOORTRHY, 2003), sdo apresenta-
dos os valores exatos e computados da fun¢do de distribuicdo qui-quadrado nao-
central, caso particular da fun¢do de distribuicio gama incompleta ndao-central. Os
valores exatos foram obtidos no programa Maxima (MAXIMA, 2009). Observou-
se que os valores resultantes do método proposto (MP) se aproximam mais dos
valores exatos do que aqueles resultantes dos algoritmos de Benton e Krishna-
moorthy (2003) (BK) e, em alguns casos, do algoritmo intervalar (Intervalar). O
método intervalar foi usado como referéncia por Benton e Krishnamoorthy (2003).
O algoritmo proposto por esses autores foi superior ao algoritmo AS 275, que re-
sultou em overflow error quando os graus de liberdade considerados eram grandes.
Em nenhuma situagdo, foram observados problemas computacionais de overflow
error ou underflow error para o algoritmo proposto.

Na Tabela 2, as mesmas configuragdes usadas por Wang e Kennedy (1994
citados por BENTON; KRISHNAMOORTHY, 2003) e apresentadas na Tabela 1
foram utilizadas para comparar o algoritmo proposto com aquele disponivel no
programa R (R). Ambos algoritmos foram altamente precisos. O algoritmo pro-
posto foi mais acurado que seu concorrente parav = 31l ed = 6epararv = bl e
0 = 1 e inferior a0 mesmo nas situagdes emque v = 1 e § = 6, parav = 100 e
0 = 16 eparav = 500 e § = 21. Nesses ultimos casos, o erro foi menor ou igual a
1 x 10~'. Nas demais circunstancias, os valores computados pelos dois métodos
foram idénticos.

Ainda na Tabela 2, sdo apresentados os tempos médios de processamento

dos dois algoritmos tomando-se a média de 200.000 repeti¢des. Os tempos sdo
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expressos em 1 x 1079 segundos (us) e apresentados entre parénteses. O algoritmo
proposto foi mais eficiente que seu concorrente nas situacdes em que os valores de
v e § sdo pequenos, ou seja, parary = led = 6eparav = 1led = 1. Uma
das possiveis razdes para a perda de desempenho do método proposto em relagio
ao método do R deve-se ao fato de os algoritmos do R estarem implementados
em uma linguagem de baixo nivel (C ou FORTRAN) o que, reconhecidamente, os
torna mais eficientes. Para averiguar tal fato, o algoritmo proposto para a obtencao
da func@o de distribui¢do gama incompleta ndo-central foi implementado em Java
e, em média, apresentou tempo de processamento 24 vezes superior ao tempo de
processamento do algoritmo disponivel no programa R para o cdmputo da funcgéo

de distribui¢@o qui-quadrado ndo-central (dados ndo apresentados).

Tabela 1  Valores exatos e computados de P(x2(d) < z), usando o método pro-
posto (MP), o método de Benton e Krishnamoorthy (2003) (BK) e a
computacdo intervalar (Intervalar), para as configura¢des considera-
das por Wang e Kennedy (1994 citados por BENTON; KRISHNAMO-
ORTHY, 2003, p. 257).

Método
T v 6 Exato Maxima MP BK Intervalar
0,00393 1 6 0,002498463724258036 ...58042 ...58047 ...58039
9,23636 5 1 0,8272918751175548 ...7555 ... 75470 ...75548
2472497 11 21 0,2539481822183127 ... 183126 ... 182580 ... 183126
44,98534 31 6  0,8125198785064968 ...064968 ...064480 ...064969
38,56038 51 1 0,08519497361859119 ...85912 ... 8584550 ...859118
82,35814 100 16 0,01184348822747825 ... 747812 ... 7441880 ... 747824
331,78852 300 16 0,7355956710306710 ...0671 ...05250 ...06709
459,92612 500 21  0,02797023600800056 ...0800136 ...07884640 ...0800060
0,00016 1 1 0,006121428929881420 ...8142 ...81473 ...81423
0,00393 1 1 0,03033814229753780 ...75378 ... 75378 ...75380

Na Tabela 3 estdo apresentados os valores da funcdo de distribuicdo gama
incompleta ndo-central para algumas configuracdes de pardmetros definidas por
Chen (2005). Os valores apresentados correspondem aos valores exatos e aos ob-
tidos pelos métodos proposto e método baseado em equacdes diferenciais de se-
gunda ordem a partir da fun¢do gama (GB), proposto por Chen (2005). Observou-
se que o algoritmo proposto apresentou resultados idénticos aos exatos em todas

as circunstancias, enquanto seu concorrente foi inacurado em duas situacdes que
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Tabela 2 Valores exatos e computados de P(x2(5) < x), usando o método pro-
posto (MP) e o método disponivel no programa R (R), para as configu-
racdes consideradas por Wang e Kennedy (1994 citados por BENTON;
KRISHNAMOORTHY, 2003, p. 257).

Meétodo

x v 1) Exato Maxima MP R

0,00393 1 6 0,002498463724258036 ...58042 (163)1 ...58037 (174)

9,23636 5 1 0,8272918751175548 ... 7555 (282) ... 7555 (121)

24,72497 11 21 0,2539481822183127 ... 183126 (621) ... 183126 (137)

44,98534 31 6 0,8125198785064968 ...064968 (503) ... 06497 (153)

38,56038 51 1 0,08519497361859119 ...85912 (284) ...85911 (140)

82,35814 100 16 0,01184348822747825 .. 747812 (595) ... 747823 (161)

331,78852 300 16 0,7355956710306710 ...0671 (784) ...0671 (278)

459,92612 500 21 0,02797023600800056 ...0800136 (788) ...080006 (265)

0,00016 1 1 0,006121428929881420 ... 8142 (96) ...8142 (195)

0,00393 1 1 0,03033814229753780 ... 75378 (114) ... 75378 (170)

T tempo médio de processamento em s dado entre parénteses.

correspondem aos casosem que « = 3,3, 5 =3,0 = 1llex =33 ea = 3,3,
8 =3,0 =22, ex = 55. Em ambos os casos onde ocorreram 0s erros, estes
foram da ordem de 1 x 10712,

Na Tabela 4 sdo apresentados os valores exatos e computados dos trés
quartis da fun¢do gama incompleta ndo-central para as configuragdes consideradas
por Chen (2005). Os valores exatos considerados foram aqueles obtidos pelo autor,
da mesma forma que aqueles apresentados na Tabela 3. O algoritmo proposto foi
consistente e preciso em, praticamente, todas as situacdes, 0 que nao ocorreu com
o seu concorrente. Houve duas situacdes em que os valores calculados do método
proposto nao foram idénticos aos exatos, quais sejam paraa = 12, 3 =0,5,§ =5
e I(a,0) = 0,25 eparacx = 3,3, 8 = 3,0 = 22 e I,(,0) = 0,75. No dltimo
caso, o erro do algoritmo proposto foi de 1 x 1072 ¢ o erro do algoritmo GB de
Chen (2005) foi de 1 x 10~11, sendo esse tdltimo erro, portanto, muito superior.

Na Tabela 5, foi destacada a principal vantagem do algoritmo proposto,
que € a inversdo da funcdo de distribui¢do gama incompleta ndo central em relacio
ao pardmetro de nao-centralidade 0. Em todos os casos considerados, os valores
calculados foram idénticos aos exatos. Deve-se chamar a aten¢do para o fato de

ndo haver comparagdes com outros métodos pelo fato de ndo haver implementa-
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Tabela 3 Valores exatos e computados de I, («,d) para algumas configuragdes
apresentadas por Chen (2005) usando o método sugerido por este autor,
baseado em equagdes diferenciais de segunda ordem a partir da fungcao
gama (GB), e 0o método proposto (MP).

Meétodo
« 154 1) T Exato Chen MP GB
12 0,5 7,123 6,6433  0,324771458956  ...956  ...956
7,58327402  0,499999999201  ...201 ...201
7 6,6311  0,327518593350 ...350 ...350
7,5528735  0,499999999372  ...372 ...372
5 6,4122  0,371268278420 ...420 ...420
7,05926252  0,499999999850  ...850  ...850
20 0,05 24 1,2447  0,138101425336 ...336  ...336
1,5787759  0,499999938343  ...343  ...343
15 1,1526  0,234435947472  ...472  ...472
1,35476627  0,499999989451  ...451 ...451
9 1,0879  0,324058676276  ...276  ...276
1,205770139  0,499999998959  ...959  ...959
3,3 3 11 11 0,059632328165 ...165 ...165
22 0,389823672576 ...576  ...576
33 0,746185473781  ...781 ...782
22 33 0,273862083718 ...718 ...718
44 0,566512702350 ...350 ...350
55 0,799144186769  ...769  ...770
33 55  0,434059956248  ...248  ...248
66  0,667776560577  ...577  ...577
77  0,837241526999 ..999 ..999
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Tabela 4 Valores exatos e computados dos trés quartis de I («,0) para algumas

configuragdes apresentadas por Chen (2005) usando o método sugerido
por este autor, baseado em equacdes diferenciais de segunda ordem a
partir da fun¢do gama (GB), e o método proposto (MP).

Método
a g 0 I.(a,0) Exato Chen MP GB
12 0,5 7,123 0,25 6,216794766296 ...296 ...296
0,5 7,583274024321 ...321 ...320
0,75 9,129920773704 ...704 ... 705
7 0,25 6,191013140052 ...052 ...052
0,5 7,552873503384 ...384 ...384
0,75 9,094583503100 ... 100 ...101
5 0,25 5,774383316067 ...068 ...067
0,5 7,059262520763 ...763 ... 762
0,75 8,518169139694 ...694 ...694
20 0,05 24 0,25 1,366004282180 ... 180 ... 180
0,5 1,578775950955 ...955 ...955
0,75 1,810883232516 ...516 ...517
15 0,25 1,165838353367 ...367 ...367
0,5 1,354766277765 ... 765 ... 765
0,75 1,562132544038 ...038 ...038
9 0,25 1,034351997274 ...274 ...274
0,5 1,205770139697 ...697 ...697
0,75 1,394713619748 ... 748 ... 748
3,3 3 11 0,25 18,128578732317 ...317 ...319
0,5 25,005835345056 ...056 ...053
0,75 33,155655437095 ...095 ...098
22 0,25 32,039570764631 ...631 ...629
0,5 41,457823565055 ...055 ...058
0,75 52,189687675863 ...862 ...883
33 0,25 46,498456994365 ...365 ...364
0,5 57,939764742086 ...086 ...090

0,75 70,710405897668 ...668 ...686
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coes conhecidas nem relatos para esse algoritmo.

Tabela 5 Valores exatos e computados do pardmetro de ndo-centralidade ¢ para
algumas configuracdes, usando o método proposto (MP).
4]

a x I:(a,0) Exato Calculado
0,5 0,01965 0,00249846372425804 6 6
25,5 19,28019 0,0851949736185912 1 1
250 229,96306 0,0279702360080014 21 21
12 13,2866 0,324771458955857 7,123 7,123
20 24,894 0,138101425336041 24 24
20 23,052 0,234435947471964 15 15
33 11/3 0,0596323281646978 11 11
33 44/3 0,566512702350402 22 22
33 22 0,66777656057718 33 33

Na Tabela 6, estdo apresentados os valores da fun¢do densidade qui-qua-
drado ndo-central para algumas configuragdes dos pardmetros, utilizando o método
proposto e o método disponivel no programa R. As diferencas entre os valores

computados pelos dois métodos sdo menores que 1 x 10712,

Tabela 6 Valores da funcio densidade qui-quadrado nio-central x?2(J) para dife-
rentes configuragcdes dos pardmetros, usando o método proposto (MP)
e o método disponivel no programa R (R).

Valores da fungdo densidade

T v 90 MP R

0,01965 0,5 6 0,2438563792181807 0,2438563792181806

19,28019 255 1 0,0410169980478537 0,04101699804785309
229,96306 250 21 0,003901341402693288  0,003901341402689759

13,2866 12 7,123 0,05092503663983963  0,0509250366398392
24,894 20 24 0,00894559718063725  0,00894559718063412
23,052 20 15 0,02334498018782803  0,02334498018782735
1173 3.3 11 0,02042930793786916  0,02042930793786706

44/3 33 22 0,02834319051384455  0,028343190513844

22 33 33 0,01926192534430278  0,01926192534429827

A partir do algoritmo para o célculo da fun¢do densidade gama nio-cen-
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tral, foi possivel apresentd-la nas Figuras 3 e 4. Na Figura 3, os valores de «
sdo fixados em a@ = 5 e o = 20, considerando diversas configuracdes para o
parimetro §. Na Figura 4, os valores de J sdo fixadosem § = 5e d = 20,
considerando diversas configuracdes para o parametro . O comportamento dos
grificos nas situagdes consideradas sdo semelhantes. Quando sdo considerados
valores crescentes para um dos parametros da distribui¢do, mantendo o outro fixo,

a funcdo densidade gama ndo-central aproxima-se da funcio densidade normal.

0.20
I

— &0

—— 8225 ©
& s
5=50 S

f(x|o=5)
0.10
Il
f(x|o=20)

0.05
I
0.02
I

0.00
I

(a) (b)

Figura3 Funcdo densidade gama nio-central para a = 5 (a) e para a = 20 (b),
considerando diferentes valores de §

A caracteristica de maior relevancia do presente trabalho € a inversio da
funcdo de distribuicdo gama nao-central em relagdo ao parametro de ndo-centra-
lidade 9. Do ponto de vista pratico, a obtengdo de tal resultado em relagdo a d,
dados os valores de poder (1 — /) e o nivel de significAncia do teste, possibilita
que diferencas minimas significativas sejam sejam calculadas em testes cujas esta-
tisticas Hy possuem distribuicdo qui-quadrado. Como a distribuicdo qui-quadrado
nao-central é um caso particular da gama nao-central e inlimeros testes sdo ba-
seados na distribuicdo qui-quadrado, sua aplicabilidade € imediata. Além disso,

para essas mesmas situagdes, a funcio poder pode ser obtida a partir do célculo da
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Figura4 Fungdo densidade gama ndo-central para 6 = 5 (a) e para § = 20 (b),
considerando diferentes valores de

funcdo de distribuicdo qui-quadrado ndo-central. Como ja salientado, uma simples
transformacao de varidveis possibilita que as funcdes relativas a gama nao-central

sejam utilizadas para o computo da qui-quadrado ndo-central.
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5 CONCLUSOES

Os algoritmos para a obtengdo da fungdo de distribui¢cdo gama incompleta
ndo-central, de sua func¢do densidade e da inversa da fun¢do de distribui¢do para
obtenc¢do de quantis e do parametro de nio-centralidade foram propostos e imple-
mentados no programa R com sucesso.

As rotinas implementadas apresentaram bom desempenho e, em geral, fo-
ram mais acuradas que as rotinas concorrentes. Quanto ao tempo de processa-
mento, se implementadas em uma linguagem de mais baixo nivel, as rotinas pro-
postas sdo mais eficientes do que o algoritmo disponivel no software R para o

célculo da funcdo de distribui¢do qui-quadrado ndo-central.
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APENDICE A - Rotinas R

H#H#H SRR R
# Algoritmo implementado em R para obter a funcdo de distri— #
# buicdo gama incompleta ndo—central , F(xlalpha, delta) #
H#H#HH S R R

pncgamma = <— function(x, alpha, delta)
{
if ((alpha <= 0) | (x <= 0))
stop ("Alpha e x devem ser positivos!'")
if (delta < 0) stop("Delta deve ser nao—negativo!')
errortol <— le—15
maxitr <— 5000

d <— delta
k <— ceiling(d / 2)
a <— alpha + k

gamac <— pgamma(x, a)

gamad <— gamac

gxd <— exp(axlog(x)—x—lgamma(a+1))
gxc <— gxd % a / x

ppoic <— dpois(k, d / 2)

ppoid <— ppoic

remain <— 1 — ppoic
cdf <— ppoic #* gamac
i < 1

convergiu <— F

while (!convergiu)

{
gxce <— gxc * x / (a+1— 1)
gamac <— gamac — gxc
ppoic <— ppoic = (d / 2) / (k + i)
cdf <— cdf + ppoic * gamac
error <— remain % gamac

remain <— remain — ppoic
if (i > k)
{
if ((error <= errortol) | (i > maxitr)) convergiu <— TRUE

i <— i+ 1
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} else
{
gxd <— gxd % (a+1—1) / x
gamad <— gamad + gxd
ppoid <— ppoid = (k — i + 1) / (d / 2)
cdf <— cdf + ppoid * gamad

remain <— remain — ppoid
if ((remain <= errortol) | (i > maxitr))convergiu <— TRUE
i <— i+ 1

}
} # convergiu

return (cdf)

HH##SHHHHHHHFHH AR R R R A
# Algoritmo implementado em R para obter a inversa de #
# F(xlalpha, delta) em relacdo a delta #
HERAFHHHAHHHAHHAHHHHHHHHHHHH R AR R R R R R R AR AR AR AR

### Algoritmo para a obtencdo do valor inicial dO###
dO<— function(x, p, alpha)
{
dnO <— 0.5
dnl <— 1
errortol <— le—15
nmax <— 1000
V7 <— qgnorm(p)
a <— alpha
fdnO<—(((a+dn0)=(z+sqrt ((2xa+dn0)”*2/(a+dn0) —1))"2)/(2%a+dn0))—x
fdnl < —(((a+dnl)*(z+sqrt((2«a+dnl )*2/(a+dnl) —1))*2)/(2+a+dnl))—x
it <— 1
convd <— F
while (! convd)
{
dn2 <— dnl — fdnl % (dnl — dnO) / (fdnl — fdnO)
if (dn2=="NaN") break
if (dn2 < 0) dn2 <— dnl / 2
dnO <— dnl
fdn0 <— fdnl
dnl <— dn2
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fdnl <—(((a+dnl)*(z+sqrt((2«a+dnl )*2/(a+dnl) —1))*2)/(2«a+dnl))—x
if ((abs(dn2 — dnO)<=errortol % dn0O) | (it > nmax)) convd<—T

it <— it + 1

}#convd

#Protecdo para a aproximagdo ruim

if (dn2=="NaN") return(1l) else return(dn2)

indncgamma<— function(x, alpha, p)

{

if ((alpha <= 0) | (x <= 0))

stop ("Alpha e x devem ser positivos!")

if ((p<=0)1 (p>> 1)) stop("P deve estar entre 0 e 1!")
errortol <— le—15

maxitr <— 5000

dn <— dO0(x,p.,alpha)

it <— 1

convnewton<— F

while (!convnewton)

{
d <— dn
k <— ceiling(d / 2)
a <— alpha + k

gamac <— pgamma(x,a)

gamad <— gamac

gxd <— exp(axlog(x)—x—lgamma(a+1))
gxc <— gxd * a / x

hxc <— gxd

hxd <— hxc

ppoic <— dpois(k, d / 2)

ppoid <— ppoic

remain <— 1 — ppoic

cdf <— ppoic * gamac
g <— ppoic #* hxc

i <= 1

convergiu <— F
while (!convergiu)
{

gxc <— gxc * x / (a+ 1 — 1)

gamac <— gamac — gxc



hxc <— hxc = x / (a + 1)

ppoic <— ppoic = (d / 2) / (k + i)

cdf <— cdf + ppoic * gamac

g <— g + ppoic * hxc

error <— remain % gamac

remain <— remain — ppoic

if (i > k)

{
if ((error <= errortol) | (i > maxitr))
convergiu <— TRUE
i <— i+ 1

}else

{
gxd <— gxd % (a+1—-1) / x
gamad <— gamad + gxd
hxd <— hxd = (a + 1 — 1) /
ppoid <— ppoid * (k — i + 1) / (d / 2)
cdf <— cdf + ppoid = gamad

bl

g <— g + ppoid =* hxd
remain <— remain — ppoid
if ((remain <= errortol) | (i > maxitr))

convergiu <— TRUE
i <— i+ 1
}
}#convergiu
if (d + 2%(cdf — p) / g <= 0)
{
dn <—d /2
}else
{
dn <— d + 2x%(cdf — p) / g
}
if ((abs(dn — d) <= d % errortol) | (it > maxitr))
convnewton <— TRUE
it <— it + 1
}#convnewton
return (dn)
}#geral
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I
# Algoritmo implementado em R para obter a inversa de #
# F(xlalpha, delta) em relacdo a x #
HIHHHEH R

inxncgamma  <— function (p, alpha, delta)

{

if (alpha <= 0) stop("Alpha deve ser positivo!")

if (delta < 0) stop("Delta deve ser nao—negativo!')

if ((p<=0)1 (p> 1)) stop("P deve estar entre 0 e 1!")
errortol <— le—15

maxitr <— 5000

d <— delta

k <— ceiling(d / 2)

a <— alpha + k

v <— qnorm(p)

x0 <— ((a+d)=(z+sqrt((2=«a+d)*2/(a+d) —1))*2)/(2xa+d)
Xn <— x0

it <— 1

convnewton<— F

while (!convnewton)

{
X <— Xn
gamac <— pgamma(x,a)
gamad <— gamac
gxd <— exp(axlog(x)—x—lgamma(a+1))
gxc <— gxd * a / x
hxc <— gxd % a / x
hxd <— hxc
ppoic <— dpois(k, d / 2)
ppoid <— ppoic

remain <— 1 — ppoic

cdf <— ppoic #* gamac
g <— ppoic #* hxc

i <- 1

convergiu <— F
while (!convergiu)
{

gxc <— gxc % x / (a+1i—1)




gamac <— gamac — gxc

hxc <— hxc = x / (a+1i—1)
ppoic <— ppoic % (d / 2) / (k + 1)
cdf <— cdf + ppoic * gamac
g <— g + ppoic * hxc
error <— remain *x gamac
remain <— remain — ppoic
if (i > k)
{
if ((error <= errortol) | (i > maxitr))

convergiu <— TRUE
i <— i + 1
}else
{
gxd <— gxd % (a+1—1) / x
gamad <— gamad + gxd
hxd <— hxd % (a — i) / x
ppoid <— ppoid *= (k — i + 1) / (d / 2)
cdf <— cdf + ppoid % gamad

g <— g + ppoid * hxd
remain <— remain — ppoid
if ((remain <= errortol) | (i > maxitr))

convergiu <— TRUE
i <— i+ 1
}
}#convergiu
if (x — (cdf —p) / g <= 0)
{
Xn <—x / 2
}else
{
Xxn <— X — (cdf —p) / g
}
if ((abs(xn — x) <= x % errortol) | (it > maxitr))
convnewton <— TRUE
it <— it + 1
}#convnewton
return (xn)
}#geral
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HE#FHHHFHHHFHH R HHHH R R
# Algoritmo implementado em R para obter a funcdo densidade gama#
# incompleta ndo—central , f(xlalpha, delta) #
HE#AFHHHFHHHAHHHFHHHHHHAHHH AR B R R R R R R AR AR AR AR R

dncgamma <— function (x, alpha, delta)
{
if ((alpha <= 0) | (x <= 0))
stop ("Alpha e x devem ser positivos!'")
if (delta < 0) stop("Delta deve ser nao—negativo!')
errortol <— le—15
maxitr <— 5000

d <— delta

k <— ceiling(d / 2)

a <— alpha + k

hxc <— exp(axlog(x)—x—lgamma(a+1))
hxc <— hxc = a/x

hxd <— hxc
ppoic <— dpois(k, d / 2)
ppoid <— ppoic

remain <— 1 — ppoic
g <— ppoic #* hxc
i <— 1

convergiu <— F

while (!convergiu)

{
hxc <— hxc = x/(a + 1 —1)
ppoic <— ppoic * (d/2)/(k + i)
g <— g + ppoic #* hxc
error <— remain % g

remain <— remain — ppoic
if (i > k)
{
if ((error <= errortol) | (i > maxitr)) convergiu <— TRUE

i <— i+ 1
} else

{
hxd <— hxd = (a — 1) / x
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ppoid <— ppoid = (k — i + 1) / (d / 2)

g <— g + ppoid = hxd

remain <— remain — ppoid

if ((remain <= errortol) | (i > maxitr))convergiu <— TRUE
i <— i+ 1

}

} # convergiu
return(g)




