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RESUMO

CIRILLO, Marcelo Angelo. Teste de Normalidade e avaliacdo por
simulagdo Monte Carlo do problema de Behrens-Fisher no espaco
p-dimensional. 2003. 128p. (Dissertagdo — Mestrado em Agronomia /
Estatistica Experimentagdo Agropecudria ) — Universidade Federal de
Lavras, Lavras-MG.’

A inferéncia estatistica se resume em testes de hipéteses e estimagao de
pardmetros populacionais. Neste contexto, um dos testes mais utilizados € o teste
conhecido por t-student. A realizagio deste teste pressupde normalidade e,
preferencialmente, homogeneidade das varidncias. No caso multivariado, o teste
T? de Hotelling é definido como uma generalizag@o do teste t-student, portanto,
as suposigdes requeridas no caso univariado para o teste t-student sdo as mesmas
para o caso multivariado, ou seja, para a realizagio do teste T? de Hotelling é
necessario assumir normalidade multivariada e, preferencialmente,
homogeneidade entre as matrizes de covariancias. No entanto, a inferéncia sobre
estas suposi¢des multivariadas s3o mais restritas € menos citadas na literatura.
Desta forma, neste trabalho objetivou-se apresentar, no capitulo 2, a expansao
do teste do coeficiente de correlagdo rq (Q-Qplot) como um teste alternativo para
o diagnéstico de normalidade multivariada e, no capitulo 3, avaliar o problema
de Behrens-Fisher por meio de simulagio Monte Carlo utilizando métodos
propostos por diversos autores, visando corrigir o efeito da heterogeneidade das
matrizes de covariancias. Estes métodos foram analisados na abordagem
convencional e por meio dos processos de reamostragem conhecidos por
bootstrap.

* Comité Orientador: Daniel Furtado Ferreira (Orientador)
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ABSTRACT

CIRILLO, Marcelo Angelo. Normality test and Monte Carlo
Simulation evaluation of the Behrens- Fisher problem in the p-
dimensional space. Lavras: UFLA, 2003. 128p. (Dissertation — Master
Program in Agronomy / Major in Statistics and Agricultural
Experimentation) — Federal University of Lavras *

The statistical inference is limited to hypothesis tests and estimates of
population parameters . In this context, one of the most employed test is the test
known by t-student. The accomplishment of this test presupposes normality and
preferentially homogeneity of variances. In the case multivariate, Hotteling’s T2
test is defined over a generalization of the t-student test therefore, the
suppositions required in the univariate case for the t-student test are the same as
for the multivariate case, that is, for the accomplishment of Hotelling’s T? test is
necessary to suppose a multivariate normality and, preferentially, homogeneity
among the covariance matrixes. Nevertheless, the inference on these
multivariate suppositions are more restrict and less quoted in the literature. Thus,
in this work presenting in chapter 2 the expansion of the correlation coefficient
test rq (Q-Qplot) as an alternative test for the diagnosis of multivariate normality
and in chapter 3 evaluating the Beheren-Fisher’s problem by means of Monte
Carlo simulation by utilizing methods proposed by a number of authors, aiming
to correct the effect of heterogeneity of the covariance matrices. These methods
were assessed in the conventional approach and by means of the re-sampling
processes known for bootstrap.

* Guidance Committe: Daniel Furtado Ferreira (Orientador)
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INTRODUCAO GERAL

A comparagio de duas médias populacionais no caso univariado € feita
pelo teste t-student, o qual pressupde que as médias sejam provenientes de duas
populagdes normais e, preferencialmente, que as varidncias populacionais sejam
homogéneas. A importancia da suposi¢do de normalidade ser satisfeita implica
na estimago precisa de intervalos de confianga. Do grau de homogeneidade das
varidncias populacionais depende a qualidade da aproximagio entre a
distribuigdo amostral e a verdadeira distribuigao t de Student.

Para o caso multivariado segue-se 0 mesmo principio, porém estendido
para p-dimensdes. As médias populacionais sao representadas por vetores de
médias, sendo que cada componente refere-se a uma varidvel inerente a
populagdo estudada. A suposigéo de homogeneidade € analisada por meio das
matrizes de covaridncias e o teste comumente usado é conhecido por T? de
Hotelling, sendo este uma extensdo do teste t-student utilizado no caso
univariado. Desta forma, é perceptivel a facilidade da andlise multivariada
empregada para a comparagdo de médias populacionais em virtude de que esta
andlise representa apenas uma expansio do caso univariado. Entretanto, a
verificagio das suposigdes é bastante complexa em relag@o ao caso univariado.
Para efeito de comparagio entre as duas abordagens (univariado e multivariado),
pode-se citar que na literatura existem vérios métodos propostos para
diagnosticar normalidade univariada, como, por exemplo, andlise grafica
Q-Qplots e testes de hipéleses para normalidade: Shapiro Wilk, Lilliefors,
Kolmogorov Smimov. No caso multivariado, as alternativas para diagnosticar
normalidade multivariada sdo mais restritas e menos citadas na literatura, sendo
que o procedimento mais utilizado ¢ dado por meio dos coeficientes de simetria
e curtose de Mardia. Em relagdo a homogeneidade, € clara a diferenca entre as

situagbes univariadas e multivariada. No caso univariado, quando se tem



2

heterogeneidade de varidncias, é conveniente aplicar as corregdes de
Satterthwaite (1946) e Cochran & Cox ( 1957) nos graus de liberdades da
estatistica t de student. Em relagio ao caso multivariado, em que a
heterogeneidade das matrizes de covaridncias estd presente devem ser
considerados vérios fatores na amenizagdo do efeito de heterogeneidade tais
como estruturas de correlagdo, grau de heterogeneidade, tamanhos de amostras
associadas a maior e menor varifincia generalizada. A questdo da
heterogeneidade das matrizes de covaridncias atualmente é alvo de pesquisa.
Recentemente, autores como Christensen & Rencher (1997) e Fouladi & Yockey
(2002) estudaram este problema em diversos fatores, mas ainda é um amplo
campo de pesquisa.

Em virtude do que foi mencionado, basicamente este trabalho consiste
em apresentar a expansio do teste do coeficiente de correlagio 1q (Q-Qplot) para
o diagnéstico de normalidade multivariada e avaliar métodos propostos por
diversos autores visando corrigir a heterogeneidade das matrizes de covaridncias
na abordagem convencional e por meio dos processos de reamostragem

conhecidos por bootstrap.
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CAPITULO 1

Extensao do Teste para Normalidade, baseado no Coeficiente de

Correlacao Quantil-Quantil para o caso Multivariado



RESUMO

CIRILLO, Marcelo Angelo. Extensdo do Teste para Normalidade,
baseado no Coeficiente de Correlacio Quantil-Quantil para o caso
Multivariado. 2003. 58p. (Dissertagdo — Mestrado em Agronomia /
Estatistica Experimentagdo Agropecudria ) — Universidade Federal de
Lavras, Lavras.’

A inferéncia estatistica consiste em fazer generalizagGes sobre uma ou
mais populagbes com base nos dados amostrais. Neste contexto, todo o processo
de inferéncia resume-se nos testes de hipéteses de parimetros populacionais,
sendo primordial assumir que os dados sio provenientes de uma populacgio
normal, pois esse modelo populacional explica muitos fenémenos aleatérios. No
caso multivariado, os mesmos principios do caso univariado sio necessarios,
portanto € de grande importéncia a normalidade dos dados ou dos residuos, a
qual generalizada para p-dimensdes (p>1) é conhecida por distribuicdo normal
multivariada. Uma alternativa para a identificagio de normalidade é dada por
meios gréficos (Q-Qplots), no entanto, para o caso multivariado a andlise grafica
ndo € suficiente, de modo que, a utilizagdo de testes estatisticos como meio de
inferir a normalidade € necess4ria. Desta forma, este capitulo objetivou estender
o teste do coeficiente de correlagio rq, apresentado por Johnson & Wichem
(1988), para amostras maiores, bem como propor a expansio deste teste para o
caso de p-dimensdes, baseado nas distancias generalizadas de Mahalanobis,
apresentando os valores criticos para diferentes tamanhos de amostras e mimero
de varidveis, utilizando a simulagio Monte Carlo. Assim, foram obtidas as
tabelas para os quantis 0,01; 0,05 e 0,10, variando o mimero de varidveis (p) em
1< p < 10. Entre os principais resultados obtidos, constatou-se que o teste do
coeficiente r, é recomendando para amostras pequenas, corrigindo a limitagdo
assintética do teste multivariado de simetria e curtose. Em relagdo ao poder, o
teste coeficiente ry mostrou-se poderoso principalmente para grandes amostras,
porém, seu poder foi reduzido a medida que aumentou o nimero de varidveis
(p)- O controle da taxa de erro tipo 1 ndo apresentou problemas pelo fato de
mesmo controlar a taxa de erro tipo I por construgo.

* Comité Orientador: Daniel Furtado Ferreira (Orientador)
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ABSTRACT

CIRILLO, Marcelo Angelo. Extended of the test for normality based
upon the Quantil-Quantil correlation coefficient for hte multivariate
case. Lavras: UFLA, 2003. 58p. (Dissertation — Master Program in
Agronomy / Major in Statistics and Agricultural Experimentation)’ —
Federal University of Lavras

The statistical inference consists in doing generalizations on a population
on the basis of the sample data. In this context, all the inference purpose is
limited to the tests of population parameter hypotheses, supposing that the data
stem from a normal population being vital, for that population model explain a
great deal of random effects. In the multivariate model, the same principles of
the univariate case are needed, therefore the normality of the data or of the
residues is of great importance, which generalized for p-dimensions (p>1), is
known as multivariate normal distribution. An alternative to the identification of
normality is given by graphic —means (Q-Qplots); nevertheless, for the
multivariate case, the graphic analysis is not enough, so that the utilization of
statistical tests as a mean of inferring normality is needed. Thus, this chapter is
designed to extend the correlation coefficient test rq, presented by Johnson &
Wichern (1988), to the larger samples as well as to propose the expansion of this
test to the case of p-dimensions based upon the generalized distances of
Mahalanobis, presenting the critical values for different sample sizes and
number of variables by utilizing the Monte Carlo simulation. So, the tables for
quantils 0.01, 0.05 and 0.10 were obtained , ranging the number of variables (p)
by 1<p<10. Among the main results obtained, it was found that the coefficient
test rq is recommended for small samples, correcting the asymptotic limitation
of the multivariate test of symmetry and kurtosis. Relative to power, the
coefficient r test proved powerful mainly for large samples, nevertheless, its
power was reduced.as the number of variables (p) increased. The control of the
rate of type I error presented no problems by the fact that it controls the rate of
type 1 error by construction.

* Guidance Commitec: Daniel Furtado Ferreira (Orientador)



1-INTRODUCAO

A inferéncia estatistica consiste em fazer generaliza¢des sobre uma ou
mais populagdes com base nos dados amostrais. Neste contexto, todo o processo
de inferéncia resume-se na estimagdo e testes de hipSteses de parametros
populacionais. Em ambos os procedimentos presume-se que os dados sejam
provenientes de uma populagdo normal pelo fato de muitas distribuigdes
estatisticas serem aproximadamente normais, independentemente da forma da
distribuigdo da populagdo original. Uma outra vantagem da distribuicdo normal
refere-se ao fato de seu modelo populacional apresentar-se coerente a muitos
fenomenos aleatérios.

Para a realizagdo de inferéncias no caso multivariado, seguem-se os
mesmos principios do caso univariado, portanto é de grande importancia a
normalidade dos dados, a qual, generalizando para muitas dimensdes, é
conhecida por distribui¢do normal multivariada.

A identificagdo de normalidade nos dados, seja no caso univariado ou
multivariado, em geral € feita por meio de gréficos, entretanto, a simples
constatagao via graficos ndo € suficiente, principalmente no caso multivariado e,
especificamente, nas situagdes de muitas varidveis. Sendo assim, a utilizagdo de
testes estatisticos como meio de inferir sobre a normalidade é necess4ria. Entre
os testes mais utilizados no caso univariado e encontrados em vérias literaturas
estdo o teste de aderéncia qui-quadrado; Kolmogorov-Smimov; Lilliefors e
Shapiro-Wilk. No caso multivariado, em geral os testes existentes sdo extensdes
daqueles propostos para o caso univariado.

A escolha do teste que o pesquisador julga apropriada é dada em vérios
aspectos como o poder do teste, o controle da taxa do erro tipo I € as suposigdes
que em particular cada teste apresenta. Neste aspecto, Gibbons & Chakraborti

(1992) citam os testes Qui-quadrado, Kolmogorov-Smirnov (K-S) e Lilliefors



apresentando suas principais diferengas. Entre estas diferencas pode-se citar que
a aplicagdo do teste de aderéncia qui-quadrado € feita de forma que as amostras
sdo agrupadas em classes diferenciando-se do teste K-S, que considera cada
observagao da amostra. Uma outra vantagem do teste K-S € que sua aplicagéo €
irrestrita ao tamanho da amostra, ao passo que o teste de aderéncia qui-quadrado
restringe-se a grandes amostras, pois sem esta condigdo podera ocasionar valores
pequenos para as freqiiéncias esperadas, isto €, valores inferiores a 5 observados
em cada classe, o que pde em risco a validade de sua aplicagdo, sendo que uma
alternativa para esta situagdo é dada pelo teste exato de Fisher. Para aplicagdo
dos testes K-S e aderéncia qui-quadrado é necessério conhecer média e variancia
populacional. Isto faz com que, em muitas situagSes praticas esses testes sejam
impraticdveis. Comparando os testes de aderéncia de qui-quadrado e o K-S com
o teste de Lilliefors, é facilmente verificada uma grande flexibilidade nesse
tiltimo, pelo fato de que a hipétese nula H, refere-se a que a populagio €
pertencente a familia de distribui¢es normais, sem contudo ter a necessidade de
especificar a média ou variancia da distribuicao.

Uma alternativa ainda existente para verificagdo da normalidade é dada
mediante uso dos coeficientes de simetria e curtose. Este procedimento, porém, é
limitado a grandes amostras, caracterizando um teste assintético, além de nado
garantir resultados referentes a4 normalidade, pois ndo s@o realizadas
comparagdes apds o quarto momento. Uma distribuigdo s6 pode ser considerada
igual 2 outra se todos os seus momentos forem iguais.

Considerando o poder e o controle da taxa de erro tipo 1 o teste de
Shapiro-Wilk é o melhor. Este fato é comprovado por alguns estudos empiricos
mostrando que este teste é poderoso em vdrias situagdes de diferentes
distribui¢des e diferentes tamanhos de amostras quando comparado com os

resultados de testes retromencionados.



Um procedimento grifico adotado muitas vezes para verificagio da
normalidade € o denominado "Q-Qplot”. Nesses gréficos sdo plotados os
percentis amostrais versus percentis esperados pelo ajuste de uma distribuigio
normal. Se os pontos se situarem préximos a uma reta de minimos quadrados a
suposi¢do de normalidade deve ser aceita. Esse processo grifico é bastante
poderoso para verificar desvios de normalidade, entretanto nio constitui um
teste formal, servindo apenas como uma anilise exploratéria dos dados € na
identificacdo de outliers. Para contornar essa limitagdo, Johnson
& Wichern (1988) apresentaram um teste complementar este processo gréfico, o
qual mede o ajuste dos pontos do Q-Qplot 2 reta de minimos quadrados. Esse
teste complementar € feito por meio de uma medida do coeficiente de correlagio
denominado r,.

Na verificagdo da normalidade multivariada torna-se mais comple).co o
uso dos Q-Qplots, uma vez que os percentis da amostra sdo substituidos pelas
distancias generalizadas de Mahalanobis e os percentis esperados pelo ajuste de
uma distribuicdo normal sio substituidos pelos percentis esperados de uma
fungo inversa da distribuigio qui-quadrado. Com a devida substituicdo dos
quantis, a mesma idéia do Q-Qplot do caso univariado é adotada para o caso
multivariado. E importante ressaltar que é comum na literatura restringir o
Q-Qplot apenas ao caso bivariado, entretanto nio hé argumentos que limitem a
extenséo para o caso multivariado qualquer. Nenhuma referéncia na literatura foi
encontrada propondo a obtengdo dos valores criticos para o teste de correlagio
Q-Qplot para o caso multivariado. -

Em relag@o aos testes de hipéteses para o diagnéstico de normalidade no
caso multivariado, em geral pode ser afirmado que estes sao construidos
tomando-se por base a extensio dos testes de normalidade univariados. Pode-se
mencionar como exemplo as extensdes dos testes de aderéncia qui-quadrado,

Kolmogorov-Smimov, Shapiro-Wilk e os testes baseados em simetria e curtose,



sendo que estes Gltimos possuem as mesmas limitagdes ressaltadas no caso
univariado.

Em virtude do que foi mencionado, este capitulo tem como objetivo
expandir o teste de normalidade baseado no coeficiente de correlagdo rq do
grafico de probabilidade para amostras maiores, bem como, propor sua extensao
para o caso multivariado utilizando simulagdo Monte Carlo apresentando assim

os valores criticos para diferentes tamanhos de amostras € nimero de varidveis.

2 - REFERENCIAL TEORICO

2.1 -Testes univariados de normalidade.

Nas segdes a seguir sio apresentados detalhadamente os principais testes
utilizados para as avaliar a veracidade das hipéteses de normalidade univariada.
A importdncia desta revisdo é justificada pelo fato de que os testes de
normalidade multivariada, em geral, sdo extensdes do caso univariado, desta
forma, sendo feita a descrigio dos principais testes de normalidade encontrados
na literatura, toma-se facil compreender a extensio dos mesmos para o caso
multivariado. Esta secdo apresenta uma breve discussdao sobre o poder
apresentado pelos principais testes estatisticos, o qual & utilizado como critério

na comparagao dos mesmos.

a) Teste de aderéncia qui-quadrado.

As hipdteses estatisticas a serem testadas por meio do teste de aderéncia
qui-quadrado basicamente retratam informagdes sobre a fungéo de densidade de
probabilidade que, em geral, é desconhecida. Desta forma, com o objetivo de

verificar se os dados sdo provenientes de uma distribui¢do normal, as hipéteses
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relativas a este teste deverio ser completamente especificadas conhecendo-se os
valores referentes aos pardmetros da distribuicio considerada sob a hipdtese
nula. Neste aspecto, pode-se exemplificar a formalizacao da hipétese H, da

seguinte forma:

“Ho: A fungdo de densidade de probabilidade da populagdo de onde a

amostra foi extraida é uma distribuicdo normal com média yt e variéncia &.”

Para a realizacdo deste teste, inicialmente pressupde-se que a amostra
seja aleatéria e que a escala de medida seja continua. Sendo assim, o
procedimento a ser adotado é: inicialmente, constréi-se uma tabela de
contingéncia (Tabela 2.1.1), em que a definigio do nimero das classes (©)
podera ser feita por vérios critérios tais como Sturges (1926), Scott (1979). Em
seguida as classes sdo definidas obtendo-se o limite inferior da primeira classe e
a amplitude da classe; as demais classes sdo obtidas somando-se ao limite
inferior a amplitude de classe lemma (1992), Morettin & Bussab (1987).
Posteriormente, torna-se necessério obter as freqiiéncias. Assim, a fregiiéncia
observada (O;) € obtida por meio da fregiiéncia absoluta (contagem) relativa ao
niimero de elementos da amostra que pertence a classe i, parai= 1, 2, ..., c. Para
se obter a freqiiéncia esperada (E;) especificamente no caso da distribuigio
normal, € necessdrio que se calcule a probabilidade das observagbes serem
pertencentes a i-€sima classe (p;) de modo que np; venha a representar o niimero
esperado de observagdes na classe i quando Hy é verdadeira, sendo n o tamanho

da amostra.



Tabela 2.1.1 — Forma geral da tabela de contingéncia utilizada no teste de
aderéncia qui-quadrado, em que O; é a freqiiéncia observada da classe i, E; € a

freqiiéncia esperada da classe i, c € nimero total de classes, parai=1, 2, ..., ¢

Classes
1 2 c Total
Freqiiéncias Observadas 0, 0, O. n
Fregiiéncias Esperadas E, E; E. n

Definindo a estrutura e o procedimento para a obtengdo da tabela de

contingéncia obtém-se, entio, a estatistica do teste, a qual € dada por:

TZO E)

i=l

yi=l,2..,¢ 2.1.1)

Segundo Mood et al. (1974) a regra de decisdao € dada por meio da
distribuigao %%1.oy com v=c-p-1 graus de liberdade. Especificamente para o caso
da distribuigdo normal tem-se dois parametros | e o desta forma, o valor de p
fica definido por p=2 sendo assim, rejeita-se Ho, caso o valor da estatistica T
seja superior ao quantil %*1-ay cujo grau de liberdade pode ser dado por c-1, ou
c-3 conforme mencionado por Mood et. al. (1974). Neste caso, conclui-se que a
amostra aleatéria nio provém de uma distribuigio normal com média p e
varidncia 6°.

Uma consideragdo importante, feita sobre a validagao do teste de
aderéncia qui-quadrado, é dada em fungdo das freqiiéncias esperadas.
Campos (1983) mencionou que o teste de aderéncia de qui-quadrado deve ser

validado pelos seguintes aspectos:



a) se o niimero de classes é ¢ =2, entio, a freqgiiéncia esperada minima de
uma classe i qualquer deve ser E; > 5;

b) se ¢ > 2, o teste de aderéncia qui-quadrado ndo deve ser usado se mais
de 20% das freqiiéncias esperadas forem < 5 ou se qualquer uma delas for
inferior a 1.

Em algumas situagGes, estas restri¢oes podem ser contornadas
reagrupando as classes adjacentes, consegiientemente, a fregiiéncia esperada em

cada nova classe serd maior que esses limites restritivos.

b) Teste de Kolmogorov-Smirnov para normalidade.

O teste de Kolmogorov Smirnov (K-S) é utilizado para verificar o grau
de concordancia entre a distribuigdo de um conjunto de valores amostrais e
alguma distribuig@o teérica especifica. O uso deste teste ‘pressupde que os dados
devem consistir de uma amostra aleatéria X, X,, ...,X,, de tamanho n, associada
a alguma fungo de distribuicdo desconhecida, denotada por F(X). A funcgdo de
distribuigdo completamente especificada é denotada por Fo(X). Desta forma, as
hip6teses séo descritas por Hy: F(X) = Fg(X) para todo X de -co a + o versus
H,;: F(X) # Fo(X) para pelo menos um valor de X.

A estatistica do teste é dada por T=MAXIF(X)-S,(X)l, em que, Fy(X) e
Sa(X), respectivamente, referem-se & fungao de distribuico da varidvel aleatéria
X, sob a hipdtese Ho e a fungio de distribuigio empirica baseada na amostra

aleatdria. A obtengdo de S,(X) é dada por:

k
Sn(x)=;, : (2.1.2)

em que k € o mimero de observagdes menores ou iguais a X.
A regra de decisdo para rejeitar Hy no valor nominal o é dada pelo valor

da estatistica T, caso este valor for maior que o quantil W, obtido da tabela
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apropriada para a distribuigdo da estatistica do teste de Kolmogorov-Smirnov.
No caso de a fungio de distribuigdo F,(X) ser continua, os quantis desta tabela
serdo exatos.

A aplicagio do teste de Kolmogorov-Smirnov para verificar a
normalidade parte do pressuposto de que F(X) caracteriza a distribuig@o normal,

de forma que a distribui¢do acumulada é dada por:

X
F(X)= [ f(x)dr=P(x< X). @13
Em que f{x) é a fungdo de densidade da distribui¢do normal dada por:
2
1 I({x—u
X)=————¢€Xpy——< . 2.14
f(x) 27‘_021)2(0) 214

Admitindo Fo(X) a verdadeira fungdo de distribuigio, as hipéteses
estatisticas sdo reescritas da seguinte forma: Hp: F(X)=Fo(X) versus
F(X)#Fo(X).

Uma vantagem do teste Kolmogorov-Smimov sobre o teste de aderéncia
qui-quadrado é que o primeiro pode ser aplicado sem restri¢ao, para pequenas
amostra. Uma outra caracteristica é que o teste K-S trata os dados
individualmente, ndo perdendo informagdes devido ao agrupamento de classes,
como ocorre no teste de aderéncia qui-quadrado. Como desvantagem, nota-se
que este teste ndo permite estimar os parametros da distribuigdo tedrica,
portanto, € necessdrio conhecer os pardmetros da distribui¢do sob Ho para que

este teste seja realizado.

c) Teste de Lilliefors para normalidade.

O teste Lilliefors ndo requer o conhecimento da média ou variancia da

distribuigdo normal a ser testada. Para o uso do teste os dados devem consistir de
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uma amostra aleatdria, associada a alguma fungio de distribuicio desconhecida,
denotada por F(X). A hipétese a ser testada H é descrita por:

“Ho. A amostra aleatoria tem uma distribuicdo normal com média e
varidncia ndo especificada. H;: A fungao de distribuicGo da amostra nao é
normal”.

A estatistica do teste ¢ calculada sobre os valores dos Z;, i = 1, 2,..., n,

definidos como valores amostrais "normalizados”, cuja expressao € dada por:
Zi=-X‘S;X (2.1.5)

Para a determinagdo da estatistica do teste é necessario tragar um gréfico
da fungdo de distribuigio normal denotada por Fy(Z) juntamente com o grafico
da fungio de distribuicdio empirica da amostra normalizada, denotada por S(Z).
Desta forma, € determinada a disténcia vertical maxima entre os dois gréaficos.
Esta distincia € a estatistica do teste para normalidade, sendo formalmente
denotada por T = MAX IFy(Z) - S(Z).

Conforme Campos (1983), a ndo rejeicio da hipétese nula (Ho) ndo
implica que a varidvel aleatéria tenha distribuicio normal, mas indica
simplesmente que a diferenca entre a fungio de distribuicdo normal e a
verdadeira fung@o de distribuigdo € suficientemente ndo significante para ser nio
detectada.

O critério para rejei¢do da Hipétese, fixado o valor nominal o, é dado

por: rejeita-se Ho se a estatistica T apresentar valor superior ao quantil (1-0)

obtidos da tabela apropriada para o teste de normalidade de Lilliefors.

d) Teste de Shapiro-Wilk para normalidade.

O teste de normalidade proposto por Shapiro & Wilk (1965) basicamente
consiste em obter uma estatistica referente a razio entre o quadrado de uma

combinagdo linear apropriada dos valores esperados das estatisticas de ordem da
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distribuigio normal padrdo e o quadrado dos desvios em relagao a média. A
estatistica deste teste, representada por W, apresenta-se flexivel a4 adaptagéo para
hipéteses compostas, pois seus coeficientes lineares (a;) sao facilmente
computaveis.

A suposigio exigida para aplicagao deste teste € de que a amostra X, X,
X3, ....Xn seja aleatdria, isto €, independente e identicamente distribuida e, ainda,
associada a alguma fungdo de distribuigao desconhecida. Com esta suposigéo
sendo satisfeita, a obtengéio da estatistica W do teste de Shapiro-Wilk é dada
conforme descrigdo que se segue.

Inicialmente, associa-se um vetor de varidveis aleatérias y, de modo

que cada elemento serd correspondente as amostras ordenadas do menor ao
maior valor, ou seja, X’ < X® .. < X®, em que X® denota a i-ésima estatistica

de ordem. Associando essa amostra ordenada ao vetor y, sua representagao €

dada por y, <y, <....<y,. Esta associagdo € explicada facilmente pela igualdade
yi=p+0X;, em que cada X; (i=1, 2, ..., n) tem distribuigdgo normal padriao com
média zero e varidncia 1.

Em seguida, calculam-se as quantidades:

D’ =§(Yi 3y =§(X(i) X )2 : (2.1.6)

k

b=z it (Yain1 i) | (2.1.7)

i=1
Definidas estas quantidades, € necessirio obter os valores dos
coeficientes {a,i). Estes valores foram tabulados pelos préprios autores em
fungdo do tamanho amostral. Posteriormente define-se o valor de k, o qual sera
utilizado na equagdo 2.1.7 de modo que para n par usa-se a expressao (2.1.8) e

para n impar a expresséo (2.1.9), respectivamente.



n
k=5 (2.1.8)
n

k=—~ (2.1.9)
Definido o valor de k, a equagdo (2.1.7) pode ser desenvolvida da
seguinte forma:

b=anA(yn ')’l)+"’+akj:2\(yk+2 Y) (2.1.10)

Sendo assim, a estatistica W do teste é definida por:

b’ _(Z”)

We—p =2
i=z'(yi"Y)z

Rejeita-se Hy caso o valor da estatistica W apresentar valor inferior ao

(2.1.11)

quantil apropriado a este teste. Dada a amostra, calculado o valor de W, o
préximo passo € determinar a distribuigdo nula de W ou os valores criticos para
determinados valores nominais de significincia com a finalidade de se realizar o
teste da hipétese nula de normalidade dos dados. Shapiro & Wilk (1965)
realizaram tabulagdes de valores criticos de W utilizando simulagio Monte

Carlo, alegando dificuldades de lidar analiticamente com a distribuigéo conjunta
de W devido a presenca de correlagdes entre valores ordenados. As
aproximagdes de Royston (1982, 1983 e 1995) sdo usadas para o célculo de
p-valores, relacionados as significancias observadas de W. E importante
ressaltar algumas propriedades relacionadas pelos préprios autores sobre a
estatistica W, sobre a qual afirmam que: W mantém-se invariante quanto 2
escala; no caso de as amostras serem provenientes de uma distribuigio normal,
fica evidente que a estatistica W depende somente do tamanho da amostra,
apresentando-se independente da média e varidncia; 0 méximo da estatistica W é

1 e o minimo € dado por na.zl(n-l).
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Como desvantagem, os autores apontam a aplicagdo desta estatistica em
grandes amostras (n>50), sendo que, neste caso, torna-se complexo obter ou
aproximar os valores referentes aos coeficientes a;; presentes no numerador.
Royston (1982) mostra que a aproximagao dos coeficientes dada por Shapiro &
Wilk (1965) é bastante insatisfatéria para n>50. Assim, para n>50 Royston
(1982) sugere uma aproximagdo por meio de suavizagdes polinomiais, ou seja,
aproximagdes numéricas do coeficiente a);, que requer o uso de coeficientes
especificos de polindmios para realizar a transformagdo.

Com o p-valor computado a decisao de rejeigdo ou ndo de Ho pode ser
tomada, comparando o valor obtido com o valor nominal da significancia o
adotado. O teste de normalidade conhecido como teste de Shapiro Wilk ¢
considerado um excelente teste, com poder superior ao de seus concorrentes na

maioria das situagdes e controle das taxas de erro tipo I sempre em consonéncia

com o valor nominal adotado, mesmo para pequenos valores de n.

e) Teste normalidade baseado nos coeficientes de simetria e curtose.

Para descrever o teste de normalidade baseado nos coeficientes de
simetria e curtose, Santos (2001) apresentou o uso dos momentos nio centrados
para a média estimados a partir dos dados amostrais, fazendo 1/n como
densidade para cada ponto amostral. Desta forma, pode-se definir o r-ésimo

momento amostral ndo centrado para média por:
- _Igu
m,—;ij (2.1.12)
=

Da mesma forma, em fungéo dos momentos ndo centrados sdo definidas

as seguintes estatisticas:
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Média: i,=0 (2.1.13)

Varincia: i, =, > (2.1.14)
Simetria: =, 3, 1, +2/’ (2.1.15)
Courtose: i, =, -4, i, +6m’Mm, -3’ (2.1.16)

Com base nestas estatisticas, os estimadores dos coeficientes de simetria

e curtose sdo definidos, respectivamente, por:

fiy
Jb=—% 2.1.17
| i ( )
b =:—“ 2.1.18
Pl (2.118)

A avaliagdo do grau de simetria pode ser dada por um teste baseado no
coeficiente de simetria, em que os niveis criticos para a estatistica (2.1.17)
podem ser encontrados em Pearson e Hartley (1966) para n>24. No caso de n
variando de 5 a 35, os niveis criticos sdo encontrados em D'agostinho e
Tietien (1973). A simetria serd a esquerda se a estatistica apresentar valor
negativo; caso o valor da estatistica seja positivo, a simetria ser4 a direita. Em
grandes amostras, os valores criticos podem ser obtidos com boa aproximagio,
usando como desvio da normal padrio a estatistica dada por:

z,=\Jb, [O1@O+3) (2.1.19)
6(n-2)

Valores criticos para o coeficiente de curtose (2.1.18) podem ser
encontrados em Pearson e Hartley (1966) para n>49 e em D'Agostinho e Tietjen
(1973) para n variando de 7 a 50. Em grandes amostras, os valores criticos para
o teste de achatamento da curva podem ser aproximados usando como desvio

normal a seguinte estatistica:
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2
Z,=(bz-3+ 6 J J(n+l) (n+3)(n+5) 2.1.20)
n+1 )\ 24n(n-2)(n-3)

Com base no estimador beta de curtose, valores de b, maiores que 3
indicam que a distribuigdo é mais afilada, com caldas mais baixas do que a
normal; valores menores que 3 indicam uma distribuigdo achatada no centro e

com caudas mais altas do que a distribui¢do normal.

f) Poder dos testes univariados.

Comparando os testes retromencionados por meio do poder Gibbons &
Subhabrata (1992), apresentaram os resultados obtidos por Kac et al. (1955) e
mostraram que o teste Kolmogorov-Smirnov (K-S), quando utilizado para testar
a normalidade e sob distribuigdes ndo normais, é assintoticamente mais
poderoso do que o teste de aderéncia qui-quadrado. Uma outra vantagem do
teste K-S apresentada pelos autores estd relacionado ao caso das amostras
pequenas, para as quais o teste K-S é melhor do que o teste de aderéncia
qui-quadrado.

Shapiro & Wilk (1965) compararam o seu teste (W) com outros testes
em relagdo ao poder, com base nas seguintes distribuigdes: xzm; xz(z); x2(4,; xz(w);
xz ndo central, Log-normal; Cauchy; Uniforme; Logistica; Beta (2; 1); Laplace;
Poisson (1) e Binomial (4; 0,5). Diante destas distribuigdes, o teste de aderéncia
qui-quadrado apresentou poder inferior em relagéo ao teste de Shapiro Wilk. Em
relagdo aos testes de simetria e curtose, 0s autores mostraram que apenas no caso
da distribuigdo logistica o teste de simetria apresentou poder superior ao teste de
Shapiro Wilk a mesma ocorréncia se deu para o teste de curtose, exceto para as
distribuigdes Cauchy; Uniforme; Logistica e Laplace. Devido a estes estudos
empiricos, atualmente o teste de Shapiro-Wilk é considerado o mais adequado

por apresentar alto poder e controle da taxa de erro tipo 1. -
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2.2-Teste normalidade multivariada.

Segundo Mecklin & Mundfrom (2000), os testes de normalidade
multivariado sdo classificados por trés aspectos: (a) procedimentos graficos e
coeficientes de correlagdo; (b) testes de validade de ajuste; e (c) e testes
baseados em medidas de simetria e curtose. Desta forma, nas segOes a seguir sdo
apresentados breves comentdrios, comparando vérios testes, sendo estes, uma
extensdo do caso univariado.

Em fungao de se ter verificado no presente trabalho que especificamente
os quantis do teste Q-Qplot para o caso multivariado tém relagdo com os quantis
de uma distribuigdo beta, sdo apresentadas, de forma sucinta as caracteristicas e

algumas propriedades dessa distribuigio com dois parametros.

a) Procedimentos grificos e coeficiente de correlacio.

Seguindo uma extensio do caso univariado vérios pesquisadores
apresentaram propostas com base nos grificos e correlagdes para verificar
normalidade multivariada. Healy (1968) sugerinv um método utilizando a
distdncia generalizada de Mahalanobis, definida em (2.1.21) para analisar a

normalidade multivariada.
—\' a-l —
=(¥,¥) Sy (¥:7) 2.121)
A distribuigso de r é aproximadamente qui-quadrado com p graus de
liberdade. Plotando a disténcia generalizada de Mahalanobis versus o quantil
esperado de uma x: pode-se obter uma aproximag@o linear de minimos

quadrados entre as duas varidveis, a qual sugere a presenca de normalidade
multivariada.
Singh (1993) estudou um procedimento que considera o coeficiente de

correlagdo do Q-Qplot obtido pelos valores observados ordenados da distancia



de Mahalanobis versus os quantis esperados da distribuicdo beta obtidos por
simulagdo. Assim foram obtidas as tabelas e os valores criticos para a estatistica
do teste. Posteriormente foi observado, por meio de uma simples inspegdo, que
os outliers multivariados influenciavam grandemente o valor calculado do
coeficiente de correlagdo da distribuigdo beta. Sendo assim, Singh (1993)
recomendou que os outliers deveriam ser removidos utilizando como medida a
distancia quadrada de Mahalanobis.

Uma outra proposta para a construgdo de um Q-Qplot foi apresentada
por Maronna (1976), pela qual eram obtidos estimadores robustos para o vetor
de médias e para a matriz de varidncia-covaridncia. Estes estimadores foram
denominados como estimadores (M.A). A utilizagio destes estimadores foi dada
no célculo da distancia quadrada de Mahalanobis robusta usada para estimar a
estatistica do teste de correlagio rq. Singh (1993) concluiu que a probabilidade
calculada por meio da distdncia generalizada robusta identificou melhor os
outliers e que a ndo remogdo destes outliers poderia inflacionar a matriz de
variancia-covariincia, levando a violar a estrutura de correlagdo. Um outro
resultado concluido por Singh (1993) em relagio aos estimadores M.A. foi que,
a utilizagdo destes estimadores no Q-Qplot é o melhor modo para identificar

observagdes problemadticas.

b) Testes para validade de ajuste.

A maioria dos testes para validade de ajuste tem como base sobre
fungdes da distribuicdo empirica. Estes testes, em geral, sdo derivados do caso
univariado. Seguindo essa derivagdo, Moore & Stubblebine (1981) realizaram a
extensdo do teste de aderéncia qui-quadrado para o caso multivariado.
Considerando tanto a questdo da homocedasticidade quanto a questio da
normalidade, Hawkins (1981) propds um teste baseado na estatistica do tipo de

Anderson-Darling, a qual, basicamente consistia em converter as distancias de



Mahalanobis em uma estatistica, cuja distribuigao seria Uniforme desde que os
dados multivariados fossem normais. Em relagio 2 estatistica do tipo
Kolmogorov-Smimov, Ward (1988) realizou a extensio deste teste para o caso
multivariado considerando as estatisticas de ordem das observagoes
multivariadas.

Entre os testes univariados que foram estudados no caso multivariado, o
mais critico talvez tenha sido a extensdo do teste de Shapiro-Wilk. O primeiro
autor a apresentar sua extensdo para o caso multivariado foi Royston (1983), o
qual propds calcular uma estatistica W; para cada varisvel, de modo que, cada
W; fosse normalizado mediante uma transformagio. Srivastava & Hui (1987)
criticaram a versdo multivariada do teste Shapiro-Wilk proposto por Royston
afirmando que a correlagio entre os dados originais e transformados nio estava
Justificada, e apresentaram uma extensdo alternativa para a estatistica do teste
Shapiro-Wilk que envolvia a técnica de componentes principais. Seguindo a
mesma critica feita pelos autores Srivastava & Hui ( 1987), Romeu e
Ozturk (1993) notaram problemas relacionados a esta correlagio. Mudholkar et
al. (1995) apresentaram uma outra versio multivariada para o teste Shapiro-
Wilk, o qual consistia em decompor o conjunto de dados em p varidveis
independentes, os p-valores relacionados a cada varidvel independente seriam

combinados de modo a formalizar a estatistica do teste.

c) Testes baseados em medidas de simetria e curtose.

Outra categoria para os testes de normalidade multivariado relaciona-se
as medidas de simetria e curtose. Mardia (1970) desenvolveu a extensdo
multivariada do teste univariado de simetria e curtose. Os coeficientes de

simetria e curtose foram, respectivamente, definidos por:

20



3

b.,,,:-]; » [(yﬂ)' S;,',p(yij-y)'] (2.1.22)

N ey e
1& e o2
b2.p = ;Z[( Yi 'Y) prp (Y| _y) :I (2.1.23)
i=l
A estatistica do teste de simetria e curtose € dada por:
nb,
A=—% (2.1.24)

{b,,-p(p+2)}

’ 8p(p+2) (2.1.25)
n

A estatistica do teste de simetria, tem uma distribui¢do assintética qui-

quadrado com p(p+1)(p+2)/6 graus de liberdade, enquanto a estatistica do teste
de curtose tem distribuigaio assintética normal padronizada.

Virios autores intensificaram os estudos em relagdo aos testes de
normalidade multivariada, entre eles Malkovich & Afifi (1973), generalizaram
as medidas de simetria e curtose univariada usando o principio de unido-
intersegdo. Srivastava (1984) desenvolveu um teste de simetria e curtose
utilizando técnicas de componentes principais para avaliar a normalidade
multivariada. Esse teste é muito similar ao teste proposto por Mardia (1970).
Bera & John (1983) mostraram que o teste proposto por Mardia (1975), relativo
a simetria e curtose multivariada, ndo sdo medidas que retratam puramente a
simetria e curtose multivariada. Este problema foi dado em fungdo das
correlagdes entre a simetria e curtose. Horswell & Looney (1992) questionaram
o termo “diagn6stico” de simetria e curtose. Esta critica foi feita em funcéo de
que os autores verificaram que o teste de simetria é dependente da curtose.
DeCarlo (1997) verificou que, de modo geral, os testes envolvendo o vetor de

médias sdo mais sensiveis ao efeito de simetria, enquanto os testes envolvendo
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matrizes de covaridncia sdo mais sensiveis aos efeitos de curtose. Assim

confirmaram-se os estudos feitos por Mardia et.al. (1979).

d) Poder dos testes de normalidade multivariada.

Em geral, a comparagio do poder de testes multivariados via simulagio é
realizada para avaliar um novo teste com vérias alternativas existentes.
Infelizmente o processo de simulagdo acaba sendo uma parte minoritdria do
trabalho. Muitas vezes, nas simulagdes, consideram-se apenas as situacdes de
normalidade bivariada. Uma outra dificuldade encontrada ¢ a impossibilidade de
testar uma ampla gama de distribuigdes ndo normais, sendo assim, os estudos de
poder limitam-se a uma categoria particular de testes ou consideram apenas os
mais populares e promissores.

Entre os testes estudados, Ward (1988) comparou o poder dos testes de
simetria e curtose de Mardia (1970), a extensdo do teste de Shapiro-Wilk
proposto por Malkovich & Afifi (1973), a extensdo do teste de Anderson-
Darling proposto por Hawkins (1981) e a extensio do teste Kolmogorov-
Smimov feita por Ward (1988), obtendo os seguintes resultados. O teste de
simetria e curtose de Mardia, o teste Hawkins e a extensdo do teste de Anderson-
Darling s@o os mais poderosos. Nenhum dos testes estudados apresentou boa
performance quando considerou a distribuigio multivariada t-student, pois esta
apresenta pequenos desvios de um modelo normal multivariado. Em relagiio ao
nimero de varidveis, verificou-se que o poder do teste de Malkovich & Afifi
(1973) diminuiu de acordo com o aumento do mimero de varidveis, ao contrério
dos resultados anteriormente observados por Mardia (1970). Em relagdo a
estrutura de correlagdo, foi observado que o poder destes testes supostamente foi
influenciado pela estrutura de correlagdo, como apontado por Ward (1988),

supostamente por meio do determinante da matriz de covariancia.
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e) - Distribuicao Beta.

Em fun¢do dos quantis do teste Q-Qplot generalizado para o caso
multivariado seguirem uma distribuigao beta, € de grande importancia apresentar
a mesma seguida de algumas propriedades. Desta forma, a varidvel aleatéria X,
com pardmetros a e b, cuja notacdo € dada por X-~beta(a,b) tem funcdo
densidade dada por :

*A+x)?

Bla.t]

Em que, a > 0 e b > 0. Esta condigcido nos pardmetros é importante para

fx (x) = ](0,1)(x) (2.1.26)

definir a distribuigdo beta. Para o caso de a=b=1 a distribuicdo beta se resume na
distribuicdo uniforme.
A fungdo B(a,b) € definida por :

T'(a)T(b) _(a-1)Y(b-1)!
I(atb)  (a+b-1)!

|
B(ab)=[x*'(1-x)"'dx = : (2.1.27)
0

Paraaeb>1
Em que esta igualdade na integral é simplificada pela propriedade da

fungdo gama, de modo que
I'(a)= fe"x“"dx=(a—l)l‘(a—l) (2.1.28)
Assim, I'(a) = (a-1) I'(a-1) e para alguns valores especiais tem-se:
r(0)=0; I)=1 ¢ T1/2)=7.

A média e a variancia, respectivamente, sao dadas por:

a
W=7 b>1 (2.1.29)

o= a(a+b-1)

= (b-] )2(b_2) ’ (2.1 .30)
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Entre as propriedades da fungdo beta, as mais comuns e muito utilizadas
para simplificar resolugbes de integrais sdo: B(1,1)=1; p(1/2,1/2) =n. A geragdo
de nimeros aleatérios para a distribuigdo beta, basicamente consiste em inverter

a fungio de distribuigdo.

3 - METODOLOGIA

Para realizar a extensdo do teste de normalidade, baseado no coeficiente
de correlagdo do grifico de probabilidade, para o caso multivariado, foram
realizadas simulagoes Monte Carlo considerando diferentes tamanhos de
amostras e diferentes niimeros de varidveis. Inicialmente, foram estendidas as
tabelas do teste univariado apresentado por Jonhson & Wichern (1988) para
outros tamanhos amostrais ndo contemplados pelos autores até 5.000.
Posteriormente, estendeu-se o teste da correlagio Q-Qplot, para o caso
multivariado, considerando que o nimero (p) de variaveis foi definido por
p = 2(1)10. Obedecendo a restrigao n-p+1, esta restri¢io foi necessaria devido as
operagbes matriciais apresentarem singularidade quando a amostra é muito
pequena em relagdo ao nimero de varidveis. Sendo assim, os tamanhos
amostrais considerados foram: i) n=2(1)30; 30(5)50; 50(25)100; 100(50)500;
para o caso multivariado e ii) n=3(1)30; 30(5)85; 85(25)500; 1000; 1.500; 2.000
e 5.000 para o caso univariado. Numa segunda etapa, o poder deste teste foi
avaliado em simulagdes Monte Carlo, considerando as distribuicdes
Exponencial, Normal, Uniforme e Gama e comparando-as com os testes de

normalidade baseados nos desvios de simetria e curtose.
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3.1- Obtencao dos Quantis univariados Q-Qplots.

Sem perda de generalidade, foram simuladas amostras de tamanho n de
populagoes normais com média p=0 e variancia o’=1. Considerando a amostra
X, X5,....X, uma amostra simulada desta distribuigdo, foi obtido o coeficiente de
correlagdo Q-Qplot (ry). Os valores X, j=1,2,..., n foram simulados utilizando a
fungdo RANNOR do programa SAS, Versao 6.12 (1989).

Os valores das X; amostras foram ordenados em ordem crescente,
resultando na amostra ordenada X1y, Xe2),.--»X(). As probabilidades acumuladas

correspondentes a um determinado quantil amostral ordenado X, foi dado o

i—3
(—n ] (3.1.1)

Em seguida foram obtidos os quantis da distribuicdo normal padrao q(j),

valor:

correspondentes a cada valor X(j), j=1, 2, ..., n. Esses quantis foram obtidos por:

-4 Eu‘) 1 z’
= — —_—— d 1.
( n ) \/EI_Z- exp( 2 J ¢ 3.12)

Esse valor foi obtido com o uso da fungdo probit(Argumento) do

programa SAS versdo 6.12. O argdmento utilizado dessa fungdo foi o quantil
definido em (3.1.1). O valor retornado é o valor da inversa da funcdo de
distribuicdo normal padrio, F(z).

Em seguida, correlag@o rq foi obtida em seguida por:



n n
n ZX qum
_ J=| j=|
un)X S T —
r =— s "
q - —

iq(,, [ii_z-rzxm (;X J (3.1.3)
J_ J

Jj=1
Para cada tamanho amostral n foram repetidos 45.000 vezes os processos

descritos anteriormente. Dessa forma, 45.000 valores de r, foram obtidos,
ordenados e os percentis 1%, 5% e 10% foram gerados e tabulados. Esses
percentis correspondem aos valores criticos para o teste de normalidade

baseados na correlagdo Q-Qplot.

3.2 - Obtencio dos quantis multivariados Q-Qplots.

ApGs extensivos testes para populagdes normais com diferentes médias,
estruturas e padrbes de covarifincia, constatou-se, por meio das simulagbes
realizadas, que a escolha desses fatores ndo influenciavam no teste, entdao, sem
- perda de generalidade foram consideradas populagdes com vetores de médias
nulos (1:1=Q, px1) e matriz de covaridncia X = I (Identidade pxp). Nesses casos,
foram considerados os mesmos tamanhos de amostras nas p dimensées
mencionadas anteriormente. Para cada valor de p e de n foi gerada a amostra

X X5, X, » sendo, X, um vetor de dimens3o px1, j=1,2,....,n. Como as p
varidveis eram nao correlacionadas X = 1 e com a mesma média p=0, utilizou-

se a fungdo RANNOR para simular cada valor Xj, i=1,2,....p € j=1, 2,...n
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Em seguida estimou-se o vetor de médias e a matriz de covariincia foi

definida por:
n X
a le =1 3.2.1)
- n
n-1

No préximo estagio, calculou-se a distdncia quadrética, entre cada

realizagdo amostral, X jpea média X foi dada por:

d?=(X,-X) $"(X;-X), j=12,..n (3.2.3)

De acordo com Johnson & Wichern (1988), a distdncia quadrética de
(3.2.3) tem uma distribuicéo assintética de qui-quadrado com v=p graus de

liberdade. Assim, a determinagéo do coeficiente de correlagdo Q-Qplot foi feita

inicialmente ordenando-se as distdncias quadréiticas dfi) e obtendo-se
2 2 2
d('), d(z)’ vo-’d(n) .
Para cada valor de d(zj), ¢ obtido o quantil da distribuigdo de qui-

quadrado com v=p graus de liberdade (q), considerando as probabilidades

acumuladas correspondentes dada por (3.2.4). Entio,

1 %Y
———y*le%dy, y>00
yrerdy (3.2.4)
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Esses valores dos quantis da distribuicio de x* com v=p graus de
liberdade foram obtidos com o comando CINV do programa SAS versio 6.12,

cujo argumento foi (3.2.4). A correlagdo Q-Qplot r, foi obtida por:

> e,
ZJq—d———— ‘/—;Jq_

j-

_iqo (;\/@) -ridz (Z\[ET (3.2.5)

Um total de 25.000 reamostragens foi realizado e um niimero

equivalente de valores r, foi obtido para gerar a distribuigio de Monte Carlo
dessa estatistica. Os quantis 1%, 5% e 10% foram obtidos apés a ordenagdo dos

valores de r,.

3.3- Avaliagio do poder do teste de normalidade.

Para avaliar o poder do teste foram simuladas 36 situagbes. Cada uma
dessas situagdes foi resultado de uma configuragdo de uma combinagio fatorial
" do mimero de varidveis, tamanho de amostra e distribuigso da populagso. Assim,
foram considerados os valores de p=1, 2, 6 e 10. No caso univariado, os
tamanhos das amostras foram iguais a n=3, 20 e 100. Em relagdo ao caso
multivariado os tamanhos amostrais considerados foram n=15, 25 e 100. Os
tamanhos amostrais fixados para avaliagz“ib do poder, seja no caso univariado ou
multivariado, caracterizaram-se, respectivamente, por amostras de tamanho
pequeno, intermedidrio e grande. As distribuigdes multivariadas foram geradas a

partir das distribuigdes univariadas uniforme, gama e ‘exponencial. Para a
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geragdo dessas distribui¢des, considerou-se a matriz de covariancia entre as p

varidveis com a seguinte estrutura:

1 p p° p™!
p-2
pr PP PP ]

Em que p foi especificado com o valor 0,5
O teorema da probabilidade integral foi aplicado e os valores das

distribuicdes foram gerados. Inicialmente um nimero aleatério uniforme U(0, 1)

foi gerado com a fungdo RANUNI. Para cada distribuigdo um vetor Z,

contendo os valores Z; gerado por: Zi,-=F'(U)

Em que F'(.) é a inversa da fungdo de distribuigdo de cada distribuigio
considerada. Para o caso uniforme a F' ¢ a prépria fung@o de distribuigao. Para a
distribuigdo exponencial com parametro 0=1, a F'(.) é dada por:

F‘(U)=i':¥=—lnw) 332)

Para a distribuigio Gama, foi utilizada a fungdo gaminv(U,a),do
programa SAS, versdo 6.12, sendo que, U e a, respectivamente, correspondem
aos parametros probabilidade e dispersao utilizados para obter os valores de Z;.
Para gerar as distribuigbes multivariadas correspondentes a estrutura de
covaridncia X, considerando 6’=1 e p=0, foi realizada a transformagéo linear
singular X; = I'Z; + p = I'Z; em que T € o fator de Cholesky da matriz £ da
decomposigdo Z=IT".

Gerada uma amostra aleat6ria, foi aplicado o teste de normalidade
proposto considerando os quantis rq, obtidos em 3.1 e 3.2 e também o0s testes de

normalidade baseados em simetria e em curtose de Mardia (1970). O processo

foi repetido 10.000 vezes e a proporgio de vezes que Ho: distribuigao normal p-
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variada foi rejeitada foi computada. Essa proporgdo refere-se ao poder do teste,
uma vez que a distribuigdo real simulada ndo era normal. Os poderes do teste de
normalidade baseados em r, e nos desvios de simetria e curtose foram

comparados entre si.

4 - RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 - Quantis do Q-Qplot.

Os resultados descritos nas tabelas 4.1.1 e 4.1.2, especificamente para o
caso univariado, referem-se a uma expans@o dos quantis para amostras maiores
referente ao teste do coeficiente de correlagdo rq apresentado por Johnson &
Wichern (1988). O programa SAS, utilizado para a obtengdo destes quantis, &
apresentado no Anexo (1). A execugdo deste programa, para obtengio de novos
quantis para amostras maiores que 5.000, consiste em apenas definir um valor
para o tamanho da amostra, sendo este definido no programa pela varidvel n.

No caso multivariado, os resultados obtidos sio apresentados nas t: ‘as
4.1.3 a 4.1.11, de modo que, cada tabela refere-se ao niimero de vandive;
em que p=2,..,10. Conforme o aumento do nimero de vari4veis, os guant
" obtidos para as amostras, restritos 4 condigdo n-p+1, sofreram uma redugo.
Esta restricio foi necessiria devido as operagdes matriciais envolvidas no
processo, sendo que a matriz de varidncia e covaridncia tinha que ser invertida.
Se n-p+1<0, entdo essa inversa ndo serd unica devido a um problema de
estimabilidade. 4

Em relag@o ao coeficiente de correlagdo rq, utilizado no programa para
obtengdo dos quantis no caso multivariado, conforme o Anexo (2), este sofreu
uma alteracdo, de modo que, para cada termo pertinente ao coeficiente de

correlagdo, foi extraida a raiz quadrada. Desta forma, definiu-se uma alternativa



para o célculo do coeficiente de correlagio ry para o caso multivariado. Esta
alteragdo na forma original do coeficiente de correlagio r, foi justificada por
extensivas simulagdes, pois o objetivo é aproximar os quantis em uma reta de
minimos quadrados, e sendo estes quantis provenientes de uma distincia
quadritica (distdncia generalizada de Mahalanobis), € conveniente atenuar este
efeito ndo linear extraindo a raiz quadrada destas distincias. Um outro fato que
levou a fazer esta modificacdo foi resultante do estudo do poder deste teste,
confrontado com o teste de simetria e curtose. Com esta alteragao, o teste de
correlagdo ry mostrou-se mais poderoso.

A execugdo deste programa para a obtencdo de quantis no caso de
amostras maiores que 500 consiste em definir um valor para o mimero de
varidveis e tamanho da amostras, sendo estes representados no programa
descrito pelo Anexo (2), pelas varidveis p e n. Ressaltadas estas observagdes,
seguem abaixo as tabelas com os respectivos quantis que permitirdo aos usudrios

desse teste de normalidade testar a hipétese nula.



TABELA 4.1.1 - Quantis para o teste coeficiente de correlagio rq definido
para as amostras n=3 até n=30 — caso univariado.

n 0,01 0,05 0,1 n 0,01 0,05 0,1

3 08228 08613 08907 17 09180 09448 0,9548
4 08255 0868 08945 18 09235 09470 09570
5 0829 08808 09031 19 09253 0,9491 0,9580
6 08413 08900 09116 20 0928 09511 0,9602’
7
8
9

08521 0,8991 09182 21 09312 09527 0,9618

08646 09063 09239 22 09342 09548 0,9632

0,8750 09133 09299 23 09361 09561 09644
10 08813 09189 09347 24 09378 09577 0,9653
11 08894 09248 09387 25 09407 0,9589 0,9664
12 0,8952 09279 09419 26 09413 09600 0,9675
13 09022 09326 09455 27 09443 09613 0,9685
14 09051 09359 09479 28 0,9457 0,9626 0,9693
15 09103 09394 09506 29 09480 0,9638 0,9703
16 09166 09419 09529 30 09485 09645 09710
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TABELA 4.1.2 — Quantis para o teste coeficiente de correlagao rq definido

para as amostras n=35 até n=5000 — caso univariado.

n 0,01 0,05 0,1 n 0,01 0,05 0,1
35 09548 0,9688 0,9744 225 09916 09938  0,9948
40 09594 09719 09770 250 09922 09944  0,9953
45 09638 09747 09791 275 09929 0,9949  0,9957
50 09686 09768 09808 300 09935 09952  0,9960
55 09698 09786 09823 325 09940 0,9956  0,9963
60 09723 09802 09835 350 09943 09959  0,9965
65 09740 09815 09847 375 09947 09961  0,9967
70 09755 09827 0,9856 400 09950 09964  0,9969
75 09767 09836 09865 425 09953 09966 09971
80 09779 09846 09872 450 0,9956 0,9967  0,9972
85 09793 09853 09878 475 09958 09969 0,9974

100 09822  0,9873 0,9894 500 0,9960 09970  0,9975
125 0,9854  0,9895 0,9913 1000 0,9979 0,9984  0,9986
150 09876 09911 0,9926 1500 0,9985 0,9989  0,9991
175 09893  0,9922 0,9935 2000 0,9985 09992  0,9993
200 0,9876 09911  0,9926 5000 0,9995 09996  0,9997
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TABELA 4.1.3 - Quantis para o teste coeficiente de correlagéo ry para o

caso multivariado (p=2).

n 001 005 01 n_ 001 005 0,1
4 07577 07905 08175 25 09454 09617 0,968
5 07774 08501 08770 26 09474 09629 09695
6 08294 08808 09022 27 09477 09637 09704
7 08395 08933 09140 28 09503 009646 09709
8 08577 09034 09225 29 09518 009655 09717
9 08709 09116 09289 30 0958 09666 09725
10 08815 09197 09351 35 09578 009705 09755
11 08928 09251 09395 40 09617 09732 09780
12 08994 09311 09438 45 09654 009759 09804
13 09070 09351 09477 50 09675 009779 09818
14 09127 09388 09501 75 09764 0,839 09868
15 09176 09428 09532 100 09817 009874 00898
16 09225 09446 09547 150 09867 09912 09927
17 09262 09482 09575 200 09900 09931 09943
18 09297 09503 09590 250 09918 09943  0,9954
19 09328 09523 09607 300 09930 09952 09961
20 09345 09544 09622 350 09939 09958  0,9965
21 09382 09556 09637 400 09947 009963 09969
22 09398 09574 09648 450 09952 09967 09972
23 09416 09589 09663 500 09956 09970 0,9975
24 09440 09599 09675
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TABELA 4.1.4 — Quantis para o teste coeficiente de correlagio rq para o

caso multivariado (p=3).

n 0,01 0,05 0,1 n 0,01 0,05 0,1
4 - - - 25 09453 09615 0,9680
5 07261 07590 07815 26 0,9465 09625 0,9690
6 08021 08452 08669 27 09475 09639 0,9702
7 08260 08776 08971 28 09507 09649 09711
8 08476 08933 09129 29 09521 09659 09719
9 08626 09038 09214 30 09530 09665 09724
10 08732 09113 09286 35 09595 09711 09759
11 08857 09206 09355 40 09638 09743 0,9786
12 0,8933 09261 09402 45 0,9668 09764 0,9804
13 08999 09317 09444 50 09694 09782 0,9819
14 09086 09369 09487 75 10,9786 09847 09873
15 09144 09401 09513 100 09830 0,9880 0,9900
16 09180 09433 0,9538 150 0,9883 0,9916 0,9930
17 09236 09465 0,9563 200 09908 0,9935 0,9946
18 09264 0,9488 0,9580 250 0,9922 09945  0,9955
19 09303 09508 0,9597 300 09932 09954 0,9962
20 09333 09533 09618 350 0,9942 0,9960 0,9967
21 09374 09559 0,9638 400 09949 0,9964 0,9970
22 09392 09571 09648 450 0,9954 0,9968  0,9973
23 09429 09590 09661 500 09958 09971  0,9976
24 09432 09599 0,9670
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TABELA 4.1.5 - Quantis para o teste coeficiente de correlagio Iq para o

caso multivariado (p=4).

n 001 0,05 0,1 n 0,01 0,05 0,1

4 - - - 25 09438 09603 0,9672
5 - - - 26 09453 09615 0,9681
6 06992 07358 07642 27 09479 09632 0,9698
7 07957 08361 08562 28 09491 09640 0,9703
8§ 08241 08716 08924 29 09506 09648 09711
9 08468 08916 09102 30 09537 09663 0,9722
10 08611 09028 09207 35 09583 09705 0,9756
11 08737 09121 09287 40 09632 09737 0,9782
12 08846 09208 09348 45 09662 09760 0,9801
13° 08948 0,9270 09409 50 09691 0,9780 0,9818
14 09026 09318 09440 75 09783 09848 0,9873
15 09087 09360 09474 100 09831 09881  0,9900
16 09152 09400 09510 150 09881 09916 0,9930
17 09189 09438 0,9535 200 0,9909 09935 0,9946
18 09231 09465 09564 250 09925 0,9947 0,9955
19 09272 09489 0,9580 300 0,9937 09954  0,9962
20 09300 09514 09602 350 09944 0,9960 0,9967
21 09327 09535 09617 400 0,9950  0,9965 0,9970
22 09365 09557 09634 450 0,9955 0,9968 0,9973
23 09392 09574 09649 500 09959 09971 09976
24 09414 09590 0,9660
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TABELA 4.1.6 - Quantis para o teste coeficiente de correlagio rq para o

caso multivariado (p=3).

n 001 0,05 0,1 n 0,01 0,05 0,1
4 - - - 25 09427 09586  0,9660
5 - - - 26 09444 0,9604 09674
6 - - - 27 09468 09621  0,9685
7 0,678 07196 0,7497 28 09471 0,9633  0,9695
8 07830 08247 08472 29 09506 0,9644 0,9705
9 08259 08667 0885 30 09508 09654 0,9712
10 08450 08885 09069 35 09580 09702 0,9751
11 08618 09024 09190 40 09628 09733 0,9779
12 08749 09118 09277 45 09657 09759 09798
13 08849 09192 09334 50 09693 09779 09817
14 08970 90,9255 09391 75 09781 09846 09870
15 09012 09311 09442 100 09836 0,9880  0,9899
16 09019 09361 09476 150 0,9882 09916 0,9929
17 09140 09398 09511 200 09907 0,9934  0,9945
18 09193 09430 0,9537 250 0,9925 09946  0,9955
19 09227 09466 0,9563 300 0,9936 09954 0,9961]
20 09266 0,9487 0,9583 350 09945 0,9960 0,9967
21 09314 09516 09604 400 09951 09965 0,9971
22 09330 09535 0,9620 450 09956 0,9968 09973
23 09368 09555 09635 500 09960 0,9971 0,9976
24 09391 09572 0,9651
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TABELA 4.1.7 - Quantis para o teste coeficiente de correlagio Iy parao

caso multivariado (p=6).

0,01 0,05 0,1 n 0,01 0,05 0,1

- - - 25 09392 09570 0,9649

- - - 26 09415 09587  0,9660

- - - 27 09427 09598 0,9670

- - - 28 09469 09618 0,9686
0,6620 0,7098 0,7417 29 10,9480 09634  0,9698
0,7777 0,8193 0,8425 30 09495 09641 09704
10 08233 0,8630 08825 35 09563 09686 09742
11 08446 0,8857 09040 40 09617 09726 09772
12 08626 09010 09175 45 09654 09752 0,9796
13 08757 09109 09265 50 09692 09776 09814
14 08861 09189 09338 75 09788 09847 0,9800
15 0,8922 09255 09391 100 09833 09880 0,9899
16 09026 09312 09430 150 09880 0,9915 0,9929
17 09066 09353 09473 200 09906 09934 0,9945
18 09131 09394 09508 250 09926 09946 0,9955
19 09175 09426 09535 300 09937 09955 0,9962
20 09225 09457 09559 350 0,9945 09960 0,9967
21 09274 09491 09582 400 0,9952 09965 0,9971
22 09304 09511 09601 450 0,9956 09969 0,9974
23 09334 09535 09620 500 09960 09971 0,9976
24 09360 09549 09632

-2 IS - 7 N
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TABELA 4.1.8 - Quantis para o teste coeficiente de correlagio rq para o

caso multivariado (p=7).

n 0,01 0,05 0,1 n 0,01 0,05 0,1
4 - - - 25 09357 09555 0,9634
5 - - - 26 09403 09578 0,9653
6 - - - 27 09412 09587 0,9663
7 - . - 28 09435 09602 0,9674
8 - - - 29 09459 09618 0,9688
9 06509 07039 0,7387 30 0,9481 09630 0,9694
10 0,7713 08127 08366 35 09558 09683 09738
11 08196 0,8604 0,8798 40 0,9609 09721 0,9770
12 0,8450 08841 09016 45 09649 09750 0,9791
13 0,8633 08997 09163 50 09690 09772 0,9810
14 08730 09099 09254 75 10,9783 09843  0,9869
15 08864 09188 09328 100 09836 09878 -0,9898
16 08949 09253 09389 150 0,9883 09915 09928
17 09045 09320 09436 200 0,909 0,9934 0,9945
18 09071 09357 09475 250 0,9926 0,9947 0,9955
19 09151 09395 09503 300 09938 0,9955 0,9962
20 09190 09427 0,9532 350 0,9945 0,9960 0,9967
21 09218 09459 09558 400 0,9951 09965 09970
22 09260 09488 09579 450 0,9957 0,9968 0,9973
23 09300 09513 09604 500 0,9960 09971 0,'99.76
24 09340 09530 0,9618
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TABELA 4.1.9 — Quantis para o teste coeficiente de correlagao rq para o

caso multivariado (p=8).

n 0,01 0,05 01 n 001 0,05 0,1
4 - - - 25 09314 09531 0,9617
5 - - - 26 09359 09551 0,9632
6 - - - 27 09390 09568 0,9647
7 - - - 28 09408 09584 0,9658
8 - - - 29 09435 09603 0,9675
9 - . - 30 09458 09618  0,9687
10 06452 0,7018 07385 35 09537 09673 0,9729
11 07630 08079 08341 40 09601 09715 09764
12 08168 08569 08773 45 09640 09743 0,9788
13 08412 08816 09007 50 09679 09771 0,9808
14 08606 08973 09143 75 09779 09841 0,9867
15 08735 09083 09239 100 09830 0,9877 0,9896
16 08840 09177 09320 150 0,9883 0,9914 0,9928
17 08932 09251 09387 200 09910 09935 0,9945
18 095022 09299 09427 250 09924 09946 0,9954
19 0909 09352 09466 300 09938 09954 0,996]
20 09136 09394 09500 350 0,9945 0,9960 0,9966
21 09181 09424 09531 400 0,9951 09965 0,9970
22 09236 09461 09556 450 0,9957 09968 0,9973
23 09264 09483 09577 500 09961 09972 09976
24 09307 09511 09601
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TABELA 4.1.10 - Quantis para o teste coeficiente de correlagdo rq para

o caso multivariado (p=9).

n 0,01 0,05 0,1 n 0,01 0,05 0,1

4 - - - 25 09303 09509 0,9600
5 - - - 26 09333 09535 10,9618
6 - - - 27 09363 09556 0,9634
7 - - - 28 09397 09571 0,9649
8 - - - 29 09418 09589  0,9665
9 - - - 30 09432 09603 0,9673
10 - - - 35 09515 09663 0,9723
11 06378 0,6960 07332 40 09586 09706 09757
12 0,7629 0,8070 0,8327 45 09637 09739 0,9784
13 08128 08541 08755 50 09670 09764  0,9805
14 08405 08798 0,8985 75 09769 09840  0,9866
15 08587 0,8959 09128 100 09826 09875 0,9896
16 08735 09083 09236 150 0,9882 0,9914  0,9928
17 08835 09175 09318 200 09909 09934 09944
18 0,8960 09247 09377 250 0,9926 09946 0,9954
19 09012 09297 09420 300 09938 09955 0,9962
20 09097 09349 09463 350 0,9946 0,9960 0,9966
21 09146 09397 09508 400 09951 09964 0,9970
22 09193 09427 09534 450 0,9955 0,9968  0,9973
23 09240 09457 09556 500 09960 09971 09976
24 09268 0,9485 10,9579
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TABELA 4.1.11 - Quantis para o teste coeficiente de correlagdo rq para o

caso multivariado (p=10).

0,01 0,05 01 n 001 0,05 0,1

n
4 - - - 25 09274 09484 0,9580
5 - - - 26 09310 09506 0,959
6 - - - 27 09327 09528 09616
7 - - - 28 09364 09553 09632
8 - - - 29 09377 09572  0,9649
9 - - - 30 09400 0,9581 0,9656
10 - - - 35 09500 0,9652 09715
11 - - - 40 09578 09702 0,9753
12 06317 0,6953 0,7329 45 09616 0,9730 0,9776
13 0,7539 0,8043 0,8306 50 0,9666 09760 0,9800
14 08093 08531 08746 75 09770 0,9836 0,9863
15 08409 0,8806 08907 100 0,9828 09876 0,9896
16 08586 08963 09123 150 0,9881 0,9913  0,9927
17 08750 0,9087 09242 200 09910 0,9933 0,9944
18 08837 09171 09314 250 09926 0,9946 0,9955
19 08925 09239 09372 300 09936 0,9954 0,9961
20 09015 09296 09426 350 0,9944 0,9960 0,9966
21 09069 09339 09460 400 0,9953 0,9965 0,9970
22 09124 09387 09494 450 0,9956 0,9968 0,9973
23 09194 09425 09526 500 09960 09971 0,9976
24 09241 09455 0,9555
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4.2 — Taxa de erro tipo 1

Para avaliar o teste coeficiente de correlag@o 1, inicialmente verificou-se
o controle da taxa do erro tipo I, com valores nominais fixados em 1%, 5% e
10%, seja para o caso univariado ou multivariado, condicionados aos tamanhos
amostrais mencionados anteriormente em {(3.3). Obviamente, a realizagdo deste
procedimento foi feita utilizando a distribuicdo normal. O fato de usar a
distribui¢do normal como referéncia para o estudo do controle da taxa de erro
tipo 1 é justificado, principalmente pela derivagio do teste do coeficiente de
correlag@o 1 ser baseada nessa distribuigdo. Também foram aplicados os testes
de normalidade baseados nos desvios de simetria e curtose, para fins de
comparagdo das taxas de erro tipo 1 dessas alternativas com o teste proposto. E
oportuno enfatizar que o teste da correlagdo rq possui o tamanho nominal igual
ao valor de o, uma vez que o mesmo foi construido sob a condigdo de
normalidade univariada ou multivariada por meio de simulagdo Monte Carlo.

No caso univariado (Tabela 4.2.1[p=1]), para amostras pequenas n=3, os
testes de normalidade baseados em desvios de simetria e de curtose
apresentaram valores nulos. Este resultado j4 era esperado devido as limitagdes
assintéticas desses procedimentos. Sendo assim, pode-se apontar uma primeira
vantagem do teste coeficiente de correlagao ry, uma vez que o teste proposto
para este tamanho amostral controla, por construgéo, a taxa de erro tipo I. Esse
controle apresenta pequenas distor¢des dos valores nominais causadas pelo fato
de o processo de Monte Carlo ser aleatério. Desta forma, verifica-se que o teste
do coeficiente de correlagéo rq € apropriado, mesmo nas situagdes de pequenos
tamanhos amostrais. Para as amostras de tamanho intermedidrio, ou seja, n=20
os testes de simetria e curtose apresentaram valores referentes ao controle da
taxa de erro tipo 1 menores do que as correspondentes taxas nominais,

caracterizando-se conservativos para todos os valores nominais. Para as



amostras de tamanho n=100, todos os lestes em estudo apresentaram valores
referentes a taxa de erro tipo 1, com valores considerados idénticos aos valores
nominais fixados. A diferenga entre as probabilidades empiricas referentes ao

controle da taxa de erro tipo I com o valor nominal é devida ao erro de Monte

Carlo.
TABELA 4.2.1 - Taxa do erro tipo I (p=1) para o caso univariado
e bivariado (p=2).
p=1 p=2
n=3 n=15
ns. sim. curt. Iy ns. sim.  curt g

0,01 0,0000 0,0000 0,0074 0,01 0.0024 0.0002 0.0095

0,05 0,0000 0,0000 00512 0,05 0,0202 0,0013 0,0500

0,10 0,0000 0,0000 0,1000 0,10 0,0425 0,0048 0,0972
n=20 - n=25§

0,01 0,0075 0,0063 0,0097 0,01 0,0078 0,0021 0,0099

0,05 0,0314 0,0159 0,0510 0,05 0,0312 0,0092 0,0543

0,10 0,0614 0,0249 0,1019 0,10 0,0604 0,0207 0,1012
n=100 n=100

0,01 0,0010 0,0143 0,0095 001 0,0127 0,0101 0,0103

0,05 0,0441 0,0323 0,0501 0,05 0,0498 0,0316 0,0525

0,10 0,0891 0,0601 0,0991 0,10 0,0922 0,0680 0,1038

Em relagdo ao caso multivariado, inicialmente foi verificado o controle

da taxa de erro tipo I para situagdo bivariada, isto €, para p=2. Desta forma, por
meio de os resultados apresentados na Tabela 4.2.1[p=2), verificou-se que néo
houve nenhum desvio das taxas de erro tipo I do teste ry em relagdo aos valores
nominais correspondentes em todas as situagdes de tamanhos amostrais.
Entretanto, um importante resultado foi observado para o teste de curtose, o qual

apresentou taxas bem inferiores aos valores nominais para as amostras menores,
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ou seja, para n=15 e n=25. Da mesma forma, o teste de assimetria mostrou-se
conservador para pequenas amostras. Porém, esse efeito foi de menor magnitude
do que o do teste baseado em desvios de mesocurtose. O teste de curtose tendeu
a igualar os valores nominais para amostras maiores (n=100) e niveis nominais
menores (0=1%). Para niveis nominais de 5 ou de 10%, ainda, permaneceu
conservador para esse tamanho de amostra. Esses resultados sao coerentes com
os apresentados por Santos (2001).

Em relagio ao niimero maior de varidveis, o controle da taxa de erro tipo
I foi analisado para p=6 e p=10 (Tabela 4.2.2). Para n=15, com o aumento do
nimero de varidveis de 6 para 10, o teste de simetria apresentou uma leve
tendéncia em reduzir a taxa de erro tipo 1 para todos os valores nominais e
dentro de um mesmo valor nominal de significincia. Isso resulta em um maior
conservadorismo do teste, o qual cresce a medida que o nimero de varidveis
aumenta. Um maior tamanho de amostra se torna necessério quando o nimero
de varidveis é maior. Em relagao ao teste de curtose, o efeito foi o contrério, ou
seja, a partir do valor nominal fixado em 5% houve uma *“explosdo” nas taxa de
erro tipo 1, resultando em valores bastante superiores aos valores nominais
fixados, principalmente para amostras menores € maiores quantidades de
varidveis (p=10). Em relag@o ao teste coeficiente de correlagdo ry, 0 mesmo foi
invariante com o aumento do mimero de varidveis e independente dos tamanhos
de amostras utilizados, propiciando praticamente taxas de erro tipo I similares as

nominais, salvo erros de Monte Carlo, como ja era esperado por construcao.



TABELA 4.2.2 - Taxa do erro tipo I para o caso multivariado.

p=6 p=10
n=15 n=15
ns. sim. curt. g ns. sim. curt. wlq

0,01 0,0000 0,0000 0,0087 0,01 0,0000 0,0000 0,120

0,05 0,0003 0,0062 0,0504 0,05 0,0000 0,3862 0,0530

0,10 0,0019 0,1155 0,0995 0,10 0,0000 0,8536 0,0949
n=25 n=25

0,01 0,0025 0,0000 0,0096 0,01 0,0002 0,0018 0,0102

0,05 00116 0,0219 0,0489 0,05 0,0007 0,1515 0,0519

0,10 0,0240 0,1026 0,1048 0,10 0,0032 0,3963 0,1018
n=100 =100

0,01 0,0116 0,0047 0,118 0,01 0,0099 0,0064 0,0097

0,05 0,0437 0,0380 0,0511 0,05 0,0374 0,0670 0,0506

0,10 0,0812 0,0963 0,0997 0,10 0,0665 0,1528 0,0965

4.3 - Poder do testes

Para mensuragdo do poder, foi utilizada como referéncia a comparagio
dos testes em estudo, aplicados a distribuigio uniforme, gama e exponencial.
Desta forma, foram obtidos os seguintes resultados referentes as situagdes
univariada e multivariada. Em relagdo ao caso univariado (Tabela 4.3.1), devido
as limitagbes assintdticas, foi observado que para o tamanho amostral n=3, os
testes de simetria e curtose apresentaram valores nulos para o poder. Sendo
assim, nitidamente o teste coeficiente de correlagdo r, mostrou-se vantajoso em
relag@o aos testes de simetria e curtose, pois além de controlar a taxa de erro tipo

1, conforme resultados apresentados na tabela 4.2.1, apresentou valores
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referentes ao poder superiores aos valores dos testes de simetria e curtose para
todos os valores nominais em estudo. No entanto, somente em alguns casos €
que os valores de poder foram significativamente superiores as taxas nominais
adotadas. Para n =20, os testes de simetria e curtose apresentaram valores
referentes ao poder inferiores aos do teste do coeficiente de correlagio r,, esta
caracteristica foi verificada para as distribuigoes uniforme, gama e exponencial.
Obviamente, espera-se que desvios de simetria em uma distribuigao uniforme, a
qual é perfeitamente simétrica, seja inferior a qualquer resultado de poder de
seus testes competidores. Essa é uma desvantagem de usar um teste de
normalidade baseado em desvio de simetria ou de mesocurtose em distribuigdes
parentes, de que a amostra foi extraida, que ndo sdo normais, mas cujos
pardmetros de simetria e de curtose se aproximem do. valor daqueles da
distribui¢do normal, ou até mesmo algum deles. Os poderes do coeficiente rq
para amostras de tamanhos relativamente pequenos superaram em alguns casos a
taxa de 80 para a=5% e se mostra promissor para ser indicado como um teste
alternativo aos jd existentes e utilizados rotineiramente. Para as amostras
maiores, ou seja, n=100 (Tabela 4.3.2) o teste do coeficiente de correlagéo rg,
novamente mostrou-se poderoso, entretanto, para as distribuicoes Gama e
Exponencial o teste de simetria apresentou valores de poder iguais a0 maximo e
idénticos aos valores daqueles do teste do coeficiente de correlag@o 1. Portanto,
poder-se-ia se pensar que para grandes amostras o uso do teste do coeficiente de
correlagio rq ou o teste de simetria poderiam ser recomendados indistintamente,
em virtude de E;ue“ ambos controlaram eficientemente a taxa de erro tipo 1,
conforme resultados apresentados na tabela 4.2.1. E conveniente salientar,
entretanto, que para distribuigdes parentes como a uniforme, o poder do teste de
assimetria é praticamente nulo, sendo que os pequenos poderes detectados na
Tabela 4.3.1 sao meramente resultantes de erros de Monte Carlo. O teste r,,

considerando todas as situagdoes de distribuigdes, valores nominais da
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significincia e de tamanhos de amostras foi 0 que apresentou maior poder
quando comparado com os seus dois competidores.

Na situagdo multivariada, obedecendo a restrigio n-p+1, devido ao
problema de estimabilidade dos estimadores necessarios a aplicagdo dos testes,
estudaram-se os tamanhos amostrais n=15, 25 e 100. Inicialmente, para o caso
bivariado, verificou-se que o teste coeficiente de correlago Iy apresentou
valores de poderes superiores aos dos testes de simetria e curtose para as
amostras n=15 e n=25 (Tabela 4.3.1), condicionados 2 distribuigio uniforme.
Para n=100 (Tabela 4.3.2), este teste apresentou poder similar ao do teste de
curtose € ambos apresentaram poder superior aquele do teste de simetria. No
caso das distribui¢des gama e exponencial, o teste do coeficiente de correlagio rg
apresentou poderes inferiores ao teste de simetria para tamanhos amostrais
menores, indepéndentemente do valor nominal fixado. No entanto, apresentou
poder superior aquele do teste de curtose. Para amostras grandes (n=100), nessas
distribuigdes, todos os trés testes apresentaram poderes praticamente similares.

Com o aumento do nimero de varidveis de p=2 para p=6 e p=10,
foi verificado que o teste do coeficiente de correlagio I apresentou poder
decrescente com o aumento do nimero de varidveis, independentemente do
tamanho amostral. O aumento do mimero de varidveis refletiu uma redugio do
poder do teste proposto. Embora isso tenha ocorrido, o teste da correlag@o rg
pode ser mais eficiente do que o teste de simetria em relagdo ao poder em
distribuigbes simétricas, com a uniforme para p=6 ou p=10 ou de eficiéncia
equivalente a ambos os concorrentes, como para distribuigdes gama e
exponencial com n=100 e p=6 ou p=10 (Tabela 4.3.4). Desta forma, concluiu-se
que este teste apresenta baixo poder quando se aplica o teste de normalidade
para um nimero maior de varidveis, € pequenos tamanhos amostrais. Nestas
condigdes recomendam-se os testes de simetria e curtose. Devido a esta

deficiéncia, o teste de curtose mostrou-se mais poderoso na distribuicdo
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uniforme para todos os tamanhos amostrais, principalmente para p=10, pois,
com o aumento do nimero de varidveis o poder deste teste aumentou, ao passo
que, no teste coeficiente de correlagdo rq, este efeito foi inverso, ocasionando
uma redugdo no seu poder. Para a distribui¢do gama, notou-se que o maior poder
foi alternado entre o teste de simetria e curtose, de tal forma que, para n=15, o
teste de simetria foi mais poderoso para p=6 (Tabela 4.3.3), aumentando o
mimero de varidveis, para p=10 o teste de curtose foi 0 que apresentou maior
poder. Para as amostras de tamanhos n=25 (Tabela 4.3.3), independentemente
do nimero de varidveis, o teste de simetria foi mais poderoso. Para n=100
(Tabela 4.3.4), o poder do teste de simetria foi idéntico ao de curtose. Para a
distribuigdo exponencial e para n=15 (Tabela 4.3.3) e valor nominal fixado em
1%, o teste de simetria foi mais apropriado, embora com valor de poder
extremamente baixo. J4 para p=10 (Tabela 4.3.3) verificou-se que o teste
coeficiente de correlagao r, foi o mais apropriado, sujeitos a0 mesmo tamanho
amostral ¢ valor nominal, embora o valor referente a este poder seja
inexpressivo e pouco superior ao valor nominal da significincia. Com o aumento
do valor nominal para 5%, o teste de simetria continuou mais poderoso para
p=6, porém para p=10 o teste do coeficiente de correlag@o rq perdeu poder para
o teste de curtose, ainda para a distribuigdo exponencial. Esta caracteristica foi
também verificada para o valor nominal fixado em 10%.

Para n=25, o teste de simetria foi o mais indicado, independentemente do
valor nominal, tanto para p=6 como p=10 (Tabela 4.3.3), para a distribui¢o
exponencial. Este fato foi também detectado para n=100 (Tabela 4.3.4), sendo
que neste ultimo caso o teste de simetria atingiu seu valor mdximo de poder,

embora os demais testes tenham apresentado poderes relativamente similares.

49



TABELA 4.3.1 — Avaliagdo do poder do teste coeficiente de correlagio To
simetria e curtose para os casos univariado (p=1) e bivariado (p=2) com

amostras pequenas.

p=1 p=2
n=3 n=15
dist. ns. sim. curt. 1, dist. nms. sim. qeurt. 1

u. 0,01 0,0000 0,0000 0,0116 U. 0,01 0,0003 0,0000 0,0546
0,05 0,0000 0,0000 0,0628 0,05 0,0015 0,0000 0,1677
0,10 0,0000 0,0000 0,1208 0,10 0,0050 0,0090 0,2598
Gama 0,01 0,0000 0,0000 0,0228 Gama 0,01 0,4628 0,1797 0,2631
0,05 0,0000 0,0000 0,1070 0,05 0,6722 0,2830 0,4824
0,10 0,0000 0,0000 0,1813 0,10 0,7730 0,3456 0,5836
Exp. 0,01 0,0000 0,0000 0,0125 Exp. 0,01 0,2675 0,0801 0,1244
0,05 0,0000 0,0000 0,0736 0,05 0,4635 0,1493 0,2874
0,10 0,0000 0,0000 0,1393 0,10 0,5832 0,1985 0,3901

n=20 n=25
U. 0,01 0,0003 0,0000 0,0113 U. 0,01 0,0001 0,0000 0,1382
0,05 0,0030 0,0001 0,1114 0,05 0,0005 0,0176 0,3181
0,10 0,0098 0,0004 0,2400 0,10 0,0019 0,2320 0,4397
Gama 0,01 0,5776 0,3341 0,8400 Gama 0,01 0,8909 0,5335 0,6610
0,05 0,7862 0,4169 0,9543 0,05 0,9632 0,6298 0,8066
0,10 0,8707 0,4657 0,9782 0,10 0,9820 0,6867 0,8610
Exp. 0,01 0,3956 0,2199 0,5997 Exp. 0,01 0,6904 0,3322 0,4090
0,05 0,6175 0,2892 0,8062 0,05 0,8424 0,4299 0,5886
0,10 0,7314 0,3337 0,8818 0,10 0,9029 0,4866 0,6648

50



TABELA 4.3.2 - Avaliagdo do poder do teste coeficiente de correlagio ry,
simetria e curtose para os casos univariado (p=I) e bivariado (p=2) com

amostras maiores.

p=1 p=2
=100 n=100
dist. ns sim. curt. 1, dist. ns sim. curt. rg

U. 0,01 0,0000 0,2506 0,8537 U. 0,01 0,6000 0,8782 0,8813
0,05 0,0018 0,9496 0,9833 0,05 0,0000 0,9973 0,9758
0,10 0,0067 0,9941 0,9466 0,10 0,0009 0,9996 0,9902
Gama 0,01 1,0000 0,9629 1,0000 Gama 0,01 1,0000 0,9955 1,0000
0,05 1,0000 0,9784 1,0000 0,05 1,0000 0,9980 1,0000
0,10 1,0000 0,9848 1,0000 0,10 1,0000 0,9985 1,0000
Exp. 0,01 0,9999 0,8462 1,0000 Exp. 0,01 1,0000 0,9582 0,9872
0,05 1,0000 0,8977 1,0000 0,05 1,0000 0,9772 0,9969
0,10 1,0000 0,9178 1,0000 0,10 1,0000 0,9847 0,9982
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TABELA 4.3.3 - Avaliagdo do poder do teste coeficiente de correlagio rq,

simetria e curtose para o caso multivariado (p=6) e (p=10).

p=6 p=10
n=15 n=15
dist. ns. sim. curt. 1, dist. ns. sim. curt. r,

u. 0,01 0,0000 0,0000 0,0088 U. 0,01 0,0000 0,0000 0,0052
0,05 0,0000 0,0407 0,0434 0,05 0,0000 0,5459 0,0246
0,10 0,0000 0,3440 0,0883 0,10 0,0000 0,9442 0,0556
Gama 0,01 0,1214 0,0007 0,0002 Gama 0,01 0,0000 0,0000 0,0029
0,05 0,2968 0,0046 0,0091 0,05 0,0001 0,0545 0,0438
0,10 0,4135 0,0150 0,0373 0,10 0,0004 0,3557 0,1044
Exp. 0,01 0,0240 0,0000 0,0003 Exp. 0,01 0,0000 0,0000 0,0030
0,05 0,0965 0,0005 0,0067 0,05 0,0000 0,1268 0,0363
0,10 0,1731 0,0133 0,0255 0,10 0.0001 0,5508 0,0953

n=25 n=25
u. 0,01 0,0000 0,0026 0,0289 U. 0,01 0,0000 0,0000 0,0035
0,05 0,0000 0,3156 0,0867 0,05 0,0000 0,5522 0,0245
0,10 0,0001 0,6453 0,1453 0,10 0,0000 0,9504 0,0372
Gama 0,01 09270 0,3994 0,0462 Gama 0,01 0,6844 0,0482 0,0003
0,05 0,9753 0,5518 0,1996 0,05 0,8324 0,1232 0,0089
0,10 0,9890 0,6325 0,3415 0,10 0,8915 0,1881 0,0356
Exp. 001 0,6844 0,1354 0,0150 Exp. 0,01 0,6811 0,0500 0,0001
0,05 0,8289 0,2462 0,0896 0,05 0,8311 0,1254 0,0084
0,10 0,8856 0,3186 0,1781 0,10 0,8932 0,2003 0,0358
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TABELA 4.3.4 — Avaliagdo do poder do teste coeficiente de correlagio rq,

simetria e curtose para o caso multivariado (p=6) e (p=10) para amostras

maiores.
p=6 p=10
n=100 n=100
dist. ns. sim. curt. 14 dist. ns. sim. curt. 1,
U. 0,01 0,0000 0,9916 0,2583 U. 0,01 0,0000 0,9942 0,0997
0,05 0,0001 0,9997 0,4661 0,05 0,0000 1,0000 0,2319
0,10 0,0003 0,9999 0,5795 0,10 0,0000 1,0000 0,3373
Gama 0,01 1,0000 1,0000 0,9995 Gama 0,01 1,0000 0,9999 0,9745
0,05 1,0000 1,0000 1,0000 0,05 1,0000 1,0000 0,9954
0,10 1,0000 1,0000 1,0000 . 0,10 1,0000 1,0000 0,9987
Exp. 0,01 1,0000 0,9964 0,9767 Exp. ~ 0,01 1,0000 0,9995 0,8454
0,05 1,0000 0,9994 0,9945 0,05 1,0000 0,9998 0,9558
0,10 1,0000 0,9916 0,9981 0,10 1,0000 0,9999 0,9790
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5- CONCLUSOES

a) A expansdo do teste coeficiente de correlagdo r, para amostras
maiores referentes ao caso univariado mostrou-se eficiente na identificagdo de
normalidade.

b) O teste coeficiente de correlagdo ry na versdo multivariada foi de
grande valia devido a escassez de literatura referente a testes propostos para
diagnéstico de normalidade em p-dimensdes.

¢) O aumento no nimero de varidveis ocasionou uma redugdo no poder
independente do tamanho amostral.

d) Apresentacio das tabelas de probabilidades referentes aos quantis
0,01 0,05 e 0,10 para p=1,...,10.
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CAPITULO 2

Avaliacio do problema Behrens-Fisher para p-dimensoes via

Simulacio Monte Carlo e Bootstrap.
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RESUMO

CIRILLO, Marcelo Angelo. Avaliagio do problema Behrens-Fisher
para p-dimensdes via Simulagio Monte Carlo e Bootstrap.. 2003. 69p.
(Dissertagdo — Mestrado em Agronomia / Estatistica Experimentagao
Agropecudria ) — Universidade Federal de Lavras, Lavras.”

Na comparagdo de dois vetores de médias populacionais, além da
suposi¢do de normalidade multivariada é fundamental a homogeneidade das
matrizes de covaridncias, pois com esta suposi¢do violada & caracterizado o
problema de Behrens-Multivariado, sendo que a principal conseqiiéncia € um
aumento na probabilidade de se cometerem os erros tipo I e II. Com a alteragdo
das taxas referentes a estes erros, o pesquisador tem grande chance de tomar
decisdes erradas. Sendo assim, neste capitulo objetivou-se estudar via simulagdo
Monte Carlo e bootstrap, métodos multivariados condicionados a diversos
fatores, tais como tamanho amostral, graus de heterogeneidade, diferenga nas
médias populacionais dada por k erros padrdo, graus de correlagdo e valor
nominal, em situagdes de homogeneidade e heterogeneidade das matrizes de
covaridncias. Foram realizadas comparacdes de vetores p-dimensionais de
médias populacionais por meio da estatistica T*> de Hotelling. Utilizando-se
como critério de avaliagdo o controle da taxa de erro tipo I e o poder apresentado
por cada método analisado na abordagem convencional e bootstrap, concluiu-se
que, de um modo geral, o aumento da correlagdo ocasionou uma redug¢do no
poder. No caso da homogeneidade das matrizes de covaridncias, a qual é a
situagdo ideal do teste T* de Hotelling. O método de Nel & Van der Merwe
(1986) foi o mais adequado para amostras de tamanhos diferentes, Em relacgdo
a abordagem bootstrap, o dinico método que justificou o esforgo computacional
foi o Johansen (1980).

* Comité Orientador: Daniel Furtado Ferreira (Orientador)
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ABSTRACT

CIRILLO, Marcelo Angelo. Evaluation of Behrens-Fisher problem
and p-dimensions via Monte Carlo e bootstrap simulation. Lavras:
UFLA, 2003. 69p. (Dissertation — Master Program in Agronomy / Major
in Statistics and Agricultural Experimentation)’ — Federal University of
Lavras.

In the comparison of two vectors of population means, in addition to
the supposition of multivariate normality homogeneity of the covariance
matrices is fundamental, since with this supposition violated, Behrens—Fisher
Multivariate problem is characterized, the main consequence being an increase
in the probability of making the type I and Il errors. With the alteration of the
rates concerning these errors, the researcher has a great chance of making wrong
decisions. Thus, in this chapter, it was aimed to study via Monte Carlo
simulation and bootstrap, multivariate methods conditioned to several factors
such as sample size, degrees of heterogeneity, difference in the population
means given by k standard errors, degrees of correlation and nominal value in
situations of homogeneity and heterogeneity of the covariance matrices
Comparisons of p-dimensional vectors of population means by means of
Hotteling’s statistic T2 were accomplished by utilizing as an evaluation
criterion, the control of the type I error rate and power presented by each method
analyzed in the conventional method and bootstrap, it follows that in general, the
increase of correlation brought about a reduction in power. In the case of
homogeneity of the covariance matrices, which is the ideal situation of Hotteling
test T2. The method of Nel and Van der Merwe (1986) was the most adequate
for the samples of different sizes. Relative to the bootstrap approach, the only
method which justified the computational effort was that of Johansen (1980).

* Guidance Commitee: Daniel Furtado Ferreira (Orientador)
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1- INTRODUCAO

Na comparagio de duas médias populacionais, a homogeneidade das
varidncias € de grande importincia na qualidade dos resultados e da inferéncia,
pois uma vez violada esta suposigdo, a principal consegiiéncia é o aumento na
probabilidade de se cometerem os erros tipo I e II. Com a alteragdo das taxas
referentes a estes erros, o pesquisador tem grande chance de tomar decisdes
erradas. Como exemplo cldssico desta sensibilidade relativa 2 heterogeneidade
de varidncias cita-se o teste t, uma vez que nesta situagio a distribuigdo da
estatistica ndo segue exatamente a distribuigdo t de Student. Para amenizar esta
deficiéncia € necessério adotar procedimentos estatisticos que proporcionem
melhor aproximagdo da estatistica do teste, em relagdo a verdadeira distribuigo.
Entre estes procedimentos, o primeiro a proporcionar uma aproximacgdo sob a
normalidade das populagGes amostradas testando a hipétese Ho:p=p, contra
H;:#);, foi Behrens (1929). Posteriormente, Fisher (1935) justificou o uso da
teoria da inferéncia sob perspectiva freqiientista. Por serem estes autores
precursores no estudo da heterogeneidade das varidncias, este problema ficou
conhecido como “Problema de Behrens-Fisher”. Desde entio, a inferéncia neste
problema tem recebido considerdvel atencdo, principalmente nas (tltimas
décadas.

Para amenizar o efeito do problema retromencionado, lembrando que
- messe caso o teste t de student ndo é exato, Satterthwaite (1946) propds um
ajuste nos graus de liberdade. Uma alternativa foi proposta por C6chran
& Cox (1957), sendo que ambas foram avaliadas por Borges & Ferreira (1999)
utilizando simulagdo Monte Carlo, concluiram que estes dois métodos so

semelhantes em relagdo ao controle dos erros tipo I € II.
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Ghosh & Kim (2001) estudaram o problema de Behrens-Fisher do ponto
de vista da teoria Bayesiana. Inicialmente estes autores mostraram que a priori
de Jeffrey, aplicada na estimagao dos intervalos de credibilidade proporcionou
resultados equivalentes aos intervalos de confianga de Nelman-Pearson,
diferenciando-se apenas na interpretagdo. Posteriormente, estes autores
propuseram uma priori alternativa com base nesta priori concluiram, por meio de
simulagdo, que os intervalos de credibilidade assintéticos apresentaram maior
probabilidade de cobertura para amostras pequenas do que os intervalos de
Nelman-pearson e os intervalos de credibilidade utilizando a priori de Jeffreys.

No caso multivariado, este problema foi estudado sob o aspecto ndo
paramétrico por Brunner et al. (2002). Para a realizag@o deste estudo, os autores
consideraram duas amostras, provenientes de populagdes desconhecidas, de
modo que as observagdes foram independentes e determinadas pela igualdade da
distribuigdo marginal. Foi adotado o modelo proveniente da distribuigdo
marginal pelo fato de ter abrangido as observagdes empatadas. No entanto, as
matrizes de covaridncias foram consideradas desconhecidas e o vetor centrado
na mediana dos postos foi calculado. Os critérios utilizados foram baseados nas
estatisticas do tipo Wald sugerida por Puri e Sem (1971) e do tipo ANAVA,
sendo esta uma extensio do caso univariado aplicada a modelos nao
paramétricos por Brunner et. al. (1997). Por meio de simulagGes, os autores
concluiram que a estatistica do tipo ANAVA manteve a taxa de erro tipo I, com
bastante precisdo em relagdo ao valor de significincia pré-fixado, até mesmo
para amostras pequenas. Em relagdo ao poder, as estatisticas foram praticamente
idénticas.

Em relagio ao caso paramétrico, basicamente segue-se uma extensio do
caso univariado. Neste caso, o teste apropriado é conhecido como T? de
Hotelling. Nas situagdes em que esta presente a heterogeneidade das matrizes de

covaridncias, fica estabelecido o problema multivariado de Behrens-Fisher. Para

63



o estudo virios autores, tais como Yao (1965), Johansen (1980), Nel & Van Der
Merwe (1986) e Kim (1992), propuseram métodos que visam uma corregiao nos
graus de liberdade da estatistica do teste, semelhantemente aos métodos
propostos por Satterthwaite (1946) e por Cochran & Cox (1957). No entanto, a
formalizagdo destes métodos diferem entre si. Christensen & Rencher ( 1997)
avaliaram estes métodos aplicados 2 estatistica T> de Hotelling via simulagio,
comparando seus poderes e suas taxas de erro tipo I e concluiram que as taxas de
erro tipo I, para o teste T2 de Hotelling em todas as situagdes analisadas, foram
sempre inferiores aos niveis nominais, inclusive para as amostras de tamanhos
iguais.

O uso de simulagdes torna-se primordial na avaliagdo das performances
dos métodos em virtude das complexas operagdes matriciais envolvidas, o que
torna invidvel um julgamento analitico comparativo dos mesmos. Neste
contexto, destaca-se o método Monte Carlo, o qual consiste em simular
experimentos de acordo com modelos probabilisticos reais adotados a priori com
a finalidade de determinar propriedades de estimadores ou ainda de comparar
métodos e testes estatisticos.

Uma possibilidade para o estudo desse problema é o uso das técnicas de
bootstrap (Manly,1998). A idéia bésica do bootstrap é que na auséncia de
qualquer conhecimento sobre uma populagdo, a distribuigio de valores retirados
em uma amostra aleatéria de tamanho n € o melhor guia & distribuigdo na
populagdo. Sendo assim, a amostra finita de n observagées é reamostrada com
reposicio e uma estatistica de interesse € calculada. Repetindo-se esse
procedimento milhares de vezes é possivel obter uma distribuigdo empirica e os
resultados obtidos seriam usados para modelar a real populagio desconhecida de
reamostragem, sendo esta utilizada para testar a hipétese de interesse. A
possibilidade de se aproximarem fungdes de probabilidade por meio do método

bootstrap teve como um dos precursores Efron & Tibshirani (1993).



Em virtude do que foi mencionado, este capitulo tem como objetivo
avaliar as alternativas mencionadas por Christensen & Rencher (1997), aplicadas
a estatistica T de Hotelling na comparagio de vetores de médias populacionais
sobre diferentes graus de heterogeneidade das matrizes de covarincias,
considerando a combinagio entre os fatores: tamanhos de amostras, estrutura de
correlagdo, diferencas nas medias definidas por diferentes nimeros de erros

padrdo e valor nominal, utilizando simulagdes Monte Carlo e bootstrap.

2 - REFERENCIAL TEORICO

2.1 - Comparagio de duas médias populacionais

2.1.1 - Caso univariado.

Na comparagdo de duas médias populacionais, um teste comumente
utilizado € o t-student, cuja hipétese a ser avaliada pode ser escrita por Ho:lt =1,
em que L, e |1, representam, respectivamente, a média populacional da primeira e
segunda populagio da qual as amostras serdo retiradas para a realizagdo da
inferéncia estatistica. A aplicagdo do teste t de student difere em dois aspectos,
homogeneidade e heterogeneidade de varidncias.

No caso da homogeneidade de varidncias,.a qual € a situagdo ideal para a

aplicac@io do teste t-student, a estatistica do teste € dada por

I sendo que
ol q (2.1.1.1)

S f, representa a varidncia combinada dada pela expressao (2.1.1.2)
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B e

Sp=[(n,-1)8{ +(n,-1)S3 ]/(n,+n,-2) (2.1.1.2)

Os graus de liberdade associados 2 estatistica do teste (2.1.1.1) sdo

v=n,+n,-2. No caso da heterogeneidade de variancias, a estatistica do teste -

student € descrita pela expressio (2.1.1.3)

(2.1.1.3)

Em que )_(1 e )?2, representam, respectivamente, os estimadores das
médias populacionais referentes a primeira e a segunda populagao. 812 e S§
referem-se as varidncias amostrais e n, e n,, aos tamanhos amostrais.

A aplicagio do teste t de student requer as suposi¢des de que as amostras
sejam independentes, provenientes de populagdes normais.

A importancia da normalidade € justificada pela construgdo do teste e
intervalos de confianga serem dependentes da distribuicio amostral do
estimador, assim, temos que o estimador da estatistica t provém de uma
distribui¢do t-student, a qual é uma derivagio da distribuicdo normal; sendo
assim, justifica-se a validagio dos resultados sobre a normalidade dos dados. Em
relagdo a questdo de que as amostras sejam independentes, esta suposi¢ao
implica em que as amostras sejam aleatérias. Esta caracteristica é primordial
para qualquer procedimento estatistico, pois com a aleatorizagdo das amostras
permite-se mensurar os erros cometidos. Um outro fator importante a ser
considerado, para a utilizagdo da estatistica do testes t-student, como j4
mencionado anteriormente, é o fato de que as variancias populacionais sejam
preferencialmente homogéneas, pois nesta situagio a comparagido entre as
médias populacionais poderd ser feita sem nenhuma dificuldade. Entretanto, a

violagéo desta suposi¢ao conduz ao conhecido problema de Behrens-Fisher.
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Na presenca de varidncias heterogéneas a distribui¢do t de Student nao é
mais adequada a essa estatistica, tornando-se necessdria a aplicagdo de algum
método para corrigir esta deficiéncia.

Uma alternativa para amenizar o efeito desta heterogeneidade € dada
pela adaptagio de métodos que aproximam a estatistica t da verdadeira
distribui¢@o t-student. Entre estes métodos, os mais utilizados e conhecidos na
literatura sdo o método de Satterthwaite (1946) e Cochran & Cox (1957). Ambos
os métodos s3o utilizados freqiientemente diante da situagdo de heterogeneidade.
Entretanto, a aplicagdo dos mesmos difere entre si. O método proposto por
Satterthwaite (1946) consiste em aplicar uma corregéo nos graus de liberdade.

Esta corregéo representada por v e definida por:

2
£
— n1 n2

[GIE)
n) \n

n,-1 n,-1

(2.1.14)

O procedimento de Cochran & Cox (1957) consiste em comparar a
estatistica t com a quantidade t* definida por:
t = wt +w,t, A
WAW, 2.1.1.5)
em que t; e t, sdo os valores tabelados na distribuigdo t (unilateral) com-n,-1 e
n,-1 graus de liberdade, ou seja, esses valores referem-se aos quantis superiores

/2 para valor nominal de significancia (o) previamente fixada e w; e w,

indicam os pesos dados em (2.1.1.6) e (2.1.1.7).
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W,=— (2.1.1.6)

n1
W—S—: (2.1.1.7)
2 n,

Comparando os procedimentos de Satterthwaite (1946) e Cochran &
Cox (1957), Borges & Ferreira (1999) avaliaram a aplicagdo destes dois métodos
em diferentes graus de heterogeneidade de variancias. Para isso, simularam
amostras de duas populagdes, cujos parimetros foram definidos sem perda de
generalidade como ¢’=1. Para a populagdo 1 e para a populagdo 2, a varidncia

foi restrita a raziio:

2
g
k=—2, 2.1.1.8
o2 ( )

em que K foi fixado para os valores 1, 2, 4, 8 e 16, o qual foi denominado como
grau de heterogeneidade das varidncias. Para cada uma dessas situagdes, as
populagdes foram geradas com médias iguais e diferentes. No caso em que as
médias foram diferentes, os autores consideraram diferengas padronizadas entre
as médias populacionais definidas por 1, 2, 3 e 4 erros padrio.

Para cada uma das diferentes situages foram retiradas 2.000 amostras
independentes de cada populagdo, sendo aplicado o teste t para hipétese de
igualdade entre as médias pqpulacionaisA Ho:p=p2. Os tamanhos amostrais
considerados foram (a) ny=10, n=10; (b) n)=30, n,=30 e (c) n,=20, n,=30. O
nimero de erros cometidos nas duas mil repetigdes foi computado para os niveis
de significancia de 1% e 5%. Nas situagdes em que as médias populacionais sdo
iguais, avaliou-se a probabilidade de se cometer o erro tipo 1. Nos demais casos,

a probabilidade de se cometer o erro tipo II foi avaliada.
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Para a geragdo das amostras foi utilizado o método de Monte Carlo,
considerando-se 0 modelo estatistico y; = I; + €;, para cada populagio, em que
y; é o i-ésimo elemento amostral observado, |1 é a média paramétrica € €; € o
valor do erro amostral ndo observdvel associado com a distribuigio N(0, 67).

Este modelo foi adotado para cada populagdo, com os parimetros | € G°
estipuladas anteriormente. Para obtengdo do valor de €;, foi usado um algoritmo
baseado no teorema da probabilidade integral. Desta forma, os autores
concluiram que para o nivel de significincia de 5%, o poder do teste ndo foi
influenciado pelas aproximagdes utilizadas. Em relagdo ao controle da taxa de
erro tipo I, verificou-se que o mesmo nio foi influenciado pelo aumento no grau
de liberdade, proveniente das aproximagdes aplicadas. Entretanto, este fato nao
aconteceu com a taxa de erro tipo II. Com o aumento dos graus de liberdade, em
conjunto com o aumento da diferenca entre médias populacionais, observou-se
uma redugdo na porcentagem do erro tipo II, aumentando assim o poder do teste.
A razio entre as varidncias populacionais teve influéncia apenas na taxa de erro
tipo II, ou seja, as taxas empiricas do erro tipo II foram reduzidas a medida que
se reduziu a razdo entre as variancias. Este efeito foi verificado similarmente no
caso do aumento do tamanho das amostras e das diferengas entre as médias
populacionais.

De um modo geral, concluiu-se que as taxas empiricas de erros foram
semelhantes para as duas aproximagGes, portanto evidenciou-se que estas
aproximagoes nao influenciaram o poder do teste.

R

2.1.2 - Caso multivariado

O processo para comparar duas médias populacionais no caso
multivariado segue-se o mesmo principio do caso univariado. Inicialmente, as
médias populacionais sdo representadas por vetores de médias, provenientes das

populagbes a serem comparadas, portanto percebe-se que as operagGes
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necessarias para a realizagdo desta comparagio sdo feitas em uma linguagem
matricial.

As suposiches para se efetuar a comparagdio de duas médias
populacionais sdo uma generalizagio das suposicdes referentes ao caso

univariado. No caso de se realizar inferéncia a respeito de diferengas de médias
populacionais, isto é, y, =, , pressupde-se que as médias populacionais sejam
provenientes de uma distribuigdo normal multivariada, definida pela seguinte

expressao:

f (K)=mexp {%[(xg) T (xg)]} 2.12.1)

A suposigio das amostras serem aleatérias é fundamental para que se

defina a estatistica do teste conhecida por T? de Hotelling, pois esta condiggo é
suficiente para definir a distribuicio amostral de X e S, no caso multivariado
P22), X~ Ny(1, Z/n), de forma anidloga ao caso univariado, em que
X ~N(i, 6%/n). Neste caso, para a varidncia amostral, sabe-se que a distribuigio
de (n-1)s"/c” possui uma distribuigdo x, . Transpondo este conceito para o caso
multivariado temos que, a distribuigio da matriz de covaridncia é definida pela
distribuicéo de Wishart, cuja densidade ¢ definida por:
51T

v, 3 = N el ’ ’. 2.
nl M:) 2"""nﬂl:—IEITH:’=IF(32—(n-i)) (212.2)

em qué I"(%(n-i)) representa a fungéo gama. Desta forma, com a suposigio de
normalidade multivariada e a distribuigiio de Wishart, a estatfstica T2 é definida

como:

T = N,,'W.L'INW (2.1.2.3)
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comn-1 graus de liberdade.
As observacdes da amostra associada a primeira populacdo (n;) sdo
obtidas de forma independente das amostras da segunda populag@o (n;). Por se

tratar do caso multivariado, associam-se as matrizes de covariadncias Z; e X,
respectivamente a populagdo 1 com média 4, e a populagdo 2 com média /.
Os estimadores de X, e X, sdo dados por S, e S, Desta forma, com base na
definicdo da estatistica T de Hotelling mencionada em (2.1.2.3) e com os

estimadores definidos, pode-se reescrever a estatistica T2 como uma

generalizag@o do teste t-student do caso univariado. Assim tem-se a estatistica

definida em (2.1.2.4), sob a suposig¢io de homocedastia (Z, =X, = Z) , descrita

por:
1) |
2_ — — ' 2 - — -—

T*=[X,-X,] [ o +n2)Sp [X,X.], 2.1.2.4)
em que, Sp indica a matriz de covaridncia amostral combinada descrita por:
(n,-1)S,+(n,-1)8,

n,+n,-2

S =

p

(2.1.2.5)

Uma importante condig@o para que seja garantida a validade deste teste é
feita por meio dos tamanhos amostrais. Quando estes s3o pequenos, &
conveniente assumir a mesma matriz de covaridncia amostral para ambas as
populagGes, ou seja, Z;=2,=Z. A vantagem desta igualdade das matrizes de
covaridncias, sob normalidade, € o fato de que a, _,§§(atistica T? de Hotelling pode
ser obtida por:

(n,+n,-2)
(n,+n,-p-1)

No caso de heterogeneidade das matrizes de covariancias caracteriza-se

(2.1.2.6)

p.ny 40, -p-1(a)

o problema de Behrens-Fisher no caso multivariado. Em virtude deste problema,
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varios autores, tais como Bennet (1951), James (1954),Yao (1965), Johansen
(1980), Nel & Van Der Merwe( 1986) e Kim (1992), que apresentaram métodos
para corregao deste problema.

De um modo geral, com excecdo do método proposto por Bennett
(1951), os demais métodos consistem em aplicar uma corregdo nos graus de
liberdade da distribuigdo da estatistica T2 de Hotelling, sendo esta definida por
James (1954) diferentemente da estatistica convencional, Assim uma

»” 2

“aproximagdo da estatistica T? de Hotelling” é dada por:

TR ][22 [ %)) @1z

A avaliagio da performance dos iiltimos quatro métodos retro
mencionados, mediante diferentes situagbes de tamanhos amostrais, valores
nominais, graus de heterogeneidade, erros padrdo e estrutura de correlagio no
aspecto convencional e empirico via processos de reamostragens (bootstrap), é
objeto de estudo deste trabalho. Entretanto, vérios autores, tais como
Yao (1965), Subrahmaniam & Subrahmaniam (1973,1975), Algina e Tang
(1988), Algina, Oshima & Tang (1991), Kim (1992), De Ia Rey &
Nel’s (1993) e Christensen & Rencher (1997), avaliaram os métodos propostos
sobre diversas situagGes, de modo que, as conclusdes obtidas foram
diversificadas. Entre as conclusdes obtidas por estes autores, Christensen &
Rencher (1997) ressaltam as principais:

- Yao (1965) mostrou que as probabilidades empiricas, referentes ao
controle da taxa de erro tipo I, apresentaram valor inferior em relagdo ao método
proposto por James (1954) em todos os casos. T

- Subrahmaniam & Subrahmaniam (1973,1975) compararam os testes
de Bennett (1951), James (1954) e Yao (1965) e concluiram que o método de
Bennet (1951) apresentou uma protecdo praticamente exata para o nivel de

significincia adotado, isto ¢, controlou a taxa de erro tipo I com probabilidade
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muito préxima aquela do valor nominal, porém, este método apresentou um
valor baixo de poder para as amostras de tamanhos diferentes. Em relagido ao
método de James (1954), este se apresentou mais poderoso entre os trés métodos
avaliados. No entanto, o controle da taxa de erro tipo I proporcionou uma
probabilidade maior do que o método de Yao (1965) apenas na situagdo em que
a amostra menor estava associada a maior matriz de covariancia.

- Algina & Tang (1988) ratificaram os resultados obtidos por Yao (1965)
e posteriormente Algina, Oshima & Tang (1991) incluiram o método de
Johansen nas mesmas condi¢Ges propostas por Yao (1965). Desta forma,
verificaram que o controle da taxa de erro tipo I proporcionado por este método
é equivalente ao método de Yao.

- Kim (1992) mostrou que o controle da taxa de erro tipo I,
proporcionado por seu método de um modo geral, € mais conservativo do que o
método de Yao (1965). Em relagdo ao poder, praticamente nido hd diferengas
entre estes dois métodos, quando as amostras menores estio associadas com a
menor matriz de covariincia porém, invertendo a ordem das matrizes de
covariancias, de modo que a menor amostra esteja associada a maior matriz de
covariincia, 0 método proposto por Kim geralmente é mais poderoso do que o
método de Yao (1965).

- De la Rey & Nel (1993) compararam os métodos de Bennet (1951),
James (1954), Yao (1965) e Nel & Van Der Merwe (1986) e concluiram que os
dltimos dois métodos citados apresentaram melhores resultados. O método de
- -James (1954) mostrou-se poderoso quando submetido a altos valores nominais.
Este fato foi mais bem constatado de acordo com o incremento na dimens@o p,
ou seja, aumentando o nimero de varidveis.

- Christensen & Rencher (1997) avaliaram estes métodos mencionados
anteriormente por meio de simulagdo Monte Carlo considerando quatro fatores

no processo de simulagdo: mimero de varidveis (p), grau de intercorrelagao
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presente entre as varidveis (H), grau de heterogeneidade entre as matrizes de
covaridncias (d) e o tamanho das amostras descritos pela razao nl:n2.
Combinando estes fatores, totalizaram trinta e seis combinagdes diferentes. Para
cada combinagio foram realizadas 10.000 repeticdes, em que, o grau de
intercorrelagdo (H) foi definido em fungdo do algoritmo proposto por Bryce &
Maynes (1979). Este algoritmo consiste em impor os autovalores (%) de
qualquer estrutura da matriz de covaridncia em fungdo do nimero de varidveis.

Desta forma, H € descrito por:

p

1
; A (2.12.8)

H= L, em que, i)\,:p.
P i1

Quando H=1 significa que as variveis sio independentes, altos valores
para H indicam forte correlagdo entre as varidveis. Desta forma, no processo de
simulag@o, Christensen & Rencher (1997) consideraram as situagGes extremas,
isto é, H=1 e H=10.000, representando, respectivamente, situacdo de
independéncia e uma “forte” dependéncia.

Para a simulagdo deste método, as observagdes sdo geradas de vérias
estruturas de matrizes de covariancias, sendo padronizadas pelas correlagées,
com um valor de H fixado.

No caso do grau de heterogeneidade, foi utilizada no processo de
simulagio a matriz de covaridncia da segunda populagio (Z,), definida em
funcdo da matriz de covaridncia da primeira populagio (Z,), em conjunto com a
razéio dos tamanhos amostrais multiplicadas por um escalar (d), representando o
grau de heterogeneidade. Desta forma, dada a matriz de covaridncia da primeira
populagdo, a matriz de covaridncia da segunda populagiio, obedeceu a seguinte

expresso:

Z, =(%,)dZ,. (2.12.9)
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Resumidamente, as situagdes avaliadas por Christensen e Rencher

(1997) sdo resumidas pela tabela 2.1.2.1.

TABELA 2.1.2.1 — Resumo das combinagdes dos fatores considerados na
avaliagdo feita por Christensen e Rencher no estudo do problema de

Behrens-Fisher.

d=3;H=1 d =9; H=10.000

p= p= p=10 p= p=5 =10

nli>n2 105 20:10 30:20 10:5 20:10 30:20
nl=n2 10:10 20:20  30:30 10:10 20:20 30:30
nl<n2 10:20 20:40 30:60 10:20 20:40 30:60

Os resultados obtidos por Christensen & Rencher (1997) foram
condizentes com os resultados observados por Holloway & Dunn (1967), a
respeito da ndo robustez, por meio do grau intermediério de heterogeneidade das
matrizes de varidncias. Em todas as situagdes avaliadas, os métodos de James
(1954), Yao (1965) e Johansen (1980) apresentaram taxas empiricas
inflacionadas em relagdo ao controle da taxa de erro tipo 1. Os métodos de
Kim (1992) e Nel & Van Der Merwe (1986), apresentaram alto poder entre os
métodos avaliados e controle da taxa de erro tipo I conservativo. Devido a estas
caracteristicas estes métodos foram recomendados por Christensen & Rencher

—ogmrga e

(1997) como os mais adequados.
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3- METODOLOGIA

3.1 - Obtencao das matrizes de covariincias 2ieX,

Para a realizagio deste trabalho, inicialmente considerou-se o caso
normal bivariado e duas populagdes, de modo que a matriz Z, foi fixada em trés
estruturas de correlagdes dadas por: (@)p=0,2; (b) p=0,5 e (c) p=0,9. Desta
forma, avaliou-se a influéncia da estrutura de correlagdo, sob heterogeneidade

das matrizes de covariancias, em que, para cada correlagdo foram definidas as

1 02 1 05 [1 o9
a)Z'=[o,2 1] b)Z"[o,s 1J°°)Z'"[o,9 1]

Em cada situagdo o vetor média da primeira populag@o foi fixado em

o4

A matriz de covaridncia da segunda populagéo foi especificada em

fung@o da primeira. O vetor média da segunda populagdo foi inicialmente fixado

matrizes:

em {,=|, para estudar as taxas do erro tipo I. Posteriormente, o vetor u, foi

especificado por:
[ [ 7

c c
| ue 3.1.1)
n, n,

1=k 2 2 ’
c c
22(1) + 22(2)
n, n,

em que k = 1,2 ou 3 referem-se as diferencas entre as médias das duas
populagdes em fungio do erro padrio; 0%(j) refere-se  variancia da i-ésima

varidvel (i=1,2) para j-ésima populagio (j=1,2); n, e n, sio os tamanhos das



amostras retiradas da populagéo 1 e 2, respectivamente. Nesse caso, mediram-se

as taxas do erro tipo Il para todas as situagdes em que H,:p,=p, nao foi

rejeitada.

Para especificar a matriz de covariancia da populagdo 2 (Z,) para cada
situagdo, (a), (b) e (c) foram considerados diferentes graus de heterogeneidade
entre as matrizes de covariancias das duas populagdes.

Fazendo 8=1, 2 e 8 referindo-se ao grau de heterogeneidade, obteve-se a
matriz X, considerando as variancias generalizadas de ambas as populagées, Z,,

foi obtida da relag@o:

_El
‘5‘|’>52_| (3.1.2)

A situagdo ideal do teste, ou seja, a situagdo de homocedastia para cada
estrutura de correlag@o, € descrita por:

(a) IZ, = 0,96 — 0,968 = IZ,l, fixando &=1 obteve-se X,.Z;,

(b) IZ;l, = 0,75 — 0,758 = [Z,}, fixando 8=1 obteve-se X,.%;

©)IZ)). = 0,19 = 0,198 = IZ,). fixando d=1, considerou-se Z,.%;

Considerando a estrutura de correlagdo da segunda populacdo igual a da

primeira, foi possivel mostrar que 0),,,0p,, = 0 - Algumas combinagdes de

e

222y CUjO produto fosse que o, foram considerados.

GII(Z)
No caso multivariado, para todas as situagdes de correlacao mencionadas
no caso bivariado, a matriz X, foi definida pela estrutura de correlagdo __.. .

auto-regressiva de ordem 1. Assim, X, foi representada por:
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[1 p PP o ]
p 1 p ... p"

Zl=02 pz p 1 pp-3 ) (3.1.3)
P PP P 1

em que 6’=1, sem perda de generalidades.

A matriz X, foi obtida em fungZo de X, e representada pela expressdo:

>, =¥63, (3.1.4)

Neste estudo, fixou-se o niimero de varidveis em p=5ed=1,2¢8

referindo-se ao grau de heterogeneidade.

3.2 - Simulagao das populacoes

As duas populagdes foram amostradas 2.000 vezes para cada situacio,
(a), (b) e (c), descritas na segio 3.1. Os tamanhos amostrais considerados foram
(1) mi=10, n2=10 ; (2) m;=10, n,=20 e (3) n,;=30, n,=30. O vetor de observagGes
amostrado de cada populagéo foi gerado considerando a distribuigdo normal

bivariada da seguinte forma:

X,=EZ;+p; 1=1,2,Ln; j=1,2,emque (3.1.5)

F; € o fator de Cholesky da matriz X ;€ Z, éum vetor px1 de varidveis normais

padronizadas, geradas pela invers@o da fungéo de distribuigio da normal para
um ponto aleatério U, U ~U[0,1].

Para cada combinagio dos fatores sob estudo, estruturas de médias,
covaridncias e tamanhos amostrais das populages, foram geradas 2.000
amostras e calculados o teste T? convencional e T? bootstrap, para cada método

estudado considerando 2.000 reamostragens. Foram computados 0s erros tipole
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tipo II, conforme a situagdo como proporgdes de erros cometidos nas 2.000

simula¢des realizadas.

3.3 — Descri¢cao dos métodos a serem avaliados.

Todos os métodos a serem avaliados, foram baseados na estatistica T
obtida por James (1954), pela qual uma corregao para os valores criticos € obtida

mediante a distribuigio de ’. Esta estatistica é definida por:

T? =(¥,-Y,) S, (¥,-Y,), em que, 3.3.1)
S, S
5=—L+2 (33.2)
1 2

A estatistica T possui aproximadamente os valores criticos de uma
x:'p(A+Bxip),sendo o 0 quantil superior de uma distribuicdo qui-quadrado

com p graus de liberdade e os valores de A e B dados por:

2 2
NRTLE (SS—]
2pia' ;-1 n (3.3.3)
2 2 2
B=—1 > L |2 s;'§*- + tr s;'i
2p(p+2) =1 n;-1 n, n; (3.3.9
Método de Yao (1965)

- O método de Yao (1965) consiste em uma corregdo nos graus de
liberdade, este teste utiliza T, que é definida em (3.3.1), a qual ¢
aproximadamente distribuida T? com dimensio p e v graus de liberdade, em que
S. é definido em (3.3.2). Desta forma, a correcéo nos graus de liberdade é dada

por:
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1 1 & 1 — |S 2
o Z( -])[(y ) S =S, ()’n‘)’z)J (33.5)

Método de Johansen (1980)

O procedimento sugerido por Johansen (1980) consiste em dividir T2
(3.3.1) por C (3.3.6). Assim, a estatistica do teste possui valores criticos
aproximadamente F,,,, em que a é o quantil superior de uma distribuicdo F

com p,V (3.3.9) graus de liberdade.

C=p-£+6—D-, cuja quantidade D é definida (3.3.7)
p(p-1)+2 (3.3.6)
2
D= Z 2( { tr(I-V'V,)* Htr(@-V 'V )* }e V;, definido 337
em (3.3.8)
S -1
V, =( i A ) parai=l ou2e V=V,+V,, (3.3.8)
i
p(p+2)
y=—
3D (3.3.9

Método de Nel & Van der Merwe (1986)

A estatistica do teste sugerida por Nel e Van der Merwe (1986) utiliza
T* (3.3.1), 0 qual € aproximadamente distribuido T2 com dimensio p € V graus
 de liberdade dados por:

Tr(S,)*+[Tx(S,)]

S TSR]

Sendo S, definido em (3.3.2)
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Método de Kim (1992)

O método de Kim (1992) consiste em uma maximizacéo de pares de
formas quadriticas, cuja solugdo resulta em uma aproximagdo dos graus de
liberdade semelhante ao procedimento de Yao (1965). A principio, resolve-se o

sistema de equagdes homogéneas:

S, (S,
— =d —
n, q (n2 q) (3.3.11)

para os autovalores dy e autovetores qy(k=1,2,...,p).
Seja D=diag(d,,d,.....dp); Q=[qi, Q2, ...qp]s W; 1; L, ¢; e f representadas
respectivamente, pelas quantidades (3.3.12), (3.3.13), (3.3.14),(3.3.15) € (3.3.16)

' -— }’)
W=Q(,¥,) e r=(l_[dx) ” (3.3.12) e (3.3.13)

— £ 41)?
1, =(d, +1)/(d{*+r) (3.3.14)

Z/é e f="= zlz) (3.3.15) e (3.3.16)

A estatistica do teste é:

G= W(D” +rI)’2W (3.3.17)

A regra de decisdo é dada por rejeitar Ho: M=, caso seja satisfeita a

seguinte relagao:

G> __ﬂ’.’i. 3.3.18
>dv (v-p+l) T ( )

em que, Foyyv.p41 € 0 quantil superior de uma distribuigio F com f e v-p+1 graus

de liberdade cujo valor de v € dado por:

1_1 [w‘D(Dﬂ)"w]zJr 1 [w'D(D+I)’2W]2

v wDD+)'W | " n,-1| wDD+)'W (3.3.19)
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4. - RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 - Taxa de Erro Tipo I

Para todos os métodos em ambas abordagens considerou-se o controle da
taxa de erro tipo I aceitdvel 2 medida que as probabilidades foram alocadas
dentro do intervalo de 99% de confianga para o nivel de significancia adotado.
Desta forma, estudou-se a performance dos métodos relativos ao controle da
taxa de erro tipo I na abordagem convencional e bootstrap, condicionados ao
nimero de varidveis p=2 e 5, grau de correlagio definidos por p=0,2, 0,5 ¢ 0,9,
valor nominal em 1 e 5%. Nestas condigdes, as situagdes de homogeneidade e
heterogeneidade das matrizes de covaridncias foram comparadas.

Um fator importante e primordial para a discussdo dos resultados obtidos
neste trabalho é dado pela comparagio de outros resultados observados por
autores diferentes, sendo que, em muitas situagdes, o estudo relacionado ao
problema multivariado de Behens-Fisher é efetuado sob condigdes ndo avaliadas
neste trabalho. Neste aspecto, pode-se citar a definigdo dos tamanhos amostrais
como inerente a cada autor. Como exemplo, tem-se Fouladi & Yockey (2002).
Esses autores definiram as amostras em fungZio do niimero de varidveis. Devido
a estas consideragSes caracteristicas de cada autor, a defini¢do do tamanho das
amostras estudadas foi feita arbitrariamente e independente do nimero de
varidveis mencionadas.

Os resultados para o caso bivariado (Figura 4.1.1) considerando o valor
nominal fixado em 5% séo discutidos a seguir. Na situagio de homogeneidade,
condicionados a uma “fraca” correlagdo (p =0,2), a comparacdo dos métodos

com base na Figura 4.1.1(a) permitiu que se verificasse que o método de
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Johansen (1980) na abordagem convencional ndo controlou a taxa de erro tipo |
para as amostras n,;=10 e n,;=10 e m=10 e n,=20, de forma que a taxa de erro
tipo I real era maior do que a nominal. Com o aumento da correlagdo para p=0,9
(Figura 4.1.1(b)), este efeito novamente foi detectado. Porém, aplicando este
método na versdo bootstrap em ambas as correlagdes, esta deficiéncia no
controle da taxa de erro tipo 1 foi corrigida apresentando probabilidades
aproximadas ao valor nominal. Esta corregio, de certa forma, em particular para
este método, representa uma vantagem ou eficiéncia da abordagem bootstrap de
forma a compensar o esforco computacional extra requerido. No caso das
amostras ;=30 e n,=30, independentemente da correlag@o, este método nao
apresentou problemas no controle da taxa de erro tipo I, de modo que suas
probabilidades foram consideradas iguais ao valor nominal. Estes resultados
ratificam os resultados obtidos por Algina et. al. (1991) que constataram que este
método ndo é apropriado para as amostras pequenas independentemente do
nimero de varidveis.

Qutra caracteristica em relacio ao método de Johansen (1980) foi
observada por Christensen & Rencher (1997), segundo os quais as
probabilidades do erro tipo 1 foram sempre superiores ao valor nominal,
independentemente do nimero de varidveis ou do grau de heterogeneidade das
matrizes de covariancias. Entretanto, os autores ressaltam que esta superioridade
nio é significativa.

Em relagdo aos demais métodos, pode-se afirmar que diante das
correlagdes estudadas, o controle da taxa de erro tipo I se deu de maneira
semelhante pelo fato de as probabilidades terem sido aproximadas, sendo que na
situagdo de “forte” correlag@o, ou seja, p=0,9 (Figura 4.1.1(b)), os métodos
apresentaram um decréscimo nas taxas empiricas. Este efeito foi observado
principalmente para as amostras nj=10 e n;=20, sendo mais fortemente

constatado no método de Kim (1992) em ambas as abordagens, cujas
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probabilidades foram exatamente as mesmas daquelas observadas na estatistica
T2 de Hotelling. No caso das amostras de tamanhos iguais, n;=10 e n,=10 e
n=30 e n,=30, este efeito mostrou-se ausente, de forma que as probabilidades
do erro tipo I, proveniente deste método, permaneceram praticamente imutdveis,
concordando com resultados observados por Christensen & Rencher (1997), os
quais afirmaram que as taxas empiricas referentes ao controle da taxa de erro
tipo 1, em particular a este método, ndo foram inflacionadas.

Na situag@o de méxima heterogeneidade admitida neste trabalho, ou seja,
8 = 8 para p = 0,2 (Figura 4.1.1(c)), verificou-se que no caso das amostras n;=30
e n;=30 as probabilidades do erro tipo I foram aproximadamente iguais ao valor
nominal, concordando com os resultados obtidos por Ito & Schull (1964). O
teste T? de Hotelling em ambas as abordagens néo controlou a taxa de erro tipo I
para as amostras n;=10 e n,=20, concordando com as observagdes feitas por
Holloway & Dunn (1967), os quais afirmaram a nio robustez da estatistica T de
Hotelling sobre heterogeneidade de covaridncias. Entretanto, considerando a
heterogeneidade das correlagdes, os resultados relacionados a estatistica T de
Hotelling contrariou os resultados observados por Fouladi & Yockey (2002).
Estes autores afirmaram que para as amostras de tamanhos diferentes, a
estatistica T de Hotelling € robusta, desde que a magnitude das correlagées ndo
seja alta. Diante desta situagio, ficou evidenciada a necessidade de se aplicar
algum método, seja na versdo bootstrap ou convencional, que corrigisse a
deficiéncia apresentada pela estatistica T2 de Hotelling relacionada as amostras
~ de tamanhos diferentes. Com este enfoque, verificou-se uma vantagem nos
métodos aplicados via bootstrap em relagdo aos métodos na abordagem
convencional, pois na abordagem bootstrap todos os métodos controlaram a taxa
de erro tipo 1. Entretanto, para as amostras de tamanhos n,=10 e n,=10 ocorreu
uma inversdo de modo que apenas este método controlou a taxa de erro tipo 1

(sob heterogeneidade de varidncias), sendo que os demais métodos foram
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ineficientes. Em relagdo ao método de Johansen (1980), novamente a abordagem
bootstrap foi satisfatéria devido & corregdo feita no controle da taxa de erro tipo
I, cujo problema anteriormente era apresentado na versdo convencional. Este
mesmo comportamento foi verificado aumentando a correlagdo para p=0,9
(Figura 4.1.1(d)). Para as amostras n,=30 e n,=30, 0 aumento da correlagio
apresentou um efeito positivo para o método de Kim (1992) convencional, pois
com baixa correlagdo (Figura 4.1.1(c)) este método ndo havia controlado a taxa
de erro tipo I, aumentando a correlagdo para p=0,9 (Figura 4.1.1(d)). Este
método passou a controlar a taxa de erro tipo 1. J4 a abordagem bootstrap
continuou ndo satisfatéria em relagio ao controle da taxa de erro tipo I,
independentemente da correlagdo. No caso das amostras pequenas, n,;=10 e
n,=10, o aumento da correlagzo influenciou os métodos na abordagem bootstrap,
levando ao ndo controle da taxa do erro tipo I e favorecendo os métodos na
abordagem convencional, de forma que as probabilidades provenientes dos
métodos sofreram uma redugZo. Esta redugo foi importante em alguns métodos,
tais como o método de Nel & Van Der Merwe (1986), que passou a controlar a
taxa de erro tipo 1, com probabilidade aproximada ao método de Yao (1965).
Para as amostras n;=10 e n,=20, com o aumento da correlagdo todos os
métodos de um modo geral, proporcionaram probabilidades inferiores ao valor
nominal, exceto o método de Kim (1992) convencional. Uma importante
caracteristica verificada com o aumento da correlagdo, em particular para este
tamanho amostral, foi observado na estatistica T de Hotelling, a qual passou a
controlar eficientemente a taxa de erro-tipo I, com probabilidades préximas ao
valor nominal, concordando com os resultados feito por Fouladi & Yockey

(2002) .
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FIGURA 4.1.1 - Taxa de Erro tipo I, fixado o valor nominal em 5% e p=2 comparando
homogeneidade com méxima heterogeneidade.

Seguindo as mesmas definigdes anteriores relacionadas ao nimero de
varidveis (p=2), correlages e heterogeneidade das matrizes de covariincias, os
resultados apresentados na Figura 4.1.2 diferenciaram apenas no nivel de
significdncia, sendo este fixado em 1%. Assim, verificou-se basicamente o
mesmo comportamento em relagdo ao controle da taxa de erro tipo 1, sendo que
os seguintes resultados merecem destaques.

Na sitvagdo de homogeneidade, fixada a correlagdo  p=0,2
(Figura 4.1.2(a)), verificou-se que a redugio no valor nominal néo influenciou o
controle da taxa de emo tipo I, portanto continuaram vilidas as mesmas

conclusdes sobre a taxa de erro tipo I observadas na Figura 4.1.1(a). Entretanto,
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algumas particularidades foram ressaltadas. Entre estas particularidades
observou-se que as probabilidades referentes ao controle da taxa de erro tipo I,
relacionadas as amostras n;=30 e n,=30, mostraram-se iguais entre os métodos
Nel & Van Der Merwe (1986) e Yao (1965) convencional. Esta igualdade nas
taxas de erro tipo 1 foram fatores que determinaram a recomendagio destes
métodos feita por De La Rey & Nel (1993). A mesma ocorréncia foi verificada
na abordagem bootstrap. No caso das amostras menores, ;=10 e n,=10 e
n;=10 e n,;=20, notou-se que as diferengas nas taxas empiricas entre estes
métodos ndo foram consideradas como um fator de avaliagdo entre as
abordagens convencional e bootstrap. Seguindo a mesma situagio de
homogeneidade, porém aumentando o grau de correlagdo para p=0,9 os
resultados na Figura 4.1.2(b) permitiram que se inferisse que a redugéo no valor
nominal prejudicou o método de Johansen (1980) convencional, de modo que
para as amostras n;=30 e n,=30 passaram a ndo controlar a taxa de erro tipo 1.
Em relacdio aos tamanhos amostrais n;=10 e n;=10 e n;=10 e n,=20, foram
observados os mesmos comportamentos apresentados na Figura 4.1.1(b).

Uma outra caracteristica observada foi em relagio ao método de
Kim (1992) bootstrap, especificamente para as amostras n;=10 e n,=10, cuja
reducdo no valor nominal ocasionou uma deflagdo na taxa empirica do erro
tipo 1. Para os demais métodos, esta deflagéo foi relativamente pequena; no caso
das amostras n;=30 e n,=30, novamente o0 método de Nel & Van Der Merwe
(1986) e de Yao (1965) apresentaram taxas iguais, mostrando-se invariantes
quanto ao aumento da correlag@o. -

Na situag@o de heterogeneidade com p = 0,2 (Figura 4.1.2(c)), a redugéo
do valor nominal ndo apresentou vantagens em relagdo a estatistica T> de
Hotelling para as amostras ;=10 e n,;=20. Na avaliagdo geral dos métodos a
redugdo do valor nominal favoreceu o método de Kim (1992) bootstrap, sendo

este mais adequado no controle da taxa de erro tipo I, principalmente para as
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amostras n;=10, n=20 e n,;=30, n,=30. Em relagdo aos outros métodos, as
mesmas caracteristicas foram mantidas, principalmente para as amostras n)=10 e
n;=10, as quais, evidenciaram a ineficiéncia da abordagem bootstrap quando
submetido aos valores nominais pequenos. Aumentando o grau de correlagio
(Figura 4.1.2(d)), as diferengas entre os valores nominais de 1% e 5% foram
maiores, de tal forma que o método de Kim (1992) convencional passou a nao
controlar a taxa de erro tipo I para as amostras m=10, n,=20 e n;=30, n,=30.
Entretanto, para estes tamanhos amostrais a aplicagio deste método via
bootstrap corrigiu esta deficiéncia, o que, para o valor nominal fixado em 5%
(Figura 4.1.1(d)) persistia o ndo controle da taxa de erro tipo I. Em relagdo ao
método de Johansen (1980), as mesmas caracteristicas, quando fixado o valor
nominal em 5% para todos os tamanhos amostrais, foram observadas
(Figura 4.1.1(d)). No caso dos demais métodos, a reduc@o no valor nominal
refletiu positivamente quando os testes eram aplicados via bootstrap, de forma
que estes métodos passaram a apresentar taxas empiricas préximas ao valor

nominal.

88



0.0267 ——0.z10:0e10 00007
o241 e —R- =10 =10
0.022] A e 230 ;30 00257 --8-n=10 ;=20
0,020 J @ - na30: =30
P oo P oo
r 000 ‘ = r
o 904 R VT S S O o
00124 : - b
b 00t0] M /‘
0.000] Y 00104
0006
0.0041 0.00%1
0,002}
TG THE) KO KIB) HO) XB) M) NE) YIC) Y(B) T THO THE) KIC) KB) 4O) 4B MO) NE) YC) YIB)
Métodos Métodos
a-8=1ep=02 b-8=1ep=09
0.0357 0,040
—I—;\nio;q-io
0.0001 -#-nei0;n=20 0351 —5—=10: 7210
<@+ n=30:qa30 o] -8--n=10;na20
p o= @ a0 ; n=30
r 00251 n
00201 P AN
o r omo]
b oo 1 - . : aots]
ooo]  x< ! v *n 0010]
0005  m..g 00051
T THE) TREIKIG) KE) XC) ) NC) ME) W) WE) | T THO THBIKO) KE) $C) XB) NC) NB) YO YCB)
Métodos Métodos
c-98=8ep=0,2 d- 8=8 e p=0,9

FIGURA 4.1.2 — Taxa de Erro tipo I, fixado o valor nominal em 1% e p=2 comparando
homogeneidade com méxima heterogeneidade.

Os resultados apresentados na Figura 4.1.3 sdo provenientes das mesmas
condigdes relacionada nas Figuras 4.1.1 e 4.1.2. No entanto, o enfoque é dado
sobre a influéncia do aumento do mimero de varidveis no controle da taxa de
erro tipo 1. Desta forma, fixando p=5 e valor nominal em 5%, foram obtidos os
resultados doravante apresentados e discutidos.

Na situagdo de homogeneidade inicialmente fixada, a correlagdo p=0,2
(Figura 4.1.3(a)), de um modo geral os métodos continuaram apresentando o
mesmo comportamento em relagdo ao controle da taxa de erro tipo I. O método
de Johansen (1980) convencional novamente ndo controlou a taxa de erro tipo 1

para as amostras m;=10, n,=10 e n;=10, n,=20, 0 que levou a confirmar os
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resultados verificados por Algina et.al (1991), os quais afirmaram que este
método era invariante quanto ao nimero de varidveis no controle do erro tipo I
para as amostras de tamanhos iguais e pequenas. Entretanto, a aplicagdo deste
método na abordagem bootstrap corrigiu esta deficiéncia apresentada pela
abordagem convencional para estas amostras. No caso das amostras m=30¢e
n,=30, este método n&o apresentou problemas. Em relagio aos demais métodos,
verificou-se que, em ambas abordagens, as amostras =30 e n,=30 praticamente
apresentaram taxas empiricas semelhantes. Esta semelhanga foi enfatizada por
meio dos métodos Nel & Van der Merwe (1986) e Yao (1965), cujas taxas
empiricas foram aproximadamente similares aquelas do valor nominal,
conforme resultados observados por Christensen & Rencher (1997). No caso das
amostras m;=10 e n;=20, verificou-se que estes métodos na abordagem bootstrap
apresentaram taxas empiricas inferiores ao valor nominal, sendo contraditérias
aos resultados observados por Christensen & Rencher (1997). No caso das
amostras n;=10 e n,=10, com excegdo do método de Johansen (1980), os demais
métodos em ambas as abordagens, apresentaram taxas inferiores a estatistica T?
de Hotelling e superiores ao valor nominal. Aumentando a correlagdo para
p=09 (Figura 4.1.3(c)), verificou-se que os resultados apresentados pelo
método de Johansen (1980) nio foram afetados, pois independentemente do tipo
de abordagem, este método continuou apresentando as mesmas caracteristicas
relacionadas a taxa de erro tipo I, quando comparadas com os resultados
apresentados na Figura 4.1.1(b). Em rela¢do aos demais métodos, o aumento do
nimero de varidveis praticamente no influenciou as taxas empiricas no controle
da taxa de erro tipo . Porém, algumas consideragdes foram feitas em relagdo aos
tamanhos amostrais. Entre estas consideragdes, ressaltou-se que para as amostras
n;=10, n,=10, com excegdo do método de Kim (1992), os demais métodos na
abordagem bootstrap apresentaram taxas empiricas maiores em relagdo as

amostras =10, n,=20 e n;=30, n,=30. Para estes tamanhos amostrais, ou seja,
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em amostras maiores e de tamanhos diferentes, os métodos de Nel & Van der
Merwe (1986) e Yao (1965) praticamente foram idénticos.

Na situagdo de heterogeneidade, com baixa correlagao (p=0,2)
conforme resultados apresentados na Figura 4.1.3(c), observou-se que as taxas
empiricas da estatistica T? de Hotelling em ambas abordagens ndo estavam de
acordo com a taxa nominal de erro tipo I para as amostras n;=10 e n;=20. Em
relagdo aos métodos, o mais critico na abordagem convencional foi o método de
Johansen (1980), sendo o que apresentou o ndo controle da taxa de erro tipo 1.
Entretanto, quando este teste foi aplicado via bootstrap, este problema foi
corrigido. Em relagio aos métodos na abordagem bootstrap, apenas o método de
Kim (1992) apresentou problemas para todos os tamanhos amostrais. No caso
dos demais métodos, as taxas empiricas foram semelhantes e préximas do valor
nominal. Aumentando a correlagio para p=0,9 conforme resultados
apresentados na Figura 4.1.3(d), a estatistica T? de Hotelling continuou a
apresentar o mesmo problema para as amostras de tamanhos diferentes, assim
como também os métodos de Kim (1992) bootstrap e Johansen (1980)
convencional. Para as amostras de tamanhos iguais, respectivamente as amostras
n=10, n,;=10 e n;=30, n,=30 foram beneficiadas com o aumento da correlagao,
de tal forma que estes métodos passaram a controlar a taxa de erro tipo I. Em
relagdo aos demais métodos e tamanhos amostrais, as diferencas ocasionadas
pelo aumento da correlagéo nao foram expressivas.

Aumentando o grau de heterogeneidade simultaneamente com o niimero
de varidveis, conforme resultados apresentados nas Figuras 4.1.1(a) e 4.1.3(c),
sujeitas & “fraca” correlagdio (p=0,2) e valor nominal fixado em 5%,
observou-se que apenas o método de Kim (1992) bootstrap foi prejudicado, pois
na situagdo inicial p=2 e 8 = 1 (Figura 4.1.1(a)), este método controlava a taxa
de erro tipo I para todos os tamanhos amostrais, com probabilidade préxima ao

valor nominal. Aumentando a heterogeneidade para =8 e o nimero de
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varidveis para p =5, este método passou a nao controlar a taxa de erro tipo I
para todos os tamanhos amostrais. Na abordagem convencional, o método de
Johansen (1980) foi bastante prejudicado, para as amostras n,=30 e n,=30,
contrariando 0s resultados observados por Algina et. al. (1991), pois sobre
heterogeneidade e condicionado a este tamanho amostral, o método de
Johansen (1980) passou a ser sensivel em relagdo ao nimero de varidveis. Em
relagéo aos demais métodos, o aumento da heterogeneidade em conjunto com o
niimero de varidveis apenas refletiu nos valores das probabilidades, de tal forma
que, estes valores provenientes dos métodos para todos os tamanhos amostrais,
em ambas as abordagens, passaram a controlar a taxa do erro tipo I, exceto o
método de Johansen (1980) convencional quando aplicado as amostras n;=10 e
n,=10 e n;=10, n,=20.

Diante da mesma situagdo estudada, porém aumentando a correlagiao
para p=0,9 os resultados apresentados nas Figuras 4.1.1(b) e 4.1.3(d)
permitiram que se inferisse que, na situagdo inicial, ou seja, 5=1 e p=2
(Figura 4.1.1(b)), apenas o método de Johansen (1980) convencional, apresentou
problemas relativo ao controle da taxa de erro tipo I para as amostras n,;=10,
n;=10 e n;=10, n=20, sendo que, nesta iltima situagsio amostral a estatistica T2
de Hotelling apresentou os mesmos problemas mencionados anteriormente.
Aumentando o grau de heterogeneidade e o nimero de vari4veis, isto é 6=08e
p=5 (Figura 4.1.3(d)), este método continuou a nio controlar a taxa de erro tipo
I, para essas amostras, sendo consistente com as observagdes feitas por
Holloway & Dunn (1967) em relagio ao incremento do niimero de varigveis. Em
relagdo a abordagem bootstrap, os métodos de um modo geral foram mais
prejudicados em relagéo ao controle da taxa de erro tipo I para as amostras
n=10, n;=20, pois na situagdo inicial =1 e p=0,9 todos os métodos na
abordagem bootstrap, inclusive a prépria estatistica T de Hotelling, controlava a

taxa de erro tipo 1. Aumentando o niimero de varidveis para p=5 e 8=8, foi
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observado que a estatistica T? de Hotelling e 0 método de Kim (1992) ambos na
abordagem bootstrap, e Johansen (1980) convencional tiveram suas taxas
empiricas deflacionadas, passando a ndo controlar a taxa de erro tipo 1. Os
métodos de Nel & Van der Merwe (1986) e Yao (1965) continuaram a
apresentar taxas empiricas bem aproximadas, porém distantes do valor nominal,
de modo que seus respectivos valores ficaram aproximadamente iguais ao limite
inferior de controle. Este efeito ocorren com a mudanga na heterogeneidade e o
com o nimero de varidveis e refletiu apenas uma redug@o nos valores das taxas
empiricas, concordando com os resultados observados por Christensen &
Rencher (1997). Esses autores afirmaram que em nenhuma situagio o método de

Yao (1965) mostrou-se conservativo, quando comparado com outros métodos.
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FIGURA 4.1.3 - Taxa de Erro tipo I, fixado o valor nominal em 5% e p=5 comparando
homogeneidade com mdéxima heterogeneidade.

As discussoes apresentadas a seguir foram feitas com base na observagdo
da Figura 4.1.4, visando a complementar os resultados obtidos anteriormente, de
modo que a avaliag@o foi feita nas mesmas situagSes amostrais, heterogeneidade
e graus de correlagdo, diferenciando apenas no valor nominal, sendo este
definido com o valor de 1%. Desta forma, fixado p=5-0%*pfincipais resultados
obtidos foram apresentados e discutidos a seguir.

Na situagio de homogeneidade, com a correlagio p=0,2
(Figura 4.1.4(a)), verificou-se que a redugdo no valor nominal de um modo geral
ndo afetou os métodos, pois estes basicamente apresentaram 0 mesmo

comportamento no controle da taxa de erro tipo I, diferenciando apenas quanto
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ao nimero de variaveis em relacdo a Figura 4.1.2(a). Esta diferenga repercutiu
nas amostras n;=10 e n,=20, em que inicialmente, quando fixado p=2 (Figura
4.1.2(a)), o método de Johansen (1980) convencional apresentou problemas no
controle da taxa de erro tipo 1, ao passo que, aumentando o nimero de varidveis
para p=5 (Figura 4.1.4(a)), esta deficiéncia foi corrigida. Em relag@o aos demais
métodos, todos controlaram a taxa de erro tipo 1 em ambas as abordagens. A
reducdo do valor nominal, juntamente com o aumento do mimero de varidveis,
ocasionou uma redugdo nos valores das taxas empiricas praticamente em todos
os métodos. Este efeito especificamente foi observado nas amostras n;=10,
n,=10 e n;=10, n,=20 em ambas as abordagens. No caso das amostras n;=30 ¢
n,=30, as taxas empiricas foram exatamente iguais ao valor nominal, com
excecdo dos métodos de Kim (1992) e Johansen (1980) convencional.
Aumentando o grau de correlagéo para p = 0,9 (Figura 4.1.4(b)), estes métodos
continuaram a controlar a taxa de erro tipo I. O aumento na correlagéo levou o
método de Johansen (1980) convencional a ndo controlar a taxa de erro tipo 1
especificamente para as amostras n;=10 e n,=20 (Figura 4.1.4(b)). Os demais
métodos praticamente ndo mostraram diferengas em relagdo ao aumento do
nimero de varidveis e grau de heterogeneidade, com exce¢io do método de
Kim (1992) bootstrap, que apresentou taxa empirica de erro tipo I préxima do
valor nominal, quando condicionada i alta correlagio e ao niimero de varidveis
definido por p=5.

Na situagio de heterogeneidade, fixado p=0,2 os resultados da
Figura 4.1.4(c) mostraram que as amostras n,=10, n,=10 e n;=10, n,=20
relacionadas aos métodos de Kim (193‘2) bootstrap e Johansen (1980)
convencional, ndo controlaram a taxa de erro tipo I, sendo que esta deficiéncia
relacionada a0 método de Johansen (1980) foi corrigida com a versdo bootstrap.
Comparando esses resultados com aqueles apresentados na Figura 4.1.2(c),

b

referente 2 mesma situagdo de heterogeneidade e correlagdo, diferenciando
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apenas no nimero de varidveis (p=2), observou-se que o0 aumento no nimero de
varidveis para p=5 prejudicou o método de Kim (1992) na abordagem bootstrap.
Este método controlou de maneira conservativa a taxa de erro tipo I para todos
os tamanhos amostrais, concordando com os resultados obtidos por Christensen
& Rencher (1997).

Em relagdo ao método de Johansen (1980) convencional, verificou-se
que o aumento do nimero de varidveis ndo contribuiu no controle da taxa de
erro tipo I. Porém, analisando os métodos no dmbito geral, percebeu-se que o
aumento no niimero de varidveis contribui de forma notéria, principalmente para
as amostras n;=10, n,=10, de forma que os métodos que apresentaram problema
anteriormente passaram a controlar a taxa de erro tipo I com probabilidades
préximas ao valor nominal. No caso das amostras de tamanhos n,=10 e n,=20,
ndo apresentaram efeito considerando a mudanga no nimero de vari4veis. Para
as amostras de tamanhos n;=30, n,=30, apenas verificou-se uma redugio nas
taxas empiricas.

Avaliando a conseqiiéncia do aumento do grau de correlagio, na situagdo
de heterogeneidade, os resultados da Figura 4.1.4(d) permitiram que se inferisse
que o método de Johansen (1980) convencional continuou a nio controlar a taxa
de erro tipo I para as amostras n;=10, n,=10 e n,;=10, n;=20. O método de Kim
(1992) apresentou-se melhor devido a corregéo feita no controle da taxa de erro
tipo I referente as amostras n,=10 e n,=10. Em particular, foi observado que com
o aumento da correlagdo e para as amostras n;=10 e ny=20, o método de
~~-Joliansen (1980) bootstrap controlon a taxa de erro tipo I, apresentando-se
conservador. Também nesta situagdo amostral, a prépria estatistica T> de
Hotelling mostrou-se ndo robusta com o aumento do grau de heterogeneidade,
conforme retratado nas Figuras 4.1.4(b) e 4.1.4(d). Em relagdo aos outros

métodos, o aumento da heterogeneidade nao resultou caracteristicas que possam
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alterar o controle da taxa de erro tipo I, principalmente para as amostras de
tamanhos iguais, cujas taxas empiricas foram aproximadas.

Aumentando o grau de heterogeneidade simultaneamente com o nimero
de varidveis, conforme resultados apresentados nas Figuras 4.1.2(a), 4.1.4(c),
sujeitas a fraca correlagdo (p=0,2) e valor nominal definido em 1%, verificou-se
que apenas o método de Kim (1992) bootstrap foi prejudicado, pois na situagdo
inicial p=2, &=1 este método controlava a taxa de erro tipo I para todos os
tamanhos amostrais. Aumentando a heterogeneidade para 6=8 e o nimero de
varidveis para p=5, este método passou a ndo controlar a taxa de erro tipo I para
as amostras n;=10, n,=10 e n;=10, n,=20, sendo que, para as amostras n,;=30,
n,=30 mostrou-se conservativo. Os demais métodos apresentaram apenas
mudangas nos valores referentes as suas taxas empiricas, nao perdendo a
propriedade de controlar a taxa de erro tipo 1. Aumentando a correlagdo para
p=0,9 e analisando o impacto do aumento do grau de heterogeneidade
simultaneamente ao nimero de varidveis, os resultados apresentados nas Figuras
4.1.2(b) e 4.1.4(d) permitiram que se inferisse que na situagdo inicial, ou seja,
para 8=1 e p=2 (Figura 4.1.2(b)), apenas o método de Johansen (1980)
convencional apresentou problemas relativo ao controle da taxa de erro tipo I
para todas as amostras. Aumentando o valor da heterogeneidade e o nimero de
varidveis, isto €, 6=0,8 e p=5 (Figura 4.1.4(d)), apenas as amostras n,;=30 e
n,;=30 apresentaram corre¢do na falta de controle da taxa de erro tipo I. Na
abordagem bootstrap, os métodos de Kim (1992) e Johansen (1980) foram
influenciados, de tal forma que o aumento no grau de heterogeneidade, refletiu
nas amostras n;=30, n,=30 e n;=10, n,=20 relacionadas ao método de Kim
(1992) apresentando o controle da taxa de erro tipo I de forma conservativa. No
caso do método de Johansen (1980) para amostras de tamanhos diferentes,
apresentou a mesma caracteristica ao método de Kim (1992). Os demais

métodos, em ambas as abordagens, ndo apresentaram problemas com este efeito.
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FIGURA 4.1.4 — Taxa de Erro tipo I, fixado o valor nominal em 1% e p=5 comparando
homogeneidade com méxima heterogeneidade.

Os resultados discutidos a seguir e apresentados na Figura 4.1.5 sdo
especificos para a situagido de heterogeneidade das matrizes de covariancia, em
que, as Figuras 4.1.5(a); (b) e 4.1.5(c); (d), respectivamente, indicam a situagio
de baixa heterogeneidade (8=2) e alta heterogeneidade admitida neste trabalho™*
(6=8). Para todas as situagGes, particularizou-se o valor nominal fixado em 5% e
o nimero de varidveis p=5. Desta forma, compararam-se as correlagdes p = 0,2
e p = 0,5 obtendo os seguintes resultados.

Analisando a Figura 4.1.5(a) observou-se que a estatistica T? de

Hotelling praticamente apresentou uma igualdade nas probabilidades de erro
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tipo I para todos os tamanhos de amostras em ambas as abordagens. Este fato

indicou que o uso do bootstrap poderia ser dispensado devido ao esforco
computacional requerido.

Novamente o método de Johansen (1980) na abordagem convencional
apresentou problemas relacionados ao controle da taxa de erro tipo I para todos
os tamanhos de amostras. Este efeito no método de Johansen (1980) também foi
verificado por Christensen & Rencher (1997), mas somente presente nas
situagdes de amostras de tamanhos iguais e tamanhos diferentes. Uma
alternativa eficiente visando reparar esta deficiéncia apresentada pelo método de
Johansen (1980) foi dada por meio da aplicagio do bootstrap,
independentemente das correlagdes. Este fato foi comprovado com sucesso
mediante aos resultados observados na Figura 4.1.5. Os métodos de Nel & Van
Der Merwe (1986) e de Yao (1965) de bootstrap apresentaram diferencas em
relacdo a abordagem convencional. Estes métodos na abordagem convencional
apresentaram taxas empiricas iguais para as amostras n;=10, n;=10 e n;=10 e
n,=20, ao passo que na abordagem bootstrap esta igualdade mostrou-se ausente.
No caso das amostras n;=30, n,=30 em ambas as abordagens estes dois métodos
apresentaram taxas empiricas de erro tipo I superiores ao valor nominal,
confirmando os resultados obtidos por Christensen & Rencher (1997).

Mantendo a mesma heterogeneidade, porém aumentando a correlagao
para p = 0,5 conforme resultados apresentados na Figura 4.1.5(b), constatou-se
que, de um modo geral, todos os métodos foram melhorados com o aumento da
correlagdo, de tal forma que a mudanga na correlacdo refletiu uma redugio nas
taxas empiricas, aproximando-se do valor nominal de modo que a aplicacdo dos
métodos para as amostras n;=10 e n,=20 foram mais influenciadas, enquanto a
aplicagdo destes métodos para outros tamanhos amostrais foi menos
sensibilizada por este efeito. Sobre 0o método de Johansen (1980), na abordagem

convencional este foi o Unico que apresentou as mesmas caracteristicas
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mencionadas quando fixado p=0,2 (Figura 4.1.5(a)), continuando a ndo
controlar o erro tipo 1.

Visando analisar o impacto do aumento da heterogeneidade na matriz de
covaridncia diante das correlagdes, os resultados da Figura 4.1.5(c) permitiram
verificar que na situagio de fraca correlagdo (p=0,2) e na condi¢do de aita
heterogeneidade (6=8), este aumnento refletiu um efeito negativo na estatistica T?
de Hotelling especificamente para as amostras de tamanhos diferentes em ambas
as abordagens, o que ocasionou em um ndo controle da taxa de erro tipo I
(Figura 4.1.5(a) e (c)). Em relagido aos demais métodos, verificou-se que as
diferencas nas probabilidades entre as amostras foram menores e praticamente
centralizadas em torno do valor nominal, com excegio do método de
Johansen (1980) convencional, que continuou a ndo controlar a taxa de erro tipo
I para todos os tamanhos amostrais, mostrando-se invariante ao aumento do grau
de heterogeneidade. Na abordagem bootstrap, o método de Kim ( 1992) foi o
mais prejudicado, passando a controlar a taxa de erro tipo I para todos os
tamanhos amostrais de forma conservativa. Aumentando a correlagio para
p = 0,5 (Figura 4.1.5(d)), a tinica diferenca foi verificada no método de Johansen
(1980) via convencional, mais especificamente para as amostras n;=30, n,=30,
pois com estes tamanhos amostrais este método corrigiu a deficiéncia no
controle da taxa de erro tipo I mencionada anteriormente (p=0,2). Em relagdo a
estatistica T? de Hotelling, os métodos de Johansen (1980) convencional para
outros tamanhos amostrais e Kim (1992) na versdo bootstrap apresentaram o
mesmo comportamento retratados pela Figura 4.1.5(c).

Em relag@o ao demais métodos, quando comparado com os resuitados
apresentados na Figura 4.1.5(c), notou-se apenas uma inversio na disposicio dos
valores em tomo do valor nominal. Esta caracteristica ocorreu em ambas as

abordagens.
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FIGURA 4.1.5 — Taxa de Erro tipo I, fixado o valor nominal em 5% e p=5 comparando
graus de heterogeneidade.

Os resultados da Figura 4.1.6 retrataram uma situag@o atipica em relagio
aos resultados apresentados nas figuras anteriores, ndo apenas pelo tamanho
amostral estudado, mas também pela influéncia das matrizes de covariéncias.
Neste aspecto, as amostras n =10, n,=15 (Figura 4.1.6(a)) indicam,
respectivamente, que a menor amostra estd associada a maior matriz de
covariancia, ao passo que, quando invertidas as amostras, ou seja, =15, n=10
(Figura 4.1.6(b)), caracterizou-se que a maior amostra passou a se associar 2
“maior” matriz de covaridncia. A mensuracdo da magnitude das matrizes de

covariancia é dada em fungdo das respectivas varidncias generalizadas.
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Justifica-se a escolha destes tamanhos amostrais pela implementagdo do
bootstrap nos métodos, sendo comum o problema de singularidade quando
submetido a amostras pequenas, pois a probabilidade de serem amostrados os
mesmos elementos novamente é relativamente alta. Com esta preocupagdo, estes
tamanhos amostrais foram definidos de tal forma a evitar a singularidade entre
as matrizes envolvidas no processo do bootstrap para obtengdo das
probabilidades. Um outro aspecto foi de se determinar um tamanho de amostra
que ndo fosse muito grande para que o problema de heterogeneidade de
varidncias fosse mascarado pelas propriedades assintéticas do teste. Desta
forma, os principais resultados obtidos esto a seguir.

Particularizando o valor nominal em 5%, nimero de varidveis p=5 e
grau méximo de heterogeneidade (8 = 8), verificou-se que as estatisticas T de
Hotelling em ambas as abordagens foram afetadas pelo grau de correlagio de tal
forma que o controle da taxa de erro tipo I se deu apenas para fraca correlagio,
ou seja, p = 0,2 (Figura 4.1:6(a)). Com a inversdo dos tamanhos amostrais, isto
¢, n;=15 e n,=10 (Figura 4.1.6(b)), este efeito causado pelo aumento no grau de
correlagdo em relagdo a estatistica T de Hotelling em ambas as abordagens
desapareceu. Este teste controlou a taxa de erro tipo I para as correlagdes p = 0,2
e 0,9. Este fato concordou com os resultados obtidos por Fouladi & Yockey
(2002). Estes autores afirmaram que a estatistica T> de Hotelling, para as
amostras de tamanhos diferentes é robusta desde que a magnitude entre as
correlagdes entre as varidveis seja relativamente grande.

- Em relagio aos métodos, na situagdo n,=10 e n,=15 (Figura 4.1.6(a)), a
influéncia do aumento das correlagdes revelou uma igualdade entre os métodos
na abordagem convencional, de tal forma que os métodos de Kim ( 1992) e
Johansen (1980) proporcionaram probabilidades praticamente iguais, refletindo
0 mesmo comportamento. As performances destes dois métodos, quando

invertidas as amostras, foram bem diferentes e sensiveis ao aumento da
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correlagdo; esta sensibilidade € facilmente detectada principalmente no método
de Kim (1992) convencional, de modo que as probabilidades foram reduzidas
gradativamente com o aumento da correlagdo (Figura 4.1.6(b)), ao passo que, na
situacdo anterior (Figura 4.1.6(a)), esta ocorréncia mostrou-se exatamente
inversa; na abordagem bootstrap praticamente foi observado a mesma
ocorréncia.

Analisando o método de Johansen (1980) convencional, é notdvel a
sensibilidade comparando as taxas empiricas, pois os resultados da Figura
4.1.6(a) claramente permitem a percep¢do de um comportamento crescente a
medida que a correlagdo aumenta. Analisando os resultados da Figura 4.1.6(b),
notou-se que esta tendéncia € inexistente. Na abordagem bootstrap, a
sensibilidade relacionada a inversio das matrizes e amostras € mais bem
explicada pelas probabilidades demonstradas pela Figura 4.1.6(a), de modo que,
para as correlagdes extremas, o controle da taxa de erro tipo I € feito de forma
conservativa, sendo que, na situagdo posterior (Figura 4.1.6(b)), praticamente
todas as correlagbes apresentaram a mesma probabilidade de erro tipo 1.

Analisando os métodos Nel & Van der Merwe (1986) e Yao (1965) na
abordagem convencional, conforme resultados apresentados na Figura 4.1.6(a),
verifica-se que estes métodos controlaram a taxa de erro tipo I de forma
conservativa para a correlagio p =0.2, concordando com os resultados de
Fouladi & Yockey (2002) que afirmaram uma tendéncia conservativa
apresentada especificamente para o método de Nel & Van der Merwe (1986).
No caso de uma correlagdo intermedidria, ou seja, p = 0,5 suas taxas empiricas
foram méximas e superiores ao valor nominal (Figura 4.1.6(a)). Invertendo as
amostras (Figura 4.1.6(b)), estes métodos apresentaram comportamento
semelhante aos resultados da estatistica T2 de Hotelling, com poucas diferengas
nos valores das probabilidades, quando submetidas as diferentes correlagdes. A

s

aplicagio dos métodos na versdo bootstrap devido a semelhanga entre as
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probabilidades em relagdo aos métodos convencionais € recomendada apenas
para o método de Johansen (1980), sendo que, na situag@o retratada pela Figura
4.1.6(a) para as correlagdes inferiores a p=0,5 o controle da taxa de erro tipo I é
feito de forma conservativa. Porém, na situagio denotada pela Figura 4.1.6(b) as
taxa empiricas foram préximas ao valor nominal. Ainda nesta situagio, este fato
se deu para os demais métodos, além de ter apresentado taxas empiricas

similares aos métodos convencionais, exceto o método de Kim (1992).
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FIGURA 4.1.6 - Taxa de erro tipo I, fixado o valor nominal em 5%, 8=8 e p=5
comparando graus de correlaggo.

4.2 - Poder dos Métodos

Uma outra forma de comparagio e avaliagio dos métodos € dada por
meio da estimagdo do poder inerente a cada método, associado ao controle da
taxa de erro tipo I. Sendo assim, comparzﬁam-se os poderes dos testes em
situagGes em que os vetores de médias populacionais diferiram com um
determinado nimero de erros padréo definidos pela constante k. Desta forma, foi
estudado o poder mediante diferentes correlagdes, inicialmente fixado o niimero

de varidveis (p=2), valor nominal em 5% e k=1, restringindo o estudo apenas
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para as amostras de tamanhos iguais (Figura 4.2.1). Assim, os resultados
apresentados foram discutidos doravante.

Na situagio de homogeneidade, para amostras n;=10, n,=10
(Figura 4.2.1(a)), os resultados permitiram que se inferisse que o método de
Johansen (1980) apresentou-se mais poderoso em todas as estruturas de
correlagdes; entretanto, o uso deste método nio foi recomendado devido ao nio
controle da taxa de erro tipo 1 verificado anteriormente (Figuras 4.1.1(a) e (b))
representando, respectivamente, as correlagdes p = 0,2 e p = 0,9. Devido a estes
valores extremos na correlagéo, ficou subentendido o mesmo comportamento
apresentado por este método, quando fixada uma correlagio intermediria, ou
seja, p=0,5. Esta suposicdo foi ratificada com os resultados observados por
Christensen & Rencher (1997), referentes ao controle da taxa de erro tipo I, em
particular a este método. Com esta caracteristica, evidenciada em todas as
correlagdes, excluiu-se a anilise do método de Johansen (1980) convencional, de
forma que o método de Kim (1992), nesta mesma abordagem, foi o mais
adequado, devido a superioridade do poder, embora esta superioridade tenha
sido relativamente pequena em relagio a dos demais métodos. Todavia, por
controlar a taxa de erro tipo I com probabilidades aproximadas ao valor nominal,
comprovado pelos resultados das Figuras 4.1.1(a) e (b) e estendido para a
correlagdo p = 0,5 recomendou-se o uso deste método. Segundo Christensen &
Rencher (1997), este método também foi recomendado pelos mesmos fatores, ou
seja, alto poder associado ao controle da taxa de erro tipo 1, com probabilidade
acima do valor nominal. o

Em relagdo a. abordagem bootstrap, foi veriﬁczyidop‘ que para a
recomendagdo de sua aplicagio ndo foram obtidos valores de poder que
pudessem justificar esfor¢o computacional requerido. Este fato é simplesmente
comprovado pela igualdade ou proximidade dos valores particularizados a cada

método, quando comparados com a abordagem convencional. E importante
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ressaltar que os métodos de Nel & Van der Merwe (1986) e Yao (1965)
apresentaram valores semelhantes no poder e no controle da taxa de erro tipo I,
ndo havendo, portanto, restri¢des quanto ao seu uso. Entretanto, Christensen &
Rencher (1997) compararam o método de Yao (1965) com o método de Kim
(1992) e constataram que este método apresentou maior poder em relagdo ao
método de Yao (1965), quando a amostra menor é associada & maior matriz de
covariancia.

Na situagdo de homogeneidade, aumentando os tamanhos das amostras
para ny=30, n,=30, conforme resultados da Figura 4.2.1(b), a indicagdo de um
método adequado foi feita com base no controle da taxa de erro tipo I e alto
poder. Com essas suposicdes, o método de Johansen (1980) convencional
praticamente tem o mesmo poder do método de Kim (1992), pois este método,
para todas as correlagdes, controlou a taxa de erro tipo 1. Ainda nesta situagio,
foi observado que nos demais métodos o aumento do tamanho da amostra,
especificamente para a correlagdo p=0,2 implicou de um modo geral em um
aumento no poder, sendo mais evidente no método de Nel & Van der Merwe
(1986). Para as demais correlagdes, este efeito foi amenizado.

Na situagdo de heterogeneidade, a principal caracteristica observada foi
detectada sobre as amostras n)=10, n,=10 (Figura 4.2.1(c)), a qual retrata a
inexisténcia de um comportamento padréo nos valores referentes ao poder com o
aumento da correlagdo. Este efeito foi verificado em alguns métodos na
abordagem convencional, sendo mais acentuado na abordagem bootstrap, com
excegdo do método.de Kim (1992). A presenca deste efeito, quando comparada
com a situagdo de homogeneidade, foi contrastante, pois nesta situagio o
aumento da correlagdo implicou, de um modo geral, na redugio do poder.
Entretanto, a presenga deste efeito néo influenciou a identificagio dos métodos.
Baseando-se nos critérios de controle da taxa de erro tipo I e no poder para estas
amostras, os métodos de Yao (1965) e Nel & Van der Merwe (1986) foram



adequados, concordando com as observagdes feitas por De La Rey e
Nel’s (1993). Com o aumento das amostras para n,=30 e n,=30 (Figura 4.2.1(d))
notou-se um melhoramento em relagdo ao padrio do comportamento das
correlagdes, mostrando-se semelhante a situagio de homogeneidade. Entretanto,
ndo foram indicados os mesmos métodos em virtude do controle da taxa de erro
tipo 1 ter sido diferente em ambas as correlagdes, conforme resultados
apresentados nas Figuras 4.1.1(c) e (d), Sendo assim, a recomendagdo foi dada
em fungé@o de ter apresentado simultaneamente nas correlagbes p=0,2 e 0,9 o
controle da taxa de erro tipo I e alto poder. Assim, a indicagdo de os métodos de

Yao (1965) e de Nel & Van Der Merwe (1986) pode ser feita.

co-
g

c- &=8en=10 e n=10 d-5=8 e n=30 e n,=30
FIGURA 4.2.1 - Poder do teste para amostras de tamanhos iguais, fixado o valor
nominal 5%, p=2, k=1 comparando graus de correlagiio e sobre situagéo de
homogeneidade e méxima heterogeneidade.
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Os resultados apresentados na Figura 4.2.2 basicamente sdo
complementagdes ao estudo de poder apresentado anteriormente, diferenciando
apenas no valor nominal, sendo este fixado em 1%. Desta forma, estudou-se o
impacto da redug@o do valor nominal sobre as mesmas condigdes amostrais e
grau de heterogeneidade relacionados na Figura 4.2.2. Sendo assim, foram
obtidos os seguintes resultados.

Na situagdo de homogeneidade, com a redug@o do valor nominal para as
amostras n;=10, n,=10 conforme resultados apresentados pela Figura 4.2.2(a),
novamente o método de Johansen (1980) convencional ndo foi recomendado
pelas mesmas raz6es mencionadas anteriormente (Figura 4.2.1(a)). Sendo assim,
indicou-se o método de Kim (1992) convencional como um método apropriado a
este tamanho amostral. Este fato foi comprovado conforme resultados
apresentados na Figura 4.2.1(a). Entretanto, reduzindo o valor nominal para 1%
(Figura 4.2.2(a)), verificou-se que os métodos Nel & Van der Merwe (1986) e
Yao (1965) na abordagem bootstrap apresentaram valores referente ao poder
para todas as correlagbes superiores 4 abordagem convencional. Este fato é
justificado pelas taxa empiricas de erro tipo I, referente a estes métodos via
bootstrap, serem superiores a aplicagdo destes métodos na abordagem
convencional (Figura 4.1.2(a)). No caso do método de Johansen (1980), por
controlar a taxa de erro tipo I na abordagem bootstrap, mostrou-se vantajoso,
embora o poder deste método nesta abordagem seja inferior, quando comparado
com a abordagem convencional, como é esperado. Em relagdo ao método de
Kim (1992), quando comparado as versGes convencional--e--bootstrap,
necessariamente a recomendagao foi justificada também pelo controle da taxa de
erro tipo I (Figura 4.1.2(a)). Desta forma, em ambas as abordagens este método
controlou a taxa de erro tipo I, porém com taxas empiricas aproximadas ao valor
nominal, ocasionando poucas diferengas no poder deste método, quando

comparado entre as duas abordagens. Aumentando, o tamanho das amostras para
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m=30 e n;=30 (Figura 4.2.2 (b)), o poder deste método referente as duas
abordagens mostrou-se sensivel no aumento da correlagdo. Entretanto,
considerando a méxima correlagdo admitida (p=0,9) percebeu-se uma igualdade
no poder em ambas as abordagens referentes a0 método de Kim (1992); sendo
assim, optou-se por recomendar o uso deste método via convencional pela
simplicidade na aplicagdo, quando comparado ao esforgo computacional
requerido no bootstrap.

Em relagdo aos demais métodos, confirmaram-se os mesmos resultados
apresentados pela figura 4.2.2(a), diferenciando apenas na correlagdo p=0,5 em
que os métodos Nel & Van Der Merwe (1986) e Yao (1965) aﬁresemaram
valores de poder equivalentes em ambas abordagens.

Na situagdo de heterogeneidade (Figura 4.1.2(c)), na avaliagio do
controle da taxa de erro tipo 1, para as amostras n,=10, n,=10, fixada a
correlagdo p=0,2 de um modo geral em ambas as abordagens os métodos nio
controlaram a taxa de erro tipo I, exceto o método de Yao (1965) convencional e
o de Kim (1992) bootstrap. Desta forma, especificamente para esta correlagéo,
considerando o esforgo computacional requerido mo bootstrap, avaliado
juntamente com o respectivo poder destes métodos, recomendou-se 0 método de
Yao (1965) via convencional como o mais apropriado para esta situacao
amostral. Aumentando a correlag@o para p=0,9 (Figura 4.1.2(d)), este método
passou a controlar a taxa de erro tipo I com probabilidade aproximada ao valor
nominal e alto poder, sendo novamente indicado. Aumentando o tamanho das
amostras para n;=30, n,=30, os problemas relativos ao controle da taxa de erro
tipo I continuaram sendo apresentados pelos métodos de Johansen (1980) e
Kim (1992) portanto, o estudo do poder foi avaliado em fungfio dos demais
métodos, de tal forma que o método de Nel & Van der Merwe (1986)
convencional foi o mais apropriado, néo descartando a viabilidade da aplicagio

do método de Yao (1965), devido a aproximagdo dos resultados entre estes
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métodos. Na abordagem bootstrap, o principal requisito para a ndo
recomendag@o foi justamente o esforgo computacional exigido e ressaltado em
resultados anteriores, além dos valores referentes ao poder, terem sido, de um

modo geral, aproximados aqueles da abordagem convencional.

oo~

c-8=8en=10 en=10 d - 5=8 e n=30 e ny=30

FIGURA 4.2.2 — Poder do teste para amostras de tamanhos iguais, fixado o valor
nominal 1%, p=2, k=1 comparando graus de correlagdo e sobre situagédo de
homogeneidade e mdxima heterogeneidade.

Avaliando o aumento do mimero de varidveis como fator de influéncia
no poder, os resultados apresentados pelos métodos com os vetores de médias
populacionais, diferindo em dois erros padrédo (k=2) e com valor nominal fixado

em 5%, com base na Figura 4.2.3, foram obtidos os seguintes resultados.
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Na situagido de homogeneidade, especificamente para as amostras n;=10,
n;=10 0 método de Johansen (1980) na abordagem convencional apresentou
maior poder, porém néo foi recomendado devido ao ndo controle da taxa de erro
tipo I. Sendo assim, comparou-se a influéncia do aumento do niimero de
varidveis, em conjunto com o aumento da diferenga dos erros padrio dado por
k=2. Desta forma, verificou-se que este aumento refletiu um efeito positivo para
o método de Kim (1992), de modo que seu poder foi semelhante em relagao aos
demais métodos. A determinagdo da utilizagdo da abordagem bootstrap
considerou as mesmas caracteristicas mencionadas anteriormente. Aumentando
o tamanho da amostra para n,=30, n,=30 (Figura 4.2.3(b)), novamente o método
de Johansen (1980) convencional foi recomendado, embora os demais métodos
tenham mostrado valor de poder aproximado. Em relagio a abordagem
bootstrap, foram feitas as mesmas ressalvas mencionadas quando
p foi fixado em 2.

Na situacdo de heterogeneidade, conforme resultados apresentados na
Figura 4.2.3(c), as conclusdes feitas na situagdo de homogeneidade continuaram
vélidas, especificamente para as amostras n;=10 e n,=10 e correlagio p=0,2
(Figura 4.2.3(a)). O aumento do grau de heterogeneidade n3o influenciou no
poder dos métodos, conforme resultados apresentados na Figura 4.2.3(c) porém,
quando comparado sobre o niimero de varidveis, observou-se que na situagio de
heterogeneidade e com p=5 os métodos apresentaram uma tendéncia em reduzir
o valor referente ao poder, de acordo com o aumento das correlagbes
anteriormente fixado p=2, este efeito mostrou-se ausente (Figura 4.2.2(c)). Com
o aumento das amostras paré. m=30, n,=30 (Figura 4.2.3(d)), ndo foi detectada
nenhuma discrepéancia em relagéo ao poder dos métodos, sendo que o método de
Johansen (1980) convencional, em particular para este tamanho amostral,
controlou a taxa de erro tipo 1 e apresentou alto poder, sendo que os demais

métodos foram também eficientes, com diferenca minima de poder quando
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comparados com este método. Em virtude do que foi mencionado, para as
amostras maiores e de tamanhos iguais recomendou-se o método de
Johansen (1980); para as demais amostras, os métodos apropriados foram Nel &
Van der Merwe (1986) e Yao (1965), evidentemente aplicados a abordagem

convencional.

[m—————"rS—————

c-8=8en=10 en,=10 d- 8=8en=30 eny=30

FIGURA 4.2.3 - Poder do teste, para amostras de tamanhos iguais fixado o valor
nominal 5%, p=5 e k=2, comparando graus de correlago sobre a situagio de
homogeneidade € médxima heterogeneidade.

Seguindo as mesmas defini¢des referentes a Figura 4.2.3, os resultados
apresentados na Figura 4.2.4 descrevem o comportamento dos valores referentes
ao poder inerente a cada método em diferentes graus de correlagdo sobre a

reducéo do valor nominal para 1%.
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Na situagdo de homogeneidade, conforme resultados apresentados na
Figura 4.2.4(a), em relagdo as amostras n;=10 € n,=10 recomendou-se o método
de Nel & Van der Merwe (1986). Esta indicagao foi dada pelo valor do poder ser
coerente com a probabilidade apresentada no controle da taxa de erro tipo I, nas
correlagbes extremas, isto €, p=0,2 e 0,9 (Figura 4.1.3(a) e (b)). Comparando,
com os resultados apresentados pela Figura 4.2.3(a), verificou-se que a redugao
do valor nominal ndo influenciou no comportamento dos valores referentes ao
poder. Aumentando o tamanho das amostras para m=30 e n,=30
(Figura 4.2.4(b)), os valores referentes ao poder apresentados pelos métodos
foram praticamente semelhantes, principalmente na situagdo de fraca correlagdo
(p=0,2). Esta semelhanga foi justificada pelas probabilidades do controle da taxa
de erro tipo I terem sido praticamente iguais, apresentando-se com maior
exatiddao sobre os métodos de Nel & Van der Merwe (1986) e Yao (1965) em
ambas as abordagens. Com o aumento do gran de correlagdo para p=0,9
(Figura 4.2.4(b)), este efeito também se mostrou presente.

Na situagdo de heterogeneidade (Figura 4.2.4(c)), as caracteristicas
apresentadas pelos métodos, para as amostras m=10 e n,=10, foram
praticamente as mesmas, quando comparadas com a situagdo de homogeneidade,
sendo que a tnica diferenca detectada foi um pequeno aumento nos valores.
Aumentando o tamanho amostral para n;=30, n,;=30 (Figura 4.2.4(d)), notou-se o
mesmo fato. Assim, concluiu que a redugdo no valor nominal ndo ocasionou
diferengas relacionadas ao poder de modo a alterar o comportamento e

caracteristicas apresentadas pelos métodos.

........
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c-5=8en=10 en,=10 d-5=8 e n=30 eny=30

FIGURA 4.2.4 - Poder do teste, para amostras de tamanhos iguais fixado o valor
nominal 1%, p=5 e k=3 comparando graus de correlagio sobre a situagdo de
homogeneidade e méxima heterogeneidade.

Avaliando o poder dos métodos (Figura 4.2.5), cujos, vetores de médias
populacionais diferiram em 3 erros padrdes, na situagio amostral mais critica,
isto é, m=10, n=15 e n;=15, n,=10, em conjunto com o controle.da-taxa de erro
tipo I (Figura 4.1.6(a) e (b)), foram obtidos os seguintes resultados.

Na primeira situagdo amostral, n;=10, n,;=15 (Figura 4.2.5(a)), em todas
as correlagdes o método de Johansen (1980) convencional mostrou-se poderoso,
entretanto n3ao controlou a taxa de erro tipo I (Figura 4.1.6(a)), sendo

considerado um método ndo adequado, o que novamente confirmou os
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resultados verificados por Algina et. al. (1991) e relatados por Christensen e
Rencher (1997) sobre a ineficiéncia deste método no controle da taxa de erro
tipo I. No caso dos demais métodos, praticamente todos eles apresentaram o
mesmo poder para todas as correlagdes, entretanto os métodos de Kim (1992) e
Yao (1965) mostraram diferengas relacionadas ao poder, de modo que, quando a
menor amostra associada a maior matriz de covariancia (n,<n,), (Figura 4.2.5(a))
o método de Kim (1992) apresentou maior poder. Esta ocorréncia foi confirmada
por resultados apresentados por Christensen & Rencher (1997) e evidenciada
pelo aumento do grau de correlagdo. Na abordagem bootstrap, este fato foi
contrariado, de forma que na mesma situagio amostral o método de
Yao (1965) foi mais poderoso.

Em relagdo aos demais métodos, de um modo geral o poder ndo foi
afetado quanto a ordem das amostras, o0 que contrariou os resultados
apresentados por Kim (1992) e relatados por Christensen & Rencher (1997),

segundo os quais o poder de alguns métodos ndo € afetado em relagdo a ordem

das amostras que estdo associados as maiores covariancias.

oo v

a-n=10en=15 b-m=15e n,=10
FIGURA 4.2.5 — Poder do teste, fixado o valor nominal 5%, k=3, p=5 e 5=8
comparando graus de correlagdo com diferentes tamanhos amostrais.
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Em virtude dos resultados mencionados, ficou evidenciado que os
métodos, de um modo geral, apresentaram comportamento relacionado ao poder
influenciados pelo grau de correlagdo. Objetivando investigar a influéncia do
mimero de varidveis, grau de heterogeneidade, valor nominal e erro padrio, os
resultados das Tabelas 4.2.1 e 4.2.2 sdo referentes ao poder dos métodos,
mediante a correlagdo intermedidria (p=0,5). Este valor da correlagdo foi
adotado para se ter uma ampla cobertura de valores de correlagGes do seu espago
paramétrico para que nenhum tipo de viés pudesse aparecer nos resultados. Os
valores de poder descritos na tabela foram provenientes dos métodos com a
abordagem convencional, sendo que a justificativa € dada em fungdo de que a
abordagem bootstrap, conforme resultados anteriores, apresentou poucas
diferengas quando comparada a abordagem convencional. Em alguns métodos,
os valores de poder foram iguais, bem como o controle da taxa de erro tipo I foi
semelhante, além da inviabilidade da aplicagio do bootstrap pelo esforgo
computacional requerido, o que consolidou ainda mais o uso dos métodos na
abordagem convencional. Desta forma, os resultados obtidos e demonstrados
pelas tabelas 4.2.1 e 4.2.2 foram discutidos doravante.

A principio, foi analisado o comportamento dos métodos em fung¢do do
aumento da heterogeneidade e do valor do erro padrdo, definido por k.
Inicialmente, estudou-se este efeito fixando o nimero de varidveis em p=2
(Tabela 4.2.1). Assim, foi verificado que independentemente do valor nominal e
com as médias populacionais diferindo em um erro padrio (k=1), a estatistica T*
de Hotelling e 0 método de Yao (1965) apresentaram uma redugio no poder para
todos os tamanhos amostrais. Aumentando a diferenga entre as médias
populacionais para trés erros padrdao (K=3), observou-se a mesma ocorréncia no
método de Kim (1992). Os demais métodos ndo apresentaram um
comportamento padrdo referente ao poder, pois a redugdo foi dada de forma

particular ao valor nominal e tamanho amostral. Ampliando este estudo para o
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caso pentavariado (p=5) (Tabela 4.2.2), verificou-se que o aumento da
heterogeneidade, com as médias populacionais diferenciadas em um erro padriao
(k=1) e fixado o valor nominal em 1%. Os métodos de Nel & Van der Merwe
(1986) e Johansen (1980) tiveram redugdo no poder para todas as amostras.

Enfatizando o aumento do nimero de varidveis em conjunto com o
aumento da heterogeneidade, cujo vetor de médias diferiu em um erro padrao
(k=1), observou-se que quando fixado o valor nominal em 1%, os métodos de
Johansen (1980), Yao (1965) e Nel & Van der Merwe (1986) apresentaram
valores referente ao poder, inflacionado em todos os tamanhos amostrais.
Aumentando o valor nominal para 5%, este efeito novamente foi confirmado
apenas no método de Yao (1965). Entretanto, com o aumento da diferenca entre
as médias populacionais com 3 erros padrdo, em relagio a estes métodos, este
efeito mostrou-se ausente, sendo constatado apenas no método de Kim (1992)
param ambos os valores nominais.

Em virtude do que foi mencionado, constatou-se o método de
Yao (1965) apresentou poder inflacionado devido ao efeito do aumento do
nimero de varidveis em conjunto com o aumento do grau de heterogeneidade
independente do valor nominal. Em relagdo aos métodos de Johansen (1980) e
Nel & Van der Merwe (1986), verificou-se que com a redugdo do valor nominal
este efeito na inflagdo do poder € corrigido. O método de Kim (1992) apresentou
sensibilizado com este efeito mediante ao aumento na diferenga de erros padrio,

independentemente do valor nominal.

ERCTIS s

117



TABELA 4.2.1 - Comparagio do poder para todas as amostras em fungio do aumento do nimero de
varidveis em conjunto com o aumento da heterogeneidade de covaridncias e da diferenca entre os vetores

médias em fungio do erro padrio para um valor nominal de 5% e 1% considerando a correlagéo p=0,5 e p=2.

=1 5=8
k=1 k=3 k=1 k=3
Métodos Amostras 1% 5% 1% 5% 1% 5% 1% 5%
T de n=10en,=10 0,0530 0,1660 0,5705 0,8280 0,0495 0,1610 0,5755 0,8270
Hotelling  n=10en,;=20 0,0465 0,1585 0,6270 0,8480 0,0315 0,1090 0,4950 0,7710
n=30en,=30 0,0650 0,1875 0,6585 0,8690 0,0520 0,1610 0,6880 0,8760
n=10en,=10 0,0465 0,1445 0,5435 0,8055 0,0670 0,1640 0,4530 0,7095
Kim n=10en,=20 0,0540 0,1600 0,5520 0,8140 0,0835 0,1900 0,5105 0,7440
. n=30en,=30 0,0510 0,1565 0,6670 0,8625 0,0655 0,1625 0,4450 0,7215
m=10en=10 0,0695 0,2090 0,6725 0,8830 0,0695 0,1990 0,6875 0,8905
Johansen m=10en,=20 0,0800 0,2275 0,6820 0,8885 0,0640 0,2005 0,7160 0,8985
n=30en,=30 0,0535 0,1705 0,7030 0,8790 0,0600 0,1835 0,7260 0,8895
m=10en,=10 0,0355 0,1330 0,5300 0,8070 0,0305 0,1265 0,5380 0,8040
Yao m=10en,=20 0,0495 0,1540 0,5575 0,8145 0,0400 0,1420 0,6495 0,8590
n=30en,=30 00470 0,1530 0,6665 0,8655 0,0465 0,1545 0,6790 0,8655
Nel & Van n=10en,=10 0,0410 0,1395 0,5475 0,8165 0,0385 0,1285 0,5765 0,8145
der Merwe n;=10en;=20 0,0555 0,1675 0,6110 0,8415 0,0470 0,1500 0,6640 0,8650
n=30en,=30 0,0470 0,1540 0,6670 0,8655 0,0490 0,1580 0,6875 0,8695




TABELA 4.2.2 — Comparagio do poder para todas as amostras em fungdo do aumento do mimero de
varidveis em conjunto com o aumento da heterogeneidade de covariancias e da diferenca entre os vetores

médias em fungéo do erro padrdo para um valor nominal de 5% e 1% considerando a correlagdo p=0,5 e p=5.

3=1 o=8

k=1 k=3 k=1 k=3
1% 5% 1% 5% 1% 5% 1% 5%

m=10en,=10 0,0460 0,1440 0,5440 008145 0,0405 0,1415 0,5500 0,8095
T de m=10en,=20 0,0470 0,1773 0,6200 0,8435 0,0275 0,1145 0,5200 0,7910
Hotelling m=30en,=30 0,0500 0,1520 0,6745 0,8675 0,0545 0,1580 0,6800 0,8765

nl=10en,=10 0,0460 0,1455 0,5365 0,8060 0,0470 0,1430 0,5370 0,7905
Kim m=10en,=20 0,0510 0,1530 0,5660 0,8050 0,0465 0,1460 0,5840 0,8125
n=30en,=30 0,0590 0,1795 0,6850 0,8765 0,0600 0,1660 0,6745 0,8645

m=10en,=10 0,0820 0,2100 0,6810 0,8795 0,0735 0,2135 0,6560 0,8810
Johansen n=10en,=20 0,0730 0,2030 0,6820 0,8670 0,0695 0,1880 0,6690 0,8780
n=30en,=30 0,0640 0,1965 0,7195 0,8925 0,0680 0,1820 0,7115 0,8830

m=10en,=10 0,0410 0,1385 0,5295 0,8055 0,0410 0,1360 0,5185 0,7885
Yao m=10en,=20 0,0470 0,1440 0,5605 0,7965 0,0485 0,1470 0,5685 0,8170
n=30en,=30 0,0545 0,1740 0,6830 0,8750 0,0555 0,1620 0,6715 0,8625

Nel & Van m=10en,=10 0,0430 0,1415 0,5500 0,8110 0,0440 0,1400 0,5420 0,8010
der Merwe m=10en,=20 0,0540 0,1545 0,6210 0,8175 0,0515 0,1495 0,5990 0,8415

n=30en,=30 0,0545 0,1750 0,6860 0,8750 0,0565 0,1630 0,6770 0,8635

4
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5-CONCLUSOES

(a) O aumento da correlagao refletiu uma reducao no poder, tanto na
situagdo de homogeneidade como na heterogeneidade.

(b) A eficiéncia da abordagem bootstrap em todas as situagbes o método
de Johansen (1980), quando submetido a abordagem bootstrap,

(c) A abordagem bootstrap foi eficiente apenas no controle da taxa de
erro tipo I para o método de Johansen (1980).

(d) O método de Nel & Van Der Merwe (1986) na abordagem
convencional foi o mais apropriado para amostras de tamanhos diferente.

(e) O método de Johansen (1980) na abordagem convencional foi

recomendado para amostras maiores.

(f) No caso das amostras menores, a recomendacdo de um método ficou

condicionada ao valor nominal, grau de correlag@o.
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Anexo 1

proc iml;
nsim=45000; n=30,
g=j(n,1,0);
do ii=1 to n;
p=(ii-0.5)/n;
qlii]=probit(p);
end;
x=j(n,1,0);
r=j(nsim,1,0);
do i=1 to nsim;
do ii=1 ton;
x[ii]=rannor(100);
end;
/* *** grdenando o vetor x*** ¥/
b=x; x[rank(x),]=b;
/* *** fim ordenamento*** */
sxy=0;5x=0;5y=0;sy2=0;5x2=0;
do ii=1 to n;
sxy=sxy+x[ii]*q[ii];
sx=sx+xf[ii];
sy=sy+q[ii];
sy2=sy2+q[ii]*q[ii];
sx2=sx2+x[i1]*x[ii];

end;
rq=(sxy-sx*sy/n)/((sx2-sx*sx/n)*(sy2-sy*sy/n))**0.5;
rli}=rq;
end;
create rqarq fromr;
append fromr;
quit;

proc univariate data=rqargq;
run;quit;
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Anexo 2

proc iml;
nsim=25000; n=15;
seed=0;
P=2;
sigma=i(p);
mu =j(p,1,0);
m=repeat(mu’,n,1);
g=root(sigma);
qu=j(n,1,0);

do ii=1 ton;
pr=(ii-0.5)/n;
qulii}=cinv(pr.p);
end;
x=j(n,1,0);
r=j(nsim,1,0);
dj=j(n,1,0);
do i=1 to nsim;
z=normal(repeat(seed,n,p));
x=z*g+m;
q=i(“) - (’/n)*j(nvnyl);
S=(1/(n-1))*x"*q*x;
xb=x"*(1/n)*j(n,1,1);
si=inv(s);
xii=j(1,p,0);
do ii=1to n;
xii=x[ii,];
xii=xii-t(xb);
dj[ii}=xii*si*xii";
end;
/* *** grdenando o vetor dj *** */

b=dj; dj[rank(dj),}=b;
/¥ *¥** fim ordenamento *** */
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sxy=0;sx=0;sy=0;sy2=0;5x2=0;

do ii=1 to n;
sxy=sxy+(dj[ii]**0.5)*(qu[ii]**0.5);
sx=sx-+(dj[ii]**0.5);
sy=sy-+(qu[ii]**0.5);
sy2=sy2+(qu[ii]**0.5)*(qu[ii]**0.5);
sx2=sx2+(dj[ii]**0.5)*(dj[ii]**0.5);

end;
rq=(sxy-sx*sy/n)/((sx2-sx*sx/n)*(sy2-sy*sy/n))**0.5;
rfi]=rq;

end;
create rqarq fromr;
append fromr;

quit;

proc univariate data=rqarq;
/* histogram /beta; */
run;quit;

[* *** quantis da beta *** */
/*

data teste;
x=betainv(0.01,38.6647,1.800);
run;quit;

proc print data=teste;

run;quit;

*/
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