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RESUMO

A inferéncia relativa as comparacdes de vetores de médias entre duas populagdes independentes
¢ de grande interesse nas dreas aplicadas, principalmente em cendrios que as andlises de dados
com alta dimensionalidade sdo comuns. Em casos de baixa dimensionalidade com problema de
Behrens-Fisher multivariado, existem indmeras solucdes, mas a maioria das estatisticas dos tes-
tes possuem distribui¢do assintética. Nos procedimentos multivariados existe um problema que
surge quando o nimero de varidveis, p, € maior ou igual ao tamanho da amostra, n, neste caso,
ndo € possivel utilizar dos poucos métodos existentes, em razdo deles dependerem da inversa da
matriz de covariincias amostral que, nesta situacio (p > n), ndo pode ser obtida, uma vez que a
matriz de covariancias € singular. Na maioria dos casos, os testes assintéticos s@o muito liberais,
principalmente em pequenas amostras e, especificamente, no caso multivariado, quando a dimensi-
onalidade € alta. O método bootstrap € um dos principais métodos computacionais intensivos, em
que a principal vantagem € a ndo necessidade do conhecimento da distribuicdo de probabilidade
populacional. Além disso, quando se viola as condi¢cdes assumidas para a aplicagdo de um teste,
com o bootstrap, o problema se torna extremamente simples de ser contornado. Com base nisso,
o presente trabalho teve como objetivo propor testes de comparacdes multivariadas entre dois ve-
tores de médias independentes, teste de Ahmad modificado (TAM) e sua versdo bootstrap (TB),
em alta dimensionalidade, para dados balanceados ou ndao, ndo-normais e normais sob o problema
de Behrens-Fisher multivariado. O desempenho destes testes foi avaliado e comparado com o dos
testes indicados pela literatura, sendo estes, 72> de Hotelling, o teste modificado de Nel e Merwe
(MNYV) proposto por Krishnamoorthy e Yu e o teste proposto por Ahmad (TA), utilizando simula-
cdo Monte Carlo. Foram considerados o poder e a taxa de erro tipo I como medidas avaliativas. As
comparacdes foram conduzidas em diversos cendrios como, casos de homocedasticidade e hete-
rocedasticidade das matrizes de covariancias, em baixa e alta dimensionalidade para distribuicdes
multivariadas normal, 7 com 7 graus de liberdade e uniforme (0, 1), ou seja, cendrios em que se
violam as condi¢des assumidas para aplicacao da maioria dos testes. Os resultados mostraram que
o teste TAM, em geral, foi robusto, superando seus concorrentes na maioria das situacdes avaliadas,
jé o teste usando o método bootstrap foi efetivo em situacdes de homogeneidade das matrizes de
covariancias e para o caso de heterocedasticidade, quando as matrizes sdo equicorrelacionadas.

Palavras-chave: Bootstrap ndo-paramétrico. Avaliacdo de teste. Simulacdo Monte Carlo.



ABSTRACT

The inference related to comparisons of mean vectors between two independent populations is of
great interest in applied areas, mainly in scenarios where data analyzes with high dimensionality
are common. In low-dimensional cases with multivariate Behrens-Fisher problem, there are nu-
merous solutions, but most of the test statistics have an asymptotic distribution. In multivariate
procedures there is a problem that arises when the number of variables, p, is greater than or equal
to the sample size, n, in this case, it is not possible to use the few existing methods, because they
depend on the inverse of the sample covariance matrix which, in this situation (p > n), cannot be
obtained, since the coveriance matrix is singular. In most cases, asymptotic tests are very liberal,
mainly in small samples and specifically in the multivariate case, when dimensionality is high.The
bootstrap method is one of the main computational intensive methods that, among its main advan-
tages, is in the no necessity of knowledge of the population probability distribution. Furthermore,
when the conditions assumed for the application of a test are violated, with bootstrap, the problem
becomes extremely simple to be circumvented. Based on this, the present work aimed to propose
tests of multivariate comparisons between two vectors of independent means, modified Ahmad test
(TAM) and its bootstrap version (TB), in high dimensionality, for balanced or unbalanced, non-
normal and normal data under the multivariate Behrens-Fisher problem. The performance of these
tests was evaluated and compared with the tests indicated in the literature, being these, Hotelling’s
T2, the modified Nel and Merwe test (MNV) proposed by Krishnamoorthy and Yu and the test
proposed by Ahmad (TA), using Monte Carlo simulation. Power and type I error rate were consi-
dered as evaluative measures. Comparisons were conducted in several scenarios, such as cases of
homoscedasticity and heteroscedasticity of covariance matrices, in low and high dimensionality for
multivariate distributions normal, ¢ with 7 degrees of freedom and uniform (0, 1), that is, scenarios
in which the conditions assumed for the application of most tests are violated. The results showed
that the TAM test, in general, was robust, outperforming its competitors in most of the evaluated si-
tuations, whereas the test using the bootstrap method was effective in situations of homogeneity of
the covariance matrices and in the case of heteroscedasticity, when the matrices are equicorrelated.

Keywords: Bootstrap non-parametric. Test rating. Monte Carlo simulation.
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1 INTRODUCAO

A inferéncia relativa as comparacoes de vetores de médias entre duas populacdes indepen-
dentes € de grande interesse nas dreas aplicadas, principalmente em cendrios que as andlises de da-
dos com alta dimensionalidade, que se caracterizam quando o nimero de varidveis € maior ou igual
ao de observagdes, sdo comuns. Em casos de baixa dimensionalidade com o problema de Behrens-
Fisher multivariado, que se caracteriza por apresentar heterogeneidade das matrizes de covariancias
de duas populac¢des normais multivariadas (FERREIRA, 2018), as estatisticas dos testes tradicio-
nalmente aplicados possuem apenas distribuicdo assintdtica. Neste caso, existem intimeras solu-
coes (BENNETT, 1951; JAMES, 1954; YAO, 1965; JOHANSEN, 1980; NEL; VAN der MERWE,
1986; KRISHNAMOORTHY; YU, 2004). Dentre elas, Krishnamoorthy e Yu (2004) recomendam
o uso da estatistica de testes de Nel e Van der Merwe (1986) com uma modificagdo proposta por
eles.

Nos procedimentos multivariados existe um problema que surge quando o nimero de va-
ridveis (dimensdo) p € maior que o tamanho da amostra n, ou seja, alta dimensionalidade. Nestes
casos, nao € possivel utilizar dos poucos métodos existentes, em razao deles dependerem da inversa
da matriz de covariancias amostral, que nesta situacio (p > n) ndo pode ser obtida, uma vez que
a matriz de covariancias € singular. Também existem problemas quando os dados multivariados
ndo sdo origindrios de distribui¢des normais multivariadas e quando, andlogo ao caso univariado,
as matrizes de covariincias de tratamentos ou populacdes ndo sao homogéneas. Alguns trabalhos
sdo encontrados na literatura buscando contornar estes problemas (AHMAD, 2019a, 2019b).

Nas situagdes praticas em que se deseja comparar dois vetores de médias, mas as pressu-
posicdes de normalidade multivariada e homogeneidade nao sdo atendidas, que hd necessidade de
se mensurar um grande nimero de varidveis com poucos recursos para se ter uma grande amos-
tra e ainda, impossibilidade de amostrar igualmente as duas populacdes de interesse, sendrios de
condicdes gerais e desfavordveis sdo abordados por Ahmad (2019a, 2019b), apresentando solugdes
assintoticas baseadas nas distribui¢des qui-quadrado e normal padrdo. Estes casos em condig¢des

gerais desfavordveis sdo abordados por Ahmad (2019a, 2019b), apresentando solucdes assintdticas
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baseadas nas distribui¢des qui-quadrado e normal padrdo. Apds uma anélise criteriosa, verificou-se
a existéncia de algum problema na estatistica do teste de Ahmad (2019a, 2019b).

Na maioria dos casos, os testes assintdticos sdo muito liberais, ou seja, apresentam taxas de
erro tipo I consideravelmente superiores aos niveis nominais de significancias adotados, principal-
mente em pequenas amostras e, especificamente, no caso multivariado, quando a dimensionalidade
€ alta, ou seja, o numero de varidveis € maior que o tamanho da amostra. Em muitos casos, estes
testes ndo sdo eficientes no controle do erro tipo I, como observado por Silva, Ferreira e Nogueira
(2008), em que se concluiu que o teste bootstrap estudado foi superior aos assintéticos, sendo con-
siderado robusto em relagcdo as pressuposi¢cdes assumidas para o teste com controle do erro tipo I
de forma conservativa.

A técnica bootstrap é um dos principais métodos computacionais intensivos, que dentre
as principais vantagens estd a ndo necessidade do conhecimento da distribui¢do de probabilidade
populacional. Além disso, quando se viola as condi¢cdes assumidas para a aplicagdo de um teste,
com o bootstrap, o problema se torna extremamente simples de ser contornado.

Portanto, o objetivo geral é propor dois testes, uma modifica¢do do teste original de Ahmad
(2019a, 2019b) e o outro, uma versao bootstrap nao-paramétrico desta modificacdo, para compa-
racdes multivariadas, entre dois vetores de médias independentes em alta dimensionalidade, para
dados balanceados ou nio, ndo-normais e normais sob o problema de Behrens-Fisher multivari-
ado. Os objetivos especificos s@o avaliar o desempenho dos testes propostos e compara-los com os
testes presentes na literatura, sendo estes, o 7> de Hotelling, o proposto por Krishnamoorthy e Yu
(2004) (MNV) e o assintotico proposto por Ahmad (2019a, 2019b), em diversos cendrios, como,
casos de homocedasticidade e heterocedasticidade das matrizes de covariancias, em baixa e alta
dimensionalidade para distribui¢des multivariadas normal,  com 7 graus de liberdade e uniforme
(0, 1).

O trabalho foi organizado em cinco capitulos, cujo Capitulo 1 € a Introdu¢do. No Capitulo 2
serdo apresentadas as principais referéncias utilizadas para o trabalho. Sera feita uma revisio sobre
os testes de comparagdes entre vetores de médias que servirdo como referéncia para as propostas
dos testes, uma revisdo sobre problemas na inferéncias sobre vetores de médias de duas populagcdes

como problema de Behrens-Fisher multivariado e alta dimensionalidade, serd abordado os métodos
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bootstrap, uma revisiao sobre taxas de erro, poder estatistico e robustez e, por fim, os principais
resultados encontrados dos testes e métodos que servirdo de referéncia para este trabalho.

No Capitulo 3 sera abordada a metodologia do trabalho, apresentando o computo dos testes
T2 de Hotelling (TH), o teste proposto por Krishnamoorthy e Yu (2004) (MNV), o teste de Ahmad
(TA) e os testes propostos, teste de Ahmad modificado (TAM) e sua versdo bootstrap (TB), a
metodologia de avaliacdo dos testes via simulacdo Monte Carlo e a metodologia de classificagdao
dos testes quanto a taxa de erro tipo I.

No Capitulo 4 serd apresentada a avaliacdo de desempenho (taxa de erro tipo I e poder) dos
testes propostos, confrontando com os testes de referéncia, via simulacdo Monte Carlo e resultados
encontrados na literatura.

No Capitulo 5 seré apresentada a conclusdo do trabalho, enfatizando os principais resultados

e recomendacoes.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo s@o apresentadas as principais bases tedricas utilizadas para o desenvolvi-
mento deste trabalho. Ele esta dividido em se¢Oes para abordar separadamente os temas alvos dos

estudos propostos.
2.1 Inferéncia sobre vetores de médias de duas populacoes

A inferéncia sobre vetores de médias de duas populacdes, de acordo com Ferreira (2018), é
de grande interesse por parte dos pesquisadores das dreas aplicadas, tanto na estimagao do parame-
tro da diferenca de duas médias populacionais quanto em testes de hip6teses sobre o parametro.

Ferreira (2018) aborda a inferéncia em duas situacdes, amostras populacionais emparelha-
das e independentes, ambas provenientes de populacdes normais multivariadas. A atencdo neste
trabalho serd no estudo de comparagdes de vetores de médias do segundo caso.

Para caracterizar o problema, sao considerados, sem perda de generalidade, os vetores ale-
atérios p-dimensionais (p é o ndmero de varidveis) X = [Xi1,- - ,X,~kp]T ~Fii=12 k=1,
2, ..., nj com vetor p-dimensional de médias E (X ;) = M, e matriz de covariancias Cov(X ) = X;
positiva definida p x p simétrica e §; uma familia de distribui¢do para o i-ésimo tratamento ou
populagdo. Serdo considerados casos em que a familia de distribuicdo §; refere-se a distribuicdo
normal multivariada e, além disso, o caso bem geral, em que §; € uma distribui¢ao p-variada ndo ne-
cessariamente normal, com matrizes de covariancias X;’s potencialmente desiguais (heterogéneas)
e ndo balanceado, em que os n;’s sdo diferentes (n; € o tamanho amostral do i-ésimo tratamento ou
populacdo). A amostra completa € a combinacdo das amostras das duas populagdes em uma tnica
amostra, sendo n o tamanho total da amostra combinada, em que n = Y'2_, n;. Serdo considera-
dos casos tipicos com p < n—2 e também casos em que p > n — 2, de alta dimensionalidade. O

interesse da inferéncia é nos vetores de pardmetros p-dimensionais 6 = @, — 1.
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Os estimadores ndo viesados do vetor de médias y; e da matriz de covaridncias X; do i-

€simo tratamento (ou populacdo) sdo dados por
_ 1 1 1 nj
Xi=—) Xi € Si=

ni .= n; — 1

k=1

O caso de interesse geral refere-se as combinacdes lineares a' 8, para um vetor nio nulo
conhecido a € R?, em que 8 = U, — p, é o vetor de diferencas entre os dois vetores médias.
Um caso de particular interesse é o caso de 8 per se, que inclui todas as possiveis diferencas. O

estimador de 8 é § = X, — X|.
2.1.1 Covariancias homogéneas

De acordo com Ferreira (2018), para testar a hipdtese nula de igualdade dos vetores de

médias de duas populacdes normais, dada por

Ho:py =My =H,

pressupondo, ainda, £; = X, = X, para o caso irrestrito (sob Hp), os estimadores de mdxima ve-
rossimilhanca do vetor de médias e da matriz de covariancias comum sdo dados, respectivamente,

por
n;

Y X;

Bo% o g WitW

i 1. N

n; n

e o maximo da fun¢do de verossimilhanga é

PN e _n n
Lo(Xi ,8) = 2m) ¥ £ Fexp { - |

em que n =nj +ny e W; = (n; — 1)S;. Para o modelo restrito (sob Hp) tem-se que os estimadores

assintoticos de mdxima verossimilhanca do vetor de médias e da matriz de covariancias sao dados,
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respectivamente, por

2 n;
Y Y X

o _ i=1j=1 o mXi +nmXo,
- ?

n n

2 n; _ _

Y Y (X;—X)X;—-X)'
©  im1j=1
o= )

n

e o maximo da fun¢do de verossimilhanga e a estatistica do teste sao dados, respectivamente por

A A _"P s n
Lo(Xij:f1,.2) = 2m) 7 |£o| ZeXp{—Tp}

Ferreira (2018) conclui que, sob Hy, —2In(A) tem distribui¢do assintética qui-quadrado
com p graus de liberdade, para testar a hipdtese de interesse e apresentar uma estatistica de teste
exata para comparar vetores de médias de duas popula¢cdes independentes sob homocedasticidade,

se define, primeiramente, o estimador ndo-viesado da matriz de covariancias como sendo

W,i+W,
Sp — ﬁ

A estatistica do teste de razao de verossimilhangas apresentada de forma alternativa é

£
A= — - — _ - ,
24+ 12(X) — X)X —X2) 7|

1
na

que pode ser simplificada em

A=|1+

—_ _ _ _ —n/2 T2 —n/2
(nnin22;1n2 (X] —XZ.)TS;I (Xl —Xz.):| — {1 4 ¢ :| .
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Assim, deve-se rejeitar Hy se

ninz
T2

c

"2 (%, -%,)" S, (X - X)

for maior ou igual ao valor critico (ny +n2 —2)p/(n1 +n2—1—p) Fy p n,+n,—1—p> sendo o quantil
superior 1000% da distribui¢do F, Fy pnj4ny,—1-p> COM fi = p € fo = ny+ny —1— p graus de
liberdade.

Para o caso mais geral, em que a hipétese nula é dada por
Ho: py— Py = 8o

e 8¢ é um vetor conhecido em RP?, considerando ainda £; = X, = X, o teste da razdo de verossimi-
lhancas é obtido substituindo @, = e i, =  + 8¢ nas expressdes anteriores do modelo reduzido.

Nesse caso, deve-se rejeitar a hipdtese nula se

niny
T? =

C

. (X1 —X>. —50) (Xl._XZ._‘SO)
superar o valor critico (nj +ny —2)p/(ni +ny — 1 — p)Fg p n,+n,—1—p- Para mais detalhes veja

Ferreira (2018).
2.1.2 Problema de Behrens-Fisher

No caso anterior, uma das pressuposicoes assumidas para o teste era a homocedasticidade,
ou seja, £ = X,. No entanto, quando as matrizes de covariancias sio heterogéneas, X| # X,, ndo é
possivel a construcio de um teste exato baseado na distribui¢io 7> de Hotelling para testar a hipé-
tese nula de igualdade dos vetores de médias de duas popula¢des normais, Hy : lt; — iy = 8, pois,
neste caso, a distribuicdo depende dos parametros £ e £, (FERREIRA, 2018). Esse problema € co-
nhecido como problema de Behrens-Fisher multivariado. Gebert (2014) apresenta vdrias solucdes

para esse problema, encontradas por diversos autores, sendo que muitas delas sofreram adaptacoes
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ao longo do tempo. A autora ainda destaca que muitas sdo de alta complexidade e limitadas, além
de que em diferentes cendrios hd um teste que se apresenta como mais adequado.

Muitas das solugdes aproximadas, propostas na literatura, segundo Ferreira (2018), sdo
formuladas por meio do ajuste dos graus de liberdades para se obter uma melhor aproximagao qui-
quadrado ou T2 de Hotelling. O autor destaca como recomendavel o teste modificado de Nel e
Van der Merwe (1986) proposto por Krishnamoorthy e Yu (2004) (MNV), que frente aos demais
testes € o melhor entre todas as solu¢des invariantes as transformacdes lineares para o problema.

Krishnamoorthy e Yu (2004) afirmam que o teste MNV ¢ satisfatério, simples de usar e pode
ser facilmente estendido para testar ou estimar quaisquer contrastes especificados. Os autores re-
comendam também o uso do MNV como referéncia de comparacao para testes futuros envolvendo
problema de Behrens-Fisher.

A estatistica do teste MNV € dada por

2 s _ /81 8\ o o
T = (X1.— X2 — 89) (n_1 + n—2> (X1.— X2 —80),
com os graus de liberdade da aproximagio do teste MNV para T2 de Hotelling que, para p > 1,
estdo sempre entre min(ny, ny) e nj +ny. De acordo com Ferreira (2018), deve-se rejeitar a hipétese

nula Hy : 4, — 1, = 8¢ quando

vp
72> —~ _F .
c (V+ 1 _p) a,p,v+l-p
em que o ajuste nos graus de liberdade é dado por v

p+p?

B[ ) (]

€m que
S S
Se:_1_|__2.

np  nz
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2.1.3 Teste de Ahmad

Com o objetivo de se obter uma estatistica de teste unificada para vetores de médias de uma
ou vdrias amostras, Ahmad (2019a, 2019b) propds um teste assintdtico que tem como principal
caracteristica, que o distingue dos demais testes propostos, a flexibilidade quanto as suposicoes de
normalidade multivariada e homocedasticidade, além de contemplar situagdes de alta dimensiona-
lidade, consideradas pelo autor como p > n — 2 ou, mais geralmente, p > n;, Vi=1,2.

Ahmad (2019a, 2019b) considera situacdes bem gerais em que nem a distribui¢do € especi-
ficada e nem a suposicdo de homocedasticidade das matrizes de covariancias € exigida. A ideia é
testar a hipétese do tipo Hy : 8 = 0. Assim, o vetor de todos os parAmetros das hipdteses nulas a

serem testadas € & € R”. A estatistica associada a hipGtese nula, 75, é definida por

nQo
nQ1/p’

=1+

em que as quantidades sdo detalhadas na secao 3.1.3.

A distribui¢do de 7> € apresentada em Ahmad (2019a, 2019b) apds os seguintes pressupos-
tos: os momentos de ordem 4 das varidveis aleatdrias sdo finitos; se n; — oo, a razdo n;/n é finita
paratodo i =1, 2; se p — oo, tr(¥;)/p converge para um valor finito, O(1) (ordem de convergéncia
1), e também uiTZkuj/pz é finito, para j = 1,2, k=iouk = j.

O autor considerou que a distribui¢@o assintética de 7; € uma qui-quadrado dada por x% /f,
em que os graus de liberdade f serdo detalhados na secdo 3.1.3. O autor também propds uma
distribuicdo normal assintética da estatistica, considerando que E(7>) = 1 e Var(T;) =2/ f. Assim,
T, ~N(1,2/f).

Como serd apresentado na se¢do 2.4, testes via bootstrap se mostram robustos e apresentam
desempenho superior ao de seus concorrentes assintdticos (MIRANDA; FERREIRA, 2006; SILVA;
FERREIRA; NOGUEIRA, 2008; GEBERT, 2014), como é o caso do teste de Ahmad (2019a,

2019b), o que motivou a utilizacdo dos métodos bootstrap neste trabalho.
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2.2 Métodos bootstrap

A técnica bootstrap é um dos principais métodos computacionais intensivos, através da qual
¢ possivel realizar testes de hipdteses, estimar pardmetros por intervalos e estimar erros padroes
(FERREIRA, 2013). Além disso, Efron (1979) e Manly (2006) afirmam que com o método ¢é
possivel estimar quantidades relacionadas a precisdo da obten¢do dos parametros.

A técnica bootstrap consiste em reamostragens com reposicao da amostra original, sendo
que o nimero de repeticdes ideal, B, € de no minimo 1000 (MANLY, 2006; GEBERT, 2014). A
grande vantagem que se tem do uso do método € quando ndo se conhece a distribui¢do de pro-
babilidade e o modelo normal nao € adequado para a populagdo em estudo. Além disso, quando
sdo violadas as condi¢des assumidas para a aplicacdo de um teste, ao se utilizar deste método, o
problema se torna extremamente factivel e simples de ser resolvido (FERREIRA, 2013). Existem
duas formas basicas do método, o bootstrap paramétrico e o bootstrap nao-paramétrico, sendo que
a diferenca entre as duas versdes € que, no caso do bootstrap paramétrico € necessdrio assumir
algum tipo de distribui¢do de probabilidade, enquanto no ndo-paramétrico ndo h4 esta necessidade,
bastando somente assumir que as varidveis aleatorias atendam ao principio de serem permutavesis,
ou seja, que a distribuicdo de probabilidade de quaisquer observacdes consecutivas ndo se altera
quando a ordem das observacdes € trocada, que € uma suposicao mais fraca que sejam independen-

tes e identicamente distribuidas (i.i.d.).

2.2.1 Bootstrap nao-paramétrico

A ideia do bootstrap ndo-paramétrico € a substituicao dessa distribuicdo da populacio, que
pode ser desconhecida, por uma distribuicdo empirica. Esta distribui¢do é obtida ao realizar B
reamostragens com reposi¢do da amostra original, em que o tamanho destas pseudoamostras € o
mesmo obtido na amostra original, e assim construir uma amostragem do estimador do parametro
(FERREIRA, 2013), que de acordo com Saha, Dey e Maiti (2018) tem-se um total de n"* possiveis
reamostras. De acordo com a teoria de amostragem, o processo se baseia no fato da amostra conter

toda a informacdo da populacao.
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Para o caso de testes de hipétese, a ideia do método, de acordo com Ferreira (2013), se
baseia na observacdo do valor do pardmetro, sob a hipdtese nula, estar ou ndo no intervalo de
confianca. Caso ele pertencga ao intervalo, aceita-se a hipdtese nula Hy; caso contrario, rejeita-se
Hp. O autor destaca alguns aspectos para se construir um teste de hipétese genuinamente baseado
no método bootstrap:

a) observar que o teste é baseado na distribui¢do de uma estatistica;

b) imposicdo da hipétese nula durante o processo de obtencdo da distribui¢do bootstrap da
estatistica do teste;

¢) adistribui¢do nula bootstrap da estatistica do teste deve ser usada para obtencdo de valores-

P, € ndo para intervalos de confianca;

d) a estatistica ndo precisa necessariamente ser uma estimativa do parametro de interesse.

Para o caso especifico de comparagdes de duas médias populacionais é comum substituir,
em cada amostra, as observagdes pelos residuos, que sdo obtidos pela diferenca entre a observacao
e a média amostral correspondente. Os residuos provenientes das duas amostras, X| e X, sdo
combinados em uma amostra tnica, Y, de tamanho n| +n,, em que n; e ny s@o os tamanhos da
primeira e da segunda populacao, respectivamente, realiza-se reamostragem com reposi¢cao obtendo
X7 e X’ de tamanhos, respectivamente, n; e ny, e, em seguida, calcula-se a estatistica do teste
(SILVA, 2005). Esse processo € repetido B vezes. A estatistica do teste também deve ser calculada
nos dados originais. Os B valores, juntamente com o valor obtido na amostra original, formam um
vetor de dimensao B+ 1, que determina a distribui¢cdo nula de bootstrap da estatistica, a partir da
qual pode-ser fazer inferéncias. Uma forma seria calcular a propor¢do em que a estatistica obtida na
amostra original € maior ou igual aos valores obtidos na estatistica da distribui¢dao nula bootstrap,
e se essa propor¢ao for menor ou igual ao nivel de significancia adotado, rejeita-se a hipdtese nula.

Na Figura 2.1 € apresentado o fluxograma em que € ilustrada a comparagdo entre dois
vetores de médias via bootstrap nao-paramétrico.

Uma vez apresentado o método que serd utilizado em um dos testes propostos, torna-se
necessdrio abordar as estratégias que serdo consideradas para avaliar o desempenho da estatistica
do teste e de seus concorrentes, sendo elas, avaliar as taxas de erro tipo I e o poder, além disso,

avaliar a robustez, que sdo abordados na préxima secao.
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Figura 2.1 — Fluxograma do método bootstrap nao-paramétrico de teste entre dois vetores de mé-
dias.

Amostra modificada
Yiu =Xu — X,

i=12

!

Reamostragem com
reposicéo

Xi X

~

Repetir B vezes [ X X ]

Calcula-se
estatistica —
do teste

a”

SE B VEZES + TESTE
NAS AMOSTRAS
ORIGIMAIS:

|

[ Distribuicdo nula de bootstrap da ]

estatistica

!

lFazar inferén cia]

Fonte: Do autor (2023).

2.3 Erro tipo 1, poder e robustez de um teste

O teste de hipdteses €, sem dividas, uma das partes mais importantes para os pesquisadores.

No entanto, € preciso saber que, ao se tomar uma decisao, ou de rejei¢ao ou de nao rejeicao de uma



36

hipétese nula Hy, é possivel estar incorrendo em erros. Tais erros sdo conhecidos como erros tipo I
e tipo II, ou respectivamente, falso positivo e falso negativo (VIEIRA, 2021). O primeiro se refere
a rejeitar a hipétese nula dado que ela € verdadeira; ja o segundo se dd quando, ao realizar o teste,
ndo rejeita-se a hipdtese nula, dado que ela é falsa.

O tamanho do erro tipo I é definido pela probabilidade @ = P(Rejeitar Hy | Hy é verdadeira),
que pode ser fixado pelo pesquisador. O ideal para um teste € manter o tamanho do erro tipo
I no nivel de significancia adotado. Ja o tamanho do erro tipo II € definido pela probabilidade
B = P(Naio rejeitar Hy | Hy é falsa) (FERREIRA, 2013).

A Tabela 2.1 apresenta um resumo dos dois tipos de erros que podem ocorrer numa tomada

de decisdo sob uma hip6tese nula Hy e suas respectivas probabilidades entre parénteses.

Tabela 2.1 — Tipos de erros e decisdes corretas, com suas respectivas probabilidades associadas
entre parénteses.

. Realidade
Decisao -
H( verdadeira H falsa
Decisao correta Erro tipo II
Nao rejeitar H p
(1-o) (B)
Erro tipo | Decisdo correta

Rejeitar H, (@) (1-B)

Fonte: Do autor (2023).

Silva (2005) ressalta a impossibilidade de se controlar a probabilidade de ocorréncia si-
multaneamente dos erros, pois a tentativa de diminuir um erro aumenta o outro, para um tamanho
de amostra fixo. Portanto, € necessdrio manter um equilibrio entre ambas as taxas de erro. De
acordo com Gebert (2014), o erro tipo I € possivel de ser controlado, uma vez que ele € fixado pelo
pesquisador previamente, e que, por serem inversamente proporcionais, a Unica forma de reduzir
simultaneamente os erros ¢ com o aumento do tamanho da amostra. O valor para fixacdo prévia
de o usualmente empregado €, segundo Ferreira (2013), entre 0,10 e 0,01. De acordo com os ta-
manhos reais de erro tipo I de um teste, se o valor for menor que o nivel nominal de significancia
pré-estabelecido, «, ele € considerado conservativo ou rigoroso e, em caso contrario, ¢ chamado de

liberal (GEBERT, 2014).



37

Vieira (2021) chama atencao para o poder estatistico, que € uma probabilidade relacionada
com a probabilidade de se cometer o erro tipo II, dada por (1 — ), ou seja, é a probabilidade de
rejeitar a hipétese nula quando ela € falsa, fixados o tamanho do efeito, o nivel de significncia e
o tamanho amostral. O poder de um teste é a habilidade de se detectar as diferencas reais entre
tratamentos (EVANS; ROSENTHAL, 2010; MITTELHAMMER, 2013). Como hd uma relagcdo
estreita entre taxa de erro tipo Il e o poder estatistico, como vimos anteriormente, a avaliagdo do
erro tipo II pode ser substituida pela avaliacdo do poder estatistico.

Outro fato relevante abordado por Gebert (2014) € a avaliacdo da robustez de um teste
que, de acordo com a autora, um teste € considerado robusto se ele mantém, ao menos de forma
aproximada, as caracteristicas delineadas pela teoria mesmo quando se violar uma ou mais das
pressuposicoes estabelecidas. Assim, um teste robusto € flexivel e de facil adaptacdo para situacdes
que diferem daquelas estabelecidas pelas pressuposi¢des adotas na sua formulacao.

Portanto, para ter um teste otimizado deve-se avaliar a sua taxa de erro tipo I, o seu poder
estatistico e a sua robustez. Desta forma, € possivel verificar a eficiéncia do teste e comparar com
outros de maneira mais ampla, como por exemplo, sob a viola¢do de alguma pressuposi¢ao.

Na secdo seguinte serdo apresentados alguns resultados encontrados na literatura sobre o
desempenho das estatisticas de teste citadas na secdo 2.1, bem como alguns resultados de versoes

bootstrap de estatisticas de teste.

2.4 Principais resultados encontrados das aplicacoes dos testes

Neste trabalho foi proposto a utilizacdo do método bootstrap para a proposi¢ao de um dos
testes de hipdtese sobre a igualdade de vetores de médias entre duas populacdes multivariadas
independentes, cujo desempenho foi comparado com o das estatisticas de testes T2 de Hotelling,
MNV e o teste proposto por Ahmad. Assim, nesta se¢do serdo discutidos os resultados destas
estatisticas de teste de maneira geral, levando em conta as configuragdes utilizadas pelos autores

nas simulacoes.
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2.4.1 Resultados do teste MNV

Krishnamoorthy e Yu (2004) propuseram uma modificacdo do teste Nel e Van der Merwe
(1986) (MNV) para o problema de Behrens-Fisher multivariado. Os autores o compararam, via
simulagdo Monte Carlo, com os testes de Johansen (1980) e de Yao (1965), em que se avaliou a
taxa de erro tipo I e o poder.

Para as simula¢des, Krishnamoorthy e Yu (2004) usaram a sub-rotina IMSL de RNNOA
para gerar varidveis aleatérias normais, € a sub-rotina Fortran de Smith e Hocking (1972) para
gerar matrizes Wishart e, para cada configuracdo, fizeram 100.000 execugdes. O erro maximo de
uma estimativa foi adotado como 0,003 para estimar as probabilidades.

Os autores apontam a existéncia de uma matriz nao singular M tal que, de acordo com
Yao (1965), £, = MAM', £, = M(I—A)MT eL +% =MM", em que A = diag(A,...,Ap),
0 <A <--- <A, <1, e A’s sdo os autovalores de (£ +f‘.2)*1/2f'.1(f‘.1 +f‘.2)*1/2.

Pelo motivo de todas as trés solugdes das equagdes em relacdo a M serem invariantes e nao
singulares, sem perda de generalidade, os autores assumem £ = A e £, = I — A. Krishnamoorthy
e Yu (2004) computaram a taxa de erro tipo I e o poder com p = {1,2,10} e pardmetro de ndo
centralidade § = (1, — l,) " (£1 +£2) (4 — 1,). Os vetores de médias foram escolhidos de tal
forma que 11, — 1, = (1/8/p)1, em que 1 é um vetor de uns.

As taxas de erro tipo e poder, obtidos pelos autores, sao apresentados nas Tabelas 2.2 e 2.3,
respectivamente, para os testes de Yao, Johansen e o MNV em funcdo dos tamanhos amostrais,
n € {6,12,19} e np € {12,19,29}, pardmetro de ndo centralidade 6 € {0,2,4,8,16}, nimeros de
varidveis p € {2,10} e nivel nominal de significancia o = 0,05.

Tabela 2.2 — Resultados de Krishnamoorthy e Yu (2004) para taxa de erro tipo I e poder dos
testes Yao, Johansen e MNV, considerando p =2, n; € {6, 12}, n, € {12}, § €
{0,2,4,8,16} e A; € {0,1,0,2,0,5,0,7, 0,9} e nivel nominal de significancia oc = 0,05

(Continua).
=2 ¢  a=005
n=6 e npy=12 n=12 e n=12
(A1,42) 0 Yao | Johansen | MNV Yao | Johansen | MNV
0 0,051 0,051 0,050 0,053" 0,052 0,051

2 0,191 0,193 0,190 0,193 0,194 0,191
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Tabela 2.2 — Resultados de Krishnamoorthy e Yu (2004) para taxa de erro tipo I e poder dos
testes Yao, Johansen e MNV, considerando p =2, n; € {6, 12}, n, € {12}, d €
{0,2,4,8,16} ¢ A, € {0,1,0,2,0,5,0,7, 0,9} e nivel nominal de significancia o = 0,05

(Conclusao).
p=2 e o =0,05
n=6 e npy=12 n=12 e n=12

(A1,42) 0 Yao | Johansen | MNV Yao | Johansen | MNV
(0,1, 0,1) 4 0,341 0,345 0,340 0,347 0,350 0,346
8 0,612 0,617 0,612 0,617 0,621 0,617

16 0,900 0,903 0,901 0,900 0,904 0,901

0 0,049 0,051 0,050 0,048 0,049 0,049

2 0,186 0,190 0,188 0,196 0,197 0,196

0,2, 0,5) 4 0,342 0,347 0,344 0,360 0,362 0,361
8 0,623 0,628 0,625 0,646 0,648 0,647

16 0,907 0,910 0,908 0,920 0,921 0,920

0 0,048 0,050 0,049 0,049 0,050 0,049

2 0,186 0,190 0,187 0,196 0,199 0,198

0,2, 0,7) 4 0,338 0,344 0,340 0,364 0,366 0,365
8 0,612 0,617 0,613 0,646 0,647 0,646

16 0,901 0,904 0,901 0,923 0,924 0,923

0 0,047~ 0,053+ 0,050 0,047~ 0,050 0,049

2 0,179 0,189 0,185 0,193 0,198 0,197

(0,1, 09) 4 0,331 0,340 0,334 0,356 0,361 0,359
8 0,598 0,606 0,599 0,641 0,643 0,641

16 0,895 0,897 0,894 0,922 0,922 0,921

0 0,048 0,049 0,048 0,048 0,048 0,048

2 0,187 0,190 0,187 0,198 0,199 0,198

(0,5, 0,5 4 0,342 0,346 0,342 0,362 0,364 0,363
8 0,612 0,619 0,615 0,650 0,652 0,651

16 0,898 0,904 0,902 0,925 0,926 0,926

0 0,064 " 0,059" 0,054" 0,052 0,052 0,051

2 0,181 0,182 0,171 0,194 0,194 0,192

(0,9, 0,9) 4 0,305 0,313 0,295 0,345 0,347 0,343
8 0,524 0,544 0,519 0,614 0,618 0,614

16 0,802 0,827 0,807 0,900 0,903 0,901

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que «.
*: significativamente (valor-p < 1%) maior que a.

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Krishnamoorthy e Yu (2004).
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Tabela 2.3 — Resultados de Krishnamoorthy e Yu (2004) para taxa de erro tipo I e poder dos
testes Yao, Johansen e MNV, considerando p = 10, n; € {19}, n, € {19, 29},
0 €40,2,4,8,16} e A; € {0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5, 0,6, 0,7, 0,8, 0,9} e nivel nomi-
nal de significancia ov = 0,05 (Continua).

p=10 ¢ a=0,05

n1:19 € n2:29

n1:19 € n2:19

(A1,---,Ay) | & Yao | Johansen | MNV Yao | Johansen | MNV
0,1,0,1, 0 0,063t 0056 0052 0,055t  0,058T 0,051
01,01, 2 0,118 0,111 0,104 0,107 0,113 0,101
0,1,0,1, 4 0,188 0,179 0,170 0,169 0,178 0,161
01,01, 8 0349 0,343 0,329 0,324 0,342 0,315
0,1,0,1) 16 0,655 0,657 0,642 0,620 0,646 0,618
0,1,0,1, 0 0,049 0,052 0,052 0,046~ 0,052 0,047~
0,1,0,1, 2 0,099 0,104 0,104 0,094 0,106 0,098
0,5,0.,5, 4 0,163 0,171 0,171 0,153 0,170 0,158
0,5,0,9, 8 0,328 0,337 0,338 0,308 0,333 0,315
0,9,0,9) 16 0,652 0,661 0,661 0,617 0,644 0,626
(0,5,0,5, 0 0,045~ 0,043~ 0,044~ 0,046~ 0,052 0,049
05,05 2 0,104 0,100 0,101 0,093 0,104 0,096
05,05 4 0,174 0,170 0,172 0,156 0,171 0,161
0,5,0,5, 8 0,331 0,331 0,335 0,292 0,316 0,300
0505 16 0659 0660 0,663 0617 0645 0,628
0,1,0,1, 0 0,053 0053 0,051 0,074t  0,074T 0,057+
01,01, 2 0112 0,111 0,108 0,129 0,133 0,106
0,1,0,1, 4 0,189 0,185 0,182 0,192 0,202 0,165
0,1,0,1, 8 0,339 0,339 0,333 0,338 0,358 0,306
0,1,0,9) 16 0,661 0,663 0,658 0,612 0,650 0,591
0,1,0,1, 0 0,049 0,048 0,049 0,055%  0,058% 0,050
0,1,0,1, 2 0,103 0,102 0,103 0,107 0,114 0,101
0,1,0,5, 4 0,171 0,170 0,172 0,173 0,183 0,165
0,5,0,5, 8 0,339 0,338 0,341 0,323 0,340 0,313
0,5,0,5) 16 0,665 0,665 0,668 0,622 0,647 0,619
(0,1,0,2, 0 0,051 0,050 0,051 0,047~ 0,053+ 0,048
0,3,0,4, 2 0,104 0,104 0,104 0,093 0,104 0,096
05,06, 4 0,175 0,174 0,174 0,153 0,169 0,158
0,7,0,8, 8 0,339 0,339 0,339 0,309 0,332 0,316
09,09) 16 0,662 0,665 0,665 0,619 0,644 0,626
(0,9,0,9, 0 0,106 0,083 0,058+ 0,094+ 0,083+ 0,056
09,09, 2 0,71 0,145 0,107 0,115 0,144 0,104
09,09, 4 0242 0,217 0,167 0,224 0,217 0,162
0,9,0,9, 8 0,388 0,376 0,306 0,365 0,372 0,295
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Tabela 2.3 — Resultados de Krishnamoorthy e Yu (2004) para taxa de erro tipo I e poder dos
testes Yao, Johansen e MNV, considerando p = 10, n; € {19}, n, € {19, 29},
0 €40,2,4,8,16} e A; € {0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5, 0,6, 0,7, 0,8, 0,9} e nivel nomi-
nal de significancia o = 0,05 (Conclusao).

p=10 e a=0,05

n=19 e n, =29 n=19 e n =19
(Ar,---,Ap) | 6 Yao | Johansen | MNV Yao | Johansen | MNV
0,9,0,9) 16 0,644 0,664 0,585 0,620 0,655 0,569

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que .
*: significativamente (valor-p < 1%) maior que a.

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Krishnamoorthy e Yu (2004).

Krishnamoorthy e Yu (2004) mostraram, numericamente, que a solu¢io MNV € a melhor
entre as solucdes assintdticas e invariantes disponiveis para o problema de Behrens-Fisher, pois foi
o0 Unico teste que controlou a taxa de erro tipo I satisfatoriamente. Por exemplo, para o caso em que
p = 10, em relagdo a taxa de erro tipo I, o teste de Johansen chegou a 0,083 e o de Yao a 0,106, en-
quanto o MNV nio excedeu 0,058. Além disso, os autores afirmam que o teste MNV ¢ satisfatério,
simples de usar e pode ser facilmente estendido para estimar e testar quaisquer contrastes, também

ser usado como comparativo para futuros testes para estabelecerem sua superioridade.
2.4.2 Resultados do teste de Ahmad

Como apresentado na Subsecdo 2.1.3, o teste assintdtico proposto por Ahmad (2019a,
2019b) € robusto para comparagdes entre vetores de médias de populacdes. O teste foi comparado
com os testes de Bai e Saranadasa (1996) (7ps) e Chen e Qin (2010) (7¢p) para duas populagdes e,
nesta ocasidao, chamado de 75.

Para comparacdes, o autor fez um estudo, via simulagdo Monte Carlo, da taxa erro tipo [ e
poder dos testes. As configuragdes usadas por Ahmad (2019b) foram: duas amostras aleatorias de
vetores i.i.d. de tamanhos n; e ny, em que n; € {10,20,50}, n = 2n;, com cada uma das dimensdes
p € {50,100,300,500}, geradas a partir de distribui¢des normal, # com 7 graus de liberdade (#7)
e uniforme (0, 1), e estruturas das matrizes de covaridncias X;, i = 1,2, simetria composta (SC)
e autorregressiva de ordem 1 (AR(1)) definidas, respectivamente, como kI + pJ e Cov(X;,X;) =

Kp‘k*”, V k,l, com I uma matriz identidade e J uma matriz de uns.
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Para a taxa de erro tipo I, Ahmad (2019b) considerou as seguintes estruturas para X;: X

e X, com estrutura de SC com p = 0,5 e p = 0,8, respectivamente; £; com SC e £; com AR(1),

ambas com p = 0,5. Para o poder, foi usado SC com p = 0,4 e p = 0,8, respectivamente. Foi

tomado K = 1 para todos os casos.

Na Tabela 2.4 sdao apresentados os resultados obtidos por Ahmad (2019b) em N = 1000

repeticoes para a taxa de erro tipo I, considerando o nivel nominal de significancia @ = 0,05. O

autor destaca o desempenho preciso do teste 7> para todos os pardmetros, enquanto Tgs € Tco

se mostram respectivamente muito liberais e muito conservativos. Ahmad (2019b) justifica como

possivel motivo para o desempenho dos testes Tgs € Tcp, a violagdo das suposicdes para os testes.

Tabela 2.4 — Resultados de Ahmad (2019b) para a taxa de erro tipo I dos testes de Ahmad (75),
de Bai e Saranadasa (7ps) e de Chen e Qin (7¢p), considerando p € {50, 100, 300,
500}, ny € {10, 20, 50}, ny € {20, 40, 100}, estruturas das matrizes de covariincias
(SC, AR(1)), distribui¢cdes multivariadas normal, #7 e uniforme (0, 1) e nivel nominal
de significancia o = 0,05, sob Hp. (Continua).

a = 0,05
X, =8C, X,=8C Y, =8C, X,=AR
Distribuicao ni,no p T ‘ Tps ‘ Ico T ‘ Tps ‘ Ico
50 0,063 0,104* 0,023~ 0,043 0,118 0,010~
10.20 100 0,054 0,113* 0,024~ 0,048 0,181" 0,024~
’ 300 0,057 0,112* 0,027~ 0,056 0,160™ 0,015~
500 0,047 0,105" 0,012~ 0,044 0,135" 0,013~
50 0,061 0,110" 0,030~ 0,043 0,125% 0,012~
Normal 20.40 100 0,051 0,106™ 0,016~ 0,050 0,143% 0,012~
’ 300 0,059 0,115" 0,025~ 0,059 0,148" 0,014~
500 0,056 0,087" 0,022~ 0,055 0,163" 0,021~
50 0,064 0,104* 0,026~ 0,055 0,120" 0,011~
50.100 100 0,052 0,097+ 0,025~ 0,048 0,127+ 0,015~
’ 300 0,066 0,107" 0,022~ 0,056 0,150" 0,009~
500 0,053 0,099" 0,021~ 0,056 0,164" 0,016~
50 0,056 0,094+ 0,025~ 0,036 0,103 0,013~
10.20 100 0,046 0,087" 0,023~ 0,052 0,140" 0,016~
’ 300 0,042 0,095* 0,019~ 0,036 0,119 0,014~
500 0,053 0,099 0,014~ 0,056 0,144* 0,015~
t 50 0,047 0,086™ 0,020~ 0,057 0,110" 0,016~
20,40 100 0,044 0,086™ 0,015~ 0,053 0,122+ 0,011~
300 0,052 0,108* 0,030~ 0,041 0,119 0,013~




43

Tabela 2.4 — Resultados de Ahmad (2019b) para a taxa de erro tipo I dos testes de Ahmad (73),
de Bai e Saranadasa (7ps) e de Chen e Qin (7¢p), considerando p € {50, 100, 300,
500}, ny € {10, 20, 50}, ny € {20, 40, 100}, estruturas das matrizes de covariancias
(SC, AR(1)), distribui¢des multivariadas normal, #; e uniforme (0, 1) e nivel nominal
de significancia o = 0,05, sob Hp. (Conclusao).

=005
¥, =8C, X,=8C Y, =8C, X,=AR
Distribuicao ni,ny p T ‘ Tps ‘ TCQ T ‘ Tps ‘ TCQ
500 0,053 0,096 0,019~ 0,054 0,113 0,012~
50 0,049 0,091% 0022~ 0063 0,124% 0,020
so.100 100 0054 0096 00200 0058 01227 0010
’ 300 0,057 0,089* 0,025~ 0,050 0,122+ 0,012~
500 0,055 0,104* 0,021~ 0,057 0,141" 0,010~
50 0,062 0,115" 0,025~ 0,046 0,104" 0,016~
looo 100 0055 0107F 002" 0054 0135 0014
<Y 300 0,057 0,114 0,019 0054 0,507 0015
500 0,058 0,106 0024~ 0059 0,163~ 0013
Uniforme (0,1) 50 0,069 0,105" 0,020~ 0,060  0,119* 0,015~
’ 20.40 100 0,058 0,103" 0,026~ 0,044 0,122" 0,013~
300 0,053 0,097 0,017~ 0051  0,144T 0013
500 0051 0,118% 0,027 0056 0,147 0,011~
50 0054 0083 0018~ 0046 0111% 0013~
so.100 100 0055 0107° 0024 0051 0106° 0,020
) 300 0,058  0,1000 0020~ 0049 0,148% 0016
500 0,052 0,118 0,023~ 0,051 0,113* 0,017~

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que «.
*: significativamente (valor-p < 1%) maior que .

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Ahmad (2019b).

Ahmad (2019b) destaca o poder do teste 7, frente aos seus concorrentes, onde as curvas

se aproximam com o aumento do parimetro de ndo centralidade, definido pelo autor como &,

bem como, com o aumento dos tamanhos das amostras. O autor compara as curvas de poder dos

testes para a distribui¢do normal (Figura 2.2) e para a distribui¢do ¢ (Figura 2.3), para (ny,ny) =

(10,20),(20,40),(50,100), p = 100 e estrutura das matrizes de covarincias SC com p = 0,4 e

p = 0,8, respectivamente.
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Figura 2.2 — Poder dos testes de Ahmad (7% ), de Bai e Saranadasa (7s) e de Chen e Qin (T¢p), para
distribui¢do normal multivariada, obtidos por Ahmad (2019b), considerando p = 100,
(n1,n3) = (10,20),(20,40),(50,100), 6 € {0,0, 0,2, 0.4, 0,6, 0,8, 1,0}, estrutura das
matrizes de covariancias SC com p = 0,4 e p = 0,8 e nivel nominal de significAncia

a =0,05.
1.0 1.0
0.9 0.9
0.8 - 0.8
0.7 - 0.7 -
0.6 1 0.6 4
ee ,_,,-_.-r-""'-'r}‘n 05
DI.{J nl.z 6.4 u:.e ul.s 1I.u [;.D ul.z DI.4 nl.a {;.8 1I.D ul.n DI.Z nl.4 ul.s DI.B 1I.n
) & o

Fonte: Ahmad (2019b).

Figura 2.3 — Poder dos testes de Ahmad (75 ), de Bai e Saranadasa (7ps) e de Chen e Qin (T¢g),
para distribuicdo #7 multivariada, obtidos por Ahmad (2019b), considerando p = 100,
(n1,n2) = (10,20),(20,40),(50,100), 6 € {0,0, 0,2, 0,4, 0,6, 0,8, 1,0}, estrutura das
matrizes de covariancias SC com p = 0,4 e p = 0,8 e nivel nominal de significAncia

a = 0,05.
1.0 4 1.0
0.9 - 09 4
0.6 - 048
0.7 1 0.7
0.6 0.6
05 4 _ -
EII.D {JI_2 Ci'_4 f.'_ll.E UI.B II_G {J._EI Cil.2 Ell.rl {JI.En [;_8 'II.EI DI.{J EII.Z {JI_4 CiI.E EII.B 1I.{J
] i} &

Fonte: Ahmad (2019b).
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2.4.3 Resultados dos métodos bootstrap

Muito se tem pesquisado sobre a utilizacdo de métodos computacionais em testes estatisti-
cos, sendo que vdrias destas pesquisas sdo estudos e propostas de versdes bootstrap de estatisticas
de testes. Destas, iremos abordar alguns resultados sobre comparacoes e desempenho dos testes ba-
seados nos métodos bootstrap, apresentados em Gebert (2014), Miranda e Ferreira (2006) e Silva,
Ferreira e Nogueira (2008). Daremos mais detalhes do trabalho de Gebert (2014), uma vez este
também aborda comparagdes entre vetores de médias de duas populagdes independentes, além de
que, a autora também comparou com o teste MN'V.

Miranda e Ferreira (2006) apresentam uma comparagdo entre testes assintédticos e de bo-
otstrap para autocorrelacdo residual, com o objetivo de avaliar, via simulagdo Monte Carlo, uma
abordagem bootstrap do teste Durbin-Watson (DWB), teste de bootstrap (B, ) aplicado diretamente
no estimador de quadrados minimos de primeira ordem, teste bootstrap com corre¢do acelerada de
viés aplicado diretamente sobre o pardmetro de autocorrelagdo (BpCa), teste 7 (1p), teste ¢ de bo-
otstrap (tpB), teste normal para p (Np), teste normal para p com corregio de viés (Npc), teste
normal para C de Young (1941) (NC), em que a estatistica C proposta por Young (1941) é um
estimador de p, e por fim, o teste bootstrap para C (BC).

De modo geral, dos dez testes comparados, sendo cinco deles que utilizam a metodologia
bootstrap, que sio DWB, B,, BpCa, rpB ¢ BC, Miranda e Ferreira (2006) concluiram que os
testes DWB, BC, tpB, Npc e NC sdo considerados melhores por apresentarem tamanhos de testes
idénticos ao valor nominal, maior poder e foram robustos e, destes, o teste NC foi considerado
rigoroso para pequenos valores de o e n. Portanto, pode-se verificar que dos quatro com melhores
desempenhos, trés utilizam a metodologia bootstrap. Para mais detalhes ver Miranda e Ferreira
(2006).

Silva, Ferreira e Nogueira (2008) objetivaram avaliar o desempenho, via simulacio Monte
Carlo, de dois testes de homogeneidade entre matrizes de covariancias em populagdes normais e
ndo-normais, avaliando-se a taxa de erro tipo I, o poder e a robustez. Os testes utilizados foram o
teste de Bartlett multivariado (MBT) e sua versao bootstrap (MBTB). Os autores fizeram combi-

nacdes entre tamanhos amostrais, nimero de varidveis, correlacdo e nimero de populacdes, e os
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resultados obtidos os levaram a concluir que o teste MBTB foi considerado superior ao assintético
MBT, sendo robusto e controlando a taxa de erro tipo 1. Tal estudo, assim como o de Miranda e
Ferreira (2006), mostra a robustez dos testes via bootstrap considerados.

Gebert (2014) apresenta uma solucao via bootstrap paramétrico para o problema de Behrens-
Fisher multivariado, que a autora chama de TBP, ou seja, comparagdes entre vetores de médias de
duas populacdes normais p-variadas independentes com heterogeneidade das matrizes de covari-

ancias. A estatistica de teste usada pela autora foi
TBP. = (X,.—X,.) (X,.—X5.),

em que X;. é o vetor de médias da populacdo i, com i = 1, 2.

O teste TBP foi comparado com o0 MNV e o teste de Krishnamoorthy e Lu (2010), que a
autora chama TBPKL. Os testes foram avaliados em duas partes via simulagdo Monte Carlo. A
primeira parte foi a obtenc@o das taxas de erro tipo I, onde foram simuladas, sob Hy: t; = 4, =0,
em que 0 € um vetor p-dimensional de zeros, amostras aleatérias de duas popula¢des normais
multivariadas, Np(O, ¥;), de tamanhos n;, i = 1, 2, em que X # X, sdo as matrizes de covariincias
populacionais p X p, positivas e definidas.

As estruturas adotadas para as matrizes ¥; foram duas, a primeira com estrutura de simetria
composta, dada por £ = 62[(1 — p)I + pJ], em que I é uma matriz identidade p x p, J uma matriz
pxpdeuns, pe o2 foram fixados em 0,5 e 1, respectivamente, e X, = 5p21, em que 0, = {73
com 6 = |X;|/|Z| e 0 fixadoem 1,2,8,16 e 32. A segunda estrutura considerada foi a de matrizes
nio estruturadas, dada por £; = TT ", em que T é uma matriz triangular inferior gerada a partir
de varidveis aleatérias independentes e com distribui¢io Gama, e ¥, foi obtida da mesma forma
descrita anteriormente, porém utilizou-se apenas 6 = 32.

O valor-p obtido em cada teste foi confrontado com o nivel nominal de significincia o
adotado pela autora, em que o = 0,10, 0,05 ¢ 0,01. O processo de geracdao das amostras, aplicacao
dos testes e comparagdo dos valores-p e o foi repetido N = 2000 vezes. As probabilidades de se

ocorrer o erro tipo I (&) do k-ésimo teste, em que k = 1 para TBP, k = 2 para MNV e k = 3 para



47

TBPKL, foram estimadas em Gebert (2014) por

N
Y. I(valor-py; < )

N Y

em que /(valor-p;; < o) é uma funcdo indicadora e valor-py; é o valor-p do k-ésimo teste na
j-ésima simulacdo Monte Carlo, com j =1, 2, ..., N. Foi considerado, pela autora, diferentes

tamanhos para as amostras das populacdes, sendo n; € {8,30, 100}, com nove configuragdes pos-

siveis dadas pelo produto cartesiano |n| X |nz|, em que |n;| é a cardinalidade de n;. O nimero de
variaveis escolhido nas configuracdes de Gebert (2014) dependeu dos tamanhos amostrais, sendo,
quando o tamanho minimo das amostras era 8, os p’s foram 2 e 7, quando o menor n; = 30, p € {7,
29} e quando n; = 100, p € {7, 15}.

Para o poder, a autora utilizou o mesmo procedimento considerado para o erro tipo I, exceto
pelo fato das simulagdes terem sido realizadas sob Hy : f; # l,, em que ; = 0, sem perda de
Il

generalidade, e 0, = [Uo1, U22, ..., H2p| ', em que lp; = kog,._x,, © Ox,,—x,; dado por

O%—% =

) (2)

) ~ . (e T > > 1 ~
que é o erro padriao da diferenca entre as médias X;; — Xp;, para cada varidvel, Gi(l- € 0;; sdo0
as variancias da i-ésima varidvel das populagdes, e k € {1,2,4,8} para matrizes com estrutura de
simetria composta e k € {1,2} para o caso de matrizes ndo estruturadas.

Para o computo dos valores do poder, Gebert (2014) usou a seguinte expressao

N
Y. I(valor-py; < )

N

em que /(valor-py; < ), valor-py;, & e N sdo os mesmos descritos para erro tipo L.
Na avaliacdo da taxa de erro tipo I, considerando matrizes de covariadncias com estrutura

de simetria composta, o TBP se sobressaiu, em geral, diante de seus concorrentes para casos de
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maiores dimensdes, sendo exato ou levemente liberal, enquanto seus concorrentes se mostraram
extremamente liberais. Quando o nimero de varidveis foi baixo, o teste proposto por Gebert (2014)
foi levemente liberal, porém apresentou altos valores de poder, o que a autora afirma compensar
essa liberdade pequena. Além disso, a autora destaca que o teste TBP foi praticamente estdvel
quanto a variacdo do nimero de varidveis, enquanto os concorrentes sofreram variabilidade quando
se teve aumento no nimero de p.

Para o caso de matrizes ndo estruturadas, o TBP apresentou bom desempenho para amostras
grandes, no entanto, para amostras pequenas, se mostrou levemente liberal, mas, de modo geral, o
teste TBP apresentou um desempenho maior que o de seus concorrentes.

Na Tabela 2.5 podem ser observados os resultados encontrados por Gebert (2014) para
as taxas de erro tipo I dos testes em fungdo dos tamanhos amostrais, ny = 8 e n, = 30, grau de
heterogeneidade das matrizes de covaridncias d € {1,2,8,16,32}, nimeros de varidveis p € {2,7}

e nivel nominal de significancia o € {0,01, 0,05, 0,10}.

Tabela 2.5 — Resultados encontrados por Gebert (2014) para taxa de erro tipo 1 dos testes TBP,
TBPKL e MNYV, considerando p € {2, 7}, n1 =8,n, =30,6 € {1,2,8,16,32} e
€ {0,01, 0,05, 0,01} (Continua).

n=8 e np=30

o \ p | 6 ] TBP | TBPKL | MNV
1 0,1175 0,1050 0,0990
2 0,1250*" 0,1160 0,1095
p=2 8 0,1090 0,1040 0,1030
16 0,1120 0,1160 0,1145
o =0,10 32 0,1160 0,1030 0,0975
1 0,1200" 0,1800" 0,1460"
2 0,1035 0,1830% 0,1550"
p=71 8 0,1030 0,1635% 0,1455%
16 0,1080 0,1510*" 0,1245%
32 0,1135 0,1600™ 0,1400"
1 0,0705% 0,0635 0,0560
2 0,0665% 0,0605 0,0575
p=2 8 0,0620 0,0490 0,0460
16 0,0675" 0,0595 0,0570
o = 0,05 32 0,0445 0,0390 0,0380~

1 0,0660" 0,0990" 0,0765*
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Tabela 2.5 — Resultados encontrados por Gebert (2014) para taxa de erro tipo I dos testes TBP,
TBPKL e MNYV, considerando p € {2, 7}, n1 =8,n, =30,6 € {1,2,8,16,32} e
€ {0,01, 0,05, 0,01} (Conclusio).

n1:8 (] n2:30

o \ p | 6 | TBP | TBPKL | MNV
2 0,0630 0,0910™ 0,0740"
p=7 8 0,0635 0,0845" 0,0690"
16 0,0565 0,0835" 0,0655%
32 0,0715% 0,0905% 0,0785*

1 0,0170 0,0125 0,0095

2 0,0125 0,0115 0,0100

p=2 8 0,0135 0,0105 0,0095

16 0,0125 0,0115 0,0110

32 0,0150 0,0080 0,0085

a=0,01

1 0,0175" 0,0280" 0,0180"

2 0,0140 0,0205* 0,0140

p=7 8 0,0165 0,0115 0,0080

16 0,0190" 0,0125 0,0065

32 0,0220" 0,0140 0,0100

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que Q.
*: significativamente (valor-p < 1%) maior que o.

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Gebert (2014).
O poder dos testes obtido por Gebert (2014) é apresentado na Tabela 2.6, para matrizes
de covariancias com estrutura de simetria composta, em func¢do dos tamanhos amostrais, n; =
100, ny =8, k € {4,8}, grau de heterogeneidade das matrizes de covariancias d € {1,2,8,16,32},

ntimeros de varidveis p € {2,7} e nivel nominal de significancia @ € {0,01, 0,05, 0,10}.

Tabela 2.6 — Resultados encontrados por Gebert (2014) para taxa de erro tipo I dos testes TBP,
TBPKL e MNYV, considerando p € {2, 7}, n; =100, n, =8, § € {1, 2, 8, 16, 32}, k
€{4,8} e € {0,01, 0,05, 0,01} (Continua).

n=100 e n, =8

a p | 6§ [ TBP | TBPKL | MNV TBP | TBPKL | MNV
1 09970 0,9700 0,9670 1,0000  1,0000  1,0000

2 09975 09765 10,9740 1,0000  1,0000  1,0000

p=2 8 09990 09665 0,9650 1,0000  1,0000  1,0000

16 0,9975 0,9695 0,9700 1,0000 1,0000  1,0000

o =0,10 32 09975 09675 09675 1,0000  1,0000  1,0000
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Tabela 2.6 — Resultados encontrados por Gebert (2014) para taxa de erro tipo I dos testes TBP,
TBPKL e MNYV, considerando p € {2, 7}, ny =100, n, =8, 6 € {1, 2, 8, 16, 32}, k
€ {4,8} e a < {0,01, 0,05, 0,01} (Conclusio).

n1:1()0 € n2:8

k=4 k=8
o p 0 TBP | TBPKL | MNV TBP | TBPKL | MNV
I 1,0000 09490 0,8930 1,0000  1,0000  0,9990
2 09995 10,9445 0,8820 1,0000  1,0000  0,9970
p=7 8 09995 09305 0,8540 1,0000  1,0000  0,9985
16 09995 09270 0,8430 1,0000  0,9995 0,9935
32 09995 09225 0,8310 1,0000  0,9995  0,9940
I 09890 09290 0,9205 1,0000 1,0000  1,0000
20,9860 0,9095 0,9040 1,0000  1,0000  1,0000
p=2 8 09915 0,8930 0,8905 1,0000  1,0000  1,0000
16 09900 09135 0,9120 1,0000  1,0000  1,0000
o = 0.05 32 09930 09115 0,9070 1,0000  1,0000  1,0000
7 I 09980 0,8895 0,7845 1,0000  0,9995 0,9885
2 09990 0,8840 0,7590 1,0000  1,0000 0,9870
p=7 8 10000 08775 0,7480 1,0000  0,9990 0,9815
16 09975 0,8750 0,7475 1,0000  0,9985 0,9755
32 0,9980 0,8625 0,7060 1,0000 0,9980 0,9760
1 09605 0,7190 0,6750 1,0000  0,9995  0,9995
2 09490 0,6950 0,6540 1,0000  0,9995  0,9995
p=2 8 09515 0,6354 0,6030 1,0000  0,9965 0,9960
16 09480 0,6285 0,6010 1,0000  0,9980  0,9985
o =001 32 09575 0,6125 0,5965 1,0000  0,9980  0,9995

I 09865 0,7230 0,5195 1,0000  0,9900  0,9285

2 09885 0,6940 0,4840 1,0000 0,9950 09165

p=7 8 09855 0,6870 0,4595 1,0000  0,9905 0,8890
16 0,9885 0,6650 10,4345 1,0000 0,9855 0,8750

32 09890 0,6600 0,4175 1,0000 0,9810 0,8435

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Gebert (2014).

Gebert (2014) aponta que, de maneira geral, o teste TBP apresentou maior poder, exceto
quando os tamanhos das amostras foram muito diferentes um do outro como, por exemplo n; = 100
e np = 8, mas apenas parak =1, p="7e a € {0,10, 0,05}, sendo levemente superado pelo teste

TBPKL. Para matrizes ndo estruturadas e amostras de mesmo tamanho, o TBP superou os demais
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testes quando n; = n, = 8 e com maiores nimeros de varidveis. Quando n; # ny € com maior
nimeros de varidveis, o TBP foi menos poderoso, porém exato quanto ao erro tipo I, enquanto os
demais testes se mostraram fortemente liberais quanto ao erro tipo 1.

Portanto, os resultados obtidos por Silva, Ferreira e Nogueira (2008), Miranda e Ferreira
(2006) e Gebert (2014) mostraram a robustez dos testes via bootstrap considerados. Além disso,
de maneira geral, apresentaram um desempenho superior ao de seus concorrentes, 0 que motivou a

utilizacdo dos métodos bootstrap neste trabalho.
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3 METODOLOGIA

Foram considerados, sem perda de generalidade, os vetores aleatérios p-dimensionais (p € o
nimero de varidveis) X i = [Xj1, - - - ,X,-kp]T ~§ii=1,2,k=1,2,...,n; com vetor p-dimensional
de médias E (X ;) = U; e matriz de covaridncias Cov(X ) = Z; positiva definida p x p simétrica e
$i uma familia de distribui¢do para o i-ésimo tratamento ou popula¢do. Foram considerados casos
em que a familia de distribui¢do §; refere-se a distribui¢do normal multivariada e, além disso, o
caso bem geral, em que §; € uma distribuicao p-variada ndo necessariamente normal, com matrizes
de covariancias X;’s potencialmente desiguais (heterogéneas) e ndo balanceado, em que os n;’s sdo
diferentes (n; € o tamanho amostral do i-€simo tratamento ou populacdo). A amostra completa é a
combinacdo das amostras das duas populacdes em uma tnica amostra, sendo n o tamanho total da
amostra combinada, em que n = 2,2:1 n;. Considerou-se os casos tipicos com p < n— 2 e também
casos em que p > n — 2, de alta dimensionalidade. O interesse da inferéncia foi nos vetores de
pardmetros p-dimensionais 6 = [, — l,.

Os estimadores nio viesados do vetor de médias y; e da matriz de covaridncias X; do i-
€simo tratamento (ou populagdo) sdo dados por

_ 1 & 1 1L _ _

X,’Z— X,’k € Si: 1 Z(Xik—X,')<Xik—X,')T, i:1,2. (31)

ni (= i— 1=

Quando as matrizes de covariancias das populacdes sdo iguais, ou seja, o caso homogéneo

em que £; = X, = X, o estimador da matriz de covariancias comum X é dado por

S, = Y (ni—1)S;, (3.2)

associado a v = n — 2 graus de liberdade, n = n| + n».

O caso de interesse geral refere-se as combinacdes lineares a' 8, para um vetor ndo nulo
conhecido a € R?, em que 8 = U, — i, é o vetor de diferengas entre os dois vetores médias. Um
caso de particular interesse foi o caso de 8 per se, que inclui todas as possiveis diferengas. O

estimador de 8 6 § = X, — X .
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A hipétese nula que foi testada é Hy : & = 0, cuja alternativa é dada por H; : 8 # 0. O teste
T? de Hotelling foi aplicado e serviu de referéncia para as comparacdes com as demais propostas.
Este teste e 0 MNV foram aplicados somente quando p < n—2. O teste assintético de Ahmad
(2019a, 2019b) foi aplicado em todos os casos, assim como os dois testes propostos no presente

trabalho. A seguir serdo descritos os testes supondo as estruturas amostrais descritas anteriormente.
3.1 Testes

Nesta subsecio sdo apresentados computos dos testes 72 de Hotelling, MNV, de Ahmad
e o desenvolvimentos dos testes propostos de Ahmad modificado e a versdo bootstrap de Ahmad
modificado. As rotinas com os comandos do software R (R Core Team, 2022) para aplicacdo dos

testes estdo descritas no Apéndice A.
3.1.1 Teste 72 de Hotelling (TH)

A estatistica Tcz, do teste TH, foi computada por

12=""2 (%) - X5~ 80) ' S, (X1~ X0~ 8p). (3.3)

¢ n

A distribui¢iio de T2, sob Hy, é exata e proporcional a uma distribui¢io F central, conside-

rando que as amostras sao normais multivariadas e sob homocedasticidade, sendo dada por

72 (ni+ny—2)p
C (n1+n2_1_p) a7P7”1+n2_]_P'

(3.4)

A hipétese nula Hy : 4, = U, = M foi rejeitada quando o valor obtido da estatistica em (3.3)
superou o valor critico da distribui¢@o (3.4), em que Fy 4, +n,—1—p € 0 quantil superior 1000c% da

distribuicdo F com f; = p e f» =n; +ny — 1 — p graus de liberdade.



3.1.2 Teste MNV

A estatistica do teste MNYV, TC*Z, foi computada por

S1 5

-1
T>l<2 (X] -X, —8()) (—+—> (Xl._XZ._80)7

ny Ny
e a hipétese nula foi rejeitada quando

vp

T*2>—
¢ (v+1-p)

Foc,p,v—i—l—p,

em que o ajuste nos graus de liberdade € dado por v

2 S
YT sfjﬂz s\ 2L Se:n_1IJF
tr| (=2 tr| =2
S| ()] ()]
3.1.3 Teste de Ahmad (TA)

A estatistica do teste TA, T3, foi computada por

nQo

Hh=1+4—-
nQi/p’

em que Qo = U, sendo a quantidade Uy dada por

UO—ZU nlnza

para

1 ny np

U Zh sz:XlE c Un1n2
ni — k 14=
k#£l

mng =1 =

54

$2

I’lz.

(3.5)

Y Z h(X11:X20),
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sendo os nucleos de Uy, e Uy, ,, escalados por

X X; X X
WX X i) = % h(X X o) = =220 (3.6)
e a quantidade Q| dada por
2 —
E;—U, LXoX;
QlZZQila Qilz l ”z, El:Z ik lk-
i=1 i k=1 T

A rejeic@o da hipétese nula ocorreu se 7, > Ty, em que Ty, € dado por Ty = xé; 7 /f, sendo

ng; ¢ 0 quantil superior 1000t% da distribui¢do qui-quadrado com graus de liberdade f dado por

r(Qo)]?
g =@l 3.7
1r(Q5)
em que
2
n A S,’
0 - 0 0 i:Z{ni

3.1.4 Proposta de modificacao do teste de Ahmad (TAM)

Ahmad (2019a, 2019b) apresenta algumas quantidades para o seu teste de comparacdes de
vetores de médias em alta dimensionalidade e robusto. Uma importante equivaléncia € feita, mas
acredita-se que esteja definida de forma equivocada, levando uma pequena alteragdo nos valores da
estatistica do teste produzida. Na sequéncia sdo apresentadas a igualdade e as alteragdes sugeridas
na obtencao da estatistica da proposta de modificagao.

O autor menciona as seguintes identidades

S; o
Oin :M (& 01 =lr<20). (3.8)

nj

Entretanto, com as defini¢des das func¢des h, dadas em (3.6), os resultados (3.8) ndo se

verificam. Assim, ambas as fun¢des foram redefinidas como
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(X Xi) =X X e h(X i, X20) =X |, X0

Com esta definicao, tem-se

B 1 np nj - .
SNTTE N Ml
o)
€
i =" ZX X - ( iix Xt |
n; ni\ni — k 1=

kA0

parai = 1, 2. Pode-se reestruturar, ainda, a expressao de Q;; da seguinte forma

1
01 = X X — XX
il ni(n,-—l) Z ik lkZ}; il
| k£l
1 nj 1 n; 1 ni nj
- X X X X X
ni(”i — 1) = ik — n; kZ ik — lkzlgz 174
k£l
_ | ZX Xy ZZX X
_"i(”i—l) i i =10= e
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Deve-se provar que Q;; € igual a tr(S;)/n;. Assim, tem-se

1"‘

=—1tr
n; n;

tr(Si) 1 [

(Zxkx Xlk;X )

i (=

1 l’l,’ 1 n; n;
- tr(X'XiT>——tr XY X1
SO ECEY
- r - r .
ni(ni—1) | = XicX L R
1 n; nj
- |V x)x tr (XX
ni(ﬂi—l) Z - zkz’lkz’ ik
1 nj n; nj
- Y xIx—— XX
ni(ni—1) ;;1 A tkzlzz e

que corresponde exatamente a Q;;. Da mesma forma, como Q| = Q11 + Q»1, entdo trivialmente
temos que Q1 = tr(f‘.o), conforme previsto. Com as defini¢des originais, em que os produtos in-
ternos e externos foram divididos por p, na defini¢do das fungdes 4, as igualdades de (3.6) ndo se

verificam. Assim, a estatistica do teste foi reestruturada para

T,=14+20 (3.9)

0’

que, sob Hy, possui distribui¢ao assintdtica x]% /f, sendo f definido da mesma forma que em (3.7).
Portanto, a estatistica (3.9), do TAM, foi computada de forma similar a que foi usada no

TA, porém considerando as quantidades aqui apresentadas.
3.1.5 Teste bootstrap proposto (TB)

A justificativa para o presente procedimento é o fato de as opg¢des assintdticas serem po-
tencialmente conservativas, como mencionado anteriormente. Para o coOmputo da proposta via
bootstrap nao-paramétrico do teste de Ahmad modificado, inicialmente a estatistica T, foi compu-

tada na amostra original usando a expressao (3.9). De posse das estimativas X; de (3.1) da amostra
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original foi obtida a amostra modificada dada por

Yi=Xiy—Xi,

parai=1,2ek=1,2,..., n;.

Esta amostra foi combinada agrupando as n = 21'2:1 n; observagdes Y;; em uma amostra
unica p dimensional de tamanho n, realizando, dessa forma, a imposi¢do da hipdtese nula de igual-
dade dos vetores de médias. Esta amostra combinada foi reamostrada com reposicao, recriando a
estrutura da amostra original de 2 popula¢des com n; observacdes p-variadas do i-€simo tratamento
ou populacdo, com i = 1, 2. Esse processo foi repetido B = 2000 vezes.

Em cada conjunto de dados gerado, a estatistica T, em (3.9) foi obtida, gerando a estatistica
final T}»,, na £-ésima reamostragem bootstrap, ou na amostra original, quando £ = B+ 1. Os valores
da /-ésima reamostragem bootstrap foram armazenados juntamente com o valor original, formando

um vetor de dimensdo B+ 1, dado por T = [T*z1 s Tays ooy Thog, Tio 7. Em seguida, o valor-p

(B+1)]

foi computado por

B+1

T 1(T 2 Ty )

valor-p =
P B+1 ’

em que / (T*Zz > T*Z(B +1>> € a fun¢do indicadora que retorna 1 se Typ, > T*2(B o © 0, caso contrario.

A rejeicdo da hipdtese nula se deu quando o valor-p obtido foi menor ou igual ao nivel nominal

de significancia adotado, ou seja, quando valor-p < . Na se¢do seguinte sdo apresentadas as

estratégias consideradas neste trabalho para avaliar o desempenho dos testes.
3.2 Avaliacao do desempenho dos testes via simulacio Monte Carlo

A avaliacdo do desempenho dos testes propostos, TAM e TB, e dos testes TH, TA e 0o MNV
foi realizada via simulacdo Monte Carlo e em duas etapas. Na primeira, em que as simulacdes

foram feitas sob a hipétese Hy : i, = @, = U, a propor¢do de rejeicdes da hipétese nula estd
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relacionada a taxa de erro tipo I e, na segunda, feita sob a hipétese H;, a propor¢do de rejeicoes

estd relacionada ao poder. Na Figura 3.1 € apresentado o fluxograma da avaliacao dos testes.

Figura 3.1 — Fluxograma da avaliag@o dos testes.

SETEN]
Propostas dos t
implementa

Teste de Ahmad Teste de Ahmad

SETEW
Implementacao dos
testes de comparacao

Teste modificado de

Teste T? de Hotelling

Teste de Ahmad

Nel e Van der Merwe
(MNV)

Modificado Modificado via bootstrap

(TAM) (TB) (TH)

(TA)

Etapa 3
Simulagao Monte Carlo

Homocedasticidade Heterocedasticidade

Equicorrelacionadas Estruturas distintas

Baixa dimensionalidade Alta dimer 1alidade Baixa dimensionalidade Alta dimensionalidade

Balanceado | Nao balanceado Nao balance

Normalidade normali Normalidade

Taxa de erro tipo |

Fonte: Do autor (2023).

Foram usadas configuracdes de Ahmad (2019b) da Subsecdo 2.4.2, além de outras para
avaliar o desempenho dos testes em casos de baixa dimensionalidades e homocedasticidade: duas
amostras aleatdrias de vetores i.i.d. de tamanhos n; e ny, em que n; € {10, 20, 50}, n, = 2n,
com cada uma das dimensdes p € {2, 10, 50, 100, 300, 500}, geradas a partir das distribuicdes
multivariadas normal,  com 7 graus de liberdade e uniforme (0 ,1), e as estruturas das matrizes de
covariancias X;, i = 1,2, foram duas, simetria composta (SC) e autorregressiva de ordem 1 (AR(1)),

definidas, respectivamente, por £; = 62[(1 — p)I 4 pJ] e Cov(X;.X;) = kp*~!I, V k,1, em que I
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¢ uma matriz identidade e J uma matriz de uns, ambas p x p. Especificamente para os casos
homocedadsticos, foram considerados apenas p € {10, 300} com (ny, ny) = (20, 40), (40, 40).
Para a normal multivariada, gerou-se, inicialmente, um vetor aleatério Z = [Z;, Z», ...,
Z,]" de p varidveis normais padrdo independentes, ou seja, Z ~ N,(0, I), em que 0 é um vetor
p-dimensional de zeros e I matriz identidade p X p, utilizando a transformacdo de Box-Miiller

(PRESS et al., 1992). Em seguida, este vetor foi transformado por
X=x"2Z+ypu, (3.10)

em que $!/2 ¢ a matriz raiz quadrada da matriz de covariancias £ e i € o vetor p-dimensional de
médias populacional . Logo, X ~ N,(u, X), dado $!/2 = PA2PT em que A é a matriz diagonal
dos autovalores, A!/? ¢ a matriz diagonal contendo a raiz quadrada destes elementos e P € a matriz
de autovetores, cada um destes vetores dispostos em uma de suas colunas (GENTLE, 2003). Para
gerar as amostras, como descrito acima, foi utilizada a funcdo mvrnorm() da biblioteca MASS do
software R (R Core Team, 2022).

Para a r multivariada, o vetor aleatorio Z ~ Np(O, I), gerado na obten¢do da normal multi-

variada, foi transformado por

em que U € a varidvel aleatéria com distribuicdo qui-quadrado com v graus de liberdade. Nesse
caso, o vetor aleatorio Y possui distribui¢do ¢ multivariada esférica com v graus de liberdade. Este

vetor, por sua vez, foi transformado por
X =32y +pu.

O vetor X, assim obtido, possui distribui¢do r multivariada eliptica com v graus de liberdade
e parametros @ e £ (GENTLE, 2003). Foi utilizada a func¢do rmvt(), da biblioteca mvtnorm do

software R (R Core Team, 2022), para gerar amostras como descrita acima.
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Por fim, para obter a uniforme multivariada, foi considerado ¥ ~ Np([,t,i'.), obtido pela

transformacgio X = R/ + W e Z ~ Ny(0, I) (GENTLE, 2003), em que pt = 0 e covaridncia £
T

€ estabelecida com estrutura AR ou SC pré-escolhida a partir da correlagdo p = 2sen <gp> Em

seguida, foi feita a transformacao

em que ®(e) é a fungdo de distribuigdo normal padrdo. O vetor X = [X|, Xp, ..., X,| ", obtido
assim, possui distribuicao uniforme multivariada. A funcdo seno foi aplicada a p obtendo-se p na
construcado de 2, para que ao final, a matriz de covariancia de X, X, tenha exatamente a correlagio

p dentro da estrutura pré-estabelecida (AR ou SC).
3.2.1 Taxa de erro tipo I

Para a taxa de erro tipo I, nos casos heterocedasticos, foram consideradas duas configura-
coes para ¥X;, a primeira com ambas as estruturas de matrizes equicorrelacionadas, ou seja, SC, com
p=0,5ep=0,8 para X e X, respectivamente e, a segunda, SC e AR(1), respectivamente, ambas
com p = 0,5. E nos casos homocedasticos, SC, com p =0.,5.

As simulacdes foram geradas sob a hipétese nula completa, ou seja, com as duas populagdes
tendo os mesmos vetores de médias paramétricas. Logo, a rejeicao da hipdtese nula, de igualdade
dos dois vetores de médias, foi considerada como um erro do tipo I. A probabilidade de se cometer
o erro tipo I foi estimada pela propor¢ao de experimentos com diferenga entre as médias detectadas
incorretamente em relacdo ao total de N = 2000 experimentos simulados. Assim, a taxa de erro

tipo I real foi estimada por

(3.11)

em que Ej € uma varidvel bindria que assume o valor 1 se ocorreu um erro do tipo I no k-ésimo

experimento e 0, em caso contrério, para k = 1, 2, ..., N; e I(E; = 1) é a fungdo indicadora que
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retorna 1 se a igualdade for verificada e 0, caso contrario. O nivel nominal de significancia usado
foi o¢ = 0,05, 0,10 ou 0,01.

As taxas de erro tipo I obtidas foram comparadas entre si € com as obtidas por Ahmad
(2019b) e, como foram estimadas via simulacdo Monte Carlo, ndo estavam livres de erro. Foi
utilizado, entdo, o teste binomial exato, com 99% confianga (OLIVEIRA; FERREIRA, 2010), para

verificar se os testes sao liberais, conservativos ou exatos. As hipéteses do teste sdo

Hp: a=0,05 (ou 0,01 ou 0,10)
VErsus

H; : a # 0,05 (ou 0,01 ou 0,10).

Se a hipétese nula foi rejeitada e as taxas de erro tipo I observadas foram consideradas sig-
nificativamente (valor-p < 0,01) inferior ao nivel nominal de significancia, o teste em questdo foi
considerado conservativo; se as taxas de erro tipo I observadas foram consideradas significativa-
mente (valor-p < 0,01) superiores ao nivel nominal, o teste em questdo foi considerado liberal; e se
as taxas de erro tipo I observadas ndo foram significativamente (valor-p < 0,01) diferentes do nivel
nominal, o teste em questdo foi considerado exato (OLIVEIRA; FERREIRA, 2010). Considerando
y o nimero de rejei¢coes de Hy para N = 2000 simulacdes Monte Carlo para o nivel nominal de
significancia o, pode-se obter a estatistica de teste, usando a relacdo entre as distribuicdes F e
binomial, com probabilidade de sucesso a.

A estatistica de teste foi computada por

que sob a hipétese nula, Hy, essa estatistica segue uma distribui¢do F com vi =2(N —y) e v, =
2(y+1) graus de liberdade. Se Fj, < Fy, v,(®/2) ou F, > Fy, v, (1 —0t/2), entdo rejeita-se a hipétese
nula ao nivel de significincia de 1% de probabilidade, em que Fy, v,(a/2) e Fy, v,(1 — a/2) sdo
os quantis 1000 /2% e 100(1 — a./2)%, respectivamente, da distribui¢io F com v; e v, graus de
liberdade (OLIVEIRA; FERREIRA, 2010).
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3.2.2 Poder

Na segunda etapa, de avaliacdo do poder, sob a hipétese alternativa Hi, foi considerado,
nos casos heterocedasticos, SC com p =0,4 e p = 0,8 para £ e X;, respectivamente e, no caso
homocedastico, SC com p = 0,5. As simulacdes foram realizadas seguindo os procedimentos
descritos para o erro tipo I, exceto pelo fato de X;; ser gerados de distribui¢cdes multivariadas
consideradas com diferentes vetores de médias, isto é, Xy ~ §i(K;, ;). O vetor de médias da
populacgdo 1, 4, foi definido de acordo com a distribui¢do da simulagdo em cada caso e o outro

vetor de médias fixado por

”’2 :”'1 +87

em que 8 € definido por 8 = Ap;, sendo A =0,2(0,2)1 e o vetor p; é p, = [1/p,2/p,...,p/P),
conforme apresentado em Ahmad (2019a, 2019b) .

N

Y (B =1)
ﬁ:k:I ’

N

em que as quantidades I(E; = 1) e Ej sdo as mesmas quantidades descritas em (3.11).
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Os resultados serdo apresentados e discutidos utilizando-se tabelas e graficos, buscando
uma melhor visualizagdo e compreensdo. Foi realizada uma avaliacdo dos resultados obtidos nas
simulagdes para os trés niveis de significdncia adotados, a € {0,10, 0,05, 0,01}, que permitiu
perceber comportamentos semelhantes quando se considera as mesmas configuracOes para cada
o. Portanto, serdo apresentados e discutidos os resultados das simulagdes considerando o = 0,05,
como em Ahmad (2019b) e Krishnamoorthy e Yu (2004), a fim de estabelecer uma comparacao
direta entre os testes estudados. Eventualmente, quando o padrao nao se mantiver, serdo discutidos
os resultados para os demais niveis de significincia, cujas tabelas encontram-se no Apéndice B
(taxas de erro tipo 1), nas Tabelas 1 a 14, e no Apéndice C (poder), nas Tabelas 15 a 32.

Estes resultados foram sinalizados com simbolos para classificar os testes como liberal (+),
conservativo (—) ou exato (sem simbolo), de acordo com o teste binomial exato (OLIVEIRA;

FERREIRA, 2010). Os testes foram avaliados em diversas configuracdes para verificar a robustez.

4.1 Homocedasticidade das matrizes de covariancias

Para avaliar o desempenho, as taxas de erro tipo I dos testes propostos foram comparadas
com as dos TH, MNV e TA. Para esses dois tltimos, além das simula¢des realizadas neste trabalho,

foram considerados os resultados encontrados na literatura e apresentados na Sec¢do 2.4.

4.1.1 Taxas de erro tipo I

Nas Tabelas 4.1 e 4.2 apresentam-se os resultados obtidos para taxa de erro tipo I sob ho-
mocedasticidade nas situagdes de baixa e alta dimensionalidade, respectivamente. Na situagdo
considerada ideal, normal multivariada, homocedasticidade e baixa dimensionalidade (p < n—2),
Tabela 4.1, todos os testes apresentaram comportamento exato no controle da taxa de erro tipo I,
de acordo com o teste binomial exato, o que corrobora os resultados encontrados nas configuragoes
estudadas por Gebert (2014) para o teste MNV. O mesmo pode ser observado nas distribui¢des

t7 e uniforme (0, 1) multivariadas, conforme é apresentado na Tabela 4.1, exceto o teste TA, no



65

caso da distribuicdo uniforme (0, 1) multivariada, que controla a taxa de erro tipo I de maneira
conservativa.

Em particular, para o = 0,10, no Apéndice B, Tabela 1, os testes TH e MNV tiveram
comportamento levemente liberal no caso balanceado na distribui¢do uniforme (0, 1) multivariada.
Observa-se também que, para esta distribuicdo, o TA foi extremamente conservativo para todos os
a’s. Em a = 0,01, no Apéndice B, Tabela 2, o TAM passa a ser levemente liberal nas distribui¢des
normal e 7 multivariadas, quando se trata dos casos ndo balanceados, e na distribui¢do uniforme
(0, 1) multivariada, em ambos os casos apresentados. O unico teste que manteve o controle da
taxa de erro tipo I de forma exata, em baixa dimensionalidade, para todos os &’s e para todas as

distribui¢des simuladas, foi o TB.

Tabela 4.1 — Taxas de erro tipo I dos testes T2 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad
modificado (TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de variaveis (p), tamanhos
amostrais (ny,n;), estruturas das matrizes de covariancias (SC), distribui¢des multi-
variadas e nivel nominal de 0,05 de significincia (), sob Hy, caso homoceddstico e
baixa dimensionalidade.

SCcom p =0,5, ¢ =0,05

p|  Distribuicio [ mm | TH [  MNV | TA | TAM | TB
Normal 40,40  0,0460  0,0450 0,0480 0,0485  0,0485
20,40  0,0505  0,0565 0,0530 0,0565  0,0525
10 . 40,40 0,0470  0,0445 0,0430 0,0450  0,0450
7 20,40  0,0505  0,0505 0,0480 0,0515  0,0460
Unif (0, 1) 40,40 0,0590  0,0580 0,0005~  0,0510  0,0485
’ 20,40  0,0520  0,0555 0,005~ 0,0610  0,0555

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que «.

*: significativamente (valor-p < 1%) maior que a.
Fonte: Do autor (2023).

No caso de alta dimensionalidade (p > n —2), os testes TH e MNV néo se aplicam por
dependerem da inversa da matriz de covariancias, como foi apresentado nos Capitulos 2 e 3 e,
por esta razdo, ndo sao apresentados seus resultados na Tabela 4.2. Para alta dimensionalidade,
o comportamento dos testes TA, TAM e TB foi semelhante ao caso de baixa dimensionalidade,

no geral. De acordo com as taxas apresentadas na Tabela 4.2, o comportamento dos testes foi



66

exatamente igual ao apresentado na Tabela 4.1, no caso de o = 0,05 e, para a = 0,10 e 0,01,
Apéndice B, Tabelas 1 e 2, poucas diferencas foram observadas.

Para o = 0,10, no Apéndice B, Tabela 1, o TA se manteve com comportamento extrema-
mente conservativo na distribui¢do uniforme (0, 1) multivariada, com taxa maxima de 0,0045,
enquanto o maior nivel de significancia adotado € 0,10 e, com isso, pode-se esperar que prova-
velmente o teste tenha um poder muito baixo para esta distribui¢do. Ja os testes TA e TAM apre-
sentaram comportamento levemente conservativo para a distribuicdo normal multivariada no caso
balanceado. Por fim para o« = 0,01, Apéndice B, Tabela 2, uma alteracdo que vale a pena des-
tacar € que o TA passou a ter comportamento levemente liberal para a distribuicdo #7, o que nao
ocorreu no caso de baixa dimensionalidade, e 0 TAM teve comportamento levemente liberal para
as distribui¢des normais e #7 e para o caso ndo balanceado na uniforme. Como no caso de baixa
dimensionalidade, o tnico teste que foi exato para todos os casos em alta dimensionalidade foi o

TB.

Tabela 4.2 — Taxas de erro tipo I dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e boots-
trap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (ny,n;), estru-
turas das matrizes de covariancias (SC), distribuicdes multivariadas e nivel nominal
de 0,05 de significincia (@), sob Hp, caso homocedastico e alta dimensionalidade.

SC com p =0,5, . = 0,05

p | Distribui¢io | nin | TA | TAM | TB
Normal 40,40 0,0495 0,0500 0,0450
orma 20,40 0,0590 0,0615 0,0565
200 t 40,40 0,0550 0,0560 0,0520
7 20,40 0,0545 0,0580 0,0555
. 40,40 0,0005~ 0,0540 0,0510
Unif(0, 1) 20,40 0,0005~ 0,0595 0,0535

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que «.

*: significativamente (valor-p < 1%) maior que o.
Fonte: Do autor (2023).

Por fim, cabe ressaltar que o teste TA foi conservativo para todos os ¢’s no caso da distri-
buicdo uniforme (0, 1) multivariada e, neste caso, como os valores observados para a taxa de erro

tipo I foram extremamente abaixo dos niveis de significancia adotados, ndo ultrapassando 0,0045,
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o teste pode ser considerado extremamente conservativo e, neste caso, é esperado que apresente

baixo poder. Por outro lado, o Unico teste exato para todos os o’s foi o TB.

4.1.2 Poder

Inicialmente, o poder foi avaliado em situacdo normal multivariada, homoceddstica e em
baixa dimensionalidade. As linhas pontilhadas nos graficos indicam os limites em que a hipdtese
Hy : a =0,05 deve ser rejeitada pelo teste binomial exato, considerando um coeficiente de confianga
de 0,99.

Nas Figuras 4.1 e 4.2 s@o apresentados os resultados para p = 10 balanceado e ndo balan-
ceado, respectivamente. Pode-se observar que, no caso balanceado, para pequenas diferencas de
médias (A = 0,2), os testes TA, TAM e TB sao mais poderosos que TH e MNV mas, quando esta
diferenca aumenta, os testes TH e MNV tém maior poder que os demais. Este fendomeno também
ocorre no TAM, mas de maneira menos expressiva. Para o caso ndo balanceado, os testes possuem
0 mesmo comportamento para o poder, exceto pelo fato de que os testes TH e MNV ficam muito
semelhantes aos demais. Ao se aumentar A, os testes TH, MNV e TAM ganham destaque, sendo
TH com maior poder, seguido do MNV e, por fim, TAM.

O mesmo comportamento observado para o caso normal multivariado em baixa dimensio-
nalidade se repete para o caso da distribui¢@o t7 multivariada, como apresentado na Figura 4.3.

Na Figura 4.4 sdo apresentados os valores do poder para a distribuicdo uniforme (0, 1)
multivariada, em baixa dimensionalidade, ndo balanceado. Neste caso, assim como no balanceado,
os testes TH, MNV, TAM e TB se mostraram muito poderosos quando comparados com o TA, o
que era esperado, uma vez que TA foi extremamente conservativo. Os demais testes, em geral,
apresentaram poderes aproximados, em particular, quando A = 0,2, destaca-se TH, seguido do
MNYV, TAM e, por ultimo, TB. No entanto, ao se aumentar o valor de A, os testes se tornam
equivalentes assintoticamente com valores préximos ou iguais a 1.

Ao se tratar de alta dimensionalidade, como ja citado anteriormente, os testes TH e MNV
nao se aplicam, portanto, nas Figuras 4.5, 4.6 e 4.7 sdo apresentados os valores de poder para as

distribui¢des normal, #; e uniforme (0, 1) multivariadas, respectivamente, para os testes TA, TAM
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Figura 4.1 — Poder dos testes T2 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando p = 10, (ny, np) = (40, 40), A € {0,0,0,2,0,4,
0,6, 0,8, 1,0}, homocedasticidade, distribuicdo normal multivariada, baixa dimensio-
nalidade e v = 0,05.
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Fonte: Do autor (2023).

e TB e caso ndo balanceado, uma vez que o comportamento foi o0 mesmo para o balanceado. Na
Figura 4.5, observa-se que, para a normal multivariada, o TAM foi o teste mais poderoso dentre
os concorrentes e, a medida que A aumenta, esta diferenca de valores no poder se evidencia mais,
embora este ganho de poder pode ser considerado inexpressivel. Como pode-se observar na Figura
4.6, o desempenho dos testes para a distribui¢do #; multivariada foi o mesmo observado para a
normal multivariada.

Para a distribui¢do uniforme (0, 1) multivariada, 4.7, assim como no caso de baixa dimen-
sionalidade, os testes TAM e TB tiveram valores de poder muito acima do teste TA, o que era
de se esperar, uma vez que o TA continuou extremamente conservativo em alta dimensionalidade,
quando se trata desta distribuicdao. Nao € possivel se fazer um paralelo com os resultados de testes ja
existentes na literatura e apresentados no Capitulo 2, uma vez que os autores ndo incluiram em suas
configuracdes os casos homoceddasticos em alta dimensionalidade. Entretanto, esta distribui¢do foi
especialmente valiosa por mostrar as vantagens relativas das duas propostas de testes realizadas no

presente trabalho em relacdo aos seus concorrentes e, principalmente, em relagdo ao TA.
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Figura 4.2 — Poder dos testes T2 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando p = 10, (ny, np) = (20, 40), A € {0,0,0,2,0,4,
0,6, 0,8, 1,0}, homocedasticidade, distribuicdo normal multivariada, baixa dimensio-
nalidade e v = 0,05.
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Fonte: Do autor (2023).

Vale ressaltar que o TB e o TAM, para a € {0,10,0,05}, respectivamente, Apéndice B, Ta-
bela 1 e Tabelas 4.1 e 4.2, foram exatos para todas as distribui¢des e configuracdes homocedasticas,
exceto TAM, que foi levemente conservativo para p = 300, distribui¢do normal multivariada e (ny,
ny) = (40, 40). Além disso, o TB continuou controlando a taxa de erro tipo I de forma exata, para
a = 0,01, apresentando caracteristica de robustez, como observado nos resultados encontrados na
literatura na Secdo 2.4. Os testes TH e MNV também foram robustos em baixa dimensionalidade,
porém, ao se tratar de casos em alta dimensionalidade, os testes ndo sdo aplicaveis. Pode-se ob-
servar que o TA perdeu desempenho ao ser aplicado em distribui¢ao uniforme (0, 1) multivariada,
sob homocedasticidade, tendo comportamento extremamente conservativo, o que levou a valores

de poder muito baixos.
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Figura 4.3 — Poder dos testes T2 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando p = 10, (ny, np) = (20, 40), A € {0,0, 0,2,
0,4, 0,6, 0,8, 1,0}, homocedasticidade, distribui¢do #7 multivariada, baixa dimensio-
nalidade e o = 0,05.
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Fonte: Do autor (2023).

4.2 Heterocedasticidade das matrizes de covariancias

Para o caso heterocedastico, inicialmente avaliou-se os resultados das taxas de erro tipo I
para todos os testes em baixa dimensionalidade. A primeira situagdo simulada foi com a distri-
buicdo normal multivariada sob problema de Behrens-Fisher multivariado com duas estruturas de
heterogeneidade para as matrizes de covariancias, sendo a primeira combinacdo, matrizes equicor-
relacionadas, X e X, com estruturas SC com p = 0,5 e p = 0,8, respectivamente, e a segunda

combinagdo, X de estrutura SC e X5, AR(1).

4.2.1 Taxa de erro tipo I

Na Tabela 4.3 sdo apresentados os resultados para o caso citado acima, para o = 0,05.
E possivel observar, para matrizes de covariancias equicorrelacionadas, como era de se esperar,

que o TH ndo controlou a taxa de erro tipo I, foi liberal. Inicialmente, para p = 2, a taxa de



71

Figura 4.4 — Poder dos testes T2 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando p = 10, (ny, np) = (20, 40), A € {0,0,0,2,0,4,
0,6, 0,8, 1,0}, homocedasticidade, distribui¢do uniforme (0, 1) multivariada, baixa
dimensionalidade e o = 0,05.
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Fonte: Do autor (2023).

erro tipo I deste teste ndo foi expressivamente maior que o nivel nominal, mas a medida que p
se aproxima de n;, a magnitude das taxas aumentou, chegando de 0,072 para p = 2 a 0,483 para
p = 100. Para o MNV, como apresentado por Krishnamoorthy e Yu (2004), para p = 2, o teste
controlou a taxa de erro tipo I de forma exata, mas a medida que se aumentou p, o desempenho do
teste diminuiu, principalmente quando p se aproximou de um dos tamanhos de amostra n;, como,
por exemplo, o caso de p = 10, n; = 10 e n, = 20, 0o MNV apresentou comportamento levemente
liberal, mas passou a controlar a taxa de erro tipo I de maneira exata quando se aumentou o tamanho
das amostras, distanciando assim p de n;, o que corrobora os resultados apresentados por Gebert
(2014), em que o teste apresentou comportamento liberal para p =7, ny = 8 e n, = 30 para todos
os graus de heterogeneidade entre as matrizes de covariancias estudados.

Ainda na Tabela 4.3, pode-se observar, para o caso de matrizes de covariincias equicorre-
lacionadas, que os testes TA, TAM e TB controlaram, em geral, a taxa de erro tipo I de maneira
exata, exceto TAM, que teve comportamento levemente liberal para p = 10, n; = 10 e n, = 20, que

pode ter sido causado pelo baixo tamanho das amostras, e TB, que controlou a taxa de erro tipo I



72

Figura 4.5 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB),
considerando p = 300, (ny, np) = (20, 40), A € {0,0, 0,2,0,4, 0,6, 0,8, 1,0}, homoce-
dasticidade, distribuicao normal multivariada, alta dimensionalidade e & = 0,05.
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Fonte: Do autor (2023).

Figura 4.6 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB),
considerando p = 300, (ny, np) = (20, 40), A € {0,0, 0,2, 0,4, 0,6, 0,8, 1,0}, homoce-
dasticidade, distribuicao #; multivariada, alta dimensionalidade e ov = 0,05.
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Figura 4.7 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB),
considerando p = 300, (n, np) = (20, 40), A € {0,0, 0,2, 0,4, 0,6, 0,8, 1,0}, ho-
mocedasticidade, distribuicdo uniforme (0, 1) multivariada, alta dimensionalidade e

a = 0,05.
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Fonte: Do autor (2023).

de maneira levemente conservativa para p = 10, ny =20 e np, =40, p=50,n1 =20en; =40e
p =100, n; =50 e n, = 100. Para a segunda estrutura de matrizes de covariancias, SC e AR(1),
os testes MNV, TA e TAM tiveram comportamento semelhantes aos discutidos para as estruturas
SC e SC. Vale destacar que, neste caso, o TH passou a controlar a taxa de erro tipo I de maneira
exata, em geral, exceto para p =50, ny =20 e np, =40 e p =100, n; =50 e np = 100, em que a
controlou, de maneira conservativa, e o teste TB passou a se comportar de maneira liberal a medida
que p se aproximou de um dos tamanho amostrais 7;.

Observa-se, para as mesmas configuragdes apresentadas na Tabela 4.3, para o = 0,10,
Apéndice B, Tabela 3, que os testes obtiveram desempenho muito semelhante ao de @ = 0,05.
Para o caso de o = 0,01, Apéndice B, Tabela 9, para estruturas de matrizes equicorrelacionadas, o
TAM passa apresentar mais casos de comportamento levemente liberal para, p = 50 com n; = 20
e np =40, p =10 e para p = 100, tal comportamento, de acordo com os valores, tem relacdo ao
tamanho da amostra, pois, para menores valores a magnitude da taxa de erro tipo I aumenta e, por

outro lado, quando se tem um aumento no tamanho das amostras esta taxa diminui. O TB passou



74

a controlar, em geral de maneira exata tendo apenas um caso conservativo que foi em p = 100. J4
nas estruturas SC e AR(1), o comportamento se manteve um pouco mais semelhante ao caso de
o = 0,05 tendo destaque o TH que passou a controlar a taxa de erro tipo I apresentando apenas
dois casos em que o teste foi conservativo como pode ser observado na Tabela 4.3.

Para o caso de o = 0,01, Apéndice B, Tabela 9, para estruturas de matrizes equicorrelaci-
onadas, o TAM passa a apresentar mais casos de comportamento levemente liberal, p = 50 com
ny =20en, =40, p =10 e para p = 100. Tal comportamento, de acordo com os valores, tem
relacdo com o tamanho da amostra, pois, para menores valores, a magnitude da taxa de erro tipo I
aumenta e, por outro lado, quando se tem um aumento no tamanho das amostras, esta taxa diminui.
O TB passou a controlar, em geral, de maneira exata, tendo apenas um caso conservativo, que foi
em p = 100. J4 nas estruturas SC e AR(1), o comportamento se manteve um pouco mais seme-
lhante ao caso de o = 0,05, tendo destaque o TH, que foi o tinico a controlar de maneira exata a
taxa de erro tipo L.

Na Tabela 4.4 sdo apresentados os valores da taxa de erro tipo I para os testes com as
mesmas configuracdes acima descritas para o = 0,05, no entanto, as simulacdes foram feitas com
a distribuicdo #; multivariada. Observa-se que o desempenho dos testes foi semelhante ao caso da
distribui¢do normal multivariada, no entanto, os testes TA e TAM tiveram controle da taxa de erro
tipo I de maneira exata para todas as configuragoes em o = 0,05. Para os demais s, os testes TH,
MNYV e TB mantiveram comportamento semelhantes, TA para o = 0,10, Apéndice B, Tabela 4, foi
conservativo quando p = 10 com n; = 20 e ny = 40 para estruturas SC e SC e p = 50 com n; = 50
e np = 100 para estruturas SC e AR(1), enquanto TAM apresentou apenas um caso conservativo,
p = 10 com n; = 20 e ny = 40 para estruturas SC e SC. Para o = 0,01, Apéndice B, Tabela 10
TA foi liberal quando p = 100 com n; = 50 e np = 100 para as duas combinagdes de estruturas de
matrizes de covariancias, enquanto o TAM foi liberal para p = 100 com n; = 50 e ny = 100 para
CS e AR(1), e no caso SC e SC apresentou um comportamento liberal para as configuracdes de
p=10comn; =10 e n, =20, n; = 50 e n, = 100 e também para p = 50 e p = 100.

Vale ressaltar que a maioria dos casos em que os testes ndao controlaram foi onde os valores
de p eram préximos ao tamanho amostral n;, que sdo casos caracterizados por Ahmad (2019b)

como alta dimensionalidade, e outros foram casos de menores tamanhos amostrais, quando n; = 10
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Tabela 4.3 — Taxas de erro tipo I dos testes T2 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad

modificado (TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos
amostrais (n1,n;), estruturas das matrizes de covariancias (SC, AR(1)), distribuicao
normal multivariada, baixa dimensionalidade e nivel nominal de 0,05 de significancia

(a), sob Hy.
Normal multivariada, baixa dimensionalidade, o = 0,05
TH \ MNV \ TA \ TAM \ TB
p ni,ny Y1:SC,p=05¢e X,:SC,p=0,8
10,20 0,0720" 0,0520 0,0525 0,0555 0,0420
2 20,40 0,0780™ 0,0490 0,0530 0,0550 0,0495
50,100 0,0755" 0,0470 0,0450 0,0460 0,0440
10,20 0,1510" 0,0745" 0,0565 0,0655" 0,0445
10 20,40 0,1590™ 0,0600 0,0490 0,0500 0,0380~
50,100 0,1485" 0,0445 0,0550 0,0555 0,0435
50 20,40 0,1770" 0,3015" 0,0540 0,0565 0,0400
50,100 0,4270" 0,1675" 0,0455 0,0455 0,0360~
100 50,100 0,4830" 0,7730" 0,0485 0,0495 0,0365~
Y, :SC e X;: AR(1), ambas com p = 0,5
10,20 0,0495 0,0505 0,0500 0,0560 0,0430
2 20,40 0,0460 0,0515 0,0520 0,0550 0,0495
50,100 0,0475 0,0500 0,0485 0,0510 0,0515
10,20 0,0445 0,0575 0,0585 0,0665" 0,0675"
10 20,40 0,0450 0,0505 0,0540 0,0585 0,0680™"
50,100 0,0390 0,0540 0,0435 0,0440 0,0550
50 20,40 0,0390 0,0565 0,0705" 0,0740* 0,1040"
50,100 0,0280~ 0,0645" 0,0480 0,0490 0,0920"
100 50,100 0,0280~ 0,1090* 0,0615 0,0635 0,1095"

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que .

*: significativamente (valor-p < 1%) maior que .

Fonte: Do autor (2023).

e np = 20. Este fato pode ser observado para o teste MNV, nos valores obtidos por Gebert (2014),

como discutido anteriormente.

Em situagdes de amostras que seguem distribui¢des uniformes (0, 1) multivariadas, observa-

se, na Tabela 4.5, que o comportamento dos testes TH, MNV, TAM e TB foi muito semelhante aos
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Tabela 4.4 — Taxas de erro tipo I dos testes T2 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad
modificado (TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos
amostrais (n1,n;), estruturas das matrizes de covariancias (SC, AR(1)), distribuicao
t multivariada com 7 graus de liberdade (#7), baixa dimensionalidade e nivel nominal
de 0,05 de significincia (@), sob Hy.

t7 multivariada, baixa dimensionalidade, & = 0,05

TH [ MNV [ TA [ TAM B
p np,np X :SC,p:O,S € 22:SC,p:O,8
10,20 0,0670" 0,0435 0,0500 0,0575 0,0425
2 20,40 0,0650" 0,0465 0,0485 0,0500 0,0435
50,100 0,0740*" 0,0470 0,0430 0,0440 0,0390
10,20 0,1390" 0,0750" 0,0455 0,0520 0,0340~
10 20,40 0,1410" 0,0465 0,0415 0,0455 0,0345~
50,100 0,1540* 0,0515 0,0520 0,0530 0,0400
50 20,40 0,1635" 0,2815% 0,0565 0,0605 0,0405
50,100 0,3885" 0,1440*" 0,0525 0,0535 0,0415
100 50,100 0,4610" 0,7350" 0,0520 0,0525 0,0360~
X, :SC e X;: AR(1), ambas com p = 0,5
10,20 0,0430 0,0370~ 0,0480 0,0550 0,0440
2 20,40 0,0515 0,0460 0,0425 0,0455 0,0420
50,100 0,0445 0,0445 0,0400 0,0400 0,0400
10,20 0,0425 0,0490 0,0470 0,0545 0,0595
10 20,40 0,0485 0,0520 0,0465 0,0505 0,0630
50,100 0,0435 0,0455 0,0505 0,0515 0,0700"
0 20,40 0,0385 0,0555 0,0480 0,0535 0,0820"
50,100 0,0255~ 0,0540 0,0490 0,0505 0,0875%
100 50,100 0,0275~ 0,0985" 0,0605 0,0620 0,1080"

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que Q.

*: significativamente (valor-p < 1%) maior que o.
Fonte: Do autor (2023).

casos anteriores de baixa dimensionalidade e heterogeneidade das matrizes de covariancias. Vale

destacar o comportamento do teste TA, que foi uma excecdo e extremamente conservativo, assim

como no caso de homogeneidade das matrizes de covariancias, neste caso, com taxas de erro tipo

I ndo ultrapassando 0,0275 para o = 0,10, Apéndice B, Tabela 5, 0,008 para ¢ = 0,05 e 0,0005
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para ov = 0,01, Apéndice B, Tabela 11. Este resultados ndo foram compativeis com os resultados
apresentados por Ahmad (2019b) para p =50 com n; =20en, =40, comn; =50en, =100 e
nem para p = 100 com n; = 50 e n, = 100. Esta diferenca pode ser explicada pelas caracteristicas
das amostras uniformes (0, 1) multivariadas que foram obtidas em ambos os casos. Como o autor
ndo descreve a metodologia da simulacdo dos dados em seu artigo, no presente trabalho foi simu-
lada distribuic@o uniforme (0, 1) multivariada, com objetivo de se manter as estruturas de matrizes
de covariancias apresentadas no Capitulo 3.

As situacdes descritas até o momento sdo consideradas baixa dimensionalidade, mas € pos-
sivel notar, de maneira geral, que quando o nimero de varidveis aumenta e também quando se
aproxima ao menos de um dos tamanhos amostrais n;, os testes TH e MNV se tornam cada vez
mais liberais no controle da taxa de erro tipo 1. Esta caracteristica também ocorre para o teste TB
quando se tem as estruturas de matrizes de covaridncias, para a primeira populacdo, CS, e para
a segunda, AR(1), porém, no caso de estruturas equicorrelacionadas, este teste foi conservativo.
Observa-se também que o TA controlou a taxa de erro tipo I, em geral, para as distribuicdes normal
e t7 multivariadas. Porém, quando o teste é aplicado em amostras que seguem uma uniforme (0,
1) multivariada, ele passa a ser extremamente conservativo e espera-se que apresente baixo poder
neste caso. O teste TAM foi o tinico que, em geral, controlou a taxa de erro tipo I de forma exata.

Analisando-se os resultados da Tabela 4.6, em alta dimensionalidade, primeiramente para
estruturas equicorrelacionadas em dados que seguem um distribuicdo normal multivariada, pode-se
observar que, de maneira geral, todos os testes controlaram a taxa de erro tipo I de forma exata,
exceto o TAM que se comportou como levemente liberal para pequenas amostras, em p € {300,
500} com n; = 10 e np = 20. O TB, por outro lado, apresentou comportamento conservativo
quando se teve menores nimeros de varidveis, como p € {50,100} e também para p = 300 com
n; =20 e np =40. Para o = 0,10, Apéndice B, Tabela 6, o desempenho dos testes foi semelhante,
os testes TA e TAM foram exatos para todas as configuragdes e o TB apresentou comportamento
levemente conservativo para p € {50,100}, ou seja, para menores nimeros de varidveis. Em o =
0,01, Apéndice B, Tabela 12, os testes TA e TAM passaram a ter um comportamento levemente
liberal, o teste TA quando p = 300 com n; = 10 e np = 20, p = 500 com n; = 20 e ny = 40

e também n; = 50 e np = 100, enquanto TAM apresentou comportamento levemente liberal em
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Tabela 4.5 — Taxas de erro tipo I dos testes T2 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad
modificado (TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos
amostrais (n1,n;), estruturas das matrizes de covariancias (SC, AR(1)), distribuicao
uniforme (0,1) multivariada, baixa dimensionalidade e nivel nominal de 0,05 de sig-
nificincia (o), sob Hy.

Uniforme(0,1) multivariada, baixa dimensionalidade, o = 0,05

TH [ MNV | TA [ TAM | 1B
p ni,ny EI:SC,p:O,S eEZ:SC,p:O,S
10,20 0,0755% 0,0605 0,0080~ 0,0605 0,0490
2 20,40 0,0760" 0,0505 0,0055~ 0,0595 0,0485
50,100 0,0790" 0,0530 0,0030~ 0,0490 0,0445
10,20 0,1575" 0,0750" 0,0020~ 0,0545 0,0375~
10 20,40 0,1550%" 0,0515 0,0005~ 0,0600 0,0465
50,100 0,1705+ 0,0575 0,0015~ 0,0585 0,0430
50 20,40 0,2410" 0,3715" 0,0010™ 0,0615 0,0410
50,100 0,4405" 0,1475% 0,0005~ 0,0600 0,0420
100 50,100 0,5820" 0,7995% 0,0010~ 0,0550 0,0345~
Y, :SC e X;: AR(1), ambas com p = 0,5
10,20 0,0550 0,0500 0,0075~ 0,0620 0,0500
2 20,40 0,0400 0,0395 0,0055" 0,0585 0,0500
50,100 0,0515 0,0500 0,0020~ 0,0505 0,0495
10,20 0,0475 0,0580 0,0020~ 0,0600 0,0640™
10 20,40 0,0490 0,0585 0,0025" 0,0615 0,0635
50,100 0,0465 0,0525 0,0005~ 0,0585 0,0700"
" 20,40 0,0375" 0,0595 0,0010~ 0,0485 0,0850*
50,100 0,0285~ 0,0685% 0,0030~ 0,0495 0,0870"
100 50,100 0,0210 0,0985+ 0,0015" 0,0475 0,1030*

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que Q.

*: significativamente (valor-p < 1%) maior que o.
Fonte: Do autor (2023).

geral, exceto em p = 300 com n; = 20 e ny = 40. Por outro lado, o TB apresentou apenas um caso
com comportamento levemente conservativo, p = 50 com n; = 10 e np = 20. Em geral, € esperado
que, dos testes, o TB apresente menor poder por apresentar comportamento conservativo. Tanto

o TA quanto o TAM tiveram comportamento semelhantes para distribui¢io normal multivariada
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para a = 0,10 e 0,05, podendo ser considerados testes com mesmo desempenho, uma vez que
as magnitudes das diferencas das taxa de erro tipo I nominal e empirica foram expressivamente
proximas de zero para ambos os testes.

Ainda na Tabela 4.6, analisando agora os resultados considerando as estruturas SC e AR(1),
os testes TA e TAM tiveram desempenho semelhante ao discutido anteriormente para estruturas
equicorrelacionadas, exceto pelo fato de que o teste TA apresentou comportamento liberal para
mais casos quando se considera o = 0,01, portanto TA e TAM passassem a ter desempenho se-
melhante, Apéndice B, Tabela 12. O TB foi sensivel a modificacdo das estruturas, sendo expres-
sivamente liberal. Os resultados discutidos, de maneira geral, sdo semelhantes aos apresentados
por Ahmad (2019b) para o teste TA, uma vez que controla a taxa de erro tipo I. Vale ressaltar que
Ahmad (2019b) fez metade do niimero de simulacdes Monte Carlo feitas neste trabalho para avali-
acdo dos testes, portanto, esta pode ser uma justificativa para as pequenas diferencas de resultados
encontrados entre os dois trabalhos.

Para o caso de alta dimensionalidade e distribuicdo #; multivariada, pode-se observar na
Tabela 4.7 que o desempenho dos testes foi muito semelhante ao apresentado para distribuicao
normal multivariada. Vale destacar que, neste caso, para o = 0,10, Apéndice B, Tabela 7, os
testes TA e TAM tiveram comportamento levemente liberal para pequenas amostras, no entanto,
TA apresentou mais casos conservativos do que o TAM, entdo € esperado que o TA seja menos
poderoso que o TAM. Os resultados apresentados por Ahmad (2019b) foram muito semelhantes
para o TA. Observou-se diferenca, no caso de o = 0,05 e estruturas SC e AR(1), em que TA foi
exato para todas as configuragdes e, como pode ser observado na Tabela 4.7, com p = 300, n; = 50
e ny = 100, o teste foi classificado como liberal e, com p = 500, n; = 10 e ny = 20, classificado
como conservativo.

Na Tabela 4.8 s@o apresentados os resultados para a distribuicdo uniforme (0, 1) multivari-
ada para o = 0,05. Primeiramente, pode ser observado, para as estruturas de matriz de covariancias
SC e SC, que o TA continuou a apresentar comportamento extremamente conservativo para a alta
dimensionalidade para esta distribui¢do. Tais resultados foram diferentes dos apresentados por Ah-
mad (2019b), que, como discutido anteriormente, tal fato pode estar relacionado as caracteristicas

das amostras uniformes (0, 1) multivariadas simuladas. O TAM foi exato para todas as configura-
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Tabela 4.6 — Taxas de erro tipo I dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e boots-
trap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (ny,n;), estru-
turas das matrizes de covariancias (SC, AR(1)), distribui¢do normal multivariada, alta

dimensionalidade e nivel nominal de 0,05 de significincia (), sob Hp.

Normal multivariada, alta dimensionalidade, o = 0,05

TA | TAM TB
p ni,ny 2‘.1:SC,p:0,5 e)22:SC,p:0,8

50 10,20 0,0450 0,0525 0,0330~

100 10,20 0,0470 0,0510 0,0350"
20,40 0,0510 0,0530 0,0360~
10,20 0,0575 0,0675% 0,0430

300 20,40 0,0550 0,0615 0,0350~
50,100 0,0570 0,0580 0,0420
10,20 0,0580 0,0650™ 0,0415

500 20,40 0,0560 0,0595 0,0435
50,100 0,0615 0,0630 0,0430

Y, :SC e X;: AR(1), ambas com p = 0,5

50 10,20 0,0525 0,0585 0,0875+

100 10,20 0,0505 0,0595 0,0905"
20,40 0,0550 0,0605 0,1030"
10,20 0,0555 0,0645" 0,1035"

300 20,40 0,0530 0,0560 0,1050"
50,100 0,0545 0,0560 0,1175%
10,20 0,0580 0,0650™ 0,0995"

500 20,40 0,0580 0,0615 0,1205%
50,100 0,0525 0,0540 0,1180"

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que «.
*: significativamente (valor-p < 1%) maior que o.
Fonte: Do autor (2023).

coes do primeiro caso. Este teste vem tendo um desempenho semelhante em todas as distribui¢des
para as estruturas de matriz de covariancias SC e SC, com isso pode-se considerar que o teste &,

de maneira geral, eficiente no controle da taxa de erro tipo I. Por outro lado, o teste TB apresenta
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Tabela 4.7 — Taxas de erro tipo I dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bo-
otstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (n1,n), es-
truturas das matrizes de covariancias (SC, AR(1)), distribui¢do ¢ multivariada com 7
graus de liberdade (z7), alta dimensionalidade e nivel nominal de 0,05 de significancia

(a), sob Hy.
t7 multivariada, alta dimensionalidade, & = 0,05
TA | TAM [ TB
p ni,ny Y1:SC,p=05¢e X,:SC,p=0,8
50 10,20 0,0415 0,0485 0,0285~
100 10,20 0,0515 0,0575 0,0400
20,40 0,0530 0,0565 0,0380~
10,20 0,0460 0,0540 0,0390
300 20,40 0,0525 0,0555 0,0365~
50,100 0,0495 0,0510 0,0315~
10,20 0,0490 0,0545 0,0360~
500 20,40 0,0575 0,0615 0,0455
50,100 0,0505 0,0515 0,0360~
Y, :SC e X;: AR(1), ambas com p = 0,5
50 10,20 0,0390 0,0485 0,0695*
100 10,20 0,0420 0,0495 0,0730"
20,40 0,0580 0,0605 0,0930*
10,20 0,0415 0,0520 0,0865"
300 20,40 0,0550 0,0585 0,1075"
50,100 0,0655* 0,0670" 0,1185%
10,20 0,0380~ 0,0465 0,0775"
500 20,40 0,0465 0,0485 0,0990*"
50,100 0,0580 0,0585 0,1145%

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que Q.
*: significativamente (valor-p < 1%) maior que o.

Fonte: Do autor (2023).

comportamento levemente conservativo quando se tem um aumento do tamanho das amostras e de

varidveis, sendo exato apenas quando p = 100, 300 com n; = 10 e np, = 20.

Ainda na tabela 4.8, quando se tem estruturas SC e AR(1), é possivel notar que o TA

continuou extremamente conservativo, por outro lado, o TB foi muito mais liberal que no caso



82

anterior. Por fim, o teste TAM, de maneira geral, foi exato, exceto em p = 50 com n; = 10 e

ny =20, p =500 com n; = 10 e np =20, n; = 50 e np = 100, embora ndo expressivamente liberal.

Tabela 4.8 — Taxas de erro tipo I dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e boots-
trap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (ny,n;), estru-
turas das matrizes de covariancias (SC, AR(1)), distribui¢do uniforme (0,1) multiva-
riada, alta dimensionalidade e nivel nominal de 0,05 de significancia (o), sob Hy.

Uniforme(0,1) multivariada, alta dimensionalidade, & = 0,05

TA | TAM [ TB
p ni,ny 2‘.1:SC,p:0,5 622ZSC,p:0,8
50 1020  0,0000~ 0,0575 0,0380~
0o 1020 00010 0,0550 0,0395
2040  0,0010" 0,0580 0,0365~
1020 0,0025~ 0,0605 0,0420
300 2040  0,0010~ 0,0565 0,0330~
50,100 0,0005" 0,0430 0,0315~
1020 0,0010~ 0,0540 0,0340~
500 2040  0,0010~ 0,0520 0,0345~
50,100 0,0000" 0,0540 0,0370~
%, :SC e X;: AR(1), ambas com p = 0,5
50 1020  0,0040~ 0,0660™ 0,0830"
100 10,20  0,0025~ 0,0630 0,0985"
20,40 0,0020™ 0,0555 0,0910"
10,20  0,0020~ 0,0570 0,0900"
300 20,40  0,0025~ 0,0630 0,1075"
50,100 0,0005" 0,0605 0,1175%
10,20  0,0050~ 0,0750" 0,1125%
500 20,40  0,0025~ 0,0630 0,1060™"
50,100 0,0015" 0,0660" 0,1280*

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que «.
*: significativamente (valor-p < 1%) maior que o.
Fonte: Do autor (2023).
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4.2.2 Poder

Partindo dos casos mais favordveis para a maioria dos testes, inicialmente foi avaliado o
poder em baixa dimensionalidade, desde distribui¢des multivariadas normal, #;7 até, por fim, a uni-
forme (0, 1). Vale ressaltar que o desempenho dos testes apresentou padrdo de resposta semelhante
para todos os niveis nominais de significancia, portanto serd dado foco apenas para & = 0,05. Além
disso, observou-se que os casos mais criticos que diferenciam os testes foram para as amostras pe-
quenas que, nestes estudo, sdo quando (ny, ny) = (10, 20). Nas Figuras 4.8, 4.9, 4.10, 4.11 e 4.12
sdo apresentados os valores de poder para cada teste, respectivamente considerando, p = 2 com
(n1,n2) = (10,20), p =10 com (ny, ny) = (10,20), p = 10 com (ny, ny) = (20,40), p = 50
com (ny,ny) = (20,40) e p =100 com (ny, np) = (50, 100), para distribui¢do normal multivari-
ada. Para p =2 com (n, ny) = (10, 20), Figura 4.8, pode-se notar que o TH foi o tnico que estd
fora dos limites de aceitacdo do teste binomial exato para Hy : ov = 0,05 e A = 0. Os testes TA
e TAM foram exatos no controle da taxa de erro tipo I e foram os testes com maior poder dentre
os demais, destacando-se o TAM, que foi um pouco mais poderoso que o TA. O teste MNV, até
A = 0,4, foi levemente mais poderoso que o TB. Para (n, ny) = (20, 40) e (n1, np) = (50, 100),
os testes tiveram desempenho semelhante, TH foi liberal e os demais testes foram assintoticamente
equivalentes, com TA e TAM levemente mais poderosos que MNV e TB.

Para p = 10, nas Figuras 4.9 e 4.10 estdo os desempenhos dos testes para (ny, ny) = (10,
20) e (n, ny) = (20, 40), respectivamente. No primeiro caso, pode-se observar que os testes TH
e MNV foram liberais quanto ao controle da taxa de erro tipo I, assim como observado na Tabela
4.3, o TB foi levemente conservativo e, como era de se esperar, foi o menos poderoso. Os testes
TA e TAM foram exatos e, dentre estes dois, 0 TAM foi levemente mais poderoso que o TA, e esta
diferenca aumentou a medida que A aumenta.

No segundo caso, Figura 4.10, (nj, ny) = (20, 40), observa-se, diferentemente do caso
anterior, que o teste MNV passou a controlar a taxa de erro tipo I e, por este motivo, passou a ser,
dos testes que controlam a taxa de erro tipo I, o mais poderoso, seguido do TAM e TA. Por fim, o

TB foi o menos poderoso, o que era de se esperar por apresentar comportamento conservativo. E
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Figura 4.8 — Poder dos testes T2 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando p = 2, (ny, ny) = (10, 20), A € {0,0, 0,2, 0,4,
0,6, 0,8, 1,0}, heterocedasticidade, £;: SC, p = 0,4 e £,: SC, p = 0,8, distribuigdo
normal multivariada, baixa dimensionalidade e & = 0,05.
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Fonte: Do autor (2023).

para (ny, np) = (50, 100), o desempenho dos testes foi muito semelhante ao de (n1, ny) = (20, 40),
diferenciando que os testes se tornam assintoticamente equivalentes a medida que A aumenta.

Para p =50 e p =100, Figuras 4.11 e 4.12, respectivamente, pode-se observar que os testes
TH e MNV foram extremamente liberais no controle da taxa de erro tipo I, de acordo com o teste
binomial exato e, por este motivo, o poder destes testes foi maior que os demais. Portanto, sdo testes
nao siao satisfatérios. Como era de se esperar, TB, que apresentou comportamento conservativo na
maioria dos casos de baixa dimensionalidade para configuracdes de matrizes de covariancias SC e
SC, teve poder menor dentre os testes. Os testes TA e TAM tiveram poderes muito similares. Além
disso, os dois apresentaram comportamento levemente liberal para p = 100.

Para a distribui¢ao #;7 multivariada, o desempenho dos testes em relacao ao poder foi muito
semelhante ao caso da distribui¢do normal multivariada, logo ndo ha necessidade de se dar destaque

para esta distribuicdo. Ahmad (2019b) apresenta resultados semelhantes também em seu trabalho,
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Figura 4.9 — Poder dos testes T2 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando p = 10, (ny, np) = (10, 20), A € {0,0, 0,2, 0,4,
0,6, 0,8, 1,0}, heterocedasticidade, £;: SC, p = 0,4 e £,: SC, p = 0,8, distribuigdo
normal multivariada, baixa dimensionalidade e & = 0,05.
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Fonte: Do autor (2023).

que podem ser visto ao se comparar as Figuras 2.2 e 2.3. Para mais detalhes dos resultados obtidos
para o poder dos testes, consultar o Apéndice C.

Nas Figuras 4.13, 4.14, 4.15 e 4.16, 4.17 sdo apresentados os desempenhos dos testes para
distribui¢@o uniforme (0, 1) multivariada. Para p = 2, de maneira geral, os testes tiveram desempe-
nho semelhante para todas as configura¢des simuladas, sendo o TH levemente liberal para todos os
casos, mas com poder muito préximo dos testes MNV, TAM e TB que, por sua vez, controlaram a
taxa de erro tipo I, como pode ser observado na Figura 4.13, que foi o caso em que o desempenho
dos testes mais se diferenciou, muito provavelmente por ser a configuracio com menor tamanho
das amostras. Os testes com maior poder foram TH e TAM, no entanto, o primeiro foi liberal,
enquanto o segundo foi exato no controle da taxa de erro tipo I. Os testes MNV e TB tiveram de-
sempenho aproximados, mas com TB sendo levemente mais poderoso que MNV. Por outro lado, é
interessante observar que o TA, que foi extremamente conservativo no controle da taxa de erro tipo

I, como era de se esperar, teve poder muito inferior aos demais testes.
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Figura 4.10 — Poder dos testes T2 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando p = 10, (n, np) = (20, 40), A € {0,0, 0,2, 0,4,
0,6, 0,8, 1,0}, heterocedasticidade, £;: SC, p =0,4 ¢ £,: SC, p = 0,8, distribuicdo
normal multivariada, baixa dimensionalidade e & = 0,05.
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Fonte: Do autor (2023).

Pode-se observar, nas Figuras 4.14 e 4.15, que o teste mais poderoso que controlou a taxa de
erro tipo I de forma exata para todas as configuragdes foi o TAM. E importante verificar que TH foi
muito liberal, chegando a taxas de erro tipo I de 0,20, ao se adotar & = 0,05. Outro fato interessante
€ que ao se aumentar o nimero de varidveis para 10, em situacdo de pequenos tamanhos amostrais,
como no caso apresentado na Figura 4.14, o teste MNV passa a ser liberal, mas com o aumento do
tamanho das amostras, o teste passa a ser exato. Por fim, o TA, diferentemente do apresentado por
Ahmad (2019b), continua sendo um teste pouco poderoso € muito conservativo para a distribui¢do
uniforme (0, 1) multivariada, simulada de acordo com o descrito no Capitulo 3.

Outro fato interessante é que o aumento do nimero de varidveis, ainda em baixa dimen-
sionalidade, aumentou expressivamente o poder dos testes, como pode ser observado nas Figuras
4.16 e 4.17. No entanto, também € possivel observar que TH e MNV foram testes que ndo contro-
laram a taxa de erro tipo I para estes casos, sendo extremamente liberais, chegando a apresentar,

respectivamente, taxas de 0,73 e 0,90 para a = 0,05.
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Figura 4.11 — Poder dos testes T2 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando p = 50, (ny, np) = (20, 40), A € {0,0, 0,2, 0,4,
0,6, 0,8, 1,0}, heterocedasticidade, £;: SC, p =0,4 ¢ £,: SC, p = 0,8, distribuicdo
normal multivariada, baixa dimensionalidade e & = 0,05.

1.0-

0.5- 27 .

7 Testes
77 MY
TA
0.2- e . TAM

.. e TB
e H

0.4-

Taxa de erro tipo | & Poder
o,

\
G

I

0.0 02 0.4 0.6 n.e 1.0

Fonte: Do autor (2023).

A situagdes descritas até o momento na andlise dos valores do poder dos testes foi em baixa
dimensionalidade, onde TH e MNV podem ser aplicados. E importante ressaltar que os testes néo
tiveram bons desempenhos, de modo geral, para pequenos tamanhos amostrais e, principalmente,
quando o nimero de varidveis foi aumentado, como visto anteriormente.

Para a alta dimensionalidade e heterogeneidade nas matrizes de covariancias, os valores de
poder dos testes sdo apresentados nas Figuras 4.18, 4.19, 4.20, 4.21 e 4.22. O padrdo de desem-
penho dos testes se manteve como no caso de baixa dimensionalidade, sendo que o TAM, para
pequenos tamanhos amostrais, (n1,ny) = (10, 20) e (n1, np) = (20, 40), obteve um poder leve-
mente maior para pequenas diferencas de médias, que aumentou a medida que esta diferenca foi
aumentada. Outro fato interessante a ser ressaltado é que o poder dos testes, em geral, foi afetado
pelo tamanho amostral, sendo que para (ny, ny) = (10, 20) os testes ndo ultrapassaram 0,6, mas a

medida que se aumentou o tamanho amostral, os testes chegaram a 1,0 de poder.
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Figura 4.12 — Poder dos testes T2 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando p = 100, (ny, ny) = (50, 100), A € {0,0,
0,2, 0,4, 0,6, 0,8, 1,0}, heterocedasticidade, £;: SC, p = 0,4 e £;: SC, p =08,
distribui¢do normal multivariada, baixa dimensionalidade e ¢ = 0,05.
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Fonte: Do autor (2023).

Assim como em baixa dimensionalidade, para a distribuic@o #; multivariada, o desempenho
dos testes em relac@o ao poder foi muito semelhantes ao caso da distribuicdo normal multivariada.
Para mais detalhes, consultar o Apéndice C.

Diferentemente dos casos anteriores, para as distribuicdes multivariadas normal e #7, em alta
dimensionalidade, para a distribui¢ao uniforme (0, 1) multivariada os testes TAM e TB foram muito
poderosos, principalmente ao se aumentar o nimero de varidveis e o tamanho amostral, n;. O TAM
foi o teste mais poderoso, seguido do teste TB, o desempenho destes testes se aproximou a medida
que se aumentou os tamanhos amostrais. Por outro lado, o teste TA teve baixo poder, chegando
apresentar valores proximos a 0 para A = 0,2. Nas Figuras 4.23, e 4.24 estao apresentados 0s casos
em que houve um maior distanciamento no desempenho dos testes, que foi para pequenas amostras,

ou seja, quando (ny, np) = (10, 20).
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Figura 4.13 — Poder dos testes T2 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando p =2, (n1, np) = (10, 20), A € {0,0,0,2, 0,4,
0,6, 0,8, 1,0}, heterocedasticidade, £;: SC, p =0,4 ¢ £,: SC, p = 0,8, distribuico
uniforme (0, 1) multivariada, baixa dimensionalidade e o0 = 0,05.
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4.3 Consideracoes gerais

E interessante notar que para p menores e maiores tamanhos amostrais, os testes tendem a
se tornar assintoticamente equivalentes, mas quando p se aproxima de ao menos um dos tamanhos
amostrais n;, os testes TH e MNV vio se tornando cada vez mais liberais, ou seja, passam a nao
controlar a taxa de erro tipo I. O tamanho amostral também afetou levemente o desempenho dos
testes estudados, em alta dimensionalidade, principalmente para o = 0,01.

Em geral, para os casos em que se tem homocedasticidade das matrizes de covaridncias,
o teste que apresentou melhor desempenho para todas as configuragdes e distribui¢des, sendo o
teste mais robusto, foi o TB pois, controlou a taxa de erro tipo I de forma exata e seu poder foi
aproximado dos demais testes, além disso, o TB manteve o desempenho para alta dimensionali-
dade. Os testes TA e TAM foram assintoticamente equivalentes para distribuicdes multivariadas

normal e 7, mas se tratando da uniforme multivariada, o teste TA foi extremamente conservativo
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Figura 4.14 — Poder dos testes T2 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando p = 10, (n, np) = (10, 20), A € {0,0, 0,2, 0,4,
0,6, 0,8, 1,0}, heterocedasticidade, £;: SC, p =0,4 ¢ £,: SC, p = 0,8, distribuicdo
uniforme (0, 1) multivariada, baixa dimensionalidade e o0 = 0,05.
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Fonte: Do autor (2023).

e, consequentemente, obteve um poder muito abaixo dos demais testes, tanto em baixa quanto em
alta dimensionalidade. Por outro lado, o TAM manteve o controle da taxa de erro tipo I e o poder,
em alguns casos o teste obteve valores levemente liberais, muito préximos do limite de rejeicao
de Hy : o = 0,10 (ou 0,05 ou 0,01) para o teste binomial exato ao nivel de 1% de significancia.
Os teste TH e MNV apresentaram valores de poder muito préximos aos dos demais testes para
pequenas diferencas nos vetores de médias, mas superando os demais testes quando esta diferenca
€ maior, porém o TH e o MNV ndo sdo testes que se aplicam em alta dimensionalidade, ou seja,
nao robustos quanto a alta dimensionalidade.

Para o caso de heterocedasticidade das matrizes de covariancias em baixa dimensionalidade,
observa-se que, em geral, quando o nimero de varidveis aumenta e também quando se aproxima
de n;, os testes TH e MNYV se tornam cada vez mais liberais. Esta caracteristica também ocorre
para o teste TB quando se tem as estruturas de matrizes de covariancias, para a primeira, SC e para

a segunda AR(1), porém no caso de estruturas equicorrelacionadas, este teste foi conservativo.
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Figura 4.15 — Poder dos testes T2 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando p = 10, (n, np) = (20, 40), A € {0,0, 0,2, 0,4,
0,6, 0,8, 1,0}, heterocedasticidade, £;: SC, p =0,4 ¢ £,: SC, p = 0,8, distribuicdo
uniforme (0, 1) multivariada, baixa dimensionalidade e o0 = 0,05.
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Fonte: Do autor (2023).

Observa-se também que o TA controlou a taxa de erro tipo I, em geral, para as distribui¢des normal
e t7 multivariadas, porém quando o teste é aplicado em amostras que seguem uma uniforme (0, 1)
multivariada, o teste passa a ser extremamente conservativo, e apresenta baixo poder. O teste TAM
foi o dnico que, em geral, controlou a taxa de erro tipo I de forma exata, e 0 mesmo pode ser
observado para a alta dimensionalidade, portanto, o teste mais robusto, ou seja, flexivel quanto
se quebra as pressuposi¢cdes ideais, € o teste TAM, que manteve, de maneira geral, o controle da
taxa de erro tipo I e poder mais alto dentre os concorrente, porém o teste ndo foi tio eficiente
ao se considerar ¢ = 0,01. O TA foi um teste com desempenho semelhante ao TAM, porém,
para a distribuicdo uniforme (0, 1) multivariada simulada neste trabalho, o teste teve uma queda
expressiva no desempenho. O teste TB foi relativamente mais robusto que o TA, se considerado
apenas o caso em que se tem estruturas de matrizes de covariancias equicorrelacionadas, para a

outra estrutura de heterogeneidade o teste passa a ser liberal.
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Figura 4.16 — Poder dos testes T2 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando p = 50, (ny, np) = (20, 40), A € {0,0, 0,2, 0,4,
0,6, 0,8, 1,0}, heterocedasticidade, £;: SC, p =0,4 ¢ £,: SC, p = 0,8, distribuicdo
uniforme (0, 1) multivariada, baixa dimensionalidade e o0 = 0,05.
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Fonte: Do autor (2023).

Portanto, uma alternativa de teste robusto e de fécil aplicagdo recomendada é o TAM, tanto
para baixa quanto para alta dimensionalidade, tendo heterogeneidade das matrizes de covariancias
ou ndo, quando ha ou ndo dados balanceados ou popula¢gdes que seguem uma distribui¢do de uma

familia §§; qualquer para a i-ésima populagdo, i = 1, 2.



93

Figura 4.17 — Poder dos testes T2 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando p = 100, (ny, ny) = (50, 100), A € {0,0,
0,2, 0,4, 0,6, 0,8, 1,0}, heterocedasticidade, £;: SC, p = 0,4 e £;: SC, p = 0,8,
distribuicao uniforme (0, 1) multivariada, baixa dimensionalidade e o = 0,05.
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Figura 4.18 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB),
considerando p = 50, (ny, np) = (10, 20), A € {0,0, 0,2, 0,4, 0,6, 0,8, 1,0}, hetero-
cedasticidade, £1: SC, p = 0,4 ¢ X,: SC, p = 0,8, distribuicdo normal multivariada,
alta dimensionalidade e o = 0,05.
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Figura 4.19 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB),
considerando p = 100, (n;, ny) = (10, 20), A € {0,0, 0,2, 0,4, 0,6, 0,8, 1,0}, hetero-
cedasticidade, £1: SC, p =04 e X,: SC, p = 0,8, distribuicao normal multivariada,
alta dimensionalidade e o = 0,05.
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Figura 4.20 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB),
considerando p = 300, (n;, ny) = (10, 20), A € {0,0, 0,2, 0,4, 0,6, 0,8, 1,0}, hetero-
cedasticidade, £1: SC, p =04 e X,: SC, p = 0,8, distribuicdo normal multivariada,
alta dimensionalidade e a = 0,05.
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Figura 4.21 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB),
considerando p = 300, (n;, ny) = (20, 40), A € {0,0, 0,2, 0,4, 0,6, 0,8, 1,0}, hetero-
cedasticidade, £1: SC, p =04 e X,: SC, p = 0,8, distribuicao normal multivariada,
alta dimensionalidade e o = 0,05.

Taxa de erro tipo | @ Poder

08-

0.6-

0.4-

0.0-

Fonte: Do autor (2023).

/'4;fS

o e

o

- .
A
Palr
/./
A
3("’
s
¥ »

. Testes

(/ & TA

- TAM

.""'.' )

/‘, .-'-. -#- TB
_‘___.....==-.-_—_—__:‘$:‘.:Z: ________________________________________________
e
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

A

Figura 4.22 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB),
considerando p = 500, (n;, ny) = (10, 20), A € {0,0, 0,2, 0,4, 0,6, 0,8, 1,0}, hetero-
cedasticidade, £1: SC, p =04 e X,: SC, p = 0,8, distribuicdo normal multivariada,
alta dimensionalidade e a = 0,05.
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Figura 4.23 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB),
considerando p = 0,8, p = 50, (n, ny) = (10, 20), A € {0,0, 0,2, 0,4, 0,6, 0,8, 1,0},
heterocedasticidade, £,: SC, p = 0,4 ¢ £,: SC, p = 0,8, distribuicio uniforme (0, 1)
multivariada, alta dimensionalidade e o = 0,05.
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Fonte: Do autor (2023).

Figura 4.24 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB),
considerando p = 0,8, p = 500, (n;, np) = (10, 20), A € {0,0, 0,2, 0,4, 0,6, 0,8,
1,0}, heterocedasticidade, £: SC, p = 0,4 e £,: SC, p = 0,8, distribui¢do uniforme
(0, 1) multivariada, alta dimensionalidade e o = 0,05.
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Fonte: Do autor (2023).
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5 CONCLUSAO

Os dois testes propostos, TAM e TB, apresentaram os melhores desempenhos, como contro-
les muito bom e bom, respectivamente, das taxas de erro tipo I e estavam entre os mais poderosos
dentre os testes que controlaram adequadamente as taxas de erro tipo I, para todas as situacdes con-
sideradas, sejam elas homocedasticas ou heteroceddsticas, normais ou ndo normais multivariadas e
de baixa ou alta dimensionalidade.

O teste TAM, por ter sido mais eficiente que o TB, melhor controle da taxa de erro tipo [ e
maior poder, € indicado para uso amplo nos testes de comparagdes entre dois vetores de médias e
superou a versao de seu concorrente principal, o TA, em diversas situa¢des simuladas.

Outro resultado importante, que corrobora a literatura, ¢ a efetividade do teste TH. Em
situacdes ideais, ou seja, normalidade, homocedasticidade e baixa dimensionalidade, o melhor
teste foi TH, com controle exato da taxa de erro tipo I e alto poder frente aos concorrentes, como

esperado.
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APENDICE A - Rotina com os comandos do software R para aplicacio dos testes

Para os cédigos abaixo € necessdrio a instalagdo dos seguintes pacotes:

library(parallel) # Para funcao foreach()

detectCores () # detectar ntucleos do processador

library(doParallel) # Para a fungdo registerDoParallel ()

registerDoParallel( ) # colocar o numero de nucleos que puder

library (MASS) # Para gerar normal multivariada

library (mvtnorm) # Para gerar t multivariada
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Rotina com os comandos do software R para gerar estruturas das matrizes de covariancias.

# Funcdo para definir as matrizes de covariancias pretendidas para

# simulagbes das populacdes

# estruturas cs ou ar, entrar com rho e com p

cov.choose <- function(p, type="cs", rho = 0.5)
{

if (type=="cs")

sigma <- (l-rho)*diag(p)+rho*matrix(1l,p,p) else
if (type == "ar")

{

a <- abs(matrix(l:p-1,nrow=p, ncol=p,byrow=TRUE) -
(l:p = 1))

sigma <- rho™a

}

return (sigma)

}



Rotina com os comandos do software R para gerar amostra normal multivariada.

# funcdo para gerar normais multivariadas com média mu e cov sigma

mult.sample <- function(n, mu=rep(0, 2), sigma=diag(2))
{

X <- mvrnorm(n, mu, sigma)

return (X)

}

Rotina com os comandos do software R para gerar amostra t multivariada.

# funcdo para gerar t multivariadas com média mu, cov sigma e gl nu

tmult.sample <- function(n,mu=rep(0, 2),sigma=diag(2),nu=7)
{

X <= rmvt (n, sigma, nu, delta=mu)

return (X)

}
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Rotina com os comandos do software R para gerar amostra uniforme (0, 1) multivariada.

# funcdo para gerar uniformes multivariadas com média mu=0 e cov rho (p x p)

# fornecer rho (1 x 1), tipo (cs, ar), p

umult.sample <- function(n, p, rho = 0.5, type= "cs")
{
mu <- rep(0, p)

rhot <- 2*sin(pi/6*rho)



sigma
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<- cov.choose(p, type, rhot)

Y <- mvrnorm(n, mu, sigma)

X <= pnorm(Y)

return (X)

}

T2 <-
{

nl <-
n2 <-
p <=
S1 <-
S2 <-
Xb <-
Yb <-
Sp <-
aux<-
T2 <-
vl <-
v2 <-
Fc <-

valor

Rotina com os comandos do software R para aplicagio do teste T2 de Hotelling (TH).

function (X, Y, deltaO=matrix(0,ncol(X),1))

nrow (X) ;

nrow (Y)

ncol (X)

var (X) ;

var (Y)

apply (X, 2, mean)

apply (Y, 2,mean)

(S1 * (n1 - 1) + 82 * (n2-1)) / (n1 + n2 - 2)
Xb - Yb - deltal
as.numeric ((t (aux)%*%$solve (Sp)%*%aux) * nl*n2/(nl+n2))
p

nl +n2-1-7p

v2 * T2 / (p * (nl + n2 -2))

.p <- 1 - pf(Fc, vi, v2)

return(list (T2 = T2,Fc=Fc,valor.p=valor.p,nul=nl,nu2=n2))
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Rotina com os comandos do software R para aplicacdo do teste de Krishnamoorthy e Yu

(2004) (MNV).

funcdo BFNVMM: recebe a amostra da pop. 1 em X e da pop 2 em Y
nl numero de linhas de X, n2 n. linhas de Y com n2>=nl
aplica o teste modificado de Nel e Van der Merwe (1986)

utilizando aproximacao T2 com ajustes nos GL

#
#
#
#
# (Krishnamoorthy e Yu, 2004).
# o teste para heterogeneidade de
# covariancias deve ser feito a parte; HO: mul-mu2=deltal
# (deltal, deve ser passado para a funcéo.
# Default = 0 (p x 1)
BFNVMM <- function(X,Y,delta0=matrix (0,ncol(X),1))

{

nl <- nrow (X);

n2 <- nrow(Y)

p <- ncol (X)

S1 <- var (X);

S2 <- var (Y)

Xb <- apply (X, 2,mean);

Yb <- apply(Y,2,mean)

SeI<- solve(S1/nl+S2/n2)

aux<- Xb - Yb - deltal

T2 <- as.numeric (t (aux)%*%Sel%*%aux)

V1 <= ((S1/nl)%*%Sel);

V2 <= ((S2/n2)%*%Sel)

aux <- (sum(diag(V1%*%V1l))+ (sum(diag(V1l)))"2)/(nl-1)
aux<- aux+(sum(diag(V2%*%V2))+ (sum(diag(V2)))"2)/ (n2-1)

v2 <- (p+p"2)/aux



}

{

vl <-p
Fc <- (v2+1-p)*T2/ (v2*p)

pr.F <- 1 - pf(Fc,vl,v2+1-p)

return(list (f1=vl, f2=v2+1-p,Fc=Fc,pr.F=pr.F, T2=T2,nu=v2))

Rotina com os comandos do software R para aplicagdo do teste Ahmad (TA).

Ahmad <- function(X,Y)

Uni <- function (U)

{

nu <- nrow (U)

p <- ncol (U)

hxixr <- U%*$t(U) / p
Ei <- sum(diag(hxixr))
res <- sum(hxixr) - Ei
res <- res / (nu * (nu -1))
return(res)

}

Unln2 <- function (U, V)
{

nu <- nrow (U)

nv <- nrow (V)

p <- ncol (U)

hxixr <- U%*$t (V) / p

res <- sum(hxixr) / (nu * nv)

return (res)

}
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}

Unl <- Uni (X)

Un2 <- Uni(Y)

Q0 <= Unl + Un2 - 2 * Unln2(X, Y)
nl <- nrow(X)

n2 <- nrow(Y)

p <- ncol(X) # or of Y

h <- function (x)

{

return (t (x) %*
}

El <- sum(apply(X,1,h)) / nl

o\

X)

E2 <- sum(apply(Y,1,h)) / n2

0l <- (E1 - Unl) / nl + (E2 - Un2) / n2
T2 <= 1 + (n1+n2)*Q0 / ((nl4+n2) * Q1 / p)
Omegal <- (nl+n2)/p* (var(X)/nl+var(Y)/n2)
df <- (sum(diag(Omega0)))"2 /

sum (diag (Omegal0%*%$0megal) )

chi2 <- T2 * df

p.val <= 1 - pchisqg(chi2, df)

return(list (T2=T2,chi2=chi2,p.val=p.val,df=df))
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Rotina com os comandos do software R para aplicagao do teste assintético proposto (TAM)

Ahmad.mod <- function (X,Y)

{

Uni <- function (U)

{

nu <- nrow (U)
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p <- ncol (U)

hxixr <- U%*%t (U)

Ei <- sum(diag(hxixr))

res <- sum(hxixr) - Ei

res <- res / (nu * (nu -1))
return(res)

}

Unln2 <- function (U, V)

{

nu <- nrow (U)

nv <- nrow (V)

p <- ncol (U)

hxixr <- U%*%t (V)

res <- sum(hxixr) / (nu * nv)
return (res)

}

Unl <- Uni (X)

Un2 <- Uni(Y)

Q0 <= Unl + Un2 - 2 * Unln2(X, Y)
nl <- nrow (X)

n2 <- nrow(Y)

p <= ncol(X) # or of Y

h <- function (x)

{

return (t (x) %*% x)

}

SigmaH120 <- var(X)/nl+var(Y)/n2
Q1 <- sum(diag(SigmaH120)) # teste
T2 <= 1 + (nl+n2)*Q0 / ((nl+n2) * Q1)



Omegal <- (nl+n2)*(SigmaH120)
df <- (sum(diag(Omega0)))"2 /

sum (diag (Omegal0%*%$0megal) )

chi2 <- T2 * df

p.val <- 1 - pchisqg(chi2, df)

return(list (T2=T2,chi2=chi2,p.val=p.val,df=df))

}
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Rotina com os comandos do software R para aplicacdo do teste bootstrap proposto (TB)

# Teste de Ahmad(2019) modificado para duas amostras multivariadas

# cdlculo da estatistica para o

Ahmad.mod.boot <- function(X,Y)

{

Uni <- function (U)

{

nu <- nrow (U)

p <- ncol (U)

hxixr <- U%*%t (U)

Ei <- sum(diag(hxixr))
res <- sum(hxixr) - Ei
res <- res / (nu * (nu -1))
return (res)

}

Unln2 <- function (U, V)
{

nu <- nrow (U)

nv <- nrow (V)



p <- ncol (U)

hxixr <- U%*%t (V)

res <- sum(hxixr) / (nu * nv)
return (res)

}

Unl <- Uni (X)

Un2 <- Uni(Y)

Q00 <= Unl 4+ Un2 - 2 * Unln2(X, Y)
nl <- nrow (X)

n2 <- nrow(Y)

p <- ncol(X) # or of Y

h <- function (x)

{

return (t (x) %*
}

SigmaH120 <- var (X)/nl+var(Y)/n2

o\

X)

Q1 <- sum(diag(SigmaH120))
T2 <= 1 + (n14+n2)*Q0 / ((nl4n2) * Q1)
return (T2)

}

# teste bootstrap

boot .Ahmad <- function(X, Y, B = 2000)
{

nl <- nrow (X);

n2 <- nrow(Y)

p <- ncol (X)

Y1l <- X-matrix(rep(apply (X, 2,mean),each=nl),nl,p)

Y2 <- Y-matrix(rep(apply(Y,2,mean),each=n2),n2,p)
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W

T2

<- rbind (Y1, Y2)

<- Ahmad.mod.boot (X, Y)

aux.b <- function(x) # argumento sem uso

{

indl <- sample(l:(nl+n2), nl, TRUE)

ind2 <- sample(l:(nl+n2), n2, TRUE)

Y1 <= W[indl,]

Y2 <= W[ind2,]

y <- Ahmad.mod.boot (Y1, Y2)
return (y)

}

auxl <- matrix(0,B, 1)

T2

T2

p.

null <- apply(auxl,l,aux.b)

<- ¢(T2null, T2) #valor original na ?ltima posi??o

val <- length(T2[T2 >= T2[B+1]]) / (B + 1)

return(list (T2 = T2[B+1], valor.p = p.val))

}
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Rotina com os comandos do software R para aplicacao da avaliagdo da taxa de erro tipo I e

do poder para os trés testes

= H= H= H FH= H H= H=

Funcdo para realizar as simulacgdes MC

de acordo com os argumentos de entrada.

dist: define a distribuicdo de probabilidade

1: normal, 2: t com nu gl e 3: uniforme multivariadas
rhol e rho2: correlacdes pop 1 e 2, respectivamente
nl e n2: tamanhos amostrais

p : numero de varidveis

typel: "cs" e "ar" - (estruturas de correlacao)

type2: "cs" e "ar" - (estruturas de correlacao)
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# HO: 1 para sob HO e 2 para sob H1

# Delta: mu2 = mul + Delta*pl, Delta=0,2(0,2)1

simulaMC <- function(distr, rhol=0.5,rho2=0.5,n1=20, n2=40,
p=10, typel="cs", type2="cs",H0=1,N=2000,
B=2000, nu=7, Delta = 0.2)

{

if (p < nl + n2 - 2){

resl <- matrix (0, 3,5)

rownames (resl) <- c("10%", "5%", "1%")

colnames (resl) <- c("TI2", "MNVM", "Ahmad", "Ahmad Mod.", "Ahmad Boot.")

} else {

resl <- matrix(0,3,3)

rownames (resl) <- c("10%", "5%", "1%")

colnames (resl) <- c("Ahmad", "Ahmad mod.", "Ahmad Boot.")

}

res2 <- matrix(c("dist.","rhol","rho2","nl1l","n2","p",

"Estrut. 1","Estrut. 2","HO/H1",

"N","B", "nu", "Delta"),13,2)

colnames (res2) <- c("Caracteristica", "Valores")

if (distr==1) dis <- "normal" else

if (distr==2) dis <- "t" else

if (distr==3) dis <- "uniforme"

if (HO==1) Delta <- 0

res2[,2] <- c(dis,toString(rhol),toString(rho2),toString(nl),

toString(n2),toString(p), typel, type2,toString (HO),

toString (N),toString(B),toString(nu),toString(Delta))

if (HO==1) {

mul <- rep(0, p)

mu2 <- mul



} else

mul <- rep(0, p)

psi <= Delta * (l:p) / p

mu2 <- mul + psi

}

if (distr!=3) {

Sigmal <- cov.choose(p, typel, rhol)
Sigma2 <- cov.choose(p, type2, rho2)

}

results <- foreach(i = 1:N, .packages=c(’MASS’, "mvtnorm"),
.export=c ("Ahmad.mod", "Ahmad", "boot .Ahmad",
"umult.sample", "cov.choose",

"T2", "BENVMM", "Ahmad.mod.boot")) %dopar%
{

if (distr==1) {

X <= mvrnorm(nl, mul, Sigmal)

Y <- mvrnorm(n2, mu2, Sigma2)

} else if (distr==2) {

X <= rmvt (nl, Sigmal, nu, mul)

Y <- rmvt (n2, Sigma2, nu, mu2)

} else {

X <= umult.sample(nl, p, rhol, typel)

Y <- umult.sample(n2, p, rho2, type2)

if (H0==2){ # para poder apenas

mu2 <- Delta * (l:p) / p

Y <= Y + matrix(rep(mu2,each=n2),n2,p)

}

}
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p0 <- Ahmad(X,Y)S$p.val

pl <- Ahmad.mod (X, Y)Sp.val

p2 <- boot.Ahmad(X, Y, B)S$valor.p

if (p < nl + n2 - 2){

p3 <= T2(X,Y)S$valor.p

p4 <- BENVMM(X,Y)Spr.F

M situacdo sé de baixa dimensionalidade
if (p < nl + n2 - 2) c(p3,p4,p0,pl,p2) else
c(p0,pl,p2)

}

if (p < nl + n2 - 2)

p_values <- matrix(unlist (results), N, 5, byrow

p_values <- matrix(unlist (results), N, 3, byrow

resl[1,] <- colMeans (p_values <= 0.10)

resl[2,] <- colMeans(p_values <= 0.05)

resl[3,] <- colMeans (p_values <= 0.01)

return (list (resl=resl, res2=res?2))

}

TRUE)

TRUE)

else
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APENDICE B - Tabelas - Taxa de erro tipo I

Tabela 1 — Taxas de erro tipo I dos testes T2 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad
modificado (TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos
amostrais (n1,n,), estruturas das matrizes de covarincias (SC), distribui¢des multivari-
adas e nivel nominal de 0,10 de significincia (), sob Hyp, caso homocedastico.

SCcomp =0,5, a=0,10

p | Distribuicio | mm| TH | MNV | TA | TAM | TB

Baixa dimensionalidade

Normal 40,40 0,0960 0,0935 0,0840 0,0845 0,0975

20,40 0,1085 0,1075 0,0905 0,0940 0,0965

10 ) 40,40 0,0985 0,0950 0,0855 0,0855 0,0975

7 20,40 0,1080 0,1050 0,0850 0,0900 0,0975

Unif(0. 1) 40,40  0,1200" 0,1195% 0,0040~ 0,0840 0,0940

’ 20,40 0,1030 0,1065 0,0090~ 0,0975 0,1020
Alta dimensionalidade

Notmal 40,40 — — 0,0795~ 0,0825~  0,0895

20,40 — — 0,0955 0,0995 0,1105

300 . 40,40 — — 0,0900 0,0905 0,1000

7 20,40 — — 0,0970 0,1015 0,1115

. 40,40 — — 0,0045~ 0,0910 0,1025

Unif(0. 1) 5540 - - 0,0045~ 0,995  0,1050

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que «.

*: significativamente (valor-p < 1%) maior que a.
Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 2 — Taxas de erro tipo I dos testes T2 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad
modificado (TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos
amostrais (n1,n;), estruturas das matrizes de covariancias (SC), distribui¢des multivari-
adas e nivel nominal de 0,01 de significancia (c), sob Hp, caso homoceddstico.

SCcom p =0.,5, a = 0,01

p | Distribuicio | mymp |  TH | MNV | TA TAM TB

Baixa dimensionalidade

Normal 40,40  0,0055  0,0055 0,0155 0,0170 0,0115

20,40  0,0120  0,0130 0,0155 0,0190"  0,0105

10 . 40,40  0,0055  0,0055 0,0110 0,0125 0,0080

7 20,40  0,0075  0,0080 0,0150 0,0185"  0,0125

Unif(0, 1) 40,40  0,0100  0,0100 0,0000~ 0,02007  0,0105

’ 20,40  0,0145  0,0130 0,0000~ 0,0245F  0,0140
Alta dimensionalidade

Normal 40,40 — — 0,0160 0,0185F  0,0090

20,40 — — 0,0160 0,02207  0,0105

200 . 40,40 — — 0,0190" 0,0215%  0,0135

7 20,40 — — 0,0195F 0,02257  0,0125

. 40,40 — — 0,0000~ 0,0165 0,0105

Unif(0. 1) 5040 _ - 0,0000~ 0,0215F  0,0120

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que Q.

*: significativamente (valor-p < 1%) maior que o.
Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 3 — Taxas de erro tipo I dos testes T2 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad
modificado (TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos
amostrais (n,n;), estruturas das matrizes de covaridncias (SC, AR(1)), distribui¢do
normal multivariada, baixa dimensionalidade e nivel nominal de 0,10 de significancia

(a), sob Hy.

Normal multivariada, baixa dimensionalidade, &« = 0,10

TH [ MNV TA [ TAM TB
p ny,ny EIISC,pZO,S e22:SC,p=O,8
10,20 0,1260" 0,0995 0,1035 0,1075 0,0920
2 20,40 0,1375% 0,1085 0,0970 0,1000 0,0930
50,100 0,1315" 0,0990 0,0965 0,0975 0,0970
10,20 0,2545% 0,1565" 0,1010 0,1060 0,0860
10 20,40 0,2540+ 0,1120 0,0915 0,0925 0,0850
50,100 0,2410* 0,0955 0,0990 0,0990 0,0935
50 20,40 0,3015* 0,4810" 0,0920 0,0950 0,0835
50,100 0,5650* 0,2680+ 0,0870 0,0880 0,0815~
100 50,100 0,6255* 0,8720" 0,0930 0,0945 0,0855
Y, :SC e X;: AR(1), ambas com p =0,5
10,20 0,0890 0,0900 0,0990 0,1045 0,0935
2 20,40 0,0975 0,1020 0,0955 0,0965 0,0955
50,100 0,1015 0,0980 0,1020 0,1030 0,1065
10,20 0,0890 0,1105 0,0965 0,1060 0,1140
10 20,40 0,0920 0,1040 0,0990 0,1015 0,1180
50,100 0,0860 0,0935 0,0805~ 0,0835 0,1015
50 20,40 0,0825~ 0,1190* 0,1015 0,1045 0,1485%
50,100 0,0590~ 0,1290" 0,0870 0,0880 0,1385"
100 50,100 0,0570~ 0,2055" 0,0920 0,0920 0,1440"

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que «.
*: significativamente (valor-p < 1%) maior que .

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 4 — Taxas de erro tipo I dos testes T2 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad

modificado (TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos
amostrais (n1,n;), estruturas das matrizes de covariincias (SC, AR(1)), distribui¢ao ¢
multivariada com 7 graus de liberdade (#7), baixa dimensionalidade e nivel nominal de
0,10 de significancia (o), sob Hp.

t7 multivariada, baixa dimensionalidade, o = 0,10

TH [ MNV | TA [ TAM | TB
D ny,ny T :SC,p=05¢2%,:5C,p=08
10,20 0,1260" 0,0930 0,1045 0,1085 0,0920
2 20,40 0,1310+ 0,1015 0,0975 0,0995 0,0910
50,100 0,1305* 0,0910 0,0935 0,0945 0,0915
10,20 0,2350" 0,1360" 0,0920 0,0945 0,0800™
10 20,40 0,2260+ 0,0965 0,0780~ 0,0805~ 0,0745~
50,100 0,2420* 0,0960 0,0905 0,0915 0,0845
50 20,40 0,2865" 0,4565* 0,1035 0,1045 0,0965
50,100 0,5335" 0,2475" 0,0955 0,0965 0,0890
100 50,100 0,6030™ 0,8400" 0,0865 0,0870 0,0810™
Y, :SC e X;: AR(1), ambas com p = 0,5
10,20 0,0935 0,0840 0,0965 0,1010 0,0900
2 20,40 0,1025 0,0995 0,0945 0,0990 0,0950
50,100 0,0890 0,0860 0,0880 0,0885 0,0905
10,20 0,0900 0,0935 0,0910 0,0995 0,1035
10 20,40 0,0915 0,1035 0,0880 0,0930 0,1075
50,100 0,0905 0,0915 0,0945 0,0955 0,1130
50 20,40 0,0840 0,1125 0,0845 0,0855 0,1280*
50,100 0,0565~ 0,1090 0,0830~ 0,0845 0,1365+
100 50,100 0,0535~ 0,1890*" 0,0945 0,0955 0,1525%

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que «.
*: significativamente (valor-p < 1%) maior que .

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 5 — Taxas de erro tipo I dos testes T2 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad
modificado (TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos
amostrais (n,n;), estruturas das matrizes de covaridncias (SC, AR(1)), distribui¢do
uniforme (0, 1) multivariada, baixa dimensionalidade e nivel nominal de 0,10 de signi-
ficAncia (o), sob Hy.

Uniforme(0,1) multivariada, baixa dimensionalidade, o = 0,10

TH [ MNV [ TA [TAM | 1B
p ny,ny EIISC,pZO,S e22:SC,p=O,8
10,20 0,1255" 0,1035 0,0275~ 0,1145 0,0945
2 20,40 0,1370" 0,1085 0,0230™ 0,1045 0,0980
50,100 0,1365* 0,1075 0,0200™ 0,0945 0,0960
10,20 0,2450+ 0,1515+ 0,0060~ 0,0975 0,0825~
10 20,40 0,2585+ 0,1075 0,0080~ 0,0960 0,0865
50,100 0,2700* 0,1090 0,0085~ 0,1030 0,0960
50 20,40 0,3825" 0,5435% 0,0055™ 0,0975 0,0890
50,100 0,5705* 0,2540" 0,0030™ 0,0960 0,0895
100 50,100 0,7160" 0,8945" 0,0040~ 0,0980 0,0870
Y, :SC e X;: AR(1), ambas com p =0,5
10,20 0,1005 0,1030 0,0225~ 0,1090 0,0980
2 20,40 0,0990 0,0995 0,0165~ 0,0965 0,0965
50,100 0,0975 0,1000 0,0160~ 0,0960 0,0980
10,20 0,0890 0,1125 0,0070~ 0,0975 0,1070
10 20,40 0,0965 0,1120 0,0070~ 0,0985 0,1130
50,100 0,0930 0,1095 0,0045~ 0,1015 0,1245+
50 20,40 0,0850 0,1115 0,0035~ 0,0865 0,1315"
50,100 0,0600~ 0,1235+ 0,0045~ 0,0835 0,1390+
100 50,100 0,0480~ 0,1785" 0,0060~ 0,0855 0,1440"

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que «.

*: significativamente (valor-p < 1%) maior que .
Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 6 — Taxas de erro tipo I dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap
(TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (n;,n;), estruturas das
matrizes de covaridncias (SC, AR(1)), distribui¢do normal multivariada, alta dimensio-
nalidade e nivel nominal de 0,10 de significincia (), sob Hy.

Normal multivariada, alta dimensionalidade, @ = 0,10

TA | TAM [ TB
p ni,ny Zl:SC,p:07S eZz:SC,p:O,S

50 10,20 0,0880 0,0915 0,0800™

100 10,20 0,0875 0,0940 0,0770~
20,40 0,0875 0,0895 0,0780~
10,20 0,1100 0,1140 0,0985

300 20,40 0,0920 0,0955 0,0850
50,100 0,0965 0,0970 0,0890
10,20 0,1030 0,1080 0,0895

500 20,40 0,0945 0,0970 0,0865
50,100 0,0985 0,0990 0,0905

Y, :SC e X;: AR(1), ambas com p = 0,5

50 10,20 0,0920 0,1005 0,1315"

100 10,20 0,0875 0,0935 0,1330"
20,40 0,0910 0,0955 0,1475"
10,20 0,0930 0,1015 0,1365"

300 20,40 0,0790~ 0,0835 0,1520"
50,100 0,0925 0,0950 0,1675"
10,20 0,0950 0,1015 0,1420%

500 20,40 0,0950 0,0980 0,1675"
50,100 0,0810™ 0,0845 0,1740"

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que Q.
*: significativamente (valor-p < 1%) maior que .

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 7 — Taxas de erro tipo I dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap
(TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (n,n;), estruturas
das matrizes de covariincias (SC, AR(1)), distribui¢do # multivariada com 7 graus de
liberdade (#7), alta dimensionalidade e nivel nominal de 0,10 de significincia (@), sob

Hy.
t7 multivariada, alta dimensionalidade, @ = 0,10
TA \ TAM \ TB
p ni,ny Y :SC,p=05¢e X,:SC,p=0,8
50 10,20 0,0730~ 0,0765~ 0,0670~
100 10,20 0,0880 0,0905 0,0800~
20,40 0,1000 0,1040 0,0960
10,20 0,0915 0,0960 0,0815~
300 20,40 0,0885 0,0915 0,0835
50,100 0,0890 0,0905 0,0820~
10,20 0,0820~ 0,0910 0,0805~
500 20,40 0,0960 0,0980 0,0860
50,100 0,0875 0,0885 0,0780~
Y, :SC e X;: AR(1), ambas com p =0,5
50 10,20 0,0765~ 0,0835 0,1090
100 10,20 0,0730~ 0,0790~ 0,1165
20,40 0,0860 0,0910 0,1265"
10,20 0,0810~ 0,0895 0,1280"
300 20,40 0,0925 0,0970 0,1460"
50,100 0,0965 0,0985 0,1665"
10,20 0,0705~ 0,0800~ 0,1240"
500 20,40 0,0825~ 0,0870 0,1420"
50,100 0,0905 0,0925 0,1595"

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que Q.
*: significativamente (valor-p < 1%) maior que Q.
Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 8 — Taxas de erro tipo I dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap
(TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (n;,n;), estruturas das
matrizes de covarincias (SC, AR(1)), distribui¢do uniforme (0, 1) multivariada, alta
dimensionalidade e nivel nominal de 0,10 de significincia (), sob Hy.

Uniforme(0,1) multivariada, alta dimensionalidade, & = 0,10

TA ‘ TAM TB
p ny,ny ZI:SC,p:O,S eEZ:SC,p:O,S

50 10,20 0,0055~ 0,0965 0,0840

100 10,20 0,0060~ 0,0925 0,0745~
20,40 0,0020~ 0,1030 0,0925
10,20 0,0050~ 0,0975 0,0825~

300 20,40 0,0040™ 0,0940 0,0820~
50,100 0,0045~ 0,0775~ 0,0695~
10,20 0,0015~ 0,0965 0,0780~

500 20,40 0,0045~ 0,0920 0,0805~
50,100 0,0030™ 0,0940 0,0855

Y, :SC e X;: AR(1), ambas com p = 0,5

50 10,20 0,0070~ 0,1040 0,1340"

100 10,20 0,0060~ 0,0975 0,1400"
20,40 0,0040~ 0,0835 0,1340"
10,20 0,0065~ 0,0860 0,1295"

300 20,40 0,0065~ 0,0930 0,1505"
50,100 0,0035~ 0,0955 0,1615"
10,20 0,0090™ 0,1050 0,1575"

500 20,40 0,0070~ 0,0870 0,1450"
50,100 0,0065~ 0,0950 0,1720"

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que Q.

*: significativamente (valor-p < 1%) maior que .

Fonte: Do autor (2023).



121

Tabela 9 — Taxas de erro tipo I dos testes 72 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad

modificado (TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos
amostrais (n,n;), estruturas das matrizes de covarincias (SC, AR(1)), distribui¢do
normal multivariada, baixa dimensionalidade e nivel nominal de 0,01 de significncia
(o), sob Hy.

Normal multivariada, baixa dimensionalidade, ¢ = 0,01

TH [ MNV | TA [ TAM | 1B
p ni,ny 21:SC,p:0,5 e22:SC,p:0,8
10,20 0,0230" 0,0110 0,0115 0,0155 0,0085
2 20,40 0,0190* 0,0095 0,0125 0,0145 0,0085
50,100 0,0200" 0,0115 0,0110 0,0125 0,0085
10,20 0,0405" 0,0140 0,0170 0,0235" 0,0075
10 20,40 0,0550" 0,0155 0,0185" 0,0190" 0,0110
50,100 0,0500" 0,0110 0,0170 0,0175% 0,0075
50 20,40 0,0465* 0,0725% 0,0160 0,0205" 0,0070
50,100 0,2025" 0,0455" 0,0150 0,0165 0,0060
100 50,100 0,2315% 0,5090" 0,0160 0,0180" 0,0050~
X, :SC e Z;: AR(1), ambas com p =0,5
10,20 0,0100 0,0085 0,0140 0,0180" 0,0120
2 20,40 0,0075 0,0075 0,0125 0,0130 0,0095
50,100 0,0100 0,0110 0,0115 0,0125 0,0085
10,20 0,0095 0,0125 0,0080 0,0155 0,0135
10 20,40 0,0100 0,0085 0,0170 0,0215% 0,0195%
50,100 0,0055 0,0070 0,0130 0,0135 0,0145
0 20,40 0,0090 0,0100 0,0290* 0,0320* 0,0480*
50,100 0,0060 0,0140 0,0190* 0,0205* 0,0335F
100 50,100 0,0060 0,0275" 0,0200" 0,0215+ 0,0465"

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que .

*: significativamente (valor-p < 1%) maior que c.

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 10 — Taxas de erro tipo I dos testes 72 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad

modificado (TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos
amostrais (ny,n,), estruturas das matrizes de covariancias (SC, AR(1)), distribui¢do ¢
multivariada com 7 graus de liberdade (#7), baixa dimensionalidade e nivel nominal de
0,01 de significincia (), sob Hy.

t7 multivariada, baixa dimensionalidade, o = 0,01

TH [ MNV | TA [ TAM | 1B
p ni,ny 21:SC,p:0,5 e22:SC,p:0,8
10,20 0,0140 0,0080 0,0125 0,0155 0,0115
2 20,40 0,0135 0,0070 0,0110 0,0130 0,0080
50,100 0,0170 0,0095 0,0125 0,0130 0,0075
10,20 0,0390* 0,0155 0,0110 0,0175+ 0,0060
10 20,40 0,0350" 0,0055 0,0115 0,0150 0,0045~
50,100 0,0520" 0,0115 0,0165 0,0180" 0,0100
50 20,40 0,0455" 0,0730" 0,0160 0,0205" 0,0070
50,100 0,1705" 0,0335" 0,0165 0,0190" 0,0085
100 50,100 0,2005+ 0,4470* 0,0185% 0,0195% 0,0075
X, :SC e X, : AR(1), ambas com p =0,5
10,20 0,0100 0,0105 0,0115 0,0130 0,0100
2 20,40 0,0065 0,0085 0,0070 0,0085 0,0065
50,100 0,0100 0,0075 0,0100 0,0105 0,0105
10,20 0,0100 0,0120 0,0135 0,0170 0,0160
10 20,40 0,0100 0,0115 0,0125 0,0170 0,0155
50,100 0,0080 0,0105 0,0155 0,0165 0,0175"
0 20,40 0,0070 0,0095 0,0140 0,0155 0,0290*
50,100 0,0035~ 0,0105 0,0150 0,0160 0,0320"
100 50,100 0,0055 0,0260* 0,0225+ 0,0240* 0,0485"

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que .

*: significativamente (valor-p < 1%) maior que c.

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 11 — Taxas de erro tipo I dos testes T2 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad

modificado (TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos
amostrais (n1,n), estruturas das matrizes de covaridncias (SC, AR(1)), distribui¢do
uniforme (0, 1) multivariada, baixa dimensionalidade e nivel nominal de 0,01 de sig-
nificancia (o), sob Hy.

Uniforme(0,1) multivariada, baixa dimensionalidade, oo = 0,01

TH [ MNV | TA [ TAM | 1B
p ni,ny 21:SC,p:0,5 e22:SC,p:0,8
10,20 0,0225+ 0,0170 0,0005~ 0,0235+ 0,0125
2 20,40 0,0160 0,0130 0,0005~ 0,0145 0,0080
50,100 0,0200" 0,0100 0,0000™ 0,0135 0,0100
10,20 0,0425" 0,0140 0,0000~ 0,0170 0,0065
10 20,40 0,0475% 0,0095 0,0000™ 0,0210™ 0,0080
50,100 0,0620" 0,0145 0,0000™ 0,0190" 0,0085
50 20,40 0,0815% 0,1180" 0,0000™ 0,0170 0,0060
50,100 0,2100" 0,0415" 0,0000™ 0,0165 0,0050~
100 50,100 0,3090* 0,5455+ 0,0000~ 0,0195% 0,0060
X, :SC e X, : AR(1), ambas com p =0,5
10,20 0,0175" 0,0145 0,0005~ 0,0205+ 0,0150
2 20,40 0,0125 0,0110 0,0005~ 0,0125 0,0095
50,100 0,0070 0,0085 0,0000~ 0,0075 0,0070
10,20 0,0115 0,0140 0,0000™ 0,0250" 0,0200"
10 20,40 0,0110 0,0115 0,0000~ 0,0180* 0,0185"
50,100 0,0110 0,0120 0,0005" 0,0195F 0,0215%
0 20,40 0,0060 0,0080 0,0000~ 0,0215+ 0,0315+
50,100 0,0075 0,0155 0,0005~ 0,0180* 0,0340"
100 50,100 0,0055 0,0205* 0,0000~ 0,0200* 0,0405"

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que .
*: significativamente (valor-p < 1%) maior que c.

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 12 — Taxas de erro tipo I dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e boots-
trap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (ny,n;), estru-
turas das matrizes de covariancias (SC, AR(1)), distribui¢do normal multivariada, alta
dimensionalidade e nivel nominal de 0,01 de significincia (), sob Hy.

Normal multivariada, alta dimensionalidade, @ = 0,01

TA | TAM [ TB
p ni,ny Zl:SC,p:07S eZz:SC,p:O,S

50 10,20 0,0125 0,0185% 0,0045~

100 10,20 0,0145 0,0215" 0,0055
20,40 0,0160 0,0200" 0,0065
10,20 0,0175" 0,0195" 0,0080

300 20,40 0,0125 0,0160 0,0070
50,100 0,0165 0,0185% 0,0070
10,20 0,0155 0,0215" 0,0080

500 20,40 0,0205% 0,0235% 0,0095
50,100 0,0180" 0,0180" 0,0085

Y, :SC e X;: AR(1), ambas com p = 0,5

50 10,20 0,0155 0,0255" 0,0330"

100 10,20 0,0220™ 0,0280" 0,0375"
20,40 0,0230" 0,0270" 0,0455"
10,20 0,0205+ 0,0300" 0,0460"

300 20,40 0,0215" 0,0260™ 0,0485"
50,100 0,0190" 0,0200" 0,0485"
10,20 0,0250" 0,0300" 0,0520"

500 20,40 0,0230" 0,0270" 0,0530"
50,100 0,0210%" 0,0230" 0,0485"

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que Q.
*: significativamente (valor-p < 1%) maior que .
Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 13 — Taxas de erro tipo I dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bo-
otstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (n1,n;), es-
truturas das matrizes de covariancias (SC, AR(1)), distribuicdo ¢ multivariada com 7
graus de liberdade (#7), alta dimensionalidade e nivel nominal de 0,01 de significincia

(a), sob Hy.
t7 multivariada, alta dimensionalidade, @ = 0,01
TA \ TAM \ TB
p ni,ny Y :SC,p=05¢e X,:SC,p=0,8
50 10,20 0,0100 0,0120 0,0045~
100 10,20 0,0145 0,0220" 0,0080
20,40 0,0175F 0,0205" 0,0055
10,20 0,0125 0,0180™ 0,0070
300 20,40 0,0130 0,0170 0,0055
50,100 0,0125 0,0130 0,0055
10,20 0,0110 0,0140 0,0060
500 20,40 0,0190™ 0,0205" 0,0080
50,100 0,0150 0,0155 0,0035~
Y, :SC e X;: AR(1), ambas com p =0,5
50 10,20 0,0100 0,0160 0,0225"
100 10,20 0,0125 0,0195" 0,0260™
20,40 0,0195" 0,0230" 0,0440"
10,20 0,0140 0,0195" 0,0305"
300 20,40 0,0180" 0,0210" 0,0465"
50,100 0,0325" 0,0335" 0,0600™
10,20 0,0110 0,0185" 0,0335"
500 20,40 0,0145 0,0185" 0,0425"
50,100 0,0240" 0,0250" 0,0535"

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que Q.
*: significativamente (valor-p < 1%) maior que Q.
Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 14 — Taxas de erro tipo I dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e boots-
trap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (ny,n;), estru-
turas das matrizes de covariancias (SC, AR(1)), distribui¢do uniforme (0, 1) multiva-
riada, alta dimensionalidade e nivel nominal de 0,01 de significincia (o), sob Hy.

Uniforme(0,1) multivariada, alta dimensionalidade, o = 0,01

TA | TAM [ TB
p ni,ny Zl:SC,p:07S eZz:SC,p:O,S

50 10,20 0,0000™ 0,0255% 0,0075

100 10,20 0,0000™ 0,0205% 0,0065
20,40 0,0000™ 0,0170 0,0050™
10,20 0,0005~ 0,0255" 0,0060

300 20,40 0,0000™ 0,0145 0,0060
50,100 0,0005~ 0,0120 0,0060
10,20 0,0000™ 0,0210" 0,0035~

500 20,40 0,0000™ 0,0200" 0,0065
50,100 0,0000™ 0,0170 0,0060

Y, :SC e X;: AR(1), ambas com p = 0,5

50 10,20 0,0015~ 0,0270" 0,0390"

100 10,20 0,0015~ 0,0295" 0,0375"
20,40 0,0000™ 0,0240" 0,0390"
10,20 0,0000™ 0,0215% 0,0405"

300 20,40 0,0010™ 0,0220" 0,0540"
50,100 0,0000™ 0,0230" 0,0505"
10,20 0,0005~ 0,0355" 0,0570"

500 20,40 0,0000™ 0,0260" 0,0570"
50,100 0,0000™ 0,0320" 0,0555%

~: significativamente (valor-p < 1%) menor que Q.
*: significativamente (valor-p < 1%) maior que .
Fonte: Do autor (2023).
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APENDICE C - Tabelas - Poder dos testes

Tabela 15 — Poder dos testes 72 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais
(n1,n3), A€{0,2,0,4,0,6,0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariancias (SC, SC),
distribui¢cdo normal multivariada, baixa dimensionalidade e nivel nominal de 0,10 de
significancia (), sob H; (Continua).

Normal multivariada, baixa dimensionalidade, o = 0,10

$:SC,p=04 ¢ %,:5C,p=08

p ni,m A TH | MNV | TA | TAM | TB

0,2 0,1560 0,1200 0,1280 0,1335 0,1190
0,4 0,2570 0,2145 0,2565 0,2615 0,2390
10,20 0,6 0,4040 0,3325 0,3805 0,3885 0,3590
0,8 0,5570 0,4995 0,5720 0,5840 0,5520
1,0 0,7415 0,6845 0,7275 0,7390 0,7170

0,2 0,2035 0,1620 0,1685 0,1695 0,1635
0,4 0,3810 0,3325 0,3510 0,3550 0,3405
2 20,40 0,6 0,6055 0,5615 0,6025 0,6050 0,5935
0,8 0,8525 0,8235 0,8325 0,8370 0,8330
1,0 0,9470 0,9370 0,9480 0,9525 0,9485

0,2 0,2850 0,2365 0,2550 0,2565 0,2480
0,4 0,6700 0,6355 0,6475 0,6510 0,6495
50,100 0,6 0,9405 0,9320 0,9280 0,9310 0,9290
0,8 0,9985 0,9970 0,9965 0,9970 0,9965
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,3190 0,1830 0,1215 0,1240 0,1105
0,4 0,4185 0,2495 0,1795 0,1850 0,1580
10,20 0,6 0,5780 0,3715 0,3215 0,3335 0,2925
0,8 0,7365 0,5225 0,4895 0,5060 0,4545
1,0 0,8775 0,6895 0,6465 0,6690 0,6320

0,2 0,3775 0,1475 0,1350 0,1380 0,1240
0,4 0,6030 0,3340 0,3140 0,3175 0,3000
10 20,40 0,6 0,8370 0,5900 0,5210 0,5295 0,4980
0,8 0,9600 0,8315 0,7730 0,7840 0,7590
1,0 0,9980 0,9635 0,9255 0,9305 0,9185

0,2 0,5025 0,2470 0,2140 0,2145 0,2015
0,4 0,8790 0,6995 0,5790 0,5845 0,5550
50,100 0,6 0,9975 0,9755 0,9160 0,9185 0,9110
0,8 1,0000 1,0000 0,9940 0,9940 0,9940
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,4485 0,6550 0,1375 0,1415 0,1190
0,4 0,6240 0,7990 0,2700 0,2770 0,2455
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Tabela 15 — Poder dos testes 72 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais
(n1,m), A €{0,2,04,0,6,0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariancias (SC, SC),
distribui¢cdo normal multivariada, baixa dimensionalidade e nivel nominal de 0,10 de
significancia (o), sob H; (Conclusdo).

Normal multivariada, baixa dimensionalidade, @ = 0,10

¥ :SC,p=04 ¢ %,:5C,p=03

p ni,n A TH | MNV | TA | TAM | 1B

20,40 0,6 0,8250 0,9330 0,5120 0,5175 0,4815
0,8 0,9495 0,9880 0,7465 0,7575 0,7265
1,0 0,9945 0,9985 0,9260 0,9320 0,9170

50 0,2 0,9055 0,5905 0,2265 0,2280 0,2005
0,4 0,9995 0,9675 0,5435 0,5465 0,5155

50,100 0,6 1,0000 1,0000 0,9045 0,9090 0,8865

0,8 1,0000 1,0000 0,9980 0,9985 0,9965

1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,9655 0,9950 0,2150 0,2165 0,1930
0,4 1,0000 1,0000 0,5635 0,5655 0,5420
100 50, 100 0,6 1,0000 1,0000 0,8840 0,8900 0,8675
0,8 1,0000 1,0000 0,9990 0,9990 0,9980
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 16 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB), con-
siderando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (n1,n3), A € {0,2, 0,4, 0,6,
0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariancias (SC, SC), distribui¢do normal mul-
tivariada, alta dimensionalidade e nivel nominal de 0,10 de significancia (@), sob H;
(Continua).

Normal multivariada, alta dimensionalidade, o = 0,10
Y1:SC,p=04 e X,:SC,p=08

p ni,ny A TA \ TAM \ TB
0,2 0,1155 0,1175 0,1010
0.4 0,1885 0,1950 0,1640
50 10,20 0,6 0,2740 0,2825 0,2470
0.8 04445 04550 04110
1,0 0.6210 0,6410 0,5940
0,2 0,1190 0,1225 0,0995
0.4 0,1690 0,1765 0,1520
10,20 0,6 0,3090 0,3230 0,2770
0.8 04545 0,4680 04190
100 1,0 0,6400 0,6600 0,6090
0.2 0,1215 0,1240 0,1050
0,4 0,2890 0,2945 0,2590
20,40 0,6 0,5205 0,5250 0,4820
0,8 0,7610 0,7755 0,7395
1,0 0,9280 0,9380 0.9175
0.2 0,1170 0,1245 0,1015
0,4 0,1925 0,2010 0,1670
10,20 0,6 0,3050 0,3155 0,2750
0.8 0,4405 04635 0,4085
1.0 0,6235 06430 0,5925
0,2 0,1355 0,1370 0,1165
0.4 0,2900 02945 02555
300 20,40 0,6 0,5315 0,5385 0,4905
0.8 0,7590 07725 0,7390
1,0 0,9330 0,9450 0,9270
0.2 0,2305 0,2320 0,2065
0,4 0,5590 0,5625 0,5320
50,100 0,6 0,8995 0,9055 0,8765
0,8 1,0000 1,0000 0,9995
1,0 1,0000 1,0000 1,0000
0,2 0,1035 0,1085 0,0910
0,4 0,1770 0,1860 0,1540

10,20 0,6 0,3090 0,3225 0,2720
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Tabela 16 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB), con-
siderando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (n1,n3), A € {0,2, 0,4, 0,6,
0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariancias (SC, SC), distribui¢do normal mul-
tivariada, alta dimensionalidade e nivel nominal de 0,10 de significancia (@), sob H;
(Conclusao).

Normal multivariada, alta dimensionalidade, o = 0,10
Y1:SC,p=04 e X,:SC,p=08

p ni,ny A TA \ TAM \ TB

0,8 0,4205 0,4365 0,3865

1,0 0,6425 0,6545 0,6135

0,2 0,1315 0,1350 0,1160

0,4 0,2575 0,2625 0,2285

500 20,40 0,6 0,4995 0,5035 04650
0.8 07570 0.7670 0.7310

1.0 0,9400 0,9485 0,9315

0.2 0,2090 0,2100 0,1840

0.4 0,5490 0,5530 0,5220

50,100 0,6 0,8960 0,9000 0,8750

0,8 1,0000 1,0000 0,9960

1,0 1,0000 1,0000 1,0000

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 17 — Poder dos testes 72 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais
(n1,m), A €{0,2,04,0,6,0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariancias (SC, SC),
distribui¢do ¢ multivariada com 7 graus de liberdade, baixa dimensionalidade e nivel
nominal de 0,10 de significincia (@), sob H; (Continua).

t7 multivariada, baixa dimensionalidade, o = 0,10

T :SC,p=04 ¢ %,:5C,p=023

p ni,n A TH | MNV | TA | TAM | 1B

0,2 0,1450 0,1120 0,1280 0,1325 0,1130
0,4 0,2355 0,1850 0,2060 0,2120 0,1955
10,20 0,6 0,3300 0,2640 0,2925 0,3000 0,2670
0,8 0,4790 0,4165 0,4575 0,4700 0,4365
1,0 0,6275 0,5640 0,6125 0,6285 0,5960

0,2 0,1815 0,1440 0,1555 0,1565 0,1470
0,4 0,3160 0,2770 0,2850 0,2890 0,2770
2 20,40 0,6 0,5270 0,4770 0,4960 0,5025 0,4880
0,8 0,7195 0,6825 0,6970 0,7015 0,6900
1,0 0,8830 0,8625 0,8620 0,8685 0,8600

0,2 0,2470 0,1985 0,2075 0,2080 0,2055
0,4 0,5765 0,5345 0,5390 0,5410 0,5350
50, 100 0,6 0,8400 0,8245 0,8385 0,8410 0,8410
0,8 0,9710 0,9660 0,9645 0,9665 0,9635
1,0 0,9970 0,9955 0,9970 0,9970 0,9970

0,2 0,2990 0,1630 0,1045 0,1100 0,0950
0,4 0,3950 0,2345 0,1600 0,1665 0,1440
10,20 0,6 0,5190 0,3240 0,2600 0,2705 0,2405
0,8 0,6820 0,4830 0,3785 0,3915 0,3525
1,0 0,8180 0,6200 0,5280 0,5380 0,5105

0,2 0,3695 0,1460 0,1345 0,1370 0,1225
0,4 0,5225 0,2630 0,2285 0,2330 0,2155
10 20,40 0,6 0,7760 0,5315 0,4210 0,4265 0,4005
0,8 0,9235 0,7570 0,6335 0,6440 0,6145
1,0 0,9830 0,9095 0,8305 0,8390 0,8185

0,2 0,4385 0,1945 0,1650 0,1665 0,1490
0,4 0,7965 0,5895 0,4475 0,4500 0,4255
50,100 0,6 0,9790 0,9250 0,7860 0,7905 0,7745
0,8 1,0000 0,9955 0,9605 0,9645 0,9570
1,0 1,0000 1,0000 0,9950 0,9950 0,9945

0,2 0,4160 0,5930 0,1210 0,1235 0,1085
0,4 0,5975 0,7590 0,2160 0,2185 0,1980
20,40 0,6 0,8055 0,9125 0,4105 0,4180 0,3895
0,8 0,9380 0,9810 0,6095 0,6205 0,5810
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Tabela 17 — Poder dos testes 72 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais
(n1,m), A €{0,2,04,0,6,0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariancias (SC, SC),
distribui¢do ¢ multivariada com 7 graus de liberdade, baixa dimensionalidade e nivel
nominal de 0,10 de significancia (@), sob H; (Conclusgo).

t7 multivariada, baixa dimensionalidade, o = 0,10

T :SC,p=04 ¢ %,:5C,p=023

p ni,m A TH | MNV | TA | TAM | TB
1,0 0,9905 0,9980 0,8125 0,8240 0,7990
50 0,2 0,8640 0,5340 0,1780 0,1790 0,1585

0,4 0,9970 0,9515 0,4225 0,4265 0,3925
50, 100 0,6 1,0000 0,9995 0,7680 0,7715 0,7455
0,8 1,0000 1,0000 0,9590 0,9605 0,9525
1,0 1,0000 1,0000 0,9975 0,9975 0,9960

0,2 0,9370 0,9850 0,1640 0,1640 0,1475
0,4 1,0000 1,0000 0,4595 0,4625 0,4230
100 50,100 0,6 1,0000 1,0000 0,7755 0,7830 0,7475
0,8 1,0000 1,0000 0,9680 0,9695 0,9620
1,0 1,0000 1,0000 0,9995 0,9995 0,9995

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 18 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB), con-
siderando niimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (n1,n,), A € {0,2, 0,4, 0,6, 0,8,
1,0}, estruturas das matrizes de covaridncias (SC, SC), distribui¢do ¢ multivariada com
7 graus de liberdade, alta dimensionalidade e nivel nominal de 0,10 de significancia
(a), sob H; (Continua).

t7 multivariada, alta dimensionalidade, o« = 0,10
Y1:SC,p=04 e X,:SC,p=038

p ni,ny A TA \ TAM \ TB

0,2 0,1075 0,1130 0,0925

0,4 0,1455 0,1540 0,1300

50 10,20 0,6 0,2370 0,2465 0,2175
0,8 0,3680 0,3780 0,3330

1,0 0,4865 0,5040 0,4625

0,2 0,1030 0,1075 0,0820

0,4 0,1620 0,1650 0,1445

10,20 0,6 0,2620 0,2670 0,2385

0,8 0,3505 0,3625 0,3315

1,0 0,5200 0,5360 0,4890

100 0,2 0,1135 0,1165 0,1015
0,4 0,2235 0,2280 0,2040

20,40 0,6 0,3850 0,3910 0,3590

0,8 0,6015 0,6120 0,5725

1,0 0,7970 0,8100 0,7755

0,2 0,1030 0,1060 0,0905

0,4 0,1455 0,1500 0,1340

10,20 0,6 0,2515 0,2585 0,2270

0,8 0,3750 0,3830 0,3380

1,0 0,4960 0,5155 0,4745

0,2 0,1205 0,1215 0,1090

0,4 0,2255 0,2290 0,2025

300 20,40 0,6 0,3950 0,4045 0,3680
0,8 0,6155 0,6280 0,5895

1,0 0,8170 0,8245 0,7990

0,2 0,1665 0,1670 0,1505

0,4 0,4320 0,4340 0,4055

50,100 0,6 0,7790 0,7795 0,7525

0,8 0,9740 0,9755 0,9655

1,0 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,1000 0,1040 0,0830

0,4 0,1425 0,1485 0,1250

10,20 0,6 0,2270 0,2355 0,2025
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Tabela 18 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB), con-
siderando niimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (n1,n,), A € {0,2, 0,4, 0,6, 0,8,
1,0}, estruturas das matrizes de covaridncias (SC, SC), distribui¢do ¢ multivariada com
7 graus de liberdade, alta dimensionalidade e nivel nominal de 0,10 de significancia
(a), sob H; (Conclus@o).

t7 multivariada, alta dimensionalidade, o« = 0,10
Y1:SC,p=04 e X,:SC,p=038

p ni,ny A TA \ TAM \ TB

0,8 0,3740 0,3840 0,3485

1,0 0,5000 0,5100 0,4735

0,2 0,1145 0,1165 0,0980

0,4 0,2270 0,2290 0,2010

500 20,40 0.6 04185 04260 0,3975
0.8 06115 0,6205 05825

1,0 0,8075 0.8180 07865

0.2 0,1540 0,1570 0,1390

0.4 0,4270 0,4310 0,3920

50,100 0,6 0,7750 0,7800 0,7420

0,8 0,9670 0,9710 0,9580

1,0 1,0000 1,0000 0,9990

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 19 — Poder dos testes 72 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais
(n1,m), A €{0,2,04,0,6,0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariancias (SC, SC),
distribuicao uniforme (0, 1) multivariada, baixa dimensionalidade e nivel nominal de
0,10 de significancia (), sob H; (Continua).

Uniforme (0, 1) multivariada, baixa dimensionalidade, & = 0,10

¥ :SC,p=04 ¢ %,:5C,p=023

p ni,n A TH | MNV | TA | TAM | 1B

0,2 0,4665 0,4030 0,1870 0,4750 0,4445
0,4 0,9345 0,9125 0,7035 0,9435 0,9335
10,20 0,6 0,9995 0,9985 0,9720 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,7525 0,7145 0,4320 0,7515 0,7370
0,4 0,9985 0,9985 0,9780 0,9990 0,9990
2 20,40 0,6 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,9845 0,9780 0,8550 0,9765 0,9765
0,4 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
50, 100 0,6 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,6500 0,4345 0,0565 0,3630 0,3275
0,4 0,9800 0,8900 0,3730 0,9195 0,8910
10,20 0,6 1,0000 0,9970 0,8505 1,0000 0,9995
0,8 1,0000 1,0000 0,9920 1,0000 1,0000
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,9045 0,7105 0,1675 0,6500 0,6255
0,4 1,0000 0,9995 0,8400 1,0000 1,0000
10 20,40 0,6 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,9990 0,9945 0,5980 0,9755 0,9680
0,4 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
50,100 0,6 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,9335 0,9795 0,1365 0,6505 0,6085
0,4 1,0000 1,0000 0,8040 1,0000 0,9990
20,40 0,6 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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Tabela 19 — Poder dos testes 72 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais
(n1,m), A €{0,2,04,0,6,0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariancias (SC, SC),
distribuicao uniforme (0, 1) multivariada, baixa dimensionalidade e nivel nominal de
0,10 de significancia (o), sob H; (Conclusao).

Uniforme (0, 1) multivariada, baixa dimensionalidade, & = 0,10

¥ :SC,p=04 ¢ %,:5C,p=023

p ni,n A TH | MNV | TA | TAM | 1B
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
S0 0,2 1,0000 1,0000 0,5390 0,9745 0,9640

0,4 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
50, 100 0,6 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 1,0000 1,0000 0,5505 0,9795 0,9690
0,4 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
100 50,100 0,6 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 20 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB), con-
siderando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (n1,n3), A € {0,2, 0,4, 0,6,
0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariincias (SC, SC), distribui¢éo uniforme (0,
1) multivariada, alta dimensionalidade e nivel nominal de 0,10 de significancia (&),
sob H; (Continua).

Uniforme (0, 1) multivariada, alta dimensionalidade, oc = 0,10
Y1:SC,p=04 e X,:SC,p=038

p ni,ny A TA \ TAM \ TB

0,2 0,0460 0,3750 0,3305

0,4 0,3350 0,9260 0,8925

50 10,20 0,6 0,8070 1,0000 1,0000
0,8 0,9905 1,0000 1,0000

1,0 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,0485 0,3790 0,3335

0,4 0,3255 0,9250 0,8925

10,20 0,6 0,8075 1,0000 1,0000

0,8 0,9860 1,0000 1,0000

1,0 1,0000 1,0000 1,0000

100 0,2 0,1240 0,6440 0,5995
0,4 0,8150 1,0000 1,0000

20,40 0,6 1,0000 1,0000 1,0000

0,8 1,0000 1,0000 1,0000

1,0 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,0475 0,3795 0,3330

0,4 0,3180 0,9380 0,9035

10,20 0,6 0,7945 0,9995 0,9995

0,8 0,9905 1,0000 1,0000

1,0 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,1225 0,6315 0,5790

0,4 0,7945 1,0000 1,0000

300 20,40 0,6 0,9990 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 1,0000

1,0 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,5615 0,9855 0,9740

0,4 0,9995 1,0000 1,0000

50,100 0,6 1,0000 1,0000 1,0000

0,8 1,0000 1,0000 1,0000

1,0 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,0410 0,3730 0,3285

0,4 0,3085 0,9330 0,9010

10,20 0,6 0,7975 1,0000 1,0000
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Tabela 20 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB), con-
siderando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (n1,nz), A € {0,2, 0,4, 0,6,
0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariincias (SC, SC), distribui¢do uniforme (0,
1) multivariada, alta dimensionalidade e nivel nominal de 0,10 de significincia (&),

sob H; (Conclusio).

Uniforme (0, 1) multivariada, alta dimensionalidade, oc = 0,10

¥ :SC,p=04 e %,:5C,p=023

p ni,ny A TA \ TAM \ TB

08 0,9840 1,0000 1,0000

1,0 1,0000 1,0000 1,0000

0.2 0,1290 0,6010 0,5635

0.4 08115 1,0000 1,0000

500 20,40 0.6 0,9990 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 1,0000

1,0 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,5290 0,9770 0,9690

0,4 1,0000 1,0000 1,0000

50,100 0,6 1,0000 1,0000 1,0000

0.8 1,0000 10000 1,0000

1,0 1,0000 1,0000 1,0000

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 21 — Poder dos testes 72 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais
(n1,m), A €{0,2,04,0,6,0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariancias (SC, SC),
distribui¢cdo normal multivariada, baixa dimensionalidade e nivel nominal de 0,05 de
significancia (o), sob H; (Continua).

Normal multivariada, baixa dimensionalidade, &c = 0,05

¥ :SC,p=04 ¢ %,:5C,p=023

p ni,n A TH | MNV | TA | TAM | 1B

0,2 0,0940 0,0670 0,0780 0,0835 0,0615
0,4 0,1640 0,1310 0,1675 0,1730 0,1305
10,20 0,6 0,2690 0,2110 0,2735 0,2840 0,2365
0,8 0,4190 0,3500 0,4465 0,4600 0,4010
1,0 0,6260 0,5495 0,6115 0,6310 0,5760

0,2 0,1275 0,0925 0,1075 0,1105 0,0915
0,4 0,2595 0,2165 0,2505 0,2540 0,2335
2 20,40 0,6 0,4930 0,4405 0,4760 0,4850 0,4455
0,8 0,7585 0,7155 0,7390 0,7505 0,7225
1,0 0,9090 0,8750 0,8950 0,9080 0,8920

0,2 0,1880 0,1490 0,1635 0,1650 0,1485
0,4 0,5550 0,5230 0,5370 0,5400 0,5150
50, 100 0,6 0,8985 0,8745 0,8855 0,8900 0,8800
0,8 0,9930 0,9895 0,9905 0,9920 0,9890
1,0 1,0000 0,9990 0,9995 0,9995 0,9995

0,2 0,2070 0,1020 0,0785 0,0850 0,0505
0,4 0,2975 0,1460 0,1075 0,1180 0,0825
10,20 0,6 0,4525 0,2415 0,2225 0,2390 0,1765
0,8 0,6120 0.3665 0,3570 0,3830 0,2970
1,0 0,7940 0,5200 0,5340 0,5620 0,4775

0,2 0,2540 0,0880 0,0830 0,0855 0,0660
0,4 0,4870 0,2070 0,2215 0,2280 0,1810
10 20,40 0,6 0,7510 0,4395 0,4065 0,4150 0,3575
0,8 0,9250 0,7120 0,6615 0,6795 0,6025
1,0 0,9915 0,9245 0,8560 0,8695 0,8225

0,2 0,3830 0,1565 0,1420 0,1425 0,1130
0,4 0,8085 0,5655 0,4510 0,4545 0,3850
50,100 0,6 0,9915 0,9525 0,8420 0,8485 0,8040
0,8 1,0000 0,9980 0,9825 0,9830 0,9760
1,0 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

0,2 0,2815 0,4510 0,0885 0,0905 0,0610
0,4 0,4715 0,6235 0,1880 0,1945 0,1435
20,40 0,6 0,6690 0,8215 0,3935 0,4065 0,3175
0,8 0,8675 0,9450 0,6395 0,6550 0,5655
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Tabela 21 — Poder dos testes 72 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais
(n1,m), A €{0,2,04,0,6,0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariancias (SC, SC),
distribui¢cdo normal multivariada, baixa dimensionalidade e nivel nominal de 0,05 de
significancia (o), sob H; (Conclusdo).

Normal multivariada, baixa dimensionalidade, &c = 0,05

¥ :SC,p=04 ¢ %,:5C,p=023

p ni,m A TH | MNV | TA | TAM | TB
7,0 0,625 0,0915 0,8470 0,8635 0,7905
S0 0,2 0,8370 0,4365 0,1495 0,1515 0,1150

0,4 0,9975 0,9310 0,4315 0,4380 0,3595
50,100 0,6 1,0000 1,0000 0,8205 0,8265 0,7500
0,8 1,0000 1,0000 0,9870 0,9895 0,9735

1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,9110 0,9840 0,1490 0,1500 0,1090
0,4 0,9990 1,0000 0,4650 0,4720 0,3735
100 50, 100 0,6 1,0000 1,0000 0,8130 0,8165 0,7425
0,8 1,0000 1,0000 0,9900 0,9920 0,9740
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 22 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB), con-
siderando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (n1,n3), A € {0,2, 0,4, 0,6,
0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariancias (SC, SC), distribui¢do normal mul-
tivariada, alta dimensionalidade e nivel nominal de 0,05 de significancia (@), sob H;
(Continua).

Normal multivariada, alta dimensionalidade, oc = 0,05
Y1:SC,p=04 e X,:SC,p=038

p ni,ny A TA \ TAM \ TB

0,2 0,0730 0,0775 0,0500

0,4 0,1070 0,1170 0,0765

50 10,20 0,6 0,1905 0,2045 0,1415
0,8 0,3330 0,3535 0,2650

1,0 0,4875 0,5250 0,4225

0,2 0,0680 0,0705 0,0445

0,4 0,1170 0,1280 0,0790

10,20 0,6 0,2175 0,2285 0,1625

0,8 0,3385 0,3615 0,2730

1,0 0,5045 0,5365 0,4260

100 0,2 0,0740 0,0760 0,0480
0,4 0,2005 0,2075 0,1460

20,40 0,6 0,4085 0,4200 0,3210

0,8 0,6470 0,6665 0,5660

1,0 0,8605 0,8785 0,8170

0,2 0,0730 0,0780 0,0515

0,4 0,1235 0,1345 0,0860

10,20 0,6 0,2225 0,2340 0,1695

0,8 0,3280 0,3495 0,2630

1,0 0,4975 0,5265 0,4170

0,2 0,0785 0,0820 0,0530

0,4 0,2010 0,2065 0,1480

300 20,40 0,6 0,4130 0,4240 0,3325
0,8 0,6570 0,6770 0,5800

1,0 0,8585 0,8715 0,8050

0,2 0,1630 0,1665 0,1165

0,4 0,4435 0,4460 0,3525

50,100 0,6 0,8230 0,8300 0,7680

0,8 0,9915 0,9930 0,9770

1,0 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,0665 0,0715 0,0410

0,4 0,1170 0,1265 0,0840

10,20 0,6 0,2085 0,2195 0,1600
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Tabela 22 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB), con-
siderando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (n1,nz), A € {0,2, 0,4, 0,6,
0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariancias (SC, SC), distribui¢do normal mul-
tivariada, alta dimensionalidade e nivel nominal de 0,05 de significancia (@), sob H;
(Conclusao).

Normal multivariada, alta dimensionalidade, oc = 0,05
Y1:SC,p=04 e X,:SC,p=038

p ni,ny A TA \ TAM \ TB

0,8 0,3140 0,3330 0,2430

1,0 0,5240 0,5430 0,4450

0,2 0,0885 0,0910 0,0615

0,4 0,1750 0,1805 0,1260

500 20,40 0.6 0,3860 0,3985 03135
0.8 0,6435 0.6610 05565

1,0 0,8640 0,8850 0,8090

0.2 0,1380 0,1400 0,0940

0.4 0,4480 0.4540 0.3670

50,100 0,6 0,8150 0,8170 0,7480

0,8 0,9870 0,9910 0,9670

1,0 1,0000 1,0000 1,0000

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 23 — Poder dos testes 72 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais
(n1,m), A €{0,2,04,0,6,0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariancias (SC, SC),
distribui¢do ¢ multivariada com 7 graus de liberdade, baixa dimensionalidade e nivel
nominal de 0,05 de significincia (@), sob H; (Continua).

t7 multivariada, baixa dimensionalidade, ¢ = 0,05

T :SC,p=04 ¢ %,:5C,p=023

p ni,n A TH | MNV | TA | TAM | 1B

0,2 0,0870 0,0585 0,0635 0,0690 0,0505
0,4 0,1435 0,1095 0,1270 0,1330 0,1105
10,20 0,6 0,2230 0,1765 0,2055 0,2125 0,1820
0,8 0,3450 0,2850 0,3390 0,3525 0,3085
1,0 0,4900 0,4250 0,4885 0,5040 0,4525

0,2 0,1070 0,0795 0,0920 0,0950 0,0780
0,4 0,2105 0,1605 0,1935 0,1995 0,1780
2 20,40 0,6 0,4020 0,3410 0,3815 0,3915 0,3610
0,8 0,6045 0,5505 0,5850 0,5950 0,5655
1,0 0,8115 0,7640 0,7850 0,7935 0,7715

0,2 0,1470 0,1185 0,1375 0,1400 0,1210
0,4 0,4460 0,4020 0,4225 0,4245 0,4045
50, 100 0,6 0,7605 0,7260 0,7460 0,7505 0,7310
0,8 0,9525 0,9400 0,9290 0,9335 0,9275
1,0 0,9950 0,9925 0,9935 0,9940 0,9935

0,2 0,1915 0,0865 0,0570 0,0635 0,0430
0,4 0,2795 0,1270 0,1030 0,1120 0,0800
10,20 0,6 0,3850 0,2030 0,1725 0,1845 0,1360
0,8 0,5520 0,3215 0,2530 0,2795 0,2135
1,0 0,7090 0,4730 0,3965 0,4245 0,3495

0,2 0,2405 0,0765 0,0740 0,0810 0,0580
0,4 0,3955 0,1540 0,1525 0,1580 0,1205
10 20,40 0,6 0,6540 0,3660 0,3085 0,3185 0,2640
0,8 0,8755 0,6270 0,5210 0,5310 0,4765
1,0 0,9645 0,8410 0,7245 0,7440 0,6835

0,2 0,3140 0,1115 0,1080 0,1100 0,0825
0,4 0,7085 0,4505 0,3385 0,3415 0,2895
50, 100 0,6 0,9590 0,8590 0,620 0,6905 0,6235
0,8 0,9980 0,9880 0,9165 0,9225 0,8865
1,0 1,0000 0,9995 0,9880 0,9890 0,9835

0,2 0,2700 0,4140 0,0715 0,0750 0,0540
0,4 0,4215 0,5860 0,1505 0,1560 0,1195
20,40 0,6 0,6540 0,7945 0,3085 0,3145 0,2550
0,8 0,8475 0,9275 0,4765 0,4955 0,4140
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Tabela 23 — Poder dos testes 72 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais
(n1,m), A €{0,2,04,0,6,0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariancias (SC, SC),
distribui¢do ¢ multivariada com 7 graus de liberdade, baixa dimensionalidade e nivel
nominal de 0,05 de significancia (@), sob H; (Conclusgo).

t7 multivariada, baixa dimensionalidade, ¢ = 0,05

T :SC,p=04 ¢ %,:5C,p=023

p ni,m A TH | MNV | TA | TAM | TB
1,0 0,9540 0,9870 0,7135 0,7250 0,6555
S0 0,2 0,7795 0,3890 0,1110 0,1115 0,0805

0,4 0,9925 0,9025 0,3190 0,3220 0,2565
50, 100 0,6 1,0000 0,9995 0,6570 0,6620 0,5805
0,8 1,0000 1,0000 0,9080 0,9175 0,8710
1,0 1.0000 1.0000 0,9900 0,9915 0,9850

0,2 0,8780 0,9620 0,1065 0,1095 0,0750
0,4 0,9995 1,0000 0,3450 0,3505 0,2790
100 50,100 0,6 1,0000 1,0000 0,6680 0,6720 0,5855
0,8 1,0000 1,0000 0,9235 0,9285 0,8855
1,0 1,0000 1,0000 0,9950 0,9955 0,9880

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 24 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB), con-
siderando niimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (n1,n,), A € {0,2, 0,4, 0,6, 0,8,
1,0}, estruturas das matrizes de covaridncias (SC, SC), distribui¢do ¢ multivariada com
7 graus de liberdade, alta dimensionalidade e nivel nominal de 0,05 de significancia
(a), sob H; (Continua).

t7 multivariada, alta dimensionalidade, & = 0,05
Y1:SC,p=04 e X,:SC,p=038

p ni,ny A TA \ TAM \ TB

0,2 0,0580 0,0640 0,0365

0,4 0,0895 0,0990 0,0680

50 10,20 0,6 0,1670 0,1755 0,1270
0,8 0,2475 0,2735 0,2015

1,0 0,3640 0,3860 0,3175

0,2 0,0540 0,0625 0,0350

0,4 0,0990 0,1075 0,0760

10,20 0,6 0,1840 0,1935 0,1460

0,8 0,2605 0,2735 0,2065

1,0 0,3960 0,4200 0,3340

100 0,2 0,0695 0,0750 0,0465
0,4 0,1590 0,1625 0,1245

20,40 0,6 0,2775 0,2860 0,2260

0,8 0,4860 0,5010 0,4185

1,0 0,6860 0,7050 0,6205

0,2 0,0560 0,0625 0,0390

0,4 0,1000 0,1065 0,0715

10,20 0,6 0,1695 0,1820 0,1175

0,8 0,2650 0,2775 0,2105

1,0 0,3870 0,4095 0,3250

0,2 0,0730 0,0755 0,0530

0,4 0,1600 0,1635 0,1150

300 20,40 0,6 0,2955 0,3020 0,2310
0,8 0,4925 0,5080 0,4220

1,0 0,7040 0,7205 0,6420

0,2 0,1105 0,1115 0,0750

0,4 0,3320 0,3350 0,2615

50,100 0,6 0,6725 0,6820 0,5920

0,8 0,9315 0,9385 0,8870

1,0 0,9945 0,9955 0,9855

0,2 0,0545 0,0595 0,0335

0,4 0,0885 0,0965 0,0570

10,20 0,6 0,1555 0,1695 0,1145
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Tabela 24 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB), con-
siderando niimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (n1,n,), A € {0,2, 0,4, 0,6, 0,8,
1,0}, estruturas das matrizes de covaridncias (SC, SC), distribui¢do ¢ multivariada com
7 graus de liberdade, alta dimensionalidade e nivel nominal de 0,05 de significancia
(a), sob H; (Conclus@o).

t7 multivariada, alta dimensionalidade, & = 0,05
Y1:SC,p=04 e X,:SC,p=038

p ni,ny A TA \ TAM \ TB

0,8 0,2690 0,2855 0,2230

1,0 0,3725 0,3990 0,3095

0,2 0,0695 0,0715 0,0465

0,4 0,1540 0,1555 0,1115

500 20,40 0.6 03215 0,3285 0.2575
0,8 0,4920 0,5085 0,4075

1,0 07135 07255 06455

0.2 0,1070 0,1070 0,0700

0.4 0,3220 0.3300 0.2510

50,100 0,6 0,6640 0,6690 0,5810

0,8 0,9140 0,9190 0,8670

1,0 0,9940 0,9950 0,9880

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 25 — Poder dos testes 72 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais
(n1,m), A €{0,2,04,0,6,0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariancias (SC, SC),
distribuicao uniforme (0, 1) multivariada, baixa dimensionalidade e nivel nominal de
0,05 de significancia (), sob H; (Continua).

Uniforme (0, 1) multivariada, baixa dimensionalidade, @ = 0,05

¥ :SC,p=04 ¢ %,:5C,p=023

p ni,n A TH | MNV | TA | TAM | 1B

0,2 0,3405 0,2650 0,0890 0,3540 0,2870
0,4 0,8805 0,8310 0,4810 0,8980 0,8580
10,20 0,6 0,9985 0,9960 0,8950 0,9985 0,9975
0,8 1,0000 1,0000 0,9985 1,0000 1,0000
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,6430 0,5840 0,2370 0,6425 0,6030
0,4 0,9955 0,9955 0,8945 0,9970 0,9955
2 20,40 0,6 1,0000 1,0000 0,9990 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,9550 0,9480 0,7080 0,9575 0,9505
0,4 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
50, 100 0,6 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,5145 0,2815 0,0145 0,2700 0,1945
0,4 0,9560 0,7855 0,1575 0,8370 0,7635
10,20 0,6 1,0000 0,9850 0,6120 0,9980 0,9975
0,8 1,0000 0,9990 0,9340 1,0000 1,0000
1,0 1,0000 1,0000 0,9985 1,0000 1,0000

0,2 0,8390 0,5780 0,0605 0,5440 0,4570
0,4 1,0000 0,9980 0,6230 0,9980 0,9925
10 20,40 0,6 1,0000 1,0000 0,9925 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,9980 0,9875 0,3475 0,9425 0,9110
0,4 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
50,100 0,6 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,8705 0,9275 0,0520 0,5305 0,4305
0,4 1,0000 1,0000 0,5675 0,9965 0,9915
20,40 0,6 1,0000 1,0000 0,9905 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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Tabela 25 — Poder dos testes 72 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais
(n1,m), A €{0,2,04,0,6,0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariancias (SC, SC),
distribuicao uniforme (0, 1) multivariada, baixa dimensionalidade e nivel nominal de
0,05 de significancia (o), sob H; (Conclusao).

Uniforme (0, 1) multivariada, baixa dimensionalidade, @ = 0,05

¥ :SC,p=04 ¢ %,:5C,p=023

p ni,m A TH | MNV | TA | TAM | TB
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
50 0,2 1,0000 1,0000 0,2925 0,9325 0,8840

0,4 1,0000 1,0000 0,9985 1,0000 1,0000
50, 100 0,6 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 1,0000 1,0000 0,2995 0,9385 0,8940
0,4 1,0000 1,0000 0,9985 1,0000 1,0000
100 50,100 0,6 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 26 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB), con-
siderando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (n1,n3), A € {0,2, 0,4, 0,6,
0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariincias (SC, SC), distribui¢éo uniforme (0,
1) multivariada, alta dimensionalidade e nivel nominal de 0,05 de significancia (&),
sob H; (Continua).

Uniforme (0, 1) multivariada, alta dimensionalidade, o« = 0,05
Y1:SC,p=04 e X,:SC,p=038

p ni,ny A TA \ TAM \ TB

0,2 0,0115 0,2810 0,1885

0,4 0,1325 0,8510 0,7475

50 10,20 0,6 0,5210 0,9995 0,9980
0,8 0,9150 1,0000 1,0000

1,0 0,9975 1,0000 1,0000

0,2 0,0115 0,2810 0,2025

0,4 0,1385 0,8530 0,7640

10,20 0,6 0,5220 1,0000 0,9995

0,8 0,9080 1,0000 1,0000

1,0 0,9975 1,0000 1,0000

100 0,2 0,0525 0,5250 0,4185
0,4 0,5545 0,9985 0,9935

20,40 0,6 0,9835 1,0000 1,0000

0,8 1,0000 1,0000 1,0000

1,0 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,0100 0,2815 0,1970

0,4 0,1230 0,8615 0,7535

10,20 0,6 0,5280 0,9995 0,9975

0,8 0,9060 1,0000 1,0000

1,0 0,9960 1,0000 1,0000

0,2 0,0430 0,5135 0,3965

0,4 0,5610 0,9995 0,9960

300 20,40 0,6 0,9825 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 1,0000

1,0 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,2920 0,9420 0,8915

0,4 0,9965 1,0000 1,0000

50,100 0,6 1,0000 1,0000 1,0000

0,8 1,0000 1,0000 1,0000

1,0 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,0100 0,2705 0,1875

0,4 0,1330 0,8590 0,7545

10,20 0,6 0,5100 1,0000 0,9985
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Tabela 26 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB), con-
siderando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (n1,n3), A € {0,2, 0,4, 0,6,
0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariincias (SC, SC), distribui¢éo uniforme (0,
1) multivariada, alta dimensionalidade e nivel nominal de 0,05 de significancia (&),

sob H; (Conclusio).

Uniforme (0, 1) multivariada, alta dimensionalidade, o« = 0,05

¥ :SC,p=04 e %,:5C,p=023

p ni,ny A TA \ TAM \ TB

0,8 0,9070 1,0000 1,0000

1,0 0,9955 1,0000 1,0000

0,2 0,0425 0,4910 0,4070

0,4 0,5550 0,9985 0,9960

500 20,40 0.6 0,9870 1,0000 1,0000
0.8 1,0000 1,0000 1,0000

1,0 1,0000 1,0000 1,0000

0.2 0,2900 0,9420 0,9010

0.4 1,0000 1,0000 1,0000

50,100 0,6 1,0000 1,0000 1,0000

0,8 1,0000 1,0000 1,0000

1,0 1,0000 1,0000 1,0000

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 27 — Poder dos testes 72 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais
(n1,m), A €{0,2,04,0,6,0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariancias (SC, SC),
distribui¢cdo normal multivariada, baixa dimensionalidade e nivel nominal de 0,01 de
significancia (o), sob H; (Continua).

Normal multivariada, baixa dimensionalidade, ¢ = 0,01

¥ :SC,p=04 ¢ %,:5C,p=023

p ni,n A TH | MNV | TA | TAM | 1B

0,2 0,0275 0,0170 0,0265 0,0300 0,0130
0,4 0,0530 0,0355 0,0590 0,0670 0,0380
10,20 0,6 0,1050 0,0725 0,1160 0,1285 0,0850
0,8 0,1935 0,1380 0,2120 0,2435 0,1550
1,0 0,3550 0,2590 0,3820 0,4145 0,2910

0,2 0,0370 0,0245 0,0320 0,0375 0,0215
0,4 0,1010 0,0800 0,1085 0,1175 0,0845
2 20,40 0,6 0,2730 0,2150 0,2555 0,2705 0,2020
0,8 0,5250 0,4525 0,5150 0,5360 0,4550
1,0 0,7510 0,6990 0,7365 0,7670 0,6905

0,2 0,0640 0,0430 0,0600 0,0625 0,0435
0,4 0,3260 0,2815 0,3255 0,3295 0,2725
50,100 0,6 0,7375 0,6935 0,7140 0,7270 0,6660
0,8 0,9695 0,9545 0,9560 0,9595 0,9400
1,0 0,9965 0,9965 0,9960 0,9970 0,9950

0,2 0,0685 0,0230 0,0215 0,0275 0,0090
0,4 0,1160 0,0410 0,0430 0,0550 0,0185
10,20 0,6 0,2150 0,0735 0,0885 0,1075 0,0445
0,8 0,3480 0,1250 0,1825 0,2080 0,0970
1,0 0,5420 0,2240 0,3090 0,3550 0,1960

0,2 0,1045 0,0235 0,0335 0,0350 0,0145
0,4 0,2625 0,0635 0,0975 0,1095 0,0480
10 20,40 0,6 0,5245 0,1915 0,2205 0,2390 0,1240
0,8 0,7970 0,4425 0,4350 0,4590 0,3060
1,0 0,9580 0,7410 0,6635 0,6975 0,5330

0,2 0,1890 0,0490 0,0560 0,0585 0,0270
0,4 0,6315 0,3140 0,2560 0,2625 0,1510
50,100 0,6 0,9635 0,8380 0,6580 0,6740 0,5135
0,8 1,0000 0,9915 0,9230 0,9330 0,8445
1,0 1,0000 1,0000 0,9975 0,9985 0,9880

0,2 0,0780 0,1350 0,0300 0,0335 0,0100
0,4 0,1720 0,2595 0,0810 0,0870 0,0355
20,40 0,6 0,3195 0,4320 0,2145 0,2330 0,1095
0,8 0,5580 0,6805 0,4280 0,4530 0,2620
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Tabela 27 — Poder dos testes 72 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais
(n1,m), A €{0,2,04,0,6,0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariancias (SC, SC),
distribui¢cdo normal multivariada, baixa dimensionalidade e nivel nominal de 0,01 de
significancia (o), sob H; (Conclusdo).

Normal multivariada, baixa dimensionalidade, ¢ = 0,01

¥ :SC,p=04 ¢ %,:5C,p=023

p ni,m A TH | MNV | TA | TAM | TB
1,0 0,7685 0,8580 0,6370 0,6800 0,4805
50 0,2 0,6380 0,1890 0,0675 0,0695 0,0230

0,4 0,9860 0,7945 0,2545 0,2595 0,1290
50, 100 0,6 1,0000 0,9975 0,6195 0,6320 0,4420
0,8 1,0000 1,0000 0,9330 0,9415 0,8215
1,0 1,0000 1,0000 0,9985 0,9990 0,9860

0,2 0,7260 0,9060 0,0625 0,0640 0,0265
0,4 0,9950 0,9980 0,2675 0,2755 0,1360
100 50,100 0,6 1,0000 1,0000 0,6205 0,6345 0,4295
0,8 1,0000 1,0000 0,9300 0,9360 0,8250
1,0 1,0000 1,0000 0,9980 0,9995 0,9825

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 28 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB), con-
siderando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (n1,n3), A € {0,2, 0,4, 0,6,
0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariancias (SC, SC), distribui¢do normal mul-
tivariada, alta dimensionalidade e nivel nominal de 0,01 de significancia (@), sob H;
(Continua).

Normal multivariada, alta dimensionalidade, o« = 0,01
Y1:SC,p=04 e X,:SC,p=038

p ni,ny A TA \ TAM \ TB

0,2 0,0245 0,0295 0,0060

0,4 0,0420 0,0490 0,0165

50 10,20 0,6 0,0790 0,0925 0,0335
0,8 0,1635 0,1905 0,0895

1,0 0,2860 0,3325 0,1695

0,2 0,0200 0,0285 0,0090

0,4 0,0450 0,0515 0,0160

10,20 0,6 0,0975 0,1155 0,0435

0,8 0,1655 0,1980 0,0840

1,0 0,2905 0,3345 0,1680

100 0,2 0,0240 0,0265 0,0100
0,4 0,0835 0,0905 0,0340

20,40 0,6 0,2180 0,2345 0,1205

0,8 0,4245 0,4525 0,2570

1,0 0,6755 0,7125 0,4975

0,2 0,0275 0,0360 0,0065

0,4 0,0480 0,0530 0,0175

10,20 0,6 0,0980 0,1165 0,0440

0,8 0,1640 0,1910 0,0865

1,0 0,2780 0,3275 0,1610

0,2 0,0295 0,0335 0,0080

0,4 0,0860 0,0925 0,0340

300 20,40 0,6 0,2255 0,2415 0,1095
0,8 0,4240 0,4580 0,2480

1,0 0,6670 0,7050 0,4865

0,2 0,0730 0,0760 0,0245

0,4 0,2540 0,2605 0,1350

50,100 0,6 0,6545 0,6665 0,4390

0,8 0,9310 0,9410 0,8165

1,0 0,9945 0,9975 0,9830

0,2 0,0225 0,0285 0,0075

0,4 0,0505 0,0575 0,0215

10,20 0,6 0,0985 0,1180 0,0365
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Tabela 28 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB), con-
siderando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (n1,n3), A € {0,2, 0,4, 0,6,
0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariancias (SC, SC), distribui¢do normal mul-
tivariada, alta dimensionalidade e nivel nominal de 0,01 de significancia (@), sob H;
(Conclusao).

Normal multivariada, alta dimensionalidade, o« = 0,01
Y1:SC,p=04 e X,:SC,p=038

p ni,ny A TA \ TAM \ TB

0,8 0,1560 0,1800 0,0720

1,0 0,2965 0,3475 0,1595

0,2 0,0380 0,0415 0,0130

0,4 0,0805 0,0880 0,0355

500 20,40 0.6 0,2095 02285 0,0920
0.8 04165 04455 0.2615

1,0 0,6730 07140 0.4760

0.2 0,0580 0,0590 0,0280

0.4 0,2780 0.2830 0.1310

50,100 0,6 0,6190 0,6310 0,4230

0,8 0,9310 0,9400 0,8320

1,0 0,9980 0,9980 0,9890

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 29 — Poder dos testes 72 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais
(n1,m), A €{0,2,04,0,6,0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariancias (SC, SC),
distribui¢do ¢ multivariada com 7 graus de liberdade, baixa dimensionalidade e nivel
nominal de 0,01 de significincia (@), sob H; (Continua).

t7 multivariada, baixa dimensionalidade, & = 0,01

T :SC,p=04 ¢ %,:5C,p=023

p ni,n A TH | MNV | TA | TAM | 1B

0,2 0,0220 0,0110 0,0155 0,0195 0,0110
0,4 0,0450 0,0295 0,0420 0,0540 0,0290
10,20 0,6 0,0880 0,0520 0,0840 0,0960 0,0575
0,8 0,1535 0,1100 0,1645 0,1830 0,1205
1,0 0,2565 0,1820 0,2720 0,3025 0,2075

0,2 0,0335 0,0190 0,0270 0,0300 0,0175
0,4 0,0740 0,0540 0,0725 0,0780 0,0555
2 20,40 0,6 0,1855 0,1345 0,1830 0,1935 0,1470
0,8 0,3520 0,2975 0,3505 0,3685 0,2910
1,0 0,5780 0,5145 0,5760 0,6020 0,5270

0,2 0,0545 0,0355 0,0420 0,0430 0,0360
0,4 0,2225 0,1870 0,2170 0,2235 0,1815
50,100 0,6 0,5300 0,4895 0,5035 0,5115 0,4585
0,8 0,8500 0,8215 0,8160 0,8270 0,7885
1,0 0,9705 0,9655 0,9675 0,9740 0,9595

0,2 0,0605 0,0205 0,0195 0,0225 0,0090
0,4 0,0910 0,0300 0,0385 0,0490 0,0180
10,20 0,6 0,1630 0,0570 0,0595 0,0780 0,0320
0,8 0,2855 0,1055 0,1115 0,1305 0,0690
1,0 0,4405 0,1940 0,2090 0,2445 0,1400

0,2 0,0900 0,0160 0,0230 0,0260 0,0115
0,4 0,1700 0,0460 0,0595 0,0665 0,0255
10 20,40 0,6 0,4100 0,1385 0,1480 0,1590 0,0865
0,8 0,6895 0,3405 0,3130 0,3365 0,1965
1,0 0,8885 0,6030 0,4980 0,5360 0,3795

0,2 0,1400 0,0340 0,0415 0,0420 0,0190
0,4 0,4960 02115 0,1790 0,1840 0,0975
50,100 0,6 0,8805 0,6595 0,4720 0,4785 0,3190
0,8 0,9910 0,9365 0,7850 0,7950 0,6675
1,0 1,0000 0,9965 0,9535 0,9600 0,9075

0,2 0,0820 0,1310 0,0265 0,0295 0,0120
0,4 0,1465 0,2170 0,0695 0,0740 0,0275
20,40 0,6 0,3015 0,4125 0,1510 0,1620 0,0720
0,8 0,5235 0,6285 0,2700 0,2865 0,1570
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Tabela 29 — Poder dos testes 72 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais
(n1,m), A €{0,2,04,0,6,0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariancias (SC, SC),
distribui¢do ¢ multivariada com 7 graus de liberdade, baixa dimensionalidade e nivel
nominal de 0,01 de significincia (@), sob H; (Conclusio).

t7 multivariada, baixa dimensionalidade, & = 0,01

T :SC,p=04 ¢ %,:5C,p=023

p ni,n A TH | MNV | TA | TAM | 1B
1,0 0,7370 0,8270 0,4925 0,5220 0,3460
S0 0,2 0,5440 0,1495 0,0440 0,0460 0,0160

0,4 0,9700 0,7205 0,1695 0,1760 0,0765
50, 100 0,6 0,9995 0,9930 0,4475 0,4585 0,2965
0,8 1.0000 1.0000 0,7705 0,7820 0,6025
1,0 1.0000 1.0000 0,9550 0,9620 0,8875

0,2 0,6505 0,8490 0,0410 0,0435 0,0160
0,4 0,9850 0,9970 0,1775 0,1850 0,0855
100 50,100 0,6 1,0000 1,0000 0,4360 0,4475 0,2880
0,8 1,0000 1,0000 0,7820 0,7990 0,6100
1,0 1,0000 1,0000 0,9595 0,9630 0,8945

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 30 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB), con-
siderando niimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (n1,n,), A € {0,2, 0,4, 0,6, 0,8,
1,0}, estruturas das matrizes de covaridncias (SC, SC), distribui¢do ¢ multivariada com
7 graus de liberdade, alta dimensionalidade e nivel nominal de 0,01 de significancia
(a), sob H; (Continua).

t7 multivariada, alta dimensionalidade, & = 0,01
Y1:SC,p=04 e X,:SC,p=038

p ni,ny A TA \ TAM \ TB

0,2 0,0125 0,0195 0,0055

0,4 0,0365 0,0435 0,0150

50 10,20 0,6 0,0650 0,0750 0,0300
0,8 0,1115 0,1360 0,0615

1,0 0,1905 0,2265 0,0940

0,2 0,0175 0,0210 0,0080

0,4 0,0335 0,0400 0,0125

10,20 0,6 0,0760 0,0895 0,0335

0,8 0,1165 0,1395 0,0595

1,0 0,2140 0,2470 0,1230

100 0,2 0,0250 0,0270 0,0085
0,4 0,0610 0,0655 0,0230

20,40 0,6 0,1395 0,1540 0,0705

0,8 0,2990 0,3185 0,1760

1,0 0,4775 0,5110 0,3250

0,2 0,0195 0,0245 0,0045

0,4 0,0360 0,0445 0,0150

10,20 0,6 0,0570 0,0700 0,0235

0,8 0,1280 0,1570 0,0645

1,0 0,1945 0,2335 0,1110

0,2 0,0265 0,0295 0,0085

0,4 0,0670 0,0755 0,0265

300 20,40 0,6 0,1525 0,1630 0,0805
0,8 0,2915 0,3115 0,1710

1,0 0,4840 0,5155 0,3265

0,2 0,0420 0,0435 0,0185

0,4 0,1765 0,1825 0,0825

50,100 0,6 0,4635 0,4805 0,2940

0,8 0,7885 0,8040 0,6195

1,0 0,9635 0,9665 0,8830

0,2 0,0150 0,0195 0,0075

0,4 0,0305 0,0360 0,0145

10,20 0,6 0,0545 0,0660 0,0260
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Tabela 30 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB), con-
siderando niimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (n1,n,), A € {0,2, 0,4, 0,6, 0,8,
1,0}, estruturas das matrizes de covaridncias (SC, SC), distribui¢do ¢ multivariada com
7 graus de liberdade, alta dimensionalidade e nivel nominal de 0,01 de significancia
(a), sob H; (Conclus@o).

t7 multivariada, alta dimensionalidade, & = 0,01
Y1:SC,p=04 e X,:SC,p=038

p ni,ny A TA \ TAM \ TB

0,8 0,1245 0,1515 0,0555

1,0 0,1940 0,2215 0,1145

0,2 0,0235 0,0260 0,0085

0,4 0,0645 0,0710 0,0285

500 20,40 0.6 0,1625 01755 0,0810
0.8 0,2850 0,3045 0.1610

1,0 04835 0.5150 0.3205

0.2 0,0460 0,0480 0,0160

0.4 0,1760 0.1810 0,0850

50,100 0,6 0,4650 0,4740 0,2790

0,8 0,7610 0,7840 0,5920

1,0 0,9520 0,9580 0,8780

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 31 — Poder dos testes 72 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais
(n1,m), A €{0,2,04,0,6,0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariancias (SC, SC),
distribuicao uniforme (0, 1) multivariada, baixa dimensionalidade e nivel nominal de
0,01 de significancia (), sob H; (Continua).

Uniforme (0, 1) multivariada, baixa dimensionalidade, & = 0,01

¥ :SC,p=04 ¢ %,:5C,p=023

p ni,n A TH | MNV | TA | TAM | 1B

0,2 0,1515 0,0945 0,0135 0,1705 0,1000
0,4 0,6830 0,5340 0,1470 0,7465 0,5900
10,20 0,6 0,9865 0,9645 0,5235 0,9905 0,9670
0,8 1,0000 1,0000 0,8905 1,0000 1,0000
1,0 1,0000 1,0000 0,9930 1,0000 1,0000

0,2 0,3765 0,3000 0,0505 0,4080 0,3130
0,4 0,9840 0,9720 0,5460 0,9855 0,9715
2 20,40 0,6 1,0000 1,0000 0,9835 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,8675 0,8395 0,3305 0,8540 0,8170
0,4 1,0000 1,0000 0,9990 1,0000 1,0000
50, 100 0,6 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,2670 0,0935 0,0005 0,1270 0,0570
0,4 0,8380 0,4805 0,0190 0,6635 0,4370
10,20 0,6 0,9970 0,8615 0,1765 0,9895 0,9290
0,8 1,0000 0,9890 0,5130 1,0000 0,9995
1,0 1,0000 0,9980 0,8540 1,0000 1,0000

0,2 0,6660 0,3040 0,0060 0,3290 0,1840
0,4 1,0000 0,9795 0,1995 0,9675 0,9110
10 20,40 0,6 1,0000 1,0000 0,8030 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 0,9945 1,0000 1,0000
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,9930 0,9380 0,0750 0,8225 0,6635
0,4 1,0000 1,0000 0,9510 1,0000 1,0000
50,100 0,6 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,5795 0,6950 0,0055 0,3355 0,1645
0,4 0,9870 0,9930 0,1605 0,9745 0,9005
20,40 0,6 1,0000 1,0000 0,7660 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 0,9925 1,0000 1,0000
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Tabela 31 — Poder dos testes 72 de Hotelling (TH), MNV, de Ahmad (TA), de Ahmad modificado
(TAM) e bootstrap (TB), considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais
(n1,m), A €{0,2,04,0,6,0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariancias (SC, SC),
distribuicao uniforme (0, 1) multivariada, baixa dimensionalidade e nivel nominal de
0,01 de significancia (o), sob H; (Conclusao).

Uniforme (0, 1) multivariada, baixa dimensionalidade, & = 0,01

¥ :SC,p=04 ¢ %,:5C,p=023

p ni,m A TH | MNV | TA | TAM | TB
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
50 0,2 1,0000 1,0000 0,0520 0,7990 0,6275

0,4 1,0000 1,0000 0,9350 1,0000 1,0000
50, 100 0,6 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 1,0000 1,0000 0,0465 0,8180 0,6385
0,4 1,0000 1,0000 0,9395 1,0000 1,0000
100 50,100 0,6 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,8 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

Fonte: Do autor (2023).
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Tabela 32 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB), con-
siderando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (n1,n3), A € {0,2, 0,4, 0,6,
0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariincias (SC, SC), distribui¢éo uniforme (0,
1) multivariada, alta dimensionalidade e nivel nominal de 0,01 de significancia (&),
sob H; (Continua).

Uniforme (0, 1) multivariada, alta dimensionalidade, o = 0,01
Y1:SC,p=04 e X,:SC,p=038

p ni,ny A TA \ TAM \ TB

0,2 0,0015 0,1310 0,0500

0,4 0,0180 0,6535 0,4035

50 10,20 0,6 0,1390 0,9885 0,9245
0,8 0,4740 1,0000 1,0000

1,0 0,8110 1,0000 1,0000

0,2 0,0025 0,1465 0,0500

0,4 0,0170 0,6595 0,3830

10,20 0,6 0,1200 0,9930 0,9245

0,8 0,4710 1,0000 1,0000

1,0 0,8225 1,0000 1,0000

100 0,2 0,0050 0,3210 0,1485
0,4 0,1575 0,9765 0,9080

20,40 0,6 0,7600 1,0000 1,0000

0,8 0,9930 1,0000 1,0000

1,0 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,0010 0,1485 0,0525

0,4 0,0205 0,6570 0,3945

10,20 0,6 0,1310 0,9870 0,9090

0,8 0,4610 1,0000 0,9995

1,0 0,8150 1,0000 1,0000

0,2 0,0060 0,2995 0,1475

0,4 0,1520 0,9805 0,8860

300 20,40 0,6 0,7575 1,0000 1,0000
0,8 0,9930 1,0000 1,0000

1,0 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,0590 0,8235 0,6430

0,4 0,9295 1,0000 1,0000

50,100 0,6 1,0000 1,0000 1,0000

0,8 1,0000 1,0000 1,0000

1,0 1,0000 1,0000 1,0000

0,2 0,0000 0,1360 0,0450

0,4 0,0140 0,6580 0,3820

10,20 0,6 0,1180 0,9885 0,9030
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Tabela 32 — Poder dos testes de Ahmad (TA), de Ahmad modificado (TAM) e bootstrap (TB), con-
siderando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (n1,n3), A € {0,2, 0,4, 0,6,
0,8, 1,0}, estruturas das matrizes de covariincias (SC, SC), distribui¢éo uniforme (0,
1) multivariada, alta dimensionalidade e nivel nominal de 0,01 de significancia (&),

sob H; (Continua).

Uniforme (0, 1) multivariada, alta dimensionalidade, o = 0,01

¥ :SC,p=04 e %,:5C,p=023

p ni,ny A TA \ TAM \ TB

0,8 0,4555 1,0000 1,0000

1,0 0,8065 1,0000 1,0000

0,2 0,0050 0,3220 0,1525

0,4 0,1545 0,9800 0,8990

500 20,40 0.6 0,7660 1,0000 1,0000
0,8 0,9980 1,0000 1,0000

1,0 1,0000 1,0000 1,0000

0.2 0,0490 0,8180 0,6120

0.4 0,9410 1,0000 1,0000

50,100 0,6 1,0000 1,0000 1,0000

0,8 1,0000 1,0000 1,0000

1,0 1,0000 1,0000 1,0000

Fonte: Do autor (2023).
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