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RESUMO

Abordagens geométricas à duas identidades em soma de quadrados: a
identidade de Fisher e uma identidade de David-Hartley-Pearson são apresenta-
das. Uma detalhada descrição dos modelos de Gauss-Markov, também baseadas
em argumentos geométricos, é desenvolvida, obtendo-se uma nova interpretação
geométrica do Teorema de Gauss-Markov. Nesta mesma linha, são apresentados
dois artigos clássicos de Kruskal relativos a dados faltantes e dados adicionais,
com exemplos em delineamentos experimentais.

Palavras-chave: Modelos de Gauss-Markov. Abordagens geométricas. Identidade
de Fisher. Dados faltantes e adicionais.



ABSTRACT

Geometric approach for two identities in square sum: Fisher’s identity and
David-Hartley-Pearson’s identity are shown. A detailed description of the Gauss-
Markov models, based on geometric arguments as well, is developed acquiring a
new geometric interpretation for the Gauss-Markov theorem. In this same train of
thought, two classical Kruskal’s articles, relating to missing and extra observati-
ons, are presented with applications in experimental designs.

Keywords: Gauss-Markov models. Geometric Approach. Fisher’s identity. Mis-
sing and extra observations.
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1 INTRODUÇÃO

Não é usual em livros textos e mesmo em artigos científicos relacionar

Estatística e Geometria. Apesar de estes dois ramos da Matemática parecerem tão

distantes entre si, tal fato não é verdade como expresso por

[...]historicamente, a análise de variância

e os métodos de regressão foram desen-

volvidos nas décadas iniciais deste século,

usando geometria. Fisher usava a geo-

metria como inspiração para desenvolvi-

mento de suas idéias. Isso é evidente em

suas anotações e é claramente relatado,

por sua filha, em sua biografia.(SAVILLE
et al., 1991, p.4 apud BOX,1978, tradução
nossa).

A Geometria pode ser empregada com o intuito de deixar claro os concei-

tos estatísticos, permitindo uma maior compreensão da Estatística como um todo.

“Uma figura forma uma ponte natural entre o problema e a solução."(SAVILLE

et al., 1991, p.3, tradução nossa), ou seja, é um caminho natural na resolução de

problemas.

A aplicação da Geometria à teoria dos modelos lineares é intuitiva. No

entanto, a abordagem dos livros textos se baseiam quase que exclusivamente na

álgebra matricial, evitando os conceitos geométricos de subespaços vetoriais e pro-

jeções ortogonais. Mesmo para a teoria dos estimadores de quadrados mínimos,

poucas referências adotam uma abordagem mais geométrica. Um fato ainda menos

conhecido é que é possível uma abordagem geométrica a outras áreas estatísticas,

notadamente à teoria dos delineamentos experimentais, bem como à análise de va-

riância. Nesta linha, pode-se citar os livros “Statistical Methods: The Geometric

Approach"(SAVILLE et al., 1991), “Linear Models in Statistics"(RENCHER et
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al., 2008) e “Design of Comparative Experiments"(BAILEY, 2008).

Neste trabalho, um esforço foi feito no sentido do maior uso possível dos

conceitos geométricos. Primeiramente, alguns fatos elementares como média e va-

riância são estabelecidos em termos de vetores e projeções ortogonais, bem como a

teoria da regressão linear. Estabelecidos estes conceitos, duas identidades em soma

de quadrados, a identidade de Fisher e a identidade de David-Hartley-Pearson, são

demonstradas do ponto de vista geométrico, ressaltando que a demonstração algé-

brica, usualmente utilizada, é complexa e não intuitiva.

O modelo de Gauss-Markov, em sua forma mais geral, é estudado do ponto

de vista do uso da distância de Mahalanobis, o que permitiu uma abordagem bas-

tante genérica. Em particular, fica evidenciado a distinção entre o estimador de

quadrados mínimos e o estimador de Gauss-Markov. Uma interpretação geomé-

trica e bastante didática do teorema de Gauss-Markov é apresentada. Acredita-se

que tal interpretação seja original e didaticamente interessante.

Dois artigos clássicos de Kruskall são estudados em detalhes. No pri-

meiro são demonstradas condições para a igualdade entre os estimadores de Gauss-

Markov e de Quadrados Mínimos. No segundo, é apresentado um método geo-

métrico para a imputação de dados. É também apresentado um método para a

inclusão, no modelo linear, de dados adicionais. Uma aplicação à teoria geral dos

delineamentos inteiramente casualizados e em blocos é apresentada.
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2 ABORDAGEM GEOMÉTRICA DE ALGUMAS IDENTIDADES DE SOMA

DE QUADRADOS UTILIZADAS EM ESTATÍSTICA

No presente trabalho, matrizes serão denotadas por letras maiúsculas em

negrito (A,B,Γ), vetores coluna por letras minúsculas em negrito (a,b, γ), es-

calares por letras minúsculas em itálico (a, b, γ) e a transposta de uma matriz

representada por um apóstrofo junto a esta, isto é, Xt = X
′
. Será utilizada

também a notação Y = (Y1, ...,Yn)
′ para representação de vetores aleatórios e

y = (y1, ..., yn)
′ para valores observados do vetor aleatório Y. A imagem de uma

transformação linear X será representada por Im (X), a dimensão do subespaço

gerado por uma transformação linear X é denotado por Dim (X), o núcleo (ou

Kernel) de uma transformação é denotado por Ker (X) e o traço de uma matriz

quadrada X é representado por tr (X).

Geometricamente, um vetor linha ou coluna com p elementos pode ser

associado com um ponto num espaço p-dimensional. Os elementos no vetor são

as coordenadas do ponto. Nesse sentido, um conjunto de n observações pode ser

geometricamente interpretado como um vetor y = (y1, ..., yn)
′, de dimensão n×1,

em que cada coordenada deste corresponde à uma observação. A Figura 1 ilustra

este tipo de representação.

Seguem agora algumas definições básicas, porém bastante relevantes aos

resultados apresentados, conforme constam em Boldrini et al.(1986).

Definição 1. O produto interno entre dois vetores x = (x1, ..., xn)
′
e y = (y1, ..., yn)

′

é definido por

x · y = 〈x,y〉 = x′y = (x1, ..., xn)




y1
...

yn


 = x1y1 + · · ·+ xnyn.
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Figura 1 Representação geométrica de um vetor de n observações

Definição 2. A norma de um vetor x, denotada por ‖x‖, é um número real asso-

ciado a este tal que

‖x‖ =
√
x · x.

Definição 3. Um vetor u é dito unitário se ‖u‖ =
√
u · u = 1.

Proposição 1. O produto interno satisfaz

x · y = ‖x‖ ‖y‖ cos θ,

em que θ é o ângulo formado pelos vetores x e y.

Demonstração. Aplicando-se a Lei dos Cossenos no triângulo da Figura 2 tem-se

‖x− y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2 ‖x‖ ‖y‖ cos θ. (2.1)

Desenvolvendo o primeiro membro da equação (2.1):

‖x− y‖2 =
∥∥(x1, ..., xn)′ − (y1, ..., yn)

′
∥∥2
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=

(√
(x1 − y1, ..., xn − yn)

′ · (x1 − y1, ..., xn − yn)
′

)2

= (x1 − y1)
2 + · · ·+ (xn − yn)

2

= x1
2 − 2x1y1 + y1

2 + · · ·+ xn
2 − 2xnyn + yn

2

= x1
2 + · · ·+ xn

2 + y1
2 + · · ·+ yn

2 − 2x1y1 − · · · − 2xnyn

=
(
x1

2 + · · ·+ xn
2 + y1

2 + · · ·+ yn
2
)
− 2 (x1y1 + · · ·+ xnyn)

=
(
x1

2 + · · ·+ xn
2 + y1

2 + · · ·+ yn
2
)
− 2 (x · y) .

De forma análoga, desenvolvendo o segundo membro da equação (2.1)

vem:

‖x‖2 + ‖y‖2 − 2 ‖x‖ ‖y‖ cos θ =
(√

x · x
)2

+ (
√
y · y)2 − 2 ‖x‖ ‖y‖ cos θ

= (x · x) + (y · y)− 2 ‖x‖ ‖y‖ cos θ

=
(
x1

2 + · · ·+ xn
2
)
+

(
y1

2 + · · ·+ yn
2
)

−2 ‖x‖ ‖y‖ cos θ

=
(
x1

2 + · · ·+ xn
2 + y1

2 + · · ·+ yn
2
)

−2 ‖x‖ ‖y‖ cos θ.

Assim, substituindo estes dois desenvolvimentos na equação (2.1), tem-se:

(
x1

2 + · · ·+ xn
2 + y1

2 + · · ·+ yn
2
)
− 2 (x · y) =

(
x1

2 + · · ·+ xn
2 + y1

2+

+ · · ·+ yn
2
)

−2 ‖x‖ ‖y‖ cos θ.

Assim, −2 (x · y) = −2 ‖x‖ ‖y‖ cos θ e portanto x · y = ‖x‖ ‖y‖ cos θ.
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Figura 2 Ângulo entre os vetores x e y

O vetor unitário na direção de um vetor w é dado por u = w
‖w‖ .

Proposição 2. A projeção ortogonal de um vetor v qualquer na direção de um

vetor w é dada por

Pwv =

(
v · w

‖w‖

)
w

‖w‖ .

Demonstração. Pela Figura 3, Pwv = α w
‖w‖ . Portanto, basta determinar o valor

do escalar α de forma que
(
v − α w

‖w‖

)
·
(
α w

‖w‖

)
= 0 para se ter uma projeção

ortogonal. Logo,

0 =

(
v − α

w

‖w‖

)
·
(
α

w

‖w‖

)

=

(
(v1, ..., vn)

′ − α (w1, ..., wn)
′

‖w‖

)
·
(
α (w1, ..., wn)

′

‖w‖

)

=

(
v1 −

αw1

‖w‖ , ..., vn − αwn

‖w‖

)′

·
(
α

w1

‖w‖ , ..., α
wn

‖w‖

)′

=

(
v1 −

αw1

‖w‖

)(
α

w1

‖w‖

)
+ · · ·+

(
vn − αwn

‖w‖

)(
α

wn

‖w‖

)

=
αw1v1
‖w‖ − α2w1

2

‖w‖2
+ · · ·+ αwnvn

‖w‖ − α2wn
2

‖w‖2

=
αw1v1 ‖w‖ − α2w1

2 + · · ·+ αwnvn ‖w‖ − α2wn
2

‖w‖2
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= αw1v1 ‖w‖ − α2w1
2 + · · ·+ αwnvn ‖w‖ − α2wn

2

= α (w1v1 ‖w‖+ · · ·+ wnvn ‖w‖)− α2
(
w1

2 + · · ·+ wn
2
)

= (w1v1 ‖w‖+ · · ·+ wnvn ‖w‖)− α
(
w1

2 + · · ·+ wn
2
)

= ‖w‖ (w1v1 + · · ·+ wnvn)− α (w.w)

= ‖w‖ (w1v1 + · · ·+ wnvn)− α‖w‖2

= (w1v1 + · · ·+ wnvn)− α ‖w‖

= (w · v)− α ‖w‖ .

Portanto, α ‖w‖ = (w · v), isto é,

α =
(w · v)
‖w‖

= v · w

‖w‖ .

Desta forma, com o valor de α determinado, a projeção ortogonal é determinada

por

Pwv = α
w

‖w‖ =

(
v · w

‖w‖

)
w

‖w‖ .

Pode-se também observar, na Figura 3, que

‖v‖2 = ‖Pwv‖2 + ‖v − Pwv‖2. (2.2)
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Figura 3 Projeção do vetor v na direção de w

Proposição 3. Dado um vetor x = (x1, ..., xn)
′
, sua projeção ortogonal na dire-

ção do vetor u = (a, · · · , a)′, a ∈ R, é o vetor x̄ = (x̄, ..., x̄)′, em que x̄ =

n∑

i=1
xi

n

é a média aritmética das coordenadas do vetor x.

Demonstração.

Pux =

(
x · u

‖u‖

)
u

‖u‖

=

(
(x1, ..., xn)

′ · (a, ..., a)′√
(a, ..., a)′ · (a, ..., a)′

)
(a, ..., a)′√

(a, ..., a)′ · (a, ..., a)′

=



(x1, ..., xn)

′ · (a, ..., a)′√
a2 + · · ·+ a2︸ ︷︷ ︸

n termos




(a, ..., a)′√
a2 + · · ·+ a2︸ ︷︷ ︸

n termos

=

(
(x1, ..., xn)

′ · (a, ..., a)
′

a
√
n

)
(a, ..., a)′

a
√
n

=

(
x1√
n
+ · · ·+ xn√

n

)(
1√
n
, ...,

1√
n

)′

=

(
x1 + · · ·+ xn√

n

)(
1√
n
, ...,

1√
n

)′

=

(
x1 + · · ·+ xn√

n

1√
n
, ...,

x1 + · · ·+ xn√
n

1√
n

)′

=

(
x1 + · · ·+ xn

n
, ...,

x1 + · · ·+ xn
n

)′
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=




n∑
i=1

xi

n
, ...,

n∑
i=1

xi

n




′

= (x̄, ..., x̄)′ .

Desta forma, de acordo com (2.2), segue a identidade usual

‖v‖2 = ‖P1v‖2 + ‖v − P1v‖2,

logo v1
2+ · · ·+ vn

2 = n (v̄)2+
n∑

i=1
(vi − v̄)2, pois P1v = (v̄, ..., v̄)′ e ‖P1v‖2 =

n(v̄)2.

Proposição 4. Em uma amostra com média µ, se alguns termos são substituídos

pelo valor médio destes, a nova amostra possui a mesma média e variância menor.

Demonstração. A média se mantém já que, para uma amostra

x = (x1, x2, ..., xr, xr+1, ..., xn)
′ ,

substituindo os r primeiros termos pela média destes, então

xM =




r termos︷ ︸︸ ︷
x1 + · · ·+ xr

r
, ...,

x1 + · · ·+ xr
r

, xr+1, xr+2, ..., xn




′

.

O cálculo da nova média fica:
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m =

r termos︷ ︸︸ ︷
x1 + · · ·+ xr

r
+ · · ·+ x1 + · · ·+ xr

r
+

n−r∑
i=1

xr+i

n

=

r (x1+···+xr)
r

+
n−r∑
i=1

xr+i

n

=

r∑
k=1

xk +
n−r∑
i=1

xr+i

n

=

n∑
i=1

xi

n

= µ.

∴ x̄M = x̄.

Para verificar que a variância diminui, será utilizado um argumento geo-

métrico. O triângulo pontilhado destacado na Figura 4 é retângulo em θ, ou seja,

o produto interno é nulo, pois

(x− xM) · (x̄− xM) = (x1 − x̄r, ..., xr − x̄r, xn−r − xn−r, ..., xn − xn)
′

· (µ− x̄r, ..., µ− x̄r, µ− xn−r, ..., µ− xn)
′

= (x1 − x̄r) (µ− x̄r) + (x2 − x̄r) (µ− x̄r) +

+...+ (xr − x̄r) (µ− x̄r) + 0 + 0 + . . .+ 0

= (µ− x̄r) (x1 + x2 + ...+ xr − rx̄r)
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= (µ− x̄r)




r∑

i=1

xi − r

r∑
i=1

xi

r




= (µ− x̄r)

(
r∑

i=1

xi −
r∑

i=1

xi

)

= 0.

Logo,

‖x− xM‖2 + ‖xM − x̄‖2 = ‖x− x̄‖2

1

n− 1
‖x− xM‖2 + 1

n− 1
‖xM − x̄‖2 = 1

n− 1
‖x− x̄‖2

1

n− 1
‖xM − x̄‖2 ≤ 1

n− 1
‖x− x̄‖2 ⇒ var (xM) ≤ var (x) .
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Figura 4 Identificação geométrica do triângulo de variâncias
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2.1 Interpretação geométrica do método dos quadrados mínimos

Figura 5 Reta ajustada por quadrados mínimos

Sejam (x1, y1) , (x2, y2) , ..., (xn, yn) os valores observados. Deseja-se

então ajustar uma reta ŷ = bx + a de tal forma que a equação (2.3) seja mini-

mizada.

n∑

i=1

(yi − ŷi)
2 =

n∑

i=1

(yi − (a+ b xi))
2 (2.3)

A Figura 5 ilustra tal contexto.

O método usual para se obter a e b é derivar (2.3) em relação a estes,

igualar as equações derivadas a 0 e resolver o sistema. Uma abordagem geométrica

é obtida da seguinte forma:

Se Yn×1 = (y1, ..., yn)
′, β2×1 = (a, b)′, εn×1 = (ε1, ..., εn)

′ e

Xn×2 =




1 x1

1 x2
...

...

1 xn




, então
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Y = Xβ + ε ⇒




y1
...

yn


 =




1 x1
...

...

1 xn





 a

b


+




ε1
...

εn




isto é, yi = a+ bxi + εi , i = 1, ..., n. Portanto, reescrevendo (2.3) tem-se

n∑

i=1

(yi − (a+ bxi))
2 =

∥∥yn×1 −Xn×2β2×1

∥∥2.

Em termos de transformações lineares em que a matriz Xn×2 atua como

uma transformação do espaço de parâmetros para o espaço dos dados, o conceito

pode ser representado pela Figura 6.

Figura 6 Matriz X de transformação do R
2 para R

n
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Assim,
n∑

i=1

(yi − (a + bxi))
2 = ‖y −Xβ‖2.

Logo, minimizar
n∑

i=1
(yi − (a+ bxi))

2 equivale a minimizar ‖y −Xβ‖2 que, cla-

ramente, ocorre quando Xβ é a projeção ortogonal do vetor de dados y no subes-

paço Im (X). Este vetor projeção será denominado PIm(X)y, também denotado

por ŷ, vetor de dados ajustados. Note que, como o posto (coluna) de X é 2, a

dimensão da imagem de X é Dim (Im (X)) = 2.

O caso geral em que se tem várias covariáveis, isto é, (x1, ..., xp), que

foram observadas n vezes, se quer ajustar o modelo

yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + · · ·+ βpxip + εi i = 1, ..., n

o que matricialmente equivale a




y1

y2
...

yn




n×1

=




1 x11 x12 · · · x1p

1 x21 x22 · · · x2p
...

...
...

...

1 xn1 xn2 · · · xnp




n×p+1




β0

β1
...

βp




p+1×1

+




ε1

ε2
...

εn




n×1
(2.4)

e se quer minimizar
n∑

i=1

(
yi − β0 −

p∑
j=1

xij

)2

= ‖y −Xβ‖2. O valor mínimo é

obtido pela projeção ortogonal do vetor de dados y no subespaço Im (X), que

possui nesse caso dimensão p. A Figura 7 ilustra esta situação.

Geometricamente a representação é similar à Figura 6, diferindo apenas

na dimensão do espaço dos parâmetros que agora passa a ser o R
p (ver Figura 7).

Considerando o posto de X igual a p (posto completo), tem-se que
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Figura 7 Matriz X da transformação R
p para R

n, n ≥ p

Dim (Im (X)) = p.

Para se obter uma expressão para PIm(X)y é necessário a teoria das ma-

trizes de projeção.

Definição 4. Uma matriz quadrada é dita matriz de projeção ou projetor se é

idempotente, isto é, A2 = A.

Pela definição 4, tem-se que um projetor A restrito a Im (A) é a identi-

dade, ou seja,

A (Az) = A2z

= Az.

De outra forma, A (Az) = I (Az), ∀A projetor e sendo z ∈ R
n um vetor qual-

quer. Observe que, se I é a matriz identidade, I−A também é um projetor pois

(I−A)2 = I− 2A+A2

= I− 2A+A
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= I−A.

Como

A ((I−A) z) = A (z−Az)

= Az−A2z

= Az−Az

= 0,

segue que Im (I−A) ⊂ Ker (A). Além do mais, se z ∈ Ker (A) então

(I−A) z = z−Az

= z− 0.

Logo, z ∈ Im (I−A) e portanto Im (I−A) = Ker (A). Assim, segue então

que Im (A) = Ker (I−A).

Definição 5. Uma matriz de projeção A é dita um projetor ortogonal se, para um

dado vetor w, Aw −w é perpendicular ao subespaço Im (A).

Proposição 5. Uma matriz de projeção é simétrica se, e somente se, é um projetor

ortogonal.

Demonstração. Suponha A simétrica e v e w vetores quaisquer. Utilizando as

propriedades de produto interno e sendo A2 = A, tem-se que

〈v −Av,Aw〉 = 〈v,Aw〉 − 〈Av,Aw〉

= 〈v,Aw〉 −
〈
v,A′Aw

〉
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= 〈v,Aw〉 − 〈v,AAw〉

= 〈v,Aw〉 −
〈
v,A2w

〉

= 〈v,Aw〉 − 〈v,Aw〉

= 0, ∀v,w.

Portanto, v −Av é perpendicular a Im (A).

Seja agora Av − v perpendicular a Im (A). Tem-se então que, para w

qualquer,

0 = 〈Av − v,Aw〉

= 〈Av,Aw〉 − 〈v,Aw〉 ,

ou seja,

〈Av,Aw〉 = 〈v,Aw〉 . (2.5)

Também, para (Aw)−w perpendicular a Av,

0 = 〈Aw −w,Av〉

= 〈Aw,Av〉 − 〈w,Av〉 ,

ou seja, 〈Aw,Av〉 = 〈w,Av〉 e portanto

〈Av,Aw〉 = 〈Av,w〉 . (2.6)

Consequentemente, das equações (2.5) e (2.6)



30

〈Av,w〉 = 〈v,Aw〉 .

Como exemplo segue a proposição.

Proposição 6. A matriz que projeta um vetor y = (y1, ..., yn)
′

qualquer na dire-

ção do vetor 1 = (1, ..., 1)′, isto é, a matriz de projeção na média, é a matriz

A =




1
n

1
n

· · · 1
n

1
n

1
n

· · · 1
n

...
...

. . .
...

1
n

1
n

· · · 1
n




n×n

=
1

n




1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

...
. . .

...

1 1 · · · 1




n×n

.

Demonstração. Basta mostrar que A é uma matriz de projeção, A é simétrica e

que A (y)=ȳ. A é matriz de projeção pois

A2 = AA

=




1
n

1
n

· · · 1
n

1
n

1
n

· · · 1
n

...
...

. . .
...

1
n

1
n

· · · 1
n




n×n




1
n

1
n

· · · 1
n

1
n

1
n

· · · 1
n

...
...

. . .
...

1
n

1
n

· · · 1
n




n×n
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=




n termos︷ ︸︸ ︷
1

n2
+ · · ·+ 1

n2

n termos︷ ︸︸ ︷
1

n2
+ · · ·+ 1

n2
· · ·

n termos︷ ︸︸ ︷
1

n2
+ · · ·+ 1

n2
n termos︷ ︸︸ ︷

1

n2
+ · · ·+ 1

n2

n termos︷ ︸︸ ︷
1

n2
+ · · ·+ 1

n2
· · ·

n termos︷ ︸︸ ︷
1

n2
+ · · ·+ 1

n2

...
...

. . .
...

n termos︷ ︸︸ ︷
1

n2
+ · · ·+ 1

n2

n termos︷ ︸︸ ︷
1

n2
+ · · ·+ 1

n2
· · ·

n termos︷ ︸︸ ︷
1

n2
+ · · ·+ 1

n2



n×n

=




n 1
n2 n 1

n2 · · · n 1
n2

n 1
n2 n 1

n2 · · · n 1
n2

...
...

. . .
...

n 1
n2 n 1

n2 · · · n 1
n2




n×n

=




1
n

1
n

· · · 1
n

1
n

1
n

· · · 1
n

...
...

. . .
...

1
n

1
n

· · · 1
n




n×n

= A,

e também

A′ =




1
n

1
n

· · · 1
n

1
n

1
n

· · · 1
n

...
...

. . .
...

1
n

1
n

· · · 1
n




n×n

= A.

Portanto, sendo A2 = A e A′ = A temos que A é matriz de projeção

ortogonal.
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Como

A (y) =




1
n

1
n

· · · 1
n

1
n

1
n

· · · 1
n

...
...

. . .
...

1
n

1
n

· · · 1
n




n×n




y1

y2
...

yn




n×1

=




1
n
y1 +

1
n
y2 + · · ·+ 1

n
yn

1
n
y1 +

1
n
y2 + · · ·+ 1

n
yn

...

1
n
y1 +

1
n
y2 + · · ·+ 1

n
yn




n×1

=




1
n
(y1 + y2 + · · ·+ yn)

1
n
(y1 + y2 + · · ·+ yn)

...

1
n
(y1 + y2 + · · ·+ yn)




n×1

=




n∑

i=1
yi

n
n∑

i=1
yi

n

...
n∑

i=1
yi

n




n×1

=




ȳ

ȳ
...

ȳ




= ȳ,
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temos então que A (y)=ȳ.

Logo, A é a matriz de projeção na média.

Uma interpretação geométrica relativa à matriz transposta A′ (operador

adjunto) pode ser visualizada na Figura 8.

Figura 8 Interpretação geométrica das matrizes A e A′

Para se obter uma expressão para a projeção PIm(X)y = X(X′X)−1
X′y,

será apresentada na Proposição 7 uma dedução baseada apenas em argumentos

geométricos.

Proposição 7. A projeção ortogonal do vetor de dados y no subespaço Im (X) é

PIm(X)y = X
(
X′X

)−1
X′y.

Demonstração. Seja Y = (y1, ..., yn). Em razão dos erros, tem-se que a proba-

bilidade P [Y ∈ Im (X)] = 0. Como queremos minimizar L (β) = ‖Y −Xβ‖2

e o vetor Xβ pertence à imagem de X, segue que L (β) é mínimo quando Xβ

é a projeção ortogonal de Y na Im (X), com notação PIm(X) (Y), e, conse-

quentemente, existe um vetor β̂ de parâmetros tal que Xβ̂ = PIm(X) (Y) já
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que a matriz X é de posto completo. Considere ainda o vetor de parâmetros

β = X′PIm(X) (Y). Observe que, como Y − PIm(X) (Y) é ortogonal a qual-

quer vetor na imagem de X, Y − PIm(X) (Y) está no espaço nulo de X, isto é,

Ker (X). Segue então que X′
(
Y − PIm(X) (Y)

)
= 0. Portanto, se pode escre-

ver que

β = X′PIm(X) (Y)

= X′PIm(X) (Y) +X′
(
Y − PIm(X) (Y)

)

= X′Y. (2.7)

Como Xβ̂ = PIm(X) (Y), pode-se também escrever que

β = X′Xβ̂. (2.8)

Assim, de (2.7) e (2.8) segue que

β = X′Xβ̂

= X′Y

β̂ =
(
X′X

)−1
X′Y,

conforme representado na Figura 7.

Segue da Proposição 7 que a estimativa do vetor de parâmetros β, que nos

dá o ajuste de quadrados mínimos, é

β̂ =
(
X′X

)−1
X′y,
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pois

Xβ̂ = X
(
X′X

)−1
X′y

= PIm(X)y.

O modelo ajustado fica então da forma

ŷ = β̂0 + β̂1x1 + β̂2x2 + · · ·+ β̂pxp .

2.2 Uma interpretação geométrica do coeficiente de determinação

Uma medida da qualidade do ajuste dado por ŷ = β̂0+β̂1x1+ · · ·+β̂pxp

é o coeficiente de determinação R2. Desta forma, seja SSR a Soma de Quadrados

da Regressão (Regression Sum of Squares), definida por SSR =
n∑

i=1
(ŷi − ȳ)2

e seja também SST a Soma de Quadrados Total (Total Sum of Squares), definida

por SST =
n∑

i=1
(yi − ȳ)2. Nestas condições, segundo Rencher et al. (2008), o

coeficiente de determinação é definido por:

R2 =
SSR

SST

=

n∑
i=1

(ŷi − ȳ)2

n∑
i=1

(yi − ȳ)2

=
β̂
′
X′y − n(ȳ)2

y′y − n(ȳ)2
.

Portanto, reescrevendo a igualdade anterior,
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R2 =
β̂
′
X′y − n(ȳ)2

y′y − n(ȳ)2

=

(
Xβ̂

)′
y − ‖ȳ‖2

‖y‖2 − ‖ȳ‖2

=

∥∥∥Xβ̂

∥∥∥ ‖y‖ cos θ − ‖ȳ‖2

‖y‖2 − ‖ȳ‖2

=

∥∥∥Xβ̂

∥∥∥
2
− ‖ȳ‖2

‖y‖2 − ‖ȳ‖2

=
‖ŷ‖2 − ‖ȳ‖2

‖y‖2 − ‖ȳ‖2

=
‖ŷ − ȳ‖2

‖y − ȳ‖2

=

(‖ŷ − ȳ‖
‖y − ȳ‖

)2

= (cosα)2

= cos2 (α) .

R2 admite uma interpretação geométrica conforme Figura 9.

Proposição 8. O vetor de médias dos dados ajustados é igual ao vetor de média

dos dados, isto é,

¯̂y = ȳ

Demonstração. Seja [1]n×n a matriz em que se tem o elemento aij = 1, ∀i, j ∈
{1, 2, ..., n}. Seja também P⊥

Im(X)y a componente do vetor y que pertence ao

espaço vetorial ortogonal a Im (X). Assim,

y = PIm(X)y + P⊥
Im(X)y.
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Figura 9 Interpretação geométrica do Coeficiente de Determinação

Queremos provar que
(
1
n
[1]n×n

)
y =

(
1
n
[1]n×n

)
Xβ̂. Portanto,

(
1

n
[1]n×n

)
y =

(
1

n
[1]n×n

)[
PIm(X)y + P⊥

Im(X)y
]

=

(
1

n
[1]n×n

)
PIm(X)y +

(
1

n
[1]n×n

)
P⊥

Im(X)y.

Note que, sendo a matriz identidade In×n um projetor ortogonal, então

P⊥
Im(X)y =

(
I− 1

n
[1]n×n

)
y. (2.9)

Multiplicando a Equação (2.9) por 1
n
[1]n×n tem-se

1

n
[1]n×n

(
P⊥

Im(X)y
)

=
1

n
[1]n×n

(
I− 1

n
[1]n×n

)
y
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=

[
1

n
[1]n×nI−

(
1

n
[1]n×n

)(
1

n
[1]n×n

)]
y

=

[
1

n
[1]n×n −

(
1

n
[1]n×n

)2
]
y

=

[
1

n
[1]n×n − 1

n
[1]n×n

]
y

= [0]n×ny

= [0]n×n ,

isto é, 1
n
[1]n×nP

⊥
Im(X)y = [0]n×n. Logo,

(
1

n
[1]n×n

)
PIm(X)y +

(
1

n
[1]n×n

)
P⊥

Im(X)y =

(
1

n
[1]n×n

)
PIm(X)y

+[0]n×n

=

(
1

n
[1]n×n

)
Xβ̂.

A subseção seguinte apresenta os resultados de SILVEIRA et al.(2012)

que aborda geometricamente uma identidade proposta por Fisher.
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2.3 A identidade de Fisher

Conforme dito inicialmente, os métodos fundamentais da experimentação

(análise de variância e métodos de regressão) foram desenvolvidos com o auxílio

da geometria. “Seu fundador, R. A. Fisher, era um astuto geômetra e obteve suas

inspirações pensando em figuras"(SAVILLE et al., 1991, p.4, tradução nossa). Tal

afirmação ressalta de forma clara a ligação entre geometria e estatística, presente

nos trabalhos de Fisher. Neste sentido, segue uma interpretação geométrica para a

Equação (2.10), identidade esta proposta por Fisher (SEARLE,1987).

(yijk − y...) = (yi.. − y...) +
(
y.j. − y...

)

+
(
yij. − yi.. − y.j. + y...

)
+

(
yijk − yij.

)
(2.10)

Tal identidade tem uma justificativa estatística razoável uma vez que os

termos estão relacionados com a diferença de médias das várias hipóteses possí-

veis como média dos tratamentos, média geral e médias dos efeitos de cada fator

individualmente. Mas tal fato por si só não justifica a identidade, pois certamente

Fisher procurou uma identidade que tivesse a propriedade de uma decomposição

em quadrados, como de fato ocorre, pois

∑

i,j,k

(yijk − ȳ...)
2 =

∑

i,j,k

[
(ȳi.. − ȳ...)

2 + (ȳ.j. − ȳ...)
2

+(ȳij. − ȳi.. − ȳ.j. + ȳ...)
2

+(yijk − ȳij.)
2
]

(2.11)
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Assim, seja o espaço vetorial Rn em que n é igual ao produto IJK, em

que I representa o fator, J o nível e K a repetição de cada tratamento. As res-

postas yijk serão ordenadas de tal forma que cada uma destas corresponda a uma

coordenada e, para tanto, será utilizada a ordem lexicográfica em relação a i, j, k.

Portanto, as respostas podem ser consideradas como um vetor ordenado

y = (y111, y112, ..., y11K , y121, y122, ..., y12K , ...

..., y1J1, ..., y1JK , y211, y212, ..., y21K , ..., yIJ1, ..., yIJK)′

Utilizando-se a notação usual de modelos lineares tem-se as somas e mé-

dias em relação aos vários índices, como por exemplo

y... =
∑

i

∑

j

∑

k

yijk ȳ... =
1

IJK

∑

i

∑

j

∑

k

yijk

yi.. =
∑

j

∑

k

yijk ȳi.. =
1

JK

∑

j

∑

k

yijk

De forma similar, se pode construir os vetores n-dimensionais relativos a

estas somas e médias, conforme abaixo:

y... = (y..., y..., ...., y..., y...)
′ ,

ȳ... = (ȳ..., ..., ȳ..., ...., ȳ..., ȳ...)
′ ,

y.jk = (y.11, y.12, y.13, ..., y.1K , y.21, y.22, y.23, .....y.2K , ..., y.J1, y.J2, ..., y.JK)′ .

Seja o subespaço vetorial Rn constituído pelos vetores que, para tratamen-

tos iguais, possuem coordenadas iguais. Tais vetores, representando respostas,

ocorreriam caso não houvesse aleatoriedade experimental, já que o vetor estaria
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perfeitamente ajustado a um dado modelo. Este subespaço será denotado espaço

dos tratamentos e será representado por

VT = {(a, a, ..., a︸ ︷︷ ︸
K

, b, b, ...b︸ ︷︷ ︸
K

, c, c, ...c︸ ︷︷ ︸
K

, ..., d, d, ..., d︸ ︷︷ ︸
K

)′, a, b, c, ..., d ∈ R},

onde se tem IJ sequências com respostas iguais. Claramente, Dim (VT ) = IJ .

De forma análoga, define-se o subespaço VF formado pelos vetores que possuem

coordenadas iguais para entradas com o mesmo índice i, isto é,

VF = {(a, a, ..., a︸ ︷︷ ︸
JK

, b, b, ..., b︸ ︷︷ ︸
JK

, c, c, ..., c︸ ︷︷ ︸
JK

, d, d, ..., d︸ ︷︷ ︸
JK

)′},

em que cada uma das sequências de letras iguais é de tamanho JK e se tem I

sequências. Observa-se que Dim (VF ) = I . Da mesma forma, o subespaço VG

é formado pelos vetores que possuem coordenadas iguais para entradas com o

mesmo índice j, ou seja,

VG = {(a, a, ..., a︸ ︷︷ ︸
K

, b, b, ..., b︸ ︷︷ ︸
K

, c, c, ..., c︸ ︷︷ ︸
K

, ..., d, d, ..., d︸ ︷︷ ︸
K︸ ︷︷ ︸

J

,

a, a, ..., a︸ ︷︷ ︸
K

, b, b, ..., b︸ ︷︷ ︸
K

, c, c, ..., c︸ ︷︷ ︸
K

, ..., d, d, ..., d︸ ︷︷ ︸
K︸ ︷︷ ︸

J

,

..., a, a, ..., a︸ ︷︷ ︸
K

, b, b, ..., b︸ ︷︷ ︸
K

, c, c, ..., c︸ ︷︷ ︸
K

, ..., d, d, ..., d︸ ︷︷ ︸
K︸ ︷︷ ︸

J

)′},

sendo que Dim (VG) = J . Nota-se que

VF ∩ VG = V0
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=
{
(a, a, a, ..., a)′ , a ∈ R

}
.

Denotando agora WF e WG como sendo subespaços de VF e VG respecti-

vamente, definidos pelos vetores ortogonais ao subespaço V0, tem-se então que

WF = {(a, a, ..., a, b, b, ...b, ..., c, c, ...c, d, d, ..., d)′},

onde JKa+ JKb+ · · ·+ JKc+ JKd = 0, e também

WG = {(a, a, ..., a, b, b, ...b, ..., c, c, ..., c, d, d, ..., d, a, a, ...

..., a, b, b, ...b, ..., c, c, ..., c, d, d, ..., d, ..., a, a, ..., a, b, b, ...

...b, ..., c, c, ..., c, d, d, ..., d)′},

sendo

Ka+Kb+ · · ·+Kc+Kd+

+Ka+Kb+ · · ·+Kc+Kd+

+ · · ·+Ka+Kb+ · · ·+Kc+Kd = IKa+ IKb+ · · ·+ IKc+ IKd

= 0.

Em termos vetoriais as equações (2.10) e (2.11) são expressas por

y − ȳ... = (ȳi.. − ȳ...) + (ȳ.j. − ȳ...) + [(ȳij. − ȳi..)− (ȳ.j. − ȳ...)] + (yijk − ȳij.)

(2.12)

e
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‖y − ȳ...‖2 = ‖(ȳi.. − ȳ...)‖2 + ‖(ȳ.j. − ȳ...)‖2 +

+‖[(ȳij. − ȳi..)− (ȳ.j. − ȳ...)]‖2 + ‖(yijk − ȳij.)‖2 (2.13)

A idéia para demonstrar (2.13) é mostrar que cada um dos quatro fatores

do segundo membro de (2.12) estão em subespaços mutuamente ortogonais. Será

usada a notação V⊥W para designar que V e W são subespaços mutuamente

ortogonais e V ⊥ para denotar o complementar ortogonal de V , que é o subespaço

formado pelos vetores ortogonais a todos os vetores do subespaço V .

Por inspeção direta é verificado que

V ⊥
T =

{
(x111, x112, ..., x11K , x121, x122, ..., x12K , ..., xIJ1, xIJ2, ..., xIJK)′

}
,

com
K∑
j=1

xij = 0.

Todos os quatro vetores da decomposição (2.12) têm média zero e portanto

são perpendiculares a V0. Tem-se então

ȳi.. − ȳ... ∈ WF ȳ.j. − ȳ... ∈ WG yijk − ȳij. ∈ V ⊥
T .

Proposição 9. Os subespaços WF e WG são mutuamente ortogonais, isto é,

WF⊥WG .

Demonstração. Fazendo o produto interno entre dois vetores com v ∈ WF e

u ∈ WG vem

v = (a, a, ..., a︸ ︷︷ ︸
JK

, b, b, ...b︸ ︷︷ ︸
JK

, ..., c, c, ...c︸ ︷︷ ︸
JK

, d, d, ..., d︸ ︷︷ ︸
JK

)′
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e

u = (α, α, ..., α︸ ︷︷ ︸
K

, β, β, ..., β︸ ︷︷ ︸
K

, ..., δ, δ, ..., δ︸ ︷︷ ︸
K

, λ, λ, ..., λ︸ ︷︷ ︸
K

,

α, α, ..., α︸ ︷︷ ︸
K

, β, β, ..., β︸ ︷︷ ︸
K

, ..., δ, δ, ..., δ︸ ︷︷ ︸
K

, λ, λ, ..., λ︸ ︷︷ ︸
K

, ...

..., α, α, ..., α︸ ︷︷ ︸
K

, β, β, ..., β︸ ︷︷ ︸
K

, ..., δ, δ, ..., δ︸ ︷︷ ︸
K

, λ, λ, ..., λ︸ ︷︷ ︸
K

)′,

com a+ b+ · · ·+ c+ d = 0 e α+ β + · · ·+ δ + λ = 0.

Portanto, efetuando o produto interno vem

v · u = Kaα+Kaβ + · · ·+Kaδ +Kaλ+Kbα+Kbβ + · · ·+Kbδ +

+Kbλ+ · · ·+Kcα+Kcβ + · · ·+Kcδ +Kcλ+Kdα+Kdβ +

+ · · ·+Kdδ +Kdλ

= Ka (α+ β + · · ·+ δ + λ) +Kb (α+ β + · · ·+ δ + λ) +

+ · · ·+Kc (α+ β + · · ·+ δ + λ) +Kd (α+ β + · · ·+ δ + λ)

= 0.

Resta portanto analisar em qual subespaço se encontra o vetor (ȳij. − ȳi..)−
(ȳ.j. − ȳ...). Observa-se que (ȳij. − ȳi..) ∈ V ⊥

F ∩VT e também (ȳ.j. − ȳ...) ∈ WG.

Mas como WG ⊂ V ⊥
F ∩ VT tem-se (ȳij. − ȳi..) ∈ V ⊥

F ∩ VT .

Como se pode expressar (ȳij. − ȳi..) − (ȳ.j. − ȳ...) como (ȳij. − ȳ.j.) −
(ȳi.. − ȳ...) temos que (ȳij. − ȳ.j.) ∈ V ⊥

G ∩ VT e (ȳi.. − ȳ...) ∈ WF . Mas WF ⊂
V ⊥
G ∩ VT . Logo, (ȳij. − ȳ.j.) ∈ V ⊥

G ∩ VT . Observa-se também que V ⊥
F ∩ VT ∩

V ⊥
G ∩ VT = (VF + VG)

⊥ ∩ VT .
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Fica então demonstrado que a soma (2.12) está associada à soma direta de

subespaços mutuamente ortogonais, ou seja,

WF ⊕WG ⊕ (VF ⊕ VG)
⊥ ∩ VT ⊕ V ⊥

T .

Abaixo, as Figuras 10 e 11 representam a decomposição do vetor de dados

em termos do vetor de erros e do subespaço dos tratamentos.

Figura 10 Projeção de y no subespaço de tratamentos

Figura 11 Decomposição de y em componentes ortogonais
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2.4 A identidade de David-Hartley-Pearson

No artigo clássico The distribution of the ratio, in a single normal sample,

of range to standard deviation (PEARSON et al., 1954), é apresentada a seguinte

fórmula em soma de quadrados

(n− 1) s2 =
1

2
(yj − yk)

2 +
n∑

i 6=j,k

(
yi − ȳ′

)2
+

2 (n− 2)

n

(
ȳ′ − ȳ′′

)2
, (2.14)

em que ȳ′ =

n∑

i 6=j,k

yi

n−2 e ȳ′′ =
yj+yk

2 .

Sem perda de generalidade, podemos supor j = 1 e k = 2. Desta forma,

a equação (2.14) fica

n∑

i=1

(yi − ȳ)2 =
1

2
(y1 − y2)

2 +
n∑

i 6=j,k

(
yi − ȳ′

)2
+

2 (n− 2)

n

(
ȳ′ − ȳ′′

)2
. (2.15)

Uma elaborada demonstração geométrica da equação (2.14) é apresentada

em Ferreira et al.(2012). Observe que uma demonstração algébrica é bastante

trabalhosa e também apresentada no apêndice do referido artigo. Será apresentada

então uma demonstração essencialmente visual desta fórmula, ilustrada na Figura

12.

Sendo

(
y1 − ȳ′′

)2
=

(
y1 −

(y1 + y2)

2

)2

=

(
y1 − y2

2

)2
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Figura 12 Vetores da decomposição da identidade de Pearson

e

(
y2 − ȳ′′

)2
=

(
y2 −

(y1 + y2)

2

)2

=

(
y2 − y1

2

)2

,

tem-se que
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(
y1 − ȳ′′

)2
+

(
y2 − ȳ′′

)2
=

(
y1 − y2

2

)2

+

(
y2 − y1

2

)2

=
(y1 − y2)

2

2
.

Substituindo a equação anterior em (2.15) tem-se

n∑

i=1

(yi − ȳ)2 =
2∑

i=1

(
yi − ȳ′′

)2
+

n∑

i 6=j,k

(
yi − ȳ′

)2
+

2 (n− 2)

n

(
ȳ′ − ȳ′′

)2
.

Definindo-se então os vetores y = (y1,y2, · · · ,yn), ȳ = (ȳ, ȳ, · · · , ȳ),
η = (ȳ′′, ȳ′′, y3, · · · , yn) e ξ = (ȳ′′, ȳ′′, ȳ′, · · · , ȳ′), segue então a identidade

y − ȳ = (y − η) + (η − ξ) + (ξ − ȳ).

Provando-se que os três vetores do segundo membro da equação anterior

são mutuamente ortogonais, tem-se que é válida a soma dos quadrados dos módu-

los, isto é,

‖y − ȳ‖2 = ‖y − η‖2 + ‖η − ξ‖2 + ‖ξ − ȳ‖2. (2.16)

Observe que

‖ξ − ȳ‖2 =
(
ȳ′′ − ȳ

)2
+

(
ȳ′′ − ȳ

)2
+

(
ȳ′ − ȳ

)2
+ · · ·+

(
ȳ′ − ȳ

)2
︸ ︷︷ ︸

n−2

= 2
(
ȳ′′ − ȳ

)2
+ (n− 2)

(
ȳ′ − ȳ

)2
.

Como

ȳ =
2
(
y1+y2

2

)
+ (n− 2)

(∑n
i=3 yi
n−2

)

n
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=
2ȳ′′ + (n− 2)ȳ′

n
,

então

2
(
ȳ′′ − ȳ

)2
+ (n− 2)

(
ȳ′ − ȳ

)2
= 2

[
ȳ′′ − 2ȳ′′ + (n− 2)ȳ′

n

]2

+(n− 2)

[
ȳ′ − 2ȳ′′ + (n− 2)ȳ′

n

]2

=
2

n2

(
nȳ′′ − 2ȳ′′ − (n− 2) ȳ′

)2

+
(n− 2)

n2

(
nȳ′ − 2ȳ′′ − (n− 2) ȳ′

)2

=
2

n2

(
nȳ′′ − 2ȳ′′ − nȳ′ + 2ȳ′

)2

+
(n− 2)

n2

(
−2ȳ′′ + 2ȳ′

)2

=
2

n2

(
(n− 2)

(
ȳ′′ − ȳ′

))2

+
n− 2

n2

(
2
(
ȳ′ − ȳ′′

))2

=

[
2

n2
(n− 2)2 + 4

n− 2

n2

] (
ȳ′ − ȳ′′

)2

=
2(n− 2)

n

(
ȳ′ − ȳ′′

)2
.

Segue então que a Equação (2.16) é o equivalente vetorial da identidade

de David-Hartley-Pearson (Equação (2.15)).
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3 ABORDAGEM GEOMÉTRICA À TEORIA DOS MODELOS DE GAUSS-

MARKOV

A equação matricial obtida pelo método dos quadrados mínimos (Equação

2.4) é um caso particular de um modelo de Gauss-Markov, definido em geral por

Yn×1 = Xn×pβp×1 + εn×1 com E (Yn×1) = Xn×pβp×1 e matriz de variâncias

e covariâncias dada por D (Yn×1) = Σ.

3.1 O modelo

Para um vetor aleatório Z, com matriz de variâncias e covariâncias D (Z) =

Σ, a variância total de Z é definida como o traço de Σ, tr (Σ). Em geral os livros

textos (RAO,2002;RENCHER et al.,2008) apresentam o importante resultado que

se segue, no caso particular de D (Yn×1) = σ2I:

Teorema 1. (Gauss-Markov) Se E (Yn×1) = Xn×pβp×1 e D (Yn×1) = σ2I,

então o estimador de quadrados mínimos β̂ é o estimador de menor variância

dentre todos os estimadores lineares não viesados.

Demonstração. Seja um estimador linear A (y) de β. Vamos buscar a matriz A

para a qual A (y) seja o estimador não viesado de menor variância de β. Para que

A (y) seja não viesado, temos que E [A (y)] = β. Assumindo que E [y] = Xβ,

vem

E [A (y)] = AE [y]

= AXβ

= β,



51

o que implica na condição de não viesamento AX = I, desde que AXβ = β,

∀β. A matriz de variâncias e covariâncias para o estimador A (y) é dada por

cov (A (y)) = A
(
σ2I

)
A′

= σ2AA′.

Temos que as variâncias dos β̂p estão na diagonal de σ2AA′ e se quer

escolher A (sujeito a AX = I) tal que os elementos da diagonal de AA′ sejam

minimizados.

De forma a relacionar Ay com β̂ = (X′X)−1
X′y, deve-se adicionar e

subtrair (X′X)−1
X′ para obter

AA′ =
[
A−

(
X′X

)−1
X′ +

(
X′X

)−1
X′

] [
A−

(
X′X

)−1
X′+

(
X′X

)−1
X′

]′
.

Sendo

AX = I

(AX)′ = I′

X′A′ = I

e
[
(X′X)−1

]′
= (X′X)−1 (pois (X′X)−1 é simétrica), tem-se

AA′ =
[
A−

(
X′X

)−1
X′ +

(
X′X

)−1
X′

]

[
A−

(
X′X

)−1
X′+

(
X′X

)−1
X′

]′

=
[(

A−
(
X′X

)−1
X′

)
+

((
X′X

)−1
X′

)]
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[(
A−

(
X′X

)−1
X′

)′
+
((

X′X
)−1

X′
)′
]

=
[
A−

(
X′X

)−1
X′

] [
A−

(
X′X

)−1
X′

]′

+
[
A−

(
X′X

)−1
X′

] [(
X′X

)−1
X′

]′

+
[(
X′X

)−1
X′

] [
A−

(
X′X

)−1
X′

]′

+
[(
X′X

)−1
X′

] [(
X′X

)−1
X′

]′

=
[
A−

(
X′X

)−1
X′

] [
A−

(
X′X

)−1
X′

]′

+A
[(
X′X

)−1
X′

]′
−

(
X′X

)−1
X′

[(
X′X

)−1
X′

]′

+
[(
X′X

)−1
X′

] [
A′ −X

[(
X′X

)−1
]′]

+
[(
X′X

)−1
X′

] [(
X′X

)−1
X′

]′

=
[
A−

(
X′X

)−1
X′

] [
A−

(
X′X

)−1
X′

]′

+AX
[(
X′X

)−1
]′
−

(
X′X

)−1
X′X

[(
X′X

)−1
]′

+
(
X′X

)−1
X′A′ −

(
X′X

)−1
X′X

[(
X′X

)−1
]′

+
(
X′X

)−1
X′X

[(
X′X

)−1
]′

=
[
A−

(
X′X

)−1
X′

] [
A−

(
X′X

)−1
X′

]′
+ I

(
X′X

)−1

−I
(
X′X

)−1
+

(
X′X

)−1
I

=
[
A−

(
X′X

)−1
X′

] [
A−

(
X′X

)−1
X′

]′
+

(
X′X

)−1
.

Logo, AA′ =
[
A− (X′X)−1

X′
] [

A− (X′X)−1
X′

]′
+ (X′X)−1.

A matriz
[
A− (X′X)−1

X′
] [

A− (X′X)−1
X′

]′
é positiva semidefinida

(Teorema 2.6d (RENCHER et al.,2008,p.27)), o que implica que os elementos

de sua diagonal são maiores ou iguais a 0 (Teorema 2.6a (ii) (RENCHER et

al.,2008,p.26)). Pode-se fazer estes elementos serem 0 caso A = (X′X)−1
X′ (ob-

serve que este valor de A também satisfaz a condição de não viesamento AX = I).
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O estimador de mínima variância de β resultante é

Ay =
(
X′X

)−1
X′y,

o qual é igual ao estimador de mínimos quadrados β̂.

Para se estabelecer o teorema de Gauss-Markov numa situação mais geral

em que D (Y) = Σ, com Σ sendo uma matriz não singular, um contexto geo-

métrico adequado é o de se utilizar um outro produto interno, distinto do produto

usual, e portanto um novo conceito de ortogonalidade.

A importância da ortogonalidade na Estatística ocorre pois este conceito

está intrinsecamente relacionado com o de correlação. Seja Y um vetor aleatório

n dimensional e x e z vetores fixos. As projeções ortogonais de Y em x e z são

dadas essencialmente pelos produtos internos 〈x,Y〉 = x′Y e 〈z,Y〉 = z′Y.

Uma questão natural é estudar a covariância entre estas duas variáveis aleatórias,

representada na Figura 13.
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Figura 13 Representação do vetor aleatório Y e as correlações (projeções) de x

e z

Proposição 10. A covariância entre os produtos internos 〈x,Y〉 e 〈z,Y〉 é dada

por

Cov [〈x,Y〉 , 〈z,Y〉] = 〈x,D(Y) z〉

= 〈x,Σz〉 ,

em que Σ é a matriz de variâncias e covariâncias de Y.

Demonstração. Sejam os vetores x e z. Então,

Cov
(
L′Y,M′Y

)
= E

{[
L′Y − E

(
L′Y

)] [
M′Y − E

(
M′Y

)]}

= E
{[

L′Y − L′E (Y)
] [
M′Y −M′E (Y)

]}
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= E
{
L′ [Y − E (Y)]M′ [Y − E (Y)]

}

= E
{
L′ [Y − E (Y)] [Y − E (Y)]′M

}

= L′E
{
[Y − E (Y)] [Y − E (Y)]′

}
M

= L′ΣM.

Logo,

Cov
(
L′Y,M′Y

)
= L′ΣM. (3.1)

Como Σ é uma matriz positiva definida, a expressão (3.1) define um novo

produto interno (x, z) = 〈x,Σz〉 = x′Σz. Desta forma, Cov [〈x,Y〉 , 〈z,Y〉] =
(x, z). Entretanto esta fórmula não é totalmente adequada por utilizar simultane-

amente dois produtos internos, uma vez que a projeção do vetor aleatório Y na

direção dos vetores x e z é dada pelo produto interno usual. Para se obter uma

fórmula para a correlação entre duas projeções em termos de um único produto in-

terno, este produto deve ser da forma 〈〈x, z〉〉 =
〈
x,Σ−1z

〉
. Este produto interno

define a chamada distância de Mahalanobis (RENCHER et al.,2008). Assim,

Cov [〈〈x,Y〉〉 , 〈〈z,Y〉〉] = Cov
[〈
x,Σ−1Y

〉
,
〈
z,Σ−1Y

〉]

=
〈
x,D

(
Σ−1Y

)
z
〉

=
〈
x,Σ−1D(Y)Σ−1z

〉

=
〈
x,Σ−1ΣΣ−1z

〉

=
〈
x,Σ−1z

〉

= 〈〈x, z〉〉 .
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Esse novo produto interno é interessante pois pode-se determinar direções

para as quais as projeções ortogonais (ortogonal em relação a este produto interno)

são não correlacionadas (Figura14).

Figura 14 Representação das projeções do vetor Y nas direções de x e z com
relação ao novo produto interno

Deseja-se agora obter projetores ortogonais em relação a este novo pro-

duto interno, isto é, matrizes A tais que A2 = A e 〈〈Ax, z〉〉 = 〈〈x,Az〉〉. Con-

siderando o modelo de Gauss-Markov Y = Xβ+ ε com D(y) = Σ, o estimador

de quadrados mínimos em relação ao novo produto interno é dado pela projeção

ortogonal de Y na Im (X).

Proposição 11.

PIm(X)Y = X
(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1Y.

Demonstração. Idempotência:
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X
(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1X

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1 = X

(
X′Σ−1X

)−1
IX′Σ−1

Ortogonalidade:

〈〈
y −X

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1y,Xβ

〉〉
=

〈
y −X

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1y ,

Σ−1Xβ
〉

=
〈
y,Σ−1Xβ

〉

−
〈
X
(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1y,

Σ−1Xβ
〉

=
〈
y,Σ−1Xβ

〉

−
〈
Σ−1Xβ,

X
(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1y

〉

=
〈
y,Σ−1Xβ

〉

−
〈
Σ−1y,

X
(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1Xβ

〉

=
〈
y,Σ−1Xβ

〉
−

〈
Σ−1y,Xβ

〉

=
〈
y,Σ−1Xβ

〉
−

〈
y,Σ−1Xβ

〉

= 0 , ∀β.

Vale destacar que, um operador linear ser simétrico em relação ao produto

interno 〈〈x, z〉〉 =
〈
x,Σ−1z

〉
implica em



58

〈〈Ax, z〉〉 = 〈〈x,Az〉〉
〈
Ax,Σ−1z

〉
=

〈
x,Σ−1Az

〉

〈
x,A′Σ−1z

〉
=

〈
x,Σ−1Az

〉

A′Σ−1 = Σ−1A

A = ΣA′Σ−1.

Proposição 12. O projetor
(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1 é simétrico em relação ao pro-

duto interno 〈〈·, ·〉〉.

Demonstração.

Σ
((

X′Σ−1X
)−1

X′Σ−1
)′
Σ−1 = ΣΣ−1X

(
X′Σ−1X

)−1
Σ−1

= X
(
X′Σ−1X

)−1
Σ−1

Antes de se enunciar o teorema de Gauss-Markov em um contexto de

maior generalidade, seja a seguinte proposição.

Proposição 13. Se Σ é a matriz de variâncias e covariâncias de um vetor aleató-

rio Y, então Σ é positiva semidefinida e AΣA′ também é positiva semidefinida

para qualquer matriz A.

Demonstração. A matriz
[
(Y − E [Y])n×1(Y − E [Y])′1×n

]
n×n

é positiva se-

midefinida pois

a′1×n

[
(Y − E [Y])n×1(Y − E [Y])′1×n

]
n×n

an×1 =
(
(Y − E [Y])′1×nan×1

)′
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(
(Y − E [Y])′1×nan×1

)

≥ 0.

Aplicando a esperança em ambos os membros da inequação anterior tem-

se

0 ≤ E
[
a′1×n

[
(Y − E [Y])n×1(Y − E [Y])′1×n

]
n×n

an×1

]

= a′1×nE
[
(Y − E [Y])n×1(Y − E [Y])′1×n

]
an×1

= a′1×nΣn×nan×1.

Logo, a′1×nΣn×nan×1 ≥ 0, o que implica que Σ é positiva semidefinida.

Tem-se então

a′1×n

(
An×nΣn×nA

′
n×n

)
an×1 =

(
a′1×nAn×n

)
Σn×n

(
A′

n×nan×1

)

=
(
a′1×nAn×n

)
Σn×n

(
a′1×nAn×n

)′

≥ 0,

pois Σ é positiva semidefinida. Logo, AΣA′ é positiva semidefinida.

O caso geral, denominado o teorema de Gauss-Markov para quadrados

mínimos generalizados, fica da seguinte forma(RENCHER et al.,2008):

Teorema 2. (Gauss-Markov).

Se E (Yn×1) = Xn×pβp×1 e D (Yn×1) = σ2Σ, então o estimador de

Gauss-Markov dado por β̃ =
(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1y é o estimador de menor
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variância total dentre todos os estimadores lineares não viesados.

Demonstração. De forma análoga ao Teorema 1

Seja A : Rn → R
p tal que β∗ = Ay seja um estimador não viesado, logo

β = E [β∗]

= E [Ay]

= AE [y]

= AXβ.

Sendo β desconhecido, a equação anterior tem que ser válida para todo β, ou seja,

AX = I. A variância total de β∗ é dada por

tr (D (β∗)) = tr (D (Ay))

= tr
(
AΣA′

)
.

Como

D
(
β̃
)

=
(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1ΣΣ−1X

(
X′Σ−1X

)−1

=
(
X′Σ−1X

)−1
,

e sendo a variância total igual ao traço da matriz de variâncias e covariâncias, é

necessário mostrar que

tr
(
X′Σ−1X

)−1 ≤ tr
(
AΣA′

)
, ∀A tal que AX=I.

Assim, desenvolvendo o produto AΣA′ tem-se
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AΣA′ =
[
A−

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1 +

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

]
Σ

[
A−

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1 +

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

]′

=
[(

A−
(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

)
+

((
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

)]
Σ

[(
A−

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

)′
+

((
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

)′
]

=
[(

A−
(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

)
+

((
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

)]

[
Σ
(
A−

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

)′
+Σ

((
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

)′
]

=
[
A−

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

] [
Σ
(
A−

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

)′
]

+
[
A−

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

] [
Σ
((

X′Σ−1X
)−1

X′Σ−1
)′
]

+
[(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

] [
Σ
(
A−

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

)′
]

+
[(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

] [
Σ
((

X′Σ−1X
)−1

X′Σ−1
)′
]

=
[
A−

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

] [
Σ
(
A−

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

)′
]

AΣ
((

X′Σ−1X
)−1

X′Σ−1
)′

−
(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1Σ

((
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

)′

+
(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1Σ

(
A′ −

(
Σ−1

)′(
X′

)′[(
X′Σ−1X

)−1
]′)

+
(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1Σ

(
Σ−1

)′(
X′

)′[(
X′Σ−1X

)−1
]′

=
[
A−

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

] [
Σ
(
A−

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

)′
]

+AΣ
(
Σ−1

)′
X
[(
X′Σ−1X

)−1
]′

−
(
X′Σ−1X

)−1
X′I

(
Σ−1

)′
X
[(
X′Σ−1X

)−1
]′
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+
(
X′Σ−1X

)−1
X′IA′

−
(
X′Σ−1X

)−1
X′I

(
Σ−1

)′
X
[(
X′Σ−1X

)−1
]′

+
(
X′Σ−1X

)−1
X′I

(
Σ−1

)′
X
[(
X′Σ−1X

)−1
]′

=
[
A−

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

] [
Σ
(
A−

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

)′
]

+AΣΣ−1X
(
X′Σ−1X

)−1 −

−
(
X′Σ−1X

)−1
X′IΣ−1X

(
X′Σ−1X

)−1

+
(
X′Σ−1X

)−1
X′A′

=
[
A−

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

] [
Σ
(
A−

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

)′
]

+AIX
(
X′Σ−1X

)−1 −
(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1X

(
X′Σ−1X

)−1

+
(
X′Σ−1X

)−1
AX

=
[
A−

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

] [
Σ
(
A−

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

)′
]

+
(
X′Σ−1X

)−1 −
(
X′Σ−1X

)−1
+

(
X′Σ−1X

)−1

=
[
A−

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

] [
Σ
(
A−

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

)′
]

+
(
X′Σ−1X

)−1

=
[
A−

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

]
Σ
[
A−

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

]′

+
(
X′Σ−1X

)−1

Como Σ é positiva definida, temos que

[
A−

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

]
Σ
[
A−

(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1

]′

também é positiva semidefinida e portanto possui traço maior ou igual a 0. Segue

então que

tr
(
AΣA′

)
≥ tr

((
X′Σ−1X

)−1
)
.
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As equações normais para o caso do produto interno 〈〈x,y〉〉 são

β∗ =
(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1y,

isto é,

Xβ∗ = X
(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1y .

3.2 A geometria do teorema de Gauss-Markov

A demonstração do teorema de Gauss-Markov é baseada totalmente em

fatos algébricos, e portanto não possui nenhum apelo intuitivo. Segue então uma

interpretação essencialmente geométrica que pretende justificar intuitivamente ao

leitor este importante resultado. Seja a Figura 15, representando as relações entre

os subespaços de parâmetros e subespaço do modelo.

Figura 15 Relação entre os subespaços de parâmetros e do modelo

Como PIm(X) = X(X′X)−1
X′, aplicando-se a equação anterior no vetor
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Y, e a matriz X′ em ambos os membros da equação tem-se

X′PIm(X)Y = X′X
(
X′X

)−1
X′Y

= X′Y. (3.2)

Conforme discutido anteriormente, β̂ = (X′X)−1
X′Y. Assim, relacionando-

se este fato com a equação 3.2 tem-se que β̂ = (X′X)−1
X′PIm(X) (Y).

Seja agora β̂
∗
= LY um outro estimador linear não viesado. Como

β = E [LY]

= LE [Y]

= LXβ

LX = I.

Agora, como analisar a dispersão do estimador β̂? No caso em que D(Y) =

σ2I, a dispersão do vetor aleatório pode ser representada como uma nuvem esfé-

rica centrada em algum ponto Xβ ∈ Im (X), conforme representado na Figura

16.

Figura 16 Esfera de variância

A projeção ortogonal desta nuvem fornece uma superfície esférica em
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Im (X). A imagem desta esfera por X′ dará origem, após a transformação (X′X)−1,

à nuvem de dispersão do estimador β̂.

Define-se então uma outra projeção em Im (X) dada por P̃Im(X)Y =

XLY. A Figura 17 compara essa nova projeção com a projeção ortogonal.

Figura 17 Comparação entre as projeções ortogonal e oblíqua

Claramente P̃ é uma projeção pois

P̃
(
P̃Y

)
= XL (XLY)

= X (LX)LY

= XLY

= P̃Y.

P̃ é uma projeção oblíqua (o projetor ortogonal é X(X′X)−1
X′). Note

que

LP̃Y = LXLY
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= LY.

Para se estudar a dispersão de β̂
∗

a idéia é a mesma. Toma-se a esfera que

representa a dispersão de Y, a qual é projetada em Im (X) pela projeção P̃. Como

P̃ é oblíqua a imagem da esfera será uma região na forma elíptica, e portanto uma

região maior que a obtida pela projeção ortogonal. Tal fato é razoável do ponto de

vista intuitivo pois a projeção ortogonal minimiza distâncias.

A dispersão de β̂
∗

pode ser vista como a imagem por L desta região elíp-

tica. Seja então a comparação da dispersão de β̂ e de β̂
∗
. Para tanto deve-se

observar que

L
(
X
(
X′X

)−1
X′

)
= LX

(
X′X

)−1
X′

=
(
X′X

)−1
X′,

o que significa que a transformação L restrita a Im (X) se comporta como a aplica-

ção (X′X)−1
X′ que é a que define o estimador de quadrados mínimos β̂. Portanto

a nuvem de dispersão de β̂ e de β̂
∗

são obtidas como imagem da mesma aplicação

(X′X)−1
X′.

Como a nuvem de dispersão de β̂ é obtida como imagem de uma esfera

que está “contida” na região elíptica, cuja imagem é a dispersão de β̂
∗
, segue que a

variância total de β̂
∗

é maior do que a de β̂. A Figura 18 representa estes conceitos.

Uma demonstração geométrica do teorema para o caso de quadrados gene-

ralizados segue de forma análoga à anterior substituindo-se a esfera como nuvem

de dispersão do vetor Y por uma região elíptica.
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Figura 18 Transformação das nuvens de variâncias do espaço Im (X) para o
espaço de parâmetros

3.3 Condições para a igualdade entre os estimadores de Gauss-Markov e

Mínimos Quadrados

Um estudo da interessante questão de quando o estimador de Gauss-Markov

é igual ao estimador de quadrados mínimos é apresentado em Kruskal(1968). Tal

fato é verdadeiro para o caso em que D (Y) = σ2I que é o resultado dado pelo

Teorema 1. No entanto, a igualdade entre estes dois estimadores é válida para uma

situação mais geral, conforme teorema que se segue (KRUSKAL, op. cit.).

Teorema 3. Para o modelo de Gauss-Markov Y = Xβ + ε com D (Y) = σ2Σ,

o estimador de Gauss-Markov é igual ao estimador de quadrados mínimos se, e

somente se, o subespaço imagem de X é invariante por Σ, isto é, Σ (Im (X)) =

Im (X).

Demonstração. Supondo a igualdade

β̂ =
(
X′X

)−1
X′Y

=
(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1Y
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= β̂∗,

tem-se que

Xβ̂ = X
(
X′X

)−1
X′Y

= P1
Im(X)Y,

e também

Xβ̂∗ = X
(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1Y

= P2
Im(X)Y,

em que P1
Im(X) é a projeção ortogonal de Y no subespaço Im (X) em relação

ao produto interno 〈·, ·〉 e P2
Im(X) a projeção ortogonal de Y em Im (X) com

relação ao produto 〈〈·, ·〉〉 =
〈
·,Σ−1·

〉
. Logo,

Ŷ = P1
Im(X)Y

= P2
Im(X)Y.

Como 〈y − ŷ, z〉 = 0, ∀z ∈ Im (X), e
〈〈

y−ŷ∗, z
〉〉

= 0, ∀z ∈
Im (X), então

〈
y−ŷ,Σ−1z

〉
= 0, ∀z ∈ Im (X), de onde segue que y−ŷ é

perpendicular a Im (X) e a Σ (Im (X)). Como y−ŷ é um vetor genérico em

Im(X)⊥, segue que Σ (Im (X)) = Im (X).

Suponha agora que Σ (Im (X)) = Im (X). Tem-se que 〈y−ŷ, z〉 = 0,

∀ z ∈ Im (X) e
〈〈

y−ŷ∗,w
〉〉

=
〈
y−ŷ∗,Σ−1w

〉
= 0, ∀w ∈ Im (X). Seja
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z um elemento genérico da Im (X) e w = Σz. Como

〈
y−ŷ∗,Σ−1w

〉
=

〈
y−ŷ∗,Σ−1Σz

〉

=
〈
y−ŷ∗, z

〉

= 0,

segue que ambos y−ŷ∗ e y−ŷ são elementos pertencentes a Im(X)⊥. Portanto,

ŷ = ŷ∗.

Como
(
X′Σ−1X

)−1
e (X′X)−1 são injetivas, vem

X
(
X′X

)−1
X′Y = 0

⇔ X′Y = 0

⇔ Y ∈ Im(X)⊥,

onde Im(X)⊥ é o subespaço perpendicular ao subespaço Im (X). Logo, Σ−1Y ∈
Ker (X′), o que implica que Σ−1Y ∈ Im(X)⊥. Portanto, fica provado que

Σ−1Y ∈ Im(X)⊥ se y ∈ Im(X)⊥

Σ−1
(
Im(X)⊥

)
⊂ Im(X)⊥.

Como Σ−1 é um isomorfismo, isto é, Σ−1
(
Im(X)⊥

)
= Im(X)⊥,

prova-se a seguir que Σ−1 (Im (X)) = Im (X).

Se as duas projeções são iguais, sendo ŷ o vetor projetado, então em rela-

ção aos dois produtos internos

〈y − ŷ, ŷ〉 = 0
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〈y, ŷ〉 = 〈ŷ, ŷ〉 ,

e também

〈〈y − ŷ, ŷ〉〉 = 0

〈
y − ŷ,Σ−1ŷ

〉
= 0

〈
y,Σ−1ŷ

〉
=

〈
ŷ,Σ−1ŷ

〉
.

Logo, tem-se que

〈
y, ŷ −Σ−1ŷ

〉
=

〈
ŷ, ŷ −Σ−1ŷ

〉
.

Portanto,
〈
y − ŷ, ŷ −Σ−1ŷ

〉
= 0, ∀y.

Esta relação é representada na Figura 19.

Figura 19 Relação dos vetores y e ŷ com o subespaço ortogonal a Im (X)

Observe que y pode ser qualquer vetor em ŷ + Im(X)⊥, isto é, qual-

quer vetor que se projete ortogonalmente em ŷ. Logo,
〈
y − ŷ, ŷ −Σ−1ŷ

〉
= 0

implica que ŷ −Σ−1ŷ ∈ Im (X). Como ŷ ∈ Im (X) ⇒ Σ−1ŷ ∈ Im (X) .
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Um exemplo clássico de matriz que caracteriza as condições de igualdade

dos estimadores de Gauss-Markov e quadrados mínimos é a matriz

Σ =




1 ρ ... ρ

ρ 1 ... ρ

... ... ... ...

ρ ρ ... 1



, ρ ∈ R. (3.3)

Proposição 14. A matriz Σ na Equação (3.3) atende às condições de igualdade

do Teorema 3.

Demonstração. Basta provar que a matriz Σ, aplicada em qualquer vetor da base

da matriz X, pode ser escrita como combinação linear dos próprios vetores da base

de X. Assim, seja a matriz

X =




x11 x21 ... xm1

x12 x22 ... xm2

... ... ... ...

x1n x2n xmn




n×m

.

Aplicando-se a matriz Σ em uma coluna genérica p de X se tem




1 ρ ... ρ

ρ 1 ... ρ

... ... ... ...

ρ ρ ... 1







xp1

xp2

...

xpn




=




xp1 + ρxp2 + ...+ ρxpn

ρxp1 + xp2 + ...+ ρxpn

...

ρxp1 + ρxp2 + ...+ xpn




n×1
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=




xp1 + ρ
n∑

i=1,i 6=1

xpi

xp2 + ρ
n∑

i=1,i 6=2

xpi

...

xpk + ρ
n∑

i=1,i 6=k

xpi

...

xpn + ρ
n∑

i=1,i 6=n

xpi



n×1

=




xp1 + ρ
n∑

i=1
xpi − ρxp1

xp2 + ρ
n∑

i=1
xpi − ρxp2

...

xpk + ρ
n∑

i=1
xpi − ρxpk

...

xpn + ρ
n∑

i=1
xpn − ρxpn



n×1

=




(1− ρ)xp1 + ρ
n∑

i=1
xpi

(1− ρ)xp2 + ρ
n∑

i=1
xpi

...

(1− ρ)xpk + ρ
n∑

i=1
xpi

...

(1− ρ)xpn + ρ
n∑

i=1
xpi



n×1
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= (1− ρ)




xp1

xp2

...

xpk

...

xpn




n×1

+ ρn




n∑

i=1
xpi

n
n∑

i=1
xpi

n

...
n∑

i=1
xpi

n

...
n∑

i=1
xpi

n



n×1

,

que é combinação linear das colunas de X.

Nas mesmas condições do Teorema 3, isto é, para o modelo de Gauss-

Markov Y = Xβ + ε com D (Y) = σ2I, o estimador não viesado usual para a

variância é dado por

σ̂2 =
1

dim
(
Im(X)⊥

)
∥∥Y − PIm(X) (Y)

∥∥2

=
1

n− p
〈y − ŷ,y − ŷ〉 = 1

n− p
(y − ŷ) · (y − ŷ)′.

Para o caso mais geral Y = Xβ + ε com D (Y) = σ2Σ o estimador é o

mesmo, mas com a norma definida pelo produto interno 〈〈·, ·〉〉, isto é,

σ̂∗
2

=
1

n− p

∥∥∥Y − ŷ∗
∥∥∥
2
=

1

n− p

〈〈
Y − ŷ∗,Y − ŷ∗

〉〉

=
1

n− p

(
Y − ŷ∗

)′
Σ−1

(
Y − ŷ∗

)
. (3.4)

Para se ver que este estimador é não viesado, tem-se o teorema seguinte
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(RENCHER et al.,2008).

Teorema 4. Seja Z um vetor aleatório com média µ e matriz de covariância

D (Z) = Σ. Seja também B uma matriz simétrica n × n. Nestas condições, a

esperança da forma quadrática Z′BZ é

E
[
Z′BZ

]
= tr (BΣ) + µ′Bµ.

Demonstração. Como Σ = E(ZZ′)−µµ′, então tem-se que E (ZZ′) = Σ+µµ′.

Sendo Z′BZ um escalar, então este equivale ao seu traço. Portanto,

E
[
Z′BZ

]
= E

[
tr

(
Z′BZ

)]

= E
[
tr

(
BZZ′

)]

= tr
[
E
(
BZZ′

)]

= tr
[
BE

(
ZZ′

)]

= tr
[
B

(
Σ+ µµ′

)]

= tr
[
BΣ+Bµµ′

]

= tr (BΣ) + tr
(
µ′Bµ

)

= tr (BΣ) + µ′Bµ.

Aplicando-se o Teorema 4 ao estimador da variância (3.4) tem-se:

Primeiramente, vamos obter a matriz do produto interno 〈〈·, ·〉〉.

〈〈
y − ŷ∗,y − ŷ∗

〉〉
=

(
y − ŷ∗

)′
Σ−1

(
y − ŷ∗

)
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= y′(I−A)′Σ−1 (I−A)y.

Logo, a matriz é (I−A)′Σ−1 (I−A), em que A é a projeção ortogonal

em relação ao novo produto interno.

Como A = ΣA′Σ−1 e tr (BZ) = tr (ZB), temos então que

E
[
σ̂∗

2
]

=
1

n− p
E

[(
Y − ŷ∗

)′
Σ−1

(
Y − ŷ∗

)]

=
1

n− p

[
tr

(
σ2Σ(I−A)′Σ−1 (I−A)

)
+

(
E
[
Y − ŷ∗

])
Σ−1

(
E
[
Y − ŷ∗

])′
]

=
1

n− p
σ2tr

(
Σ(I−A)′Σ−1 (I−A)

)
+ 0

=
1

n− p
σ2tr

(
ΣΣ−1 −ΣA′Σ−1 −ΣΣ−1A+ΣA′Σ−1A

)

=
1

n− p
σ2tr (I−A−A+AA)

=
1

n− p
σ2tr (I−A−A+A)

=
1

n− p
σ2tr (I−A)

=
1

n− p
σ2 (n− p) = σ2.

Conforme visto anteriormente a condição necessária e suficiente para que

os modelos Y = Xβ + ε, D (Y) = σ2I e Y = Xβ + ε, D (Y) = σ2Σ definam

estimadores de quadrados mínimos e de Gauss-Markov sejam iguais, é natural

então perguntar sob quais condições, além de ŷ = ŷ∗, também se tenha σ̂2 = σ̂∗
2
.

Tal questão é respondida com o seguinte teorema:

Teorema 5. As igualdades ŷ = ŷ∗ e σ̂2 = σ̂∗
2

ocorrem simultaneamente, se e

somente se, Σ (Im (X)) = Im (X) e Σ (v) = v, ∀v ∈ Im(X)⊥.
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Demonstração.

Sendo ŷ = ŷ∗ e σ̂2 = σ̂∗
2

então

1

n − p
〈y − ŷ,y − ŷ〉 =

1

n− p

〈〈
Y − ŷ∗,Y − ŷ∗

〉〉

=
1

n− p

〈
Y − ŷ,Σ−1 (Y − ŷ)

〉
.

Como Y − ŷ é um vetor genérico de Im(X)⊥ tem-se que

〈v,v〉 =
〈
v,Σ−1v

〉

= 〈〈v,v〉〉 , ∀v ∈ Im(X)⊥.

Utilizando a identidade de polarização para v,w ∈ Im(X)⊥ tem-se

4 〈v,w〉 = 〈v +w,v +w〉 − 〈v −w,v −w〉

e

4 〈〈v,w〉〉 = 〈〈v +w,v +w〉〉 − 〈〈v −w,v −w〉〉 .

Logo,

〈v,w〉 = 〈〈v,w〉〉

=
〈
v,Σ−1w

〉
, ∀v,w ∈ Im(X)⊥,

e portanto, w = Σ−1w.

Seja então v = Σ−1v, ∀v ∈ Im(X)⊥. Assim,
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〈y − ŷ,y − ŷ〉 =
〈
y − ŷ,Σ−1 (y − ŷ)

〉

= 〈〈y − ŷ,y − ŷ〉〉 .

Portanto, 〈〈
y−ŷ∗,y−ŷ∗

〉〉
⇒ σ̂2 = σ̂∗

2

As duas próximas subseções (3.4 e 3.5) descrevem como os delineamentos

inteiramente casualizados e blocos casualizados podem ser interpretados geome-

tricamente. Os conceitos destas subseções são baseados nas idéias apresentadas

em Adão(2011).

3.4 Interpretação geométrica de um delineamento inteiramente casualizado

Dentre os vários tipos de delineamentos experimentais, um dos mais sim-

ples é o Delineamento Inteiramente Casualizado (DIC), utilizados quando as con-

dições experimentais são homogêneas, isto é, não há necessidade de se organizar

as parcelas experimentais em blocos.

O modelo matemático referente a um delineamento inteiramente casuali-

zado é definido por

yij = µ+ti + eij, (3.5)

sendo:
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• i = i-ésimo tratamento, i = 1, 2, · · · , I;

• j = j-ésima repetição, j = 1, 2, · · · , J;

• yij = valor da parcela do tratamento i na repetição j;

• µ = média da população;

• ti = efeito do tratamento i;

• eij = efeito na parcela dos fatores não controlados (erro);

Matricialmente tem-se




y11

...

y1J

y21

...

y2J

...

...

yI1

...

yIJ



IJ×1

=




1 1 0 ... 0

... ... ... ... ...

1 1 0 ... 0

1 0 1 ... 0

... ... ... ... ...

1 0 1 ... 0

1 0 0 ... 0

... ... ... ... ...

... ... ... ... ...

1 0 0 ... 0

1 0 0 ... 1

... ... ... ... ...

1 0 0 ... 1



IJ×(I+1)




µ

t1

t2

...

...

tI




(I+1)×1

+




e11

...

e1J

e21

...

e2J

...

...

eI1

...

eIJ



IJ×(1)

.

Claramente, a matriz do delineamento, não é de posto completo, já que a

primeira coluna desta pode ser escrita como a soma das demais. Assim, a menos

da primeira coluna, que está diretamente relacionada com a média da população,
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a matriz X seria de posto completo. Portanto, reescrevendo a Equação 3.5 tem-

se yij − µ = ti + eij, que no formato do modelo de Gauss-Markov fica y =

Xβ + ε onde, nesta situação, diz-se que y foi corrigido para a média. A partir de

então, a matriz do modelo X passa a ter posto completo, isto é, suas colunas são

linearmente independentes, e portanto, a matriz X′X passa a ser invertível, o que

implica que o projetor ortogonal do vetor de dados no subespaço Ω do modelo é

determinado por X(X′X)−1
X′.

Para se determinar se existe ou não diferença significativa entre os trata-

mentos, faz-se necessária a análise de variância do experimento, a qual pode ser

representada pela Tabela 1, adaptada de Kronka et al.(2006), em que Ti é a soma

de todas as parcelas de um tratamento i, isto é, Ti =
J∑

j=1
yij .

Tabela 1 Esquema da análise de variância para experimentos no delineamento
inteiramente casualizado.

Fonte de Variação GL SQ QM Fc

Tratamentos I− 1 1
J

I∑
i=1

T2
i
− C S.Q.Tratamentos

I−1
Q.M.Tratamentos

Q.M.Residuo

Resíduo I (J− 1) Diferença S.Q.Residuo
I(J−1) −

Total IJ− 1
I∑

i=1

J∑
j=1

y2ij − C − −

O valor C, denominado Correção, que aparece nas equações da soma de

quadrados dos tratamentos (S.Q. Tratamentos) e na soma de quadrados total (S.Q.

Total) da Tabela 1, é definido por

C =

(
I∑

i=1

J∑
j=1

yij

)2

IJ

=
G2

IJ
,
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em que G =
I∑

i=1

J∑
j=1

yij é a soma de todas as parcelas do experimento.

Seja então o vetor y, de dimensão n × 1, em que cada uma de suas co-

ordenadas representa o valor de uma parcela do experimento realizado. Note que

n = IJ. Pela Proposição 3, temos que cada coordenada do vetor ȳ, projeção de y

na direção do vetor 1, é a média de todas as observações, isto é,

ȳ =




I∑
i=1

J∑
j=1

yij

n
, ...,

I∑
i=1

J∑
j=1

yij

n




=

(
G

n
, ...,

G

n

)

=

(
G

IJ
, ...,

G

IJ

)
.

Aplicando-se a Definição 2 na equação anterior tem-se que

‖ȳ‖2 =
G2

n2
+ · · ·+ G2

n2

= n

(
G2

n2

)

=
G2

n

=
G2

IJ

= C.

Conclui-se portanto que o valor C da correção, necessário para determina-

ção do quadro de análise de variância, é o quadrado da norma do vetor de médias.

Como ȳ é projeção ortogonal do vetor y, os vetores ȳ, y e y− ȳ formam

um triângulo retângulo, conforme se pode observar na Figura 20, e pelo teorema
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de Pitágoras tem-se

‖y‖2 = ‖ȳ‖2 + ‖y − ȳ‖2

‖y − ȳ‖2 = ‖y‖2 − ‖ȳ‖2. (3.6)

Desenvolvendo a equação 3.6 implica em

‖y − ȳ‖2 = ‖y‖2 − ‖ȳ‖2

= ‖y‖2 − C

= y · y − C

=
I∑

i=1

J∑

j=1

y2ij − C

= S.Q.Total.

O vetor de médias dos tratamentos, denominado ŷ, é um vetor onde as

coordenadas referentes a um mesmo tratamento têm o mesmo valor, sendo este

valor a média de cada tratamento, isto é,

ŷ =




J elementos︷ ︸︸ ︷
T1

J
, · · · , T1

J
,

J elementos︷ ︸︸ ︷
T2

J
, · · · , T2

J
, · · · ,

J elementos︷ ︸︸ ︷
TI

J
, · · · , TI

J


 .

Como o vetor ŷ somente estaria na direção do vetor 1 caso todos os tra-

tamentos tivessem o mesmo efeito médio, existe uma diferença (ou afastamento)

entre os vetores ŷ e ȳ. Novamente, como a projeção ortogonal do vetor ŷ na di-

reção do vetor 1 resulta no vetor ȳ (conforme Proposição 8), tem-se um triângulo

retângulo formado pelos vetores ŷ, ȳ e ŷ− ȳ. Portanto, calculando-se o quadrado
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Figura 20 Interpretação geométrica das somas de quadrados da tabela de análise
de variância

da norma do vetor ŷ − ȳ pelo teorema de Pitágoras vem

‖ŷ‖2 = ‖ȳ‖2 + ‖ŷ − ȳ‖2

‖ŷ − ȳ‖2 = ‖ŷ‖2 − ‖ȳ‖2

= ‖ŷ‖2 − C

= ŷ · ŷ − C

=

J elementos︷ ︸︸ ︷(
T1

J

)2

+ · · ·+
(
T1

J

)2

+

J elementos︷ ︸︸ ︷(
T2

J

)2

+ · · ·+
(
T2

J

)2

+

+ · · ·+

J elementos︷ ︸︸ ︷(
TI

J

)2

+ · · ·+
(
TI

J

)2

−C

= J

(
T1

J

)2

+ J

(
T2

J

)2

+ · · ·+ J

(
TI

J

)2

− C
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= J
T1

2

J2
+ J

T2
2

J2
+ · · ·+ J

TI
2

J2
− C

=
T1

2

J
+

T2
2

J
+ · · ·+ TI

2

J
− C

=
1

J

I∑

i=1

Ti
2 − C

= S.Q.Tratamentos.

Caso não houvesse o erro experimental, as parcelas referentes a um mesmo

tratamento teriam todas o mesmo valor, o qual seria a média do efeito de tal trata-

mento. Entretanto, devido aos fatores do acaso, o vetor resposta que deveria per-

tencer ao subespaço do modelo de delineamento (Ω) se afasta deste, formando um

triângulo retângulo com hipotenusa igual a y − ȳ e catetos ŷ − ȳ e y − ŷ, con-

forme figura 20. Assim, pelo teorema de Pitágoras, é possível calcular ‖y − ŷ‖2

da seguinte maneira:

‖y − ȳ‖2 = ‖ŷ − ȳ‖2 + ‖y − ŷ‖2

‖y − ŷ‖2 = ‖y − ȳ‖2 − ‖ŷ − ȳ‖2

= S.Q.Total− S.Q.Tratamentos,

ou seja, S.Q.Resíduos é calculada pela diferença entre S.Q.Total e S.Q. Tratamen-

tos, conforme indicado na Tabela 1.

A partir de agora, a matriz X será sempre tratada no contexto corrigido

para a média. Seja então a matriz X de um Delineamento Inteiramente Casuali-

zado, com I tratamentos, isto é, Dim (Im (X)) = I. Ao se projetar ortogonal-

mente um vetor de observações y, de um espaço de dimensão IJ no subespaço

Im (X), obtendo assim o vetor PIm(X)y = ŷ, tem-se que a dimensão do subes-
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paço que contém o vetor
(
y − PIm(X)y

)
é a diferença (IJ− I)= I (J− 1). Por-

tanto, analisando a Tabela 1 e a Figura 20, fica claro que a dimensão do subespaço

ao qual pertence o vetor (y − ŷ), cujo quadrado da norma é a S.Q.Resíduo, é o

grau de liberdade de sua respectiva soma de quadrados (S.Q.). De forma análoga,

tem-se que a dimensão do subespaço ao qual pertence o vetor (y − ȳ) é IJ− 1,

que é o Grau de Liberdade (G.L) da S.Q.Total. Assim, procedendo com raciocínio

análogo, a dimensão do subespaço que contém o vetor (ŷ − ȳ) é (I− 1), isto é, o

grau de liberdade dos tratamentos. Em suma, o grau de liberdade pode ser inter-

pretado como a dimensão do subespaço ao qual o vetor, cujo quadrado da norma é

uma soma de quadrados, pertence.

Com a definição dos graus de liberdade e das somas de quadrados, os

quadrados médios (Q.M) podem então ser determinados dividindo-se cada soma

de quadrados por seu respectivo grau de liberdade.

Antes de se analisar o teste F, seguem duas proposições (ADÃO, 2011).

Proposição 15. Seja Y um vetor normal com E [Y] = µ e Var [Y] = Σ. Seja

também W um subespaço vetorial m-dimensional, consistindo de autovetores de

Σ relativos a um autovalor ξ e ortogonal ao vetor de médias µ. Então,
‖PWY‖2

ξ

tem distribuição qui-quadrado com m graus de liberdade.

Demonstração. Seja {w1, · · · , wm} uma base ortonormal para W. Tem-se que

PWY = (w1.Y)w1 + · · · + (wm.Y)wm, E [wi.Y] = wiµ = 0 e Var [wi.Y] =

w′
iΣwi = ξ. Portanto, wi.Y são variáveis normais independentes de média 0

e variância ξ. Segue então que ‖PWY‖2

ξ
= (w1.Y)2+···(wm.Y)2

ξ
tem distribuição

qui-quadrado com m graus de liberdade.

Proposição 16. Seja Y um vetor normal com E [Y] = µ e Var [Y] = Σ. Se

W1 e W2 são subespaços de W de dimensões d1 e d2 consistindo de autovetores
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de um mesmo autovalor ξ e ortogonais entre si, então
‖PW1

Y‖2

d1

/
‖PW2

Y‖2

d2
segue

distribuição F com d1 e d2 graus de liberdade.

Demonstração. Sendo W1 e W2 subespaços ortogonais, então PW1Y e PW2Y

são vetores aleatórios independentes. Também, conforme Proposição 15, os veto-

res
‖PW1

Y‖2

ξ
e
‖PW2

Y‖2

ξ
têm distribuição qui-quadrado com graus de liberdade,

respectivamente, d1 e d2, o que implica que possuem quociente com distribuição

F.

Assim sendo, pela Proposição 15, temos que o Q.M. Tratamentos e o Q.M.

Resíduo seguem ambos distribuição qui-quadrado com graus de liberdade (I− 1)

e I (J− 1) respectivamente.

Portanto, pela Proposição 16, tem-se que Q.M.Tratamentos
Q.M.Residuo tem distribuição

F, permitindo assim a realização do teste F para se detectar diferença entre as

médias dos tratamentos.

Segue então um exemplo, com dados adaptados de Banzatto et al.(2006).

Na Tabela 2, constam valores referentes a um DIC em que as parcelas

representam a produtividade de três variedades de mandioca. Portanto, a matriz

corrigida do modelo é

X′ =




1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1


 .

O vetor y de dados é representado por

y′ =
[
38, 9 25, 4 20, 3 25, 7 38, 7 43, 2

41, 7 39, 0 47, 8 47, 8 44, 7 50, 5
]
.
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Conforme Proposição 6, tem-se que a matriz que projeta o vetor y no

subespaço gerado pelo vetor unitário 1, determinando assim o vetor ȳ, é a matriz

Ay =
1

12




1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1




y

=
[
38.64167 38.64167 · · · 38.64167

]
1×12

′

= ȳ.

Tabela 2 Produtividade dos cultivares de mandioca, em t/ha.

REPETIÇÕES

TRATAMENTOS 1 2 3 4 TOTAIS

A-IAC 5 38,9 25,4 20,3 25,7 110,3

B-IRACEMA 38,7 43,2 41,7 39,0 162,6

C-MANTIQUEIRA 47,8 47,8 44,7 50,5 190,8

463,7
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Utilizando-se da Proposição 7, o projetor ortogonal do vetor y no subes-

paço Im (X) é dado por

PIm(X) = X
(
X′X

)−1
X′

=




1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0 0 0 0 0

1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0 0 0 0 0

1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0 0 0 0 0

1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0

0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0

0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0

0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4

0 0 0 0 0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4

0 0 0 0 0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4

0 0 0 0 0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4




.

Aplicando-se o projetor X(X′X)−1
X′ no vetor y tem-se
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X
(
X′X

)−1
X′y =




27.575

27.575

27.575

27.575

40.650

40.650

40.650

40.650

47.700

47.700

47.700

47.700




= ŷ.

Portanto, com os vetores y, ŷ e ȳ determinados, deve-se calcular os qua-

drados das normas dos vetores diferenças destes, isto é, ‖y − ȳ‖2, ‖ŷ − ȳ‖2 e
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‖y − ŷ‖2. Logo,

y − ȳ =




38, 9

25, 4

20, 3

25, 7

38, 7

43, 2

41, 7

39, 0

47, 8

47, 8

44, 7

50, 5




−




38.64167

38.64167

38.64167

38.64167

38.64167

38.64167

38.64167

38.64167

38.64167

38.64167

38.64167

38.64167




=




0.258333

−13.241666

−18.341666

−12.941666

0.058333

4.558333

3.058333

0.358333

9.158333

9.158333

6.058333

11.858333



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‖y − ȳ‖2 = (0.258333)2 + (−13.241666)2 + · · ·+ (11.858333)2

= 1054.649

= S.Q.Total.

Determinando a soma de quadrados de tratamentos vem

ŷ − ȳ =




27.575

27.575

27.575

27.575

40.650

40.650

40.650

40.650

47.700

47.700

47.700

47.700




−




38.64167

38.64167

38.64167

38.64167

38.64167

38.64167

38.64167

38.64167

38.64167

38.64167

38.64167

38.64167



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=




−11.066667

−11.066667

−11.066667

−11.066667

2.008333

2.008333

2.008333

2.008333

9.058333

9.058333

9.058333

9.058333




‖ŷ − ȳ‖2 = (−11.066667)2 + (−11.066667)2 + · · ·+ (9.058333)2

= 834.23

= S.Q.Tratamentos.
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Finalmente, determinando a soma de quadrados do resíduo se tem

y − ŷ =




38, 9

25, 4

20, 3

25, 7

38, 7

43, 2

41, 7

39, 0

47, 8

47, 8

44, 7

50, 5




−




27.575

27.575

27.575

27.575

40.650

40.650

40.650

40.650

47.700

47.700

47.700

47.700




=




11.325

−2.175

−7.275

−1.875

−1.950

2.550

1.050

−1.650

0.100

0.100

−3.00

2.800




‖y − ŷ‖2 = (11.325)2 + (−2.175)2 + · · ·+ (2.800)2
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= 220.4175

= S.Q.Residuo.

Observa-se que a matriz X tem posto igual a 4, isto é, Dim (Im (X)) = 4,

enquanto que o espaço que contém o vetor y tem dimensão 12. Sendo o número

de tratamentos igual a 3 e o número de repetições igual a 4, os graus de liberdade

dos espaços são:

G.L.Total = IJ− 1 = 12− 1 = 11.

G.L.T tatamentos = I− 1 = 3− 1 = 2.

G.L.Residuo = IJ− I = 12− 3 = 9.

A Figura 21 é o resultado da análise de variância realizada com o auxílio

do software Sisvar. Conforme se observa, os valores calculados conferem com os

valores apresentados no quadro de análise de variância.

Figura 21 Quadro de Análise de Variância dos dados do exemplo DIC
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3.5 Interpretação geométrica de um delineamento em blocos casualizado

Um dos mais utilizado dentre todos os tipos de delineamentos, tendo a ca-

racterística de ser aplicado quando não há homogeneidade das condições experi-

mentais, o delineamento em blocos casualizados se caracteriza por controlar local-

mente fontes de variações, criando assim ambientes homogêneos (blocos), sendo

que em cada um destes blocos estão presentes todos os tratamentos(BANZATTO

et al.,2006).

Define-se o modelo de delineamento em blocos casualizados por

yij = µ+ ti + bj + eij, (3.7)

sendo:

i = i-ésimo tratamento, i = 1, 2, · · · , I;
j = j-ésimo bloco, j = 1, 2, · · · , J;

yij = valor da parcela do tratamento i no bloco j;

µ = média da população;

ti = efeito do tratamento i;

bj = efeito do bloco j;

eij = efeito na parcela dos fatores não controlados (erro);

Representando o modelo em forma matricial, tem-se:
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


y11

y12

...

y1J

y21

y22

...

y2J

...

...

yI1

yI2

...

yIJ




IJ×1

=




1 1 0 ... ... 0 1 0 ... ... 0

1 1 0 ... ... 0 0 1 ... ... 0

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

1 1 0 ... ... 0 0 0 ... ... 1

1 0 1 ... ... 0 1 0 ... ... 0

1 0 1 ... ... 0 0 1 ... ... 0

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

1 0 1 ... ... 0 0 0 ... ... 1

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

1 0 0 ... ... 1 1 0 ... ... 0

1 0 0 ... ... 1 0 1 ... ... 0

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

1 0 0 ... ... 1 0 0 ... ... 1




IJ×(I+J+1)
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


µ

t1

t2

...

tI

b1

b2

...

bJ



(I+J+1)×1

+




e11

e12

...

e1J

e21

e22

...

e2J

...

...

eI1

eI2

...

eIJ




IJ×1

.

Logo, pode-se escrever que y = Xβ+ ε, isto é, o delineamento em blocos casua-

lizados pode ser representado nos termos do modelo de Gauss-Markov.

De forma análoga ao DIC, observa-se que a matriz do delineamento não é

de posto completo, já que se tem a primeira coluna (referente ao efeito da média

µ) como sendo uma combinação linear das próximas I colunas. Portanto, rees-

crevendo a Equação 3.7 tem-se yij − µ = ti + bj + eij. O problema é que,

diferentemente do delineamento inteiramente casualizado, neste caso o fato de se

corrigir os dados para a média não implica em uma matriz de delineamento com

posto coluna completo, já que na matriz X corrigida para a média, as I primeiras

colunas são combinação linear das J últimas colunas. Entretanto, a matriz X, a

menos da primeira coluna, pode ser seccionada em duas matrizes de posto coluna

completo, uma referente aos tratamentos e outra referente aos blocos. Seja então
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Xb a matriz de blocos, e Xt a matriz de tratamentos, isto é,

Xt =




1 0 ... ... 0

1 0 ... ... 0

... ... ... ... ...

1 0 ... ... 0

0 1 ... ... 0

0 1 ... ... 0

... ... ... ... ...

0 1 ... ... 0

... ... ... ... ...

... ... ... ... ...

0 0 ... ... 1

0 0 ... ... 1

... ... ... ... ...

0 0 ... ... 1




e Xb =




1 0 ... ... 0

0 1 ... ... 0

... ... ... ... ...

0 0 ... ... 1

1 0 ... ... 0

0 1 ... ... 0

... ... ... ... ...

0 0 ... ... 1

... ... ... ... ...

... ... ... ... ...

1 0 ... ... 0

0 1 ... ... 0

... ... ... ... ...

0 0 ... ... 1




.(3.8)

Pode-se agora observar que tanto Xt quanto Xb são matrizes de posto

coluna completo.

O procedimento de se particionar a matriz X, de posto coluna incompleto,

em matrizes com posto coluna completo se faz necessário para que seja possível

trabalhar matrizes invertíveis e, assim, se determinar projetores da forma

K
(
K′K

)−1
K′,

onde K é uma das matrizes seccionadas da matriz X.

O posto da matriz Xt é I, já que cada coluna desta matriz está associ-

ada a um tratamento, enquanto que o posto da matriz Xb é J, sendo que cada
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coluna desta está relacionada a um bloco. Assim, as dimensões dos subespaços

gerados pelas matrizes Xt e Xb são, respectivamentes, Dim (Im (Xt)) = I e

Dim (Im (Xb)) = J.

Como exemplificação, considere um DBC com 3 tratamentos e 4 blocos,

isto é, I = 3 e J = 4. Note que o vetor de dados observados tem dimensão 12 = IJ.

Neste contexto, as matrizes Xt e Xb são, respectivamente, as seguintes:




1 0 0

1 0 0

1 0 0

1 0 0

0 1 0

0 1 0

0 1 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

0 0 1

0 0 1




e




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




.

Um vetor qualquer que pertença ao subespaço dos tratamentos tem a se-

guinte forma:

y′
t =

[
a a a a b b b b c c c c

]
, a, b, c, d ∈ R,

enquanto que um vetor do subespaço dos blocos tem a forma como se segue:

y′
b =

[
a b c d a b c d a b c d

]
, a, b, c, d ∈ R.
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Uma observação bastante relevante é que o vetor de médias ȳ pertence à

intersecção dos subespaços de tratamento e de blocos.

Seja então a Tabela 3, adaptada de Kronka et al.(2006), a qual esquematiza

a decomposição das variâncias de um Delineamento em Blocos Casualizados.

Tabela 3 Esquema da análise de variância para experimentos no delineamento
em blocos casualizado.

Fonte de Variação GL SQ QM Fc

Tratamentos I − 1 1
J

I∑

i=1
T2

i − C
S.Q.Tratamentos

I−1
Q.M.Tratamentos

Q.M.Residuo

Blocos J − 1 1
I

J∑

j=1
B2

j − C
S.Q.Blocos

J−1
Q.M.Blocos
Q.M.Residuo

Resíduo (I − 1) (J − 1) Diferença S.Q.Residuo
(I−1)(J−1)

−

Total IJ − 1
I∑

i=1

J∑

j=1
y2
ij − C − −

Primeiramente, comparando a Tabela 3 com as matrizes Xb e Xt em (3.8),

observa-se que o grau de liberdade dos tratamentos é exatamente o posto da matriz

de tratamentos menos um, bem como o grau de liberdade de blocos é determinado

subtraindo-se uma unidade do posto da matriz de blocos. Já o G.L. total é ob-

tido subtraindo-se uma unidade do valor da dimensão do espaço dos dados, isto

é, IJ− 1. O grau de liberdade restante, ou seja, G.L. do resíduo, é obtido por

diferença, isto é,

G.L.Resß́duo = G.L.Total−G.L.Tratamentos−G.L.Blocos

= (IJ− 1)− (I− 1)− (J− 1)

= IJ− 1− I + 1− J + 1

= IJ− I− J + 1

= (I− 1) (J− 1) .

Assim como demonstrado no delineamento inteiramente casualizado, o
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valor da correção é dado por

C =

(
I∑

i=1

J∑
j=1

yij

)2

IJ

=
G2

IJ

= ‖ȳ‖2,

em que ȳ é o vetor em que todas as coordenadas são iguais e têm o valor da média

aritmética das coordenadas do vetor y, isto é, a média de todas as parcelas do

experimento.

Fazendo um comparativo com o modelo de Delineamento Inteiramente

Casualizado, no DBC o espaço onde é projetado o vetor de observações não mais

é denominado de espaço dos tratamentos, já que este novo espaço é composto por

um subespaço referente aos tratamentos e a um outro subespaço referente aos blo-

cos. Assim, adicionalmente à análise feita no DIC, agora se tem os vetores ŷb e ŷt,

respectivamente projeção do vetor y nos subespaços de blocos e de tratamentos,

onde tais vetores são representados por

ŷt =




J elementos︷ ︸︸ ︷
T1

J
, · · · , T1

J︸ ︷︷ ︸
1o conjunto

,

J elementos︷ ︸︸ ︷
T2

J
, · · · , T2

J︸ ︷︷ ︸
2o conjunto

, · · · ,

J elementos︷ ︸︸ ︷
TI

J
, · · · , TI

J︸ ︷︷ ︸
I−ésimo conjunto




e

ŷb =




J elementos︷ ︸︸ ︷
B1

I
, · · · , BJ

I︸ ︷︷ ︸
1o conjunto

,

J elementos︷ ︸︸ ︷
B1

I
, · · · , BJ

I︸ ︷︷ ︸
2o conjunto

, · · · ,

J elementos︷ ︸︸ ︷
B1

I
, · · · , BJ

I︸ ︷︷ ︸
I−ésimo conjunto


 .

Calculando a norma de cada um destes vetores, segue que
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‖ŷb‖2 = ŷ′
bŷb

=

(
B1

I

)2

+ · · ·+
(
BJ

I

)2

+

(
B1

I

)2

+ · · ·+
(
BJ

I

)2

+ · · ·+
(
B1

I

)2

+ · · ·+
(
BJ

I

)2

= I

(
B1

I

)2

+ I

(
B2

I

)2

+ · · ·+ I

(
BJ

I

)2

= I

(
B1

2

I2
+

B2
2

I2
+ · · ·+ BJ

2

I2

)

= I


 1

I2

J∑

j=1

BJ
2




=
1

I

J∑

j=1

BJ
2,

e

‖ŷt‖2 =

(
T1

J

)2

+ · · ·+
(
T1

J

)2

+

(
T2

J

)2

+ · · ·+
(
T2

J

)2

+ · · ·+
(
TI

J

)2

+ · · ·+
(
TI

J

)2

= J

(
T1

J

)2

+ J

(
T2

J

)2

+ · · ·+ J

(
TI

J

)2

= J

(
T1

2

J2
+

T2
2

J2
+ · · ·+ TI

2

J2

)

= J

(
1

J2

I∑

i=1

TI
2

)

=
1

J

I∑

i=1

TI
2.

Sendo ortogonal a projeção do vetor de blocos no subespaço de médias,
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tem-se um triângulo retângulo em que a hipotenusa é o próprio vetor de blocos.

Logo,

‖ŷb‖2 = ‖ȳ‖2 + ‖ŷb − ȳ‖2. (3.9)

Reescrevendo a Equação 3.9 e aplicando os valores das normas (calcula-

dos anteriormente), tem-se que

‖ŷb − ȳ‖2 = ‖ŷb‖2 − ‖ȳ‖2

=
1

I

J∑

j=1

BJ
2 − C

= S.Q.Blocos.

De forma semelhante, projetando-se ortogonalmente o vetor de tratamen-

tos no subespaço das médias, um triângulo retângulo é formado, sendo hipotenusa

o vetor de tratamentos. Portanto,

‖ŷt‖2 = ‖ȳ‖2 + ‖ŷt − ȳ‖2, (3.10)

podendo-se rearranjar a Equação 3.10 e aplicar, simultaneamente, as normas cal-

culadas anteriormente para se concluir que

‖ŷt − ȳ‖2 = ‖ŷt‖2 − ‖ȳ‖2

=
1

J

I∑

i=1

TI
2 − C

= S.Q.Tratamentos.
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A S.Q.Total é encontrada, em termos vetoriais, de forma estritamente aná-

loga à apresentada no modelo de Delineamento Inteiramente Casualizado. Assim

sendo, pode-se definir que

‖y − ȳ‖2 = ‖y‖2 − ‖ȳ‖2

= ‖y‖2 − C

= y · y − C

=

I∑

i=1

J∑

j=1

y2ij − C

= S.Q.Total.

Sobre a S.Q.Resíduo, esta também é obtida por diferença. Entretanto,

surge um termo a mais quando comparado com o DIC, já que um novo subespaço

(blocos) foi definido no processo. Assim, a soma de quadrados dos resíduos é

calculada por

S.Q.Resß́duo = S.Q.Total− (S.Q.Tratamentos + S.Q.Blocos)

= S.Q.Total− S.Q.Tratamentos− S.Q.Blocos.

Neste ponto, com os graus de liberdade definidos e as somas de quadrados

determinadas, para se determinar os quadrados médios (Q.M) basta dividir cada

Soma de Quadrado pelo seu respectivo grau de liberdade, assim como apresentado

na Tabela 3.

Um fato, cuja demonstração será omitida, é que a projeção ortogonal do

vetor de dados no subespaço das médias equivale à projeção do vetor de blocos

(que por si só já é a projeção do vetor de dados no subespaço dos blocos) no su-
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bespaço das médias. A importância desta afirmação é que tem-se assim formado

um triângulo retângulo em que o teorema de Pitágoras pode ser aplicado da se-

guinte forma:

‖y − ȳ‖2 = ‖y − ŷb‖2 + ‖ŷb − ȳ‖2.

Note que é possível manipular a equação anterior de forma a se isolar o

termo ‖ŷb − ȳ‖2, que representa a S.Q.Blocos, sem para tanto utilizar a correção

C (norma do vetor de médias). Fazendo análise similar para Tratamentos, tem-se

que

‖y − ȳ‖2 = ‖y − ŷt‖2 + ‖ŷt − ȳ‖2,

que também pode ser manipulada para se encontrar a S.Q.Tratamentos sem a uti-

lização da correção C.

De forma análoga à análise feita no delineamento inteiramente casuali-

zado, utiliza-se das Proposições 15 e 16 para demonstrar que Q.M.Tratamentos
Q.M.Residuo se-

gue distribuição F, bem como Q.M.Blocos
Q.M.Residuo também o segue, o que permite a utili-

zação de tal distribuição para testes de hipótese quanto à significância de igualdade

das médias, tanto para tratamentos quanto para blocos.

Geometricamente, uma figura que representa as condições e situações até

então descritas para o Delineamento em Blocos Casualizado é bastante similar

àquela representada na Figura (20). Entretanto, uma diferença crucial é que o su-

bespaço do modelo (Ω) no DBC é composto por dois outros subespaços ortogonais

entre si, que são os subespaços de tratamento e de bloco. Presente na intersecção

destes dois últimos está o subespaço gerado pelo vetor unitário, sendo que o ve-

tor de médias µ está presente neste. Note que a S.Q.T. continua sendo calculada

da mesma forma tanto no DBC quanto no DIC, bem como a ortogonalidade do
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vetor de erros com o subespaço Ω. Ocorre porém que o vetor proveniente da di-

ferença ‖ŷ − ȳ‖2 pode ser decomposto em duas componentes ortogonais: uma

pertencente ao subespaço dos tratamentos e outra pertencente ao subespaço dos

blocos, sendo que o vetor ȳ pertence à intersecção destes dois últimos. A Figura

22 representa as relações descritas anteriormente.

Figura 22 Interpretação geométrica de um delineamento em blocos casualizado
(DIC)

Seja então um exemplo, com dados adaptados de Banzatto et al.(2006).

Na Tabela 4 estão relacionados os pesos, em gramas, de frutos de macieira

num experimento realizado para se testar 3 tratamentos que são: A - 12,5 ppm do

produto Promalin, B - 50,0 ppm do produto Promalin e C - Testemunha (0 ppm).
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Tabela 4 Pesos médios dos frutos da macieira, em gramas.

BLOCOS

TRATAMENTOS 1 2 3 4 TOTAIS

A-12,5 ppm 142,4 144,8 145,2 138,9 571,3

B-50,0 ppm 140,7 134,1 136,1 144,1 555,0

C-TESTEMUNHA 153,5 165,0 151,8 150,2 620,5

TOTAIS 436,6 443,9 433,1 433,2 1746,8

Para este exemplo, em que se tem I=3 tratamentos e J=4 blocos, as matri-

zes dos subespaços de Tratamento e Blocos são, respectivamente,

Xt =




1 0 0

1 0 0

1 0 0

1 0 0

0 1 0

0 1 0

0 1 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

0 0 1

0 0 1




e Xb=




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




.

O vetor y de dados é representado por

y′ =
[
142, 4 144, 8 145, 2 138, 9 140, 7 134, 1
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136, 1 144, 1 153, 5 165, 0 151, 8 150, 2
]
.

Pela Proposição 6, o vetor de médias ȳ pode ser encontrado por

ȳ = Ay

=
1

12




1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1




y

=
[
145.566 145.566 · · · 145.566

]
1×12

′
.

Antes de se encontrar os vetores ŷt e ŷb, é necessário determinar as ma-

trizes de projeção em cada um dos subespaços de Tratamentos e de Blocos. Para

tanto, faz-se o emprego da Proposição 7, isto é, PIm(Xb)y = Xb(X
′
bXb)

−1
X′

by
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e PIm(Xt)y = Xt(X
′
tXt)

−1
X′

ty. Portanto,

Xt

(
X′

tXt

)−1
X′

t =




1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0 0 0 0 0

1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0 0 0 0 0

1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0 0 0 0 0

1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0

0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0

0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0

0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4

0 0 0 0 0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4

0 0 0 0 0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4

0 0 0 0 0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4



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e

Xb

(
X′

bXb

)−1
X′

b =




1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3 0 0 0

0 1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3 0 0

0 0 1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3 0

0 0 0 1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3

1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3 0 0 0

0 1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3 0 0

0 0 1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3 0

0 0 0 1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3

1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3 0 0 0

0 1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3 0 0

0 0 1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3 0

0 0 0 1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3




.

Ao se aplicar estes dois projetores no vetor de dados y, ficam determinados os



110

vetores ŷt e ŷb, isto é,

ŷt=




1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0 0 0 0 0

1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0 0 0 0 0

1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0 0 0 0 0

1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0

0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0

0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0

0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4

0 0 0 0 0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4

0 0 0 0 0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4

0 0 0 0 0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4







142, 4

144, 8

145, 2

138, 9

140, 7

134, 1

136, 1

144, 1

153, 5

165, 0

151, 8

150, 2




e

ŷb =




1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3 0 0 0

0 1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3 0 0

0 0 1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3 0

0 0 0 1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3

1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3 0 0 0

0 1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3 0 0

0 0 1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3 0

0 0 0 1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3

1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3 0 0 0

0 1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3 0 0

0 0 1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3 0

0 0 0 1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3







142, 4

144, 8

145, 2

138, 9

140, 7

134, 1

136, 1

144, 1

153, 5

165, 0

151, 8

150, 2




.
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Portanto,

ŷt =




142, 825

142, 825

142, 825

142, 825

138, 750

138, 750

138, 750

138, 750

155, 125

155, 125

155, 125

155, 125




e ŷb =




145, 5333

147, 9667

144, 3667

144, 400

145, 5333

147, 9667

144, 3667

144, 400

145, 5333

147, 9667

144, 3667

144, 400




.

Assim, com os vetores y, ȳ, ŷt e ŷb encontrados, as somas de quadrados

podem ser determinadas conforme descrito anteriormente, isto é,

S.Q.Total = ‖y − ȳ‖2

= (y − ȳ)′ (y − ȳ)

= (142, 4− 145, 566)2 + (144, 8− 145, 566)2 + · · ·

+(150, 2− 145, 566)2

= 803, 04667.

S.Q.Blocos = (ŷb − ȳ)′ (ŷb − ȳ)
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= (145, 5333− 145, 566)2 + (147, 9667− 145, 566)2 + · · ·

+(144, 4− 145, 566)2

= 25, 686666.

S.Q.Tratamentos = (ŷt − ȳ)′ (ŷt − ȳ)

= (142, 825− 145, 566)2 + (142.825− 145, 566)2 + · · ·

+(155, 125− 145, 566)2

= 581, 38166.

S.Q.Residuo = S.Q.Total− S.Q.Blocos− S.Q.Tratamento

= 803, 04667− 25, 686666− 581, 38166

= 195, 9783.

Conforme se pode observar na tabela da Figura 23, estes valores de soma

de quadrados conferem com os valores executados no software Sisvar.

3.6 A teoria de Gauss-Markov na presença de dados faltantes

Suponha Y um vetor aleatório em R
n, e suponha sem perda de genera-

lidade que as primeiras m coordenadas de Y sejam observáveis, e as restantes

n −m sejam não observáveis ou faltantes. Usando a notação Y = Y1 + Y2

em que Y1 é a parte observável e Y2 a não observável, considere o modelo

Y = Xβ + ε que considera todos os dados (observáveis ou não), X : Rp 7→ R
n.
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Figura 23 Quadro de Análise de Variância dos dados do exemplo DBC

Neste item Im (X) será denotada por Ω. Desta forma tem-se a relação

R
n = R

m ⊕ R
n−m

Considere também Ω1 = PRm (Ω) e Ω2 = PRn−m (Ω). Observe que, em geral,

Ω 6= Ω1 + Ω2. O que se tem é que Ω ⊂ Ω1 + Ω2. Vamos considerar a seguinte

hipótese: dim (Ω) = dim (Ω1). Estatisticamente, tal fato significa que o número

de parâmetros do modelo, mesmo com a ocorrência de dados faltantes, não se

altera.

PRm : Ω 7→ Ω1 é linear e sobrejetiva. Como dim (Ω) = dim (Ω1) então

a projeção também é injetiva, isto é, ker (PRm) restrito à Ω é o subespaço nulo.

Logo, se v1 + v2 ∈ Ω e v1 + v′
2 ∈ Ω então

(v1 + v2)−
(
v1 + v′

2

)
∈ ker (PRm)

v2 − v′
2 = 0

v2 = v′
2,
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isto é, para cada vetor v1 em Ω1 existe um único vetor v2 em Ω2 tal que v1 +

v2 ∈ Ω, e portanto o kernel da projeção pertence à Ω. Pode-se então definir

uma transformação linear A : Rn 7→ R
n tal que A (v1) = v2 e A (x) = 0 se

x ∈ Ω⊥
1 . Seja a transformação linear I :Ω1 7→ R

n, inclusão, isto é, I (v1) − v1,

v1 ∈ Ω1. Desta forma, pode-se escrever, utilizando um certo abuso de notação,

que Ω = (I+A) Ω1.

Se µ é o vetor de médias geral do experimento, o estimador de Gauss-

Markov de µ é µ̂ = PΩ (Y). Como as m últimas componentes de Y são dados

faltantes, não é possível se obter µ̂. A estratégia então é obter o estimador de

Gauss-Markov para os dados observados utilizando o sub-modelo dado por Ω1,

isto é, µ̂1 = PΩ

(
Y1

)
. Sendo µ1 = E

[
Y1

]
, para µ̂1 existe um único µ̂2 dado por

µ̂2 = A
(
µ̂1

)
. Toma-se agora como estimador de µ̂ o vetor obtido por

µ̂ = PΩ

(
Y1 + µ̂2

)
(3.11)

A representação destes vetores e suas projeções nos subespaços discutidos

consta na Figura 24.Justifica-se que o processo de imputação de dados é razoável

quando m for bem menor do que n .
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Figura 24 Projeções para dados faltantes

Proposição 17. O processo de imputação de dados proposto por Kruskall(1961)

diminui a soma de quadrado dos erros.

Demonstração. O estimador da variância é dado por 1
m−dim(Ω1)

∥∥Y1 − µ̂1
∥∥2. Note

que µ̂1 + µ̂2 ∈ Ω. Imputando-se o valor µ̂2 obtém-se os dados com imputa-
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ção Y1 + µ̂2. Logo,

∥∥∥∥∥∥∥

(
Y1 + µ̂2

)
︸ ︷︷ ︸

dados com imputacão

−
(
µ̂2 + µ̂1

)
︸ ︷︷ ︸

∈ Ω

∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥Y1 − µ̂1
∥∥. Como

PΩ

(
Y1 + µ̂2

)
é o ponto mais próximo de

(
Y1 + µ̂2

)
em Ω, então qualquer ponto

que pertença à Ω e que seja diferente de µ̂ terá uma distância maior até o vetor
(
Y1 + µ̂2

)
. Assim sendo, µ̂1 + µ̂2 ∈ Ω e é diferente de µ̂, o que implica em

∥∥(Y1 + µ̂2
)
− PΩ

(
Y1 + µ̂1

)∥∥ ≤
∥∥Y1 − µ̂1

∥∥ .

Como exemplo para aplicação de dados faltantes, seja um delineamento

inteiramente casualizado (DIC) com 3 tratamentos e 4 repetições yij = µ+τi+εij ,

com i = {1, 2, 3} e j = {1, 2, 3, 4}. yij é a observação referente ao i-ésimo trata-

mento e à j-ésima repetição. O vetor observado é representado de forma genérica

como

y = (y11, y12, ..., y14, y21, ..., y24, y31, ..., y34)
′ .

Vamos supor então que a última observação tenha sido perdida, isto é,

tem-se apenas o vetor

y1 = (y11, y12, ..., y14, y21, ..., y24, y31, ..., y33, 0)
′ .

Neste caso,temos:

Ω =
{
(a, a, a, a, b, b, b, b, c, c, c, c)′ , a, b, c ∈ R

}
,

Ω1 =
{
(a, a, a, a, b, b, b, b, c, c, c, 0)′ , a, b, c ∈ R

}
,
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e

Ω2 =
{
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, d)′ , d ∈ R

}
.

Define-se então a função natural A :Ω1 7→ Ω2, em que

A
(
(a, a, a, a, b, b, b, b, c, c, c, 0)′

)
= (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, c)′ .

Definindo ȳ1· =
y11+···+y14

4 , ȳ2· =
y21+···+y24

4 e ȳ′3 =
y31+···+y33

3 , se tem

PΩ1

(
y1

)
=




4︷ ︸︸ ︷
ȳ1·, ..., ȳ1·,

4︷ ︸︸ ︷
ȳ2·, ..., ȳ2·,

3︷ ︸︸ ︷
ȳ′3, ..., ȳ

′
3, 0




′

= µ̂1.

A
(
µ̂1

)
= (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, ȳ′3)

′ = µ̂2

Logo, o novo vetor de dados em que é levado em conta o dado faltante é

y∗ = µ̂2 + y1

= (0, 0, ..., 0, ȳ3·)
′ + (y11, ..., y14, y21, ..., y24, y31, ..., y33, 0)

′

=
(
y11, ..., y14, y21, ..., y24, y31, ..., y33, ȳ

′
3

)′
.

Portanto, PΩy
∗ =




4︷ ︸︸ ︷
ȳ1·, ..., ȳ1·,

4︷ ︸︸ ︷
ȳ2·, ..., ȳ2·,

4︷ ︸︸ ︷
α, ..., α




′

= µ̂, em que

α =
y31 + y32 + y33 +

y31+y32+y33
3

4

=
3(y31+y32+y33)+(y31+y32+y33)

3

4
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=
y31 + y32 + y33

3
.

Em termos matriciais, o exemplo anterior é tratado da seguinte maneira:

Os subespaços são imagens das transformações lineares

X =




1 0 0

1 0 0

1 0 0

1 0 0

0 1 0

0 1 0

0 1 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

0 0 1

0 0 1




e X1 =




1 0 0

1 0 0

1 0 0

1 0 0

0 1 0

0 1 0

0 1 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

0 0 1

0 0 0




.

Note que a matriz X2 pode ser determinada por X2 = X−X1.

O projetor que fornece µ̂1 é X1(X
′
1X1)

−1
X′

1. Aplicando-se este proje-
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tor no vetor de dados Y1 tem-se então




1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0 0 0 0 0

1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0 0 0 0 0

1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0 0 0 0 0

1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0

0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0

0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0

0 0 0 0 1
4

1
4

1
4

1
4 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1
3

1
3

1
3 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1
3

1
3

1
3 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1
3

1
3

1
3 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0







y11

y12

y13

y14

y21

y22

y23

y24

y31

y32

y33

0




=




ȳ1·

ȳ1·

ȳ1·

ȳ1·

ȳ2·

ȳ2·

ȳ2·

ȳ2·

ȳ′3

ȳ′3

ȳ′3

0




= µ̂1.

A transformação linear A que leva o vetor µ̂1 em Ω2, A
(
µ̂1

)
= µ̂2, é
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


0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
3

1
3

1
3







ȳ1·

ȳ1·

ȳ1·

ȳ1·

ȳ2·

ȳ2·

ȳ2·

ȳ2·

ȳ′3

ȳ′3

ȳ′3

0




=




0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

ȳ′3




= µ̂2.
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Portanto, os dados com a imputação são da forma

µ̂2 +Y1 =




0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

ȳ′3




+




y11

y12

y13

y14

y21

y22

y23

y24

y31

y32

y33

0




=




y11

y12

y13

y14

y21

y22

y23

y24

y31

y32

y33

ȳ′3




,

onde ȳ′3 =
y31+···+y33

3 .

Conforme se pode visualizar na Figura 24, µ̂2 +Y1 /∈ Ω e portanto

PΩ

(
µ̂2 +Y1

)
= X

(
X′X

)−1
X′

(
µ̂2 +Y1

)

= µ̂.

3.7 A teoria de Gauss-Markov na presença de dados adicionais

Suponha que se tenha o modelo de Gauss-Markov Y1= Xβ + ε, com

Y1 ∈ R
n. Suponha também que novas observações Y2 ∈ R

m sejam obtidas. A

questão é como estes dados extras podem ser incorporados ao processo de estima-

ção. Seja Y = Y1 +Y2 o vetor de dados completo em R
n+m. Quer se estender
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o modelo Ω1 = Im (X) em R
n para Ω em R

n+m. Novamente a hipótese central

é que o número de parâmetros não é alterado, isto é, dim (Ω1) = dim (Ω). Desta

forma, para cada vetor v1 ∈ Ω1 existe um único vetor v2 tal que v1+v2 ∈ Ω. De-

nominando Ω2 como o conjunto destes vetores, fica definida a transformação linear

A : Rn 7→ R
n+m da forma A (v1)=v2 se v1 ∈ Ω1 e A (ω)= 0 se ω ∈ Ω1

⊥.

A idéia para se estimar µ é projetar ortogonalmente o vetor de dados com-

pletos Y = Y1 +Y2 no subespaço Ω e depois projetar novamente no subespaço

Ω1 do modelo original Xµ̂ = PΩ1PΩ

(
Y1 +Y2

)
.

Segue na Figura 25 a representação geométrica das considerações descri-

tas anteriormente.

Figura 25 Projeções para dados extras
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De forma similar ao caso de dados faltantes, seja um delineamento intei-

ramente casualizado (DIC) com três tratamentos e 4 repetições, sendo o modelo

yij = µ+τi+εij , com i = {1, 2, 3} e j = {1, 2, 3, 4}. yij é a observação referente

ao i-ésimo tratamento e à j-ésima repetição.

y1 = (y11, ..., y14, y21, ..., y24, y31, ..., y34)
′ .

Suponha então que se tenha uma observação a mais, referente ao terceiro

tratamento. Considerando agora os vetores em R
12 ⊕ R

1 = R
13 tem-se

y1 = (y11, ..., y14, y21, ..., y24, y31, ..., y34, 0)
′ ,

y2 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, y35)
′ ,

y = y1 + y2 = (y11, ..., y14, y21, ..., y24, y31, ..., y34, y35)
′ ,

e os subespaços

Ω1 =
{
(a, a, a, a, b, b, b, b, c, c, c, c, 0)′

}

e

Ω =
{
(a, a, a, a, b, b, b, b, c, c, c, c, c)′

}
.

Portanto, a projeção em Ω é dada por

PΩy =
{
(ȳ1·, ȳ1·, ȳ1·, ȳ1·, ȳ2·, ȳ2·, ȳ2·, ȳ2·, ȳ

∗
3·, ȳ

∗
3·, ȳ

∗
3·, ȳ

∗
3·, ȳ

∗
3·)

′} ,

sendo ȳ1· =

4∑

i=1
y1i

4 , ȳ2· =

4∑

i=1
y2i

4 e ȳ∗
3· =

5∑

i=1
y3i

5 .
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Finalmente, o vetor µ é determinado por

µ = PΩ1 (PΩy) =
{
(ȳ1·, ȳ1·, ȳ1·, ȳ1·, ȳ2·, ȳ2·, ȳ2·, ȳ2·, ȳ

∗
3·, ȳ

∗
3·, ȳ

∗
3·, ȳ

∗
3·, 0)

′} .
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4 CONCLUSÃO

A demonstração da identidade de Fisher e da identidade de David-Hartley-

Pearson, utilizando conceitos geométricos, se apresenta de forma mais concisa e

com aparente potencial didático.

O emprego de conceitos geométricos para a imputação de dados, no caso

de dados faltantes é intuitiva, justificando os procedimentos usualmente adotados,

como o uso de médias. De forma análoga, o uso da teoria para dados adicionais

possui as mesmas qualidades.

A interpretação geométrica do Teorema de Gauss-Markov apresentada

pode ser uma ferramenta útil na compreensão de seu resultado.

A utilização de construções geométricas como subespaços vetoriais, pro-

jeções e transformações lineares é uma forma natural de se abordar conceitos es-

tatísticos.
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APÊNDICE

Determinação do estimador de quadrados mínimos, β̂, utilizando cálculo di-

ferencial

Algebricamente, seja L (β) = ‖Y −Xβ‖2. Então,

L (β) = ‖Y −Xβ‖2

= (Y −Xβ)′ (Y −Xβ)

=
(
Y′−β′X′

)
(Y −Xβ)

= Y′Y −Y′Xβ − β′X′Y + β′X′Xβ.

Claramente se pode observar que Y′Xβ é um número e, portanto, Y′Xβ =

(Y′Xβ)′. Assim, segue que

L (β) = Y′Y − 2β′X′Y + β′X′Xβ

d

dβ
L (β) = −2X′Y + 2X′Xβ.

Igualando-se a derivada a 0 segue que

−2X′Y + 2X′Xβ̂ = 0

⇒ X′Xβ̂ = X′Y

(
X′X

)−1
X′Xβ̂ =

(
X′X

)−1
X′Y
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β̂ = (X′X)−1
X′Y . (4.1)

Determinação do estimador de Gauss-Markov, β̂∗, utilizando cálculo diferen-

cial

Seja Y = (y1, ..., yn)
′, β = (β1, ..., βp)

′, D(Y) = Σn×n e Xn×p. Como

f (X) = A +X′B +X′CX ⇒ ∂f
∂X

= (B+ 2CX)′ = B′ + 2X′C′ e g (X) =

AX ⇒ ∂g
∂X

= A′ tem-se que

〈〈(Y −Xβ) , (Y −Xβ)〉〉 =
〈
Y −Xβ,Σ−1 (Y −Xβ)

〉

=
〈
Y −Xβ,Σ−1Y −Σ−1Xβ

〉

=
〈
Y,Σ−1Y

〉
−

〈
Y,Σ−1Xβ

〉
−

〈
Xβ,Σ−1Y

〉

+
〈
Xβ,Σ−1Xβ

〉

= Y′Σ−1Y −Y′Σ−1Xβ − β′X′Σ−1Y

+ β′X′Σ−1Xβ

= Y′Σ−1Y −Y′Σ−1Xβ −
(
β′X′Σ−1Y

)′

+ β′X′Σ−1Xβ

= Y′Σ−1Y −Y′Σ−1Xβ −Y′Σ−1Xβ

+ β′X′Σ−1Xβ

= Y′Σ−1Y − 2Y′Σ−1Xβ + β′X′Σ−1Xβ.

Derivando em relação a β e igualando a 0 tem-se que

0− 2X′Σ−1Y + 2βX′Σ−1X = 0
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βX′Σ−1X = X′Σ−1Y

β̂∗ =
(
X′Σ−1X

)−1
X′Σ−1Y.


