/ JUEHN

UNIVERSIDADE FEDERAL DE LAVRAS

LEANDRO DA SILVA PEREIRA

ABORDAGEM GEOMETRICA A TEORIA
DOS MODELOS DE GAUSS-MARKOV

LAVRAS - MG
2013



LEANDRO DA SILVA PEREIRA

ABORDAGEM GEOMETRICA A TEORIA DOS MODELOS DE
GAUSS-MARKOV

N

Dissertacdo apresentada a Universidade
Federal de Lavras, como parte das exigén-
cias do Programa de Pés-graduacio em Es-
tatistica e Experimentacdo Agropecuaria,
drea de concentracdo em Estatistica e Ex-
perimentacdo Agropecudria, para a obten-
¢do do titulo de Mestre.

Orientador
Dr. Lucas Monteiro Chaves

Coorientador
Dr. Devanil Jaques de Souza

LAVRAS - MG
2013



Ficha Catalografica Elaborada pela Divisao de Processos Técnicos da
Biblioteca da UFLA

Pereira, Leandro da Silva.

Abordagem geométrica a teoria dos modelos de Gauss-Markov /
Leandro da Silva Pereira. — Lavras : UFLA, 2013.

130 p. :il.

Dissertacdo (mestrado) — Universidade Federal de Lavras, 2013.
Orientador: Lucas Monteiro Chaves.
Bibliografia.

1. Identidade de Fisher. 2. Dados faltantes e adicionais. 3. Geome-
tria de delineamentos. 4. Delineamento experimental. I. Universidade
Federal de Lavras. II. Titulo.

CDD - 519.57




LEANDRO DA SILVA PEREIRA

ABORDAGEM GEOMETRICA A TEORIA DOS MODELOS DE
GAUSS-MARKOV

N

Dissertacdo apresentada a Universidade
Federal de Lavras, como parte das exigén-
cias do Programa de Pés-graduacio em Es-
tatistica e Experimentacdo Agropecudria,
area de concentracdo em Estatistica e Ex-
perimentacdo Agropecudria, para a obten-
¢do do titulo de Mestre.

APROVADA em 18 de abril de 2013.
Dr. Marcelo Silva de Oliveira UFLA

Dra. Maria do Carmo Pacheco de Toledo Costa UFLA

Dr. Lucas Monteiro Chaves
Orientador

LAVRAS - MG
2013



“Por vezes sentimos que aquilo que fazemos ndo ¢ sendo uma gota de

dgua no mar. Mas o mar seria menor se lhe faltasse uma gota.”

Madre Teresa de Calcuta
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RESUMO

Abordagens geométricas a duas identidades em soma de quadrados: a
identidade de Fisher e uma identidade de David-Hartley-Pearson sdo apresenta-
das. Uma detalhada descricdo dos modelos de Gauss-Markov, também baseadas
em argumentos geométricos, é desenvolvida, obtendo-se uma nova interpretacio
geométrica do Teorema de Gauss-Markov. Nesta mesma linha, sdo apresentados
dois artigos cldssicos de Kruskal relativos a dados faltantes e dados adicionais,
com exemplos em delineamentos experimentais.

Palavras-chave: Modelos de Gauss-Markov. Abordagens geométricas. Identidade
de Fisher. Dados faltantes e adicionais.



ABSTRACT

Geometric approach for two identities in square sum: Fisher’s identity and
David-Hartley-Pearson’s identity are shown. A detailed description of the Gauss-
Markov models, based on geometric arguments as well, is developed acquiring a
new geometric interpretation for the Gauss-Markov theorem. In this same train of
thought, two classical Kruskal’s articles, relating to missing and extra observati-
ons, are presented with applications in experimental designs.

Keywords: Gauss-Markov models. Geometric Approach. Fisher’s identity. Mis-
sing and extra observations.
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1 INTRODUCAO

Nao ¢ usual em livros textos e mesmo em artigos cientificos relacionar
Estatistica e Geometria. Apesar de estes dois ramos da Matematica parecerem tao

distantes entre si, tal fato nao é verdade como expresso por

[... Jhistoricamente, a andlise de varidancia
e os métodos de regressdo foram desen-
volvidos nas décadas iniciais deste século,
usando geometria. Fisher usava a geo-
metria como inspiracdo para desenvolvi-
mento de suas idéias. Isso é evidente em
suas anotacoes e é claramente relatado,
por sua filha, em sua biografia.(SAVILLE
et al., 1991, p.4 apud BOX,1978, traducdo
nossa).

A Geometria pode ser empregada com o intuito de deixar claro os concei-
tos estatisticos, permitindo uma maior compreensao da Estatistica como um todo.
“Uma figura forma uma ponte natural entre o problema e a solucio."(SAVILLE
et al., 1991, p.3, tradugdo nossa), ou seja, ¢ um caminho natural na resolucio de
problemas.

A aplicacdo da Geometria a teoria dos modelos lineares € intuitiva. No
entanto, a abordagem dos livros textos se baseiam quase que exclusivamente na
algebra matricial, evitando os conceitos geométricos de subespacos vetoriais e pro-
jecdes ortogonais. Mesmo para a teoria dos estimadores de quadrados minimos,
poucas referéncias adotam uma abordagem mais geométrica. Um fato ainda menos
conhecido é que é possivel uma abordagem geométrica a outras areas estatisticas,
notadamente a teoria dos delineamentos experimentais, bem como a andlise de va-
ridncia. Nesta linha, pode-se citar os livros “Statistical Methods: The Geometric

Approach"(SAVILLE et al., 1991), “Linear Models in Statistics"(RENCHER et
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al., 2008) e “Design of Comparative Experiments"(BAILEY, 2008).

Neste trabalho, um esforgo foi feito no sentido do maior uso possivel dos
conceitos geométricos. Primeiramente, alguns fatos elementares como média e va-
ridncia sao estabelecidos em termos de vetores e projecdes ortogonais, bem como a
teoria da regressao linear. Estabelecidos estes conceitos, duas identidades em soma
de quadrados, a identidade de Fisher e a identidade de David-Hartley-Pearson, sdao
demonstradas do ponto de vista geométrico, ressaltando que a demonstracao algé-
brica, usualmente utilizada, é complexa e ndo intuitiva.

O modelo de Gauss-Markov, em sua forma mais geral, é estudado do ponto
de vista do uso da distancia de Mahalanobis, o que permitiu uma abordagem bas-
tante genérica. Em particular, fica evidenciado a distin¢do entre o estimador de
quadrados minimos e o estimador de Gauss-Markov. Uma interpretacio geomé-
trica e bastante didatica do teorema de Gauss-Markov é apresentada. Acredita-se
que tal interpretacdo seja original e didaticamente interessante.

Dois artigos cléssicos de Kruskall sdo estudados em detalhes. No pri-
meiro sdo demonstradas condi¢cdes para a igualdade entre os estimadores de Gauss-
Markov e de Quadrados Minimos. No segundo, € apresentado um método geo-
métrico para a imputacdo de dados. E também apresentado um método para a
inclusdo, no modelo linear, de dados adicionais. Uma aplicacdo a teoria geral dos

delineamentos inteiramente casualizados e em blocos é apresentada.
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2 ABORDAGEM GEOMETRICA DE ALGUMAS IDENTIDADES DE SOMA
DE QUADRADOS UTILIZADAS EM ESTATISTICA

No presente trabalho, matrizes serdo denotadas por letras maidsculas em
negrito (A, B, T"), vetores coluna por letras mintdsculas em negrito (a, b, ), es-
calares por letras mindsculas em italico (a,b,7y) e a transposta de uma matriz
representada por um apéstrofo junto a esta, isto é, X' = X'. Serd utilizada
também a notagio Y = (Y1, ..., Y,,) para representacio de vetores aleatérios e
y = (y1, ..., yn)/ para valores observados do vetor aleatério Y. A imagem de uma
transformacdo linear X serd representada por Im (X), a dimensdo do subespaco
gerado por uma transformacéo linear X é denotado por Dim (X), o niicleo (ou
Kernel) de uma transformag@o é denotado por Ker (X) e o traco de uma matriz
quadrada X é representado por tr (X).

Geometricamente, um vetor linha ou coluna com p elementos pode ser
associado com um ponto num espago p-dimensional. Os elementos no vetor sdo
as coordenadas do ponto. Nesse sentido, um conjunto de n observagdes pode ser
geometricamente interpretado como um vetor y = (y1, ..., ¥» ) , de dimensdo nx 1,
em que cada coordenada deste corresponde a uma observacdo. A Figura 1 ilustra
este tipo de representagao.

Seguem agora algumas defini¢des basicas, porém bastante relevantes aos

resultados apresentados, conforme constam em Boldrini et al.(1986).

Definicio 1. O produto interno entre dois vetores x = (1, ...,x,) ey = (Y1, -, Yn)

é definido por

Y1
xy=(xy) =xXy=(1,..z,) | | |=zpi+ -+ z0un.

Yn
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AYY, Y

Y,

Figura1 Representacdo geométrica de um vetor de n observagdes

Definicdo 2. A norma de um vetor x, denotada por ||x||, é um niimero real asso-

ciado a este tal que

x|l = vVx - x.
Definicdo 3. Um vetor u é dito unitdrio se ||ul| = y/u-u = 1.

Proposicao 1. O produto interno satisfaz
x-y =[x [lyll cos#,

em que 0 é o dngulo formado pelos vetores x e y.

Demonstragdo. Aplicando-se a Lei dos Cossenos no triangulo da Figura 2 tem-se
2 2 2
[x = ylI" = lIx[I" + Iy lI" = 2| lly[| cos 6. (2.1)

Desenvolvendo o primeiro membro da equagdo (2.1):

!/

Ix=ylI* = [[@1,2) = @, )|
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2
= (\/(961 ~Ylyees T = Yn) (1 = Y1y Ty — yn)'>

= (xl_y1)2+"'+(xn_yn)2

= z® =2z et 20 = 22y + U

= 224yttt = 2my — o — 2Z0yn
= (2’4 +z ) — 2@yt + o)

= @+ -+l tud) —2(xy).

De forma andloga, desenvolvendo o segundo membro da equagéo (2.1)

vem:

Il + Iy 1> = 2 [xll lyl cos 0 = (Vx-x)*+ (V¥ -5)” = 2|x]| |y cos
= (x-x)+(y-y)—2|[x[ [lyllcos®
= (e +- )+ ()
—2|x|l[ly[| cos®
= (@4t mltud o +nd)

=2|[x|[ ly [l cos 6.

Assim, substituindo estes dois desenvolvimentos na equacgao (2.1), tem-se:

(w® - del ) —2xy) = (@

—2|x[| [ly[| cos 6.

Assim, —2 (x -y) = —2||x]| ||y|| cos @ e portanto x - y = ||x]| ||y|| cos 6.
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:(xl _}'1:---:35”__}’,1)

yl:(}’p}'za---’}'n)

Figura2 Angulo entre os vetores x e y

W

O vetor unitdrio na dire¢do de um vetor w é dado por u = Twl[*

Proposicao 2. A projecdo ortogonal de um vetor v qualquer na direcdo de um

Py — (V _ W) W
wil ) [|w]|

Demonstracdo. Pela Figura 3, Py, v = am. Portanto, basta determinar o valor

vetor w ¢é dada por

w

do escalar o de forma que (v — al) . (a—
[[wll ([wl

) = ( para se ter uma projecao

ortogonal. Logo,

"‘“nzn) | (“um

(V15 ey ) — aww-»ww’) . (a(wlw--,wny)

[[wli

< oawy ozwn>l ( w1 W, >/
= |vi——, ..., — a——, . a—
[[wl [[wl [[w] [[wl

<v1 - a’wl) <awl> T <vn ~ awn) <awn>
[[wl [[wl [[wl [[wl

awvy 0w ? awpv,  atwy?

Wl Jlw)? Wil fwlf®

awvy W — @?wi? + -+ + awyvy, [|wW] — ow,?

2
[[wli
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2 2 2

= awyvy |w] — ?wi? 4+ -+ awavy, W] — @wy,

= a(wv |W]| + -+ wpv, [W]]) — o (w1 + -+ w,?)
= (wiog [W][ + -+ wao [[W]) = a (wi? + -+ w,?)

= |Iw|| (wiv1 + - - + wpvp) — o (W.w)

= wl (wivr + -+ + wpvn) — aflw|

= (wiv1 + - +wpvy) — af|w|

— (w-v)—afw].

Portanto, o |[w|| = (w - v), isto é,
o wey)
[[wli
w
= v.—.
[[wl]

Desta forma, com o valor de o determinado, a projecdo ortogonal é determinada

w w w
Pwv=a—77= <V> —.
[w Iwil/ llwli

por

Pode-se também observar, na Figura 3, que

[v]|> = [[Pwv]* + |v — Pwv]|*. (2.2)
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a ¥
.

w'= (wl,...,wn)

Figura 3 Proje¢do do vetor v na dire¢do de w

Proposicdo 3. Dado um vetor x = (x1, ..., x,), sua projecdo ortogonal na dire-

i=1

~ , — — —\/ —
cdo do vetoru = (a,--- ,a)’, a € R, é o vetorx = (Z,...,T), em que T =

¢ a média aritmética das coordenadas do vetor Xx.

Demonstragdo.

Pux =

|
_ ((m’_“,m,_ (a, ..., ) (a,...,a)’

a2+..._|_a2 \/a2++a2

n termos n termos

&
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Desta forma, de acordo com (2.2), segue a identidade usual

VI = |Pyv]® + v — Pavlf?,
2 2 12 N2 — 2
logov1” 4+ +vp* =n(v)"+ 3 (vi — 0)7, pois P1v = (v, ..., 0) e [Prv]]” =
n(v)%

Proposicao 4. Em uma amostra com média i, se alguns termos sdo substituidos

pelo valor médio destes, a nova amostra possui a mesma média e varidncia menor.

Demonstracdo. A média se mantém ja que, para uma amostra
_ /
X = ($1,$2,...,$r,$r+1,...,fL‘n) ;

substituindo os r primeiros termos pela média destes, entdo

r termos
A

Ty 4+ Ty Ty 44 Ty
XM = , g ey , 7$T+17x7"+2; ...,Qj'n

O calculo da nova média fica:
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r termos

Tyt +x T+ xy T
44_...4_%_'_21‘7%@.
i=1

n

(@tote) N~
T Y Xy
i=1

n

T n—r
Z T + Z A

k=1 =1

n

n
T
=1
n

ol

£
1
o]

Para verificar que a variancia diminui, serd utilizado um argumento geo-
métrico. O tridngulo pontilhado destacado na Figura 4 é retangulo em 6, ou seja,

o produto interno € nulo, pois

(x—xm)- (R—%xM) = (1 =Ty ooy T — Ty Ty — Ty ooy Ty — L)
(= Ty oy b= Ty Jh— Ty vy b — )
= (@1 -%)(n—2) + (x2 = Tp) (0 — Tp) +
+oot+ (@ —Z) (L —Z) +04+0+...40

= (p—2,) (x1+ 22+ ...+ T — TT,)
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= 0.
Logo,
I — xaall? + [lena — II? = 1% — xII?
1 1 1
el o~ P = e X
L — I <~ flx — %2 = var (xp) < var (x)
X — X — I X — X var (X var (X)) .
n—1 M —n-—1 M) =



X

Figura 4

e

(ﬂ',ﬂ',..., &0..0}' \\\"

Identificagdo geométrica do tridngulo de variancias

23
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2.1 Interpretacio geométrica do método dos quadrados minimos

V=

Figura 5 Reta ajustada por quadrados minimos

Sejam (x1,v1), (z2,92), ..., (Tn, yn) 0s valores observados. Deseja-se
entdo ajustar uma reta ¥ = bx + a de tal forma que a equagdo (2.3) seja mini-

mizada.

n n

Y Wi—9)* =) (i~ (a+bm))’ (2.3)

i=1 i=1
A Figura 5 ilustra tal contexto.
O método usual para se obter a e b é derivar (2.3) em relacéo a estes,
igualar as equacdes derivadas a 0 e resolver o sistema. Uma abordagem geométrica

¢ obtida da seguinte forma:

Se Yox1 = (Y1, n)s Bax1 = (a,0), €nx1 = (€1, ...,6n)" €

1{L‘1

1 9 »
Xpx2 = o , entdo
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Y1 1 x €1
Y=XB+e=| : | =] : +

Yn 1 =z, En

istoé, |y; = a+ bx; +¢;

, 7 = 1, ..., n. Portanto, reescrevendo (2.3) tem-se

n

> (i — (@ +b2:))? = [|ynx1 — Xnx2Bo |
i=1

Em termos de transformacdes lineares em que a matriz X,, 2 atua como
uma transformacio do espago de pardmetros para o espaco dos dados, o conceito

pode ser representado pela Figura 6.

Espacgo
das
observagdes
y
Espago
dos
parametros )
b
R? " A X, R" Im(X)
/——_“
B
Xp
a

Figura 6 Matriz X de transformacéo do R? para R"



26

Assim,
n

D (yi—(a+bxi)* = [y — XB|*.
i=1
n
Logo, minimizar 3" (y; — (a + bx;))? equivale a minimizar ||y — X3||* que, cla-

=1
ramente, ocorre quando X3 € a projecdo ortogonal do vetor de dados y no subes-

pago I'm (X). Este vetor projegdo serd denominado P, (x)y, também denotado
por ¥, vetor de dados ajustados. Note que, como o posto (coluna) de X é 2, a
dimensdo da imagem de X é Dim (Im (X)) = 2.

O caso geral em que se tem vdrias covaridveis, isto &, (z1,...,2p), que

foram observadas n vezes, se quer ajustar o modelo

Yi = Po + Prxit + Paxio + -+ Bpxip +&i | i=1,...,n
o que matricialmente equivale a
Y1 1z w2 -0 w1y Bo €1
Y2 1 wor @woe -+ wg b1 €9
= +
1 z x RN/ 5
Yn nx1 nl n2 np nxp+1 Bp p+1x1 " nx1

(2.4)

2
e se quer minimizar i <yz — fBo — Zp: :U¢j> = ||y — X3||?>. O valor minimo é
i=1 =1
obtido pela projecdo ortogonal do Vfator de dados y no subespago I'm (X), que
possui nesse caso dimensdo p. A Figura 7 ilustra esta situacgao.

Geometricamente a representacdo é similar a Figura 6, diferindo apenas

na dimensao do espago dos pardmetros que agora passa a ser o R? (ver Figura 7).

Considerando o posto de X igual a p (posto completo), tem-se que
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Espago
Espago das
Ados observacdes Y
parametros :
Prveelip Pasees s
RP b Xop R" n(X)
ﬁ
P, ¥ = XB
Iio m(x)Y . p
> M
By

Vs

Figura7 Matriz X da transformacgao R? para R", n > p
Dim (Im (X)) = p.

Para se obter uma expressao para Py, (x)y € necessario a teoria das ma-

trizes de projecgao.

Definicao 4. Uma matriz quadrada é dita matriz de projecdo ou projetor se é

idempotente, isto é, AZ = A,

Pela defini¢do 4, tem-se que um projetor A restrito a I'm (A) é a identi-

dade, ou seja,

A(Az) = A%z

= Az.

De outra forma, A (Az) = I(Az), VA projetor e sendo z € R"™ um vetor qual-

quer. Observe que, se I € a matriz identidade, I — A também € um projetor pois

(I-A)? = I-2A+A?

= I-2A+A
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Como

= Az - A%z
= Az - Az
— 07

segue que I'm (I — A) C Ker (A). Além do mais, se z € Ker (A) entdo

I-A)z = z— Az
= z—0.
Logo, z € Im (I — A) e portanto Im (I — A) = Ker (A). Assim, segue entdo

que Im (A) = Ker (I— A).

Definicao 5. Uma matriz de projecdo A é dita um projetor ortogonal se, para um

dado vetor w, Aw — w ¢ perpendicular ao subespago I'm (A).

Proposicao 5. Uma matriz de projecdo é simétrica se, e somente se, é um projetor

ortogonal.

Demonstracdo. Suponha A simétrica e v e w vetores quaisquer. Utilizando as

propriedades de produto interno e sendo A% = A, tem-se que

(v—Av,Aw) = (v,Aw)— (Av,Aw)

= (v,Aw) — (v,A’Aw)
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= (v,Aw) — (v,AAw)
= (v,Aw) — (v,A’w)
= (v,Aw) — (v, Aw)

= 0, Vv,w.

Portanto, v — Av € perpendicular a Im (A).

Seja agora Av — v perpendicular a Im (A). Tem-se entdo que, para w

qualquer,

0 = (Av—v,Aw)

= (Av,Aw) — (v,Aw),
ou seja,
(Av,Aw) = (v,Aw). (2.5)
Também, para (Aw) — w perpendicular a Av,

0 = (Aw—w,Av)

= (Aw,Av) — (w,Av),
ou seja, (Aw, Av) = (w, Av) e portanto
(Av,Aw) = (Av,w). (2.6)

Consequentemente, das equacdes (2.5) e (2.6)
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(Av,w) = (v, Aw).

Como exemplo segue a proposi¢ao.

Proposiciio 6. A matriz que projeta um vetory = (yi, ..., yn)" qualquer na dire-

¢do do vetor1 = (1, ..., 1)/, isto é, a matriz de projecdo na média, é a matriz
1 1 1]

n n n
1 1 1
A — n n n
1 1 1

L N n n nxn
11 1
111 1 1

T on

11 1

- - nxn

Demonstracdo. Basta mostrar que A é uma matriz de projecdo, A € simétrica e

que A (y) =¥. A é matriz de projecéo pois

A? AA
11 1] (11 1
n n n n n n
11 1 11 1
n n n n n n
101 1 11 1
L m n n J L 1 N

nxn

nxn
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B n termos n termos n termos
1 1 1 1 1 1
3 T = Sttt n2 3Tt 5
n termos n termos n termos
1 1 1 1 1 1
= ﬁ + + S5 3 + -+ -3 -3 + -5
n termos n termos n termos
———
1 n 1 1 n n 1 1 1
L n2 n? n? n? n2 n2 lnxn
[ L L 1]
an an an
1 1 1
_ Nz Moz noz
1 1 1
| Mz M2 noz | -
11 1]
n n n
1 1 1
o n n n
1 1 1
= n 4 nxn
= A7
e também
11 1]
n n n
1 1 1
A/ _ n n n
1 1 1
L n 4 nxn
= A.

Portanto, sendo A2 = A e A’ = A temos que A é matriz de projecio

ortogonal.



Como

1 1 1
non T n Y1
1 1 1
n on 7 m Y2
11 1
n -an-yn-nxl

SVt R L
S Y

n

Lo+ Lty +-o 4+ Ly,

n 4 nx1
(1 +y2+-+yn)
(1 +y2+ -+ yn)

Lyi+y+- +yn)

- nx1

- nx1

L

Ny

32
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temos entdo que A (y) =¥.

Logo, A € a matriz de projecdo na média. 0

Uma interpretagdo geométrica relativa a matriz transposta A’ (operador

adjunto) pode ser visualizada na Figura 8.

RP A

v

r
A,

k_____/

Figura 8 Interpretacio geométrica das matrizes A e A’

Para se obter uma expressdo para a projec¢ao Pr,(x)y = X(X’X)_lX’y,
serd apresentada na Proposicdo 7 uma deduc@o baseada apenas em argumentos

geométricos.

Proposicio 7. A projecdo ortogonal do vetor de dados 'y no subespago I'm (X) é
-1

Demonstragdo. Seja’Y = (yi,...,yn). Em razdo dos erros, tem-se que a proba-
bilidade P [Y € I'm (X)] = 0. Como queremos minimizar L (3) = ||Y — Xg3]?
e o vetor X3 pertence a imagem de X, segue que L (3) é minimo quando X3
¢ a projegdo ortogonal de Y na Im (X), com notagio P, (x) (Y), e, conse-

quentemente, existe um vetor B de parametros tal que X3 =P mx) (Y) ja
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que a matriz X é de posto completo. Considere ainda o vetor de pardmetros
B = X'Prpx) (Y). Observe que, como Y — Py, (x) (Y) € ortogonal a qual-
quer vetor na imagem de X, Y — Py, x) (Y) estd no espago nulo de X, isto &,
Ker (X). Segue entdo que X' (Y — Py, x) (Y)) = 0. Portanto, se pode escre-

ver que

= X'Prux) (Y)+X (Y = Prux) (Y))

= X'Y. (2.7
Como X3 =P rm(x) (Y ), pode-se também escrever que
B=X'X3. 2.8)
Assim, de (2.7) e (2.8) segue que

B = X'X3
= XY
B = (XX)7'X'Y,
conforme representado na Figura 7. O

Segue da Proposi¢ido 7 que a estimativa do vetor de pardmetros 3, que nos

d4 o ajuste de quadrados minimos, é

A= (X'X)"'Xly,
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pois

X8 = X(X'X) Xy

Prnx)y-

O modelo ajustado fica entdo da forma

§ = Bo + Bix1 + faxa + - + Bpx, |

2.2 Uma interpretacio geométrica do coeficiente de determinacao

Uma medida da qualidade do ajuste dado por y = Bo+fix1+--+ Bpxp
é o coeficiente de determinacio R?. Desta forma, seja SSR a Soma de Quadrados

da Regressdo (Regression Sum of Squares), definida por SSR = i (¥ — y)2
e seja também SST a Soma de Quadrados Total (Total Sum of Squalr:e}v), definida
por SST = i (yi — }7)2. Nestas condi¢des, segundo Rencher et al. (2008), o
coeficiente dez Tileterminagﬁo ¢ definido por:

SSR
2 _
= SST
21 Fi— )
; (vi— }_’)2
_ BXy-n@)’
y'y — n(7)?

Portanto, reescrevendo a igualdade anterior,
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N _
B X'y —n(yp)*
y'y —n(y)°
AN/
(x8)y—IsIP
2 =112
Iyl 51
A =112
|%B| Il coso - 51
2 =112
Iyl l51
A2 _9
|xa| - 191
2 =112
Iyl I51
~ 112 =112
51 - 191
2 =112
Iyl = 71
~ =112
[Nal
=12
ly = ¥l
~ — 2
_ <Hy—3’|>
Iy =51

= (cosa)?

= cos? (a).

R? admite uma interpretacio geométrica conforme Figura 9.

Proposicao 8. O vetor de médias dos dados ajustados é igual ao vetor de média

dos dados, isto é,

y=y

Demonstragdo. Seja [1] a matriz em que se tem o elemento a;; = 1, Vi, j €

nxn
{1,2,...,n}. Seja também pt Im(X)Y @ componente do vetor y que pertence ao

espaco vetorial ortogonal a I'm (X). Assim,

Y =Prux)y + Py
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Figura 9 Interpretacdo geométrica do Coeficiente de Determinagao

Queremos provar que (1[1], )y = (L[1],,x,,) X 3. Portanto,

(lthoen) ¥ = (e ) [Prnoy + 1]

1 1
= <n[1]n><n> Pronx)y + (nm””) Pt 1)y

Note que, sendo a matriz identidade I,,«,, um projetor ortogonal, entdao

1

Multiplicando a Equagio (2.9) por %[1] tem-se

nxn

1 1

1
ﬁ[l]nxn (Pllm(X)Y> = E[”W" <I_n

Tea ) ¥
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(i[l]nm> Prmx)y + (1 [1]m> Priaxy = (Tll[l]nxn> Prmx)y
+[0],, %
1 .

A subsecdo seguinte apresenta os resultados de SILVEIRA et al.(2012)

que aborda geometricamente uma identidade proposta por Fisher.
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2.3 A identidade de Fisher

Conforme dito inicialmente, os métodos fundamentais da experimentacio
(andlise de varidancia e métodos de regressdo) foram desenvolvidos com o auxilio
da geometria. “Seu fundador, R. A. Fisher, era um astuto gedmetra e obteve suas
inspiracdes pensando em figuras"(SAVILLE et al., 1991, p.4, traducdo nossa). Tal
afirmacdo ressalta de forma clara a ligacdo entre geometria e estatistica, presente
nos trabalhos de Fisher. Neste sentido, segue uma interpretacdo geométrica para a

Equacdo (2.10), identidade esta proposta por Fisher (SEARLE,1987).

Wik —=9.) = @ —v.)+@; —7.)

+ @Wij. =i~ U5 +7.) + (Wijk —¥s5.)  (2.10)

Tal identidade tem uma justificativa estatistica razodvel uma vez que os
termos estdo relacionados com a diferenca de médias das varias hipéteses possi-
veis como média dos tratamentos, média geral e médias dos efeitos de cada fator
individualmente. Mas tal fato por si s6 ndo justifica a identidade, pois certamente
Fisher procurou uma identidade que tivesse a propriedade de uma decomposicio

em quadrados, como de fato ocorre, pois

Z ik —9..)* = Z {(ﬂz — 5.+ @, —7.)°

7:7j7k i7j7k

(i — g ) (2.11)
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Assim, seja o espago vetorial R” em que n € igual ao produto [J K, em
que I representa o fator, J o nivel e K a repeticdo de cada tratamento. As res-
postas ;. serdo ordenadas de tal forma que cada uma destas corresponda a uma
coordenada e, para tanto, serd utilizada a ordem lexicogréfica em relacdo a ¢, j, k.

Portanto, as respostas podem ser consideradas como um vetor ordenado

y = (ylllay1127---7y11K7y1217y1227---,y12K7---

/!
s Y11, - YT K5 Y2115 Y2125 -+ Y21 K5 -5 YIJ 1 --~ayIJK)

Utilizando-se a notag@o usual de modelos lineares tem-se as somas ¢ mé-

dias em relacdo aos vdérios indices, como por exemplo
_ 1
T 3) 3 S R DD
i J ok i j ok

Yi.. = Z Z Yijk Yi.. = JLK Z Z@/z’jk
k ik

J
De forma similar, se pode construir os vetores n-dimensionais relativos a

estas somas e médias, conforme abaixo:

Seja o subespaco vetorial R constituido pelos vetores que, para tratamen-
tos iguais, possuem coordenadas iguais. Tais vetores, representando respostas,

ocorreriam caso nao houvesse aleatoriedade experimental, j4 que o vetor estaria
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perfeitamente ajustado a um dado modelo. Este subespaco serd denotado espaco

dos tratamentos e serd representado por

Vr ={(a,a,...,a,b,b,...b,c,c,...c,...d,d,...,d) ;a,b,c,....d € R},
T ——— N — T

onde se tem [.J sequéncias com respostas iguais. Claramente, Dim (V) = I.J.

De forma andloga, define-se o subespaco Vy formado pelos vetores que possuem

coordenadas iguais para entradas com o mesmo indice ¢, isto é,

/
Ve ={(a,a,...,a,b,b,....b,c,c,....c,d,d,....d)'},
———— N N N —
JK JK JK JK
em que cada uma das sequéncias de letras iguais é de tamanho JK e se tem [
sequéncias. Observa-se que Dim (Vr) = I. Da mesma forma, o subespago Vi
¢ formado pelos vetores que possuem coordenadas iguais para entradas com o

mesmo indice j, ou seja,

——
K
J
a7a7 7a7 b7 b’ 7b7 C7 C7 7c7 7d7 d7"'7d7
—_——
K
J
a,a,...,a,b,b,....b,c,c,...c,...d,d,....d)}
) ) ) ) Y Y ) ) AR Y ) ) VAR Y
————
K
7

sendo que Dim (V) = J. Nota-se que

VenVae = W
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= {(a,a,a,..,a) ,a eR}.

Denotando agora W e W como sendo subespacos de Vi e Vi respecti-

vamente, definidos pelos vetores ortogonais ao subespaco Vj, tem-se entdo que
Wr ={(a,a,...,a,b,b,..b, ....;c,c,...c,d,d, ...,d)'},

onde JKa+ JKb+ - -+ JKc+ JKd = 0, e também

We = {(a,a,...,a,b,b,..b,...;c,c,...;c,d,d,...,d,a,a,...
w,a,bb,..b,....cc,...,c,d,d,...,d,....,a,a,...,a,b,b, ...
/
by e, e dd, . d)

sendo

Ka+ Kb+ -+ Kc+ Kd+
+Ka+ Kb+ ---+ Kc+ Kd+
+--+Ka+Kb+---+Ke+Kd = IIKa+IKb+---+1IKe+IKd

= 0.
Em termos vetoriais as equagdes (2.10) e (2.11) sdo expressas por

Yy=9.= . —0.)+ G4 —9.)+ G5 —vi..) — @5 —9.)] + Wijr — Uij.)

(2.12)
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= @i — 9. )P+ 1@ — 5.1 +

@iy, — i) — Gg. — 5N + [ @ige — 73|I (2.13)

ly — 7.

A idéia para demonstrar (2.13) é mostrar que cada um dos quatro fatores
do segundo membro de (2.12) estdo em subespacos mutuamente ortogonais. Serd
usada a notacdo V LW para designar que V' e W sdo subespacos mutuamente
ortogonais e V- para denotar o complementar ortogonal de V', que é o subespaco
formado pelos vetores ortogonais a todos os vetores do subespaco V.

Por inspecdo direta é verificado que
1 /
Vi = {(131117331127---,$11K;331217-T122a---,$12K7---axIJ1a$IJ27---,5UIJK) },

com

K
.I'Z'j =0.

7=1
Todos os quatro vetores da decomposi¢do (2.12) tém média zero e portanto

sdo perpendiculares a Vj. Tem-se entdo
Yi. — Y. € Wp v —9y. €Wg Yijk — Yij. € Vi

Proposicao 9. Os subespacos W e Wg sdo mutuamente ortogonais, isto é,

WrplWeg.

Demonstra¢do. Fazendo o produto interno entre dois vetores com v € Wr e

u € Wg vem

!/
v =(a,a,...,a,b,b,..b,....;c,c,...c,d,d, ..., d)
——— —— —_—— ———
JK JK JK JK
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u = (0,0, 0,0, 0B,y 0,0,y 0, N A, L A,
—_——— ——— —_——— ———

K
Qe 0B B By ey 0,0, O A A A,
—_——— — — T
oy QO ey O B By ey By ey 0,6, S AN A
—_——— —— —_——— ——
K K K K

coma+b+---+c+d=0ea+pB+---+5+A=0.

Portanto, efetuando o produto interno vem

v-u = Kaa+ Kaf+ -+ Kad + Kar+ Kba + KbB + - -+ + Kbd +
+EKbA+ -+ Kea+ Keff+ -+ Kcd + Kel + Kda + KdS +
+---+ Kdo + Kd

= Ka(a+p+ -4+0+N+EKba+p+---+d+XN)+
tod Ke(a+ B4+ 0+ A+ Kd(a+ B+ +8+N)

= 0.

0

Resta portanto analisar em qual subespaco se encontra o vetor (7;j. — ¥i..)—
(4. — y...). Observa-se que (¥;j. — Ui..) € VFL NVretambém (y; —y..) € Wg.
Mas como Wg C V}% N Vp tem-se (Yi;. — ¥i..) € VFL N Vr.

Como se pode expressar (¥;;. — ¥i..) — (9.5 — §...) como (¥ij. — §j.) —
(9. — y...) temos que (¥;;. — ¥.j.) € VGL NVre (g —y.) € Wp. Mas Wp C
VGl N Vr. Logo, (¥ij. — ¥.j.) € Vé N V. Observa-se também que VFl NVrN
Ve N Vr = (Ve + V)" N .
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Fica entdo demonstrado que a soma (2.12) estd associada a soma direta de

subespacos mutuamente ortogonais, ou seja,
WF@Wg@(VF@Vg)J‘ﬂVT@VTL.

Abaixo, as Figuras 10 e 11 representam a decomposic¢ao do vetor de dados

em termos do vetor de erros e do subespaco dos tratamentos.

Figura 10 Projecdo de y no subespago de tratamentos

.?y,fyf,,ffj, +j

S e
"

Figura 11 Decomposi¢do de y em componentes ortogonais
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2.4 A identidade de David-Hartley-Pearson

No artigo cldssico The distribution of the ratio, in a single normal sample,
of range to standard deviation (PEARSON et al., 1954), é apresentada a seguinte

férmula em soma de quadrados

1 - 2(n—2
(n=1)s* =Sy —w)+ > (wi— 7))’ + (nn)(z?’ —g"% (214)

i#j,k
n
2y \
em que g/ _ 17:,_2 e g// — Y ka'

Sem perda de generalidade, podemos supor j = 1 e k = 2. Desta forma,

a equacio (2.14) fica

(i —9)* = 5 = y2)?+ > (vi—1 )? + @ —g")> (15

& 1 = , 2(n—2)
i=1 i#5,k

Uma elaborada demonstracdo geométrica da equacio (2.14) € apresentada
em Ferreira et al.(2012). Observe que uma demonstragdo algébrica é bastante
trabalhosa e também apresentada no apéndice do referido artigo. Serd apresentada
entdo uma demonstracdo essencialmente visual desta férmula, ilustrada na Figura
12.

Sendo

oy = (o3

2
_ Y1 — Y2
(*5")




Y3
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Figura 12 Vetores da decomposicdo da identidade de Pearson

(v2 - 5")"

tem-se que

]
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—1\2 —11\2 Y1 — Y2 ? Y2 — Y1 ? (y1 — y2)2
(yl_y) +(y2_y) = B + T :#-
Substituindo a equacdo anterior em (2.15) tem-se
n 2 ) n ) 9 (TL _ 2) )
DW= =3 (7)) -9+ )

i=1 i=1 i#7,k

Definindo-se entdo os vetores y = (y1,¥2, " ,¥n), ¥ = (¥,¥, *,¥),

n= (gﬁa g”’ Ys, - 7yn) € E = (g”’ g//7 g,) e 77;/), segue entdo a identidade

y—-yg=y-n+Mm-&+E-19).

Provando-se que os trés vetores do segundo membro da equacdo anterior
sdo mutuamente ortogonais, tem-se que € valida a soma dos quadrados dos médu-
los, isto €,

ly =17 = lly —nll* + lln — €I1* + 1I€ - 711 (2.16)

Observe que

lE-31> = G -9+GF -9*+F -9+ +F -y)°

Como
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2y" + (n —2)y’
— - 7
entao
o o 25"+ (=277
2(7 — 2 N (v — 2 _ 9|5/ _
' -3)"+(n-2)(F -9) y -
25" + (n— 2)y']?
— NIy =
+(n )[y -

2, _ _ )
_ ﬁ(ny"—Zy"—(n—Q)y’)

(n—2)

o (ny' — 25" — (n—-2)y)’

+

=1

— % (ny" — 25" — ny' + 27')
+(nn_2 2) (g 4 2')?

= (-2 -7))
e )

2 n—2,, _,n\2
— ﬁ(n—2)2+4 3 (y’—y”)

_ 2(n —2) (}—,/ _ }—,//)2'

Segue entdo que a Equacdo (2.16) é o equivalente vetorial da identidade

de David-Hartley-Pearson (Equacdo (2.15)).
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3 ABORDAGEM GEOMETRICA A TEORIA DOS MODELOS DE GAUSS-
MARKOV

A equacgdo matricial obtida pelo método dos quadrados minimos (Equacao
2.4) é um caso particular de um modelo de Gauss-Markov, definido em geral por
Yox1 = XnxpBpx1 + Enx1 com B (Ynx1) = XnxpBpx1 € matriz de variancias

e covariéncias dada por D (Y,,x1) = X.

3.1 O modelo

Para um vetor aleatério Z, com matriz de variancias e covariancias D (Z)
¥, a variancia total de Z é definida como o trago de 3, ¢r (3). Em geral os livros
textos (RAO,2002;RENCHER et al.,2008) apresentam o importante resultado que

se segue, no caso particular de D (Y, x1) = o &

Teorema 1. (Gauss-Markov) Se E (Ynx1) = XuxpByx1 € D (Ynx1) = o1,
entdo o estimador de quadrados minimos El é o estimador de menor varidncia

dentre todos os estimadores lineares ndo viesados.

Demonstragdo. Seja um estimador linear A (y) de 3. Vamos buscar a matriz A
para a qual A (y) seja o estimador ndo viesado de menor variancia de (3. Para que
A (y) seja ndo viesado, temos que E [A (y)] = (. Assumindo que E [y| = X3,

vém

E[A(y)] = AFElJy]
= AXp
= B,
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o que implica na condi¢do de ndo viesamento AX = I, desde que AX3 = 3,

V3. A matriz de variancias e covaridncias para o estimador A (y) é dada por

cov(A(y)) = A(cI) A’

= o2AA’.

Temos que as variancias dos ﬁp estdo na diagonal de 02A A’ e se quer
escolher A (sujeito a AX = I) tal que os elementos da diagonal de A A’ sejam
minimizados.

De forma a relacionar Ay com 8 = (X’X) X'y, deve-se adicionar e
subtrair (X/X) !X’ para obter

/

AA = [A - (X'X) X+ (XX)TIX] A - (X'X) X+ (XX) X

Sendo
AX =1
(AX) =T
XA =1

/!
e [(X’X)fl} = (X’X)"! (pois (X'X) ! ¢ simétrica), tem-se

AN = [A - (XX) X+ (X'X) X
(A - (x%) X+ (X)X

- KA - (X’X)*lx/) n ((X’X)*lx’)}
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[(A - (%)X +((x ]
= [a-xx) x| [a- (xx) X/}
+ A= (xx) x| [(X’X)‘IX'}
+[ex) x| [a - (xx) X
+[(xx) x| [(X’X)‘lx’}'
= [a-xx) x| [a- (X’X)_IX’}/

1

+A[(X'X)7'X| L (x'x) X [(xX)"'X| '

+ [(X/X)‘lx’} :A’ . X[(X’X)_IH

+ [(X’ )_IX’} :(X’X)‘IX’}/

X
- [A . (X’X)‘lx’} [A . (X’X)‘lx’}'

+AX[(X’X)*1}' - (X’X)”X’X[(X’X)*l}'
+(X'X) XA (X’X)_lX’X[(X’X)_l}/
+ (%)X x [ (x%) 7]

- |a-(xx)"'x| |a- (X’X)‘lx’}' +1(X'X) 7!

—1

SI(X'X) T (XX) T

= [a-xx) X [A - (xx) x4 (X)L
Logo, AA = [A - (X’X)’lX/] [A - (X’X)*X/]/ +(X'X)!

A matriz [A - (X’X)*X’} [A - (X’X)_IX’}/ ¢ positiva semidefinida
(Teorema 2.6d (RENCHER et al.,2008,p.27)), o que implica que os elementos
de sua diagonal sdo maiores ou iguais a 0 (Teorema 2.6a (ii) (RENCHER et
al.,2008,p.26)). Pode-se fazer estes elementos serem 0 caso A = (X' X)_IX’ (ob-

serve que este valor de A também satisfaz a condi¢@o de ndo viesamento AX = I).
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O estimador de minima variincia de 3 resultante é
Ay = (X'X)"'Xy,

o qual é igual ao estimador de minimos quadrados 8. O

Para se estabelecer o teorema de Gauss-Markov numa situacao mais geral
em que D (Y) = X, com ¥ sendo uma matriz ndo singular, um contexto geo-
métrico adequado € o de se utilizar um outro produto interno, distinto do produto
usual, e portanto um novo conceito de ortogonalidade.

A importancia da ortogonalidade na Estatistica ocorre pois este conceito
estd intrinsecamente relacionado com o de correlacdo. Seja Y um vetor aleatério
n dimensional e x e z vetores fixos. As projegcdes ortogonais de Y em x e z sdo
dadas essencialmente pelos produtos internos (x,Y) = x'Y e (z,Y) = z'Y.
Uma questdo natural é estudar a covaridncia entre estas duas varidveis aleatorias,

representada na Figura 13.
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(x,x)

Figura 13 Representacao do vetor aleatério Y e as correlagdes (projecdes) de x
ez

Proposicao 10. A covaridncia entre os produtos internos (x,Y) e (z,Y) é dada

por

Covl[(x,Y),(z,Y)] = (x,D(Y)z)

= (x,Xz),

em que 3 é a matriz de varidncias e covaridncias de 'Y .

Demonstra¢do. Sejam os vetores x e z. Entdo,

Cov (L/Y, M/Y) = E { [L/Y —-E (L/Y)] [M/Y -E (M/Y)] }

= B{[UY -UE(Y)] MY - M'E(Y)]}
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= E{L'[Y -E(Y))M'[Y -E(Y)]}
= B{L'[Y -E(Y)][Y - E(Y)'M}
= LE{[Y-E(Y)[Y-E(Y)}M

= L'SM.
Logo,
Cov (L'Y,MY) = L'SM. (3.1)

O]

Como X € uma matriz positiva definida, a expressao (3.1) define um novo
produto interno (x,z) = (x, ¥z) = x'Xz. Desta forma, Cov [(x,Y),(z,Y)] =
(x,z). Entretanto esta formula nao € totalmente adequada por utilizar simultane-
amente dois produtos internos, uma vez que a projecao do vetor aleatério Y na
dire¢do dos vetores x e z ¢ dada pelo produto interno usual. Para se obter uma
férmula para a correlacdo entre duas proje¢des em termos de um tinico produto in-
terno, este produto deve ser da forma ((x,z)) = (x, X~ 'z). Este produto interno

define a chamada distancia de Mahalanobis (RENCHER et al.,2008). Assim,

Cov[((x,Y)),((z,Y))] = Cov[(x,Z7'Y),(z,27"Y)]
= (x,D(Z7'Y)z)
= (x,27'D(Y)Z 'z)
= (x,27'E%'z)
= (3%
= ({x2).
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Esse novo produto interno € interessante pois pode-se determinar dire¢des
para as quais as projecdes ortogonais (ortogonal em relagdo a este produto interno)

s@o ndo correlacionadas (Figural4).

Vo
A

Figura 14 Representacdo das projecdes do vetor Y nas direcdes de x e z com
relacdo ao novo produto interno

Deseja-se agora obter projetores ortogonais em relacdo a este novo pro-
duto interno, isto é, matrizes A tais que A% = A e ((Ax,z)) = ((x,Az)). Con-
siderando o modelo de Gauss-Markov Y = X3+ e com D (y) = X, o estimador
de quadrados minimos em relagdo ao novo produto interno é dado pela projecdo

ortogonal de Y na I'm (X).

Proposicao 11.
P Y = X(X'S71X) X271y,

Demonstracdo. 1dempoténcia:
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X(X's1X) XS X (X2 X) X e = X(XE X)) IX/s !

Ortogonalidade:

<<y ~X(X'SX)T'X/s y, Xﬁ>> <y ~X(X'SX)T'Xs ly
»71Xg)
= (y,Z7'X8)
- <X(X/z—lx)’1x’z—1y,
»'X3)
= (v.=7'XB)
-~ (37X,
X(X'=7'X) X5 ly)
= (v.37'Xp)
—(=y,
X(X'=7'X) ' X'='X8)
= (., 37XB) - (T 7y, XB)
= (y,27'X8) - (y,=7'X8)

= 0,8

O]

Vale destacar que, um operador linear ser simétrico em relagao ao produto

interno ((x,z)) = (x, X" 'z) implica em
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((Ax,2)) = ((x,Az))
<AX,271Z> = <x,E*1Az>
<x,A’Zflz> = <X,271AZ>

A'S = 3lA

A = AL

Proposiciio 12. O projetor (X’ E_lX)_lX’ 21 ¢ simétrico em relacdo ao pro-

duto interno ({-,-)).

Demonstragdo.

) ((X’z—lx)‘lx’2—1>'2—1 - Iy IX(X'EIX) s

- X(X'sX) s

O]

Antes de se enunciar o teorema de Gauss-Markov em um contexto de

maior generalidade, seja a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 13. Se 3 é a matriz de varidncias e covaridncias de um vetor aleato-
rio Y, entdo X € positiva semidefinida e AX A’ também é positiva semidefinida

para qualquer matriz A.

Demonstragdo. A matriz [(Y —E[Y]), (Y —E [Y])llxvz]nm ¢ positiva se-

midefinida pois

a1n [(Y = E[Y]),, (Y —E[Y]) ], a1 = (Y =E[Y]);,,ana)
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((Y —-E [Y])/lxna"X1)
0.

>

Aplicando a esperanca em ambos os membros da inequacio anterior tem-

N

0 < E[a’lxn[(Y—E[Y])nxl(Y—E[Y])’lxn] am]

(Y —E[Y]) 1] anx

nxn

= a1 ,E[(Y-E[Y])

nx1

/
= A1xnZnxndnxl-

Logo, 8’1 xnXnxnanx1 > 0, 0 que implica que X € positiva semidefinida.

Tem-se entao

a/1><n (AnananA/an) Apx1l = (aIIXnAan) ann (Alnxnanxl)
= (allanan) ann(allanan),

0,

Y

pois X € positiva semidefinida. Logo, AX A’ é positiva semidefinida.

O]

O caso geral, denominado o teorema de Gauss-Markov para quadrados

minimos generalizados, fica da seguinte forma(RENCHER et al.,2008):

Teorema 2. (Gauss-Markov).
Se E(Ynx1) = XoxpBpx1 € D (Ynx1) = %X, entdo o estimador de
Gauss-Markov dado por B = (X’E_IX)_IX’Z_ly é o estimador de menor
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varidncia total dentre todos os estimadores lineares ndo viesados.

Demonstragdo. De forma andloga ao Teorema 1

Seja A : R™ — RP tal que 8" = Ay seja um estimador ndo viesado, logo

B = E[B]
= E[Ay]
= AE[y]

= AXB.

Sendo 3 desconhecido, a equagdo anterior tem que ser valida para todo 3, ou seja,

AX =1. A variancia total de 3* é dada por

tr(D(8%) = tr(D(Ay))
= tr(AXA).

D(F) = (Xz'x) Xz lERxX(XEX)

- (xX'=x)7

e sendo a variancia total igual ao traco da matriz de variincias e covariancias, é

necessrio mostrar que
tr(X'27'X) 7" < tr (ATA'), VA talque AX=L

Assim, desenvolvendo o produto AX A’ tem-se
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A-(XETX) X+ (XETX) XS 5
A - (X'=71X)'X/m 4 (X’E‘IX)_IXIE_I]/
(A - (X'51X) Xm) 4 (XETX)XE )| 2
L 2_1>/:|

(
_(A (x'=71%) x5 )+ (X' 7x) X
< (R

- A 1X_ /2—1)

v
_2<A _wsix) X’E_1>/ N 2<(X’2_1X)_1X/2_1),]

1

A-(xzx) Xz [2 (a- (X/E‘IX)_IX'E_I)/}
H[A- (s xs]

[z((x/z—lx)lxﬁ‘l)/}
s e ] o )
I

+(x=x) T xs

-1

A s s

[E——

o )

1 !/

AE((X’E—lx)‘ X’E‘l)

—(X'EX)TIXs" 1E<(X’ X)X )/
»1X) 7' X/%- 12< - =TX) ID

L(XEIX) lezzlﬂxwaﬁlﬁlT

- ez xm ] [2(a - (e X)X )]

ras(z ) x[(x=x) ]

s ) X157 x [ %)
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H(X'SIX) TIXTA!

~(xX'=7'X)TXI(= )X

+H(X'=TIX) Xz X

(x= %)

x=x) "

= Ao [n(a - s X )|

+A22—1X(X'z—lx)—1 _

~(X'®x) T IXIE T IX (XE X))

H(X'DIX) TIXA

= [ [s(a 0w ) x|

FAIX(X'ZTIX) T - (X'ETX) X ETIX(XE X))

1

+(X'=71X) T AX

+(X'DIX)

H(X'ZX) T

= [a- =) X s(a- (xetx) s

= [a- (=X xs] B(a - (XETX)xET)

—(X'=TIX) T 4 (X=TIX)

= [A- e X ma - ()X

H(X'2IX) T

Como X € positiva definida, temos que

[A - (X’z—lx)‘lx’z—l} E[A _ (ng—lx)—lxlz_l}’

também € positiva semidefinida e portanto possui traco maior ou igual a 0. Segue

entdo que

tr (ATA)) > or (X'71X) 7).
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As equagdes normais para o caso do produto interno ((x,y)) sdo
g = (X's71X) T 'xX's y,

isto €,

XG* = X(X'S1X) X'y |

3.2 A geometria do teorema de Gauss-Markov

A demonstragdo do teorema de Gauss-Markov é baseada totalmente em
fatos algébricos, e portanto ndo possui nenhum apelo intuitivo. Segue entdo uma
interpretacdo essencialmente geométrica que pretende justificar intuitivamente ao
leitor este importante resultado. Seja a Figura 15, representando as relagdes entre

os subespacos de pardmetros e subespaco do modelo.

o ()

v

B

v

Figura 15 Relacdo entre os subespacos de pardmetros e do modelo

Como Py, x) = X (X! X)_IX’ , aplicando-se a equagdo anterior no vetor
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Y, e a matriz X’ em ambos os membros da equagio tem-se

XPraxY = XX(X'X)'X'Y

= X'Y. (3.2)
Conforme discutido anteriormente, 3 = (X’ X)le’ Y. Assim, relacionando-

se este fato com a equacdo 3.2 tem-se que 3 = (X’X)_]‘X’ij(x) (Y).

. A% . . ~ .
Seja agora 8 = LY um outro estimador linear néo viesado. Como

B = E[LY]
= LE[Y]
— LX3

LX = I

Agora, como analisar a dispersao do estimador 5’ ? Nocasoemque D (Y) =
o1, a dispersio do vetor aleatério pode ser representada como uma nuvem esfé-
rica centrada em algum ponto X3 € I'm (X), conforme representado na Figura

16.

Im(X)

Figura 16 Esfera de variincia

A projecdo ortogonal desta nuvem fornece uma superficie esférica em
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Im (X). A imagem desta esfera por X’ dard origem, ap6s a transformagio (X'X) !,

a nuvem de dispersdo do estimador B .
Define-se entdo uma outra projecdo em Im (X) dada por P mx)Y =

XLY. A Figura 17 compara essa nova proje¢do com a projecao ortogonal.

Figura 17 Comparagao entre as projecdes ortogonal e obliqua

Claramente P é uma projecdo pois

P(f’Y) — XL (XLY)
— X(LX)LY
— XLY

= PY.
P é uma projecdo obliqua (o projetor ortogonal é X (X’ X)_IX’ ). Note
que

LPY = LXLY
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= LY.

Para se estudar a dispersao de B* aidéia € a mesma. Toma-se a esfera que
representa a dispersdo de Y, a qual é projetada em I'm (X) pela projec¢do P. Como
Pé obliqua a imagem da esfera serd uma regido na forma eliptica, e portanto uma
regido maior que a obtida pela projecdo ortogonal. Tal fato é razoavel do ponto de
vista intuitivo pois a projecao ortogonal minimiza distancias.

A dispersao de B* pode ser vista como a imagem por L desta regido elip-
tica. Seja entdo a comparacdo da dispersdo de B e de ,3* Para tanto deve-se

observar que

L(X(X'X)'X) = LX(X'X) X’

- (X'X)"'X,

o que significa que a transformacao L restrita a Im (X) se comporta como a aplica-
¢do (X! X)_lX’ que € a que define o estimador de quadrados minimos B. Portanto
a nuvem de dispersao de B ede B* s30 obtidas como imagem da mesma aplicagdo
(X'X)'X/,

Como a nuvem de dispersdo de B é obtida como imagem de uma esfera
que estd “contida” na regido eliptica, cuja imagem € a dispersdo de ,3*, segue que a
varidncia total de ,[;* é maior do que a de B. A Figura 18 representa estes conceitos.

Uma demonstragdo geométrica do teorema para o caso de quadrados gene-

ralizados segue de forma andloga a anterior substituindo-se a esfera como nuvem

de dispersao do vetor Y por uma regido eliptica.
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Figura 18 Transformagdo das nuvens de varidncias do espaco Im (X) para o
espaco de parametros

3.3 Condicoes para a igualdade entre os estimadores de Gauss-Markov e

Minimos Quadrados

Um estudo da interessante questdo de quando o estimador de Gauss-Markov
¢ igual ao estimador de quadrados minimos € apresentado em Kruskal(1968). Tal
fato é verdadeiro para o caso em que D (Y) = oI que é o resultado dado pelo
Teorema 1. No entanto, a igualdade entre estes dois estimadores ¢ valida para uma

situacdo mais geral, conforme teorema que se segue (KRUSKAL, op. cit.).

Teorema 3. Para o modelo de Gauss-MarkovY = X3 + & com D (Y) = 0°%,
o estimador de Gauss-Markov é igual ao estimador de quadrados minimos se, e

somente se, o subespaco imagem de X ¢é invariante por X, isto é, 3 (Im (X)) =

Im (X).

Demonstracdo. Supondo a igualdade

B = (XX)'XY

- (X'='x)7'xX'=Y
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B,
tem-se que

X8 = X(X'X)"'X'vY

e também

Xgr = X(X'sX)'X'mly

= PQIm(X)Ya

em que P! Im(X) € a projecdo ortogonal de Y no subespago Im (X) em relagdo
ao produto interno (-, ) e P2 Im(x) a projegdo ortogonal de Y em Im (X) com

relagdo ao produto ((-,-)) = < 3 > Logo,

Y = P,xY

= Pr.x)Y.

Como (y —9,2) = 0, ¥z € Im(X), e <<y—§f?,z>> —0,Vz €
Im (X), entdo (y—y, X 'z) = 0,Vz € Im(X), de onde segue que y—y ¢é
perpendicular a Im (X) e a X (Im (X)). Como y—y é um vetor genérico em
Im(X)™, segue que  (I'm (X)) = Im (X).
Suponha agora que X (Im (X)) = Im (X). Tem-se que (y—y,z) = 0,

Vz € Im(X)e<<y—§;,W>> <y y*, " W> =0,Vw € Im(X). Seja
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z um elemento genérico da I'm (X) e w = Xz. Como

(y-y",=7'w) = (y-y,57'%2)

<y_y*7 Z>
segue que ambos y—? e y—Yy sdo elementos pertencentes a [ m(X)J‘ Portanto,
y=y"

Como (X’Zle)fl e (X’X) ! sdo injetivas, vem

X(X'X)"'X'Y = 0
XY =0

&Y e Im(X)*,

onde m(X)J‘ é o subespaco perpendicular ao subespago I (X). Logo, 7Y €
Ker (X'), o que implica que XYY € Im(X) . Portanto, fica provado que

7Y e Im(X)tsey € Im(X)™*

>t (Im(X)L> c Im(X)*.

Como X! ¢ um isomorfismo, isto é, X! (Im(X)L> = Im(X)*,
prova-se a seguir que X1 (Im (X)) = I'm (X).
Se as duas projecdes sdo iguais, sendo § o vetor projetado, entdo em rela-

¢do aos dois produtos internos
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¥, = &9,
e também
(y-9.37') = 0
y.=ly) = (5.=7Y).
Logo, tem-se que
(v, 3-=7'9) = (3.9-=7'9)

Portanto, (y — 3,5 — X" '9) =0, Vy.

Esta relacdo € representada na Figura 19.

y-¥ Lim(X)

y

Figura 19 Relacdo dos vetores y e § com o subespago ortogonal a I'm (X)

Observe que y pode ser qualquer vetor em ¥ + [ m(X)L, isto é, qual-
quer vetor que se projete ortogonalmente em y. Logo, <y -y, y— 2—1y> =0
implicaque ¥y — 271y € Im (X). Comoy € Im(X) = X1y € Im (X).

O]
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Um exemplo cldssico de matriz que caracteriza as condi¢cdes de igualdade

dos estimadores de Gauss-Markov e quadrados minimos é a matriz

L p p
1.
s—| 7 Pl oer (3.3)
Lrop 1]

Proposicao 14. A matriz 32 na Equagdo (3.3) atende as condigcdes de igualdade

do Teorema 3.

Demonstra¢do. Basta provar que a matriz 32, aplicada em qualquer vetor da base
da matriz X, pode ser escrita como combinagdo linear dos proprios vetores da base

de X. Assim, seja a matriz

T11 21 e Il

12 I22 ... Tm?2
X =

Tin T2n Tmn

- - nxXm

Aplicando-se a matriz 3 em uma coluna genérica p de X se tem

L p .. p Zp1 Tpl + PTp2 + ... + PTpn
p 1 . p Tp2 B PTpl + Tp2 + .. + PTpn
2 S I O | PTp1 + pTp2 + o+ Tpn | el




n
Tprtp o YL Ty
i=1,i#£1
n
Tpe+p o DL Tp
i=1,i£2

n
Tpk + P Z Tpi
i=1,ik

n

Tpn +p D Tpi
i=1,i#n 1

n
Tp1 +p 21 Tpi — PTpl
1=

n
Tp2 + P D] Tpi — PTp2
=1

n
Tpk + P 2:1 Lpi — PLpk
1=

n
Tpn +p Z:l Tpn — PLpn
L 1= .

n
(1 - p)xpl +p2xpi
1=

n
(L=p)ap2+p - wpi

=1

n
(1 - p)xpk +pZ:1xpi
1=

n
(1 - p)x}m +p2$pi
1=

nx1

nx1

72
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D Tpi
- - 1=1
n
:L'pl n
> Tpi
i=1
Tp2 -
= (1 - p) + pn n )
Tpk L;l Tpi
n
a;‘ n
L P nxl1 Z Tpi
i=1
L n dnx1
que € combinacdo linear das colunas de X. O

Nas mesmas condicdes do Teorema 3, isto é, para o modelo de Gauss-
Markov Y = X3 + € com D (Y) = 0?1, o estimador nio viesado usual para a

variancia é dado por

~92 1 2
6° = Y —Pra.x) (Y)
dzm(lm(X)L> H Im(X) H
1 e a1 Y
= n_p<y v,y Y>—n_p(y y) - (y—9)

Para o caso mais geral Y = X3 + & com D (Y) = 02X o estimador é o

mesmo, mas com a norma definida pelo produto interno ((-, -)), isto é,

—~2 1

21 - -
S Al eSS IR S )

_ nip(Y—gf;)/X)l(Y—y*). (3.4)

Para se ver que este estimador é ndo viesado, tem-se o teorema seguinte
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(RENCHER et al.,2008).

Teorema 4. Seja Z um vetor aleatério com média p e matriz de covaridncia
D(Z) = X. Seja também B uma matriz simétrica n x n. Nestas condigdes, a

esperanga da forma quadrdtica Z'BZ é
E [Z'BZ] = tr (BX) + u'Bp.
Demonstracdo. Como X = E (ZZ')—pp/, entdo tem-se que E (ZZ') = T+pp’.

Sendo Z'BZ um escalar, entdo este equivale ao seu traco. Portanto,

E[ZBZ] =

Aplicando-se o Teorema 4 ao estimador da variancia (3.4) tem-se:

Primeiramente, vamos obter a matriz do produto interno (-, -)).
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— Y(I-AYT T (I-A)y.

Logo, a matriz é (I — A)’S~! (I — A), em que A é a projecio ortogonal
em relag@o ao novo produto interno.

Como A = TA'S ! etr (BZ) = tr (ZB), temos entio que

B[] = L LE[(vv) s (v o)

= 0 [tr (o*S(I-A)YSHI-A))+

(Efe-7) = (o -]

_ otr (I -A)STI-A))+0

n—p
1
= —otr (T -ZA'ST IR A+ BA'STA)
n—p
1
= o?tr(I—A— A+ AA)
n—p
1
= ctr(I—-A—A+A)
n—p
1 2
= o‘tr (I —A)
n—p

_ 2(n —p) = o2,
—n_pv(n p)=o0

Conforme visto anteriormente a condicao necessdria e suficiente para que
osmodelos Y = XB+¢€,D(Y)=0*IeY = X8 +¢, D(Y) = 02X definam
estimadores de quadrados minimos e de Gauss-Markov sejam iguais, ¢ natural
entdo perguntar sob quais condi¢des, além de § = ?, também se tenha 5> = 3;2.
Tal questdo € respondida com o seguinte teorema:

2 —2

Teorema 5. As igualdades y = y* e 6° = o* ocorrem simultaneamente, se e

somente se, & (Im (X)) = Im (X) e T (v) = v, Vv € Im(X)™".



Demonstragdo.

~ =5  ~ —2 ~
Sendoy = y* e 52 = o* entio

Como Y — ¥y é um vetor genérico de T m(X)L tem-se que

(v,v) = (v, 271V>

= ((v,v)), Yv e ImX)"

Utilizando a identidade de polarizagdo para v, w € Im(X)" tem-se

4(v,w)=(Vv+w,v+w)—(V—-—Ww,v—Ww)

4{({(v,w))=((v+w,v+w)) — ((v—-—w,v—w)).

Logo,

(v,w) = {{v,w))
= (vE7'w), Vv,w e Im(X)",

e portanto, w = X~ 'w.

Sejaentio v = X" v, Vv € Im(X)". Assim,

76
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Portanto,

O]

As duas préximas subsecoes (3.4 e 3.5) descrevem como os delineamentos
inteiramente casualizados e blocos casualizados podem ser interpretados geome-
tricamente. Os conceitos destas subsecdes sdo baseados nas idéias apresentadas

em Adao(2011).

3.4 Interpretacio geométrica de um delineamento inteiramente casualizado

Dentre os varios tipos de delineamentos experimentais, um dos mais sim-
ples é o Delineamento Inteiramente Casualizado (DIC), utilizados quando as con-
di¢des experimentais sdo homogéneas, isto é, ndo ha necessidade de se organizar
as parcelas experimentais em blocos.

O modelo matemadtico referente a um delineamento inteiramente casuali-

zado € definido por

yij = pti e, (3.5

sendo:



Y1

y1J
Y21

y2J

yii

Y1z

i = i-ésimo tratamento,i=1,2,--- . I;
j =j-ésimarepeticdo, j =1,2,--- | J;
yij = valor da parcela do tratamento i na repeti¢ao j;
1 = média da populagio;
t; = efeito do tratamento i;
ejj = efeito na parcela dos fatores ndo controlados (erro);
Matricialmente tem-se
1 1 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0 -
W
t1
1 0 1 0
to
=1 0 0 0
tr
1 0 0 0 - (I4+1)x1
1 0 0 1
4 1Jx1
1 0 0 ... 1
L - IIx(I4+1)

€11

€1J

€21

€27

€11

€1y

78

1Ix (1)

Claramente, a matriz do delineamento, ndo é de posto completo, ja que a

primeira coluna desta pode ser escrita como a soma das demais. Assim, a menos

da primeira coluna, que estd diretamente relacionada com a média da populacéo,
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a matriz X seria de posto completo. Portanto, reescrevendo a Equacdo 3.5 tem-
se yij — i = ti + ejj, que no formato do modelo de Gauss-Markov fica y =
X3 + € onde, nesta situagdo, diz-se que y foi corrigido para a média. A partir de
entdo, a matriz do modelo X passa a ter posto completo, isto €, suas colunas sio
linearmente independentes, e portanto, a matriz X’X passa a ser invertivel, o que
implica que o projetor ortogonal do vetor de dados no subespaco €2 do modelo é
determinado por X(X'X) X/,

Para se determinar se existe ou ndo diferenca significativa entre os trata-
mentos, faz-se necessdria a andlise de variancia do experimento, a qual pode ser
representada pela Tabela 1, adaptada de Kronka et al.(2006), em que T; € a soma

J

de todas as parcelas de um tratamento i, isto é, T; = > Yij-
Jj=1

Tabela 1 Esquema da andlise de varidncia para experimentos no delineamento
inteiramente casualizado.

Fonte de Variagdio GL SQ QM F,

Tratamentos I-1 3 Zijl T2 - C S'Q'Trlaialmenms Q'g l\fr;{t;ﬁin;m
Residuo I(J—1) Diferenca W —

Total J-1 XI: iy%—C - —

i=1j=1

O valor C, denominado Correcdo, que aparece nas equagdes da soma de
quadrados dos tratamentos (S.Q. Tratamentos) e na soma de quadrados total (S.Q.

Total) da Tabela 1, € definido por
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em que G = zl: EJ: yij € a soma de todas as parcelas do experimento.

Seja Zeig(? 10 vetor y, de dimensdo n x 1, em que cada uma de suas co-
ordenadas representa o valor de uma parcela do experimento realizado. Note que
n = IJ. Pela Proposicdo 3, temos que cada coordenada do vetor ¥, projecdo de y

na dire¢do do vetor 1, é a média de todas as observagdes, isto €,

I J I J
Yij Z Z Yij
_ i=1j=1 i=1j=1
Yy = g eney
n n

/G ¢
- (G9)
/G @

Aplicando-se a Definicdo 2 na equacdo anterior tem-se que

) G2 G2
171l

Conclui-se portanto que o valor C da corre¢do, necessdrio para determina-
¢do do quadro de andlise de variancia, é o quadrado da norma do vetor de médias.
Como ¥y € projecdo ortogonal do vetor y, os vetores ¥, y e y — ¥ formam

um tridngulo retdngulo, conforme se pode observar na Figura 20, e pelo teorema
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de Pitdgoras tem-se

2 —112 —112
Iyll© = I¥ll”+lly - ¥I

ly=31*> = lylI>- 7> (3.6)

Desenvolvendo a equacgdo 3.6 implica em

—12 2 — 112
ly =%I" = lyll” = ¥l
2
= |ylIF=C

= yy-C

I J

= 2.2 v-C
i=1 j=1

= S.Q.Total.

O vetor de médias dos tratamentos, denominado ¥y, é um vetor onde as
coordenadas referentes a um mesmo tratamento t€ém o mesmo valor, sendo este

valor a média de cada tratamento, isto €,

J elementos J elementos J elementos
N —_——

. T T; To Ty Ty Ty
y: T’...,T’T7...’77...777...’7

Como o vetor ¥ somente estaria na direcdo do vetor 1 caso todos os tra-
tamentos tivessem o mesmo efeito médio, existe uma diferenca (ou afastamento)
entre os vetores y e . Novamente, como a projecdo ortogonal do vetor § na di-
recdo do vetor 1 resulta no vetor ¥ (conforme Proposi¢do 8), tem-se um tridngulo

retdngulo formado pelos vetores ¥, ¥ e § — ¥. Portanto, calculando-se o quadrado
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4

Figura 20 Interpretacdo geométrica das somas de quadrados da tabela de andlise
de varidncia

da norma do vetor ¥ — ¥ pelo teorema de Pitdgoras vem

917 = 191 + iy - 9I?
I9-51° = 191 - I91”
= JIgI*-C
= 3.9-C
J elementos J elementos

)

J elementos
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T2 Ty? Ty
T2 Ty? T2

- - 4Lz L
J + J + J

1 1
:EZELC
=1

= S.Q.Tratamentos.

Caso nao houvesse o erro experimental, as parcelas referentes a um mesmo
tratamento teriam todas o mesmo valor, o qual seria a média do efeito de tal trata-
mento. Entretanto, devido aos fatores do acaso, o vetor resposta que deveria per-
tencer ao subespaco do modelo de delineamento (£2) se afasta deste, formando um
tridngulo retadngulo com hipotenusa igual a y — y e catetos y —y e y — ¥, con-
forme figura 20. Assim, pelo teorema de Pitdgoras, é possivel calcular ||y — |

da seguinte maneira:

Iy - 31° + lly — 911

—112
ly — ¥l

ly 311> = Iy — 7II?

~ 112
ly = 9

= S.Q.Total — S.Q.Tratamentos,

ou seja, S.Q.Residuos € calculada pela diferenca entre S.Q.Total e S.Q. Tratamen-
tos, conforme indicado na Tabela 1.

A partir de agora, a matriz X serd sempre tratada no contexto corrigido
para a média. Seja entdo a matriz X de um Delineamento Inteiramente Casuali-
zado, com I tratamentos, isto é, Dim (Im (X)) = I. Ao se projetar ortogonal-
mente um vetor de observacdes y, de um espagco de dimensdo 1J no subespaco

Im (X), obtendo assim o vetor P Im(X)y = ¥, tem-se que a dimenséo do subes-
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pago que contém o vetor (y — Py,,(x)y) € a diferenga (IJ —I)=1(J —1). Por-
tanto, analisando a Tabela 1 e a Figura 20, fica claro que a dimensao do subespaco
ao qual pertence o vetor (y — ¥), cujo quadrado da norma é a S.Q.Residuo, é o
grau de liberdade de sua respectiva soma de quadrados (S.Q.). De forma anéloga,
tem-se que a dimensdo do subespago ao qual pertence o vetor (y —y) é 1J — 1,
que € o Grau de Liberdade (G.L) da S.Q.Total. Assim, procedendo com raciocinio
andlogo, a dimensdo do subespaco que contém o vetor (§ —y) é (I — 1), isto é, o
grau de liberdade dos tratamentos. Em suma, o grau de liberdade pode ser inter-
pretado como a dimensdo do subespago ao qual o vetor, cujo quadrado da norma é
uma soma de quadrados, pertence.

Com a defini¢do dos graus de liberdade e das somas de quadrados, os
quadrados médios (Q.M) podem entdo ser determinados dividindo-se cada soma
de quadrados por seu respectivo grau de liberdade.

Antes de se analisar o teste F, seguem duas proposi¢des (ADAO, 2011).

Proposicio 15. Seja Y um vetor normal com E[Y]| = p e Var[Y] = X. Seja

também W um subespaco vetorial m-dimensional, consistindo de autovetores de

2
32 relativos a um autovalor & e ortogonal ao vetor de médias p. Entdo, w
tem distribuicdo qui-quadrado com m graus de liberdade.
Demonstragdo. Seja {wi,- - ,wy,} uma base ortonormal para W. Tem-se que

PwY = (w1.Y)wi + - + (W Y) Wi, E[w;. Y] = wip = 0e Var [w;. Y] =

w';Xw; = £. Portanto, w;.Y sdo varidveis normais independentes de média 0
[PwY[?* _ (w1 Y)*+(wn.Y)
3 - £

2
e varidncia £. Segue entdo que tem distribuicao

qui-quadrado com m graus de liberdade. OJ

Proposicio 16. Seja Y um vetor normal com E[Y]| = p e Var[Y] = X. Se

W1 e Wy sdo subespacos de W de dimensées dy e do consistindo de autovetores
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HPW1

. . v|” 2
de um mesmo autovalor & e ortogonais entre si, entdo ~ d, ”PVYizYH segue
2

distribuicdo F com d; e do graus de liberdade.

Demonstragdo. Sendo W1 e Wy subespagos ortogonais, entdo Pw,Y e Pw,Y

sao vetores aleatdrios independentes. Também, conforme Proposicao 15, os veto-

2 2
res [P [Py

tém distribui¢do qui-quadrado com graus de liberdade,
respectivamente, d; e do, 0 que implica que possuem quociente com distribui¢ao

F 0

Assim sendo, pela Proposicao 15, temos que o Q.M. Tratamentos e 0 Q.M.
Residuo seguem ambos distribui¢do qui-quadrado com graus de liberdade (I — 1)

e I (J — 1) respectivamente.

Q.M. Tratamentos

Portanto, pela Proposi¢ao 16, tem-se que QM. Residuo

tem distribuicdo
F, permitindo assim a realizacdo do teste F para se detectar diferenca entre as
médias dos tratamentos.
Segue entdo um exemplo, com dados adaptados de Banzatto et al.(2006).
Na Tabela 2, constam valores referentes a um DIC em que as parcelas

representam a produtividade de trés variedades de mandioca. Portanto, a matriz

corrigida do modelo é

11 1100000TO0TO00
X'=1000011110000
0000O0O0O0OT1T1T1:1

O vetor y de dados € representado por
y' = [ 38,9 25,4 20,3 25,7 38,7 43,2

41,7 39,0 47,8 47,8 44,7 50,5 ].
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Conforme Proposicdo 6, tem-se que a matriz que projeta o vetor y no

subespaco gerado pelo vetor unitdrio 1, determinando assim o vetor ¥, é a matriz

1
1

1
1

1
1

1
1

11
11

= [38.64167 38.64167

= y'

38.64167 .

x12

Tabela 2 Produtividade dos cultivares de mandioca, em t/ha.

REPETICOES
TRATAMENTOS 1 2 3 4 TOTAIS
A-IAC 5 389 254 20,3 257 1103
B-IRACEMA 38,7 432 41,7 39,0 162,6
C-MANTIQUEIRA 47,8 478 44,7 50,5 1908

463,7
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Utilizando-se da Proposic@o 7, o projetor ortogonal do vetor y no subes-

paco I'm (X) é dado por

Prax) = X(X'X)~

o o o O
o o o O
o o o O
o o o O
o o o o o o o o
o o o o o o o o
o o o o o o o o
o o o o o o o o

o ] o o ] o [a) [ R L L N L Lo
o o o o ] o [a) L L L L

S O O O O O O O kI R R R
S O O O O O O O R ORI R R

[a) ) o (e RN e LN N
[a) [a) (e [ B N T N e N -
() [a) (e [ B N T N o N [
o (e o (e R L L N o

I N [ N T
I N N [ N T
N N LN N
N e N N L N

Aplicando-se o projetor X (X'X) ™' X’ no vetor y tem-se
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[ 27.575 ]
27.575
27.575
27.575
40.650

) 40.650

X(X'X) X'y =

40.650
40.650
47.700
47.700
47.700
47.700

= ¥.

Portanto, com os vetores y, ¥ e ¥ determinados, deve-se calcular os qua-

drados das normas dos vetores diferencas destes, isto &, |y — 7| ¥ — ¥|° e



ly — 911*. Logo,

38,9 38.64167
25, 4 38.64167
20,3 38.64167
25,7 38.64167
38,7 38.64167
43,2 38.64167
41,7 38.64167
39,0 38.64167
47,8 38.64167
47,8 38.64167
44,7 38.64167
50,5 38.64167

0.258333
—13.241666
—18.341666
—12.941666

0.058333

4.558333

3.058333

0.358333

9.158333

9.158333

6.058333

11.858333

89



ly —¥l? = (0.258333)% 4 (—13.241666)> + - - - + (11.858333)”
= 1054.649

= S.Q.Total.

Determinando a soma de quadrados de tratamentos vem

[ 27.575 ] [ 38.64167 |
27.575 38.64167
27.575 38.64167
27.575 38.64167
40.650 38.64167
o 40.650 38.64167
Y 40.650 - 38.64167
40.650 38.64167
47.700 38.64167
47.700 38.64167
47.700 38.64167
| 47.700 | | 38.64167 |



—11.066667 ]
—11.066667
—11.066667
—11.066667
2.008333
2.008333
2.008333
2.008333
9.058333
9.058333
9.058333
9.058333

(—11.066667)% + (—11.066667)% + - - - + (9.058333)?

834.23

S.Q.Tratamentos.



Finalmente, determinando a soma de quadrados do residuo se tem

(38,0 | [ 27575 |
25,4 27.575
20,3 27.575
25,7 27.575
38,7 40.650
A 43,2 40.650
y-§ = -
41,7 40.650
39,0 40.650
47,8 47.700
47,8 47.700
44,7 47.700
50,5 | | 47.700 |
[ 11.325 |
—2.175
—7.275
—1.875
~1.950
| 2550
N 1.050
~1.650
0.100
0.100
—3.00
| 2800

ly —¥l* = (11.325)% + (=2.175)* + - - - + (2.800)°
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= 220.4175

= 5.Q.Residuo.

Observa-se que a matriz X tem posto igual a 4, isto é, Dim (Im (X)) = 4,
enquanto que o espaco que contém o vetor y tem dimensdo 12. Sendo o nimero
de tratamentos igual a 3 e o nimero de repeti¢cdes igual a 4, os graus de liberdade

dos espacos sao:

G.LTotal=1] -1=12—-1=11.
G.L.Ttatamentos =1—1=3 -1 = 2.
G.L.Residuo=1] —-1=12—-3=09.

A Figura 21 € o resultado da andlise de variincia realizada com o auxilio
do software Sisvar. Conforme se observa, os valores calculados conferem com os

valores apresentados no quadro de andlise de variancia.

Arquive analisado:

E:\Mestrado\Dissertacac\Apés (Qualificacdo\DIC.DB

Varidvel analisada: valor

Cpgdo de transformagdo: Variavel sem transformagdo ( ¥ )

TABELA DE ANALISE DE VARIANCIA

FV GL 5Q oM Fc Pr>Fc
trat 2 834.2316867 417.115833 17.032 0.0008
erro 9 220.417500 24.490833

Total corrigido 11 1054.649167

cvoo(%) = 12.81

Média geral: 38.6416667 Nimero de observagfes: 12

Figura 21 Quadro de Andlise de Variincia dos dados do exemplo DIC



94

3.5 Interpretacio geométrica de um delineamento em blocos casualizado

Um dos mais utilizado dentre todos os tipos de delineamentos, tendo a ca-
racteristica de ser aplicado quando ndo ha homogeneidade das condicdes experi-
mentais, o delineamento em blocos casualizados se caracteriza por controlar local-
mente fontes de variacdes, criando assim ambientes homogéneos (blocos), sendo
que em cada um destes blocos estdo presentes todos os tratamentos(BANZATTO
et al.,20006).

Define-se o modelo de delineamento em blocos casualizados por

yij = p+ti+bj+eg, 3.7

sendo:

i = i-ésimo tratamento,i=1,2,--- ,I;

j =j-ésimo bloco, j =1,2,--- ,J;

yij = valor da parcela do tratamento i no bloco j;

1 = média da populacdo;

t; = efeito do tratamento i;

b; = efeito do bloco j;

ejj = efeito na parcela dos fatores ndo controlados (erro);

Representando o modelo em forma matricial, tem-se:



Y11
Y12

Y1

Yya1

Y22

Y2J

yi

Y12

Y1y

IJx1

95

1% (I4+J+1)
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€11

€12
0

€1J
t1

€21
to

€22
t1 +

€2J
by
ba

€11
by :

L J (I4+J+1)x1 e
e
- 1J - IJx1

Logo, pode-se escrever que y = X3 + €, isto €, o delineamento em blocos casua-
lizados pode ser representado nos termos do modelo de Gauss-Markov.

De forma andloga ao DIC, observa-se que a matriz do delineamento nao é
de posto completo, ja que se tem a primeira coluna (referente ao efeito da média
1) como sendo uma combinacdo linear das préximas I colunas. Portanto, rees-
crevendo a Equacdo 3.7 tem-se y;; — = t; + b; + ej;. O problema € que,
diferentemente do delineamento inteiramente casualizado, neste caso o fato de se
corrigir os dados para a média ndo implica em uma matriz de delineamento com
posto coluna completo, ja que na matriz X corrigida para a média, as I primeiras
colunas sdo combinagdo linear das J ultimas colunas. Entretanto, a matriz X, a
menos da primeira coluna, pode ser seccionada em duas matrizes de posto coluna

completo, uma referente aos tratamentos e outra referente aos blocos. Seja entio
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X}, a matriz de blocos, e X a matriz de tratamentos, isto &,

10 0 1 0 0
10 0 0 1 0
10 0 0 0 1
0 1 0 10 0
0 1 0 0 1 0
% = | x| o | e
0 1 0 0 0 1
0 0 1 1 0 0
0 0 1 0 1 0
0 0 1| 0 0 1|

Pode-se agora observar que tanto X quanto X}, sdo matrizes de posto
coluna completo.

O procedimento de se particionar a matriz X, de posto coluna incompleto,
em matrizes com posto coluna completo se faz necessdrio para que seja possivel

trabalhar matrizes invertiveis e, assim, se determinar projetores da forma
-1
K (K’ K) K,

onde K € uma das matrizes seccionadas da matriz X.
O posto da matriz Xy € I, ja que cada coluna desta matriz estd associ-

ada a um tratamento, enquanto que o posto da matriz Xy, é J, sendo que cada
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coluna desta estd relacionada a um bloco. Assim, as dimensdes dos subespagos
gerados pelas matrizes X e Xy, sdo, respectivamentes, Dim (Im (X;)) = T e
Dim (Im (Xy,)) = J.

Como exemplifica¢do, considere um DBC com 3 tratamentos e 4 blocos,
istoé,I = 3 e J = 4. Note que o vetor de dados observados tem dimensdo 12 = 1J.

Neste contexto, as matrizes X e X}, sdo, respectivamente, as seguintes:

100 1000
1 00 0100
1 00 0010
100 00 01
010 1 0 00
010 0100
010 ) 0010
010 00 01
0 01 1 000
0 01 0100
0 01 0 010
| 00 1| 1 00 0 1]

Um vetor qualquer que pertenca ao subespaco dos tratamentos tem a se-

guinte forma:
y’tz[a a aabbbboececec C]aaabycvdERv
enquanto que um vetor do subespacgo dos blocos tem a forma como se segue:

y’bz[a b cdaboecdabec d},a,b,c,dER.
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Uma observagdo bastante relevante é que o vetor de médias y pertence a

interseccao dos subespacos de tratamento e de blocos.

Seja entdo a Tabela 3, adaptada de Kronka et al.(2006), a qual esquematiza

a decomposicdo das variancias de um Delineamento em Blocos Casualizados.

Tabela3 Esquema da andlise de varidncia para experimentos no delineamento
em blocos casualizado.

Fonte de Variacdo GL SQ QM Fe
1 .
Tratamentos 1—1 % .21 T? —_C S,Q,Trlaialmentos Q,(Iil-,lvlT‘x;t:;ir;lel:\otos
i=
J
- _ 1 2 _ S.Q.Blocos Q.M. Blocos
Blocos J—-1 T jgl Bj c J—1 Q.M. Residuo
Residuo I-1)J—-1) Diferenca % _
1 J 2
Total 1IJ—-1 > > vij — C — _
i=1j=1

Primeiramente, comparando a Tabela 3 com as matrizes X}, e X em (3.8),

observa-se que o grau de liberdade dos tratamentos € exatamente o posto da matriz

de tratamentos menos um, bem como o grau de liberdade de blocos é determinado

subtraindo-se uma unidade do posto da matriz de blocos. Ja o G.L. total é ob-

tido subtraindo-se uma unidade do valor da dimensdo do espago dos dados, isto

¢, IJ — 1. O grau de liberdade restante, ou seja, G.L. do residuo, é obtido por

diferenca, isto é,

G.L.Resfduo

G.L.Total — G.L.Tratamentos — G.L.Blocos
W-1)-1I-1)—-J-1)
J-1-I4+1-J+1

J-I1-J+1

(I-1)(J—1).

Assim como demonstrado no delineamento inteiramente casualizado, o
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valor da correcdo é dado por

i=1j=1

¢ = 1J
G2
T
= |77

em que ¥ € o vetor em que todas as coordenadas sdo iguais e tém o valor da média
aritmética das coordenadas do vetor y, isto €, a média de todas as parcelas do
experimento.

Fazendo um comparativo com o modelo de Delineamento Inteiramente
Casualizado, no DBC o espago onde é projetado o vetor de observagdes nao mais
¢ denominado de espaco dos tratamentos, ja que este novo espago é composto por
um subespaco referente aos tratamentos e a um outro subespaco referente aos blo-
cos. Assim, adicionalmente a andlise feita no DIC, agora se tem os vetores ¥, € V¢,
respectivamente projecdo do vetor y nos subespacos de blocos e de tratamentos,

onde tais vetores sao representados por

J elementos J elementos J elementos
T T T T
Vi = 77...’7777...’77...’ 77...’7
1° conjunto 2° conjunto I—ésimo conjunto
e
J elementos J elementos J elementos
- B B; By B; B Bj
¥ = T’“.’T’T"”’T’“" T’.“’T
1° conjunto 2° conjunto I—ésimo conjunto

Calculando a norma de cada um destes vetores, segue que
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I9u* = 919

Sendo ortogonal a projecdo do vetor de blocos no subespaco de médias,
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tem-se um tridngulo retdngulo em que a hipotenusa € o préprio vetor de blocos.

Logo,
I9ul> = 1I71° + I3 — ¥II*- (3.9)

Reescrevendo a Equagdo 3.9 e aplicando os valores das normas (calcula-

dos anteriormente), tem-se que

-~ —12 ~ 112 —112
15 =¥I1° = [IFull” =7l

1 J
= (2B -C
j=1

= S.Q.Blocos.

De forma semelhante, projetando-se ortogonalmente o vetor de tratamen-
tos no subespaco das médias, um tridngulo retangulo ¢ formado, sendo hipotenusa

o vetor de tratamentos. Portanto,

19> = 131>+ 5 — 31° (3.10)

podendo-se rearranjar a Equagdo 3.10 e aplicar, simultaneamente, as normas cal-

culadas anteriormente para se concluir que

~ —112 ~ 112 =112
13 =317 = [I3:lI” = 171l

1 I
= 372 T*-C
i=1

= S.Q.Tratamentos.
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A S.Q.Total € encontrada, em termos vetoriais, de forma estritamente ana-
loga a apresentada no modelo de Delineamento Inteiramente Casualizado. Assim

sendo, pode-se definir que

— 12 2 — 112
ly =%I" = lyll” = ¥l
2
= |ylIF=C

= yy-C

I J

= > D> vi-¢
i=1 j=1

= S.Q.Total.

Sobre a S.Q.Residuo, esta também ¢é obtida por diferenca. Entretanto,
surge um termo a mais quando comparado com o DIC, ja que um novo subespaco
(blocos) foi definido no processo. Assim, a soma de quadrados dos residuos é

calculada por

S.Q.ResBduo = S.Q.Total — (S.Q.Tratamentos 4+ S.Q.Blocos)

= S.Q.Total — S.Q.Tratamentos — S.Q.Blocos.

Neste ponto, com os graus de liberdade definidos e as somas de quadrados
determinadas, para se determinar os quadrados médios (Q.M) basta dividir cada
Soma de Quadrado pelo seu respectivo grau de liberdade, assim como apresentado
na Tabela 3.

Um fato, cuja demonstracao serd omitida, € que a projecdo ortogonal do
vetor de dados no subespago das médias equivale a projecdo do vetor de blocos

(que por si s ja é a projecdo do vetor de dados no subespago dos blocos) no su-
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bespaco das médias. A importancia desta afirmacdo € que tem-se assim formado
um tridngulo retdngulo em que o teorema de Pitdgoras pode ser aplicado da se-

guinte forma:

ly =517 = ly — 9ul* + I3 — 31

Note que € possivel manipular a equacdo anterior de forma a se isolar o

~ —12 a1 ~
termo ||§, — ¥||°, que representa a S.Q.Blocos, sem para tanto utilizar a corre¢ao
C (norma do vetor de médias). Fazendo andlise similar para Tratamentos, tem-se

que

ly =512 = lly = 91 + [I5¢ — ¥11%,

que também pode ser manipulada para se encontrar a S.Q.Tratamentos sem a uti-
lizacdo da correcdo C.

De forma andloga a andlise feita no delineamento inteiramente casuali-

Q.M. Tratamentos

Q.M. Residuo Se-

zado, utiliza-se das Proposi¢des 15 e 16 para demonstrar que
gue distribuicao F, bem como % também o segue, o0 que permite a utili-
zacdo de tal distribuicdo para testes de hipdtese quanto a significancia de igualdade
das médias, tanto para tratamentos quanto para blocos.

Geometricamente, uma figura que representa as condi¢des e situagdes até
entdo descritas para o Delineamento em Blocos Casualizado é bastante similar
aquela representada na Figura (20). Entretanto, uma diferenca crucial é que o su-
bespaco do modelo (£2) no DBC é composto por dois outros subespagos ortogonais
entre si, que sdo os subespacos de tratamento e de bloco. Presente na intersec¢io
destes dois dltimos estd o subespaco gerado pelo vetor unitdrio, sendo que o ve-

tor de médias p estd presente neste. Note que a S.Q.T. continua sendo calculada

da mesma forma tanto no DBC quanto no DIC, bem como a ortogonalidade do
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vetor de erros com o subespago 2. Ocorre porém que o vetor proveniente da di-

a2 ;e
ferenca ||y — ¥||° pode ser decomposto em duas componentes ortogonais: uma
pertencente ao subespaco dos tratamentos e outra pertencente ao subespaco dos
blocos, sendo que o vetor y pertence a intersec¢do destes dois ultimos. A Figura
22 representa as relagdes descritas anteriormente.

YA

R

Figura 22 Interpretacdo geométrica de um delineamento em blocos casualizado
(DIC)

Seja entdo um exemplo, com dados adaptados de Banzatto et al.(2006).
Na Tabela 4 estdo relacionados os pesos, em gramas, de frutos de macieira
num experimento realizado para se testar 3 tratamentos que sdo: A - 12,5 ppm do

produto Promalin, B - 50,0 ppm do produto Promalin e C - Testemunha (0 ppm).
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Tabela4 Pesos médios dos frutos da macieira, em gramas.

BLOCOS
TRATAMENTOS 1 2 3 4 TOTAIS
A-12,5 ppm 1424 144,8 145,2 138,9 571,3
B-50,0 ppm 140,7 134,1 136,1 144,1 555,0
C-TESTEMUNHA 153,5 165,0 151,8 150,2 620,5

TOTAIS 436,6 4439 433,1 433,2 1746,8

Para este exemplo, em que se tem [=3 tratamentos e J=4 blocos, as matri-

zes dos subespacgos de Tratamento e Blocos sdo, respectivamente,

1 00 1 0 00
1 00 0100
1 00 0010
1 00 0 0 01
010 10 00
X, — 010 o Xym 0100
010 0010
010 0 0 01
0 0 1 10 00
0 01 0100
0 0 1 0 010
| 00 1] 100 0 1]

O vetor y de dados € representado por

/

y = [142,4 144,8 145,2 138,9 140,7 134,1
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136,1 144,1 153,5 165,0 151,8 150,2].

Pela Proposicao 6, o vetor de médias y pode ser encontrado por

111111111111

111111111111

= [145.566 145.566 --- 145.566 -
X

Antes de se encontrar os vetores ¥ € ¥1,, € necessario determinar as ma-
trizes de projecdo em cada um dos subespagos de Tratamentos e de Blocos. Para

tanto, faz-se o emprego da Proposicio 7, isto €, Pr,,(x, )y = X (X' X)X by
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Xt(X’tXt)_lX’ty. Portanto,

€ me(xt)y

0000 0 0 00
00 00 0 0 00
00 00 0 0 00
0000 0 0 0O

00 00 O0O0O0O0

00 00 0 0 O00O0

000 0O0O0O0O0

00 0 0O0O0O0O0
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S @) S —Hn O ) S e O S S

jen} S —n O ) S —Hn O ) S —Hm O

S e O jen} S —Hen O @) S —Hn O @)

. O @) S e O s} S e O =) @)

s} =) S —Hn O @) o e O [en} S

es} S —Hn O ) S —Hen O @) o e O

S —Hm O O O —Hn O O S e O ]

o O S O Hm O O O Al O O @]

S S S —n O ) S e O S S e

jen} S —n O ) S —Hn O ) S —Hn O

S e O jen} S —Hen O ) S —Hn O @)

. O @) S e O jen} S e O @) @)

X (X' Xp) X, =

Ao se aplicar estes dois projetores no vetor de dados y, ficam determinados os
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to é,

Yt € ¥b, is

vetores

< o0 (o] D I~ — — — 0 [a) 0 (o]
R = = s o T - e =
<f <t <t el <t ™ el <t o] NeJ L0 0
— — — — — — — — — — — —
o o o o o O S O I Y I I
] je) o ] je) o ] o I AT I A
@] o o ] o o o o I I I A
) (e [a) ) (e [a) ) S I I I A
) (e} [a) O I T I I O [a) (e o
) (e [a) O HIE HIE I I O [a) o o
) (e} (@) S =Y A A I O [a) o [a)
@) [es} o O I A A I O ] o )
I I I I O (a] ] o [aw] @) (e} )
s I I I O ) [a) o [a) ] [e) ja]
s I I I O [a) ) (e [a) ) o o
s I I I O [a) ) o [a) ) o o
Il
it
>

<t oo (o] D - — — — 0 [a) oo [a]
335 s 28I B EE B
- = = = —H = = = o~ o~ o~
L 1
I 1
o o S —Hm O o S —Hm O o S
o S =, O o S —Hn O o S —Hem O
S = O o S =, O o S —Hn O o
—mn O o S = O o S = O ] o
] ] S —Hn O [es} S —Hn O ) S~
) S —Hm O @) S —Hn O [es} S —Hn O
S —Hen O [a] S =Hm O ] S —Hm O ja)
—mn O o S —Hm O o S —Hm O ] [e)
o o S —Hem O o S —Hm O o S
o S —Hm O o S —Hn O o S —Hm O
S —Hm O o S =, O o S —Hen O o
=, O o S —Hem O o S = O o o
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Portanto,

[ 142,825 ] [ 145,5333 ]
142,825 147,9667
142,825 144, 3667
142,825 144,400
138,750 145, 5333

. 138,750 R 147,9667
Yyt = e Yb =
138,750 144, 3667
138,750 144,400
155,125 145, 5333
155,125 147,9667
155,125 144, 3667
i 155,125 | i 144,400 |

Assim, com os vetores y, ¥, ¥ € ¥}, encontrados, as somas de quadrados

podem ser determinadas conforme descrito anteriormente, isto €,

S.Q. Total = ||y—y||2
= -9 -9
= (142,4 — 145,566)% + (144, 8 — 145,566)% + - - -
+(150,2 — 145, 566)*

= 803, 04667.

S.QBlocos = (I —¥) (I —F)
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= (145,5333 — 145, 566)° + (147,9667 — 145, 566)% + - - -

+(144,4 — 145, 566)*

25, 686666.

S.Q.Tratamentos = (§:—¥) (§: —¥)
= (142,825 — 145,566)% + (142.825 — 145, 566)* + - - -

+(155,125 — 145, 566)*

581, 38166.

S.Q.Residuo = S.Q.Total — S.Q.Blocos — S.Q.Tratamento

803, 04667 — 25, 686666 — 581, 38166

= 195,9783.

Conforme se pode observar na tabela da Figura 23, estes valores de soma

de quadrados conferem com os valores executados no software Sisvar.

3.6 A teoria de Gauss-Markov na presenca de dados faltantes

Suponha Y um vetor aleatério em R", e suponha sem perda de genera-
lidade que as primeiras m coordenadas de Y sejam observdveis, e as restantes
n — m sejam ndo observdveis ou faltantes. Usando a notagio Y = Y! 4 Y?
em que Y' é a parte observavel e Y2 a ndo observdvel, considere o modelo

Y = X + € que considera todos os dados (observaveis ou nao), X : R? — R".
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Arquive analisado:

E:\Mestrado\Dissertacac\Apds Qualificacic\DBC.DB

Varidvel znazlisada: Resposta

Opgdo de transformagdo: Varidvel sem transformagdo ( ¥ )

TABELZ DE ANALISE DE VARIANCIR

i cL sQ M Fo Dr>Feo
Trat z 581.381&87 290.8590833 2.500 D.01&0
Bloco 3 25 _6B6667T 8_562222 0_262 0_8504
erro 1) 185.5878333 32 663056

Total corrigido 11 BO3.046867

v (y) = 3.33

Media geral: 145.5666667 Numero de cbservagdes: 1z

Figura 23 Quadro de Andlise de Variancia dos dados do exemplo DBC

Neste item I'm (X) serd denotada por 2. Desta forma tem-se a relagdo
E§7l — HQTR EB EET%—7H

Considere também €21 = Prm () e Q2 = Pra—m (€2). Observe que, em geral,
Q # Q1 4 Qa. O que se tem € que 2 C €27 + 3. Vamos considerar a seguinte
hipétese: dim (2) = dim (£21). Estatisticamente, tal fato significa que o nimero
de pardmetros do modelo, mesmo com a ocorréncia de dados faltantes, ndo se
altera.

Pgrm : Q +— € € linear e sobrejetiva. Como dim (€2) = dim (€21) entdo
a projegdo também € injetiva, isto é, ker (Prm) restrito a {2 é o subespaco nulo.

Logo, se vi + vo € Qe vy + vy € Qentdo

(vi+va) — (v1 + v’2) € ker (Pgrm)
Vo — VIQ = 0

Vy = Vg,
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isto é, para cada vetor vi em {); existe um tnico vetor vo em {2 tal que vi +
vy € (2, e portanto o kernel da projecdo pertence a ). Pode-se entdo definir
uma transformac@o linear A : R™ — R” tal que A (v1) = vae A(x) = 0 se
x € Qf. Seja a transformagio linear I :Q; + R", inclusdo, isto &, I (v1) — v,
vi € ;. Desta forma, pode-se escrever, utilizando um certo abuso de notagdo,
que 2 = (I+ A) Q.

Se p € o vetor de médias geral do experimento, o estimador de Gauss-
Markov de p é i = Pq (Y). Como as m ultimas componentes de Y sdo dados
faltantes, ndo € possivel se obter 1. A estratégia entdo € obter o estimador de
Gauss-Markov para os dados observados utilizando o sub-modelo dado por €21,
isto é, it = Pq (Yl). Sendo u' = E [Yl] , para j1! existe um tnico fi% dado por

~

g’ =A ([11). Toma-se agora como estimador de fi o vetor obtido por

fo="Pq (Y'+4? (3.11)

A representacdo destes vetores e suas projecdes nos subespacos discutidos
consta na Figura 24.Justifica-se que o processo de imputa¢do de dados é razodvel

quando m for bem menor do que 7.
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.

& R™

0,

Figura 24 Proje¢des para dados faltantes
Proposicao 17. O processo de imputacdo de dados proposto por Kruskall(1961)
diminui a soma de quadrado dos erros.

s . A L1112
Demonstragdo. O estimador da variancia € dado por ———||'Y! — 4'||". Note
m—dim(Q1)

que 1! + 12 € Q. Imputando-se o valor 1% obtém-se os dados com imputa-



116

¢io Y! + . Logo, (Y'+p%) —(p*+aY)| =|Y'-4'| Como
—_—— —_———
dados com imputacao €N

Pa (Y1 + ﬂQ) ¢ o ponto mais proximo de (Y1 + ﬂ2) em (2, entdo qualquer ponto
que pertenga a €2 e que seja diferente de [ terd uma distdncia maior até o vetor

(Y! + ). Assim sendo, i + 1> € Q e € diferente de {2, 0 que implica em

1Y+ %) —Pa (Y +a)) || < Y -4l

|
O

Como exemplo para aplicacdo de dados faltantes, seja um delineamento
inteiramente casualizado (DIC) com 3 tratamentos e 4 repeti¢des v;; = pu+7;+¢;;,
comi = {1,2,3} e j = {1,2,3,4}. y;; € a observacdo referente ao i-ésimo trata-
mento e a j-ésima repeti¢do. O vetor observado € representado de forma genérica

como

Y = (Y11, Y125 oy Y14, Y21, -+ Y24, Y315 -, Y34) -

Vamos supor entdo que a dltima observacdo tenha sido perdida, isto é,

tem-se apenas o vetor

1 /
y = (Y11,Y12,---,Y14,Y21,---7}’24,3’31,---0’3370) .

Neste caso,temos:
Q= {(a,a,a,a,b,b,b,b,c,c,c,c)/,a,b,c € ]R} ,

0 = {(a,a,a,a,b,b,b,b,c,c,c,O)/,a,b,cER},
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Q= {(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,d)",d € R} .

Define-se entdo a fungio natural A :Q2; — (o, em que

A ((a,a,a,a,b,b,b,b,c,c,¢,0)) = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,c)".

Definindo 7. = W’ Jo. = W el = w’ se tem
!/
4 4 3
— e T 1

Pﬂl (yl) = gl-v"'7@1-7@2-7"'7@2-7@57"'5géa0 = ll .

A (') = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,74) =

Logo, o novo vetor de dados em que ¢ levado em conta o dado faltante é

v o= p2+y!
— (070, "'70)g3-)/ + (Y11, ey Y14, Y215 -4, Y24, Y31, -"7y3370)/

—1\/
= (Y117--~,Y147Y21,---7Y24,YS17~--aY33>yé) :

4 4
— A
Portanto, Poy*™ = | 1.y -ors Y1, Y25 -, Y2., @, ..., @ | = f1, em que

V31 + ya2 + yag + Yartysztyes

4
3(y31+y32+y33)+(y31+ys2+yss)
3

4
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V31 +y32 +y33
—

Em termos matriciais, o exemplo anterior € tratado da seguinte maneira:

Os subespagos sdo imagens das transformagdes lineares

_100_ _100_
1 00 1 00
1 00 1 00
1 00 1 00
010 010
X — 010 e X, — 010
010 010
010 010
0 01 0 01
0 0 1 0 01
0 01 0 0 1
| 00 1] | 00 0]

Note que a matriz X pode ser determinada por Xo = X — X.

O projetor que fornece fi' é X, (X' 1X1)71X’ 1. Aplicando-se este proje-



tor no vetor de dados Y! tem-se entdo

o ] o o ] o o R L Ll L L

13 00000000
11200000000
1 1100000000
131 00000000
000+ 22220000
000+ 220000
000132 1 10000
000+ 22220000
000O0O0OO0CO0OTSZXTTZLZT L0
000O0O0O0O0TZZ % 20
0000O0OOCOTE+4ZL o0
0000O0ODO0OOO0O0O

A transformacio linear A que leva o vetor 1! em Q, A (ﬂl) =/

Y11
Y12
Y13
Y14
Y21
Y22
Y23
Y24
Y31
Y32

Y33
0

Y.
1.
1.
Y.
Yo.
Y2.
Y2.
Yo.

—/

Y3

—/

Y3

—/

Ys
0

2

7

, 6
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o O o o o o o o o o o o
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o O o o o o o o o o o o

o o o o o o o o o o o o

o O o o o o o o o o o

W=

o O o o o o o o o o o

Wl

o o o o o o o o o o o

W=

Y.
Y1
Y1
Y.
Y2.
Y.
Y2.
Y2

Y3
—

Ys

-/

Ys3

o o o o o o o o o o

Ys
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Portanto, os dados com a imputacdo sao da forma

A2yl =

o o o o o o o o o o

Ys

onde jj; = YaLF Va3

Y11
Y12
Y13
Y14
Y21
Y22
Y23
Y24
Y31
Y32

Y33

Y11
Y12
Y13
Y14
Y21
Y22
Y23
Y24
Y31
Y32
Y33

Y3

Conforme se pode visualizar na Figura 24, /i + Y!

Po(A*+Y') =
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¢ ) e portanto

X (X'X) ' X (p? + YY)

.

3.7 A teoria de Gauss-Markov na presenca de dados adicionais

Suponha que se tenha o modelo de Gauss-Markov Y'= X3 + &, com

Y! € R™. Suponha também que novas observacdes Y2 € R™ sejam obtidas. A

questdo € como estes dados extras podem ser incorporados ao processo de estima-

¢do. Seja’ Y = Y! + Y? o vetor de dados completo em R™T™. Quer se estender
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o modelo Q; = I'm (X) em R"™ para Q em R"*™. Novamente a hipStese central

¢ que o nimero de pardmetros ndo € alterado, isto é, dim (21) = dim (£2). Desta

forma, para cada vetor vi € )y existe um dnico vetor v tal que vi +vs € €. De-

nominando {25 como o conjunto destes vetores, fica definida a transformacéo linear

A :R" — R"™ daforma A (vi)=vesevi € Qe A(w)=0sew € 0t

A idéia para se estimar p € projetar ortogonalmente o vetor de dados com-

pletos Y = Y'! + Y? no subespaco €2 e depois projetar novamente no subespaco

Q1 do modelo original X3 = Po, P (Y! +Y?).

Segue na Figura 25 a representa¢do geométrica das consideracdes descri-

tas anteriormente.

Y=Y'+VY?
n+m
R
B, (Y)
Q
1
Y R
Q

Figura 25 Proje¢des para dados extras
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De forma similar ao caso de dados faltantes, seja um delineamento intei-
ramente casualizado (DIC) com trés tratamentos e 4 repeticdes, sendo o modelo
Yij = p+T1i+ei, comi = {1,2,3} e j = {1,2,3,4}. y;; € a observagao referente

ao i-ésimo tratamento e a j-ésima repetigao.

V' = (V11 ey Y145 Y25 o0y Y24, Y315 oo, Y34) -

Suponha entdo que se tenha uma observagao a mais, referente ao terceiro

tratamento. Considerando agora os vetores em R'? @ R! = R!3 tem-se

V' = (V115 ey Y14, Y215 ooy Y245 Y315 -, Y34, 0)

y? =(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,ys5)",
1 2 /
y=y +ty = (Y117-‘-7}’14,}’217---,YQ4,Y31,---,}’347Y35) )

e os subespacos

Ql = {(a7 a? a” a? b’ b7 b7 b? C’ C7 C7 C? 0),}

Q= {(a,a,a,a, b,b,b,b,c,c,c, c,c)'} .

Portanto, a proje¢ao em (2 € dada por

Poy = {(F1.. 1., ¥1.. $1., ¥2.. ¥2., 2. F2., ¥5.. ¥5., ¥ 95, ¥5.) }

4 4 5
> YL > Y2i > Y3
=1 3

i=1 ¥k i=1

sendo yi. = 1 y2. = 7 ©Y3 = "3
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Finalmente, o vetor p é determinado por

p =Po, (Pay) = {(F1..51.,¥1.. ¥1.. V2., ¥2., ¥2.. ¥2.. ¥5., ¥5., ¥5.. ¥5..0) } .
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4 CONCLUSAO

A demonstracao da identidade de Fisher e da identidade de David-Hartley-
Pearson, utilizando conceitos geométricos, se apresenta de forma mais concisa e
com aparente potencial didatico.

O emprego de conceitos geométricos para a imputacdo de dados, no caso
de dados faltantes € intuitiva, justificando os procedimentos usualmente adotados,
como o uso de médias. De forma andloga, o uso da teoria para dados adicionais
possui as mesmas qualidades.

A interpretacdo geométrica do Teorema de Gauss-Markov apresentada
pode ser uma ferramenta util na compreensao de seu resultado.

A utilizagdo de construgdes geométricas como subespagos vetoriais, pro-
jecoes e transformagdes lineares é uma forma natural de se abordar conceitos es-

tatisticos.
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APENDICE

Determinacio do estimador de quadrados minimos, B, utilizando calculo di-

ferencial

Algebricamente, seja L (8) = ||Y — X3||>. Entdo,

L) = Y -Xp|*
= (Y-XB) (Y -Xp)
= (Y-8X') (Y -XB)

= Y'Y -YX3-8XY+3XXg.

Claramente se pode observar que Y’'X3 é um nimero e, portanto, Y'X3 =

(Y'X3)". Assim, segue que

L(B) Y'Y - 28'X'Y + 3'X'X3

d / /
gh® = XY +2X'Xp,

Igualando-se a derivada a 0 segue que
—2X'Y +2X'XB = 0

= X'X3 = XY

(xX'X)"'x'x8 = (X'X)'X'Y
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B=XX)"'XY| (4.1)

Determinacao do estimador de Gauss-Markov, B:, utilizando calculo diferen-

cial

SejaY = (Y1, yn)s B = (B1,, Bp) s D(Y) = Zy50n € Xy Como
fX)=A+XB+XCX= % =(B+2CX) =B +2X'Ceg(X) =

0
AX = 5% = A’ tem-se que

(Y -XB),(Y-XB))) = (Y-XB,Z7'(Y-XP))

= (Y-XB,2'Y -¥7'X3)

= (Y, =7'Y) - (Y, =7'X3) — (XB,27'Y)
+(XB,27'X3)

= Y'Y Y2 'X3- 38Xzl
+ BX's"1Xg3

= Y'ST'Y - Y'EIXB - (8X'=lY)
+ /#X's"1X3

= YXly-YEIXg-Y'E X3
+ /#X'2"1X3

= Y'Yy - 2Y'Z X8+ #X'21X3.
Derivando em relagdo a 3 e igualando a 0 tem-se que

0-2X'2Y +28X'E71X =0
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X'y X = X'y

g = (X's71X)T'X's Y.



