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RESUMO

Uma drea importante da Estatistica € a que estuda delineamentos experimentais. Os delinea-
mentos experimentais referem-se ao desenho no qual os experimentos sdo conduzidos. A teoria
Matematica subjacente a construgdo desses delineamentos muitas vezes € pouco explicitada.
Uma abordagem que apresenta de forma equilibrada a andlise estatistica dos delineamentos
experimentais e também a complexidade da matematica envolvida, encontra-se nos trabalhos de
Rosemary A. Bailey. O presente trabalho visa esclarecer e tornar mais acessivel a relagdo entre a
Estatistica e a Teoria Matematica subjacente. Em particular, a teoria dos esquemas de associacio
e sua conexao com os delineamentos experimentais. Diagramas de Hasse e suas relacdes com a
andlise de variancia sdo exemplificados. O uso de grafos em delineamentos, teoria relativamente
recente na literatura, ¢ também abordado. Neste contexto, o presente trabalho tem por objetivo
abordar a teoria dos delineamentos experimentais utilizando esquemas de associagdo. A partir
desta abordagem temos as seguintes contribui¢des: um exemplo geométrico para o esquema de
associacdo ciclico € proposto; um novo algoritmo para o cdlculo do strata de um delineamento é
mostrado em detalhes; apresenta-se uma discussao sobre as distintas definicdes de delineamentos
ortogonais; utilizando a teoria dos grafos, tem-se resultados sobre delineamentos soliveis; e
grafos sdo utilizados como redes elétricas em delineamentos 6timos. Além disso, algumas novas

demonstrac¢des alternativas sdo apresentadas.

Palavras-chave: Algebra de Bose-Mesner; Diagramas de Hasse; Grafos.



ABSTRACT

An important area of Statistics is that which studies experimental designs. Experimental designs
refer to the design in which experiments are conducted. The mathematical theory underlying the
construction of these designs is often little explained. An approach that presents in a balanced
way the statistical analysis of experimental designs and also the complexity of the mathematics
involved can be found in the works of Rosemary A. Bailey. The present work aims to clarify
and make more accessible the relationship between Statistics and the underlying Mathematical
Theory. In particular, the theory of association schemes and its connection with experimental
designs. Hasse diagrams and their relationships with variance analysis are exemplified. The use
of graphs in designs, a relatively recent theory in the literature, is also addressed. In this context,
the present work aims to address the theory of experimental designs using association schemes.
From this approach, we have the following contributions: a geometric example for the cyclic
association scheme is proposed; a new algorithm for calculating the strata of a design is shown
in detail; a discussion is presented on the different definitions of orthogonal designs; using graph
theory, we have results on soluble designs; and graphs are used as electrical networks in optimal

designs. Furthermore, some new alternative demonstrations are presented.

Keywords: Bose-Mesner Algebra; Hasse Diagrams; Graphs.



INDICADORES DE IMPACTO

A tese apresenta impactos sociais e tecnoldgicos. Por se tratar de um texto de aspecto tedrico,
tem por finalidade impactar principalmente pesquisadores e educadores de diversas areas do
conhecimento. Uma vez que a tese apresenta uma revisao de literatura sobre os textos abordados
e contribuicdes tedricas, as dreas temdticas de tecnologia e producao podem ser atingidas. O
texto aborda as dreas da Matematica e Estatistica, em particular os delineamentos experimentais
sdo enfatizados e estes sdo utilizados em diversas linhas de pesquisa. O trabalho visa esclarecer
e tornar mais acessivel a relacdo entre a Estatistica e a Teoria Matemdtica subjacente. Neste
contexto, a tese teve por objetivo abordar a teoria dos delineamentos experimentais utilizando
esquemas de associagdo. Como resultado tem-se um texto amplo com valor diditico que pode ser
utilizado por académicos e pesquisadores da UFLA e também por toda populacdo que trabalha

de forma direta e/ou indireta com pesquisas relacionadas a experimentacao.

IMPACT INDICATORS

The thesis presents social and technological impacts. It is a text presenting theoretical aspects
and it impact mainly researchers and educators from different areas of knowledge. The thematic
areas of technology and production are addressed, since the thesis presents a literature review
of the main texts which cover the experimental designs, including theoretical contributions.
Aspects of Mathematics and Statistics are covered, in particular, experimental designs are
emphasized, which are used in different research areas. The work aimed to clarify and to do
more accessible the relationship between Statistics and the underlying Mathematical Theory
considered in experimental designs. In this context, the thesis aimed to address the theory of
experimental designs using association schemes. As a result, we have a broad text with didactic
value that can be used by academics and researchers that works directly and/or indirectly with

experimentation.
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1 INTRODUCAO

O planejamento de experimentos torna possivel a andlise estatistica dos dados coletados.
O inicio da Estatistica Experimental ocorreu na estacao experimental de Rothamsted, na Ingra-
terra, no inicio do século passado. J4 nessa época desenvolveu-se a teoria dos delineamentos em
blocos incompletos e uma particularidade de experimentos foram elaborados. Desenvolveu-se
entdo a teoria dos delineamentos em blocos incompletos parcialmente balanceados e na década
de 1950, Bose e Shimamoto criaram o conceito de esquemas de associacdo, posteriormente
relacionado a dlgebra de Bose-Mesner. Tem-se entdo conceitos que originam da pratica, mas
que sua aplicabilidade ultrapassa os problemas que os produziram. Nesse sentido, apesar de ser
desenvolvida para abordar problemas experimentais, a teoria dos delineamentos experimentais
estd relacionada com problemas matemaéticos bastante complexos, como teoria dos grupos de
permutagdo, aritmética modular, ordem parcial em conjuntos, entre outros.

Atualmente os estatisticos utilizam resultados dos esquemas de associacao sem considerar
sua teoria diretamente, uma vez que se trata de uma teoria matemadtica abstrata. J4 os matemdticos,
utilizam a teoria desconhecendo que esta foi criada no contexto da Estatistica Experimental. Para
sanar esta situacao, que limita seu desenvolvimento, Bailey (2004) escreveu o livro "Association
schemes: designed experiments, algebra and combinatorics". Nesse livro, que provavelmente
pode ser considerado um cléssico, existe uma abordagem que tenta equilibrar aspectos estatisticos
e matematicos. Nessa obra sao apresentados os aspectos mais importantes do estigio atual da
teoria. Como se trata de um texto abrangente, alguns aspectos sdo resumidos como demonstragdes
e alguns conceitos apresentados. Talvez, para equilibrar o fato do aspecto tedrico dessa obra, a
autora publicou outro livro "Design of comparative experiments" (Bailey, 2008). Este tltimo
trabalho dialoga bem com o estatistico, uma vez que possui varios experimentos que foram
utilizados em situacdes reais, apesar de utilizar dlgebra linear e os conceitos abstratos de
aritmética modular. Nessa obra todas as demonstra¢des sao omitidas.

Em Bailey (2004) a andlise de variancia ndo é abordada e o uso de diagramas de Hasse é
quase inexistente. Por outro lado, a fun¢do de Moebius € extensivamente utilizada. J4 em Bailey
(2008), o termo "esquemas de associacdo" nao € citado em nenhum momento e o diagrama de

Hasse é amplamente utilizado conjuntamente com a anélise de variancia.
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Nesse contexto € que se insere o presente trabalho. Seguindo essencialmente Bailey

(2004), sao desenvolvidas demonstragdes alternativas, demonstra¢des ndo apresentadas e expli-

cacdes que esclarecem as relagdes entre alguns dos conceitos apresentados. Em relacdo ao texto

de Bailey (2008), mas com menor €nfase, também sdo apresentadas demonstragdes, diagramas

de Hasse e tabelas de anélise de variancia que nao foram apresentadas.

Outro conceito utilizado extensivamente em ambos os livros € o da ortogonalidade entre

particdes e subespacos. Tal conceito foi tratado com especial cuidado no presente trabalho.

O texto estd organizado como segue: capitulo 2 referencial tedrico, capitulo 3 metodologia

e capitulo 4 resultados. O referencial tedrico é extenso e estd dividido em vdrias secoes, as quais

sdo descritas brevemente a seguir:

a)

b)

d)

e)

g)

na secdo 2.1, as defini¢es e algumas demonstragdes sdo apresentadas. Os exemplos
particulares de esquemas de associag@o estdo muito bem exemplificados em Bailey (2004)
e, portanto, nao sdo apresentados;

a secdo 2.2 apresenta as defini¢cdes bésicas sobre a dlgebra de Bose-Mesner;

a secao 2.3 deste texto se restringe a desenvolver alguns exemplos simples utilizando
explicitamente matrizes para combinar esquemas de associacdo, uma vez que Bailey
(2004) ¢ bastante completo e detalhado;

na se¢do 2.4 deste trabalho € apresentada a teoria dos delineamentos em blocos incom-
pletos, variancia e fatores de eficiéncia. Nesse sentido, apresenta-se uma demonstracao
elaborada dos passos propostos em Bailey (2008, p. 226), para a estimagao de efeitos dos
tratamentos;

na secdo 2.5 sdo apresentadas as relacdes entre delineamentos em blocos incompletos
balanceados e parcialmente balanceados e esquemas de associacdo. Sao apresentadas al-
gumas observagdes sobre fatores de efici€ncia e para o caso de delineamentos balanceados
simétricos;

na secdo 2.6 tem-se a preocupacdo de enfatizar o conceito de particdes ortogonais.
E apresentada a demonstracdo detalhada do teorema de Bailey (2008, p. 180). A
relag@o entre estrutura ortogonal em blocos e esquemas de associagdo € descrita. Sao
desenvolvidos também exemplos para explicar a construg¢io “crossing” e “nesting” no
contexto de estrutura ortogonal em blocos;

a secdo 2.7 € a mais complexa, onde sdo apresentados os delineamentos ortogonais

parcialmente balanceados e modelos de efeitos fixos e de efeitos aleatdrios. Este segue
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essencialmente Bailey (2004). Essa termina com o desenvolvimento de vérios exemplos
de experimetos que sao apresentados nos livros de Bailey (2004, 2008);

a secdo 2.8, ultima do referencial tedrico, descreve como esquemas de associacdo podem
ser definidos em termos de grafos. Esta secao foi baseado nos artigos de Bailey e Cameron
(2009, 2011).

Como ja mencionado, no capitulo 4 t€ém-se os resultados. Neste sdo apresentadas as

contribui¢des para os temas abordados. Este capitulo é organizado em 4 secdes, as quais sao

apresentadas a seguir:

a)

b)

e)

a secdo 4.1 apresenta uma abordagem geométrica aos esquemas de associacao ciclicos.
Este depende da aritmética modular e é apresentado de forma bastante algébrica em
Bailey (2004). Nesse sentido, propde-se uma nova abordagem, a geométrica;

na secdo 4.2 uma contribui¢iio 2 abordagem da Algebra de Bose-Mesner como uma
algebra de matrizes diagonais € apresentada. Nesse sentido, um novo algoritmo para o
célculo dos caracteres € apresentado e um exemplo € desenvolvido em detalhes;

a secdo 4.3 apresenta uma discussdo sobre delineamentos ortogonais. Nesse momento
sao apresentadas as diferencgas entre as definicdes de Bailey (2004, 2008);

na secdo 4.4 para delineamentos em blocos de tamanho dois, utilizando grafos completos
e regulares, apresenta-se a obten¢@o de delineamentos soldveis;

a secdo 4.5 utiliza grafos como redes elétricas no estudo de delineamentos 6timos.

Para tornar a leitura do texto mais clara, tem-se um apéndice com as defini¢des das

principais matrizes utilizadas no texto. A demonsta¢cdo do Teorema de Bose para delineamentos

soliveis também € apresentada no apéndice, sendo a mesma do artigo original, porém mais

detalhada. A demostracao do teorema 2.7.3 também encontra-se no apéndice D, devido sua

complexidade.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo encontra-se o referencial tedrico do presente trabalho.

2.1 Esquemas de associacao

Neste topico tem-se por objetivo definir os esquemas de associacdo. S@o apresentadas

duas defini¢des; a primeira baseada em classes associadas e a segunda baseada em matrizes.

Definicao 2.1.1. (Bailey, 2004, p. 1) Um esquema de associa¢do é uma relag@o entre pares de

elementos de um conjunto Q. E simplesmente uma parti¢io € = {€0,€y,...,&} do conjunto
Q x Q, 1sto é,
N
Jei=axQq,
i=0

com propriedades particulares, a saber:
a) € =diag(QxQ)={(a,a): o € Q};
b) €; é simétrico, se (&, ) € €; implica que (B, ) € &;

¢) paratodo i, j,k € {0,1,...,s} existem inteiros pfj tais que para todo (o, ) € &,

pii=HreQ: (a,y) e¢e(y.p) e ¢}

Alguns valores p{.‘i sdo obtidos de forma geral para todos os esquemas de associagdo. Se
i;éj,p?j:O; sej%k,pl(‘,j:O; sei%k,pfon;p(])j:pfoz 1.

Diremos que f3 € i-associado de « se (o, 3) € €;. Tem-se pela propriedade c) que

py=HreQ:(a,y)eCe(r,a)et} ={reQ:(a,y) €}

= numero de i-associados de «.

Como p?i nao depende de «, o nimero de i-associados de um elemento qualquer de Q é
pg-, que serd denominado a;, valéncia da i-classe de associagdo.

Existe uma longa lista de esquemas de associacdo de interesse: esquema de associa¢io
trivial n, esquema de associagdo retangular R(n,m), esquema de associagdo grupo divisivel

GD(b,m), esquema de associagdo triangular T(n), esquema de associagdo ciclico em Z,, entre
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outros. Veja esses exemplos em Bailey (2004). O esquema de associagdo ciclico € apresentado

também na secdo 4.1 utilizando uma nova abordagem.

Lema 2.1.1. (Bailey, 2004, p. 5) Para os esquemas de associacdo tem-se as seguintes relagdes:
a) Yigai=|Q|=n;
b) ¥, pfj = a;, para todo i e k.

Demonstracao.

a) como {€p,C,...,¢} é uma parti¢do de Q x Q, segue que

n=|{(ap):B e} =] U ({(e,): € Q}NT)|
i=0

N N

=Y {(a,B): BeQ}ng|= ;)ai;

i=0

b) dado (a,f) € &
Y=Y {reQ:(ay ecie(r.p) e}
J J

Para qualquer y € Q com (y,a) € €;, como € = {€,¢y,...,E} é uma particdo de
Q x Q, vai existir um jj tal que (7, ) € €;; e, portanto, este y é contado na soma. Como

setem a; = |[{y: (&, 7) € €;}|, destes elementos temos a; = iji-‘j. UJ

E possivel obter uma definicdo de esquemas de associac@o totalmente baseada em
matrizes. Vamos definir para o esquema de associa¢do com classes € = {€y,&y,...,E}, as
matrizes

17 s€ ((X,ﬁ) € Qtiv
Ai(a, B) = '
0, caso contrario.
Observe que A; é a matriz de adjacéncia do conjunto €;. Essas matrizes serdo denominadas
simplesmente de matrizes de adjacéncia. Dessa forma, as matrizes A; sdo n X n, simétricas e
Ay = Ig.

As matrizes de adjacéncia nos permitem recuperar os conjuntos €;. Logo, para que
toda informagdo contida em um esquema de associacao possa ser traduzida pelas matrizes A; €

s . 1 . ,_1 ﬁ . k D f . d . , .1 .b.l. ,
necessario relaciond-las aos coeficientes p;;. De fato, isso ocorre de maneira util e possibilitara

usar toda uma teoria de algebra linear.
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Vejamos como se comporta o produto entre as matrizes A; e Aj. Se (a, B) € € tem-se

que:

Aj(a,B) =) Ai(a,7)A;(7.B)

reQ
=N{yeQ: emqued;(a,y) =1eA;(y,B) =1}
=|{yeQ: emque (a,y) €€ie(y,B) €}

k
Conhecida entdo a entrada (o, ) da matriz produto A;A ; tem-se
AiAj(avﬁ) = pf] I = pf‘chk(avﬁ%
e, portanto, a igualdade de matrizes
S g
AiAj =Y piiA;.
k=0

Logo, o produto contém toda a informacao sobre os coeficientes pf.‘j. Pode-se entdo, dar uma

nova definic@o para os esquemas de associagao.

Definicao 2.1.2. (Bailey, 2004, p. 13) Um esquema de associacdo com s classes associadas em
um conjunto finito Q é um conjunto de matrizes Ag, A1, ...,A; em R®*%, com todas as entradas

iguais a 0 ou 1, de modo que:

a) Ao = Io;
b) A; é simétricaparai=1,...,s;
¢) paratodoi, jem {l,...,s} o produto A;A; ¢ uma combinagao linear de Ap,Ay,...,As,

N
_ koA .
Aidj= Z PijAk
k=0
d) nenhum dos A; é amatriznulae )} jA; = Jo, em que Jo é uma matriz n X n de uns.

Observe que ndo é necessario definir que os pf?j sejam inteiros ndo negativos, pois as
entradas de A; sdo sempre O ou 1.

A condicdo d) da defini¢do 2.1.2 é o anédlogo do fato de € = {€y,,..., &} ser uma
particao de Q x Q.
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As matrizes A; possuem as propriedades:

a) A?(a, ) = a;. De fato,

A?(O{,O{) = Z A,‘(OC,B)A,‘(ﬁ,OC),
BeQ
sendo A;(a, ) = 1 sempre que (¢, B) € €;, e portanto, a soma conta os elementos f3 tal
que (@, B) € €;, de onde segue o resultado;

b) as matrizes A; tem soma linha e soma coluna constantes iguais a a;. De fato,
AiJQ = JQAi = a,'JQ.

Os casos mais simples de esquemas de associag¢@o sdo: o trivial (s = 1) e o caso (s = 2).

Para (s = 2), tem-se Ag = I e como Ag+A| + A, = Jg, segue que Ay =Jo — A —I.

Lema 2.1.2. (Bailey, 2004, p. 16) Se A é uma matriz simétrica de zeros e uns, A # 0 e
A # Jo —Ig. Entdo, {In,A,Jo —A —Io} é um esquema de associagdo em  se, e somente se,

A? é uma combinacdo linear de I, A e Jg.

Demonstracao. Da autora (2024)

(=) Primeiramente, se {Ig,A,Jq —A — I} é um esquema de associacdo, entio A> é uma
combinacao linear de I, A e Jgo pela defini¢do (2.1.2).

(<) Supondo que A? seja uma combinagdo linear de Ig, A e Jo. Para uniformizar a notacio
vamos denotar A = A e Jo —A| —Ig = A,. Portanto, a hipdtese € que A% = bolo +b1A1 + brA.

Temos que provar que Aj1A; e A% também sdo combinacdes lineares de I, A1 e Jg.

AAy =A1(Jg—A —Ig) =AJg —AT—Aj e

A3 = (Jo—A1 —Io)* =nJg —JoA1 —Jo —AJg + A} —Jg + 1o +24,.

O resultado segue se provarmos que JoA| e A1Jq sd@o combinacdes lineares de Ig, A e Jg, pois
todos os outros termos o sdo. Como A% = bolg +b1A1 +brA; e Ay e Ay possuem entradas na
diagonal nulas, a diagonal de A% € formada apenas por by. Como A% = A1A}, este fato implica

que A tem soma linha constante igual a b, pois

bg=A3 (o, ) = Z Ala,B)A(B,a) = Z A%(a,B) = soma linha (e coluna) de A;.
peQ BeQ
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Tal fato implica que A1Jo = JoA| = boJq. UJ

A definicdo de esquemas de associa¢do utilizando grafos, (segunda defini¢do de Bailey,

2004), sera apresentada na secao 2.8.1.

2.2 Algebra de Bose-Mesner

Esquemas de associagdo sio objetos essencialmente combinatérios. Porém, como ad-
mitem uma definicdo em termos de matrizes, a ferramenta natural para seu estudo compreende
técnicas de dlgebra linear. Neste topico é necessario trabalhar apenas com uma dlgebra de

matrizes.

2.2.1 Definindo a dlgebra de Bose-Mesner

Dado um esquema de associa¢do € = {€, €, ..., &} ou de forma equivalente dadas as
matrizes Ay, Ay, ...,As, considere o subespago (s + 1)-dimensional, 2, do espago vetorial das

matrizes n X n, gerado pelas matrizes A;, definido por Bailey (2004, p. 34) como

2 = {ZNiAiINO,---,IvLsGR}-
i=0

Como A;A; € uma combinag@o linear das matrizes Ag, Ay, ...,Ay, tem-se que 0 espaco
vetorial 2l € fechado pelo produto e, portanto, € uma dlgebra, denominada dlgebra de Bose-Mesner.
As propriedades desse esquema de associacdo podem ser obtidas a partir das propriedades
algébricas da sua dlgebra de Bose-Mesner. Em razdo disso, € essencial um estudo aprofundado
de suas propriedades. Vejamos primeiramente as propriedades mais importantes.

Se M =Y 1A, entdo, para (a, ) € €;,
S
M(“?B) = Z.u'iAi<a7ﬁ) = [.L]AJ((X’[;) = U;.
i=0
Tem-se também que

S S
M = ZNiA,- = Z.uiAi =M,
i—0 i=0

e, portanto, todas as matrizes de 2 sdo simétricas.
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Um resultado béasico de dlgebra linear, que pode ser encontrado em Boldrini (1980),
garante que para uma matriz simétrica M, existe uma matriz ortogonal H, tal que HMH "¢ uma

matriz diagonal

d 0 0
_ 0 dy 0

D = diag(d) =
0 O dn

Seja e; o vetor candnico de R”, entdo

. . Vad . / — 7
pois para uma matriz ortogonal, a transposta é igual sua inversa, H = H~!. Portanto, d; é um
autovalor de M, relativo ao autovetor v; = H (e;).

Outro fato fundamental é que as matrizes da dlgebra comutam, ou seja,

s
k
lA] = ZpijAk =
k=0

AA - AA (sz]Ak> Zplek Zplek—AA

Um resultado importante de dlgebra linear se refere ao fato de que dadas duas matri-
zes simétricas Ay, A> que comutam, entdo existe uma matriz ortogonal H que diagonaliza

simultaneamente A, A> e A1A», isto €, se

A1Ay = ArAy,
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existe H ortogonal tal que

HA\H =D, e HA;H = D,

HA|AH = HAH HA,H = D{D.

Portanto, vai existir uma tranformacado ortogonal H que diagonaliza simultaneamente

todas as matrizes da dlgebra 2l (tal fato serd apresentado nos resultados da secdo 4.2).

2.2.2 Tabela de caracteres

Vamos usar a nota¢do x = {0,1,,...,s} e ={0,1,,...,s}. Apesar de ambos serem o
mesmo conjunto, o uso de K e € tornardo mais claras as construcdes necessarias no desenvolvi-
mento do texto. k serd utilizado para indexar as classes €; do esquema de associagdo e € sera

utilizado para indexar os subespagos do strata. Como

Ai= Z C(l7 e)Sea

ece

em que C(i,e) € o autovalor de A; em W, e S, € proje¢do no subespaco W; (veja a secdo 4.2).

Os projetores pertencem a dlgebra, logo, existem nimeros D(i,e), tais que

Se =Y D(i,e)A,.

iex

Temos entdo as matrizes com entradas definidas por

C=(C(i,e)) matriz (s+1) x (s+1) e

D = (D(e,i)) matriz (s+ 1) x (s+1).
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E imediato que CD = DC = L4 1)x(s+1)- Alguns valores de C(i,e) e D(e,i) sdo os

mesmos para qualquer esquema de associagdo e sao dados por:

C(0,e) =1 pois Ag = Io
C(i,0) = a; pois Al =a;
1 1
D(0,i) = — pois Sop = —Jo
n n

de . .
D(e,0) = — pois d, = dim(W,),
n

em que

-

dim(W,) = traco(S,) = traco ( D(e,i)A,-)

i=0

= iD(eJ)trago(Ai) = D(e,0)traco(Ag) = D(e,0)n,
i=0

pois traco(A;) = 0 para i # 0.
As boas propriedades da base {So,S1,...,Ss} em relagdo ao produto S.Sy = 0 para e # f,

implicam em relacdes de ortogonalidade entre as linhas de C e de D. De fato,
S
AAj = ZCze chfsf =Y C(i.e)D(j,e)S.
e=0 e=0
A,‘Aj = Z pi‘chk-
k=0

Calculando o trago utilizando as duas igualdades, obtemos

e=0

trago(A;A j) = trago (Z C(i,e)D ) ZC i,e)D(j,e)trago(S,)

N S
trago(A;A ;) = trago (Z pfjAk) = Z pfjtrago(Ak).

k=0 k=0
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De onde vem que,

N

s
Y Cli,e)C(j,e)trago(S,) = ¥ pltrago(Ay) =
e=0 k=0

s N
Y Cli,e)C(j.e)de = Y pkitrago(Ay) =
e=0 k=0

S

Z C(la e)C(]7 e)de = p?jtra(;‘O(Ao),
e=0
pois, traco(A;) =0 se k > 1. Como p?j =0,sei#j, e pg. = a;n, tem-se entdo a relacdo de

ortogonalidade a seguir.

Teorema 2.2.1. (Bailey, 2004, p. 41) Relacdes de ortogonalidade para classes associadas

an, sei=j
ZC(i,e)C(j,e)de =

ece 0, sei+#j.

Esta relacdo de ortogonalidade pode ser expressa como produto de matrizes. Se diag(d)

é uma matriz diagonal com entradas d, e diag(a) uma matriz diagonal com entradas a; segue que

C diag(d)C' = n diag(a) =

1 /
C- diag(d)C diag (a)~! =Iq,
n

e, portanto, tem-se o coroldrio a seguir.

Corolario 2.2.1. (Bailey, 2004, p. 41)
—1 1 . ! 1. —1
D=C" = — diag(d)C diag(a)™ .
n

2.3 Combinando esquemas de associacao

Nesta secao sdo apresentados dois métodos para combinar dois, ou mais, esquemas de
associacdo. Esses métodos permitem que se obtenham esquemas de associagdo mais complexos
a partir de esquemas mais simples. Para esquemas em € e {2, tem-se um esquema em € X Q.

Um esquema de associacdo em ) € uma particdo em € X Q1 e um esquema de
associacdo em £, € uma particdo em Q; X Q,. O esquema de associacdo combinando um

esquema em £2; com um esquema em €2y, como veremos neste capitulo, € uma particio em
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(Q1 x Q) x (2 x ). Nesse sentido, é necessario uma notagdo para dois esquemas de

associagdo diferentes. Esta notacdo € apresentada no quadro 2.1.

Quadro 2.1 — Notacao para dois esquemas de associacao.

primeiro esquema | segundo esquema

conjunto Q Q>
tamanho do conjunto ni ny
classes associadas ¢ £
indexada por Ki K
nimero de classes S1 5
parametros pf-‘j Ty
matrizes de adjacéncia A; B,
strata U, Vy
indexada por £ &
projetor no stratum Se Ty

dimensao d, nao usa
tabela de caracteres C (653
inversa D, D,

Fonte: Adaptado de Bailey (2008).

Como temos uma particdo em 1 X Q; e uma particdo em Q, x Qy, precisamos transfor-
mar um subconjunto de (21 x Q) x (Qy x Q) em um subconjunto de (Q; X Q) X (Q1 x Qy).

Para tanto, fazemos a identificacdo

(Q1 x Q) X (Q2 x Q) = {((001,2),(B1,B2)) : (at1,B1) € Q1 X Qe (0,B) € Qo xQ}.

Para definir os métodos crossing e nesting primeiramente € necessario definir o produto
tensorial de matrizes. Considere M uma matriz em R®*? e N uma matriz em R®2>*%2, O

(Q1xQ1)x(Q2xQ9)

produto tensorial de M por N deve ser uma matriz em R . Aqui usamos a mesma

convencdo adotada anteriormente para combinacao de esquemas de associagdo, ou seja,

M®N ((a1,02),(B1,B2)) = M(ar, B1)N(az, B2),
para oy, B € Qi e a, B € Q.

2.3.1 Crossing

Dados dois esquemas de associagdo, digamos, 21 em Q ¢ ; em Q; o método crossing é
dado pelo produto cruzado Q| X £Q;. Quando cruzamos £ com £;, 0 novo conjunto subjacente

pode ser pensado como o retangulo 1 x Q.
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Definicao 2.3.1. (Bailey, 2004 p. 62) Parat = 1,2, seja £; um conjunto de subconjuntos de

Q; x Q;. O produto cruzado 1 x Q, de Q; e Qy € o0 conjunto
{€xD:CeNe® e}

Note que se £; € uma parti¢ao de Q; x € parat = 1,2 entdo Q; X Q, é uma parti¢do de

(Q1 x Q) X (Q) X Qy). As propriedades do produto cruzado sdo dadas pelo teorema a seguir.

Teorema 2.3.1. (Bailey, 2004, p. 62) Seja Q| um esquema de associagdo em | com s; classes
associadas, valéncias a; para i em k] e matrizes de adjacéncia A; para i em kj. Seja £, um
esquema de associacdo em €2; com s, classes associadas, valéncias by para x em K, € matrizes
de adjacéncia B, para x em k». Entdo ] x £, é um esquema de associagdo em Q| x Q; com
5152 + 51 + 57 classes associadas, valéncias a;b, para (i,x) em K] X K, e matrizes de adjacéncia

A; ® By para (i,x) em K| X K.

Exemplo 2.3.1. O esquema de associag@o retangular R(2,3) pode ser obtido pelo método
crossing de dois esquemas de associagio triviais, ou seja, 2 X 3. Seja 9 0 esquema de associagdo

trivial 2 € 9, o esquema de associagio trivial 3, (veja tabela 2.1).

Tabela 2.1 — Exemplo 2.3.1.

‘ primeiro esquema ‘ segundo esquema
conjunto Q ={a,B} Q ={a,b,c}
classes associadas Co={(o,0) eQ xQ,a=0} Do={(a,a) € Q xQ,a=a}
¢ ={(a,f) Qi xQr,ax#p} D1 ={(a,b) €QxQ,a#b}

nimero de classes s1=1 so=1

10 1 00

matrizes de adjacéncia Ag = Bop=11 0 1 O
0 1

0 01

0 1 1

A1:<(1)(1)> Bi=| 1 0 1

1 10

Fonte: Da autora (2024).

O produto cruzado Q| x ; é um esquema de associagdo em

Q xQp = {(Ot,a),(Oc,b),(Oc,c),(B,a),(ﬁ,b),(ﬁ,c)},

com classes associadas {C x D : €€ Qe® € Qy}. A partir do teorema 2.3.1 as classes

associadas sdao determinados pelo produto tensorial das matrizes de adjacéncia. Note que
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1 X Qp possui 5152 +51+52 = 1.1+ 1+ 1 =3, em que as matrizes de adjacéncia sao:

10 o0 1 0 o0 1 0 0 0 0 0
Lo 1(010) 0(010) 01 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 1 00 1 0 0 0
AO®BO_< l)®<01 ) ] 1 0 0 = 0 0 0 1 0 0 )
00t 0(010) 1(0|0) 00 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 00 0 0 0 1
0 1 1 0 1 1 01 1 0 0 0
1(101)0(|01) 1 0 1 0 0 0
0 1 1
A0®Bl ( o>®<101): 11 0 11 0 _ I 1 0 0 0 0 :
1 0 1 1 0 1 1 00 0 0 1 1
oo 0(101) 1(101) 000 0 1 0 1
11 0 11 0 00 0 1 1 0
1 0 o0 10 0 00 0 1 0 0
0(010) 1(010) 00 0 0 1 0
1 0 0
A1®Bo—< |>®<0|0): 0 0 1 0 0 1 _ 00 0 0 0 1 :
0 10 o0 1 0 o0 1 0 0 0 0 0
0 0t 1(010) 0(010) 01 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 00 1 0 0 0
0o 1 1 0 1 1 000 0 0 1 1
o 1 0(101) 1(101) 000 0 1 0 1
11 0 11 0 00 0 1 1 0
A1®B1 ( 0>®<101)_ 0 1 1 0 1 1 - 01 1 0 0 0 :
ro 1(101)0(|01) 1 0 1 0 0 0
1 1 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0

Logo, as classes associadas sdo:

a) (€ExD)={((a,a),(a,a)) € (Q; x Q) x (Q xQ)}, paraAgRBy =L R I3;
b) (€ExD); ={((a,a),(a,b)) € (Q1 x Q) x () X Q) :a#b}, praAdAg@B; =L
(3 —153);

¢) (€xD)r={((a,a),(B,a)) € (Q1 x Q) x (2 xQ): a+#P}, paraA; @By = (Jo —
L) ®h;

d) (€xD)3={((et,a),(B,D)) € (Q x Q)X (2 xQ):xt#Pea#b},paraAd; RB; =
(h—h)®(J3—1).

Um esquema de associag@o retangular qualquer, R(m,n), comm > 2 e n > 2, pode ser
obtido explicitando suas classes associadas sem utilizar crossing, veja Bailey (2004, p. 4).
Entretanto, como exposto no exemplo, pode ser obtido também da combinacio de dois esquemas
de associacgdo triviais. Vale destacar que um delineamento experimental em linhas e colunas

define um esquema de associacao retangular.
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2.3.2 Nesting

Dados dois esquemas de associag@o, digamos, Q; em Q; e 5 em Q 0 método nesting
¢ dado pelo produto aninhado £;/9;. Quando aninhamos £, dentro de £, substituimos cada

elemento de €21 por uma cépia de Q.

Definicao 2.3.2. (Bailey, 2004, p. 69) Para ¢t = 1,2, seja £; um conjunto de subconjuntos de
Q; x Q,. Suponha que £ contenha Diag(Q). O produto aninhado Q;/Q, de Q; e Qr é 0

conjunto de subconjuntos
{€x (Qy x Q) : €€ Qy,C +#Diag(Q) } U{Diag(Q) x D :D € 0}

de (.Q.] X Qz) X (Ql X .Q.z).

O produto aninhado resulta em um esquema de associagcdo em 1 X £, com propriedades

dadas pelo teorema a seguir.

Teorema 2.3.2. (Bailey, 2004, p. 69) Seja Q; um esquema de associagdo em ; de tamanho 7
com s classes associadas, valéncias a; para i em k7 e matrizes de adjacéncia A; para i em K.
Seja 2, um esquema de associagdo em Q, de tamanho ny com s, classes associadas, valéncias
b, para x em k» e matrizes de adjacéncia By para x em k. Entdo £;/9, é um esquema de
associagdo em Q1 x Qy com s1 + s, classes associadas, valéncias a;ny para i em kj \ {0} e by

para x em k», e matrizes de adjacéncia A; ® Jo, paraiem k; \ {0} e Io, ® B, para x em K.

Exemplo 2.3.2. O esquema de associagdo grupo divisivel GB(2,3) pode ser obtido pelo método
nesting de dois esquemas de associacao triviais, ou seja, %/g Considere Q| o esquema de
associagdio trivial 2 e 3, 0 esquema de associagdo trivial 3, estes esquemas de associagdo triviais
sdo os mesmos dos exemplo 2.3.1, veja tabela 2.1.

O produto aninhado /95 é um esquema de associa¢do em

Q1 X -QZ = {((X,a),((X,b),((X,C),(ﬁ,a),(ﬁ,b),(ﬁ,c)},

com classes associadas

{€x (Qyx Q) :C€e0Q,C+#Diag(Q) } U{Diag(Q;) xD: D € Q}.
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A partir do teorema 2.3.2 as classes associadas sdo determinadas. Note que £;/9Q, possui

s1 482 = 1+ 1 =2 com matrizes de adjacéncia dadas por:

1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
If o 1 o0 of o 1 o0 01 0 0 0 0
10 boo 0 0 1 0 0 1 00 1 0 0 0
A B: o 1 0 e —
0®Bo <01>® 0 o 1 1 0 0 1 0 0 00 0 1 0 0 )
ol o 1 o0 o 1 o0 00 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 00 0 0 0 1
0 1 1 0o 1 1 0 1 1 0 0 0
o 1 1 o 1 of 1 0 1 1 0 1 0 0 0
10 11 0 11 0 11 0 0 0 0
AO®BIZ X 1o 1 = = ,
0 Do 0o 1 1 0o 1 1 00 0 0 1 1
of 1 0 1 1 o 1 00 0 1 0 1
11 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0
[N [ 00 0 1 1 1
Lo of 1 1 1 1 I T 00 0 1 1 1
0 1 [N 11 00 0o 1 1 1
A = o1 = =
1®J92 (10)®(1 1 1) [ | I 1 1 0 0 0
o1 of 1 1 1 1 1 1 0 0 0
[N 11 1 1 1 0 0 0

Logo, as classes associadas sio:

a) (€xD)o={((a,a),(a,a)) € (QxQ)x(Q xQ):(a,a)=(ct,a)}, paraAg®@ By =

LI

b) (€ExD);={((at,a),(a,b)) € (2 xQ) X (L xQ):x=aea#b},paradg@B; =
L®((Jz3—1);

c) (E€xD)={((et,a),(B,b)) € (Q1 x Q) x (1 xQp):0# P}, parad; ®Jg, = (S —
L) ®J3.

Esquemas de associag@o grupo divisivel GB(b,m), com b > 2 e m > 2 sdo facilmente
obtidos, veja Bailey (2004, p. 2). Vale destacar que um delineamento experimental com estrutura

em blocos define um esquema de associag@o grupo divisivel.

Exemplo 2.3.3. Seja ; o esquema de associagdo trivial 3 e 2, 0 esquema de ciclico em Zs,

veja tabela 2.2. O esquema de associag@o dado pelo produto aninhado de 3/Zs ¢ um esquema de
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associagdo em

Q1 x Q) ={(«,0),(ax,1),(,2),(,3), (ct,4),
(B,0),(B,1),(B,2),(B,3),(B,4),
(%,0), (- 1), (1,2),(1,3), (v, )},

com classes associadas dadas pelo teorema 2.3.2, sendo s1 4+ s> = 1 +2 = 3 classes e matrizes

de adjacéncia

Ao ®@Bo = I(15x15), Ao®@B1, Ao ®Br e A1 ® Jg,.

Tabela 2.2 — Exemplo 2.3.3.

‘ primeiro esquema ‘ segundo esquema
conjunto Q ={a,pB,y} Q,=1{0,1,2,3,4}
classes associadas Co={(a,a) € Q xQ,a =0} Do ={(m,m) € Q3 x Qp,m = m}
¢ = {(Ot,ﬁ) EQI X Qp,00F# ﬁ} D= {(m,n) EWXQ,m—n= :|:1}

D) = {(m,n) € Q) X Qz,m—n: :|:2}

nimero de classes s1=1 sp =2
1 0 0 0 0
. . ~ . 1 0 0 0 1 0 0 0
matrizes de adjacéncia A= 0 1 o0 Bp=| 0 0 1 o0 o
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 1 0 0 1
0 1 1 1 0 1 0 0
A= 1 0 1 Bi=| 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1 0 1
1 0 0 1 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1
B=| 1 0 0 0 1
1 1 0 0 0
0 1 1 0 0

Fonte: Da autora (2024).

Do ponto de vista matemético, o processo de construcao de esquemas de associagio
pelos métodos crossing e nesting é formal. Do ponto de vista estatistico, os métodos crossing e
nesting definidos em estruturas ortogonais em blocos se tornam mais naturais quando os dois
métodos sao utilizados em delineamentos experimentais. Tal assunto serd desenvolvido com

mais detalhes na secdo 2.6.5.

2.4 Delineamento em blocos incompletos

Em Estatistica, ao conduzir um experimento, os tratamentos sdo aplicados as parcelas

com a finalidade de medir respostas e aplicar testes. Dessa maneira, as parcelas devem ser
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semelhantes, no sentido de ndo afetar as respostas aos tratamentos. Entretanto, em situagdes
praticas isso ndo acontece, uma vez que a area experimental dificilmente € homogénea. Uma
maneira de tornar a drea experimental mais semelhante possivel € agrupar as parcelas em blocos
que sejam homogéneos. No entanto, esses blocos afetam os dados coletados do experimento.

Essa questao nos leva a essencialmente todas as questdes abordadas neste texto.

2.4.1 Funcao de delineamento

Para qualquer delineamento exprimental tem-se € (conjunto das parcelas experimentais)

e O (conjuntos dos tratamentos). Os tratamentos sdo alocados as parcelas pela fun¢do v, ou seja,

v:Q— 0.

Esta fungdo pode ser totalmente descrita pela matriz X € R®*®, denominada matriz de
delineamento

I, w)=20,
X(@.0) = se y(o)

0, caso contrario.

Dessa forma, ¥ pode ser representada pela transformacdo linear R® — R através da matriz X.
Para n parcelas e ¢ tratamentos, tem-se Xj,x;.

Em um primeiro momento a teoria dos esquemas de associacdo e a parti¢do de Q2 em
blocos ndo estdo diretamente relacionadas. De fato, essa relacdo ndo € imediata e de certa forma é
bastante complexa. Por exemplo, em Bailey (2008) existe uma teoria extensa dos delineamentos
experimentais sem se referir aos esquemas de associacdo em nenhuma ocasido.

Uma primeira relagdo entre as duas teorias € observar que a particao de €2 em blocos
define um esquema de associagdo grupo divisivel, GD(b,k), com b blocos de tamanho k, em que

as matrizes de adjacéncia sdao
IQ, Al :B—IQ CAQ :JQ—B,
em que Jo € uma matriz de uns e By, € a matriz de relacio para os blocos dada por

1, se a e fB estdo no mesmo bloco ,
B(a,B) =

0, caso contrario.
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Na secdo 2.6.1 B sera definida como Rp.

A replicacdo de um tratamento 6, denotada por rg conta o nimero de parcelas que
receberam o mesmo tratamento, ou seja, [{® € Q, y(w) = 0}|. Se rg =r, paratodo 6 € Q, o
delineamento € dito equireplicado, assim, X 'X = rlg.

Para delineamentos equireplicados se existem b blocos com k parcelas e ¢ tratamentos,

entdo, o nimero de parcelas é
n=>bk=tr.

2.4.2 Matrizes de tratamento-bloco e de concorréncia

Seja A o conjunto dos blocos, a matriz de incidéncia de tratamento por blocos é uma

matriz N € R®*%, definida por
N(6,6) =[{w € é,y(w) =6},

ou seja, conta o nimero de vezes que o tratamento 6 ocorreu no bloco §. Note que N é uma
matriz N; . Se N(60,0) assume apenas valores 0 e 1 o delineamento é dito bindrio, isto é, se
todo tratamento ocorre no maximo uma vez em um mesmo bloco.

Se todos os tratamentos ocorrem em todos os blocos o delineamento € dito em bloco
completo. Caso contrdrio, temos o delineamento em blocos incompletos, sobre o qual toda esta
secdo se fundamenta.

A matriz de concorréncia A € R®*® ¢ definida por:
AB,n) =|{(a,B) € QxQ, para & e B em um mesmo bloco, y(at) =0 e yw(B) =n}|.

Note que A é uma matriz ¢ X ¢ cuja entrada A(6,1) conta o nimero de vezes que o par
de tratamento O e 1) ocorreram juntos nos blocos, as entradas dessa matriz também sao indicadas
por A;j, para tratamentos i € ;.

As matrizes de concorréncia classificam os delineamentos em blocos completos e incom-
pletos:

a) Blocos completos, N possui todas as entradas iguais a 1 e A = rJg;

b) Blocos incompletos, podem ser bindrios e ndo bindrios:
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- Bindrios, N tem entradas O ou 1, desse modo, A(6,7) conta o nimero de blocos
nos quais os tratamentos 6 e 1 ocorreram e A(6, 6) conta o nimero de vezes que
o tratamento foi aplicado, isto €, ry;

- Nao binarios, N tem entradas diferentes de 0 ou 1 e assim, suas entradas referem

a contagem com repeti¢do e A(6,1) podem assumir diferentes valores.

Lema 2.4.1. (Bailey, 2004, p. 82):

a) YncoA(8,n) = krg, em particular, em um delineamento bindrio equireplicado

Y, AO.m)=r(k—1);

nee,
n#o

b) A=XBX =NN..

Exemplo 2.4.1. Considere o delineamento com dois blocos de tamanho trés, ou seja, um esquema

de associacdo GD(2,3), como na figura 2.1.

Figura 2.1 — Delineamento em blocos.

w1 w2 w3 Wy wy  We
1 1 2 1 2 3
bloco 1 bloco 2

Fonte: Da autora (2024).

by by b B
n 2 1 , n 5 3 1
N = , A=NN =
n 1 1 n 3 2 1
3 0 1 3 1 1 1

Observe que 5 representa os pares (@, @), (@1, ®), (@, ®;), (0, @), (©3,03) que

receberam o tratamento 1.

Um caso particularmente importante de delineamento em blocos incompletos corresponde

aos delineamentos balanceados. Nestes, todo par de tratamentos ocorre com igual frequéncia
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nos blocos, isto €,

r A
A r
A=
A A r

Na literatura esses delineamentos sdo denominados delineamento em blocos incompletos
balanceados (BIBD) ou 2-delineamentos. Uma generalizagdo desse conceito inclui os deline-
amentos em blocos incompletos parcialmente balanceados (PBIBD), que serdo estudados na

secdo 2.5.

2.4.3 Estimando os efeitos dos tratamentos

Indexando as coordenadas de R®* pelas parcelas temos que Y € R é um vetor aleatério,
no qual estamos interessados em estudar seu comportamento. Apds a alocacdo dos tratamentos
tem-se o vetor de respostas, y € R®, em que y, é a resposta na parcela @. Vamos definir o

subespaco de blocos como em Bailey (2004, p. 85) por
Vg = {veR?% v(a) = v(B) se o e B estdo em um mesmo bloco}.

Segue que dim(Vp) = b.

Vamos definir R® no qual as coordenadas sdo indexadas pelos tratamentos. E razodvel
supor que o vetor de efeitos dos tratamentos seja um vetor desconhecido 7. Portanto, as respostas
nas parcelas seriam dadas por X 7. Mas, como temos a presenga de aleatoriedade € possivel supor

uma variincia comum o para todas as respostas. Temos entdo o modelo
Y =X1+4+&, emque E(E) =0e Var(&é) = 6l

No entanto, os blocos certamente afetam a resposta. Sendo assim, temos o modelo que

considera o efeito dos blocos, &, ou seja,

Y=Xt+h+E&, emque E(Y)=X1+h.
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Bailey (2004) destaca que para varidveis aleatérias, a suposicdo mais simples que po-

demos fazer € que respostas em diferentes parcelas ndo estdo correlacionadas e t€m a mesma

2 2

variancia em comum, 0“, em que 6~ € uma constante positiva desconhecida. Desse modo,
Var(Y,) = 62 para cada parcela @ e Cov(Yy, Yg) =0, sempre que o e 3 forem parcelas diferen-

tes. Sob essas suposi¢des temos
COV(Y) = Gzlg.

O vetor h pertence ao subespaco vetorial Vz e Cov(Y) = 62l Existe um confundimento
entre o vetor X7 e o vetor 4, de modo que ambos ndo podem ser estimados separadamente.
Assim, o que se pode fazer é estimar diferencas entre os efeitos de tratamentos, 7(0) — 7(n). De
forma mais geral, se x € R® é um vetor perpendicular a Vg = spam(1), isto é, Y gcox(0) = 0, (x
¢ dito um contraste) é possivel estimar x 7. A ideia para eliminar o efeito dos blocos € projetar
ortogonalmente o vetor de respostas y no subespaco VBL.

Se P e Q sdo projecdes ortogonais nos subespacos Vp e VBL, respectivamente, entdo,
P=1Be Q=Io— P. De modo que para w € V", tem-se que Y5 w(t) = 0, para todo bloco
0.

Definicao 2.4.1. (Bailey, 2004, p. 86) Um estimador ndo viesado de x T éuma funcdo de y e do

. ~ . z /
delineamento (mas ndo de 7, & ou %) cuja esperanca é x T.

Teorema 2.4.1. (Bailey, 2004, p. 86) Se existe um vetor z € R® com X’ 0Xz = x, entdo z,X /Qy é

. ~ . / . A ., A A
um estimador ndo viesado de x 7 cuja varidncia é Var(z X Qy) = z X 0Xz0>.

AmatrizL=X QX é uma matriz t X t denominada matriz de informacao do delineamento.
Utilizando essa matriz, a variancia do estimador de x T é Var(z/X ,Qy) = 7 Lz62. Trabalhando

com inversas generalizadas, (LL™L = L), temos a forma alternativa
! 2 yr— 2 _ Ir— 2 Jy— 2
zLz0° =z LL Lzo6° = (Lz) L (Lz)0° =x L x0°,

~ A . / -
entdo obtemos a varidncia do estimador de x T em termos de x € ndo de z. Para o contraste

simples da forma 7(6) — (1), a variincia do estimador é dada por

—

Var(7(6) — 7(n)) = (L™(6,6) ~L™(6,1) ~L™(n,6) + L (n,n)) 0°.
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A matriz de informacdo, L, para um delineamento equireplicado se relaciona com a

matriz de concorréncia, A, pois
! / / / 1 ! 1
L=X0X=X(Io—P)X=XX-XPX= rlg—EXBX :rI@—%A.

Uma propriedade interessante sobre as matrizes de informacgao é dada a seguir.

Proposicao 2.4.1. Os autovalores da matriz de informacdo L = rlg — %A estdo contidos no

intervalo [0, r].

Demonstracao. Se

ov =Ly

1
v = (rI@ — %A) v

1
oy =rv— %Av

1
oy —rv= —z/\v
k(rv—av) =Av
k(r—oa)v=Av
Bv = Av.

Como A = NN/, temos que
<W,NNIW> = <NIW,N/W> >0,
isto é, A é positiva semidefinida, logo, B > 0. Assim,

oy =rv— zAv

1
av=rv——
vV=rv k,Bv

oy = (r—%ﬁ)v

1
a=r—-—p.
r kﬁ
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Note que L também € positiva semidefinida, pois,
(Lv,v) = (X OXv,v) = (OXv,Xv) = (Qw,w) >0
pois Q € um projetor ortogonal, logo, o > 0. Portanto, 0 < o < r. U

2.4.4 Estimando os efeitos dos tratamentos supondo que a soma dos efeitos dos tratamen-

tos é nula

Outra maneira de analisar os BIBD € supor que ) ; 7; = 0. Nesse caso € possivel obter um
estimador ndo viesado de 7. O algoritmo apresentado em Bailey (2008) apresenta a obten¢do
desses estimadores, sem uma demonstragdo. Apresentamos aqui uma demonstracdo completa,
uma vez que esta deixa explicita as caracteristicas de um delineamento balanceado.

Supondo um delineamento em blocos, no qual
E(Yw) =T —f-]’lj,

em que @ € uma parcela que recebeu o tratamento i e encontra-se no bloco j. Podemos somar ¢ a
T; € subtrair ¢ a ij que o resultado permanece 0 mesmo. Seja ¢ = —@ a média dos efeitos de
todos os tratamentos. Como apresentado em Bailey (2008, p. 226), o algoritmo a seguir estima
T+ c:

a) em y subtraia a média de cada bloco para cada observacao, obtendo o vetor y(B) =y—Jys,
isto &, projete y no espaco de blocos Vp e tome a diferenca, y(B) que tem média nos blocos
nula;

b) calcule a média dos tratamentos para yB) isto &, projete y®) no espacgo de tratamentos

Vr, obtendo )7(3);

¢) multiplique o vetor 3&) por

obtendo uma estimativa do tratamento 7;;
d) em y subtraia as estimativas 7; de todas as observag¢des do tratamento i, para obter um
novo vetor y(T);

e) obtenha as estimativas de / j como a média das entradas do bloco j em y(T);
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f) em y(T) subtraia / j de cada entrada no bloco j para obter o vetor de residuos y(E);

g) estime a varidncia das parcelas 62 por

soma de quadrados dos residuos
N—-t—b+1

Demonstracdo. Vamos utilizar a seguinte notacao:

a) i = i) parcela i que recebeu o tratamento / e estd no bloco s, com / =1,....1 e
s=1,...,b;
b) Yigg)» resposta da i-ésima parcela, comi=1,...,n;

¢) YsYi(,s) soma das respostas nas parcelas que receberam o tratamento /;

d) Yy, soma das respostas de todas as parcelas no bloco s;

e) Para ip = iy(lo,s0), ). significa a soma das coordenadas de todas as parcelas que rece-
beram o tratamento [y e } , significa a soma das coordenadas de todas as parcelas que
receberam um tratamento que ocorreu no bloco sy.

Se y = (y1,¥2,---,¥n) € 0 vetor de dados, vamos projetar ortogonalmente y no espago
de blocos Vg, ou seja, Py,y, que nos da um vetor de médias das respostas nos blocos, isto €, se

io = i(lp, o) entdo
PVBy Zy i(1,s0)
Agora vamos projetar y8) =y — P,y no espaco de tratamentos Vr,

PVTy(B) =Py — Py, (PVBy)7

em que Py, (Py,y) possui coordenadas que sdo médias de tratamentos de médias de blocos.

Tem-se que para iy = i(;, )

(PVT (})VBY>) Z(PVB))) (Io,s) (Zzyi(l,x)> )
S0

logo,

1
<PVTy(B)>i0 = (P,y)io — (Pvr (PvY) Z)’z Lso) ™ 1 <Zzyi(z,s)> :
P
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Vamos agora utilizar o fato de que o delineamento € balanceado, ou seja, cada par de
tratamentos ocorre em A blocos e também que }; 7, = 0.

Usando a notagéo ;) se o tratamento [ foi aplicado na parcela que estd no bloco s. Por
hipétese 7;5,) = 7, s;) para todo s; € s}, isto €, ndo depende do bloco. Numerando os blocos que
possuem uma parcela na qual foi aplicado o tratamento /, com s = 1,2,...,r, a média no bloco s

é

=

; (T(lvs) +hs) :

A média do tratamento [ é

1 1
SEE G th) - L (B0 +En
s s [ l
1
T kr& §ZTUJ>*-khs>
1 1
= E - ;T([,S)> +;;hs,
—_——

(%)

em que (%) € a soma em todos as parcelas que receberam o tratamento i e estdo no bloco s.

Vamos fixar o tratamento /[y para esse somatorio, assim

1 1 1
()= (2 (pn)) e
1 1
== Z(%@+Zﬁm>—mmo+;2%
s I#ly s
1 1
= k_r "T(ly,s) —|—;l;:) T(l.,s)) -+ ;;hs

Para o caso balanceado, cada tratamento /y ocorre conjuntamente com o tratamento / em

A blocos, ou seja, T(1.s) ¢ contado A vezes. Além disso, todos os tratamentos ocorrem, pois todo
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tratamento aparece em A blocos com [y, logo,

1 1
EEE (o th) = (ot (EE 700 ) )+
S 0 S
! T +<l£r)>+lzh
= 7 s 1 - s
kr (fo:5) iz r&
1 1
= E "T(ly.s5) +1A ;Tl —)JCZO —I—;Zs"hs
—~
ZT[ZO
1 1
i (FT(ZO»S) - l7’-10) + _Zhs
1
= P ((r— Ulo,s) + Zh

Como Py,y®) = P,y — Py, (Py,y), temos que

E (R ®) =E(Pyy — Ry (Pyy)
= E(Py,) —E(Py, ()

1
=Ty — E(r_ A)Tlo

()

— (YA

B (r(kkrl)(t)lrl)Jr/l(tl)

N ( kr(t—1) )Tl"'

Para delineamentos tem-se A (t — 1) = r(k— 1) (particularmente para os delineamentos em blocos

completos balanceados, que serdo vistos na sec¢ao 2.5), assim

() - (A D0

Portanto,
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€ um estimador ndo viesado de 7;,. A obtengdo para o estimador de o segue de forma

semelhante. [

2.4.5 Fatores de eficiéncia

Um delineamento em que todos os ¢ tratamentos foram aplicados em um bloco, ou seja,
t =k, ¢ um delineamento em bloco completo. Assim os tratamentos foram replicados b vezes e
uma vez em cada bloco. Nesse caso todo par de tratamento ocorre nos r = b blocos, portanto,

A = rJg e a matriz de informacdo é dada por
1 1
LZFI@—;FJ@ZF [@—;J@ ,

e sua inversa é dada por

_ 1 1
L =—|Ilpg——-Jo ).
r t

Portanto, os estimadores de x T tem variancia
I 2 1 / 1 2 1 ! 1 / 2 1 1 o)
xL x0°=—x I@—;J@ X0 :; x—;xJ@x 0" =—xx0°,
r r

. o £ t —
pois Jex = 0, uma vez que x € um contraste, Y ., x; = 0.
Para comparar delineamentos em blocos incompletos é razodvel compara-los aos delinea-

2

mentos em blocos completos. Vamos denominar 6~ a variancia de blocos incompletos e G%BD a

variancia de blocos completos.

Definicdo 2.4.2. (Bailey, 2004, p. 90) A eficiéncia para um contraste x em um delineamento em
blocos incompletos equireplicado com varidncia 6 e replicacdo r em relagio a um delineamento
em blocos completos com variancia GgBD e mesma replicacdo é

! 2
XX Ocpp
'L—x o2

e o fator de eficiéncia para x é

XX

_
rx L= x
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Teorema 2.4.2. (Bailey, 2004, p. 90) Seja € o fator de eficiéncia para um contraste x. Entdo

0<e<l.

Um contraste € dito bésico se € um autovetor da matriz L. Logo, para tais contrastes

tem-se Lx = cx, e se ¢ # 0, entdo L™ x = %x e

! !

XX XX C

li - !
rxL™x  pxx r
C

Como todo contraste é a soma de contrastes basicos, fica facil o calculo de seus fatores de

eficiéncia.

Definicao 2.4.3. (Bailey, 2004, p. 91) Os fatores de eficiéncia candnicos em um delineamento
em blocos incompletos equireplicado com replicagdo r sdo <L, <2, .., C’T‘l, em que c1,¢2,...,Cr—1

sdo os autovalores de L em Vol, contados com suas multiplicidades.

Voltaremos a falar sobre fatores de eficiéncia ao longo do texto. A discussdo sobre

otimalidade de delineamentos serd vista na se¢ao 2.8.3.

2.5 Delineamento em blocos incompletos balanceados e parcialmente blanceados

Para que um delineamemto experimental admita andlise estatistica adequada € razodvel
supor que o delineamento tenha boas propriedades, por exemplo, ser equireplicado. Outra
propriedade desejavel é que todo par de tratametos ocorra em um mesmo nimero de blocos,
isto é, A(6,m) = A paratodo 0 e 1, com 6 # 1. A forma geral de obter simetrias é utilizar a

constru¢cdo combinatdria dos esquemas de associagao.

2.5.1 Esquemas de associacio e delineamentos

Seja & um esquema de associacao no conjunto dos tratamentos ® com classes associa-
das nao diagonais €,¢; ..., &, e matrizes de adjacéncia Ag,Aq,...,A;. Um delineamento em
bloco incompleto € dito parcialmente balanceado (PBIBD) em relagdo a & se existem inteiros

Ao, AL, - .., Ag tais que

(G,T]) e =>A(9,T]) =A;, isto é, A = Z)L,,‘A,‘.
i=0
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Outra vantagem de relacionar a matriz A com as matrizes de adjacéncia Ag,Aq,...,As
€ que nesse contexto A pertence a dlgebra de Bose-Mesner de & e consequentemente a matriz
de informacdo L também. Logo, L comporta-se bem em relacdo ao strata, o que permite a

simplificagdo do célculo da variancia dos estimadores de determinados contrastes.

Lema 2.5.1. (Bailey, 2004, p. 112) Em um delineamento em bloco incompleto parcialmente

balanceado,

aili = I’(k— 1)

-

1

Em particular, em um delineamento em bloco incompleto balanceado,
(t—1DA=rk—1).

Teorema 2.5.1. (Bailey, 2004, 114) Em um delineamento em blocos incompletos parcialmente
balanceado com classes associadas nio diagonais €1, &,, ..., € existem constantes ki, k>, ..., ks

tais que a variancia do estimador de 7(0) — 7(n) é igual a k;62 se (0,1) € ¢;.

Em particular, para delineamentos em blocos incompletos balanceados (BIBD ou 2-

delineamentos) tem-se o esquema de associagdo trivial e
A =Xl + A1 (Jo — o) = rle — A(Jo — o),

entao,

1 1
L=rlg— z/\: rlg — %(I”I@—f—l(.]@ —I@))

- r—f—l—& ]_&J_ M [_&J
- k' k) ke k ke

Como A(t—1) = r(k— 1) segue que

Por substituicao tem-se
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Por fim, para um BIBD a variancia é:

Portanto, o fator de eficiéncia de um contraste simples para um BIBD € igual
Xx 2 t k—1

Tlx g2k 00 i1 k
r(k=1) t

&

e como t > k (bloco incompleto) tem-se, como verificado no teorema 2.4.2, que € < 1.

Um delineamento ser balanceado € desejavel. No entanto, é necessdrio que o nimero de
blocos seja grande, o que pode ser invidvel em situagdes experimentais. Um resultado cldssico
sobre este fato em delineamentos experimentais € a desigualdade de Fisher apresentada no

teorema a seguir.

Teorema 2.5.2. (aput Fisher; Bailey, 2004, p. 115) Desigualdade de Fisher: Em um delinea-

mento em blocos incompletos balanceado com ¢ tratamentos e b blocos tem-se b > ¢.

Uma demostracdo algébrica deste teorema pode ser encontrada em Lint e Wilson (1992,
p. 194).
Um delineamento em que o numero de tratamentos € igual ao nimero de blocos, isto é,

t = b é dito simétrico.

2.5.2 Uma propriedade dos delineamentos simétricos

A propriedade apresentada na proposicao a seguir € citada em Bose (1942) sem apresen-

tacdo de sua demonstracao.

Proposi¢iao 2.5.1. Em um delineamento em blocos incompletos balanceado simétrico (b =

t e r = k) o nimero de tratamentos iguais que ocorrem em dois blocos quaisquer é constante.
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Demonstracido. Vamos enumerar os blocos da forma By,B1,...,B;_1. Seja [; o niimero de
tratamentos que ocorrem conjuntamente em B e B}, [; = |[BoNBj| com j=1,2,...t — 1. Vamos
calcular a média e a variancia do conjunto de ndmeros {/;,j = 1,2,...,r —1}. Como cada

tratamento tem replicacdo r = k em By, este ocorre em k — 1 blocos. Logo, no somatério

temos que cada tratamento em By N B; foi contado k — 1 vezes. Como todos os tratamentos de

By foram contados, temos que

t—1

lj=k(k—1).
j=1

Portanto, a média é

Il _kk=1) _Ae-1) _,
=1 =1 =1 7

pois, k(k—1) = A(t — 1). Como cada par de tratamentos ocorre em A blocos, temos que 0s
@ pares de tratamentos do bloco By estdo contidos em 3(A — 1)k(k — 1) blocos diferentes
de By, contados permitindo-se repeticao.

Para os tratamentos em By N B, temos %l i(lj—1) pares. Somando

N
\
—_

li(lj—1)

.
I
—_
N | —

temos que o total de %(/1 — 1)k(k — 1), pois cada par em ByNB; estd em A — 1 dos blocos
B1,B>,...,B;_. LOgO,

t—1

Y 1i(j—1)=(A—k(k—1).

=1
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Portanto,

le le_ — Dk(k—1) =
212 Zl+ Yk(k—1)

= k(k— 1)+ (A — Dk(k—1)
= Ak(k—1).

A variancia 62 é dada por

Gzzztj;ll(lj_'u)z Z/ 1 ] 2
r—1 r—1
:?Lk(k—l)_lzzlz(t—l)_
r—1 r—1

—A2-12=

Segue entdo que /; = A paratodo j=1,2,...,t— 1. Portanto, B;N\B; parai# j,ic0,1,...,1—1

sempre contém A tratamentos em comum. [J

Corolario 2.5.1. Para um delineamento balanceado e simétrico com A = 1 a interse¢do entre

dois blocos quaisquer possui exatamente um elemento.

Demonstracao. De fato, se ¢y e #| pertencem a By M B entdo 7 e ] estdo simultaneamente em By
e By, o que é absurdo pois ambos estdo juntos em apenas A = 1 blocos. Resta entdo mostrar que
a interse¢do ndo pode ser vazia. Como a replicacdo é r = k, para cada tratamento em By, tem-se
k — 1 blocos que interceptam By nesse tratamento. Logo, considerando todos os tratamentos em
By temos k(k — 1) blocos, Mas, k(k—1) =A(t—1) =t — 1= b — 1. Como o nimero de blocos

¢ igual ao total de tratamentos e todos sao distintos segue o resultado. [

2.6 Delineamentos com varios tipos de blocagens (familia de particoes)

Em delineamentos experimentais as parcelas podem nao ter apenas uma estrutura de
blocos, mas varias. Por exemplo: canteiros contidos em casas de vegetacdo, faixas de terra
contidas em campos, que por sua vez estdo contidos em fazendas distintas, entre outros. Para

um mesmo delineamento pode ocorrer também que uma estrutura em blocos nao esteja contida
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em outra estrutura de blocos. Nesse ultimo caso tem-se relacdes mais complexas. Para modelar
essas situagdes utiliza-se o conceito matematico de ordem parcial.

O exemplo mais simples de ordem parcial ocorre quando tem-se um conjunto formado
de subconjuntos de outro conjunto. Nesse caso temos a ordem parcial definida pela inclusao.
Uma ordem parcial fica totalmente representada por um recurso grafico denominado diagrama

de Hasse. Para mais detalhes veja Lipschutz (1968).

Exemplo 2.6.1. Para o conjunto {1,2,3} , tem-se o conjunto de subconjuntos
A={0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}. No qual obtém-se a ordem parcial definida

pela inclusdo, cujo diagrama de Hasse € mostrado na figura 2.2.

Figura 2.2 — Ordem parcial.

{1,2,3}
{1,2} {2,3}
{1} {3}
0

Fonte: Da autora (2024).

Outra maneira de representar uma ordem parcial € utilizando matrizes. Indexando uma
matriz { pelos elementos da ordem parcial do diagrama de Hasse tem-se que
I, se HCF,

C(H,F) = .
0, caso contrério.
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Para o exemplo 2.6.1, se os elementos de A sdo ordenados como no diagrama de Hasse

da figura 2.2, a matriz § é dada por

o {1y {2} {3} {12} {1,3} {2,3} {1,2,3}

o 1 1 1 1 1 1 1 1

{1y o 1 0o o0 1 1 0 1

2y o 0o 1 0 1 0 1 1

¢= 33 0o 0 0 1 0 1 1 1
{12} o 0o 0 0 1 0 0 1

{133 0 0 0 0 0 1 0 1

23 0 0 0 0 0 0 1 1
{123, 0 0 0 0 0 0 0 1

A inversa da matriz { é denominada fungdo de Moebius, i, que é também uma matriz

triangular superior.

2.6.1 Definindo particoes

Uma parti¢do de um conjunto A € uma unido disjunta de subconjuntos nao vazios. Estes
subconjuntos sao denominados classes. Tais particdes serdo denotadas por F', G, H. Uma
parti¢do € uniforme se o o nimero de elementos em cada classe é o mesmo.

Notacao: nr € o numero de classes da parti¢ao F' e kr o nimero de elementos de cada classe.

Figura 2.3 — Parti¢do F com 4 classes em Q.

Q

Fonte: Da autora (2024).

Na figura2.3 np =4 e kp =95.

Uma parti¢do F qualquer € definida pela sua matriz de relagdo, que € dada por

1, se o e f estio em uma mesma classe F),
Rr(a,B) = ,
0, caso contréario.
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Se a cardinalidade de Q é dada por | Q |= n, a matriz de relacdo Rr é uma matriz n x n.

Vale destacar também que Ry € simétrica e a soma dos valores de uma linha € kr, ou seja,

Z RF(a?ﬁ) = kr,

BeQ

pois temos kr elementos de Q (contando o préprio @) que estdo na mesma classe de F' em que
estd o elemento .

Dadas duas particdes F e G de Q tem-se a parti¢do infimo FF A G . As classes de F A G
sao dadas pelas interseccoes das classes de F' com as classes de G. Tem-se também a parti¢io
supremo F'V G. Essa parti¢do € definida como a menor parti¢do, no sentido que as classes de
FV G sao formadas de classes de F' e G. A parti¢do F'V G € mais complicada de ser visualizada.

Um algoritmo para sua obtencao é apresentado em (Bailey, 2008, p. 172).

Exemplo 2.6.2. Seja Q= {1,2,...,10} com parti¢des F = {{1,2},{3,4},{5,6},{7,8},{9,10}}
e G=1{{1,2,3),14,5,61,{7,8,9,10}}. Assim, F VG = {{1,2,3,4,5,61{7,8,9,10}}.

Se as classes de F estdo contidas nas classes de G denotamos que F < G. Um conjunto
de parti¢cdes € um conjunto parcialmente ordenado pela relacdo de inclusdo das classes e pode

ser descrito pelo diagrama de Hasse.

Exemplo 2.6.3. Considere todas as parti¢cdes de {1,2,3}, ou seja, F = {{1},{2},{3}},. G =

{{1,2},{3}}, H={{1,3},{2}}. I ={{2,3},{1}}, U = {{1,2,3}}. O diagrama de Hasse para
estas particdes estd representado na figura 2.4, emque F <H, F <G, F <I,H<U,G<Ue
I1=<U.

Figura 2.4 — Diagrama de Hasse para o exemplo 2.6.3.

U

F
Fonte: Da autora (2024).
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Como afirmado anteriormente, o diagrama de Hasse nos d4 uma boa ideia das proprie-
dades da ordem parcial de um conjunto de parti¢des. Pode-se também utilizar matrizes como
observado anteriormente.

Seja § um conjunto de particdes de um conjunto Q. A matriz { em RS*S, tal que, se §

tem m parti¢Ges, a matriz { é m x m e é dada por

1, se FXG,
C(F,G) = ,
0, caso contrdrio.
Se a matriz § é obtida seguindo a sequéncia do diagrama de Hasse ela serd uma matriz

triangular superior. As matrizes { e u (fungdo de Moebius) do exemplo 2.6.3 sdo dadas

respectivamente por

F H G I U F H G 1 U
F 1 1 111 F1 -1 -1 -1 2
H 0 1 0 0 1 _q H 0 1 0o 0 -1
¢= Cl=p=
G 0 01 01 G 0 O 1 0 -1
I 0 0 0 1 1 I 0 O 0 1 -1
u 0 0 0 0 1 u o0 o0 0 0 1

Outra forma de se trabalhar com particdes de um conjunto Q é considerar o espaco Eucli-
diano R = {(x1,x2,...,%), X; € R}, em que cada coordenada x; corresponde a um elemento
de Q. No caso das parcelas (elementos) serem numerados Q = {1,2,...,n}, a coordenada x;

corresponde 2 parcela i. E possivel entdo definir o subespago vetorial relativo a particio F por

Vr = {(x1,x2,...,%,) em que as coordenadas correspondentes as parcelas

em uma mesma classe de F'sdo iguais}.

A grande vantagem dessa abordagem é que pode-se utilizar ferramentas de dlgebra linear em
relac@o a problemas combinatdrios.
Exemplo 2.6.4. Considere Q = {1,2,3,4} e a particdo F = {{1},{2,4},{3}}. O subespaco Vg
é dado por {(a,b,c,b) : a,b,c € R}.

Note que a dimensdo de Vg € igual a np. A matriz de relacdo de F, Rr, define o projetor

ortogonal em Vr, ou seja, a matriz de projecao Py, .
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Proposicao 2.6.1. (Bailey, 2004, p. 146) Se F é uma parti¢ao uniforme com classes de tamanho

kr, entdo a matriz de projecao no subespaco Vg é dada por

1
=—R
PVF kF F-

Demonstracao. Um projetor ortogonal € caracterizado por ser simétrico e idempotente. Clara-

mente éRF ¢ simétrico. Vejamos que ele € idempotente:

1o\’ 1
IR Yezgk P (@, 1) Re(1,B)

k2 Y Re(o,7)Re(7,B).
F yeQ

Considere que o e 3 estdo em classes diferentes de F. Se Rp(o,y) = 1 temos que ¥ estd
na mesma classe de a, logo, ¥ ndo pode estar na mesma classe de 3, e portanto, Rr(y, B) = 0.

Logo,

(iLrr) (@)=

Agora considere que o e 3 estdo na mesma classe F. Nesse caso, para todo ¥ nesta classe

Rr(o,y) =1e Rp(y,B) =1, e portanto,

2
(e ) (@B) = X Re(@RE(HB) = ke = - = el

2
F yeQ k.

2
Portanto, (%RF> = #RF. O

Vamos denominar E a particao elementar em que cada classe da particdo é formada por
um tnico elemento. Por exemplo, para a particao E = {{1},{2},{3},{4}} de Q@ ={1,2,3,4}

tem-se que Vg = R%.
Lema 2.6.1. (Bailey, 2004, p. 146) Se F < G entdo Vg C Vf.
Lema 2.6.2. (Bailey, 2004, p. 149) Para parti¢des F e G temos que Vr NV = Viyg.

Demonstragido. Se o; e ®; sdo elementos de €2, relativos a i-ésima e j-€sima coordenadas de v
€ que estdo em uma mesma classe F, entdo, v; = v;. Tomando um indice k, tal que o elemento

@) relativo a k-ésima coordenada de v e m; estejam em uma mesma classe G, temos v; = v; €,
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portanto, vy = v; = v;. Mas, se ®; ¢ @®; estdo em uma mesma classe F' e @y em uma mesma
classe G, entdo m;, ®; € W, estdo na mesma classe dada pelo F'V G. Repetindo a construg¢do para

outras coordenadas segue que Vr NVg = Vpyg. U

Exemplo 2.6.5. Sejam as parti¢des F = {{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9},{10,11,12}} e
G ={{1,2},{3,4},{5,6},{7,8},{9,10},{11,12}}. Nesse caso temos a particdo dada pelo su-
premo F VG ={{1,2,3,4,5,6},{7,8,9,10,11,12} }. Os subespagos gerados por essas parti¢cdoes

sdo respectivamente.

Vg ={(a,a,a,b,b,b,c,c,c,d,d,d):a,b,c,d € R},
VG - {(e7e7f7f7g7g7h7h7i7i’j’-j) : e7f7g7h7i7j G R}?

VFmVG:VFVG: {(OC,OC,OC,OC,OC,OC,B,B,ﬁ,ﬁ,ﬁ,ﬁ) : (X,ﬁ GR}'

Trabalhar com projecdes, em geral, mesmo utilizando apenas as uniformes, ¢ matemati-
camente dificil, ja que o nimero de parti¢des € relativamente grande. Nesse sentido, pode-se
trabalhar com particdes que estdo relacionadas entre si de forma simplificada. Essa simplificacio

ocorre para particdes ortogonais.

2.6.2 Particoes ortogonais

Definicao 2.6.1. (Bailey, 2004, p. 149) Sejam F e G parti¢des em Q. Entdo, F € ortogonal a G

se Vr € geometricamente ortogonal a Vg, ou seja, se Py, Py, = Py, Py,.

Se duas proje¢des ortogonais comutam significa geometricamente que Py, Py, também
¢ uma projecao ortogonal. Pela simetria tem-se (PVFPVG)/ = P‘/,GP‘/,F = Py Py, = Py Py, e pela
idempoténcia tem-se (PVFPVG)Z = Py, Py, Py, Py, = Py, Py, Py, Py, = P‘%FP‘%G = Py, Py,. Note que
Py, Py, € a projecdo no subespaco Vg NV, e portanto a ortogonalidade implica que Py, Py, =
PVFVG'

Lema 2.6.3. (Bailey, 2004, p. 149) Se F ¢ ortogonal a G, entdo:

a) PPy, = Py 6
b) Ve N (Vpyg)® é ortogonal a V.

Demonstracio. Sejam Wr = Vi N (Vryg)™, Wo = Ve N (Vevg) e W = (Ve @ Vg)*t. Se F é
ortogonal a G entdo o espaco todo é soma de Vrpyg ® Wr @ W & W. Assim, qualquer vetor

v pode ser expresso como soma de v=x+vr +vg+w, com x € Vpyg, vi € W, vg € W5 €
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w e W. Agora, Py,v = x+vg, porque x € vg estdo em Vg, enquanto vy € w sd0 ortogonais
a V. Portanto, Py, (Py,v) = Py, (x+vg) = x, porque v¢ € ortogonal a V. De modo andlogo
Py, (Py,v) = Py, (x+vF) = x. Isso é verdade para todo v, entdo Py, Py, = Py,Py,. Além disso,
(Vevg)t = Wr @ W & W, entio, Py,.,;v = x. Portanto, Py, Py, = Py, .

Por outro lado, suponha que Py, Py, = Py, ;. Entdo Py, Py,v € Vr NVg = Vpy g para todo
vetor v. Em particular, se v € Wg, entdo v € V. Assim, Py,v =v e entdo Py,.v = Py, Py.v € Vpyg,
que € ortogonal a v. A unica maneira de a projecdo de um vetor ser ortogonal a esse vetor €
se a projecdo for nula, entdo Py, v = 0. Em outras palavras, v € ortogonal a Vr. Assim, Wg é

ortogonal a Vi, o que implica que F € ortogonal a G. [

Temos que Ve N (VFNVg)* e Vg N (VENVg)! sdo subespacos mutuamente ortogonais,

(veja figura 2.5). Lembre-se do lema 2.6.2, que diz que Vr NVg = Viyg.

Figura 2.5 — Subespacos ortogonais.

Fonte: Da autora (2024).

Teorema 2.6.1. (Bailey, 2004, p. 150) Seja § um conjunto de parti¢des ortogonais aos pares de

Q que ¢é fechado sob V. Para F em §, seja

F<G

WF=VFm<Z Vc;)l.

Entao:
a) os subespacos Wr e Wi sdo ortogonais entre si sempre que F' e G sdo parti¢oes diferentes

em §;
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b) paracada F em §

Vi = P We.

F=G

A 1deia é que podemos obter uma sequéncia de subespacgos ortogonais Wr com boas
propriedades utilizando a ordem parcial das particdes em §. Observe que se F < G entdo
Vi C Vr. Dessa forma, Wr € "o que resta" de Vr ao retirar os subespacos Vi, que estdo contidos
em Vg.

O diagrama de Hasse definido por § nos permite obter cada um dos subespacos Vg como
soma direta de subespacos W com F' < G. Trabalhar com parti¢des ortogonais nos permite
utilizar técnicas de dlgebra linear de forma eficaz.

A questdo principal é: o que a ortogonalidade implica do ponto de vista de delineamentos
experimentais? O pesquisador certamente estd interessado que seu experimento possua uma série
de simetrias, o que vai permitir maior controle da aleatoriedade. Por exemplo, que o nimero de
parcelas na intersec¢do de duas blocagens diferentes sejam sempre o mesmo.

Dadas duas particdes F' e G de um mesmo conjunto €2, vamos enumerar de forma
arbitraria as classes de F ¢ G como F = {F|,F,...Fy.} ¢ G ={G,G2,...Gy;}. SejaH a
parti¢do supremo de F e G, H = F\V G = {H|,H>, ...,H,, }, Por defini¢ao

H=|JFr=JG,
iest eS¢
emque, SF C {1,2,...,nr} e S C {1,2,...,ng}.
A ortogonalidade implicard em boas propriedades em relacao a interse¢do das classes,

como afirma o teorema a seguir.

Teorema 2.6.2. (Bailey, 2008, p. 180) F e G sdo ortogonais se, € somente se:
a) F;NG; # 0, para todo i € ST, para todo j € SIG etodo/ € {1,2,...,ny};
b) |FiNGj| = cipigj, em que p; = |Fj|, gj = |G;| e ¢; ¢ uma constante de proporcionalidade

que depende apenas da classe H;.
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Demonstraciio. Sejay € R®. As coordenadas de Py,.y relativas as parcelas em F; sdo dadas pela

média dos valores das parcelas em F;, isto é,

Seja s;j = |F;iNGj|. As coordenadas de Py, Py, y relativas as parcelas w € F;NGj,i € Sf sao

dadas por

Z&(lzyw)

Se F' e G sdo ortogonais Py, Py, = Py, . € como estamos considerando as classes de F' ¢ G que

VG

estdo contidas na classe H; de H = F V G, temos que

Ly, (l )3 yw)

i jest | el

deve ser constante para todo j € SIG. Assim, para j/ € SIG tem-se

Zsl (Za)eF,-yw) :Zsz_/ (Zweﬂ)’w)
i 4 Pi i qj'/ Di ’

qualquer que sejam os valores de yq,. Tal fato implica que

Sij  Sif

qj q j/
De forma simétrica, para i € Sf temos que

Sij _ 21

Di by
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7
Somando em j temos que

Zsijq' ZCIJS ;=
.
J
SijZC[j/ Iqusl.j/ =
./ ./
J J

sij|Hy| = qjpi =
1

Sij = |H|C]1Pn

e o resultado segue fazendo ¢; = ﬁ

Vejamos agora a reciproca. Seja H; uma classe de F'V G que contenha as classes F; e G.

Temos entdo que

1
Sij(ZY(D> |H|plqj<2yw),
WEF; WEF;

logo,

_Z ZweFYw o
l
;=7 i pigjH)

|szqj<2yw>=ﬁ;(2yw> Tl Y yo-

weF; wEeF; weH,;

Portanto, o valor de Py, P,y € igual a Py, ,y. De modo andlogo Py, Py,y € igual Py, .. De onde
vem que Py, Py, = Py Py [

Observe que o resultado foi provado para o caso geral, no qual as particdes nio sdo

necessariamente uniformes.
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Figura 2.6 — Classes de H; de F' V G.

classes de G

classes de F; S p; parcelas

g; parcelas

Fonte: Da autora (2024).

Coroléario 2.6.1. (Bailey, 2008, p. 76) Se cada combinagdo de niveis dos fatores F' e G ocorrem

em um ndmero igual de parcelas entdo Wr 1L Wg.

Com o objetivo de deixar mais clara a abordagem sobre ortogonalidade entre os dois
textos Bailey (2004, 2008) vamos demonstrar o coroldrio anterior utilizando o teorema a seguir.

(A defini¢do de delineamento ortogonal serd vista em 2.7.2).

Teorema 2.6.3. (Bailey, 2008, p. 57) Dado um delineamento com b blocos de tamanho k e ¢
tratamentos, seja s;; 0 nimero de vezes que o tratamento i ocorre no bloco j, parai=1,2,...,t
e j=1,2,...,b. Entdo o delineamento em blocos € ortogonal se, € somente se, s;; = % para

i=12,...tej=102,....b.

Demonstragdo. Corolério 2.6.1. Considere como blocos as parcelas que receberam o mesmo
nivel do fator G, isto €, os blocos sdo da forma B; = {® € Q : y(w) = tratamento{i, j} }. Dessa
consideracao segue que Vp = V5 e Wp = W. Pelo teorema 2.6.3 Wi € ortogonal a Wr se, e
somente se, s;; = %, em que s;; € quantas vezes o tratamento i ocorreu no bloco je b € a
quantidade de blocos. Observe agora que os tratamentos sao os niveis do fator F,isto é, F =T.
Como s;; € o niimero de vezes que o tratamento {i, j} ocorreu e r; ¢ a quantidade de parcelas

que receberam o nivel i de F'. Note que todo nivel j de G ocorre com o nivel i, logo,

nG
ri = Z Sij
J=1
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e b é igual ao ndmero de classes de G, b = ng. Portanto,

l_] nG
Logo,
Yo 1271&1 |Q|
ZS,J— - _.
i—1 G ng

Podemos agora inverter a construcdo. Supor que os blocos sdo as classes de F e os

tratamentos sao os niveis de G. Repetindo o raciocinio temos que

n ©f
- Lis15ij _ NG _ |
Y g ng  npng’

e, portanto, todos os tratamentos dados por um nivel de F e um nivel de G sdo igualmente

replicados. 0

Corolario 2.6.2. (Bailey, 2004, p. 150) As parti¢cdes F e G sdo ortogonais entre si se, € somente
se:
a) dentro de cada classe de F'V G, cada classe F encontra cada classe G, e;

b) para cada elemento @ de Q

|classe de F que contém @| |classe de F A G contendo @

|classe de F V G que contém @|  |classe de G contendo |

Para o caso que F', G e F'V G sdo uniformes o teorema anterior implica que

kr _ krnG
krve kg

Portanto, F A G também € uniforme e krkg = krygkrag. Vale também que

RrRg(a,B) = Y Rr(e,V)RG(Y,B) = kracRrva(at, B).
YeQ

Quando se t€ém duas ou mais blocagens a interse¢do entre dois blocos tem propriedades
particulares e, portanto, o pesquisador deve considerar o F A G e o F'V G como estruturas de

blocagens no experimento. Desse modo, deve-se utilizar uma estrutura ortogonal em blocos de
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tal formaque se F e G € §, valeque FAGe FV G € §. Note que as parti¢gdes triviais E e U
pertencem a §.

Como consequéncia do teorema 2.6.3 um delineamento com apenas uma blocagem s6
pode ser ortogonal se € equireplicado e os blocos contém todos os tratamentos. Considere
T a parti¢do tratamentos, ou seja, parcelas que receberam o mesmo tratamento. Para o caso
de delineamentos com uma estrutura ortogonal em blocos §, como Py, Py, = Py, Py, = Py,
se VT = U entdo, como consequéncia do teorema 2.6.2, toda classe de F' conteré todos os

tratamentos e vale que

1 k 1 k ri
Si;i =C d; — —71; = —V7; = —.
ij APiqi |,Q| iKF kenp iKF 1y

Temos entdo um resultado andlogo ao teorema 2.6.3.
Uma estrutura ortogonal em blocos ¢ uma forma conveniente para distinguir as varias

particularidades que afetam as parcelas de um experimento.

2.6.3 Estrutura ortogonal em blocos no contexto de esquemas de associaciao

Dada uma estrutura ortogonal em blocos {E,F,G,...,U} em um conjunto Q, vamos
construir um esquema de associagdo compativel com a estrutura ortogonal, de modo que seja
possivel utilizar toda a teoria matricial da dlgebra de Bose-Mesner para obter a andlise da

estrutura ortogonal utilizada no contexto da experimentagao.

Definicao 2.6.2. (Bailey, 2004, p. 152) Uma estrutura ortogonal em bloco em um conjunto Q é
um conjunto § de particdes uniformes ortogonais aos pares em £ que € fechada sob A e V (em

particular, § contém U e E).

A ortogonalidade entre as parti¢oes F e G é féacil de verificar. Sempre que {a, B} estiver
contido em uma classe F e {f3, v} estiver contido em uma classe G, deve haver algum elemento

0 tal que {a, 8} esteja contido em uma classe G e {8, v} esteja contido em uma classe F.

Teorema 2.6.4. (Bailey, 2004, p. 153) Seja § uma estrutura ortogonal em blocos em Q. Para

cada F em § definimos o subconjunto € de  x Q por

(o, B) € €pse F = \{G € §: a e B pertencem a uma mesma classe de G}.
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Entdo, {Cr : F € §,&F # 0} define um esquema de associa¢do em € com valéncias dada por

ar = Z N(Fv G)kG
Geg
Demonstragao. Os conjuntos {€r : F € §,Cr # 0} definem uma particdo em Q x Q pois F é
fechado por A e, portanto, todo par (o, ) pertence a algum €. Os conjuntos € sdo simétricos.

Para a parti¢do elementar E tem-se que
Ce={(a,): o0 € Q} = diagonal de Q x Q.

Observe que ¢ e B estdo em uma mesma classe F se, e somente se, existe G < F com (&, ) €
.

As matrizes de adjacéncia, A;, desse esquema de associacdo, sdo indexadas pelas particoes
F e denotadas por Ar. Agora a matriz de relacdo de F, Rr, relaciona-se com as outras matrizes

da forma

Rr=Y Ac= ) {(G,F)Ag.
G=F Geg
Significa que a entrada da matriz Rr, Rr(a, ), é igual a exatamente a entrada da matriz de Ag,
Ag(a,B), para alguma blocagem G mais fina que F. Utilizando a fungdo de Moebius u, que
inverte a matriz , é possivel obter as matrizes de adjacéncia A (que sdo desconhecidas) como

fun¢do das matrizes de relacdo Ry (que sdo conhecidas), ou seja,

Ap = Z ;u(GvF)RG
Geg

A valéncia ar, que € a soma dos elementos de uma linha de Ar, é dada por

ar = Z .u(G7F)kG
Geg

Como a dlgebra de Bose-Mesner, 2, € definida pelas matrizes Ar e como cada Ar é combinacdo
das matrizes R, as parti¢des sdo uniformes e definem projetores ortogonais Py, tais que Py, Py, =
Ppy . Sendo assim, § ser fechado por V e segue 2l € uma dlgebra. Portanto, a particdo Cr de

Q x Q define um esquema de associacao. []
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A ideia é que para qualquer par de elementos o e 3 de 2, vamos tomar todas as parti¢oes
G de § tal que a e B pertencem a uma mesma classe de G. Como § é fechado pela operagao
infimo A, existe uma particdo F € § que contém « e 3 em uma mesma classe.

O teorema 2.6.4 ¢ essencial, pois relaciona duas constru¢des fundamentais: a estrutura
ortogonal em blocos (usual na Estatistica) e os esquemas de associacdo (usual na Matemaética

abstrata).

Exemplo 2.6.6. Suponha uma estrutura ortogonal em blocos dada por duas casas de vegetacao
na qual cada casa possui dois canteiros e cada canteiro possui duas parcelas. Sejam entdo as
particOes F' e G dadas por canteiros e casas de vegetagdo, respectivamente. Temos o croqui do

experimento na figura 2.7.
Figura 2.7 — Croqui do exemplo 2.6.6.

Casa 1 Casa 2

Canteiro 1 Canteira 2 Canteiro 3 Canteiro <

Fonte: Da autora (2024).

As classes associadas sao:

Cr={(a,B): ae P estdio no mesmo canteiro},
¢s={(a,p): o e B estdo na mesma casa de vegetacdo, porém, em canteiros diferentes},

¢y ={(a,B): ae P estdo em casas de vegetacdo diferentes e canteiros diferentes}.

Em termos de matrizes, ordenando de forma conveniente as 8§ parcelas, temos as matrizes

de adjacéncia Ap = Iq Ar, Ag e Ay. E possivel obter as matrizes de relacio pela recorréncia

Rr=Y Ac=) ((G.F)Ag=
G=F Ges

Ap = Z .u(G7F>RG
Geg
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As matrizes { e U sdo:

EF GU E F G U

E 111 1 E1 -1 0 0
(=l Fo1 11 |, ¢'=p=F o0 1 -1 0
G 0o 1 1 G0 0 1 -1

U oo 0 1 Uo o o0 1

De onde vem que as matrizes de adjacéncia, usando as entradas de y e somando de acordo com

as colunas as matrizes de relacao sdo:
Ag =Rg, Ar = —Rg +Rr, A¢ = —Rr +Rg, Au = —R¢ + Ry

A grande vantagem dos esquemas de associacdo € que eles herdam as propriedades
relativas a ordem parcial §. Isso permite um calculo mais fécil do strata, em que se pode utilizar

férmulas de recorréncia.

Teorema 2.6.5. (Bailey, 2004, p. 154). Se § € uma estrutura ortogonal em blocos em . Para

cada F € §, seja

1
Wr=VrN ZVG .
F<G

Entdo o strata do esquema de associagdo definido por F em § é dado pelos subespagos W =£ 0.

Os projetores Sy, sdo

SWF = Z .LL(FuG)PVGa

Geg

com dimensdes dr dadas por

dr = Z ,LL(F,G)I’IG.
Geg

Demonstracao. Temos que

Vi = @WGa

F<G
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de onde segue que os Wy sdo ortogonais entre si e

Py, = Z Swe = Z C(FvG)SVG'

F=G GeF

Utilizando a inversa de Moebius tem-se que

Swr = Y, U(F,G)Py.

Geg

Como as projegdes Py, geram a dlgebra 2, os projetores Sy, também estdo nessa dlgebra. Uma
vez que todo projetor € idempotente € Sy, € soma de projetores no stratum, ele também €
idempotente. Se F' # G, entdo Wr LW e, portanto, Sw, Sw, = 0. Isto implica que nenhuma
combinagdo linear de {Sw, ,F € §} projeta sobre algum subespaco préprio de W, para qualquer
G € §. Mas, 2 = span{Sw,, F € §}, e portanto os subespagos Wr # 0 devem ser precisamente

o strata. Tem-se também que

trago(Sw; ) = trago (2 u(F, G)PVG) — Y u(F.G)trago(Py,)

GeF Geg

= Y w(F,G)dim(Vg) = Y u(F,G)ng. O
GEF Ge§

Podemos agora obter uma expressao mais simples para as matrizes C e D apresentadas

na secdo 2.2.2. Observe que

Ap =Y W (F,G)Rg = Y 1t (F.G)kePr; = Y 1 (F.G)k ) (G, H)Swy,
G G G H

mas,

Y W(F.G)k Y. ¢ (G,H)Sw,

G H
é o produto de trés matrizes it diag(k)¢, portanto

!

C = u'diag(k)¢ e D =C~" = p(diag(k)) "¢ .
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Tem-se que

ar = Y. W(G,F)kg = diag(a) = p diag(k) = diag(k)u
GeF

dr = Y u(F,G)ng = diag(d) = udiag(n).
Geg

Como visto no coroldrio 2.2.1 tem-se que

D= ;ldiag(d)Cl(diag(a))_l

1 . P
— — u diag(n) { diag(k)u (u diag(k)) ™'
N e e e LN _

-~

/

diag(q) C

= diag(n)¢' = p(diag() "¢

diag(a(-1)

pois npkr = n paratodo F € §.

Para os cdlculos é adequado utilizar a recorréncia que vem de

Rr=Y Ac=Y ((G,F)Ag

G=F GeF

para encontrar as matrizes de adjacéncia e suas valéncias, assim

Ar=Rr— Y Ag
G<F

aF::kF-— 2: agG.
G=<F

A recorréncia também fornece os prejetores nos stratum e seus graus de liberdade,

SWF :PVF - Z SWG

G<F

dF::nF~— 2: dg.
G<F

Esta recorréncia pode ser realizada percorrendo-se o diagrama de Hasse para a ordem

parcial de §. Iniciamos na base do diagrama com Ar € ar e no topo do diagrama com Sy, € dF.
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2.6.4 Exemplos de estrutura ortogonal em blocos

A partir de agora vamos nos referir as particoes como fatores, termo usualmente utilizado
em Estatistica Experimental. Particdes em ® serdo denominadas fatores de tratamento, particoes
em Q serdo denomindas fatores de parcelas. Vale destacar que no diagrama de Hasse fatores de
tratamento serdo indicados com pontos abertos e fatores de parcela serdo indicados com pontos
fechados. As proje¢des V; e W; serdo ambas indicadas por Py, e Fy;.

O exemplo a seguir tem por finalidade verificar se os fatores de tratamento existentes no

experimento formam uma estrutura ortogonal.

Exemplo 2.6.7. (Bailey, 2008, p. 185) Medicamentos em diferentes estagios de desenvolvi-
mento: Uma empresa que desenvolve e fabrica produtos farmacéuticos deseja comparar seis
tratamentos para uma determinada doenca. O teste inicial usard voluntarios saudéveis, simples-
mente para medir a quantidade de certos produtos quimicos liberados no sangue duas horas apés
os tratamentos serem administrados. Trés tratamentos sdo trés doses diferentes de uma formula-
cdo (denomiada A) que estd em desenvolvimento ha algum tempo. Os outros trés tratamentos sao
doses diferentes de uma nova formulacio (denominada B) que ainda ndo foi testada. O principal
objetivo do experimento € comparar as doses da formulagdo A; o objetivo secundério € comparar
a nova formulagdo com a antiga; e a prioridade menos relevante € comparar as doses da nova
formulacao.

O objetivo principal no experimento deve ser a comparacao das doses da formulagao
A. Deve-se usar replicagdo suficiente para esses trés tratamentos. A empresa decide utilizar 12
voluntérios para cada dose, utilizando assim 36 voluntdrios. No entanto, a empresa dispde de
recursos suficientes para utilizar 48 voluntarios desse modo as trés doses da formulacdo B serdo
atribuidas a quatro voluntérios cada.

Como j4 dito, os tratamentos consistem em trés doses da formulacdo A e trés doses
(ndo compardveis com as trés primeiras) de uma nova formulagdo B. A tabela 2.3 apresenta um
fator F que distingue as duas formulacdes e os fatores A e B que sdo projetados para testar as

diferengas entre as diferentes doses de cada formulagdo. Veja o diagrama de Hasse da figura 2.8.



Tabela 2.3 — Fatores de tratamento para exemplo 2.6.7.

Formulacdo antiga Formulacdo nova
Tratamento | 1 2 3 4 5 6
F 1 1 1 2 2 2
A 1 2 3 0 0 0
B 0 0 0 1 2 3

Fonte: Bailey (2008, p. 185).

Figura 2.8 — Fatores de tratamento para o exemplo 2.6.7.

U

F

Fonte: Adaptado de Bailey (2008)
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Como mencionado, ndo se deseja comparar as drogas A e B, mas sim os niveis de cada.

Como apresentado na tabela 2.3 temos o fator ' com dois niveis, o fator A com trés niveis € o

fator B com trés niveis. Note que as particdes A e B sdo uniformes. Note também que o ndmero

de tratamentos € igual ao nimero de parcelas.

Vejaque AVB=FeAANB=E,sendoE=T. Umavezque T <AeT =< Btemos que
Py, Py, = Py, Py, e Py, Py, = Py, Py.. Como E = T amatriz de projecido em Vr € dada pela matriz

identidade /(6¢). Logo, Py, Py, = IPy, = Py, e Py, Py, = 1Py, = Py,.

Vamos verificar agora se E, A, B, F e U formam uma estrutura ortogonal em blocos. Para

tanto, basta verificar que as particdes A e B sdo ortogonais, isto €, V4 N VFL 1L VeN VFL. Vejamos:

Vi :VA\/B = {(avavaubvbvb) Cl,b € R}

Va={(a,b,c,d,d,d) a,b,c,d € R}

VB:{(aaa;aaﬁv%s) a;ﬂa%a ER}
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Agora note que
VFL ={(x,y,z,m,1,s) x,y,z,w, 1,5 € R},
tal que

<(a7a7a’b7b7b)7(‘x’y7z7w7l’s)> = 0@
ax+y+z)+bw+l+s)=0Vab<e

x+y+z=0e w+l+s5s=0.
Temos também que

VanVg ={(a,b,c,d,d,d),a+b+c=0}=3d =0

VNVi ={(a,a,a,B,7,8),B+7+8 =0} = 3a =0,
tais que
((a,b,c,d,d,d),(a,o,a,B,7,8)) =a(a+b+c)+d(f+7+0) =0a0+d0=0.
Portanto, V4 N VFL L VeN VFl e as particdes sdo ortogonais. Note também que
anVg={(a,o,a,d,d,d) a,d e R} =Vp

e portanto dim(Vp) = 2.

Agora relacionamos a ordem parcial, ou seja, as relacdes de inclusdo, os diagramas de
Hasse e as matrizes de projecao com as matrizes diagonais (que serdo vistas na secdo 4.2). Se
{vi,v2,...,v,} é uma base que diagonaliza todas as matrizes de proje¢do, uma permutacéo dos
vetores dessa base é também uma base em que todas as matrizes de projecao sdo diagonais.
Dessa forma, € possivel, através de uma sequéncia de permutagdes obter uma base definida para
o subespago Vg que satisfaca a ordem parcial de §.

Dado um fator F em um experimento, € possivel obter a diagonalizacdo simultinea
das matrizes de proje¢do nos subespagos Vi e Wr, isto €, Py, e Py,.. No diagrama de Hasse,

para cada fator, vamos representar o tamanho das classes, kg, € os graus de liberdade, dr. A
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partir do diagrama de Hasse obtemos as matrizes de proje¢do Py, e Py,. Vejamos o exemplo a
seguir, em que sao apresentadas essas matrizes de projecao na forma diagonal para cada fator do

experimento.

Exemplo 2.6.8. (Bailey, 2008, p. 185) Ratos: Seis dietas diferentes foram fornecidas a 60 ratos,
dez ratos por dieta. Os ratos foram pesados no inicio e no final do experimento e seu ganho
de peso foi registrado. As seis dietas consistiam em trés fontes de proteina, cada uma em uma
quantidade alta ou baixa. As fontes de proteina foram carne bovina, suina e cereais. Portanto,
existe um fator de tratamento que distingue os animais entre as duas fontes de alimentacao
animal e o cereal. Os fatores de tratamento sdo exibidos na tabela 2.4 e o diagrama de Hasse na

figura 2.9.

Tabela 2.4 — Fatores de tratamento para o exemplo 2.6.8.

Tratamento 1 2 3 4 5 6
alimentag@o bovina porco cereal
quantidade baixo alto | baixo alto | baixo alto
proteina animal 1 1 1 1 2 2
animal Aquantidade 1 2 1 2 3 4

Fonte: Bailey (2008, p. 186).

Figura 2.9 — Fatores de tratamento para o exemplo 2.6.8.

U
1,1

quantidade
2,1

alimentacao
3,1

animal A quantidade
4,1

E
6,1

Fonte: Adaptado de Bailey (2008).

Temos § = {E, alimentagdo, animal A quantidade, animal, quantidade, U }. Na figura 2.9

estdo representados o numero de classes e os graus de liberdade para cada fator. Para simplificar,
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vamos considerar que existem apenas seis ratos. Assim, as matrizes de projecdo (que seriam de

40 sao:

]P%

0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O

1

Py,

tamanho 60x60) sdo reduzidas para matrizes 6 x6. Essas matrizes de proje¢
Py,
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Py, = Py, =

S O o o o =
S © o o = O
S o o = O O
S o = O O O
S = O O o O
—_ O O©O O o o
S © o o o o
o o o o o <o
o o o o o <
o o o o o o
S O o o o ©
- O O O o o

Exemplo 2.6.9. (Continuacdo do exemplo 2.6.7) O diagrama de Hasse com os respectivos nr €

dr para cada fator s@o apresentados na figura 2.10.

Figura 2.10 — Fatores de tratamento para o exemplo 2.6.7.

U
1,1
F
2,1
A B
4,2 4,2
T
6,0

Fonte: Adaptado de Bailey (2008).

As matrizes de proje¢do sao:

oS o o o o =
o o o o o <
o o o o o o
S O o o o o
S O o o o ©
S O o o o o
I
&
<
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1 00 0 0 0 000 00 0
01 00 0 0 01 00 0 0
000 00 0 00000 0
Py = 000 00 0 Pw = 0000 0 0
00000 0 0000 0 0
000 00 0 0000 0 0
1 0 0 0 0 0 000 00 0
01 00 0 0 00000 0
Ry, = 00 1 00 0 By, = 00 1 0 0 0
A 00 0 1 0 0 A 00 0 1 0 0
000 00 0 00000 0
000 00 0 00000 0
1 00 0 0 0 00000 0
01 00 0 0 00000 0
00000 0 00000 0
Py, = 000 00 0 Py = 00000 0
0000 1 0 0000 1 0
000 0 0 1 000 0 0 1
1 00 0 0 0 000 00 0
01 00 0 0 000 00 0
001 00 0 000 00 0
Py = 000 100 P, = 00000 0
0000 1 0 00000 0
000 0 0 1 00000 0

2.6.5 Crossing e nesting em estrutura ortogonal em blocos

Dois métodos para obter delineamentos mais complexos a partir de delineamentos simples
sdo crossing e nesting, apresentados na se¢ao 2.3. Esses métodos podem ser descritos do ponto
de vista dos esquemas de associacao e das estruturas ortogonais em blocos.

Primeiramente deve-se ressaltar a identificagao

(.Q.] X .Q]) X (Q.z X .QQ) ~ (Q] X .Qz) X (.Q] X .Q.z)
((a1,Br), (02, 2)) = ((ou1, ), (B1, B2))-
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Se F' € uma particdo em | e G é uma particdo em £, como na secao 2.3, define-se a

particdo F X G de (1 x Q) x (Q) x Q) da forma

FxG={((on,00),(B1,B2)) : (o1, B1) € F e (a2, 2) € G}.

Lema 2.6.4. (Bailey, 2004, p. 163) Sejam F e G parti¢cdes em Q| e Q,, respectivamente. Entdo
F x G é uma parti¢do em Q| X . Além disso, Rrxg = RF ® Rg € PrxG = Pr ® Pg. O niimero

de classes de F X G é npng. Se F e G sdo uniformes entdo F X G € uniforme.

E possivel estender essa construcio para estruturas ortogonais em blocos. Sejam §; € §2
estruturas ortogonais em blocos em Q; e Q, respectivamente, o crossing para essas estruturas ¢

dado por

SixSr={Fixk,Fieg ehe§}

Teorema 2.6.6. (Bailey, 2004, p. 165) Para i = 1,2. Seja §; uma estrutura ortogonal em blocos

e Q;. Entdo § X §» € uma estrutura ortogonal em blocos em Q x Q.

As particdes em §1 X §2 admitem uma ordem parcial, obtida a partir das ordens parciais

em § e 5> da forma
Fixkh G xXGy & Fi=GieF XGs.

Também € possivel estender o método nesting para estruturas ortogonais em blocos. As

classes de /&2 sdo formadas por parti¢des de Q2 x Q, da forma

{(c,B), o estd em uma mesma classe de F} e B é qualquer elemento de Q,}

{(e, B), & é qualquer elemento de Q; e B esta em uma mesma classe de F> }.

Teorema 2.6.7. (Bailey, 2004, p. 166) Parat = 1,2. Seja §; uma estrutura ortogonal em blocos

em Q;. Entdo § /&> é uma estrutura ortogonal em blocos em Q] X Q;.

A ordem parcial em § /3§ € definida de forma que todas as parti¢des de §, precedem
as particdes de §1 e a particdo E| em § € identificada com a parti¢do universal U, em §; (veja

figua 2.11).
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Figura 2.11 — Ordem parcial em §/3>.

U1 X UQ
Uy U,
Fl X U2
F] GQ :> E1 X U2
E1 X GQ
El E2
E1 X Ez

Fonte: Adaptado de Bailey (2004).

Bailey (2004) destaca que as estruturas que ocorrem com mais frequéncia nas aplicacdes
experimentais sao aquelas formadas a partir de esquemas de associagao triviais dados por crossing

e nesting. Para essas, as mais interessantes sao derivadas da combinagao de trés esquemas de

associagdo.

Exemplo 2.6.10. O caso mais simples ocorre quando se tem apenas a particao elementar £
e a particdo universal U. Nesse caso, § = {E,U}. Supondo Q; = {a,b}, Q = {a,B,7},
§1=A{E1,U1}, 2 = {E», Uy}, entdo §| X §2 = {E| X E2,Ey X Uy, Uy x E»,U; x Uy }. Todas as
parti¢des podem ser visualizadas na figura 2.12. Note que o delineamento resultante € um 2 x 3,

no qual By = E| x U, (blocos colunas) e By = U; x E; (blocos linhas) .

Figura 2.12 — Parti¢des de §1 X §2.

a b
Fonte: Da autora (2024).

Agora §1/F2 = {E1 X E,Uy x Up,Ey x Uz} resulta em um delineamento 2/3 (dois
blocos de tamanho trés). Os diagramas de Hasse para para ambos 0s casos s30 mostrados na

figura 2.13.
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Figura 2.13 — Diagramas de Hasse exemplo 2.6.10.

1)
[leo

U U,

E]XUQ

El E2

o

U1><U2

E1><E2

U1><E2

Fonte: Da autora (2024).

Exemplo 2.6.11. (Bailey, 2004, p. 181) Um delineamento com nove tratamentos em uma

estrutura ortogonal em blocos (2/3) x (2/3) € apresentado na figura 2.14. Se Q| = {a,b} e

Q; ={a,B,7} tem-se que (2/3) x (2/3) é um esquema de associagdo em

Q xQy = {(ava)v(%ﬁ)?(aaﬂa(b7a)7(bvﬁ)7(b>’}/)}a

veja figura 2.15.

Figura 2.14 — Delineamento (2/3) x (2/3).

11213 5|64
2064789
97 (81312
218151693
639147
Tl4(1)|82]5

Fonte: Bailey (2004, p. 181).
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Figura 2.15 — Q1 x Q, para (%/2) X @/é)

(a,@) (a,B) (a,7) (b,a) (b,8) (b,7)

(250

Fonte: Da autora (2024).

Combinando os teoremas 2.3.1 € 2.3.2 temos que (2/3) possui 1 +1 = 2 classes. Portanto,
(2/3) x (2/3) possui 2.2 +2+2 = 8 classes. O diagrama de Hasse segue da ordem parcial em

$ x § (veja figura 2.16). Temos ao todo nove fatores de parcela, contando a parti¢do elementar.

Figura 2.16 — Diagramas de Hasse para fatores de parcela de (2/3) x (2/3).

[
DO
~

w

Uy Us Uy x Uy

FE; Es E1 X Es

— o v
\
=
X
S
I
cu

' °
Uy U,
¢ B ® B

E; B,
° )

E1><E2

Fonte: Da autora (2024).
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Exemplo 2.6.12. (Bailey, 2004, p. 76) Doze pessoas testam dois novos aspiradores por semana,

durante quatro semanas, teremos (4 x 12)/2, figura 2.17.

Figura 2.17 — Delineamento (4 x 12)/2.

1 2 3 4 H 6 7 3 9 10 11 12
T o s | % %= | % % | = % 2% | k% | k| x| kx| %2 | kx| 2%
P o s | %= | %k | o2 o% 2% | k% | k| x| kx| %2 | kx| 2%
S o s [ oo | e | oo | oo | odeo | oo | owose | ook | ook | o ow | %o
A e [ oo | e | oo | oo | omeo | oo | owose | ook | ko | o ow | 2o
Fonte: Bailey (2004, p. 76).
As quantidades de classes nas parcelas sdo:
a) 4, a classe nio trivial corresponde as semanas;
b) 12, a classe ndo trivial corresponde as pessoas;
¢) 2, aclasse nao trivial corresponde aos testes;
d) 4 x 12, 3 classes;
e) (4x12)/2,4 classes.
Figura 2.18 — Diagramas de Hasse para (4 x 12)/2.
semana pessoa aspirador Uy x Uy Ui xUy xUs
U1 U2 U3
UlXEQ E1 ><U2 Ul ><E2 E1 ><U2
E1 E2 Eg
By x By Ey x Ey x Us
El X EQ X E3

Fonte: Da autora (2024).

Renomeando as classes:
a) U; x Uy x U3 = U, mesma semana, mesma pessoas, mesmo teste;
b) U; x E; = S, mesma pessoa, semana diferente;
¢) E| x Uy = P, mesma semana, pessoa diferente;
d) E; x E; x U3 =T, mesma semana, mesma pessoa, teste diferente;

e) E| X E; x E3 = E, pessoa diferente, semana diferente.
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2.7 Delineamento para conjuntos estruturados

Até este ponto consideramos uma maneira adequada de particionar o conjunto das parce-
las em uma estrutura ortogonal em blocos, de forma que estas formem blocos mais uniformes
possiveis.

Lembre-se da funcdo de delineamento definida na secdo 2.4.1 que diz que se ® € o

conjunto dos tratamentos, a matriz X é definida a partir da funcao y : Q — O, tal que

1, w)=20
X(.6) = se y(o)
0

0, se y(w) #

Portanto, um delineamento € dado por um conjunto de parcelas €2, a organizacao das parcelas
em uma estrututra de blocos §, um conjunto de tratamento ® e a alocacdo dos tratamento pela
fun¢do v, isto é, quadrupla (Q,F,0, y).

O conjunto de tratamentos ® = {6, 7, ...} também serd considerado como ® = {1,2,...,¢}
e cada tratamento pode ser referido de forma indistinta por 6 ou i. A fun¢do de delineamento
v define uma particio em Q, cujas classes sio dadas por y~!(0) = {a € Q,y(a) = 6}. Note
que |y~ !(8)| = rg é o niimero de parcelas nas quais foi aplicado o tratamento 8 (r; no caso de
se referir ao tratamento ), ou seja, a replicacao de 6.

Na secdo 2.4.2 definiu-se a matriz de concorréncia para blocos. Considerando uma
estrutura ortogonal em blocos § definimos também a matriz de concorréncia para cada F € §

nos tratamentos (6, 1), como segue:
Ar(0,m) ={(a,B) e QxQ: ae f estio em uma mesma classe de F, y(ct) = 0,y () =n}|.

As entradas da matriz Ar contam quantas vezes o par de tratamento (6,17) ocorreram juntos nas

classes de F.
Proposicao 2.7.1. (Bailey, 2004, p. 171) Ar =X 'RrX.

Demonstraciao. Note que

(RE)nsn(X)uxe (@, 0) = Y Rp(0,8)X(8,6).
5eQ

Sempre que (o, §) estiver na mesma classe, isto €, no mesmo bloco, Rp(a,8) = 1 e se a parcela

0 recebeu o tratamento 6, entdo X (8,0) = 1. Logo, a soma corresponde ao niimero de parcelas
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que ocorrem juntas na mesma classe que o e que receberam o tratamento 6. Agora note que

! /
(X)rxcn(RFEX )nsa(0,m) = ), X (6,0)RrX (at,m),
acQ
em que X /(9, o) = 1 se a parcela @ recebeu o tratamento 6 e RpX (¢, 1) corresponde ao nimero
de parcelas no mesmo bloco que & e que receberam o tratamento 11. Logo, a soma conta o
numero de pares de parcelas em um mesmo bloco que receberam os tratamentos 8 e 1) e €

portanto Ap(6,m). O

Para os casos triviais temos:
a) Ap =X RpX =X IoX = diag(r);
b) Ay(6,n) =rgry.

Segue a demostragdo do item b).

Demonstracao.

Au(6,1) = (X JoX)(6,1)
=Y X'(6,0)(JaX)(a.n)

(07519
(JoX)(a.n) =} Ja(a. )X (y.n).
YeQ
Como X (y,n) = 1 se y recebe o tratamento 1 e Jo(,y) = 1 implica que Yo Ja(a, ¥)X (v, 7)

conta quantas parcelas receberam o tratamento 1, isto €, rp. Logo,

Y X'(6,a)JoX(a,n) = Y X (6,0)ry

acQ acQ)

=r ) X'(6,a).

acQ
Como X' (6, ) =1 quando a parcela ¢ recebe o tratamento 6, portanto, a soma & ryyrg. [

O caso mais utilizado na prética ocorre quando tem-se apenas uma estrutura de blocos,
isto é, § = {E,B,U}. Como ja mencionado no texto, temos os delineamentos em blocos
completos quando cada classe de B contém todos os tratamentos, ou seja, todos os tratamentos
ocorrem no mesmo bloco. E temos também o caso em que nem todos os tratamentos ocorrem no

mesmo bloco. Nesse tltimo caso tem-se o delineamento em blocos incompletos.
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Alocar os tratamentos as parcelas apds estas estarem agrupadas pelas estruturas em blocos
¢ um problema combinatério. O nimero de possibilidades, mesmo no caso de poucos tratamentos
e poucas parcelas, € enorme. Além disso, como o objetivo € analisar o efeito dos tratamentos,
tém-se vdrias restricdes, algumas por razdes estatisticas, outras por razdes econdmicas ou
temporais. Que os tratamentos tenham replicacdes iguais, que pares de tratamentos ocorram em
um mesmo nimero de blocos, e outras situacoes onde existam simetrias sao restri¢cdes usuais.
Como sdo enfrentados esses problemas combinatdrios? Nos textos basicos, Bailey (2004, 2008),
sdo utilizados quadrados latinos mutuamente ortogonais, aritmética modular, grafos, além de

grupos abelianos. Com excessao do ultimo, os outros sdo abordados neste trabalho.

Exemplo 2.7.1. (Bailey, 2004, p. 172) Um delineamento com r = 3 na estrutura 6 x 5 (deline-
amento linha coluna). Tem-se dois sistemas de blocos, as linhas e as colunas. O conjunto de
tratamentos {0,2...,9} é organizado utilizando o grafo de Petersen (figura 2.19).

Figura 2.19 — Delineamento linha e coluna e grafo de Petersen.

0

[Sh)
oo |

6

=l | Do
=] | @

b | e | WD
e

Fonte: Bailey (2004, p. 172).

Observe que para cada bloco linha tem-se dois vizinhos para cada tratamento no grafo
e outros dois tratamentos ndo vizinhos. Nos blocos coluna para cada tratamento tem-se dois

vizinhos no grafo e trés ndo vizinhos.

2.7.1 Delineamentos parcialmente balanceados

Um bom delineamento certamente apresenta uma série de simetrias. Essas simetrias faci-
litam a andlise e nos permitem inferéncias mais eficazes. Por esta razdo, utilizamos experimentos
equireplicados. Além disso, os tratamentos devem ser distribuidos entre os blocos de maneira

uniforme.
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Uma classe importante de delineamentos sdo os delineamentos parcialmente balanceados,
termo utilizado quando se tem apenas uma estrutura de bloco, § = {E,B,U }. Para vdrios tipos
de blocagens o termo utilizado € parcialmente balanceado no sentido geral. Entretanto, para
simplificar, vamos expressar o termo parcialmente balanceado no sentido geral apenas como
parcialmente balanceado.

De maneira geral, vamos considerar que ® também possui um esquema de associagao,
além do esquema de associagdo em . Como afirma Bailey (2004), buscamos delineamentos
onde todas as matrizes de concorréncia das parti¢des F' € § sdo combinagdes lineares das matrizes
de adjacéncia de um esquema de associag¢do nos tratamentos. Nesse sentido, precisaremos de
uma notagdo para esquemas de associacdo em ® e em . A notacdo utilizada nesta secao esta

apresentada no quadro 2.2.

Quadro 2.2 — Notacdo para esquemas de associacdo nas parcelas e nos tratamentos.

parcelas tratamentos
conjunto Q )
elementos o,fB,... 0,n,...
tamanho do conjunto ng t
classes associadas paraFeF | €2 paraick
matrizes de associacdo | ApparaF € § | A;parai € K
valéncias ndo usa a;parai € K
matrizes de relacdo Rp para F € § | ndo utilizado
particdo dos subespagos | Vp para F € § | ndo utilizado
projetores nas particdes | Prp para F' € § | ndo utilizado
projetores nos stratum OrparaF €§ | S,paraece
stratum Wﬁ paraF € § | WP paraec e
dimensdes d? paraF € § | d® paraec e
dlgebra de Bose-Mesner | nio utilizado 2A
tabela de caracteres ndo utilizado C

Fonte: Adaptado de Bailey (2004).

Definicao 2.7.1. (Bailey, 2004, p. 176) Seja £ um esquema de associagdo em ® com classes
associadas { Qfg), [ fo’}, seja § uma estruturas ortogonal em blocos em e seja Y a funcdo
de Q em ® com matrizes Ar para F em §. A quéadrupla (Q,F,0,y) é um delineamento
parcialmente balanceado em relagdo a 9 se Ar pertence a dlgebra de Bose-Mesner 2 de £ para

todo F em §, isto é, existem inteiros A; para F em § e i em K tais que

Ar =Y AriAi,

iex

para todo F em §.
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Vejamos o significado da defini¢do anterior.

Se (0,7m) € Qﬁ? comoA;(0,n)=1eA;(0,n)=0sejF#ie

Ar(6,7m) = Z AFiAi(0,1) = Arj,

i€x

Afr(0,1m) é o nimero de blocos de F em que 6 e 1 ocorrem juntos.
Essa definicdo implica que delineamentos parcialmente balanceados possuem igual

replicacdo, pois para a parti¢do elementar E € § tem-se

Ag = Agole = ApoAo = reAo,

ro = Ag(o, ) = AgoAo(o, &) = Ago.
Uma relacdo que envolve a parti¢do trivial U é
Ay =X RyX =X JoX = *Je.

A soma das linhas de A satisfaz

Y Ar(a,B) =Y Y AriAi(a,B).

BeQ BeQick
Note que Y} gcoAF (a, B) conta quantas vezes o aparece com qualquer 3 em um mesmo F-bloco.
Como « esta com kr outros elementos em um bloco (contando o préprio &) e como ele € repetido

¥ vezes temos

rkp = Z leiAi(a,B) = Z Z QLF,'A,'(OC,ﬁ> = Z/lFiai.

BeQiex i€k feQ IS
2.7.2 Modelos de efeitos fixos e modelos de efeitos aleatorios

Para um delineamento experimental (Q,§,®, y) as condigdes particulares das varias
blocagens em § certamente afetam as respostas da varidvel aleatéria Y. E necessdrio entio
um modelo probabilistico para estudar o comportamento de Y. Dois modelos sdo amplamente

considerados para Y quando § é uma estrutura ortogonal em blocos.

Modelo de efeito fixo
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Uma hipétese que simplifica o0 modelo é considerar que as blocagens afetam apenas a
média de Y. Dessa forma, toda a aleatoriedade fica concentrada na variabilidade do vetor de
erros experimentais &. Assim, para uma parcela @, a esperanga da resposta Y, depende apenas
do tratamento aplicado nessa parcela e de todos os blocos nos quais este tratamento também

ocorre, sendo assim

De maneira geral, se T € R® ¢é o vetor de efeitos dos tratamentos, tem-se que o vetor de

respostas, Y, € dado por

Y=Xt+ ) hp+§&
Feg,

F#E
em que E(E) =0 e Var(Y) = 62lg. Este é o modelo considerado na secio 2.4.3 para § =
{E,B,U}.
Note que X7 é um vetor desconhecido em R® com coordenadas iguais nas parcelas
que receberam o mesmo tratamento, X7 € Vr . Ja hr é um vetor desconhecido em R com
coordenadas iguais nas parcelas que estdo em um mesmo bloco de F, isto €, hr € VF.

Como o vetor 1 estd em Vy e estd em Vi para todo blocagem F, temos que

EY)=Xt—1+ Y hp+1,
Feg,
F+E

e ndo € possivel estimar X 7 e hr individualmente. Uma maneira de estimar 7 € projetar o vetor

Y no subespaco perpendicular a todo VF, ou seja,

1

D vr

FE€g,
F#E
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Este € o subespaco do stratum, WEQ, denominado também subespaco do residuo. Tomando o

projetor O em WEQ temos que

E(QeY)=QrB(Y)=Qr | Xt+ Y hr | = QeX7.

Portanto, a esperanca do vetor aleatério QrY nao é afetada pelas blocagens. Segue entdo que é
possivel obter estimativas relativas a 7, desde que estas estejam relacionadas a Qg X 7. Se x € um
vetor em R®, entdo x 7 = Y:_,xi7; apresenta informagdes sobre o vetor 7.

E possivel estimar combinagdes lineares de x 7. Um caso de interesse ¢ quando x &, por
exemplo, da forma x = (1,—1,0,...,0). Neste caso, x T = (7 — T,) e este nimero compara os
tratamentos 1 e 2. De forma geral, se x = (x1,%2,...,x;) é tal que Z?le,- =0, temos que x é
dito um contraste. Em razao de ser possivel comparar tratamentos, por exemplo, saber se um
novo remédio é melhor que um remédio ja existente, € importante obter bons estimadores de
contrastes. De fato, grande parte da teoria dos delineamentos experimentais € exatamente para
obter bons estimadores de x T com baixa variabilidade. A ideia para obter tais estimadores pode

ser representada graficamente, como apresentado na figura 2.20.

Figura 2.20 — Representagdo geométrica de delineamentos.

R(—)

Fonte: Da autora (2024).

SejaLlg =X IQEX a matriz de informagao para o stratum Wé}, pelo teorema 2.4.1 obtemos
um estimador ndio viesado de x 7. Se existe z€ RO tal que Lgz = x, entdo, z/X /QEY é o estimador

~ . / A . ~ .
ndo viesado de x T e sua esperanca e variancia sdo dadas respectivamente por

E(zX QpY)=2zX QgE(Y) =2X QeXT=27LpgTt =X T,
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Var(z X' QgY) = ( X Qp)Var(Y)(z X Qr) =7 X Qr Q) Xz0>

! / 2 2 ! / 2 ! 2
=7zX Q5Xz70° =7X QpXz0° =z Lgz0”.

E possivel provar também que este estimador é o de menor variincia entre todos os

. . ~ . / ~ . ~ /
estimadores lineares ndo viesados de x 7. Observe que se ndo existe z tal que Lgz = x, entdo, x T
ndo € estimavel. Utilizando a inversa de Moore-Penrose L, na qual vale que LgL;Lg = Lg,

temos que
{Lgz= Z/LELELEZ = Z/L/ELELEZ = (LEz)/LE (Lgz) = x/LEx,

e portanto a variancia pode ser expressa em termos do vetor x.
Como visto no lema 2.4.1, item ii), Ap = X,RFX , agora considerando a matriz de
relacdo para qualquer bloco F' temos que a matriz de informacao Lg codifica as propriedades do

delineamento, pois,

Le=X0gX=X (Z u(E,F)PVF) X =Y uEF)XP,X

Feg Feg

1 1
=Y wEF)X (k—RF)X =Y H(E, F) (X RpX)
FeF F FeF F
1
=Y u(E,F)k—AF.
Feg F

Se o delinemaento é parcialmente balanceado em relagao a um esquema de associagdo £
em O, entdo como A pertence a dlgebra de Bose-Mesner deste esquema, o0 mesmo vale para a
matriz de informacao Lg.

Um delineamento que tem apenas uma estrututura de bloco e que cada bloco contém
todos os tratamentos (bloco completo) é um bom delineamento. Nesse caso, § = {E,B,U} e
o strata € dado pelos subespagos WIS} =W = span(T), WBQ e ng. A matriz de informacdo para

O z
Wi €

, , , 1
L =X QpX =X (Io—Py,)X =X (Ig—k—RB)X
B

/ 1 1 1
:XX——XRBX :rI@——AB :I’ZBI@——AB
kg kp t

np 1
=nplp — TJ@ =np|lo— ;J@ .
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Note que a parti¢do B possui np blocos e cada bloco contém exatamente uma parcela para cada

. ~ » . / ! “ A .
tratamento e, portanto, a replicacdo é r = np. Dessa forma, o estimador de z X QgY tem variancia
!/ 2 !/ 1 2
zLgzo” =z (np(le — ;J@) 707,

com

1
Lgz= nB(I@—;J@) 1=x=
np
nBz—TJ@z:x:>

np(z—2) =x.

Como x é um contraste, z = % € solucdo. Portanto a variancia para o bloco completo é

/! !/ 1 / 1 !/
(z Lgz)0* = zx0% = —x x0° = —x x0°.
np r

Ja a variancia do contraste do delineamamento em blocos incompletos é

I ro
(z Lgz)6? = x Lpxc>.
Vimos na secdo 2.4.5 que se a variancia de um delineamento em blocos incompletos é
dada por 62 e a variancia de um delineamento em blocos completos é dada por G%BD.
Uma boa medida de comparagdo € dividir as variancias relativas a blocos completo e

incompleto

/
XX 2

!/
2
7 O0cBp XX Ocpp
!y — 2 - !y — 2
xLExG rxLEx o

/

em que o termo fo ¢ fator de eficiéncia para o contraste x do delineamento em estudo.

X LpXx

Modelo de efeito aleatério
De acordo com Bailey (2004) o modelo de efeitos fixos geralmente € apropriado para
experimentos em estruturas ortogonais em blocos razoavelmente simples. No entanto, pode ndao

ser apropriado para casos mais complicados.
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Nesse sentido, outro modelo que pode ser considerado € o de efeitos aleatérios. Esse
modelo considera que o bloco (ou particao) F' pode ndo afetar a esperanga de Y, mais sim a

covariancia. Desse modo as suposi¢des sao

em que 7 é um vetor em R® e existem niimeros reais desconhecidos yr para F em § tais que
Q
Cov(Ye,Yg) = 7F se (@, B) € €,
ou seja,

COV(Y) = Z ’)/FAF,
Feg

em que Ap é a matriz de adjacéncia de €. Como span{Ar,F € §} = span{Qr,F € T}, é

possivel expressar Cov(Y) como

COV(Y) = Z GrOF,

Feg

em que Gr € a variancia no stratum WFQ.
Se o modelo aleatdrio € considerado para a estrutura ortogonal com apenas uma blocagem

§=1{E,B,U}, o esquema de associa¢do definido por § é dado por:

¢ ={(a, @) : ¢ € Q},
¢2 = {(at,B) : o e B estdo em um mesmo bloco},

¢ = {(a,B) : o e B estdo e blocos diferentes}.
Nesse caso,

Cov(Y) = Z YrAF = YEAE + V8AB + YuAUu = YElo + VBAB + YAU-
Feg

Para simplificar a exposicao, vamos supor trés blocos com trés parcelas cada. Enumerando

as parcelas de forma que as parcelas do primeiro, segundo e terceiro blocos resultem em Cov(Y)
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da seguinte forma

Ye Y5 Y8 W YWw W W W W
Y5 Ye Y8 YW W W W W W
Y5 Y8 Ye W W W W W W
Ww YWw YW Y V8 VB W W W
CviV)=|w w w mw % B www
Ww YWw YW Y8 V8 e W W W
Yw Ww YWw YW W Y Y VB VB
Yw Ww YWw YW W Y VB YE VB
Ww Ww YW Yw W YW VY8 VB Y

Agora vamos utilizar a inversa de Moebius, ou seja,

E B U E B U

E 111 1 -1 0
= e U=

B 0 1 1 B 0 1 -1

U oo 1 0 1

Lembre-se que

Ar =) p(G,F)Rg,
Feg

de onde vem que Ag = Rg, Ap = —Rg + Rp e Ay = —Rp+ Ry. Logo, temos que

Cov(Y) = velo + y8(Rp —Io) + Yu(Ru — Rp)

= (ve —v8)la+ (Y8 —YW)Re +YwRu,
€, portanto,
CE=Ye—VYB, SB=VB—YW €U ="W-

1. A . . It Lo /
Utilizando Lg, a variincia do estimador de z X QpY € z Lpzép = z Lpz(Ys — ). Note
que ¢ € a variancia de cada parcela Y. Ja 3 € a covariancia entre parcelas do mesmo bloco, e

Yu € a covariancia entre parcelas que estdo em blocos distintos.
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Voltamos ao problema de estimar X T. Ao contrério do caso de efeitos fixos, em que o
vetor Y era projetado no stratum W,é2 que € ortogonal a todos os espacos ngz, F #E. Agora
projetamos Y em W1§2 para obter a variancia dada pela particdo F. Considere entdo QfY,

projetando o vetor de dados no stratum WFQ para F em § tem-se
E(QrY) =0rXT ¢

GeF

Cov(QrY) = OF (Z GGQG> OF = GrOF,

pois QrQg=0se F #Ge QZG.
Novamente vamos definir Lr = X /QFX como a matriz de informacao para o stratum WFQ.

Se existe z € R® tal que Lrz = x, entdo X /QFY é um estimador ndo viesado de x T pois

!

E(zX QrY)=2X QrE(Y) =X QrXt =2 Lpt= (Lpz) T=xT.

Assim, a variancia do estimador € dada por

Var(z X QrY) = (2 X Qr)Cov(Y)(zX Q) =2 X Qr <Z gGQG> (X 0F)

GeF

=7X OF (Z gGQG> OrXz=zX (Z QFGGQGQF) Xz

Geg Geg
=X (cr03)Xz =7 X (crOF)Xz

= 6rZ (X OrX)z = ¢r(z Lr2).

Logo, ¢r faz o papel de 62 no modelo de efeito fixo e por esta razio ¢r é denominado variAncia
do stratum WIQ. Prova-se que este estimador € o de menor variancia entre os estimadores lineares
ndo viesados em QrY. Se x ¢ Im(Lr) dizemos que o stratum ngz ndo contém informagdes sobre
XT.

Assim, combinag¢des lineares dos efeitos de tratamentos x”L’, para modelos de efeitos fixos,
podem ser estimadas por X ,QEY com varidncia z Lzo2, em que Lgz = x. Ja para modelos
de efeitos aleatdrios, as combinagdes lineares de XT podem ser estimadas por D¢ /QFY, com

N . / N .
variancia z Lrzgr com ¢ a variancia no stratum Wi?. Note que para cada F € § teremos um

. . . . ~ / . 7
estimador diferente, sempre que F' contiver informagdes sobre x 7, isto é, se x € Im(Lp).
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Novamente para F' em § tem-se

Lr=X0rX=X ( Y u(F, G)PG> X =Y wFGXrX
Geg Geg

=Y u(FG)X <éRG)X =Y u(F, G)éAc;.

Geg Geg

Se o delineamento é parcialmente balanceado em rela¢do a um esquema de associagdo £
em O, entdo as matrizes de informagdo Lg pertencem a algebra de Bose-Mesner de £Q. Portanto,
sdo simultaneamente diagonalizdveis e tem-se que os stratum de tratamentos Wf’, para e em €,
sdo subespacos comuns de todas as matrizes de informac¢ao. Em outras palavras, para todo e em
€, todo vetor nao nulo no stratum de tratamento Wf) € um contraste basico em todo stratum de
parcelas Wéz.

Para e em ¢, seja reg, autovalores de Ly em We®, de modo que se x € We® entdo Lpx =
r€pex. Se rép, = 0 ndo € possivel estimar X7 para QrY. Entretanto, se reg, # 0 tem-se que

/

rSF L ¥x OrY é um estimador linear nao viesado de X T com variéncia ~->-. Desse modo, o fator

de eficiéncia candnico para x no stratum W32 é

!
XX
r
EFe = —;

réfe

=
=

Teorema 2.7.1. (Bailey, 2004, p. 187) Se e € € entdo } pc5 €re = 1.

Demonstracao. Para x € We® e x # 0, temos que

ﬁl'—‘

(Z LF> r= 1 Y (X 0rX)x

Feg r Feg

(Z 8F6>x: Z (SFex) = % Z LF)C

Feg Feg Feg

1 1 1

= ZQF Xx——XIQXx——rI@x—x O
r FEF

Parae € £ se x € WP, seja §, = {F € § : €. # 0}. O contraste X1 pode ser estimado

em cada stratum Wﬁ, F € §e, por x X /QFY. E razodvel entdo tomar uma combinacao linear de

todos esses estimadores, da forma

|
Z=Y cr—(xX QrY).

Feg, TEF,



91

Entao,
ZCFE( xXQFY): Zch/T:(ZcF>x/T,
Feg. Feg, Feg,

e para que se tenha um estimador ndo viesado €, necessdrio que ) pcz, cr = 1. Agora temos que

Var(Z) Var< Y CF— (xX QFY)>

FE3, r8F€
Y CF—XX Or || Y euOu || ) CG—QGXX
Fez, 'R Heg cez. '€G.
2
C /
=Y —FLoxLlpxgr =), c%g—Fxx
Fes, (rer.) Fe3, 'R

Como estamos interessados em um estimador da variancia minima, temos um problema
de minimizac@o com restricdo, que pode ser resolvido pelo multiplicador de Lagrange.

O minimo ocorre quando cg € proporcional a

rE€F,
CFr=dad
SF
I’SF
Fege. Feg,
1
a= 3
r ZFeSe e
Logo,
£
z=Y —F xX'QpY
Fes, SF Lreg, o
1 Z Er, 1/
ZFeSe < Feg. SF
Como ¢r € uma grandeza populacional, este é substituido pelo seu estimador ¢r para F
em §e.

Lema 2.7.1. (Bailey, 2004, p. 96) Para todo F € §:
a) a dimensio da imagem de QrXS, é igual a dimensdo de W2;

b) Im(QrXS,) L Im(QrXS)) para e # [;
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¢) a matriz de projecéo ortogonal sobre Im(QrXS,) é igual a

1 /
—QOFXS.X OF;
re

Fe

d) a matriz de projecio ortogonal sobre V5 NIm(X )" é

1 /
Or — ), —OrXS.X O
ece Fe
e a dimensdo desse subespaco € igual a
dy = dim(Vy) — Y dim(W,?).
ece

Agora temos um estimador de .

Proposi¢do 2.7.2. (Bailey, 2004, p. 194) Seja dj = df? — Y oce, d2. Se dj # 0 entdo

1 1 / /
— <<QFY7 OrY) =Y, —(S.X QrY,S.X QFY>> :

*
dF eceE Fe
¢ um estimador ndo viesado para Gr.

Sobre estimabilidade de contrastes tem-se que um delineamento € dito conexo se,
ker(Lg) = span(1). Portanto, para os delineamentos conexos como Ly é simétrica, temos
que (Lgw,1) = (w,Lg1) = (w,0) = 0, o que implica que imagem Lg é igual ao subespago
(W()@)L. Logo, para todo contraste x € (Wé9 )L existe z € (Wé9 )L tal que Lgz = x. Assim, para

delineamentos conexos qualquer contraste é estimdvel.

2.7.3 Delineamentos ortogonais parcialmente balanceados

Para um delineamento parcialmente balanceado (Q,J,®, ) tem-se que

Ar =Y ApiAi,
SN
em que {A;,i =0,...,s} sdo matrizes de associa¢do para um esquema de associa¢do em @©.

Para o modelo de efeito fixo, se Qp € a projecdo em W,f} de R%, entdo a matriz de
. -, / ro, . r! n . /
informacdo é Ly = X QgX. Temos que x T € estimado por z X QgY, com variancia z Lgz02, em

que Lgz = x.
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Para o modelo de efeito aleatério, se Qr € a projecdo em WFQ com F € §, entdo a matriz
de informacgdo é Ly = X 'QFX . Nesse caso, x T é estimado por X ’QFY, com variancia z,LFng,
em que Gr € a variancia no stratum W1§2.

Se o delineamento € parcialmente balanceado, as matrizes Ar pertencem a algebra de
Bose- Mesner de 9 e, portanto, todas as matrizes de informacdo Ly sdo simultaneamente
diagonalizdveis, isto é, existe uma base {xj,xp,...,x} de R® tal que Lpx; = Apx;, para todo
F € §. Além disso, {x,x2,...,x } é uma base adaptada ao strata, ou seja, todo vetor x; pertence
a algum stratum W.0.

ComoLp =X ’QFX temos que

Yir=Y X0rx=x (Y 0r|x.

Feg Feg Feg

Mas somar todos os projetores Qr nos dé a identidade
XIgX =X'X = rlp.

Portanto,

1

Y —Lr=1Io.

Feg

Considerando as matrizes Ly diagonais com entradas r€r, temos uma nova demonstra¢do do

resultado do teorema 2.7.1

Z&‘Fe:l.

eckK

Como todas as matrizes Ly, com F € § estdo na dlgebra, entdo elas podem ser simultane-
amente diagonalizdveis. E possivel entdo utilizar o algoritmo que serd apresentado na secio 4.2.
Assim, para Lr, Lg e Ly, por exemplo, primeiramente diagonalize Ly, em seguida aplique em
Lg e por fimem Ly.

Para utilizar o algoritmo temos que ter Ly na forma Ly = X ’QFX , em que € necessdria a
expressdo de Q. Nao podemos utilizar o algoritmo para os Qf separadamente, pois perderiamos
o controle das bases envolvidas. Contudo, as matrizes Qr podem ser obtidas explicitamente por

recorréncia. Para tanto € necessdrio saber apenas qual € o esquema de associacdo nas parcelas
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para obter essas Qr. Uma vez que o esquema de associa¢do nos tratamentos afeta apenas o fato
de as matrizes Lr comutarem.
Ao aplicar o algoritmo, a matriz Lr deve ter soma linha r, pois como demonstrado

Y cce €F, = 1. Ja os autovalores, isto €, as entradas das matrizes Ly na forma diagonal satisfazem

YeceTE€F, = T.

Lema 2.7.2. (Bailey, 2004, p. 196) Seja X a matriz de delineamento para um delineamento com
replicacdo re seja L =X ’QX , em que Q é qualquer projecdo ortogonal em R®*€. Entio XX ’

comuta com Q se, e somente se, todos os autovalores de %L sdo {0,1}.

Demonstracdo. (=) Temos que

() - 1) - oo

1 ! / 1 / !
= r_ZX QXX )0X = ﬁX QO(XX )X
| / 1
= r_2X OX(XX)= ﬁX 0X (rle)
| 1
=-XQ0X=-L.
r r

Portanto, a comutatividade de L com XX’ implica que %L ¢ um projetor e € ortogonal, pois %L é
simétrico. Como todo projetor ortogonal € diagonalizavel os autovalores sdo O e 1.

(«<=) Note que %L € um operador simétrico e portanto diagonalizavel. Como por hip6tese
os autovalores sdo 0 e 1, entdo, em uma base de autovetores }L pode ser expressa por uma matriz

da forma

e portanto 1L é um projetor ortogonal. Temos também que para todo x , y € R®
p ; proj g que p y

<Xx7Xy> = <X7Xlxy> = <x7ry> = r<x7y> = (QXx, QXy>

= <x,X’QQXy> = <x,X/QXy> = (x,Ly),

note que r (x,y) = (QXx,0Xy) pois Q é ortogonal. Para todo y € ker(L) temos que

(0Xy,0Xy) = (y,Ly) = (y,0) = 0Xy = 0.
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Para y autovetor de %L relativo ao autovalor 1 temos que

(0Xy,0Xy) = (nLy) = (1) = (3. X Xy ) = (X3, Xy).

Isto €,

|0Xy||* = || Xy||* = 0Xy = Xy,

e como Q é um projetor ortogonal s6 preserva comprimento se Oz = z e portanto QXy = Xy.

Paraz = (z1,22) com z; autovetor e z, € Ker (%L) temos que
1 1
0X(z) = 0X(z1+22) = 0Xz1 + 0X720 = 0Xz1 = X721 = X;Lzl = ;XL(Z).

Portanto,

1
OX = ~XL=
r

1 :
oxX' = -XLX =
r
0),0.¢ " ¢ simétrico =
(0xX') =0xX =

xxX'0=0xx.0

Como Y pc5z€r, = 1, temos que €r, = 1 apenas para um valor e zero para os demais
valores. Segue entdo que dado um vetor candnico x, ou seja, x um vetor em algum stratum, existe
apenas uma blocagem F € § tal que %pr =xe %L(;x =0, com G # F. Desse modo, a variancia
do estimador de xlr, se o modelo aleatdrio € considerado, € estimada apenas na blocagem F'.
Logo, para um determinado contraste a variancia depende apenas de uma das blocagens.

Assim, em um delineamento parcialmente balanceado para uma estrutura ortogonal todo

fator de eficiéncia candnico é igual a0 ou 1.

2.7.4 Delineamentos ortogonais balanceados

Se (2,F,0, y) é um delineamento em uma estrutura ortogonal em blocos parcialmente

balanceada, em relagdo ao esquema de associacdo t em ®, o delineamento € dito balanceado.
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O esquema de associagdo ¢ possui como matrizes da dlgebra de Bose-Mesner Ig e Jg — Ig.

Portanto, para cada F' € §, existem nimeros inteiros Arg € Ag; tais que
AFr = Arol + Arp1(Jo — Io).
Como
Ar(61,6,) = |{(o,m),y(w;) = 0; e y(@) = 6, com ® e @ em uma mesma classe de F'}|,
para nosso exemplo tem-se
Ag = Apolze + Ag1(Jo — 1o),

o que implica que Agg = r e Ag; = 1, em que r é o nimero de replicagido de qualquer tratamento,

sendo assim o delineamento € equireplicado. Logo,

Y Ar(61,6:) =rke,
6,c0

somando as linhas obtemos

Z (;LFoI@ + Arq (J@ —I@)) (91,92) = AFO + Arq (l‘ — 1)
6,0

e tem-se que

A,F()—I—/lpl(l‘—l) =rkr = (t—l)lFl = rkr — Aro.
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Agora é possivel expressar as matrizes Ay em termos das projecdes no strata do esquema

de associacdo ¢, isto €, So = %J@ eS| =1Ig— %J@. De onde vem que

Ar = Arole +Ar1(Jo — o)
= (Aro — Ar1)le + Ar1Je
= (Aro — Ar1) (1@) — %J@)) + (Aro — Ar1) ;J(a +Ar1Je
= (Aro — Ar1) S1 + (Aro — Ap1 +tAF1) %J@)
= (o= A1) $1-+ (hro + (1= DArt) 1o
= (Aro — Ar1) S1 + (Ao +rkr — Aro) So

= (7LF0 — lpl)Sl + rkpSo.

Vamos agora relacionar as matrizes de informagdo Ly com as matrizes Ag e em seguida
obter as relacOes com os projetores Sp € S1. Isso permite obter os autovalores e autovetores de

Lr e calcular os fatores de eficiéncia candnicos. Primeiramente observe que

Ay = Ayole + A (J@ —]@).

Como Ay é igual a um miltiplo de Jg, Ay = r*Jg, e tem-se que Ayg = Ay = 2.

Se QF € o projetor ortogonal no stratum Wlf}, como a dimensao do espacgo de parcelas é
n = tr, tem-se que a dimensao da matriz W1§2 é n X n, entao

Lr=X0rX=X ( Y u(F, G)PG> X =Y uF,Gxrsx
Geg Geg

i1 1
=) W(F,G) (X k—RGX) = ) W(F.G)—Aq.
GeF G GEF G
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Como u é uma matriz triangular superior, para o cdlculo de Ly apenas um termo do somatorio €

ndo nulo, isto €

1 1
Ly =Y uU,G)—A¢=uU,U)—Ay
Ges kg ky

1 1 1
= Ay = —X RyX = —X JoX
T

1 1
= —r J@ =r| -Jo | =rSo,
rt t

observando que XtXanXnX ot = FlosnXoss = r2 s

Para a blocagem F # U tem-se que

1
Lp =) pu(F,G)—Ac

Geg ke
1
— Z ‘u F G k ((lgo—l(;l)Sl—l—rk(;S())
GeF
Z ( AG()—AGl)S1>+I”Z,LLFGS
GeF Geg§
= <Z (F,G) (/lco—lcl)> 51+F<Z N(F,G)> So
Geg Geg
= <Z (F,G)— /1(;0—101)> S1,
Ge

pois ¥ e L(F, G) =O0.

Lembre-se que Ly = X / QrX, de onde vem que
(Lev, 1) = (X QpX, 1) = (QrXv,XT1) = (QpXv,ri) =0,
pois Wﬁ ¢ ortogonal a span{T} = Wéz. Portanto, Ly é¢ um multiplo de S;. Segue entdo que

1
Zu FG k (AGO_AGl)

GES
= ¥ u(r.o)(1-72),
Gex I’kG
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pois,

rkg =Aco+ (t — 1)Ag1 = Ago — A1 +tAg1 =

lGQ — A(;l = I’kG — tl(;l =

1 . 1 . ZAGI . Z‘A,Gl
E()Lgo—lGI)—E(rkG llGl)— (I” E) —I’(l I"kG>'

Pode-se utilizar a expressdo de €r, para demonstrar uma generalizagdo da desigualdade
de Fisher, a qual garante que para um delineamento balanceado com b blocos, ¢ tratamentos e

apenas uma estrutura de blocagem tem-se que b > t.

Teorema 2.7.2. (aput Fisher; Bailey, 2004, p. 200) Desigualdade de Fisher generalizada:
Seja F uma particdo em uma estrutura ortogonal em blocos para a qual existe um delineamento

balanceado para ¢ tratamentos. Se F # U e Ly # 0 entdo d5? >t — 1.

Demonstracao. Note que

1
Lp=) H(F.G)— (A6 — Ag1)St,
Geg G

isto &, Lr = rép,S1. Se Lr # 0 entdo &f, # 0.

Se QF é a projecdo ortogonal em ng- Definindo W|® como na figura 2.21.

Figura 2.21 — W1®-

R® R R®
A J
X Im(X) Qr W
wy
QrX
XI

Fonte: Da autora (2024).

Para x € W1® temos que X/QFX(x) = Lpx = €p1x, de onde vem que €pjx = X/(QFX(x)).

Logo, X restrita 2 Im(QFX (x)) é sobrejetiva. Portanto,

t —1=dim(W?) < dim(Im(QrX)) < dim(Qr) =di. 0
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Vale destacar que, de fato se tem uma generalizacdo da desigualdade de Fisher, pois,
se § = {E,F,U} entdo o strata é dado por W, Ws* = Wi e W2 = V-, em que V3 é 0 espago
de blocos. Assim, dg = dim(Wl?) =b—1leb—12>t—1, 0queimplicaque b > ¢, e temos a
desigualdade de Fisher.

Um coroldrio do teorema anterior € apresentado em Bailey (2004) sem demostracao.

Corolario 2.7.1. (Bailey, 2004, p. 200) Um delineamento em linha-coluna balanceado, nxm,

em ¢ tratamentos satisfaz ¢t < n ou ¢ divide m.

Demonstraciao. Note que ngiznhas tem dimensdo n — 1, e portanto, n — 1 >t — 1 pela desigual-

dade de Fisher generalizada, se Ljjpas 7 0- A fungdo de Moebius para esse delineamento € da

forma
E linha coluna U E linha coluna U
E 1 1 1 1 E 1 -1 —1 1
C=| tinha 0 1 0 1 |,u=| linha 0 1 0 -1
coluna 0 O 1 1 coluna 0 O 1 —1
U 0 O 0 1 U 0 O 0 1

) 1
Liinha = (ngﬂ(lmha, G)E(lao —AG1 )) S
€

1 1
= — W — A ——(Ayo— A S1,
( klinha( linha, hnhal) kU( U0 U1)> 1

logo, Liinha = 0 se, e somente se,

1 1
—(Minha, ~ Minha,) = - (Avo —Au1).

Mas como Ay = r’Jg, segue que Ayg = Ay1, de onde vem que ;Llinhao = llinhal' Assim,
Alinha = Minha,® + Minha, (Y@ — o) = Alinha,/e-
Tem-se entdo que Ajjpp, (61,62) = Ajph,, Para todo 6;, 6, € . Como Ajjppa(6,6) =

2 temos que ;Llinhao = r2. Somando uma linha de Ajinha tem-se que

Z Alinha(01,62) = rm
6,0
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Z FZJ@(91,92) = trz.
6,c0

Logo, rm=tr* = m=tr = 7 = r, provando que ¢ divide m. [

De fato, o colorario acima prova também que a replicagdo de cada tratamento nas linhas é
amesma. Como Ajjha(61,62) = r? paratodo 0y, 6, € @, se a ocorréncia de dois tratamentos & e
1 ndo é a mesma em duas linhas quaisquer do delineamento, entdo, Ajjppa (9, 0) # Afipha(1,0)

para algum tratamento 6.

Definicdio 2.7.2. (Bailey, 2004, p. 196) Um delineamento em uma estrutura em blocos (Q,F) é
dito ortogonal se T € ortogonal a F' para todo F € §, isto € Py, Py, = Py Py,

Observe que Py, = %XX ". Esta defini¢do de delineamento ortogonal é equivalente a

defini¢do de delineamentos em blocos ortogonais a seguir.

Definicao 2.7.3. (Bailey, 2008, p. 57) Um delineamento em blocos é ortogonal se WTQ e Wlé2 sao

ortogonais.

Para o caso de uma dnica blocagem {E,B,U}, Vp = Wéz &) WI? eVr = Wé2 D WTQ e se
Wi e WS sdo ortogonais tem-se Py, Py, = Py, Py.

A fungdo de delineamento, y : Q — ©, induz uma particdo 7 em Q. Se y € equireplicado
entdo T é uniforme. Note que Y induz uma parti¢io em Q, dada por y~!(T'). As classes dessa
particdo sdo as parcelas que receberam o mesmo tratamento, os quais definem o subespaco
vetorial V7. Vale destacar que a imagem de X em R, Im(X), é exatamente o subespago
Vr. Por exemplo, se V= (1,0,...,0) € R® representa o tratamento 6, entdo o vetor Xv =
(X(01,6),X(@,0),...X(w,,0)) possui coordenadas iguais a 1 para parcelas ®; que receberam
o tratamento 6 e, portanto, Xv € V. Segue de forma imediata que Im(X) = V7.

A matriz X,,»; é uma tranformacio de R® em R®. Se consideramos sua transposta X,/ “n

temos uma tranformacao de R em RO,

R® — R® transformacdo X

R® « R® transformacao X "
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Desse modo, para z € (Im(X ))L, z € ortogonal a Im(X), entdo 7Xx =0, para todo x € R®.

Tomando a transposta temos que
! ! ! ! / @
0=zXx=(zXx) =xXz,VxeR

e, portanto, z € ker(X '), de onde vem que ker(X') C (Im(X))*. De fato, ker(X') = (Im(X))~.
Observe que X é uma aplicagdo injetiva e, portanto, posto(X) = ¢ e ker(X) = {0}. Como
posto(X) = posto(X') segue que Im(X') = R®.

Para delineamentos equireplicados, com replicagdo r, tem-se que %X 'X = lg. Deste fato
segue que %XX "éum projetor ortogonal em Im(X), pois

/ 1 /

1 A\? 1. N\/1. 1 |
XX ) = (-xx ) (XX ) = 5X(X' X)X = 5X(rle)X = -XX
r

r r r r r

como visto no lema 2.7.2.
Agora se Q : R® — R é um projetor ortogonal qualquer, considere a transformacéo

L =X /QX , apresentada no diagrama da figura 2.22.
Figura 2.22 — Diagrama para Q.

X
L=XQX CRQ -

R
Fonte: Da autora (2024).
Se Q comuta com XX ', entdo %L ¢ um projetor ortogonal. De fato, L é simétrica

1 1 I !/ 1 ! / 1 ! 1
—LL= =X 0XX 0X = —X'XX' 00X = —rlgX OX = ~L.
r? r2 r2 r2 r

2.7.5 Exemplos, diagrama de Hasse combinado e anélise de variancia

O objetivo de toda a teoria anteriormente apresentada € essencialmente aplica-la a andlise

de delineamentos experimentais, efetivamente utilizados na experimentagao.
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Nesta secao siao desenvolvidos alguns exemplos que pretendem ilustrar a teoria vista. O
diagrama de Hasse combinado dos delineamentos € apresentado em detalhes, conjuntamente
com o0 esquema de andlise de variancia.

Para relacionar as particdes nos conjuntos de parcelas e as particdes nos conjuntos de
tratamentos, vamos utilizar a fung¢do que aloca os tratamentos as parcelas. y : Q — @. Utilizamos
também a notagio ¥~ !(T) = {a € Q; y(a) € T}, isto &, a pré-imagem de 7.

Todos os exemplos apresentados nesta secdo encontram-se em Bailey (2008).

Exemplo 2.7.2. Uma organizacio de arqueologia deseja examinar a consisténcia de trés métodos
diferentes de datac@o por carbono: contagem de cintilagdo liquida, contagem proporcional de
gds e espectrometria de massa do acelerador. Trinta laboratdrios estdo dispostos a participar
do experimento. A organizacdo disponibiliza 11 conjuntos de equipamentos para contagem de
cintilagdo liquida, 6 para contagem proporcional de gas e 13 para espectrometria de massa com
acelerador. Esses conjuntos de equipamentos sdo alocados aleatoriamente para os 30 laboratdrios
e os técnicos de cada um sdo treinados para seu uso. A organizagdo tem oito itens de teste para
datacdo, retirados de diferentes sitios arqueoldgicos e compostos por diferentes substancias. Em
cada laboratério, um dnico técnico treinado usard seu equipamento para datar com carbono cada

um dos itens de teste.

No exemplo 2.7.2 os tratamentos consistem dos métodos de datagdo do carbono combi-
nados com os locais diferentes. Logo, temos um experimento fatorial 3. O diagrama de Hasse
para fatores de tratamento fica como na figura 2.23.

No conjunto dos tratamentos ® temos as particoes:

a) U, com apenas uma classe;
b) método, com 3 classes (cintilagdo, contagem de gés e espectometria);
¢) local, com 8 classes (8 sitios arqueoldgicos diferentes);

d) T=métodoAlocal, com 24 classes (tratamentos).
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Figura 2.23 — Diagrama de Hasse para tratamentos do exemplo 2.7.2.

U

método local

T = método A local
Fonte: Adaptado de Bailey (2008).

O conjunto de parcelas Q consiste de 30 amostras retiradas de 8 locais diferentes,
totalizando 240 parcelas. Cada uma das amostras retiradas de um mesmo local € enviada a cada
um dos 30 laboratorios. O diagrama de Hasse para os fatores de parcelas € apresentado na figura
2.24.

No conjunto Q temos as parti¢des:

a) U, uma classe com todos as 240 parcelas;
b) laboratdrios, 30 classes com 8 parcelas em cada classe;

c) E, 240 classes com uma parcela em cada classe.

Figura 2.24 — Diagrama de Hasse para parcelas do exemplo 2.7.2.

U
laboratério
FE = plots

Fonte: Adaptado de Bailey (2008).

Para obter o diagrama de Hasse combinado vamos utilizar as pré-imagens das parti¢cdes
nos tratamentos. Note que o experimento ndo é equireplicado, uma vez que as quantidades dos
tipos de equipamentos sdo diferentes. Sendo assim, qualquer combinagao dos locais com os
métodos tem replicacdes especificas de acordo com a quantidade de aparelho:

a) w~!(T) tem 24 classes com replicacdes diferentes:
- 8 classes com 11 parcelas em cada classe (cintilagdo);
- 8 classes com 6 parcelas em cada classe (proporcional);

- 8 classes com 13 parcelas em cada classe (espectometria);
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b) v !(local) tem 8 classes com 30 parcelas em cada classe;
¢) w~!(método) tem 3 classes, uma com 88 parcelas (cintilagio), outra com 48 parcelas
(gés) e a ultima com 104 parcelas (espectometria).
Note que parcelas de um mesmo local estdo em laboratérios diferentes, logo, labo-
ratério ¢ w~!(local). Cada laboratério utiliza apenas um tipo de método, logo, laboratério
C y~!(método). Por fim, w~!(T) Z laboratério. Obtemos entio o diagrama de Hasse combi-

nado do exemplo 2.7.2 na figura 2.25.
Figura 2.25 — Diagrama de Hasse combinado para o exemplo 2.7.2.

U

método local

laboratério

E
Fonte: Da autora (2024).

Como esse experimento nao é equireplicado deve-se tomar o cuidado em constatar
que trata-se de um delineamento ortogonal. Pelo diagrama de Hasse da figura 2.25 temos
que comprovar que 7 e laboratdrio sdo ortogonais € 0 mesmo ocorre para local e laboratério.
Tais fatos podem ser comprovados utilizando o teorema 2.6.2. Como T V laboratério = método,
tomando a classe cintilacdo de método, esta particao contém 8 classes de 7' dadas por cintilagdo V
local e 11 classes de laboratorio. Portanto, s;; = 8—18.8.11 = 1 para a interse¢do entre essas
classes. Agora note que local V laboratério = U e, portanto, temos apenas uma classe A e
Sij = 735-8:30 = 1.

A partir do diagrama de Hasse combinado apresentado na figura 2.25 obtemos o esquema

de analise de varidncia, conforme tabela 2.5.

Exemplo 2.7.3. Um instituto de agronomia no Brasil conduziu um experimento fatorial com
feijao. Os fatores de tratamento foram cultivares (havia trés cultivares), semeaduras (convencional
ou sem preparo do solo) e molibidénio (aplicado ou ndo). A area experimental foi dividida em

quatro blocos. Cada bloco era um retangulo 3 x 4. As trés linhas foram chamadas de faixas;



Tabela 2.5 — Esquema de anélise de variancia para o exemplo 2.7.2.

Stratum \ Fonte de variacdo \ Graus de liberdade

média U média 1
laboratério método 2

residuo 27

total 29
parcelas £ local 7

métodoAlocal T 14

residuo 189

total 210
Total 240

Fonte: Adaptado de Bailey (2008).
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cultivares foram aplicadas a estas. As quatro colunas, chamadas de quartos, foram agrupadas

em duas metades. Os diferentes métodos de semeadura foram usados nas duas metades de cada

bloco, e 0 Molibdénio foi aplicado a um quarto de cada metade. A figura 2.26 mostra um bloco

tipico.

cultivar 2

cultivar 1

cultivar 3

Figura 2.26 — Bloco do exemplo 2.7.3.

semeadura, semeadura sem
convencional preparo do solo
faixa 1
faixa 2
faixa 3
sem sem

Molibidénio Molibidénio Molibidénio Molibidénio

quarto 1 quarto 2 quarto 3 quarto 4
metade metade

Fonte: Adaptado de Bailey (2008).

Para esse exemplo temos um fatorial triplo cujo diagrama de Hasse para fatores de

tratamento € apresentado na figura 2.27.

As parti¢des em O sao:

a) U, apenas uma classe;

b) sememadura, 2 classes (convencional e sem preparo do solo);

¢) molibidénio, 2 classes (aplicado ou ndo);

d) cultivar, 3 classes (cultivares 1, 2 e 3);
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e) semeadura A molibidénio, 4 classes;
f) semeadura A cultivar, 6 classes;
g) molibidénio A cultivar, 6 classes;

h) T = cultivar A molibidénio A semeadura, 12 classes (tratamentos).

Figura 2.27 — Diagrama de Hasse para tratamentos do exemplo 2.7.3.

U

cultivar

\
semeadura A molibidénio\ semeadurg molibidénio A cultivar

T
Fonte: Adaptado de Bailey (2008).

Considere agora as parti¢des em
a) U, uma classe com todas as 48 parcelas;
b) blocos, 4 classes com 12 parcelas em cada classe;
c) faixa, 12 classes com 4 parcelas em cada classe;
d) quarto, 16 classes com 3 parcelas em cada classe;
e) metade, 8 classes com 6 parcelas em cada classe;
f) metade A faixa, 24 classes com 2 parcelas em cada classe;
g) E = parcelas, 48 classes com uma parcela em cada classe.
Note que as parti¢Oes faixa e metade estdo contidas nos blocos. Note também que quarto
C metade. Por fim, existe o infimo metade A faixa. Obtemos o diagrama de Hasse para fatores

de parcela como mostra a figura 2.28.



Figura 2.28 — Diagrama de Hasse para parcelas do exemplo 2.7.3.

U

blocos

metade faixa

quarto metade A faixa

E

Fonte: Adaptado de Bailey (2008).
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Para obter o diagrama de Hasse combinado deve-se relacionar parti¢des dos tratamentos

com as particdes nas parcelas, para tanto usamos l;/_l, vejamos:

a) w~!(semeadura), 2 classes com 24 parcelas em cada classe;

b) v~ 1 molibidénio), 2 classes com 24 parcelas em cada classe;

c) y!

@Wl

-1

cultivar), 3 classes com 16 parcelas em cada classe;

(
(

d) y~!(semeadura A molibidénio), 4 classes com 12 parcelas em cada classe;
(semeadura A cultivar), 6 classes com 8 parcelas em cada classe;
(

molibidénio A cultivar), 6 classes com 8 parcelas em cada classe;

g) y1(T), 12 classes com 4 parcelas em cada classe;

Agora é possivel verificar as relacdes existentes entre as particdes nos tratamentos e as

parti¢des nas parcelas:

a) faixa C y~! (cultivar);

b) metade C y~!(semeadura);

¢) metade A faixa C w~!(semeadura A cultivar);

d) quarto C l//_l(molibidénio);

e) quarto C y~!(semeadura A molibidénio);

) ECy!
g) ECy!

(molibidénio A cultivar);

(T).
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Das relagdes acima obtemos o diagrama de Hasse combinado, como mostrado na figura
2.29 (para simplificar abreviamos os fatores semeadura, molibidénio e cultivar respectivamente

por: s, me c).

Figura 2.29 — Diagrama de Hasse combinado para o exemplo 2.7.3.

metade

sAm @

quarto ¢

y [
Fonte: Da autora (2024).

Do diagrama de Hasse combinado 2.29 obtém-se o esquema de andlise de variancia na

tabela 2.6.

Exemplo 2.7.4. Um fabricante de eletrodomésticos deseja saber qual a melhor combinacao de
temperatura de lavagem e temperatura de secagem para lenc¢dis de algodado, de tal maneira que
esses ndo amarrotem ao final da lavagem. Ele quer comparar quatro temperaturas de lavagem
e trés temperaturas de secagem. No experimento, ele usa usa oito maquinas de lavar e seis
secadoras.

Primeiro, em cada maquina sdo alocados seis leng¢dis, resultando num total de 48 lencdis.
Nesse momento, as temperaturas das maquinas de lavar sdo escolhidas aleatoriamente, de modo
que duas lavadoras sdo executadas com as mesmas temperaturas.

Em seguida, apos a lavagem, os seis len¢éis de cada méquina sd@o alocados, um em
cada secadora, aleatoriamente. Nesse momento, as temperaturas de secagem sdo escolhidas,
aleatoriamente, nas secadoras, de modo que duas secadoras sdo executadas com as mesmas

temperaturas.
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Tabela 2.6 — Esquema de andlise de variancia para o exemplo 2.7.3.

Stratum \ Fonte de variacao \ Graus de liberdade
média U média 1
bloco B bloco 3
faixa cultivar 2

residuo 6

total 8
metade semeadura 1

residuo

total 4
metade Afaixa cultivar A semeadura 2

residuo 6

total 8
quarto molibidénio 1

semeadura A molibdénio 1

residuo

total 8
parcelas E cultivar A molibdénio 2

T 2

residuo 12

total 16
Total 48

Fonte: Adaptado de Bailey (2008).

No final os 48 lengdis sdo pontuados por especialistas, pelo quanto estdo amarrotados.

As parti¢des em © sdo:
a) U, apenas uma classe;
b) temperatura de lavagem (TL), 4 classes (A, B, C, D);
¢) temperatura de secagem (TS), 3 classes (a, b, c);
d) T =TLATS, 12 classes (tratamentos).
As parti¢des em £ sdo:
a) U, apenas uma classe com 48 parcelas;
b) mdaquina, 8 classes (8 mdquinas diferentes) com 6 parcelas em cada classe;
c) secadora, 6 classes (6 secadoras diferentes) com 8 parcelas em cada classe;
d) E = parcela, 48 classes com uma parcela em cada classe.

O croqui desse experimento € apresentado na figura 2.30.
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Figura 2.30 — Croqui do exemplo 2.7.4.

Maquinadelavar 1 2 3 4 5 6 7 8

Temperatura 3 4 2 3 4 1 1 2
Secadora  Temperatura

1 1 Ca|Da| Ba| Ca| Dal Aa| Aa| Ba
2 3 Cc| Del Be| Ce| De| Ac| Ac| Be
3 2 Cb| Db| Bb| Cb| Db| Ab| Ab| Bb
4 3 Cc| De| Be|Ce| De| Ac| Ac| Be
5 2 Cb| Db| Bb| Cb| Db| Ab| Ab| Bb
6 1 Ca|Da| Ba| Ca| Da| Aa| Aa| Ba

Fonte: Adaptado de Bailey (2008).

Os diagrama de Hasse para fatores de tratamento e fatores de parcelas sdo iguais, veja

figura 2.31.

Figura 2.31 — Diagramas de Hasse para tratamentos e parcelas do exemplo 2.7.4.

U U

TL TS maquina secadora

T E

Fonte: Adaptado de Bailey (2008).

Para obter o diagrama combinado, dado na figura 2.32 e em seguida o esquema de anélise
de variancia, dado na tabela 2.7, basta relacionar as pré-imagens das particdes de tratamentos
com as particdes nas parcelas:

a) maquina C y~!(TL);
b) secadora C y~1(TS);
) ECy {(T).
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Figura 2.32 — Diagramas de Hasse combinado do exemplo 2.7.4.

TL

maquina

TS

secadora

Fonte: Adaptado de Bailey (2008).

Tabela 2.7 — Esquema de anélise de variancia para o exemplo 2.7.4.

Stratum ‘ Fonte de variacdo ‘ Graus de liberdade

média U média
maquina TL
residuo
total
secadora TS
residuo
total
parcelas E T
residuo
total
Total

1

3
4
7
2
3
5
6
26
35
48

Fonte: Adaptado de Bailey (2008).

2.7.6 Decompondo interacoes

Dizemos que F' e G sdo estritamente ortogonais se sao ortogonais entre sie F VG =U.

A ortogonalidade, por defini¢do, garante que Vy N (Vpyg

)t é ortogonal a Vg N (Veyg) ™, logo, no

caso da ortogonalidade estrita Vg N Vl} € ortogonal a Vg N VI}. Como Vy =V entio VUL = VOL,

que sdo todos os vetores x tais que ) x; = 0. Esse fato implica que todo contraste x € Vg, ) x; =0,

¢ ortogonal aos contrastes y € V. Além disso, pelo Teorema 2.6.2, todas as classes de F e G se

interceptam. Portanto, todas as combinagdes dos niveis de F e G ocorrem.
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Se G é um fator de tratamento e F' € um fator de parcelas, considerando G como um fator

nas parcelas pela Y~ ! (G). Nesse caso G estéd confundido com F se W5 C WS,

Definicao 2.7.4. (Bailey, 2008, p. 241) Um subespacgo de tratamento contido em um stratum

W}) esta confundido com F'.

Além disso, se G € um fator nos tratamentos e F' € um fator nas parcelas e, se considerar-
mos G um fator também nas parcelas, o fato de F e G serem estritamente ortogonais implica
que Wg Z Wlf}, isto é, G ndo esta confundido com F, como também G nao estia confundido com
nenhum H em que F < H.

Em experimentos fatoriais pode ser necessario confundir parte da interagdo com fatores
de parcela. Isso ocorre porque em experimentos fatorias o nimero de tratamentos aumenta de
acordo com a quantidade de niveis dos fatores. Assim, se faz necessario decompor interacoes.

Apresentamos uma técnica algébrica para decompor o subespaco Vr. Sejam os trata-
mentos definidos pelos fatores Fi,F,,...,Fy,com T = Fi NI, AN ... \NF, e VI = VE ARA. AF,-
Observe que V7 = R®. No caso particular, em que nio se tem repeticio dos tratamentos podemos
identificar a parcela pelo tratamento e assim R® = R

Vamos supor que os fatores F;, i = 1,2,...,n, possume p niveis, com p primo. Vamos
entdo codificar os p niveis pelo grupo Z, = {0,1,...,p — 1}, o grupo dos inteiros médulo p.
Pode-se entdo identificar o conjunto dos tratamentos ® por Z), X ... X Z), = Z;,, em que a i-ésima
coordenada representa o nivel de i de F;. Com esta identificacdo F; pode ser considerado como a

funcgdo:

F :Z;’, — Zp

(jlv"'ajp) —>.]l
Em geral, um caracter € uma funcao da forma:

¢ :Z, — Zp

() ZZCZ,‘F,', a; € Zp.
i

Como as pré-imagens de ¢ definem uma particao no conjunto de tratamentos, ¢ pode

ser considerada como um fator de tratamento. Por exemplo, se ¢ = 2F + G pode-se pensar que
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¢ € a média ponderada entre os fatores de tratamentos reais, mesmo que isso nao tenha uma
interpretacdo fisica no experimento.

Como ¢ = Y a;F;, a; € Z,, ¢ pode ser identificado a n-upla (aj,as,...,a,) e, portanto,
tem-se p” caracteres, que é também o nimero de tratametos. Se ¢ define a mesma particdo que
um fator A, por exemplo, 2A = A, dizemos que ¢ estd aninhado com A. As relacdes bdsicas

relativas a esses fatores sdo dadas pelo teorema a seguir.

Teorema 2.7.3. (Bailey, 2008, p. 244) Sejam Fy, F>,...F;,, cada um com p niveis codificados
pelos inteiros médulo p, com p primo, entao:
a) existem p" tratamentos e p” caracteres;
b) seG=Y/giFieH=Y!hFieG#1eH # I ento:
- existe algum k # 0 em Z), tal que g; = kh;, parai=1,2,...,n, e neste caso, G = H;
ou
- os fatores G e H sdo estritamente ortogonais;

c) se G=1Y7gF;, entdo G pertence a interacdo daqueles F; para os quais g; # 0.

A demonstragcdo desse teorema ndo apresentada em Bailey (2008), em razdo de sua
importancia € apresentada no apéndice D.

Como resultado do teorema 2.7.3, segue que o conjunto dos p"” — 1 fatores, diferentes de
1, sdo divididos em 1% conjuntos com p — 1 fatores, de forma que fatores no mesmo conjunto
s@o equivalentes entre si e fatores em conjuntos diferentes sdo ortogonais.

Um delineamento que envolve o conceito de confundimento € apresentado no exemplo a

seguir.

Exemplo 2.7.5. Considere um experimento com uma estrutura fatorial nos tratamentos. Sejam
os fatores de tratamento F' e G, ambos com 3 niveis. Para as parcelas, vamos considerar os
fatores: C (casa de vegetacdo com 2 classes) e S (salas contidas nas casas de vegetacdo com
6 classes). Considere que cada casa de vegetacao € uma repeti¢ao dos tratamentos. Cada sala

contida na casa de vegetacdo possui 3 parcelas, conforme a figura 2.33.
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Figura 2.33 — Casas de vegetacdo do exemplo 2.7.5.

Casa 1 Casa 2

TR S3 Sy Ss Se

Fonte: Da autora (2024).

Figura 2.34 — Diagramas de Hasse para o exemplo 2.7.5.

U
U
®C
F G
L
T
o L

Fonte: Da autora (2024).

Temos um fatorial 3 x3, logo, 9 tratamentos. Nesse experimento queremos que todas as

combinacdes de tratamentos sejam aplicadas em cada casa de vegetagao.

Primeiramente vamos explicitar subespaco da interacdo. Os fatores de tratamento F e G

possuem ambos 3 niveis. Aqui temos p = 3 e n = 2. Codificando os niveis dos fatores como

F07F13F27G07G17G2-

Considere que os tratamentos sio pares ordenados de inteiros médulo 3, assim R® =R e o

conjunto dos tratamentos € dado por Z3 = {(a,b),a,b € Z3}. Logo, os tratamentos sdo

FGo, FoGi, FoGa,...,F2Go, ,Gy, F,G).
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Nos quais identificamos o tratamento F; G, como o par (1,2) e assim por diante, conforme tabela
2.8.

Tabela 2.8 — Caracteres do exemplo 2.7.5.

F 00101 |1|1]2|2]|2
G Oj112|10(1(2]0(1]|2
F+¢ 0 1 2 1 2 0 2 0 1
F+26 0 2 1 1 0 2 2 1 O
2F+G 0 1 2 2 0 1 1 2 O
2F+2G6 0 2 1 2 1 0 1 0O 2
2F 0 0 02 2 2 1 11
2G 0 21 0 2 1 0 2 1
1 0 0000 0 0 0O

Fonte: Adaptado de Bailey (2008).

Note que cada caracter possui um valor em cada tratamento, por exemplo:

(F+2G)(2,1) =1x242x1=242=1.

Note também que I é o caracter cujos coeficientes sao todos nulos.
Cada caracter pode ser considerado um fator, pois, ele define uma parti¢ao. Por exemplo,
da tabela 2.8 temos:

a) (F+G)(0,0)=(F+G)(1,2) = (F+G)(2,1) =0, logo, temos os tratamentos FyGo,

Fi1Gy, K,Gy;

b) (F+G)(0,1) = (F+G)(1,0) = (F+G)(2,2) = 1, logo, temos os tratamentos FyG|,
F1Go, F2G2;

¢) (F+G)(0,2)=(F+G)(1,1) = (F+G)(2,0) =2, logo, temos os tratamentos F»Go,
F1Gy, F,Gy.

Portanto, F + G define a parti¢do nos tratamentos {{FyGo, F1G>, F»G1}{FoG1, F1Go,
F,Gy H{FGy, Fi1Gy, F,Gp}}.

Note que I = U. Além disso, pela tabela 2.8 temos que FF =2F, G =2G, F+ G =
2F+2Ge F+2G=2F +G.

A interagio é estimada no subespago (Vi +Vg)*. O teorema 2.7.3 fornece uma forma
algébrica de decompor o espaco Vy = R?. Pelo item c) desse teorema F + G e F + 2G pertencem

a interacdo entre F' e G (veja tabela 2.8). Para melhor compreensdo considere que os tratamentos

FyGo, FoG1, FoGa, F1Go, F1G1, F1Ga, F2Gy, F2Gy, F2G
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sdo aplicados na base R? . Assim,

VF = {(a’CZ?a?b?b’b7c7cﬁc)7a’b7c E R}?
VG = {(d7e7f7d7e7f7d7e7f)d7e7f76 R} e
Ve+Vg={(a+d,a+e,a+ f,b+d,b+eb+f,c+d,c+ec+f)}.

Se esse vetor estd em Vr g N VOL, entdo o+ B 4y = 0. Vamos explicitar o subespago (Vg +Vg)*.

Considere F' 4 G dado conforme a tabela 2.8, um vetor em Vg € da forma

Vire ={(a,B,7.B.7,a,7,0.B),a,B,y € R}.

Fazendo o produto interno entre vetores de Vg 4 Vi € Vg, obtemos

o(a+d)+Bla+c)+y(a+ f)+
B(b+d)+yb+e)+alb+ )+

Y(c+d)+a(c+e)+B(c+f)=0,

pois, @ + B + 7y = 0. Portanto, Wr_ g € Wp_o¢ sdo subespagos de dimensdo 2, que decompde
o espaco (Vr + Vi)™, que possui dimensio 4. Temos entdo a decomposicio dada conforme a

figura 2.35.

Figura 2.35 — Diagramas de Hasse para decomposigio de (Vr + V)" do exemplo 2.7.5.

FAG
Fonte: Adaptado de Bailey (2008).

Note que existem diferentes possibilidades de alocar os tratamentos para obter todas as

combinacdes que nos permitem estimar efeitos principais e interagdo. Vejamos:
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a) fixar os niveis do fator F' dentro das salas nas duas casas. Confundindo o fator F com
o fator S. Nesse caso o efeito principal de G e a interacao sdao estimados com maior

precisio;

Figura 2.36 — Diagramas de Hasse combinado para o exemplo 2.7.5, item a).

Casa 1 Casa 2 U
Gy Gy 3Gy FiGy Gy F3Gy
C G
F1G2 F2G2 Fng Fng FZGZ FSGZ
RGs | F,Gs | F3Gs RGs | B,Gs | F3Gs
S T
Sy So S3 Sy Ss Se
E

Fonte: Da autora (2024).

b) fixar os niveis do fator G dentro das salas nas duas casas. Confundindo o fator G com
o fator S. Nesse caso o efeito principal de F e a interacdo sdo estimados com maior
precisao;

Figura 2.37 — Diagramas de Hasse combinado para o exemplo 2.7.5, item b).

Casa 1 Casa 2 U
GlFl G2F1 G3F1 GlFl GQF] G3F1
C F
GlFQ G2F2 G3F2 GlFZ G2F2 G3F2
G1Fs | GoFy | GsFs G1F3 | GoFy | GsF3
S T
S1 S2 Ss S4 Ss SG
E

Fonte: Da autora (2024).

¢) fixar os niveis do fator F dentro das salas na casa 1, fixar os niveis do fator G dentro das

salas na casa 2;
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Figura 2.38 — Diagramas de Hasse combinado para o exemplo 2.7.5, item c).

Casa 1

Casa 2 u

Gy Gy FJGI G GoF, G3F1

C
Gy FyGo F3G2 G1F2 Gy G3F2

G
F1G3 F2G3 FBGB G1F3 G2F3 G3F3

Sl 82 Sg S4

S5 Se

Fonte: Da autora (2024).

d) usar um quadrado latino 3x3 para os niveis do fator F' e fixar o fator G nas salas.

Confundindo parte das interagdo com as salas;

Figura 2.39 — Diagramas de Hasse combinado para o exemplo 2.7.5, item d).

Casa 1 Casa 2 v

G1Fy Gy Fy G3F3 G\ F| Gyl G3F;

G1F3 | GoFy | GaFy GiF3 | GoFy | GsFy

G1F2 G2F3 G3F1

Gi1Fy | GoFs | GsFy

Sy So S3 Sy Ss Se S

Fonte: Da autora (2024).

e) confundir o caracter F + G nas salas na primeira casa de vegetagdo e F' 4 2G nas salas na

segunda casa de vegetacdo de acordo com os valores calculados na tabela 2.8, veja figura
2.40.
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Figura 2.40 — Delineamento confundido F + G em uma casa e F +2G em outra casa para o
exemplo 2.7.5, item e).

Casa 1 Casa 2

F F F F F F

+ o+ o+ + o+ 4

G g G 2G 2G 2_G

0 1 2 o 1 2
FO GO Fo G1 FG Gg Fo GU FO G? FU Gl
Fy Go| FL Go| F, &4 Fiy G| Fi Go| Fy Gy
E G |G| Gy F, Go| Fy Gy Gy

Sl S2 Sg S4 S5 SG

Fonte: Adaptado de Bailey (2008).

Note que ndo hé diferenca entre diagramas de Hasse combinados para os itens b) e d),
(figuras 2.37 e 2.39).

Para o item d), considere que cada casa é um experimento que pode ser analisado
separadamente. Nesse caso, os efeitos principais podem ser melhor estimados. Entretanto, a
interacao nao pode ser estimada, pois em cada casa nao ha repeti¢do dos tratamentos e ela deve
ser considerada residuo. Sob essas consideracdes, na casa 1, F e salas definem a mesma particao
e o efeito principal de G € melhor estimado. Na casa 2, G e salas definem a mesma particao e o
efeito principal de F é melhor estimado, conforme figura 2.41.

Figura 2.41 — Diagramas de Hasse combinado para o exemplo 2.7.5, item d), considerando que
cada casa € um experimento distinto.

Casa 1 Casa 2

Fonte: Da autora (2024).
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2.8 Grafos em teoria dos delineamentos

"Um grafo G € um conjunto finito de pontos denominados vértices, sendo que alguns
pares desses vértices estdo conectados por arestas. Vamos permitir que dois vértices possam
estar ligados por mais de uma aresta" (Bailey, 2004, p. 7).

O numero de arestas que incidem em um vértice € denomidado grau do vértice. Se todos
os vértices possuem o0 mesmo grau, o grafo é dito regular. Se todos os vértices possuem grau
igual a n — 1, para n vértices, o grafo é dito completo. Um grafo é conexo se dois pares quaisquer

de vértices estdo conectados por uma sequéncia de arestas (caminho).

2.8.1 Esquemas de associacao e grafos

Um esquema de associagdo em um conjunto £ com s classes associadas pode ser definido

em termos da teoria dos grafos como segue.

Definicao 2.8.1. (Bailey, 2004, p. 7) Um esquema de associacdo com s classes associadas em
um conjunto finito £ é um arranjo (ou colora¢do) de arestas, por s cores, do grafo completo com
vértices em Q tal que:

a) paratodoi,j....,kem {1,2,...,s} existem inteiros pifj tais que se {a, B} é uma aresta

na cor k, entdo

pi-‘j = |{ye Q,{a,y} possui corie {y,B} possui cor j}|;

b) cada cor € usada pelo menos uma vez;
c) existem inteiros g; paraiem {1,2...,s} tais que cada vértice estd contido em exatamente

a; arestas de cor i.

Observe que Q x Q pode ser identificado como um conjunto de arestas dos grafo completo
e €; C Q x Q com o conjunto das arestas na cor [ e & = {(60,0),0 € Q} com o conjunto de
vértices. Observe também que a cardinalidade dos vértices que sdo i-associadas ao vértice o é

igual ao ndmero de arestas na cor i que incidem em « (figura 2.42).

ai=¢;(a) = {B,(a,B) € C}.
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Figura 2.42 —a; = 5.

(3 [ 1
] SN
J j i

Fonte: Da autora (2024).
Por definicdo, pf.‘j = p’]‘.l-, pois para (a, ) € €
pii= v (a,y) € €, (v, B) € €5},
note que pi-‘j ndo depende do par (a, ), logo, como (f,7) € &,
Pii=1{r.(B.v) € €}, (v, ) € &}| = pf.

Para (a, ) € €, pfj =|¢;(a)N€;(B)| é o nimero de tridngulos com aresta de cor i

saindo de a e cor j chegando em f (figura 2.43).

Figura 2.43 — |€;(a) N ¢;(B)| = 2.

Fonte: Da autora (2024).

Definicao 2.8.2. (Bailey, 2004, p. 10) Um grafo ¢ dito fortemente regular se:
a) € regular no sentido de que todo vértice possui 0 mesmo grau;

b) toda aresta estd contida no mesmo nimero de tridngulos;

¢) toda ndo aresta estd contida no mesmo nimero de configuragcdes como na figura 2.44;

d) ndo é completo.
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Figura 2.44 — Configuragdo item c).

sem aresta

Fonte: Adaptado de Bailey (2004).

Exemplo 2.8.1. Vamos construir um esquema de associagdo com duas classes utilizando grafos.
Pela defini¢do 2.8.2 estes grafos sdo grafos regulares em que toda aresta estd contida em um
mesmo ndmero de tridngulos, todo par de vértices ndo ligados por uma aresta estdo em um
mesmo nimero de configuragdes. Dado um grafo fortemente regular pinte as arestas de vermelho,
complete o grafo para um grafo completo e pinte as novas arestas de azul. Tem-se entdo as
duas classes associadas, das arestas vermelhas e das azuis. Um grafo fortemente regular muito

utilizado € o grafo de Petersen, conforme figura 2.45 (apresentado também no exemplo 2.7.1).

Figura 2.45 — Grafo de Petersen

0

3 2

Fonte: Adaptado de Bailey (2004).

Pode-se agora utilizar a linguagem de grafos, que € bastante intuitiva, para provar
resultados gerais sobre esquemas de associacdo. Como exemplo temos a a proposi¢do que segue,

que também foi apresentada em 2.1.1 .

Proposicao 2.8.1. Dado um esquema de associacio com s classes tem-se:
a) Yioai=|Ql;
b) ¥; i =a:
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Demonstracdo. A demonstracao utiliza a caracterizacdo de um esquema de associagdo como
uma coloragdo no grafo completo:
a) fixando um vértice a temos |Q| — 1 arestas saindo de a. Tem-se a; arestas na cor 1, ap
arestas na cor 2, ..., ag na cor s. Como ag = 1 temos o resultado;
b) fixe os vértices a e 3 tais que a aresta que liga o a B tenha cor k. Considere todas as
arestas que saem de 3 e sdo adjacentes a uma aresta de & na cor i. Logo, }; pfj = q;

(figura 2.46).

Figura 2.46 — Proposic¢do 2.8.1 item ii).

qualquer cor

Fonte: Da autora (2024).

2.8.2 Delineamentos e grafos

A relacdo entre grafos e delineamentos € obtida pela seguinte construgdo: o grafo de
concorréncia de um delineamento em blocos é um grafo no qual os vértices sao os tratamentos.
Se os tratamentos i e j ocorrem juntos em A;; blocos os vértices i e j estardo ligados por 4;;
arestas. Para delineamentos bindrios, A;; conta o niimero de blocos que i € j ocorrem juntos.
Dessa forma, A; j» para i # j, é exatamente a entrada da matriz de concorréncia do delineamento,
A = (Aij), que deu origem ao grafo. Para delineamentos néo bindrios o nimero de blocos deve
ser contado de forma apropriada.

Bailey e Cameron (2011) destacam que para delineamentos em blocos de tamanho dois,
o delineamento pode ser totalmente recuperado a partir de seu grafo de concorréncia, uma vez
que cada aresta corresponde a um bloco diferente. Se os blocos sdo de tamanho maior que dois
vdrias arestas estdo relacionadas a um mesmo bloco e ndo € possivel recuperar o delineamento a
partir de seu grafo. Apesar disso, o grafo de concorréncia possui informagdes suficientes para

obter propriedades relevantes sobre o delineamento.
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A matriz de adjacéncia do grafo G, A(G), é tal que A(G) = (a;;), em que g;; ¢ 0 nimero
de arestas ligando os vértices i e j parai# j e a; = 0. Se G é um grafo de um delineamento
entdo, como visto anteriormente, a matriz de concorréncia, A;; = (A ;) é tal que A;; = a;, para
i # j. Como A; é a replicagdo do tratamento i pode-se denotd-lo por r;. Assim, tem-se a matriz

R = (ry;). Portanto,

A(G)=A—R

Em um grafo, quando existem mais de uma aresta ligando dois vértices € usual a denomi-
nacao multigrafo. Vamos, no entanto, utilizar o termo grafo restringindo apenas que nio existem

loops, isto é, arestas ligando um vértice a si mesmo.

2.8.2.1 Matriz Laplaceana

Como o nimero de vértices do grafo de concorréncia de um delineamento € igual ao
nimero de tratamentos, utilizamos ¢ para indicar o nimero de vértices. Dado um grafo G, a
matriz Laplaceana de G, L(G), é definida da forma: para i # j a entrada (i, j) é o negativo do
nimero de arestas ligando i a j e a entrada (i,7) € o grau do vértice i. Seja D = (d;;) a matriz
diagonal em d;; € o grau do vértice i, isto €, o nimero de blocos em que ocorre o tratamento i.

Logo,

L(G) =D —A(G).

Portanto, temos que

L(G)=D—A(G)=D—(A—R)=D+R—A.

Uma observagao fundamental sobre L(G) é que cada aresta entre os vértices i e j contribui

com a submatriz

isto é, L(G) é soma de matrizes dessa forma.
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Para a matriz Laplaceana de um grafo G, L(G), valem as seguintes propriedades.

Proposicao 2.8.2. (Bailey; Cameron, 2009 , p. 17):
a) L(G) é positiva semidefinida;
b) se o grafo G, é obtido do grafo G| pela adi¢do de uma aresta, entdo, L(G,) — L(Gy) é

positiva semidefinida.

Demonstraciio. Seja x € R®:

a) note que

xL(G)x= Z x/L(G)ij X = Z (xj_xi)z > 0;
arestas arestas

b) temos que

X (L(G2) — L(G1))x = x L(G2)x — x L(Gy )x
= Y &= Y &-w?

arestas G, arestas G,

— (. )2
= (xjo —Xip) "
em que a nova aresta liga os vértices jy e ip. [

Um delineamento € dito conexo se seu grafo de concorréncia € conexo. Isso significa
que dados dois vértices do grafo, sempre existe um caminho de arestas que os liga. Em termos
de delineamentos, dados dois tratamentos i e j € possivel obter uma sequéncia de tratamentos
i1,i2,...,0ycomi=1iy,j=1i;, com ig e iy em um mesmo bloco. Dessa forma, € possivel uma
comparacao entre os efeitos dos tratamentos i e j, apesar de ambos ndo ocorrerem em um mesmo
bloco. A conexidade de um delineamento pode ser verificada pela matriz Laplaceana de acordo

com a proposi¢ao que segue.

Proposicao 2.8.3. Um grafo G é conexo se sua matriz Laplaceana tem 0 como autovalor de

multiplicidade 1, isto é, dim(ker(L(G))) = 1.

Demonstraciio. As coordenadas de um vetor x € R® sio indexadas pelos vértices. Considere
um vetor x com coordenadas constantes para os vértices que estdo ligados entre si por uma

sequéncia de arestas, isto €, o vetor x tem coordenadas constantes nas componentes conexas do
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grafo. Para esses vetores tem-se

xL(G)x= Y (x —x;)* =0,
arestas

o que implica que x € ker(L(G)), de onde vem que dim(ker(L(G))) é igual ao niimero de

componentes conexas do grafo de concorréncia. [

Exemplo 2.8.2. (Bailey; Cameron, 2011, p. 4 e 7) O delineamento comt =15, b=7e k=3¢
apresentado na figura 2.47. Esse delineamento é denominado queen-bee, isso porque o tratamento

1 ocorre em todos os blocos. Seu grafo de concorréncia é mostrado na figura 2.48.

Figura 2.47 — Blocos do exemplo 2.8.2.

1 1 1 1 1 1 1

2 4 6 8 | 10 12 | 14

3 5 7 9 11 13 ] 15

Fonte: Adaptado de Bailey e Cameron (2011).

Figura 2.48 — Grafo de concorréncia do exemplo 2.8.2.

10 9 8 7
11 6
12 5
13 1 4
14 3
15 2

Fonte: Adaptado de Bailey (2011).

O grafo apresentado na figura 2.48 também € solu¢do de um problema cldssico em teoria

dos grafos, denominado Teorema da Amizade, veja (SPURI, CHAVES, 2022).
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A matriz Laplaceana, L(G), desse delineamento pode ser obtida através de seu grafo de

concorréncia como segue

L(G)=D—A(G) =

_.
=~
|
_
|
_
|
_
|
—_
|
—
|
—
|
—
|
—
|
—
|
—
|
—
|
_
|
_
|
_

-1 2 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 -1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 0 0 2 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 0 0o -1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 0 0 0 0 2 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 0 0 0 0o -1 2 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 0 0 0 0 0 0 2 -1 0 0 0 0 0 0
-1 0 0 0 0 0 0o -1 2 0 0 0 0 0 0
-1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -1 0 0 0 0
-1 0 0 0 0 0 0 0 o -1 2 0 0 0 0
-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -1 0 0
-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o -1 2 0 0
-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -1
-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o -1 2

2.8.2.2 Relacao entre a matriz de Laplaceana e a matriz de informacao

Vejamos agora as relacdes entre a matriz de Laplace e matriz de informagao no contexto de
delineamentos. J4 vimos que a matriz Laplaceana de um grafo G é dada por L(G) = D — A(G),
e que a matriz de adjacéncia é dada por A(G) = A — R. Note que d;; é o grau do vértice i
e A(G) = (a;j) é o nimero de arestas que liga o vértice i ao vértice j. Note também que
A(G) = (ajj) = 0, pois nao existe aresta que liga o tratamento i a ele mesmo.

Para delineamentos com uma estrutura de blocagem temos que § = {E,B,U}, com

matriz de relagdo dada por

1, se(a,B) estdo no mesmo bloco
Rg(a,B) =

0, caso contrario

e a matriz de concorréncia dada por

Ap =X RpX =

Ap(i,j)=|{(o,B) € Q@ x Q;x e B estdo no mesmo bloco e y(a) =i,y (B) = j}|,

que € exatamente o nimero de arestas (contados de forma adequada para o caso do delineamento

ndo bindrio) que contém os vértices i e j. Portanto, a matriz de concorréncia Ag € igual a matriz



de adjacéncia A(G) fora da diagonal, isto &,

rn O 0
0 rn 0

Ag— =As—R=A(G).
0 0 It
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Se Qf € a projecdo no stratum Wg, temos entdo que a matriz de informagdo é Ly =

X QrX. Ja provamos que

1
Lg =) W(E,F)-—Ar

FEF kr
1
= Z :u(E7F)k_AF
Fe{EBU} F

1 1 1
kg kp ky

1 1
B

1
—R— —Ag.
kg B

A notagdo acima para as matrizes de informacao e concorréncia foi utilizada na sec¢do

2.7. Aqui continuamos denotando Lg por L, Ap por A e também kg por k.

As consideracdes acima expostas resultam na seguinte proposi¢ao.

Proposicao 2.8.4. (Bailey; Cameron, 2009, p. 16) Se um delineamento em blocos tem o tamanho

dos blocos constantes k (mas nio € necessariamente bindrio), entdo sua matriz de informagao L é

obtida dividindo a matriz de Laplace do grafo de concorréncia por k.

L(G)

Demonstrac¢ao. Devemos mostrar que —;— = L. Para tanto, considere primeiramente os ele-

mentos fora da diagonal de L(TG), ou seja,

k k k
Aij 1

(L(G)) _Dij—A(G)ij _, AlG)i
ij
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Agora considere os elementos da diagonal de @, ou seja,

L(G)\ _ Di—A(G)i Di—0 D
ik Kk

k
em que D;; é o grau do vértice i. Se A;; é o nimero de blocos, contados com multiplicidade, que

contém i e j, entdo teremos A;; arestas ligando os vértices i e j. Mas, 4;; é obtido por
NisN js,

em que n;; € 0 nimero de vezes que i aparece no bloco s e nj; € o nimero de vezes que j aparece
no bloco s, isto € entradas da matriz de incidéncia N. Esse produto conta o nimero de ocorréncias

do par i, j no bloco s. Somando os blocos, obtemos

b
Aij =Y mignjs,
s=1

que € a quantidade de arestas que ligam i a j. O total de arestas que saem de i é a soma de A;;

para todo j # i. Assim,

b b b
di; =D;; = Zlij = Z Znisnjs = Z Znisnjs = Znisznjs

JFi JjFis=1 s=1 j#i s=1  j#i

b b b
= Znis(k—nis) :anis— anzs = kR — Aji.
s=1 s=1 s=1

Logo,

Portanto, @ =L.0O
A matriz de informacao L possui uma importante propriedade.

Proposicao 2.8.5. As somas dos elementos das linhas e das colunas da matriz L sdo nulas.
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Demonstracdo. Vejamos primeiro a soma dos elementos das linhas da matriz de concorréncia

A. Seja njg uma entrada da matriz de incidéncia, N,

J

t b b
R R WIES WA W W
=1

JFi s=1 JjFis=1
b b b b
= Zn%ﬁ— Z Zn,-snjs = Zn%ﬁ— Z Nig Zn_,-s
s=1 s=1 j#i s=1 s=1 JFi
b
= Z n,zs +

b b
s=1
b
=k Z Nig — kni,'.
s=1

b b
nis (k—njs) = Zn,-zs+k2n,~s— anzs
1 s=1 K s=1

§= s—=1

Vejamos agora a soma dos elementos das linhas de L. Seja /;; uma entrada da matriz de

informacdo, L

1 t 1 1 t 1
.Zlij = Z (rij—zlij) :r,-—z Zl’.j :nii—%knii:O.

j=1
Como a matriz L € simétrica, segue que a soma dos elementos da coluna também ¢é nula. []

Outra demonstracdo para a proposicao 2.8.5 segue considerando os casos bindrios e nao

binarios.

Demonstracdo. Seja /;; uma entrada da matriz de informagio, L, e A;; uma entrada da matriz
de concorréncia, A. Primeiramente, para o caso bindrio, como A; j conta em quantos blocos os
tratamentos i € j ocorreram juntos, se o tratamento i ocorre em r; blocos, em cada um dos blocos

temos k — 1 tratamentos, logo,

t

t
Z Aij=rik—1) e Z)'ij =ri(k—1)+r; = kr;,
=1

J=1 J=1
J#

e, portanto,

! 1 ¢ 1
l,‘j =7r;— % Zlij = ri—%(kr,-) =0.
j=1 j=l1
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Seja agora n;; uma entrada da matriz de incidéncia, N. Assim, para o caso nio bindrio, o resultado

segue de forma semelhante, uma vez que,

b
ri = Z nijj,
j=1
€, portanto,
t 1 t 1 t b
Zlij:ri_ Zlij: i 7 Zznzsn]s
i—=1 k =1 j=1s=1
J J J=1s
1 b t 1 b
=r—- Nig ans =ri— — nick
k =1 =1 k =1
S= J= s=
1
:r,v—%rik:O. O

Segue da proposicao 2.8.5 que a matriz L(G) também tem somas linha e coluna nulas. A

demonstracao é dada a seguir.

Demonstracdo. A soma dos elementos das linhas de L(G) é dada por

1

SMICIIES HESTCIVES WS MAXCI

J= J=1

~
I
_
~
Il
_

pois A;; € o niimero de arestas que saem do vértice i até j, sempre que o tratamento j estiver em

um mesmo bloco que i e somando em j tem-se todas as arestas que saem de i e, portanto, € o

grau de i. [

O estudo dos autovalores da matriz Laplaceana € uma ferramenta importante em teoria

dos grafos e, portanto, em teoria dos delineamentos.

2.8.3 Otimalidade de delineamentos e grafos

Ao planejar um experimento, em geral, tem-se as principais questdes para as quais se

deseja respostas. Nesse sentido, o delineamento deve ser adequado para que as andlises produzam

conclusdes confidveis. Entre os varios modelos que podem ser utilizados, é razoavel a procura

por aqueles que apresentem vantagens em relacao a outros. Tais vantagens sdo avaliadas por
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critérios de otimalidade. Tem-se entdo uma ampla teoria que propde definir em que sentido um
delineamento € 6timo, os criérios de otimalidade a e a obtencao destes.

A teoria dos delineamentos 6timos ultrapassa o escopo deste trabalho, serdo apresentadas
nesta se¢do as defini¢des bésicas de otimalidade e algumas relagdes entre delineamentos 6timos

e grafos. As referéncias desta secao sdao Bailey e Cameron (2009, 2011).

Critério A-6timo
Vimos na defini¢do 2.4.3, quais sdo os fatores de eficiéncia candnicos. Ao tomar a média

desses fatores de eficiéncia candnicos tem-se

o ) 1
Zfatores de eficiéncia canOnicos = — Z autovalores de L
r

1 1 rt tk—1)
=t Lz—(t——)——
rrago() r 4 k k

Note que essa média ndao depende dos efeitos dos tratamentos e nao hd como distinguir entre
delineamentos com os mesmos valores ¢ € k. Portanto, ndo se pode utilizar essa média como um
critério.

Como um dos objetivos principais de um experimento é comparar tratamentos, € razodvel
utilizar a variincia de um contraste simples para os tratamentos (6, 7). Como mencionado no

teorema 2.5.1, esta variancia € dada por

—

Var (¢(6) —7(n) ) = (L™(6,6) —L~(8,1) — L~ (n,6) + L™ (n,n)) o*.

A ideia € entdo tomar a média das variancias de todos os estimadores dos contrastes
simples entre os tratamentos. Como temos um ndmero de pares (6,1) igual a¢(r — 1), vamos
somar as variancias dos estimadores 7(0) — (1) e dividir por #(r — 1). Fixando 6 e variando 1

temos

2 X Var(z(6) —e(m) = ¥, (L(0,6)+L (1,1) L (6.1) L™ (n,6))
n#6 n#6

=(r—1)L"(6,6) +traco(L™)—L (6,6)—2 Y L (6,7)
n#6

=1L (0,0)+traco(L™)—2L"(6,0)+2L(6,0)

=1L (0,0)+traco(L"),



observando que L~ tem soma linha nula (proposi¢do 2.8.5) e somando em 1) tem-se que

Y L7 (6,n)=L"(6,6).
n#6

Agora somando em 6 obtemos

Z (tL™(6,0)+ trago(L™)) =1t trago(L™) +1 trago(L™) = 2¢ trago(L ™).

0

Portanto, a média das variancias dos contrastes simples € dada por

2t _ 5 2traco(L7) ,
—t L )o"=———F—">0".
tt—1) rago(L") r—1

Seja cy,c¢2,...,c;—1 0s autovalores ndo nulos de L, entdao

_ 1 1 1
tragO(L ):c_1+c_2++ct__]’

e assim a variancia média de um contraste basico €

_ 202 /1 1 1 5 1
V=—|—+—+...+— ) =20
t—1\c1 o Cr—1

em que a média harmonica é

r—1
1 1 1 -
a—Fa—l—...—

Cr—1

média harmodnica de ¢,cp...,¢;

Y
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Dizemos que um delineamento é A-6timo se ele minimiza V, isto €, possui a maior média

harmonica entre seus concorrentes.

Critério D-6timo

Estimativas para diferencas de efeitos de tratamentos geralmente apresentam intervalos

de confianca. Quanto menor o intervalo, melhores sdo as estimativas. O intervalo de confianca

¢ proporcional a variancia do estimador, supondo que os dados possuem distribui¢cdo normal.

Portanto, minimizar a variancia € o0 mesmo que minimizar o intervalo de confianca. Bailey e

Cameron (2009).
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Vamos considerar o subespago correspondente a varidncia dos estimadores, ou seja, o
stratum dos residuos. Seja Q o projetor neste stratum. Como Var(Y) = 02l os valores de Y
percorrem uma nuvem esférica centrada em E(Y) = X 7. Projetando Y, ou seja, obtendo QY

obtemos também uma esfera centrada em X 7. Aplicando X " obtemos
Var(X QY) =X Q Var(Y)(X Q) = X 0(6%15)0X = 6°X 0X = 6°L.

Vimos no teorema 2.4.1 que estimativas de x T sdo obtidas da forma z X /Q Y com Lz = x.
Quando QY "percorre" a esfera centrada em X T, 0 vetor X /Q Y "percorre” um elipséide. O
volume desse elipsoide € proporcional ao determinante de L, quando restrito ao subespago
(ker(L))*, isto &, proporcional ao inverso do produto dos autovalores niio nulos de L, ou seja,
]'[i; } c¢;i. Nesse sentido, um delineamento € dito D-6timo se minimiza o volume do elipséide, ou
se ele maximiza a média geométrica de cy,cy,...,c;—1. Note que D significa determinante.

O critério D-6timo € adequado quando os tratamentos sdo combinacdes de quantidades
diferentes. Como as escalas para diferentes varidveis podem nao ser compativeis pode ser ade-
quado usar uma reparametrizacdo. Sendo assim, se faz necessario um critério que seja invariante

para a repametrizacao do modelo. Entretanto, quando os tratamentos sdo qualitativos o critério

A-6timo parece mais natural.

Critério E-6timo

Outro critério de otimalidade € aquele em que a preocupacio do usudrio € controlar o
pior caso, no sentido que a maior variancia entre os estimadores dos contrastes simples seja a
menor possivel.

Para tanto, posicionando os autovalores de L em ordem crescente c; < ¢ <...<¢—1,0
menor valor serd é, logo, devemos ter o menor autovalor sendo o maior possivel.

L I
Sexétalquexx=1lex=oyx;+0x2+...,04_1x_1 com L(x;) = ¢;x; tem-se que

2 2 2 2 2 2
-~ o o at, o « o, 1
Var(X't) = 44+ 24, 4+ L2 ol
C1 (60) Cr—1 C1 & C1 C1

Logo, maximizando c; temos uma menor variancia. Um delineamento € dito E-6timo (E

de extremo) se maximiza o menor autovalor de L.
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2.8.4 Variancia balanceada

Se a matriz de informag¢do L de um delineamento for completamente simétrica, ou seja,
tem entradas diagonais iguais e fora da diagonal com valores iguais, entdo a variancia entre

contrastes simples €

—

Var(t(6) — (1)) = (L™(6,0) —L™(6,n) —L™(n,6) + L™ (n,n))c"
= (2L7(6,0) —2L(6,1))c>

para todo par (6,7) a varidncia é constante, isto é, todos os contrastes simples apresentam a
mesma variancia. Neste caso, o delineamento € denominado com variancia balanceada, VB.

Considere uma classe particular, D(z,b, k), de delineamentos com valores 7, b e k. Em
termos gerais o Teorema de Kiefer, veja (1975 aput Kiefer, Bailey; Cameron, 2009, p. 14), nos
garante que se em D (7, b, k) existe um delineamento com matriz de informagdo L completamente
simétrica e que tenha tragco maximo em relacdo a todos os delineamentos em 9D (z,b, k), entdo
esse delineamento é 6timo em relag@o aos critérios A, E e D. Em particular, se na classe ©(z,b,k)
existe um BIBD ele € A, E e D 6timo. Este é um resultado esperado pelos estatisticos em razao
da simetria dos BIBDs.

O teorema de Kiefer justifica a importancia dos delineamentos VB e algumas de suas
propriedades sdo apresentadas a seguir.

Em um delineamento VB a matriz de informacdo L = R — %A ¢ completamente simétrica.
Sabemos que @ =L, com L(G) = D—A(G). Lembre-se que A(G) tem zeros na diagonal,

logo, D deve ser constante. Vimos também que

1

Lii = R;i — k Ai=R;i— Z Njsn js.

No caso em que L € completamente simétrica nao se pode deduzir que o delineamento é
equireplicado, isto €, que R possui diagonal constante.

Dado um delineamento em (¢, b,k) com VB, vamos considerar a divisdo de bk por ¢.
Podemos definir r como o quociente dessa divisdo e p como o resto. Como bk = tr -+ p, o que

implica em p = bk —tr, com 0 < p <t — 1. Frequentemente utiliza-se a notagdo para divisdo
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em inteiros

7]

r=|—|,

t

que significa o menor inteiro. Bailey e Cameron (2009) apresentam o resultado que segue.

Proposicao 2.8.6. Se um delineamento possui variancia balanceada, seu traco é maximo se a

seguinte igualdade for satisfeita
r(k—1)=(r—1)A.
Demonstracao. Note que bk € o nimero de parcelas e temos a seguinte desigualdade
bk=rt+p<rt+t=t(r+1).

Assim todos os tratamentos ndo podem ser repetidos r + 1 vezes Portanto, alguns tratamentos
sdo repetidos no maximo r vezes. Cada ocorréncia desses tratamentos em um bloco implica que
existem k — 1 arestas saindo desse vértice, isto se esse tratamento aparece apenas uma vez no
bloco e os outros tratamentos aparecem também apenas uma vez.

Logo, o grau de um vértice é no méaximo r(k — 1). Mas em um delineamento VB, a
matriz de informacgdo é completamente simétrica. De modo que seu grafo de concorréncia €
regular de grau (r — 1)A (considere um grafo regular aquele em que todos os vértices possuem o
mesmo grau). Sabemos que a matriz de concorréncia A é uma matriz ¢ X ¢, que € igual a matriz

de adjacéncia A(G) fora da diagonal, ou seja,

0 A A
A 0 A
A A .0

Desse modo, a ligagdo do vértice i com os outros tratamentos é de A arestas. Como temos ¢ — 1
tratamentos fora i, temos que saem A(z — 1) arestas de cada vértice, isto é, o grafo é regular.

Portanto, A(r — 1) < r(k—1).
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Sabemos que o trago da matriz de informacao L € dado por

traco(L) = Zn,-snjs.
i#]j

Como i e j aparecem juntos A vezes,

traco(L) = Z?L =At(t—1).
i#]

Portanto, o maior valor que o traco de L pode ter é
traco(L) = Ar(t — 1) <tA(k—1).

Logo, o trago é maximose A(t — 1) =r(k—1). O

Uma propriedade dos delineamentos VB de traco méximo € que todo tratamento esta
em pelo menos r blocos (contados com multiplicidade). De fato, suponha um tratamento i
que esteja em 7 < r blocos. O nimero maximo de arestas que saem desse vértice é F(k — 1).
Porém, o grafo desse delineamento é regular e o grau de qualquer vértice é A(r — 1). Logo,
A(t—1) < F(k—1). Entretanto, A(t — 1) = r(k— 1), de onde vem que r(k—1) < F(k—1), 0
que € um absurdo, pois 7 < r. Portanto, todo tratamento estd em pelo menos r blocos. Temos
também que se um tratamento estd em exatamente r blocos ele ocorre apenas uma vez em cada
um desses blocos. De fato, pois se ele ocorresse, por exemplo, duas vezes em um mesmo bloco,
o nimero de arestas definidas pelos vértices desse bloco seria igual a k — 2, e o nimero total de
arestas nesse vértice seria igual a r(k — 2), violando a igualdade.

Vejamos agora o que acontece com os tratamentos que estao em mais do que r blocos,
por exemplo, um vértice que estd em r + 1 blocos. Nesse caso, o tratamento deve repetir duas
vezes em um desses blocos. A seguir prova-se que o nimero de tratamentos que se repetem em
blocos é no maximo igual a p.

O numero total de parcelas é bk = rt + p, com 0 < p <¢. Como observado anteriormente
esses tratamentos ocorrem em mais que r blocos e, portanto, sdo aplicados a r 4 1 ou mais
parcelas. rt conta todas as parcelas que receberam os tratamentos replicados r vezes. Temos
entdo o restante de p parcelas que receberam os tratamentos que foram replicados mais que r
vezes. Portanto, o nimero maximo desses tratamentos € igual a p. O méaximo de p ocorre se

exatamente p tratamentos possuem uma replicacdo a mais em algum bloco.
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Proposicao 2.8.7. (Bailey; Cameron, 2009, p. 8) Um delineamento com ¢ tratamentos e b
blocos de tamanho k maximiza o trago de L (entre todos os delineamentos) se, e somente se,
cada tratamento ocorre | % | ou [%] vezes em cada bloco. Em particular, se k < 1, o trago de L é

maximizado pelos delineamentos bindrios, o valor maximo é b(k— 1).

Demonstraciao. Seja N a matriz de incidéncia do delineamento, parai =1,...,tes=1,...,b,
em que n;; ¢ o nimero de vezes que o tratamento i aparece no bloco s. A matriz de concorréncia
2z / 7 7 . . .

é tal que A = NN, em que A;; é o nimero de vezes em que os tratamentos i € j aparecem juntos

nas classes do bloco contados com multiplicidade (produto das repeti¢cdes na mesma classe).

Agora note que

t 1 1 1 b
trago(L) = ) (Rii - %Aii) =) ri— % g,

i=1

Mas Y, nlzs € a soma de todos os tratamentos contados com multiplicidade que ocorrem no

bloco 5. Logo, essa soma resulta em k, ou seja,

1 t 2
i=1 i=1

t

2 2
Znis—i— Znisnjs =k =
i=1 i#]

t
Z nlzs = k2 — Znisnjs.
i=1

i#]
Logo,
! 1

b
trago(L) = Z rii — % Z k2 — Znisnjs
i=1 s=1 oy
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Mas, 25:1 rii = bk, que € o total de parcelas. Portanto,

1 1
traco(L bk——Zk2+ Z’l;n,sn]s bk—%k2b+%;z'nisnjs
? I#] s=1i#j
1 b
:Ezznzsnjs—_zznzsnjs— lejy
s=li#] i#js=1 I#J

que € a soma dos elementos fora da diagonal de A.
Fixado t, b e k queremos obter a matriz L de maior tragco. Temos aqui um problema
de maximo condicionado que serd resolvido utilizando o multiplicador de Lagrange. Vamos

maximizar o traco de L, restrito a 221 nis =k,coms=1,...,b, ou seja,

max Z /= max Y ann,s max—ZZn,snjs,

t#] l#/ s=1 ko= Li#j
o o~ b L o, . -
com a restricdo )./, n;; = k. Temos uma soma com b termos positivos restritos a b condi¢oes
independentes. Entao, € possivel maximizar cada uma delas individualmente, ou seja,

t
max— Z Njshjs, COM a restri¢ao Z n;s = k para cada s.
i#] i=1

A Lagrangeana ¢ dada por

. oL 1
Z”ls”/s (Zinis—k> = 8niS:%ans—7L.

l#] i#]

Igualando a derivada a zero tem-se

1
—ans A=0= %(k—n,-s)—zzo:
l#/

1—%_/1 = nig =k(—A+1).

Logo, os n;js sdo os mesmos para todo bloco s e para todo tratamento i. Como eles t€ém que ser

inferiores a 2:1 nis =k, entao n;; = LI;CJ ou [lﬂ
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Para o caso que k < b o tragco de L € constante e € maximizado pelos delineamentos

bindrios. Resta provar que o valor maximo é b(k — 1). Como vimos,

trago Z Z Rish js.

s 1izj

Para o caso bindrio n;; =0 ou 1 e nj; = 0 ou 1. Fixado o bloco s, se i pertence a este
bloco temos n;; = 1, de modo andlogo, se j pertence a este bloco nj; = 1. Assim, njnj; = 1. Se
temos k — 1 tratamentos j no bloco s diferentes de i, entdo, temos k — 1 termos em que n;nj; = 1.
Na soma Y. ;njsn js temos k(k — 1) pares. Agora, se i e j estdo no bloco s, njsnjs = 1. Logo, a
soma tem valor k(k—1) e

bk(k 1)

trago(L ZZanﬂ_ Zk —1) =b(k—1).0
s Li#j k

Para os delineamentos em blocos completos temos k =t e n;; = 1 para todo i. Assim

temos que

portanto, trago(L) =1 (1 — 1) b= =

2.8.5 Autovalores da matriz Laplaceana

Os autovalores da matriz Laplaceana estdo fortemente relacionados as propriedades do
delineamento correspondente. Vejamos entdo alguns resultados relativos aos autovalores da
matriz Laplaceana.

Se0=pp <y < <...< U1 = Umax, sdo autovalores de L(G). Entdo, trago de
L(G)é

traco(L Z d; = Z Wi
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Como as somas dos graus dos vértices € igual a duas vezes o nimero de arestas do grafo

(denotado por e) tem-se que

Zui:2€:>
i=1
1 t—1
Y = —2e=
t—l; —1
2
M1 < —— < Umax

Se I'(G) é o menor grau e A(G) € o maior dos vértices de um grafo G, entdo

< tT'(G) < tA(G)

< <2A(G).
1S5 STy S Hmax <24(6)

Outro parametro relacionado aos grafos € niimero isoperimétrico. Para um conjunto S de
vértices, seja d(S) o conjunto de arestas que possuem um vértice em S e o outro o complemento

de S. O nimero isoperimétrico i(G) é definido por

i(G) :min{%; SCV(G),0<5| < %}

em que V(G) é o conjunto dos vértices de G.
De fato tem-se um resultado mais geral. Vamos definir um conjunto de arestas de corte
de tamanho ¢ como um conjunto com c arestas. Quando retiradas essas c arestas, o grafo passa a

ter duas componentes conexas, isto €, dois subgrafos que ndo possuem arestas entre si.

Proposicao 2.8.8. (Bailey; Cameron, 2009, p. 19) Seja G um grafo com um conjunto de arestas
de corte de tamanho ¢, cuja remocao dessas c arestas separa o grafo G em duas componentes de

tamanho m e n, entdo U; < c (% + %)

Demonstracao. Seja x um vetor perpendicular ao vetor 1. Lembre-se que o vetor 1 é autovetor

do autovalor 0. Tem-se o resultado de dlgebra linear apresentado em Ferreira (2008) que diz que:

. [XL(G)x

U; = min ¢ ——— : x perpendicular a 1
XX
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Seja x o vetor que assume o valor constante n nos m vértices de uma das componentes e

assume o valor —m nos n vértices da outra componente

Como x tem soma das coordenadas zero,
soma(x) =n+...+n+(—m)+...4+(—m) =mn+n(—m) =0,

ele € perpendicular ao vetor 1.

Como ja foi visto que

ALG)x= Y (u—x)%
nas arestas

logo, tem-se que

x/L(G)x - Y nas arestas(xi_xj)2 N c(n— (—m))2 _ c(m—l—n)2

1> 7

Xxo mn? + nm?  mn24+nm? mn?+nm?
c(m+n)*>  c(n+m) 1 n 1
— f = C —_— — .
mn(n-+m) mn m n

Portanto, u; <c (% + %) O

Teorema 2.8.1. (Bailey; Cameron, 2009, p. 19) Seja u; o segundo autovalor de Laplace de G,

entdo & <i(G).

Demonstracdo. Se S é um conjunto de vértices que tem niimero isoperimétrico i(G), isto &,

i(G) = % Entdo, ao retirar o conjunto de arestas de corte S, dS fica particionado em dois

componentes disjuntos do tamanho |S| =m e |V(G)|— |S| = n. Portanto, d(S) é um conjunto de

arestas de corte de tamanho |Jd(S)| = ¢ e pela proposi¢do 2.8.8, u; <c (% + %) Podemos supor
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m < n e, portanto,

m m

11 o1y 2
1 gc(—+—) gc(—+—) — %€ _2i(6).O
m n m

Uma aplicacdo da proposicado 2.8.8 € que dado um grafo G com ¢ vértices, no qual para
dois vértices tem-se graus arbitrarios d; e d,. A retirada de todas as d| + d, arestas que saem
desses vértices, desconecta o grafo em duas componentes S1 e S; (figura 2.49), com S, formado

pelos dois vértices e S7.

Figura 2.49 — Componentes conexas do grafo G.

=

(/

Fonte: Da autora (2024).
di+dr
5.

Proposicao 2.8.9. Nas condicdes descritas, ) <

Demonstraciao. Considere o vetor x dado por

que, de fato, possui soma zero nas coordenadas, pois,

soma(x) = (r—=2)+ (@ —2)+(-2)+...4+(-2)=2(t—2)+ (r —2)(—2) =0.



Agora, note que

ALGx= Y  (i—x)?= Y (-2-(-2)*= Y 2= (di+do)i*.

nas arestas dy+d> dy+d»
Portanto

_XL(G)x _ (dy +da)t?
Ms—n = 2(t—2)24(t—2)22
. (dl —f—dz)l‘z
212 —=2t+4)+(t—2)4
(d] —l—dz)tz
212 — 4t + 8+ 4t —8
(dl +d2)t2
212
B di+ds
==

g
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Uma propriedade importante para o estudo da otimalidade € o fato de que se o grafo G, é

obtido a partir do grafo G| pela inclusdo de uma nova aresta, entdo L(G,) — L(G) é positiva

semi-definida (fato demonstrado na proposi¢do 2.8.2). Como consequéncia fundamental dessa

propriedade, o grafo de um experimento nunca perde sua A e E otimalidade devido ao fato de se

acrescentar uma aresta. Isso significa que, se em um delineamento 6timo acrescenta-se um bloco

ele continua sendo 6timo. Em particular, ao acrescentar uma aresta a um grafo G, obtendo G,

o menor autovalor de L(G1) € maior ou igual ao menor autovalor de L(G»).

Lembre-se que para k = 2 € possivel recuperar o delineamento a partir do grafo. Nesse

sentido, € possivel referir-se de maneira indistinta como grafo ou delineamento.

Um grafo estrela € apresentado na figura 2.50. Desse grafo segue o resultado apresentado

em Bailey e Cameron (2009).
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Figura 2.50 — Grafo estrela.

€2

€4

Fonte: Da autora (2024).

Proposicao 2.8.10. Os autovalores da Laplaceana do grafo estrela sdo 1 com multiplicidade

t —2 et com multiplicidade 1.

Demonstracao. Os autovalores da Laplaceana do grafo estrela sdo

tr—1 —1 -1 —1 0 0
—1 1 0 0 2 Vi
LGyv=] -1 0 1 0 v | =1 »
—1 0 0 1 V¢ V¢

com vi +vy +...v; = 0. Note que este subespago tem dimensao ¢ — 2, pois

—1

—1

—1
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3 METODOLOGIA

A Estatistica, em suas vdrias dreas como inferéncia e delineamentos experimentais utiliza
as mais variadas técnicas Matemadticas. Entre essas, uma das mais utilizadas € a dlgebra linear.
Em particular, sio numerosos livros com titulos envolvendo “dlgebra de matrizes em Estatistica”.
Entretanto, no trabalho com a 4lgebra matricial perde-se um pouco o aspecto geométrico. Ja na
perspectiva geométrica temos transformacoes lineares, projetores, subespacos e ortogonalidade
entre subespacos.

Como mencionado, uma das dreas da Estatistica € a que trata dos delineamentos experi-
mentais. Os delineamentos experimentais referem-se aos desenhos nos quais os experimentos
sdo conduzidos.

Como vimos no referecial tedrico deste trabalho, vérias estrututas podem ser consideradas
quando se trata de delineamentos experimentais. A teoria matemadtica utilizada nos conceitos
estatisticos, muitas vezes € deixada de lado. Nesse sentido, para elaboragdo deste trabalho, uma
questdo essencial foi a escolha dos materiais de estudo, visto que estes deveriam ter enfoque
matemadtico e estatistico.

Nesse contexto, o primeiro passo para elaboracdo deste trabalho foi a escolha dos
materiais diddticos sobre estatistica experimental a serem estudados. As obras de Rosemary
Bailey pertimitem a aproximagdo entre a matemadtica e a estatistica. Sendo assim, os livros de
Bailey (2004, 2008) foram estudados de forma minuciosa. Os artigos de Bailey e Cameron
(2009, 2011) também foram utilizados.

Pode-se dizer que este trabalho € a continuidade de Silva (2020), no qual apresentou-se
uma abordagem geométrica dos principais delineamentos experimentais e também os diagramas
de Hasse. O conceito de subespagos ortogonais foi amplamente utilizado. Entretanto, assim
como em Bailey (2008), os esquemas de associacdo nao foram abordados.

Nessa perspectiva, este trabalho abordou a teoria dos esquemas de associacdo. Teoria
que envolve conceitos matematicos essenciais da teoria dos conjuntos, que muitas vezes nao sao
evidenciadas na pratica. Do ponto de vista de delineamentos experimentais, os esquemas de
associagdo sdo totalmente aplicéveis.

Outro assunto que também foi abordado neste trabalho refere-se a teoria dos grafos.

Aspectos combinatdérios e matematicos que os grafos possuem sdo adequados para modelar a es-
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trutura dos delinementos experimentais. Esta abordagem foi utilizada para estudar delineamentos
soldveis e otimalidadede.

Nesse sentido, para elaboragdo deste texto, estudou-se os livros citados de forma a
articular seus conteidos, com maior enfoque nos esquemas de associacao apresentados em
Bailey (2004). Os livros exploram propriedades matemadticas, principalmente na construcdo da
algebra de Bose-Mesner.

No desenvolver dos estudos, aspectos importantes quanto a demonstra¢des, exemplos e
toda a teoria estudada surgiram.

Dessa forma, enfatizamos que no referencial tedrico deste trabalho, teoremas e pro-
posi¢cOes que sdo apresentados sem suas respectivas demonstracdes, as mesmas podem ser
encontradas nos textos citados. J4 demonstragdes que sdo apresentadas no presente trabalho
sao desenvolvidas de modo a deixar mais claras demonstragdes ja existentes e/ou apresentar
demostracdes alternativas dos textos citados. A demostracdo da secdo 2.4.4 € inédita com a
abordagem utilizada.

Sobre os exemplos apresentados no referencial tedrico deste trabalho, ressaltamos que
o objetivo do texto ndo é apenas replicar exemplos ja existentes. Nesse sentido, os exemplos
que sdo citados possuem contribui¢des como: diagramas de Hasse que ndo foram apresentados
nos textos de origem ou esquemas de andlise de variancia que também ndo foram mostradas. Ja
exemplos que ndo possuem citagdo sao de autoria prépria.

Os estudos realizados nos levam aos resultados deste trabalho, que sdo apresentados no
capitulo 4. Vale destacar que os resultados sdo apresentados em se¢des e que estas diferem
entre si, uma vez que sdo apresentadas contribui¢des referentes a temas que surgem ao longo do
referencial tedrico.

Enfatizamos que no capitulo 4 existem definicdes e teoremas utilizados para fundamentar
os resultados, construcdes e exemplos. Contudo, destacamos que as construgdes e exemplos nao
citados neste capitulo sdo contribui¢des inéditas em relacdo ao referencial térico utilizado neste

trabalho.
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4 RESULTADOS

Apresentam-se neste capitulo os resultados deste trabalho.

4.1 Abordagem geométrica aos esquemas de associacao ciclico

Bailey (2004) apresenta a constru¢do dos esquemas de associacao ciclicos utilizando
teoria dos conjuntos. A construcao € abstrata, algébrica e certamente pode representar dificul-
dade para muitos leitores. Serd apresentada uma abordagem geométrica na qual acredita-se

ser mais intuitiva. A ideia € utilizar retas geométricas, isto €, graficos de func¢des afins em Z; X Z;.

Delineamento ciclico

O grafico da fungdo afim [ : Z; — Z;, B = () = @ + ® é uma reta com coeficiente

angular 1 e termo independente . O gréfico de [ que denominaremos D, € dado por
Dyp={(a,B),p=a+o=0=p—a}.

Por exemplo, sejam /(o) = ot +3 e () = o em Zg X Zg, seus graficos sdo represen-

tados na figura 4.1.

Figura4.1 — [} (a) = o+ 3 (aesquerda) L (a) = a (a direita).

5 ) 5 ®
4 ) 4 )
3@ 3 ®
2 ® 2 °
1 ® 14 °
+ ® + @
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Fonte: Da autora (2024).
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Seja A C Z;, vamos definir o subconjunto de Z; x Z; dado por

Dy =A{(o,B),0 = —a,o € A}.

Dy € entdo formado por um feixe de retas com termos independentes em A (figura 4.2).

Figura 4.2 — D,.

n—1
n—2 +
A
2
14+
0 1 2 n-2 n-1
Fonte: Da autora (2024).
Se A= —A,istoé, se w € A, entdo, —® € A, temos que D, € um subconjunto simétrico

em relacdo a diagonal de Z; x Z,. De fato, se (o, 3) € Da, temos que @ = 3 — & com @ € A.
De onde vem que —@ = —f3 + o, e como —@ € A, segue que (a,—f3) € Da.

Se Ai N Ay = 0 entdo os feixes de retas Dp, e Dy, também sdo disjuntos. Considere
uma particdo Ag = {0},A,As, ..., Ay de Z;, logo, D, = diag(Z; X Z;),Da,,Da, .. .,Da, é uma
parti¢do de Z, x Z;. Se Aj = —A;, i =0,1,...,s entdo Dy, € simétrico. Tem-se entdo a questao:
qual a condig@o sobre a parti¢do Ag, Ay, ..., Ay de Z; para que Dp,,Dy,, . .., Da, s€ja um esquema
de associa¢@o? Nesse caso Dy, seriam as classes associadas €;.

Se temos um esquema de associac¢do, entdo existem pf.‘j tais que para (a, B) € Dy, . Entdo

Pl =Y € Z,(a,7) € Da e (v,B) € Dy}

Isto é, se (@, ) é um ponto sobre uma reta de Dy, entdo, existem pfj pontos sobre as retas de
Dy, e pf?j pontos sobre as retas de Dy . Este fato pode ser representado geometricamente, como

na figura 4.3.
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Figura 4.3 — Pontos pfj sobre Dy, e Dy;.

wo € A

ngAj

w € Ag

1 1 1 1
aE T T nE

(%

Fonte: Da autora (2024).

Portanto, existem pfj pontos Wy em A; e pf.‘j pontos @g em A; obtidos a partir das retas

definidas pelos pontos (a, ), (v,8) e (a,y). Como

o=pf-a=p=0+a0,
wp=B—y=B=0wp+7,

Wy =7—0=0=—0W¢+7,
tem-se que

O=p-0o=(wg+y)— (—0g+7) =0+ 0y

— g = Wy — O.

Observe que —g € um elemento de A;.
Podemos agora inverter a constru¢do para obter as condi¢des sobre a particdo Ag, Ay, ...,
As. Dado o € A, tomamos um ponto (o, ) na reta definida por @ e obtemos pé‘j elementos

D € A;, tais que @ — @ € A;. E possivel mostrar que a constru¢io nio depende do ponto (a,B)
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da reta definida por @. Temos entdo que a particdo Ag,Ay,...,As de Z,, dada pelo feixe de retas

em Z; X Zs € dada por Dp,, Dy, ,...Da,, define um esquema de associagio.

Definicao 4.1.1. (Bailey, 2004, p. 24) A particdo de Z; em subconjuntos Ag,Ap,...,A; é um
blueprint para Z; se:

a) Ag = {0};

b) parai=1,2,...,5,se @ € A; entdo —w € A;;

c) existem inteiros pfj tais que se B € Ay entdo existem exatamente pfj elementos & em A;

taisque B —a € A;.

O blueprint é uma parti¢do em Z;, que permite construir uma parti¢do em Z; X Z, isto &,
um esquema de associagdo ciclico.

A abordagem de analisar o esquema de associagdo ciclico como retas em Z; X Z; é uma
contribuicdo deste trabalho. Nesse sentido, a abordagem geométrica utilizada na construcao dos
esquemas de associagdo ciclicos pode também ser utilizada na constru¢do de delineamentos.
A construgdo a ser desenvolvida se aplica de forma geral a grupos abelianos, mas vamos nos
restringir por simplicidade apenas ao grupo Z;.

Se I' C Z;, uma translag@o de I" € um subconjunto de Z; definido por:
'+0={v+06,verl}.

Diremos que duas translagdes I'+ 6 e I' 4 6, sdo distintas se, como conjuntos sao
diferentes. Vamos definir o nimero de translacdes distintas de I por [. Tem-se que / € o
menor inteiro tal que I', '+ 1,I'4+2...,I"4+ [ — 1 sejam conjuntos distintos e '+ / =I". Como
I'+l+1=I+1,entdo '+, I'4+1+1,...,I'4+1+1—1sdo disjuntos e I'+2/ =T". Segue desse
fato que [ necessariamente divide ¢. / € denominado indice de I em Z;.

Vamos considerar a interse¢do da reta definida por 6 € Z;, B = o + 0, e o conjunto
I'xT. Se (vi,v2) € I' x T e estd na reta, entdo vo = v; + 0 = v, —v; = 0 e vice-versa. Se

vy —v) =60 = v, =v;+0 e (v,1,) estd na reta (figura 4.4).
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Figura 4.4 — Pontos da reta 6 € Z;.

e e e e
T T T T

0 U1 U2 U3

Fonte: Da autora (2024).

Portanto, a interse¢do do grafico dareta B = o+ 0 e I' x I é dada por

Hy :{(Vl,V2) eI'xTI,6 :VZ—VI},

me(r) = |{(V1,V2) el x F,Q :VZ—V1}|,

em que mg(I") € o nimero de elementos em .73.

Definicao 4.1.2. (Bailey, 2004, p. 235) Um delineamento em blocos incompletos com o conjunto
de tratamentos Z; é um delineamento em blocos grupo fino (thin group block-design) se existe I'

em Z; tal que os blocos sdo todas as translagdes distintas de I'.

Trabalhando com retas, tem-se a adaptacdo do teorema apresentada a seguir (conside-
ramos uma adaptagdo pois a operagdo utiliza retas em Z; X Z;, ou seja, para (a,f3) tem-se

0=p—0).

Teorema 4.1.1. Adaptado de (Bailey, 2004, p. 235) Em um delineamento em blocos grupo fino

definido por I', de indice /, a matriz de concorréncia A € dada por

A(0,0) :mg(r)f

A, B) = A0, — ).
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Demonstracao. Cada par de pontos (vi,v;) € I' x I', com 8 = v, — vy, define um bloco I'— vy,
que contém simultaneamente os tratamentos 0 e 8. Queremos contar em quantos blocos os
tratamentos 0 e 6 ocorrem juntos, isto é, qual o valor da entrada da matriz A(0, 0).

Seoindicede'em Z, é [ =¢, entdo, [, 1"+ 1,...,I"+1 — 1 sdo blocos distintos. Vamos
tomar dois pontos (vi,v2) e (wi,wz) em 7. Esses pontos definem blocos I'—v; e I'— w que
sdo distintos. Logo, cada par (vi,v2) em 5 define um bloco diferente e, portanto, o nimero de
blocos que contém simultaneamente 0 e 6 € mg(I').

Se o indice de I"' em Z; € | < t, temos entdo os blocos I, T"+1,...I'4+ 17— 1. Vamos
tomar o ponto (vi,v2) em . Esse ponto define o bloco I' — v; que contém o tratamento
0. Como I'—vy =T"—v; + 1, esse bloco contém o tratamento 0, isto implica que v; —/
pertence a I' e, portanto, os pontos (vi,v, =v; —0) e (vi —[,v; — [+ 6) pertencem a ¢
e definem o mesmo bloco. O mesmo ocorre para (vi —2I,vy —2[+0),(v; —3l,v; — 3+
0),..., (v1 — (% — 1) l,vi— (% — 1) [+ 9), (observando que [ divide t). Segue entdo que para
cada ponto (v, v;) € JZ outros (% — 1) definem o mesmo bloco. Logo, o conjunto .77 € dividido
em % conjuntos de pontos em que cada conjunto define 0 mesmo bloco. Segue que o nimero de
blocos que contém O e 0 é

mg(I") 1

; = -mg (F)
7 t

Observe que os tratamentos 0 e 6 ocorrem em I" -+ vy se, e somente se, [3 € [)’ + 0 ocorrem

em '+ 3 4 vy, logo,

A(B,B+6)=A(0,6).

Em outras palavras,

A, ) = A0, — o),

para B = o+ 0 o que implica que 6 = 8 — a. [

Um procedimento prético para a identificacdo de um delineamento parcialmente balance-

ado € fazer a tabela de diferencas de I'. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 4.1.1. T'= {0, 1,3,7} em Zo, temos a tabela 4.1 de diferencas.
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Tabela 4.1 — Tabela de diferencas.

N W= O

N O\ oo OO
W3 O =~
N O N WW
S O\

Fonte: Da autora (2024).

As entradas da tabela 4.1 contém exatamente o valor mg (L"), para 6 # 0. Por exemplo,
m3(T') =2, pois3—0=3e1—7=—6=3, que ocorre na tabela duas vezes; ms(I") = 1, pois
3—7 = —4 =135, que ocorre na tabela uma vez.

Observe que [ =t e temos portanto oito translacdes distintas e estas definem o delinea-

mento (tabela 4.2).

Tabela 4.2 — Delineamento usando as translacoes.

1 2 3 45 6 7 8
01 2 3 4 5 6 7 8
112 3 45 6 7 8 0
314 5 6 7 8 0 1 2
718 0 1 2 3 4 5 6

Fonte: Da autora (2024).

Tem-se a matriz de concorréncia

SN
N O N
—_

2 1 010 1 0
210110120
202101102

Observe que no exemplo 4.1.1 todos os elementos de Zg ocorrem.
Quando a tabela de diferencas de I em Z; contém todos os elementos de Z; com igual

frequéncia, isto é, mgy(I") = A, para todo 6 € Z,, a tabela de diferencas € dita perfeita. Temos
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entdo um resultado imediato: um delineamento em blocos grupo fino € balanceado se, somente

se, sua tabela de diferencas € perfeita.

4.2 Algebra de Bose-Mesner como uma algebra de matrizes diagonais

O fato apresentado na secdo 2.2.1 que existe uma matriz ortogonal H que diagonaliza
simultaneamente as matrizes da dlbegra 2l nao foi observado em Bailey (2004). Vamos utilizar
esta propriedade para simplificar e dar uma intui¢ao geométrica para os resultados relativos a
algebra .

Primeiramente vamos relacionar uma matriz M € 2l com projetores ortogonais. Como
para M ¢é diagonalizavel, isto €, admite autovalores distintos A;,Ay,...,A,, com m < n (os
autovalores podem ter multiplicidade e assumir valor zero). Vamos considerar V1, V5, ...V, os
autoespacos correspondentes. Tem-se V; L Viparai# je R" =V @V, ... DV,

O polinémio p(x) = []}_;(x— 4;) € tal que p(M) =0 p(x) € o polindmio minimal. O
projetor ortogonal P; em V; é dado por:

P [1j4(M —2;lq)

(A= 4;)
De fato, pois se v € V;, temos que
Py — I14i(M — A;lq)v

[14i(Ai — 2;)

_ My —2A;v)

- u(hi—2)

_ jz(Aiv —Apv)

Tk )

_ (Hﬁéi(li - %’)) )
[1j2i(Ai — 4;)

=

SeveVjentio (M — Ajlg)v =Mv—Ajy=A;v— Ay =0e, portanto, Pv = 0.
Como os projetores em V; sdo produtos envolvendo a matriz M e como 2{ é uma édlgebra,

esses produtos pertencem a dlgebra e, portanto, os projetores P; sdo também elementos de 2.
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Pode-se expressar a matriz M em termos dos projetores P; e dos autovalores correspon-

dentes A;. De fato,

nm
M=) AP,
i=1

poisseve Vi, j=1,....m,

m
My = Z APy = Ajv.
i=1
Além disso, se M é inversivel, isto é, A; # 0 para todo i, entdo
v !
M=) TP
i=1M
pois,
MM~ =Y AP ) ) /I—ij = Z?Li)t—jPin =Y P=)Yr=I.
i=1 j=1 ij i i

Como os P; pertencem a dlgebra 2, M~! também pertence. Pode ocorrer que alguns dos

autovalores sejam zeros sendo conveniente utilizar a inversa generalizada de Moore-Penrose de

M, M~ , que é dada por:

1

M =Y —p.
A

(ngE

j=1
0

~

>
S

i

A inversa generalizada de uma matriz M satisfaz as seguintes condigdes:
a) MM~ M =M,
b) MMM~ =M";
) MM~ = (MM™);
d) MM =M M)



158

E facil comprovar que MM~ M = M, para M~ = Y %P,-, pois
L0

VM b = (z ;L,.p,) (z %pj) (z ;Lsps) - (Z ;L,p,> 5 Lirn
i=1 =1 s=1 i=1 =17
A0
- (n 7L,~P,> (i sz) = (i)w,-) (f P;
i=1 j=1 i=1 j=1
A0 A0
= in: AiPPj = f: AiPj = f‘,A'JP]:M‘

S
o»—t

As outras relagdes seguem de forma andloga. Mais detalhes podem ser vistos em Guimaraes
(2010).

Note que M~ também pertence a dlgebra 2. Sabemos entdo o comportamento de uma
matriz M em 2. Queremos agora ver o comportamento coletivo de todas as matrizes em 2I.
Vamos utilizar a abordagem da dlgebra 2{ como um conjunto de matrizes diagonais para propor
um algoritmo para o cédlculo dos autoespacos comuns a todas elas. Para tanto, vamos utilizar
a base Ag,Aq,...,A; de 2. Para listar os autovalores distintos dessas matrizes, utilizaremos o
indices
autovalores A{,AJ,... A}

Ai— o .
autoespagos V{,V,,..., V.,

com dim (v;‘) — di, = multiplicidade de A, para j € {1,2,...,m;}.

Tem-se que Vli D Vzi D...® Vn‘;i =R" para todo i. O que queremos agora € obter subespacos
W; tal que Wy W, @ ... ® W, = R" de forma que cada W; esteja contido em um autoespago de
A;, para todo i. Isto €, queremos que se v € W; entdo A;v = lli(i)v, para todo i, em que /(i) é um
elemento de {1,2,...,m;}.

Tal decomposi¢do € bastante simplificadora, no sentido que todas as matrizes A; se

comportam como um multiplo da identidade em cada W;. O subespago W; € denominado stratum

e a decomposicdo {Wp, Wy, ..., W} strata do esquema de associag@o.
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Para fixar o raciocinio, vamos considerar apenas A; e A;. Tem-se que para v € le,
Ajv= l}v eparaw € V2, Aow = lkzw. Logo, se tomarmos v € le NVZ Ay = l}v e Ay = lkzv
e, portanto, o subespaco le N sz ¢ simultaneamente autoespaco de A e A.

Temos que o subespaco unidimensional gerado pelo vetor 1= (1,1,...,1) é o autoespaco
para todo A;, pois A; tem soma linha constante.

A seguir apresenta-se 0 novo algoritmo para obter os subespagos W;.

Seja {v1,Vv2,...,v,} uma base do R"” em rela¢do a qual todas as matrizes A; sdo diagonais
e que vy = 1. Vamos construir uma tabela n x (s+ 1) em que as linhas sdo os autovetores e as
colunas os autovalores de A;, sendo a primeira linha relativa ao autovetor v; e a ultima linha
relativa ao autovetor v,. As linhas sdo construidas levando-se em conta a multiplicidade dos

autovalores.

Tabela 4.3 — Autovetores e autovalores.

Ao | A [ A || A
vi LA A A
o
ve 1AL AR A

Fonte: Da autora (2024).

Os subespagos W; sdo definidos da seguinte forma:
a) Wy € o subespaco unidimensional gerado por vy;
b) coleta-se todas as linhas iguais a segunda linha, os autovetores correspondentes definem
0 autoespaco Wi;
¢) toma-se outra linha diferente da linha anterior e coleta-se todas as linhas iguais a ela, os
autovetores correspondentes definem o autoespaco W»;
d) o procedimento é repetido definindo-se W3, Wy, ..., W;.
Temos entdo a decomposicdo do espaco R em soma direta de subespacgos ortogonais,
ou seja, R" =Wy & W; P ... W, os quais sdo simultaneamente autoespacos das matrizes
Ag,Aq, ..., As.

E importante deixar o mais claro possivel a relacao entre as duas decomposi¢des

R'=Vi@eV;®...eV) e

R'=WoaoW  d...0W,

parai=1,...,s.
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Cada subespaco W; esta contido em algum dos subespacos Vli. Portanto, cada Vli é
soma direta de alguns W;. Por exemplo, pode ocorrer que Vzi = W, & W4 & We. Este fato vai se
traduzir na relacdo entre projetores P{ ,Pzi, . ,P,’;li (projecdes ortogonais nos subespacos V}) € 0s
projetores So, S, . ..,Ss (projecdes ortogonais nos subespacgos W;).

Tem-se entdo que
ml . .
R ) : ipl
J:

Como cada autoespaco W, € também autoespaco de A;, utilizando a notagao de Bailey (2004, p.

37), denominaremos o autovalor de A; em W, por C(i,e) e, portanto

m
Ai=Y C(i,e)S.
e=0
Observe que temos duas bases: uma formada pelas matrizes {Ag,A1,...,As} e outra
formada pelas matrizes projetores ortogonais em W, que sao {So,Si,...,Ss}, da dlgebra 2.
Utilizar a base {Ag,Aq,...,A;} facilita a soma. J4 a base {So,S1,...,Ss} facilita o produto, pois,

S.Sy=0,see# f,eS:=S,.

E vantajoso saber passar da base {Ag,A1,...,As} para a base {So,S1,...,Ss} e vice-versa.

4.2.1 Exemplo de aplicacao do algoritmo

Para um esquema de associacdo particular, a obtengdo do strata e da matriz C exige
uma série de procedimentos de dlgebra linear esbo¢ados em Bailey (2004, p. 43). A proposta
de tratar as matrizes de adjacéncia simultaneamente como matrizes diagonais, como descrito

anteriormente, pode facilitar tal abordagem. Veja a seguir um exemplo.

Exemplo 4.2.1. Da autora (2024) Seja um esquema de associacdo com duas classes (s = 2).
Temos as matrizes Ag = I, A; e A>. Existe entdo uma transformacao ortogonal H tal que
Ag =Iq, HAIH/ =Die HA2H/ = D,, com D; e D, diagonais. As entradas diagonais de D e
D, sdo os autovalores com suas respectivas multiplicidades. Para simplificar, vamos nos referir
as matrizes A e A, tanto na forma diagonal quanto na forma ndo diagonal. Vejamos o caso de

um bloco com 12 parcelas e 3 blocos de tamanho 4. Nesse caso temos o esquema de associagdao
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grupo divisivel GD(3,4). Enumerando as parcelas de forma conveniente temos

01 1 10000000 0
1 01 100000000
1 101 00000000
1 11000000000
00 00O0T1TT1T1TO0TG0TO0 0
00 00T1 011000 0
Ao =Tn2xiz) € AL = 00001 10000 0 0
000 0T1T1T10000 0
000 000GO0O0TO0O0T1 1 1
00 000GO0O0TO0T1 0 1 1
00000000 T1 1 01
00000000 T1 1 1 0

Como Ig+A| + Ay =Jg, segue que Ap =Jo —Ig — Ay =Jog — (Ip+A}), assim temos

o o0 0 o0 1 1 1 1 1 1 1 1
o0 o0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
o 0 o0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0o 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1110 0 0 0 1 1 1 1
A2: 1 111 0 O O O I 1 1 1
111 1 0 O O O 1 1 1 1
111 1 0 O O O 1 1 1 1
1 11 11 1 1 1 0 0 O O
1 11 11 1 1 1 0 O O O
1 111 1 1 1 1 0 O O O
111 1 1 1 1 1 O O O O

Vale destacar que a matriz B = Ig + A1 € denominada matriz de relacdo para os blocos (veja

secdo 2.4.1).
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,e12} de autoveto-

res para ambas as matrizes A| e A>. Em relacdo a base candnica estes autovetores sao:

Agora tem-se que:

e

!
)
li
€]
!
)
!
3 pu—
!
ey =
i
€5 =
!
6

€9—

1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)
1,—1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0

~1,0,0,0,0,0,0,0,0,0
1,0,0,—1,0,0,0,0,0,0,0,0
0,0,0,0,1,—1,0,0,0,0,0,0

)
)
)
)
0,0,0,0,1,0,-1,0,0,0,0,0)

)
0,0,0,0,0,0,0,0,1,~1,0,0)
)

0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,—1,0

0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,—1)

L1,1,1,-1,-1,—-1,-1,0,0,0,0)

(
(
(1,0
(
= (
= (
=(0,0,0,0,1,0,0,—1,0,0,0,0
= (
= (
(
= (
= (

1,1,1,1,0,0,0,0,—1,—1,—1,—1).

Areg = 3eg

Asreg = 8e

Alej=—e;, i=1,2,...,9
Are;=0, i=1,2,...,9
Ajei =3e;, i=10,11

Are; = —4e;, i=10,11.
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Portanto, as matrizes diagonais A e A, sdo:

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

-4
0

0 0 0 0 0 0 0 0 O

8

0 0 06 00 0 0 0 0O

o o0 0 0 0 0 0 0 0 O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

0o 0 0 0 0 0 0 0 0 O

0 0 0 00O 0 0 0O

0 0 0 00O 0 0 0 0O

0O 0 0 00 0 0 0 0O

0 0 0 00 0 0 0 0 O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

0
-4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

Coletando as linhas para as quais os autovalores nao se alteram, para as duas matrizes temos o

strata

span{ep},

Wo =

'769}>

W) = span{ey, e, ..

W, = span{ej,e1 }-
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Os projetores no strata sdo:

0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 O

1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 O
0 0 0 00O 0 0 O0 0 O0 0O
0 0 0 00O 0O 0O O0 O0 0 0O
0 0 0 00O 0 0 O0 0 O0 0O

0 0 0 00O 0 0 0 O0 0O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 O
0 0 0 000 0 0 0 O0 0O
0 0 0 00O 0O 0 O0 O0 O0 0O

0 0 0 0 00O O O 0 O0 00O

o 0 0 0 0 0 0 0 0 O

1

0

o 0 0 0 0 0 0 0 O

1

0
0
0 0 0 O

0

o 0 0 0 0 0 0 O

1

0o 0 0 0 0 0 O

1

0 0 0 0 0 O

0 0 0 0 O

1 0 0 0 0 O

0 0 0 0 0 O

0 0 0 O

1

0 0 0 0 0 0 0 0 O

1

0 0 0 0 0 0 O

0 0 O

1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 O O0 O

0 0 0 0 0 0 0 O

0

0

0 0 0 0 0 0000 0 0 O

0 0 0 00O 0O 0 O0 0 O0 0O
0 0 0 00O 0 0 0 0 O0 0O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 O
0 0 0 00 0 0 0 0 O0 O0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0O
0 0 0 00O 0O 0 O0O0 O0 0O
0 0 0 00O 0O 0 0 0 O0 0O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 O

0

1

1

0o 0 0 0 0 0 0 0 0 O
0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

Expressando as matrizes A e A, em termos dos projetores, temos o sistema:
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Io =S80+ S51+95>
A; =380—S;+35, 4.1)
Ay =85y —45;.

Nesse sistema as matrizes A; e A, s@o diagonais, mas a relacdo vale para o caso das
coordenadas originais, pois, multiplicando as igualdades em ambos os lados pela matriz ortogonal

H temos

lo=HSoH+H SiH+H SH,
H A\H =3H SoH —9H S\H +6H S>H,

H A H = SH SoH +2H S,H .

I, . . . . / , . ~ P
Observe que HA;H ¢€ igual a A; nas coordenadas originais e H S;H € a projecao em W; também
em relacdo as coordenadas originais.

Resolvendo o sistema 4.1 nas coordenadas originais, nas quais A € A, ndo sdo diagonais

obtemos
1

So = —J.
0 12 Qs

1
Sl_IQ_ZBv
S, = 1B 1J
2747 e

Logo, se considerarmos o espaco de blocos Vp = Wy & Wp, entdo W, = Wp e W) = VBL.
Portanto, o strata do esquema de associa¢do G(3,4) para um delineamento com 12 parcelas em

3 blocos, é dado por R" =Wy & Wp P VBL =Vg®P VBL.
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Outras relagdes também sao obtidas mais facilmente trabalhando-se com as matrizes na

forma diagonal. Por exemplo,

A1Ay = pHhAg + ploAl + phAr =

30 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
O 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 -4 0
0 0 0 0 0 (12x12) 0 0 0 0 -4 (12x12)
1 0 o0 0 0 0 30 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 -1 0 0 0
0 0 I ... 0 0 0 0 0 -1 0 0
:p(l)z —1—p{2
0 0 0 1 0 0 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 3
8 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
+pi
0 0 O 0 0 0
0 0 0 0 —4 0
0 0 0 0o 0 -4

Resolvendo o sistema tem-se que p(l)2 = p}z =0e p%z =3.

4.3 Discussoes sobre a definicio de delineamentos ortogonais

O conceito de delineamentos ortogonais € provavelmente um dos conceitos mais impor-
tantes em ambos os livros basicos sobre os quais este trabalho disserta. Em Bailey (2008, p. 198)
afirma-se que todos os delineamentos apresentados, e esses sdo inimeros, sao delineamentos
ortogonais. No entanto, a definicdo de ortogonalidade de delineamentos entre os dois textos
diferem e a equivaléncia entre eles ndo € apresentada de forma clara. De fato, pode-se fazer uma
critica: em ambos os textos o conceito deveria ser mais detalhado. Vamos aqui discutir as duas
defini¢des.

No texto de Bailey (2004, p. 196) a defini¢do diz que dada uma estrutura ortogonal em

blocos no conjunto das parcelas €2, uma funcio de delineamento y : Q — ©, que define a particao
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T em Q, cujas classes sio dadas por y~!(0) = {a € Q, y(«) = 6}, entdo, por definicdo, o
delineamento € ortogonal se T € ortogonal a todo F € §.
A defini¢do e o lema a seguir j4 foram apresentados neste texto. Entretanto, sdo apresen-

tados novamente.

Definicao 4.3.1. (Bailey, 2004, p. 196) Para F fator em § e T fator em &, um delinemento é
ortogonal se Py, Py, = Py, Py, para todo F em §.

Lema 4.3.1. (Bailey, 2004, p. 196) Seja X a matriz de delineamento de um delineamento com
replicacdo r e seja L = X /QX , em que Q é qualquer projetor ortogonal em R®*®. Entio, XX /

comuta com Q se, e somente se, todos os autovalores de %L sdo {0,1}.

Primeiramente deve-se observar que se Q = QF, o projetor no stratum definido por
F € 3§, tem-se que L = Lr. Como j4 foi demonstrado %XX "éo projetor de R em Im(X), entdo
%XX = Py,. Logo, pelo lema 4.3.1, um delineamento € ortogonal se as matrizes de informagao
L, F € §, possuem autovalores em {0, 1}. Como também ja foi demonstrado, este fato implica
que os efeitos de um tratamento siao estimados em apenas um stratum WiQ e que fatores de
eficiéncia candnicos sdo iguais a O ou 1.

Vejamos agora como € abordada a defini¢do de ortogonalidade em nossa outra referéncia.

Em Bailey (2008) a definicdo de delineamentos ortogonais é bem elaborada.

Definicao 4.3.2. (Bailey, 2008, p. 198) Um delineamento cuja estrutura de parcelas consiste
em um conjunto de fatores § em £, cuja estrutura de tratamento consiste em um conjunto de
fatores ® em ©® e cujos tratamentos s@o alocados as parcelas de acordo com uma fung¢do de
delineamento y € um delineamento ortogonal se:
a) § € uma estrutura ortogonal nas parcelas;
b) & € uma estrutura ortogonal nos tratamentos;
c) afuncdo y € tal que:
- cada par de fatores de tratamento em & permanece ortogonal entre si em €2;
- seF € §e G e ®,entdo F é ortogonal a G;
-seFefeGe®B,entio FVG e &.

Nao € claro que um fator de tratamento G € &, quando considerado fator nas parcelas é
dado pela particio ! (G). Aqui temos outra questdo: F é um fator em Q, como considerar F

um fator em ® para que se tenha F'V G ? O texto ndo deixa clara a resposta dessa questdo. Uma
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resposta razodvel seria tomar a particio mais fina F de © tal que F < y~!(F). Dessa forma,
as classes de F sdo subconjuntos de tratamentos que foram aplicados em colecdes de classes
(blocos) de F.

Note que 7 é um fator em Q e quando considerado como fator em ©® € simplesmente
a particdo elementar E, em que as classes s@o formadas por um tratamento apenas. Portanto,

T=E.

Teorema 4.3.1. (Bailey, 2008, p. 198) Se § € uma estrutura ortogonal nas parcelas Q e o fator
de tratamento T é ortogonal a F para todo F em §, entdo (§,®,T) é um delineamento ortogonal,

emque ® = {TVF;F € §}.

Demonstracao. A demonstragcdo deste teorema segue dos fatos:

a) TV F significa na notagio utilizada TV F e como T =E,entio T VF = F;

b) se F é um fator em Q e G é um fator qualquer em ® entio T < ¥~ !'(G) < F VG.
Logo, F'V G é uma parti¢do de ® que pode ou nio ter significado fisico em relacdo ao
experimento e nesse caso tem-se um pseudo-fator;

c) é possivel tomar todas as particdes F VG com F € Fe G € & e inclui-las em &;

d) no processo de inclusio de fatores F \V G nilo é necessdrio repetir o processo, pois, se
Fj e F, pertencem a § entdo F| V (F,VG) = (F{VFE)VG=FVGemque (F;VG)V
(F5VGy) = (FIVE) V(G VGy);

e) se todo fator F em Q é ortogonal a y~!(G) para todo fator em & (hip6tese para que o
delineamento seja ortogonal), a inclusdo dos fatores de tratamento F' V G ndo altera esta
propriedade, isto €, todo fator em €2 continuard ortogonal a todo fator em ®;

f) os novos fatores de tratamento continuam ortogonais aos anteriores, isto &, FiVG é

ortogonal a F> e a Gy, entdo, F; VG é ortogonal a VG, O

Portanto, a defini¢do 4.3.1 implica em um caso particular da defini¢cao 4.3.2, uma vez
que, dado um delineamento ortogonal em relagdo a definicao 4.3.1 acrescentando-se fatores e
pseudo-fatores de tratamento, o delineamento também serd ortogonal em relacdo a defini¢dao
4.3.2.

Vale destacar também que da defini¢do 4.3.2, item c) ii), o que se deseja € que dado um

fator de tratamento G, o subespaco Wl?, 1~ €steja contido em um unico stratum. De fato, pelo

(G)
teorema a seguir tem-se essa propriedade.
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Teorema 4.3.2. (Bailey, 2008, p. 198) Seja G um fator de tratamento em um delineamento
ortogonal. Ento existe um tinico fator F nas parcelas mais fino ou equivalente a y~!(G) que
€ maximal, no sentido que qualquer outro fator de parcela que seja mais fino ou equivalente a

v~ !(G) é também mais fino ou equivalente a F. Além disso, W& | . C WP.
v

(G)

A demonstracio € baseada no fato de que o diagrama de Hasse combinado s6 pode ser da

forma da figura 4.5.

Figura 4.5 — Definicdo de ortogonalidade.

H vy (@)

$H(G) H

F
Fonte: Adaptado de Bailey (2008).

O resultado do teorema 4.3.2 é o mesmo obtido do teorema 2.7.1, visto que um contraste

simples € estimado em apenas um stratum.

4.4 Aplicacoes de grafos em delineamentos soliiveis

Um delineamento em blocos incompletos € dito soltvel se os blocos podem ser reunidos
em "superblocos"”, tais que esses "superblocos" contenham todos os tratamentos. Os delinea-
mentos soluveis, que sdo também balanceados, satisfazem a desigualdade de Bose (1942), na
qual tem-se que b >t +r — 1 (veja a demonstracdo desse fato no apéndice C).

Utilizando teoria dos grafos, vejamos algumas relagdes entre grafos e delineamentos.
Primeiramente vamos observar que um delineamento em blocos incompletos €:

a) balanceado, se existe um inteiro A tal que, para quaisquer pares de tratametos i e j existem

A blocos que os contém conjuntamente. Tal fato significa que seu grafo de concorréncia

¢ completo e todo par de tratamentos é ligado por A arestas;
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b) soldvel, se os blocos podem ser agrupados em superblocos completos, ou seja, blocos
que contenham todos os tratamentos, significando que o conjunto das arestas admite uma
particao em que cada classe dessa particdo contém todos os vértices (tratamentos).
Note que delineamentos balanceados e parcialmente balanceados podem ser soluveis.
Nesta secdo apresentamos como resultado o fato de que para blocos de tamanho dois é

possivel obter delineamentos soltveis. Para tanto, utilizamos particularmente grafos completos e

regulares e casos especificos de delineamentos balanceados e parcialmente balanceados.

4.4.1 Delineamentos soliveis para grafos completos

Utilizando o fato de que para k = 2 (blocos de tamanho 2) o delineamento pode ser recu-
perado de seu grafo de concorréncia, vamos analisar a existéncia de delineamentos balanceados
soliveis com A = 1. O grafo de concorréncia para esses delineamentos com ¢ tratamentos é um
grafo completo com apenas uma aresta entre os vértices e o grau de cada vértice é r — 1. Logo,
areplicagdo é r =t — 1, pois cada aresta que sai de i representa um bloco diferente e estamos
considerando apenas delineamentos bindrios, isto é, sem repeti¢ao nos blocos.

A unido dos blocos que formard um superbloco € dada pela disjun¢do do conjunto
de arestas, de tal modo que essas arestas ndo t€m um vértice em comum. Para exemplificar,
considere um grafo completo com ¢ = 4 e k = 2, que possui seis blocos, como na tabela 4.4. Um
delineamento solivel neste caso possui trés superblocos, como apresentado na figura 4.6 e na

tabela 4.5.

Tabela 4.4 — Blocos incompletos parat =4 e k = 2.

Bi | By [ B3 | B4 | By | Bs
1 1 2 2 3 1
2 3 3 4 4 4

Fonte: Da autora (2024).
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Figura 4.6 — Grafo completo e superblocos parat =4 e k = 2.

1 2
3 4
1 2 1 2 1 2
*r—0
*r— 0
3 4 3 4 3 4

Fonte: Da autora (2024).

Tabela 4.5 — Superblocos da figura 4.6.

B, | B, | Bs

1

=]
N

A0 W=
EENERUS I N

4
2
3
Fonte: Da autora (2024).

Em um grafo completo, a quantidade de arestas €

o tt—1)(t=2)! t(t—1)
ST Top—2r 2

Para o caso balanceado com A = 1, o grau de cada vértice é t — 1 e como cada aresta que

sai de i € um bloco que contém i temos que r = — 1. Pela desigualdade de Bose

b>t+r—1

tt—1)
2

?—t>4t—4

>t+t—1—1

> —5t+4>0,

cujas raizes sdo t; = 1 e t, = 4. Logo, a condicao ¢ satisfeita para t > 4. Como cada superbloco

¢ formado por blocos de tamanho dois e deve conter todos os tratamentos, entdo ¢ deve ser um
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ndmero par, como condi¢do necessdria para que o delineamento balanceadocom A =1ek =2
seja soluvel.

Vejamos o caso de um grafo completo com t = 6. Nesse caso, C2>= 15, logo, tem-se
15 blocos de tamanho dois, totalizando 30 parcelas. Cada 3 blocos contém os 6 tratamentos e

teremos 5 superblocos (figuras 4.7 e 4.8).

Figura 4.7 — Grafo completo para t = 6.

1 2
| % |
5 4
Fonte: Da autora (2024).

Figura 4.8 — Superblocos da figura 4.7.
1 2 1 2 1 2 1 9 1 2
*—e
6 3 / \ 6
\ / 6 3 6 3 6 3 3
*—e
5 4 5 4 5 4 5 4 5 4

Fonte: Da autora (2024).

4.4.2 Delineamentos soliveis para grafos regulares

Vejamos agora o exemplo de um delineamento parcialmente balanceado com A =1 e
A =0, soldvel.

Considere um delineamento com 8 tratamentos e 12 blocos de tamanho 2. Como sabemos,
tr = bk, logo, temos r = 3. De modo que de cada vértice saem 3 arestas. Um grafo regular com

essas propriedades define um delineamento soluvel, que esta apresentado na figura 4.9.
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Figura 4.9 — Grafo regular e superblocos para t = 8.

1 2
5 6
7 8
4 3
1 2 1 2 1 2
[ 2 @ ® [ ]
: 6 C N, S
o0
5 6
7 8
*—
[ ] [ ] [ ]
4 3 4 3 4 3

Fonte: Da autora (2024).

Dadas as mesmas configuracdes anteriores é possivel obter um grafo regular diferente,

com superblocos também diferentes, conforme apresentado na figura 4.10.

Figura 4.10 — Grafo regular e superblocos para t = 8 (outra configuracao).

Fonte: Da autora (2024).
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4.5 Grafos como circuitos elétricos aplicados a problemas de otimalidade de delineamen-

tos

Esta secdo estd baseada nos artigos de Bailey e Cameron (2009, 2011). O que apresenta-
mos como contribuicdo € a utilizacdo de grafos como redes elétricas no estudo de otimalidade de
alguns delineamentos e também no estudo de grafos uniciclicos.

E possivel relacionar um grafo a um circuito elétrico, supondo que cada aresta seja uma
resisténcia de 1-ohm. Aplica-se uma tensdo em dois vértices e estuda-se o fluxo de corrente
através das arestas. Aplicando as leis de Kirchoff para circuitos elétricos € possivel obter vérias
propriedades dos grafos. Veja as leis de Kirchoff em Bailey e Cameron (2011, p. 16).

Por exemplo, dados dois vétices i e j, aplicando uma tensdo V em i e O em j, uma corrente

[ flui de i para j (figura 4.11). E possivel entdo definir a resisténcia efetiva R; j como

Vv

Figurad.11-I=L+L=5L+14.

Fonte: Da autora (2024).

A resisténcia efetiva R;; estd relacionada com a variancia do contraste entre os tratamentos

i e j. Tem-se que se L(G) é a Laplaceana do grafo e L™ (G) sua inversa generalizada
Rij=L"(G)i+L (G)jj—L (G)ij— L™ (G)ji,

de onde segue que V;; = kR; jcz. Este teorema pode ser encontrado em em Bailey e Cameron

(2011, p.17).
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As leis que regem o comportamento de R;; seguem o comportamento de uma ligacio
em série ou em paralelo (figura 4.12). As ligagdes em série e paralelo possuem resisténcias

equivalentes dadas respectivamente por

R=R|+R,
11 N 1
R R, Ry

Figura 4.12 — Associa¢@o em série e paralelo.

R, R.
—ANA—AA—
+

+

Fonte: Da autora (2024).

Tem-se entdo um processo simples para calcular a variancia de contrastes entre dois
tratamentos. Basta simplificar o circuito para resisténcias em série e paralelo.

Se x € um vetor de contraste simples entre i e j, entdo

/

XL_(G)X = R,‘j = L_(G)ji +L_(G)jj —L_(G)l'j —L_(G)ji.

Portanto,
XL (G)x XL (G)x Ry L2 2
Xx 2 2 XL (G)x Ry
de onde segue que
 XL(G)x . |lxP? 2
M =min———— = min———— <
[1xl] XL~ (G)x ~ Rj

para todo i e j. Temos entdo uma informagdo sobre o menor autovalor da Laplaceana do grafo, a
partir de suas resisténcias equivalentes. Essa € uma das razdes que nos permitem utilizar redes
elétricas também para afirmagdes sobre a otimalidade de delineamentos.

O critério de A-otimalidade pode ser enunciado em termos de circuitos elétricos. "Um

delineamento € A-6timo se, e somente se, seu grafo de concorréncia, considerado como uma
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rede elétrica, minimiza a soma das resisténcias efetivas entre todos os pares de vértices" (Bailey;

Cameron, 2011, p. 17).

Exemplo 4.5.1. (Bailey; Cameron, 2009, p. 5) Considere um delineamento em blocos com cinco
tratamentos, enumerados como 1, 2, 3,4, 5 e 21 parcelas divididas em 7 blocos de tamanho 3.
Seja ©; o delineamento dado pela figura 4.13 e seja ©, o delineamento obtido de © 1, substuindo

o bloco (1, 1, 2) por (1, 2, 3), como na figura 4.13.

Figura 4.13 — Delineamentos ® e 5.

1 1 1 1 2 2 2 1 1 1 1 2 2 2
1 3 3 4 3 3 4 2 3 3 4 3 3 4
2 4 5 5 | 4 5 5 3 | 4 5 5 | 4 5 5

Fonte: Da autora (2024).

No artigo de Bailey e Cameron (2009, p. 15), a otimalidade entre estes delineamentos €
obtida utilizando os autovalores da matriz de informacdo ou da matriz Laplaceana. Os autovalores

de ®1, usando a matriz de informacao L, sdo: 0, %), 13—0, 13—0 e %). Ja os autovalores de ©5 sio 0,

3, 13—0, % e 13—3 Comparando os menores autovalores tem-se que 3 < %. Logo, ® é melhor que
D, pelo critério E-6timo.
Vamos agora fazer a mesma andlise utilizando circuitos elétricos. Para tanto, vamos fazer

o grafo de concorréncia dos delineamentos ©; e ®, (figura 4.14).

Figura 4.14 — Grafos | e 5.

Fonte: Da autora (2024).
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Em circuitos elétricos, para resisténcias em paralelo tem-se que % = Ril + RLZ. Assim, no
grafo de concorréncia para dois vértices ligados por duas arestas, se R = 1, a resisténcia resultante
de cada aresta vale % Logo, é possivel simplificar os circuitos definidos pelos delineametos D

e ®,, como na figura 4.15.

Figura 4.15 — Resisténcias ©1 e D5.

Fonte: Da autora (2024).

Considere agora apenas os triangulos relativos aos tratamentos 1 e 2 (figura 4.16). Isto

porque de 1 para ©», os tratamentos sio diferentes apenas no primeiro bloco.

Figura 4.16 — Triangulos 1 e D>.

—_

—_
—_

—
W =

3 3

Fonte: Da autora (2024).

A variancia relativa a algum contraste entre tratamentos € proporcional a resisténcia
equivalente de um circuito elétrico. Desse modo, a variancia relativa entre o contraste dos

tratamentos 1 e 2, considerando os valores das arestas como valores das resisténcias em 91, é
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dada por:

1 1 1

1
1
b

- — 4 —
Rip R Ry+R3

1
+ =3 = V1722R1’2=§.

NI'_‘l k.
=

Note que para D tem-se V|, =V} 3 = V1 3, pois os valores das resisténcias sido todos iguais.

Agora para o delineameto -,

1 1 1 1 1 5 5
IE:E+R2+R3:T+QZE = V1,22R1,2:§
L S S B R Aoy JPUL
Ri3 Ri+Ry R3 14_% % 15 ; ;
Lty r . r._“ 15
EJZIQ_2+R1+R3_E ﬂzg = Vs> Ry3=—

2 15 15
244

T
= — =~ 2,63.
3 45 ’

Portanto, © é melhor que ©, também pelo critério A-6timo.
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Vejamos agora como sao as matrizes de informagao para os delineamentos ©; e D,

dadas por L e L. Tem-se que

8§ —2 -2 —2 -2
-2 8 -2 -2 =2

leé -2 -2 8 -2 =2 :—%(1()[@_2]@)
-2 -2 -2 8 =2
-2 -2 -2 -2 8
8§ —1 -3 —2 -2
-1 8 -3 -2 =2

Lz:% -3 -3 10 -2 -2
-2 -2 -2 8 =2

-2 -2 =2 -2 8

Note que L é completamente simétrica e, portanto, o delineamento € VB, como apresentado na
secdo 2.8.4.

Em Bailey e Cameron (2009, p. 9) a inversa de Moore-Penrose de L € dada por

_ 1
L =) _Si
i#0 Ci
em que c¢; sao autovalores distintos e S; sdo projetores.
Para o delineamento ©, pela regularidade de seu grafo, os projetores S; sdo simétricos e
os autovalores ¢;, como visto anteriormente, sdo todos iguais. Desse modo, L;” € completamente

simétrica. Logo, € possivel afirmar que a relacdo entre a variancia relativa a um contraste simples

e a resisténcia equivalente V;; deve ser constante para todo i € j, pois
(T T T 1T \~2
Vij= (Ly —Ljj =L +Lj;)o”

Antes de apresentar o préximo exemplo vale destacar que um grafo é uma arvore se
ndo possui caminhos fechados. Lembre-se que um caminho é uma sequéncia de vértices ndao
adjacentes. Note que todo grafo estrela ¢ uma arvore.

Como uma arvore ndo possui caminhos fechados a resisténcia efetiva entre dois vértices,

R;j, € dada pelo nimero de arestas entre i € j, isto €, pelo comprimento do caminho, que € tinico,
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entre i e j. Dessa forma, o critério A-6timo, que minimiza a soma das resisténcias efetivas entre

todos os pares de vértices, se torna minimizar a soma das distancias entre eles.

Exemplo 4.5.2. (Bailey; Cameron, 2009, p. 37) Para o grafo estrela, apresentado na figura 2.50,
a soma das resisténcias efetivas para todos os pares de vértices é simples de se calcular. Seie j
ndo sdo adjacentes, R;; = 2. Logo, a soma das resisténcias efetivas para os  — 1 pares de vértices

adjacentes é t — 1, e para os

Ct—lz 2
pares de vértices ndo adjacentes é
t—1)(r—-2
2()2# =@—-1)(r—2).

Portanto, o total é
t—1D)+@E—1)(—-2)=(—1)>2

Como o grafo estrela minimiza a distancia entre os os vértices ele possui a menor soma de
resisténcias efetivas. Assim, tem-se um delineamento A-6timo entre todas as arvores com o
mesmo numero de vértices. Veremos a seguir que ele € também E-6timo.

A matriz Laplaceana do grafo estrela é dada por

tr—1 0 0 0 1 1
0 1 0 10 0

L(G)=D—A(G) = -
0 0 1 1 0 0

Pela proposi¢@o 2.8.10 os autovalores de L(G) sdo obtidos facilmente, sendo 1 com multiplici-

dade t — 2 e t com multiplicidade 1.

Vamos mostrar que qualquer outra drvore que ndo seja uma estrela possui t; < 1 e,
portanto, o grafo estrela € E-6timo em relacao as arvores. O que significa que o grafo estrela
para t tratamentos em ¢ — 1 blocos de tamanho 2 € o melhor delineamento para comparar ¢ — 1

tratamentos com um tratamento fixo.
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Em uma arvore, que ndo seja uma estrela, com t > 4 vértices, separando esta drvore em
duas componentes em que uma delas tem pelo menos 2 vértices e a outra tem pelo menos 3,

tem-se a figura 4.17.

Figura 4.17 — Arvore com ¢ > 4.

Fonte: Da autora (2024).

Pela proposicao 2.8.8 tem-se que

m<—+-<-+

W | =
ANl

S| =
N =

1
m
Para t = 4, a tnica arvore possivel é dada na figura 4.18.

Figura 4.18 — Arvore com ¢ = 4.

® @ ® ®
1 2 3 4

Fonte: Da autora (2024).

Neste caso a Laplaceana é dada por

1000 0 -1 0 0 1 -1 0 0
0200 -1 0 -1 0 -1 2 -1 0
L(G)=D—A(G) = - =
0020 0 -1 0 -I 0 -1 2 -l
000 1 0 0 -1 0 0 0 -1 1

que possui como menor autovalor i; =2 —+/2 < 1. Portanto, fica demonstrado o fato afirmado
em Bailey e Cameron (2009, p. 37) que: "a melhor escolha de um delineamento com ¢ tratamen-
tos, t — 1 blocos de tamanho 2 é comparar todos os outros tratamentos com um tratamento de

fixo".

Exemplo 4.5.3. Da autora (2024) No exemplo 2.8.2 apresentou-se o delineamento queen-bee

com 15 tratamentos. Considere agora o mesmo delineamento com 9 tratamentos (figura 4.19).
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Figura 4.19 — Queen-bee com = 9.

2 3

7 6
Fonte: Da autora (2024).

Vamos calcular a soma das resisténcias efetivas R;; para todos os pares de tratamentos.
Para tanto, utilizamos o fato de que em um circuito elétrico com caminho fechado, sem bateria
ou aterramento, a corrente ndo circula. Em outras palavras, a resisténcia efetiva entre os vértices
2 e 6, por exemplo, ndo € afetada pelas arestas que ligam 1 a4,4a5,5a1,1a9,9a8,8ale

assim por diante. Para os 5 tratamentos destacados na figura 4.20 tem-se

pares de tratamentos.

Fonte: Da autora (2024).

Assim, Rj» =Ry 3 =R3 1 =R 7 =R76 =R . Para o cilculo de R; > tém-se resisténcias

em paralelo. Entdo,
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Além disso, Ry g = R37 = Ry 7 = R3 6. Para o célculo de R; ¢ tém-se resisténcias em série, €

como Ry, = %, entao

R _2+2_4
2673737 3
Portanto,
2 4 28

ij
Note que temos no grafo 4 tridngulos, logo, temos que tomar todas as combinagdes destes,

ou seja,

Como cada combinagao tem soma %, segue que

28
ij

Vamos agora comparar este delineamento com o grafo dado na figura 4.21.

Figura 4.21 — Comaparacao para queen-bee.

S @

Fonte: Da autora (2024).

A quantidade de pares de vértices para o grafo da figura 4.21 é dada por

9.8
Cé= "~ =36.
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Utilizando o mesmo raciocinio do exemplo anterior, tem-se as resisténcias efetivas

R95s=Rgs=R97=R9g=Rgs5s=Rgs=Rg7=R75=R76=Rg5=2
4
Rip=Ro3=R34=Ry;1 = 3
Riz=Rys=1
3 7
R9» =Rgp =R77,=R¢r=Rs50=Ro4 =Rg4=R74=Re4s =Rs54=1+ 11
Ro3=Rg3=Rj3=Re3=Rs3=1+1=2

R91=Rg1 =R71=Rs1=Rs1=1.
Logo,

4 7
Y Rij= 102442421410, +5245.1=59,83
ij

e pelo critério A-6timo o delineamento queen-bee com 9 tratamentos é melhor pois ele minimiza

a soma das resisténcias efetivas entre os pares de tratamentos.

4.5.1 Grafos uniciclicos

Um grafo € dito uniciclico se possui apenas um ciclo, isto €, apenas um caminho fechado
de arestas, conforme exemplos apresentados na figura 4.22. As demais arestas sao drvores que

saem de algum vértice do ciclo do grafo.

Figura 4.22 — Grafos uniciclicos com ¢t = 5.

XAV

Fonte: Da autora (2024).

Os grafos uniciclicos estdo relacionados aos delineamentos experimentais. E possivel
estudar para quais conjuntos de grafos uniciclicos em ¢ tratamentos sdo 6timos nos critérios A e

E. Estudaremos alguns aspactos desta questao.
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Em um grafo uniciclico podemos ter folhas saindo dos vértices do ciclo, figura 4.22. Para
o conjunto de grafos uniciclicos, com nimero de vértices iguais e tamanho do ciclo também
iguais, o grafo A-6timo € aquele em que todos os vértices ndo pertencentes ao ciclo sdo adjacentes

a um unico vértice do ciclo, figura 4.23. Tal fato segue ao calcular as resisténcias equivalentes.

Figura 4.23 — Grafo uniciclico com drvore em algum vértice.

Fonte: Da autora (2024).

Observe que no grafo estrela, se uma aresta € adicionada tem-se um grafo uniciclico,

como na figura 4.24, obtendo entdo um grafo A-6timo.

Figura 4.24 — Grafos uniciclicos com uma aresta adicionada ao grafo estrela.

Fonte: Da autora (2024).

No entanto, quando se permite que o nimero de vértices no ciclo varie, tem-se uma maior

compelxidade, como expresso no teorema a seguir.

Teorema 4.5.1. (Bailey, Cameron, 2009, p. 39) Sejat > 3, entre os grafos uniciclicos com ¢
vértices, o grafo A-6timo é:

a) ociclo, set <8§;

b) um 4-ciclo com # — 4 arestas ligadas a um vértice, se 9 <t < 11;

¢) um tridngulo com ¢ — 3 arestas ligadas a um vértice, se t > 13;

d) qualquer um dos dois ultimos se t = 12.

Exemplo 4.5.4. Da autora (2024) Vejamos o grafo formado por um ciclo. Para simplificar,

considere o caso com cinco vértices, como mostrado na figura 4.25.
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Figura 4.25 — Grafo com um cicloe t = 5.
€2

€1 €3

€5 €4

Fonte: Da autora (2024).

A matriz Laplaceana € dada por

2 -1 0 0 -1 0 -1 0 0 -1
-1 2 -1 0 0 -1 0 -1 0 O

L(G) = 0 -1 2 -1 0 =2I+C, comC = 0O -1 0 -1 0 )
0o 0 -1 2 -1 60 0 -1 0 -1
-1 0 0 -1 2 -1 0 0 -1 0

em que as linhas de C sdo obtidas a partir da primeira linha, por rotacdo no sentido horario. Essas
matrizes sao denominadas matrizes circulares e possuem uma teoria particular interessante. Os
autovalores dessas matrizes sdo conhecidos e para o caso de um ciclo com ¢ vértices, 0 menor
autovalor de L(G) é 2 (1 —cos (2£)), que é maior que 1 se # < 5, igual a | se f = 6 e menor que
1set>7.

Para o caso em que os vértices ndo pertencentes ao ciclo sdo adjacentes a um tnico

vértice do ciclo temos o caso da figura 4.26.

Figura 4.26 — Vértices adjacentes a um unico vértice do ciclo.

1

J
Fonte: Da autora (2024).

A Laplaceana desses grafos, coletando primeiro os vértices do ciclo e em seguida da

arvore e aplicando esta Laplaceana a um contraste simples entre vértices nao pertencentes ao
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ciclo é
d -1 -1 0o -1 -1 -1 -1
-1 2 -1 o o0 0 o0 0 0 0
-1 -1 2 O 0 0 o 0 0 0
L(G)x = 0o 0 O 2 -1 0 O 0 0 _q 0 ’
-1 0 O -1 2 0 0 0 —1 —1
-1 0 O 0 0 1 0 0 0 0
-1 0 O 0o 0 O 1 0 1 1
0 0
-1 0 O O 0 o0 O 1

e, portanto, possui autovalor igual a 1.

4.5.2 Uma aplicaciao do teorema de Foster

Em Foster (1949), tem-se um resultado que diz que para uma grafo simples, considerado
como um circuito elétrico, a soma de todas as resisténcias efetivas entre pares de vértices

adjacentes (unidos por uma mesma arestas) de um grafo com ¢ vértices € igual a

Y Rij=1—1. (4.2)
i~j
Posteriormente, Foster obteve uma equacdo semelhante. A soma de todas as resisténcias

efetivas entre pares de vértices i e j que estdo a uma distancia 2 é

d(h)

)3

irh~j

=12, (4.3)

em que d(h) é o grau de h e a soma considera todos os caminhos de comprimento 2 entre i e j,
ou seja, existe um vértice h que separaie j.
Para grafos que sdo arvores, a formula 4.2 pode ser demonstrada de forma trivial. De

fato, em uma arvore para vértices adjacentes i e j, como s6 existe um caminho ligando-os a
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resisténcia efetiva R;; = 1 e, portanto,

ZR,']'ZZIZI—L
i~j i~ j
Para o grafo completo, com ¢ vértices, o calculo da resisténcia efetiva R;; parece mais
complexo pois tém-se varios caminhos entre i € j. Entretanto, pela simetria do grafo completo,
R;; deve ser constante para todo par nio ordenado de vértices. Como existem

, t(t—1)
Ci=—7—
! 2

pares de vértices, segue da férmula 4.2 de Foster que

t(t—1)
t—=1=) Rij=) Rijo= 5 Rigjo

i~] i~j

e, portanto, R;,j, = %

Vamos agora calcular a variancia de um contraste simples em um BIBD. O grafo de
concorréncia para este delineamento € um grafo completo em que dois vértices estio ligados
por A arestas. Considere as A arestas como resisténcias de valor 1, em um circuito paralelo. A
resisténcia equivalente neste caso é

1 1 1
—=1l4+...41=—-=A=R=—.
R +...+ :>R = 1

A formula 4.2 de Foster resulta em

t(t—1) 1
) Rij= —— Rigjy =7 (1= 1).
i~j
Portanto, pelo resultado anterior, a resisténcia efetiva € R;j, = % Utilizando o teorema que
relaciona resisténcia efetiva e variancia Bailey e Cameron (2011, p. 17) segue que a variancia do
contraste ¢ dada por

2
ko? = —kcz,

Vij = Rigjy T

em que k é o tamanho do bloco. O resultado acima exibe a varidncia de um contraste simples

para um BIBD, esse resultado também encontra-se em Bailey (2004, p. 114).
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As férmulas 4.2 e 4.3 de Foster sdo uteis quando aplicadas a grafos fortemente regulares.

Lembre-se que a definicao de grafo fortemente regular foi dada em 2.8.2.

Exemplo 4.5.5. O grafo de Petersen, apresentado no exemplo 2.7.1, possui 10 vértices com grau
3 e diametro 2 (dois vértices quaisquer sao ligados por caminhos com uma ou duas arestas), nao

possui triangulos e dois vértices ndo adjacentes possuem apenas um vértice em comum.

Como ndo existem tridngulos os termos da férmula 4.3 de Foster sdo todos os pares de
vértices ndo adjacentes, uma vez que a distancia entre eles € 2, ou seja,
Rij

(I—Z): Z ijZ% Z Rij:> Z Rij:24-

i~h~ i~h~ i~h~
A soma de todos os pares de vértices adjacentes, pela férmula 4.2 é
Y Rij=09.
in~j

Como todos os pares de vértices estdo a distancias 1 ou 2, todos os pares de vértices ocorrem em

uma das somas, portanto

Y Rij=24+9=33
arestas
Observe também que pela simetria do grafo de Petersen, os termos nas duas somas siao constantes,
isto &, se ip e jo sdo vértices adjacentes existem 15 arestas e
9
Y Rij=9=Y Rij,=9=15R;j, =9 = Rij, = 3

i~j i~j
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Agora para vértices ip € jo ndo adjacentes, como existem 10 vértices, o nimero de pares de
vértices € C%(): 45. Como o numero de arestas adjacentes € 15, tem-se 45 — 15 = 30 pares de

vértices nao adjacentes. Segue entdo que

Y Rij=24= ) Rjj,=24=30R;j, =24=R

iojo — %-
irh~j inch~ j 5

Observe a dificuldade de calcular a resisténcia efetiva entre dois vértices, pois, existem inimeros

caminhos em série e paralelo que os ligam.
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5 CONCLUSAO

Apesar da natureza algébrica dos esquemas de associacdo, a abordagem geométrica é
esclarecedora no sentido de unir a teoria matematica e estatistica. Tratar a dlgebra de Bose-
Mesner como uma dlgebra de matrizes diagonais € uma simplificacdo expressiva e permite a
obtencdo de um algoritmo simples para o calculo do strata do esquema de associacgao.

A ortogonalidade é um aspecto fundamental na teoria dos delineamentos experimentais.
As discussdes sobre seus variados significados ajuda a entender os diversos delineamentos
experimetais existentes.

As propriedades de delineamentos soliveis foram obtidas de maneira simples, a partir
da teoria dos grafos. A apresentacdo dos grafos modelados como circuitos elétricos mostrou-se

uma ferramenta efetiva no estudo das propriedades dos delineamentos experimentais.
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APENDICE A - Glossirio
Autoespacos: vetores que correspondem ao mesmo autovalor.
Im(X): espago gerado pelos vetores coluna de X.
Ker(X): conjunto de todos o vetores x, tais que para uma matriz X, tem-se Xx = 0.
span(X): conjunto de todos os vetores geradores de um autoespago.

posto(X): nimero de linhas ndo nulas de X.
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APENDICE B - Matrizes utilizadas em delineamentos
Este apéndice apresenta uma sintese das principais matrizes utilizadas no texto, no que se
refere aos delineamentos experimentais. Apresenta-se também o resultado para diagonalizacdo

de matrizes simétricas.

Matriz de delineamento

1, se aparcelairecebeu o tratamento j,
Xnxi = (Xij), Xij =

0, caso contrario.
" L
ri, sei=],
XX:(a,-j), a,-j:szixsj: .
s=1 0, caso contrério.
rr 0 0
/ rn 0
XX=R=
0O 0 ... r
Com ry,ry,..., 1, repeticoes dos tratamentos 1,2,...,t. Se ry =r, = ... =r; tem-se o delinea-

mento equireplicado.

Matriz de blocos

1, seaparcelaiestd no bloco j,
Znxb = (2ij), 2ij = .
0, caso contrario.

Se os blocos possuem 0 mesmo nimero de parcelas tem-se:

b
ZZ = (bij), bij =Y zizsj
s=1

k, sei=],

0, sei##j.

bij:
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pois a parcela s ndo pode receber os tratamentos i € j a0 mesmo tempo. Assim, zyzs; = 1 se
= jezszsj = 0sei# j,de onde vem que, b;; = k e b;j = 0. Logo, 77 =k.

A . I, . TR
Como consequéncia temos que %ZZ ¢ um projetor ortogonal pois € simétrico, e

L2) (127 = 13(2’2)2’— Lzunz =12z
k k k2 iz kT

Vamos verificar onde encontra-se essa projecdo. Note que

b
ZZ = (bij), bij =Y ziszjs
s=1

1, se i e j estdo no mesmo bloco,
bi =
0, seie jnao estdo no mesmo bloco,
pois e zj52js = 0 para todo s, exceto para o bloco que contém as parcelas i e j.
. . . /
Para visualizar o projetor %ZZ ,vamos ordenar as parcelas de forma que as k parce-

las do primeiro bloco fiquem juntas, as k parcelas do segundo bloco fiquem juntas e assim

sucessivamente. Dessa maneira tem-se a matriz

J 0 0
1ZZ/ 1 0o J 0
KTk ’
0 0 J
em que
1 1 1
1 1 1
J=
1 1 1

Logo, a matriz %ZZ, € a projecao no subespaco de bloco V. Portanto, Q =1 — %ZZI ¢ a projecao

em VBL.
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Matriz de incidéncia tratamento-bloco

t
Nosy =X Z = (nij), nij = Y xsizsj
s=1
1, se aparcela s recebeu o tratamento i e estd no bloco j,
nji =
. 0, €aso contrario .

Logo, n;; conta quantas vezes o tratamento i ocorreu no bloco j. A matriz de incidéncia N carac-
teriza um delineamento bindrio e ndo binario. Um delineamento € dito bindrio se todo tratamento
aparece no maximo uma vez em cada bloco, isto €, n;; = 0 ou 1, para todo, i € {1,2,...,t} e

j€{1,2,...,b}. Para o caso ndo bindrio n;sn js € uma contagem com repeti¢ao e ocorrem valores

diferentes de O ou 1.

Matriz de concorréncia
/ b
Aixt =NN = (A’ij)u )Lij = Z”isan'
s=1

Note que njsngj = 1 se os tratamentos i € j ocorrem conjuntamente no bloco s ou nng; = 0 se 0s
' bl Logo, A;j =Y nin;s é oni d

tratamentos 7 € j nao ocorrem conjuntamente no bloco s. L.ogo, A;j = Zs:l nish js € 0 numero de

vezes em que o par de tratamentos i € j ocorrem juntos no mesmo bloco. Observe que njsng = r;

se i ocorre no bloco s e, portanto, A; = r;.

Matriz de informacao

1
Ly =R— A= (lij),

em que R é a matriz diagonal com as repeticdes dos tratamentos. Para a matriz L vale a relacio:

1 1 / 1 / !/ / 1 /! !/
szzzR—%AzR—%NN :R—%(XZ)(XZ) :R—%XZZX

! 1 !/ / ! 1 / !
:XX—%X (ZZ)X =X (I—zZZ>X:XQX.

Matriz de relacao

Dada uma parti¢ao qualquer tem-se que:
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1, se as parcelasie j estdo na mesma classe da parti¢ao,
Ruxn = (rij), 1ij = »
0, caso contrario.
Matriz de adjacéncia
Dado um esquema de associagdo com classes € = {&€, &y, ..., E}, tem-se

1, seie jestdo na classe €;,
Ansn = (aij), aij = .
0, caso contrario .

Definicao .0.1. Uma matriz quadrada € dita completamente simétrica se sua diagonal possui

valores todos iguais entre si e se fora da diagonal seus valores também sdo iguais entre si.

Uma matriz completamente simétrica A sempre é combinacao linear de I e J, pois
A=ol+B(J—-1)=(a—B)I+pJ.

Delineamentos que apresentam matrizes de informacdo L completamente simétricas sao

denomidados delineamentos com variancia balanceada (VB). Como

observe que nlzs = njs pois n;; = 0 ou 1 para delineamentos binarios. O fato de L ser comple-

tamente simétrica implica que o delineamento ¢ equireplicado com /;; = r e [;; = A, para todo

i j.

Diagonaliza¢io de matrizes simétricas
A diagonalizac¢do de matrizes simétricas € um resultado basico de dlgebra linear. Para toda

. . » . . . . . / —_
matriz simétrica A existe uma matriz ortogonal H (sua transposta é igual sua inversa H = H ')
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tal que HAH "=D,em que D € uma matriz diagonal,

M O 0

0 A 0

0 0 An
com Ay, Az,..., A, autovalores de A. Note que

HAH =D =A=H DH = De; = Jie; = v=H ¢; = ¢; = Hv
Assim
Av=H DHv=H DHH ¢; = H De; = H (Aie;) = AH e; = A.

Outra propriedade, um pouco menos conhecida, é que se A e B sdo matrizes simétricas
que comutam, AB = BA, entdo A e B podem ser simultaneamente diagonalizadas por uma mesma
matriz ortogonal H.

Demonstracdo: Seja H uma matriz ortogonal que diagonaliza A, ou seja, HAH "=D. Tem-se que

AB = BA =
HAH HBH = HBH HAH =

DHBH = HBH D.

Portanto, a matriz HBH' comuta com uma matriz diagonal. Se todas as entradas da matriz D sdo
diferentes entdo, HBH §é necessariamente uma matriz diagonal. Este fato segue diretamente da
inspecdo, como ilustrado para o caso 2 x 2

M0 a b a b A0 Ma Ab

= = =
0 12 b ¢ b ¢ 0 )uz Alb 7L2C

Mb=Ab=b=0, pois, | # A,.
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Para o caso em que um dos autovalores de D sdo iguais, isto €, o subespago correspondente

tem dimensao maior que um, a constru¢ao € mais elaborada. Se

Dw = Aw =

DHBH w = HBH Dw = HBH (A\W) = L,HBH w

e, portanto, HBH'w pertence ao autoespago relativo a A;. Logo, esse autoespaco é invariante
por HBH ". A ideia é obter outra transformacao ortogonal que preserve esse autoespaco e que

diagonaliza HBH . Tal fato encontra-se na secdo 4.2
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APENDICE C - O teorema de Bose para delineamentos balanceados
soliveis

Considere um delineamento em bloco incompleto balanceado (BIBD) com parametros, ,
b, k, re A. Um BIBD € dito solidvel se seus blocos podem ser agrupados de modo que possam
formar "superblocos" completos. Observe que a replicacdo r € igual ao niimero de superblocos.
Para os BIBD’s tem-se que bk =rt e A(t — 1) = r(k— 1). Para o caso soldvel tem-se bk = rnk o
que implica que b = rn, em que n € igual ao nimeros de blocos em um superbloco.

Vamos enumerar esses superblocos daformai=1,2,...,r— 1, pois existem r superblocos.
Como cada superbloco contém n blocos, vamos enumerd-los de forma que o i-ésimo superbloco
seja §; e seus blocos B;1,Bj,...,Bj,. Para um bloco qualquer, B;;, By, seja |Bot NB;j| = 1.
Temos n(r— 1) valores /;j, poisi=1,2,...,r—le j=1,2,...n.

Sejam i e 6% a média e a varidncia do conjunto de nimeros {l;j}. Cada uma das
parcelas em By € replicada r vezes, mas ndo ocorrem em nenhum bloco do superbloco Sy. Logo,
uma parcela particular ocorre nos r — 1 blocos situados em superblocos distintos, conforme os

superblocos da figura 1.
Figura 1 — Superblocos.

S() Sl Sr—l

*w By L) W

Fonte: Da autora (2024).

Assim,

Cada um dos @ pares de parcelas de By; aparecem juntos em A — 1 blocos de B;j,

i # 0, em que o par s6 ocorre uma vez em um superbloco. Para parcelas em By N B;; temos



21;j(l;; — 1) pares, cada um deles ocorrendo em A — 1 vezes juntos. Logo,

j_leijE(lu 1)=-(A—1)k(k—1)
l:rlfl r;l
Y 7Y L= (A—1)k(k—1)
J=1 j=1

Y B—k(r—1)=(A—1k(k—1)

Y B=k((A—1)(k—1)+(r—1)).

Como A(v—1)=r(k—1),t =nk e b= nr, temos que

r(k—1)  r(k—1)

A= r—1  nk—1"

Substituindo em Zlizj obtemos

(-
( nknlerl ) (k— 1)>+(r_1))

—nk+1)(k—1)+(nk—1)(r—1)
nk 1
—nk+1)(k—1)+ (nk—1)(r—1)
¢ nk—1 >

(
(
(=
(=
k( — (nk—=1)(k— 1)+(nk—1)r—(nk—1))
(=
(=
(=

i -

) (k— 1)+(r—1))

k

k

nk—1
—(nk—1)((k—1)—=1)+ (nk—1)r
nk—1 )
— (nk—1)k+ (nk—1)r
nk—1 >

+ (nk—1)(r— k))_

k

k

k

nkl
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Vimos que }./;j =k(r—1)ecomoi=1,2,...,r—1e j=1,2,...,n, temos entdo n(r— 1) termos

Desse modo, a média dos valores de /;; € dada por:

r

~1
Low, k-1 _k
le] n(r—1) ’

n(r—1) =
i—1

Portanto, a variancia é

\
|
—_

(Lij—u)?

Q
)
I

T
—_—
— IR
TN ——
|
=
o

Il
p—

p—

N~—

~.
N
——

r(k—1)24 (nk—1)(r —k) k2
()
(k=12 + (nk—1)(r—k)\ K
_k< n(r—1)(nk—1) )‘ﬁ
ok (r(k— 1)+ (nk—1)(r—k)) — (r—1)(nk— 1)k?
B n?(r—1)(nk—1)
:kz(r—l)(r(n—l)—(nk—l))
n?(r—1)(nk—1) '

S
—~
~
| Pt
[E—
S~—
VRS
?\TA

Utilizando o fato que t = nk e b = nr, temos que

k(t—k)(b—t—r+1)
n?(r—1)(t—1)

Y

2:

e, portanto,

b—t—r+1>20=>b>t+r—1.

Segue entdo que para um BIBD soldvel a desigualdade de Fisher b >t é generalizada para

b>t+r—1.
O caso da igualdade b =t 4 r — 1 tem propriedades interessantes. Neste caso, como

62 = 0, os niimeros /; j sd0 iguais. Portanto, blocos em superblocos diferentes possuem sempre o

mesmo nimero de tratamentos em comum. Vale também a reciproca, pois, se /;; sdo constantes,

o2 énuloeportanto b =1 +r— 1.
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Como [;; = % € o numero de tratamentos em comum para os blocos By, € B;j, segue que

n n

S =

é um inteiro e £ = k—i = kl—z Tem-se entdo uma condi¢do necessdria para um delineamento
em que b =t +r— 1 seja soluvel, ou seja, deve-se ter k[—z inteiro. Por exemplo, o delineamento
definiddo pelo grafo de Petersen (exemplo 2.7.1), que € um grafo regular, com ¢t = 10, k = 3,
A =0e u =0, tem-se que sz = f—(z). Logo, o delineamento nao € soldvel.

A demonstracio apresentada neste apéndice € a mesma do artigo original de Bose (1942),

porém, um pouco mais detalhada.
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APENDICE D - Demonstracio do teorema 2.7.3

Demonstracao. Primeiramente devemos observar que Z,, para p primo, € um corpo. Deste fato

podemos utilizar muitos resultados da dlgebra linear de espagos vetoriais sobre os reais. Sendo

assim, um caracter ¢ : Zj, — Zp ¢ um funcional linear. Seu kernel, ¢~'(0) é um subespaco

vetorial de dimensdo um, € portanto existe um tnico vetor v € Zj, tal que y(w) = (v,w), em que

(v,w) é o produto interno usual e v é ortogonal ao subespago W~ !(0). Feitas essas observagdes,

segue a demonstracao do teorema:

a) segue de imediato do exposto antes do enunciado do teorema;

b) Vejamos os itens:

- se existe k € Z, tal que
n n n
F=Y fiFi e G=) gG;i=) kfiF;,
i=1 i=1 i=1
entdo F' = G. Considere a fungao

kzh— 7t

(X1, xn) = (kxy,...kxy)

com
n n
G(xp,...x,) = ZkfiFi(xl,...xn) = ka,'Fi(xl,...xn) =kF(x1,...X,)-
i=1 i=1

E imediato que a funciio k é uma permutacio entre as classes {F ' (a),a € Zy}te
{GY(a),a e Z}. Portanto, dado um caracter F', tem-se p — 1 caracteres G = kF,
k#0¢€Z",isto é, p— 1 caracteres aninhados com F, F = G.

Vamos agora demonstrar o fato, ndo enuciado no teorema, que diz que se F =G
existe k tal que G = kF'.

Primeiramente deve-se observar que F~1(0) é um grupo em relagio a adicio,
pois, se a, b € F~1(0) entdo F(a+b) = F(a) + F(b) = 0. Portanto, F~1(0),
além de ser um subespaco vetorial, ¢ também um grupo. As outras pré-imagens

de F sado subespagos afins, isto €, da forma b+ F -1 (0),b e ZZ e portanto ndo sao

subgrupos. Ora, G~!(0) também é um subgrupo e, portanto, sé pode ser igual a
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£71(0). Como observado, existem v e w ortogonais a F~!(0) tais que
F(x) = (w,x) e G(x) = (w,x)

Como o subespago ortogonal a F~!(0) é unidemensional, existe k € Z, tal que

w = kv e, portanto,
G(x) = (wyx) = (kvyx) = k(v,x) = kF(x);

- se F' # G entdo F e G sdo ortogonais. Como vimos as classes de F sdo subespacos
afins de dimensdo um, todos paralelos ao subespago F~!(0). O mesmo ocorre para
G. Como os subespacos F~1(0) e G~ (0) nio sdo iguais pela dimensionaliade
todos os subespacos afins definidos por F e G se interceptam 2 a 2 e todas

F~10)nF~1(0)|.

essas intersecdes possuem o mesmo nimero de elementos,
Segue do teorema 2.6.2 que os fatores F' e G sdo ortogonais. Vejamos agora que
FV G =1Zj. Como F define um parti¢do uniforme com p classes e Zj, possui
p" elementos, cada classe possui % = p"~! elementos. Uma classe de F VG é

formada por classes de F' (e de G). Suponha que se tenham m classes e portanto

n

mp"~! elementos. Assim, mp"~! deve dividir p". Logo,
A
mp*—1  m’

que € um inteiro. Portanto m = p € a classe de F'V G que contém todos os
elementos de Z7,. O que implica que F'V G = Zj;

c) supondo G =Y | g;F;, tal que G ndo seja aninhado a nenhum F;. Neste caso, tem-se

entdo pelo menos dois valores g; € g; ndo nulos. Vamos supor, sem perda de generalidade,

que

l
G= Z 8sks.
s=1
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Do item b) tem-se que G € estritamente ortogonal a F; para todo s, o que implica que

GVE=Ue

Vo N (Vovr,) ™ L Ve N (Vovr) ™ =
Vo N (VU)J‘ 1 VFS N (VU)J‘ =
VeNVo LVENV) =

We L W,

Logo, Wi L VE, para todo s. Assim, Wg C Vﬁ para todo s e, portanto,

We C (@VE)L

e segue que W estd contido no espago de interacaodos fatores Fy, Fa, ..., Fy. U
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