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RESUMO

Esse trabalho versa sobre o Teorema de Green e o Teorema de Stokes, abordando uma breve
histdria sobre os teoremas e os estudiosos que dao nome a eles. Para o estudo dos teoremas, se
faz uma revisao de pré-requisitos necessarios por meio de um capitulo especifico antes de apro-
fundar nos dois teoremas em si. E utilizada uma metodologia qualitativa exploratéria, por meio
da qual levantam-se pontos importantes ao se aplicar os teoremas na educacao bdsica, utilizando
para isso o planimetro. E por fim, sd@o propostas atividades que possam usar o planimetro na
resolucdo de célculo de dreas de figuras diversas.

Palavras-chave: Teorema de Green; Teorema de Stokes; planimetro.



ABSTRACT

This work deals with Green’s Theorem and Stokes’ Theorem, covering a brief history of the-
orems and the scholars who give them their name. For the study of theorems, a review of
necessary prerequisites is carried out through a specific chapter before delving into the two the-
orems themselves. An exploratory qualitative methodology is used, through which important
points are raised when applying theorems in basic education, using the planimeter for this. And
finally, Activities are proposed that can use the planimeter to solve the calculation of areas of
different figures.

Keywords: Green’s Theorem; Stokes’ Theorem; planimeter



INDICADORES DE IMPACTO

Este trabalho estudou o Teorema de Green e o Teorema de Stokes, abordando, inicialmente,
aspectos cruciais para o entendimentos desses teoremas; e, sequentemente, o uso do planimetro
e sua funcionalidade. Além disso, o trabalho gerou, como produto educacional, uma sequéncia
didética voltada para os professores de matematica da educacdo basica. A sequéncia didatica
sugestiona o uso do planimetro em sala de aula, com exemplos contextualizados, no formato de
estudo dirigido. O intuito € mostrar uma maneira divergente das formulas para célculo de areas

diversas, motivando a aprendizagem deste contetido.

IMPACT INDICATORS

This work studied Green’s Theorem and Stokes’ Theorem, addressing, initially, crucial aspects
for understanding these theorems; and, subsequently, the use of the planimeter and its functio-
nality. Furthermore, the work generated, as an educational product, a teaching sequence aimed
at basic education mathematics teachers. The teaching sequence suggests the use of the plani-
meter in the classroom, with contextualized examples, in the directed study format. The aim is
to show a different way of calculating formulas for different areas, motivating the learning of

this content.
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1 INTRODUCAO

O célculo de areas € uma das habilidades constantes na Base Nacional Comum Curri-
cular (BNCC, Brasil. (2018)) e no Curriculo Referéncia Minas Gerais (CRMG, Minas Gerais.
(2018)) em praticamente todos os anos de ensino da educagdo basica (Ensino Fundamental e

Ensino Médio), conforme podemos observar nos quadros a seguir:

Quadro 1.1 — Habilidades que envolvem célculo de areas - Ensino Fundamental

ANO HABILIDADE

3°Ano | (EFO3MAZ21) Comparar, visualmente ou por superposicao, areas de faces de ob-
jetos, de figuras planas ou de desenhos.

4° Ano | (EFO4MA34MG) Construir a ideia de area a partir de recobrimento de superficies
(ladrilhagem) com figuras planas.

4° Ano | (EFO4MAZ21) Medir, comparar e estimar drea de figuras planas desenhadas em
malha quadriculada, pela contagem dos quadradinhos ou de metades de quadradi-
nho, reconhecendo que duas figuras com formatos diferentes podem ter a mesma
medida de 4rea.

5° Ano | (EFOSMA36MG) Calcular perimetros e areas de figuras desenhadas em malhas
quadriculadas com o uso das unidades padronizadas.

5° Ano | (EFOSMA19) Resolver e elaborar problemas envolvendo medidas das grandezas
comprimento, drea, massa, tempo, temperatura e capacidade, recorrendo a trans-
formacdes entre as unidades mais usuais em contextos socioculturais.

5° Ano | (EFOSMA?20) Concluir, por meio de investigacdes, que figuras de perimetros
iguais podem ter dreas diferentes e que, também, figuras que t€m a mesma area
podem ter perimetros diferentes.

6° Ano | (EFO6MA49MG) Realizar conversdes entre unidades de medidas de area.

6° Ano | (EFO6MAZ24) Resolver e elaborar problemas que envolvam as grandezas compri-
mento, massa, tempo, temperatura, drea (tridngulos e retangulos), capacidade e
volume (s6lidos formados por blocos retangulares), sem uso de férmulas, inseri-
dos, sempre que possivel, em contextos oriundos de situagcdes reais e/ou relacio-
nadas as outras areas do conhecimento.

7° Ano | (EFO7MA31) Estabelecer expressdes de célculo de drea de tridngulos e de quadri-
lateros.

7° Ano | (EFO7MA32) Resolver e elaborar problemas de cédlculo de medida de area de figu-
ras planas que podem ser decompostas por quadrados, retangulos e/ou tridngulos,
utilizando a equivaléncia entre areas.

8° Ano | (EFOBMA38MQG) Calcular drea de figuras planas: triangulos, quadrilateros e cir-
culos ou figuras compostas por algumas dessas.

8° Ano | (EFO8MA19) Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de drea de
figuras geométricas, utilizando expressdes de cdlculo de drea (quadriléteros, tri-

angulos e circulos), em situagdes como determinar medida de terrenos.
Fonte: BNCC e CRMG (2023).
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Quadro 1.2 — Habilidades que envolvem célculo de areas - Ensino Médio

ANO HABILIDADE

1°,2° e | (EM13MAT307A): Empregar diferentes métodos para a obtencdo da medida da
3° Ano | édrea de uma superficie (reconfiguragdes, aproximagao por cortes etc.).

1°, 2° e | (EM13MATS506). Representar graficamente a variacio da drea e do perimetro de
3° Ano | um poligono regular quando os comprimentos de seus lados variam, analisando e

classificando as fun¢des envolvidas
Fonte: BNCC e CRMG (2023).

Conforme apresentado nos quadros 1.1 e 1.2, o estudo de areas fica restrito a regides cir-
culares, retangulares, quadradas, triangulares ou, ainda, a regides que podem ser decompostas
em alguma das citadas anteriormente. Porém, fazendo uma relagdo com o cotidiano, nem sem-
pre uma regido a se determinar sua drea possui um formato especifico ou pode ser decomposta
inteiramente em outras.

Sendo assim, o propdsito dessa dissertacdo € apresentar uma maneira nao constante nos
curriculos de educagdo bdasica consultados que nos permite levar aos estudantes uma forma de
calcular areas diversas. Para isso, faremos uso do Teorema de Green, do Teorema de Stokes e
do Planimetro.

A dissertagdo esté estruturada em 4 capitulos, sendo que no primeiro serdo apresentadas
algumas defini¢des necessdrias para a compreensao de alguns topicos fundamentais no estudo
do Teorema de Green e do Teorema de Stokes.

Nos capitulos 2 e 3 sdo abordados os temas principais da dissertagdo, que sdo o Teorema
de Green e o Teorema de Stokes. Ja no quarto capitulo, é apresentado o desenvolvimento e a
criacdo do planimetro, bem como seu funcionamento e utilizag¢do e, por fim, sua aplicacdo no

estudo do célculo de areas planas no contexto da educacao bésica.

1.1 Contexto Historico

O Teorema de Green leva o nome de George Green, enquanto o Teorema de Stokes se
refere a George Stokes. Além deles, uma terceira pessoa, no caso William Thomson, foi muito
importante na formulagdo, disseminagdo e aplicacao dos dois teoremas. Nas subse¢des a seguir,

abordaremos um pouco mais o contexto histérico desses estudiosos.



13

1.1.1 George Green

Figura 1.1 — George Green

Fonte: Disponivel em https://knoow.net/cienciasexactas/fisica/green-george-biografia/.(2023)

O Teorema de Green leva o nome do cientista inglés George Green, nascido na cidade
inglesa de Nottingham em 1793 e vindo a falecer de gripe na mesma cidade em 1841. Segundo
Medeiros, Menezes e Pinto (2003), “nao é muito claro em que fontes ou conhecimentos Green
poderia ter se baseado para desenvolver seus trabalhos; as evidéncias sugerem a obra de um
génio autodidata muito mais do que o esfor¢o e a interlocu¢do de um grupo de cientistas”.

Sua primeira publicacao foi

An Essay on the Application of Mathematical Analysis to the Theories of Elec-
tricity and Magnetism (Um Ensaio na Aplicacdo de Andlise Matematica para
as Teorias de Eletricidade e Magnetismo, em traducao literal), em 1828. Con-
tudo, somente foram impressas 100 copias. Esse panfleto continha um teorema

equivalente ao que conhecemos como Teorema de Green hoje, mas nao se tor-
nou conhecido na época. (STEWART, 2013)

Somente em 1833, aos 40 anos, que Green ingressou na Universidade de Cambridge
como aluno de graduagdo. Seus escritos foram encontrados em 1846 por William Thomson,
conhecido por Lord Kelvin, que, segundo Stewart (2013), percebeu sua importincia e os reim-
primiu. Os estudos de Green serviram de base para os trabalhos de teoria do eletromagnetismo

subsequentes de Thomson, Stokes e outros.
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1.1.2 George Stokes

Figura 1.2 — George Stokes

Fonte: Disponivel em https://www.engquimicasantossp.com.br/2013/11/george-gabriel-stokes.html.
(2023)

O Teorema de Stokes tem seu nome em homenagem ao fisico e matemadtico irlandés
sir George Gabriel Stokes (1819-1903). Ele foi professor na Universidade de Cambridge e se
sobressaiu por seus estudos sobre vazao de fluidos e luz (STEWART, 2013).

De acordo com Buffoni (2011), desde adolescente Stokes mostrava aptiddo para a mate-
matica, tendo como uma de suas inspiragdes para entrar no campo de pesquisa da hidrodindmica
o trabalho de Green.

George Stokes fez uma colaboracdo com outro entusiasta de George Green, no caso,
William Thomson (Lord Kelvin), compartilhando diversas cartas sobre eletricidade, magne-
tismo e escoamento em fluidos (BUFFONI, 2011).

Sendo que

O teorema que hoje chamamos de Teorema de Stokes foi descoberto por Wil-
liam Thomson. Stokes soube desse teorema por uma carta de Thomson em
1850 e pediu a seus estudantes que o demonstrassem em um exame em Cam-
bridge, em 1854. Nio se sabe se algum de seus estudantes foi capaz de fazé-lo.
(STEWART, 2013)
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1.1.3 William Thomson (Lord Kelvin)

Figura 1.3 — William Thomson (Lord Kelvin)

William Thomson nasceu na Irlanda do Norte, na cidade de Belfast, em 26 de junho de
1824. Segundo Buffoni (2011), em 1841 ele ingressou em Cambridge e publicou seus primeiros
artigos; recebendo seu titulo de Bacharel em 1845 com honras maximas. Foi também nesse ano
que Thomson recebeu uma cépia do trabalho de George Green.

George Green teve pouco reconhecimento publico em vida. Foi William Thomson quem
primeiro reconheceu o valor do trabalho de Green e o tornou de larga publicidade (BUFFONI,
2011).

Ainda de acordo com Buffoni (2011), em 1899, apds 53 anos de uma associa¢io pro-
veitosa e feliz com a Universidade de Glasgow, ele se retirou da carreira académica. William

Thomson morreu em 17 de dezembro de 1907 em sua propriedade na Escdcia.
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2 PRE-REQUISITOS

Nesse capitulo serdo apresentadas algumas definicOes necessdrias para a compreensao

de alguns topicos referente ao estudo do Teorema de Green e do Teorema de Stokes.

2.1 Campos Vetoriais

Se a cada ponto P do espaco ou de uma regiao do espago (para efeito dessa dissertacao
tomaremos R? e R3) associamos um vetor r = r(P) (em R2 ou R3), entdo diremos que esta
definido um campo vetorial. Como exemplo, podemos citar campos vetoriais de velocidade
(velocidade do vento, correntes ocednicas, fluxo passando por um aerofélio) e campos de forca
gravitacionais.

De modo geral, campo vetorial é uma fungdo R? (ou R?) — V, (ou V3), sendo V, e V3

espaco vetorial. Assim:

Definicfio 2.1. Seja D um subconjunto em R?. Nesse caso, um campo vetorial é uma funcio F
que associa a cada ponto (x,y) em D um vetor bidimensional F(x,y). De maneira andloga, seja
E um subconjunto de R3, um campo vetorial em R? é uma func¢do F que associa a cada ponto

(x,y,z) em E um vetor tridimensional F(x,y,z).

Em ambos os casos podemos escrever o vetor F, seja ele bidimensional ou tridimensio-

nal, em termos de suas fun¢des componentes, sendo:

F(x,y) = P(x,y)i+0(x,y)j

F(x,y,z2) = P(x,y,2)i+0(x,y,2)j+R(x,y,2)k

Exemplo 2.2. Esboce o campo vetorial F desenhando um diagrama para F(x,y) = %xi +yj.

Uma vez que F(0,1) = j, desenhamos o vetor j = (0,1) comecando no ponto (0,1).
Como F(2,0) =1, desenhamos o vetor i = (1,0) comeg¢ando no ponto (2,0). Continuando desta
maneira, podemos calcular vdrios outros valores representativos de F(x,y); que estdo ilustrados

na Figura 2.1.
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Figura 2.1 — Esbo¢o do Exemplo 2.2

S

"
~
AN

&
i
o
M
w
-

-3

N\
T

-4

Fonte: Do Autor (2024)

Exemplo 2.3. Esboce o campo vetorial F desenhando um diagrama para F(x,y, z) = xk.

O esbocgo estd mostrado na Figura 2.2. Observe que todos os vetores sdo verticais, sendo
que F(x,y,z) é um vetor de comprimento igual a |x|. Desse modo, o comprimento dos vetores
sdo maiores a medida que eles estdo mais distantes do eixo z. Para x > 0, todos os vetores
apontam na dire¢do positiva do eixo z; ja para x < 0, os vetores apontam na direcdo negativa do

€ixo Z.

Figura 2.2 — Esboco do Exemplo 2.3
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Fonte: Do Autor (2024)
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Definiciio 2.4. Seja f: D — R, com D C R?, entio o gradiente de f é a funcio vetorial </ f,

que também pode ser chamada de campo vetorial gradiente, definido por

VHE) = () ) = s

Podemos reescrever a Definicdo 2.4 para o caso de uma funcao f de trés varidveis.

Definicdo 2.5. Seja f: E — R, com E C R3, entdio o gradiente de f é a funcio vetorial </ f

definida por

af. :
Vf(xayvz) = <fx(x,y,Z),fy(x,y,Z),fz(x,y,Z)> = El—i_ a_J + 8_zk
Exemplo 2.6. Determine o campo vetorial gradiente 57 f de f(x,y) = xe™.
Utilizando a Defini¢do 2.4 temos
Vilxy) = ot Iy
Vi) = (¥ +aye?)i+ ()]
Exemplo 2.7. Determine o campo vetorial gradiente 57 f de f(x,y,z) = /x* +y* + z2.

Utilizando a Defini¢do 2.5 temos

_ 9 9f 9
Vf<X,y,Z) - 8X1+ ay.]+ 8Zk

X . y . z
Vixyz) = i+ i+ k
(\/x2+y2+z2) <\/x2+y2+z2> (\/x2+y2+z2)

Em secOes futuras serd importante sabermos se um campo vetorial F é conservativo. Por

isso segue a defini¢do seguinte:

Definicao 2.8. Um campo vetorial F serd conservativo se existir uma func¢do f tal que \/f =F.

2.2 Integrais de Linha

Segundo Stewart (2013), as integrais de linha foram inventadas no comeco do século
XIX para resolver problemas que envolviam escoamento de fluidos, forgas, eletricidade e mag-

netismo.
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Para podermos iniciar o estudo sobre as integrais de linha, é necessario o entendimento

do que € uma curva suave.

Definicdo 2.9. Seja C uma curva plana dada pela equacdo vetorial r(r) = x(¢)i+ y(7) j, com

t € I. Dizemos que C é uma curva suave se ' € continua e r’(¢) # 0 em I.
Da definicao do que é uma curva plana suave, podemos enunciar que:

Definicao 2.10. Seja C uma curva plana suave dada por

x=x(t) y=y() a<rt<b,

Se f for uma fungdo definida sobre essa curva, entdo a integral de linha de f sobre C é

dada por
n
[ s = lim ¥ f757) A
e
C

se esse limite existir.

Se f € uma fun¢do continua, temos que o limite na definicdo 2.10 sempre existe e pode-

mos calcular a integral de linha da seguinte maneira:

[ rias= | f<x<r>,y<r>>\/ (&) 4 (2 a Cay

c

O valor da integral de linha ndo depende da parametrizacdo da curva, desde que a curva

seja percorrida uma dnica vez quando ¢ cresce de a para b.
Exemplo 2.11. Calcule a integral de linha, [ y’ds,onde Céacurvax=1,y=1e0 <t <2.
C

Da Equagdo 2.1 temos

2

/y3ds = /:3,/(3r2)2+12dz (2.2)
C 0
2

— / AV 1 dr 2.3)
0
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Fazendo 9% + 1 = u, temos % =361° — % = £3dr. Substituindo na integral 2.3 acima,

temos

/édu
uz2 — =
36

1
%/uédu:
1

3

uz
13|
36[§]

5i4 [(9t4—|— 1)3}(2) -
1

54 (145V145 1)

Logo, [y*dS = 4;(145v/145 —1).
C

Definicao 2.12. Seja C uma curva suave por partes; isto €, C € a unido de um nimero finito

de curvas suaves C1,Cs,---,C, onde, conforme visto na figura 2.3, o ponto inicial de C;; é

o ponto final de C;. Dessa forma, definimos a integral de f ao longo de C como a soma das

integrais de f ao longo de cada parte suave de C:

/f(xay>dS=/f(x,y)dS+/f(x,y)d5+...+
C ¢ &

Figura 2.3 — Curva Suave por Partes

o

0

Fonte: Stewart (2013)

=Y

[ fixpas

2.4)

Exemplo 2.13. Calcule a integral de linha [(x+ 2y)dS onde C consiste nos segmentos de reta
C

de (0,0)a(2,1)ede (2,1)a (3,0).

Da Equagdo 2.4, temos



/(x+2y)dS: /(x+2y)dS+/(x+2y)dS
C C (&)

Para C; e C; temos

2
= \/5[&—%}3
2
/(x+2y)dS _ %E

G

Substituindo as Equagdes 2.10 e 2.14 na Equacdo 2.5, temos que:

/(x+2y)dS:/(x+2y ds+/x+2y )dS = 2f+

C C G
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(2.5)

(2.6)

2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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Portanto, a integral de linha [(x+2y)dS, onde C consistia nos segmentos de reta dados
c

pelo enunciado é igual a 2v/5 + %

Utilizando ainda a Definicao 2.10, temos que duas outras integrais de linha sdo obti-
das trocando-se As; por Ax; = x; —x;—1 ou Ay; = y; — y;—1 nessa Defini¢ao 2.10. Elas sdo

chamadas, respectivamente, de integrais de linha de f ao longo de C com relac@o a x e y. Logo,

[rnax = fm Y pGian Ay e 216
C i=1
[y = lim Y £00 A @.17)
C i=1

Se quisermos distinguir a integral de linha original | f(x,y)dS das Equagdes 2.16 ¢ 2.17,
C
esta é chamada de integral de linha com relagdo ao comprimento do arco.
As integrais de linha com relagdo a x e y, dadas pelas Equacdes 2.16 e 2.17, podem ser

calculadas escrevendo-se tudo em termos de ¢:

x=x(t),y=y(t),dx=x(t)dt,dy =y (t)dt (2.18)
Dessa maneira,
b
[redx = [ra s K0 e 219
c ab
[rendy = [ £.50)y 0 220)
C a

Na sequéncia, apresentamos a definicao de uma curva espacial suave:

Definicao 2.14. Seja C uma curva espacial suave, no intervalo a <t < b, dada pelas equacdes

paramétricas

x=x(t) y=y{t) z=z(t)

A integral de linha de f ao longo de C € definida de modo semelhante ao caso anterior

(curvas planas):
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n
[ s = fim Y5t ) B
/ -

E, também de maneira andloga ao caso anterior, essa integral pode ser calculada como

[ v 2yds = /b f<x<r>,y<r>,z<r>>\/ (S (DY (%) w0 e

c

Exemplo 2.15. Calcule [(x+y+z)ds, onde C é a hélice c(f) = (cost,sent,t) ao longo de
c
0<r<m.

Aplicando a Equagdo 2.21 temos:

(cost + sent +t)\/(—sen)2t +cos*t+ 12dt

/f(x,y,Z)dS =
C

(cost +sent+t)\/sen2t—|—cos2t + 1dt

(cost +sent +1)\V/2dt

I
St —8 T T— “T—

T

= ﬁ/(cost—ksent—kt)dt

0

2 V(4
t
= V2 sent—cost%——]
L 2 0
2

= \/5:(0+1+%>—(0—1+0)}

r 2
= V2 1+%+1]

2 2
= 2\/§+\/_27r

Logo, [(x+y+2z)ds =22+ szyﬂ
C
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Podemos também definir integrais de linha ao longo de C em relacdo a x, y e z. Observe

que

n
[Ferade = Jim ¥ s i) A

C

b
_ /f(x(t),y(t),Z(t))Z'(f)dt

Desse modo, podemos calcular integrais escrevendo tudo (x, y, z, dx, dy, dz) em termos

do parametro ¢, como segue:

/P(x,y, z)dx+ Q(x,y,z)dy+ R(x,y,z)dz (2.22)
C

Exemplo 2.16. Calcule a integral de linha [ zdx+xdy+ydz, C:x =12,y =13, 7=1>e 0<t < 1.
c
Como x =12,y =13 e z = 1%, entdo dx = 2tdt, dy = 3t%dt e dz = 2tdt. Desse modo,
aplicando a Equacgdo 2.22, temos

1
/zdx—l—xdy—l—ydz = /t2-2tdt+r2-3t2dt+t3-2tdt
c

(213 + 3% + 21" dr

|
— _ O— _©

(5¢* +263)dr

I
— <

~

(@,

+
l\)lw.p
.
() —

N =
+
| =

Logo, [zdx+xdy+ydz = %
C

Em fungdes f : R — R, se considerarmos que f(x) é uma forga varidvel que move
uma particula de a até b ao longo do eixo x, entdo o trabalho W feito por essa forca nesse

deslocamento € dado por
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b
W= / F(x)dx.

Se F = Pi+ Qj+ Rk for um campo de forca continuo em R>, como calcular o trabalho

exercido por essa for¢a ao mover uma particula ao longo de uma curva suave C?

Dividiremos C em sub-arcos P,_|P; com comprimentos A S; através da divisdo do in-

tervalo de pardmetros [a,b] em sub-intervalos de igual largura. Veja a Figura 2.4 para o caso
bidimensional e a Figura 2.5 para o caso tridimensional.

Figura 2.4 — Caso bidimensional

A Piogyi)
] Py j
P
Co™ [ /N
l"/ |I |ll k|
/ | [ P
P, | ' ). !
1 & -.J"
LY | | =
|
~p, ||
0 I". || x
|
|I. FI lll
—
a F b !
lior 4

Fonte: Stewart (2013)

Figura 2.5 — Caso tridimensional

Fonte: Stewart (2013)

Depois, escolhemos um ponto P’

(xf,¥7, z}) no i-ésimo sub-arco correspondente ao
valor do pardmetro ;.

Se fizermos A S; pequeno, o movimento da particula de P, para P, na curva ocorre

aproximadamente na dire¢do de T(z), em que T(#]") € o vetor tangente unitdrio a P;". Logo, o
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trabalho, denotado por W, feito pela forca F para mover a particula de P, para P; € aproxima-

damente

R, yis5) - [AST()) = [F(x, yi, 7)) - T()] ASi

e o trabalho total executado para mover a particula ao longo de C € aproximadamente

(ngE

[F(x;kvy;k7z;k) T<x:<ay;kvz;k)] AS! (223)
1

~.

onde T(x,y,z) é o vetor tangente unitdrio no ponto (x,y,z) em C. Note que quanto maior
for o valor de n, melhor € a aproximac¢do na Equagdo 2.23.
Entdo, definimos o trabalho W feito por um campo de for¢a F como o limite da soma de

Riemann dada pela Equacgdo 2.23.

W= [[Fln2) Tl ds = fim DR 97, 6) - T00 0 ) A5 @29
n—>oo

A Equacdo 2.24 diz que o trabalho € a integral com relagdo ao comprimento do arco da
componente tangencial da forca.

Se a curva C € dada pela equacdo vetorial

r(t) =x()i+y(t)j+z(t)k

entao

e, pela Equacdo 2.21, podemos reescrever a Equacdo 2.24 como

W= /{ §}|r )| di = /F 1) dt (2.25)

A Equacdo 2.25 ocorre em outras areas da fisica e € frequentemente abreviada como

/abF(r(t))~r/(t) dt:/CF-dr




27

Dessa forma, em relacdo aos campos vetoriais continuos, podemos definir a integral de

linha sobre eles como:

Definicao 2.17. Seja F um campo vetorial continuo definido sobre uma curva suave C dada pela

fungdo vetorial r(¢) = (x(¢),y(¢),z(t)), a <t < b. Logo, a integral de linha de F ao longo de C é

b
C/F-drza/F(r(t))-r(t)dtzC/F-Tds,

No caso da defini¢do 2.17, F(r(t)) é equivalente a F(x(¢),y(¢),z(t)).
Exemplo 2.18. Calcule a integral de linha [F-dr, onde F(x,y) = xyi+ 3y%j e C é dada pela
C
funcao vetorial
r) =11+ %5, 0<r<1.

Temos F(r(t)) = 11¢7i+ 3% e 7/ (t) = 4413 + 3tj , entio, aplicando a Definigao 2.17,

encontramos

1
/F-dr _ /484z10+9r
C 0

= [44¢" 41 }0
= 45
Desse modo, [F-dr =45.
c
Exemplo 2.19. Calcule
2
/y dx+xdy
c

onde C = Cj é o segmento de reta de (—5,—3) a (0,2) e C = C, é o arco da pardbola x = 4 — y?
de (—5,-3) a (0,2).
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Figura 2.6 — Exemplo 2.19

Yy

0,2
°

@
¢5,-3)

Fonte: Do Autor (2024)

A Figura 2.6 apresenta as curvas C; e C; dadas pelo enunciado. Em relacdo a Cy, pode-

mos parametrizar o segmento de reta como

x=5t-5 y=>5t—-3 0<r<1

Desse modo, temos

dx=5dt e dy=5dt
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Logo, utilizando as Equacdes 2.19 e 2.20, segue que

/Cyzdx—f—xdy = /f dt+/f '(t) dr

_ /0(5t—3)2(5)dt+(5t—5)(5)dt

— /0 (252 — 3004 9) () + (25¢ — 25) di
_ /01(125t2 — 150¢ +45) dt + (25¢ — 25) dt
_ /01(125t2—125t+20)dt

1
_ 5/ (251> — 251+ 4) dr
0

253 2512 !
5 [ 4t}
0

3 2
25 25
= =g
(5-5+)
1
= 5.(==
()

Ja para o arco de parabola, como ele estd em funcdo de y, usamos a seguinte parametri-

zacdo para Cy:

Dessa maneira temos que

dx = —2ydy
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Logo,
2 2 2 2
/Cy dx+xdy = /3y (=2y)dy+(4—y~)dy
) _
2
= /_3(—2y3 Y +4) dy
4 3 2
y y
= |—-=——2_44
5],
B 8+87_245
3 2 6
Portanto,

/yzdx+xdy = /yzdx+xdy+ y2 dx+xdy
c G G

B 5+245
6 6
= 40

2.3 Rotacional e Divergente

O rotacional e o divergente sdo duas operagdes que podemos aplicar em um campo
vetorial. Essas operagdes sao muito utilizadas na fisica. Cada uma delas lembra uma derivagao,
mas enquanto o rotacional produz um campo vetorial, o divergente gera um campo escalar.

Essas duas operagdes serdo utilizadas nos capitulos 3 e 4.

Definicdo 2.20. Se F = Pi+ Qj + Rk é um campo vetorial em R3 e as derivadas parciais de P,

Q e R existem, entio o rotacional de F é o campo vetorial em R? definido por

(R A0\, (AP 3R\. (3Q P
rotF = (a—y — a_Z) 1+ (a—z — Z)J‘I‘ (g — a—y) k. (2.26)

Podemos reescrever a Equagdo 2.26 usando notagdo de operadores. Introduzindo o ope-
rador diferencial vetorial 5/, chamado “nabla”, como mostrado a seguir:
=i J +J o +k J
Vo dy a7
Quando “nabla” opera sobre uma funcao escalar, ele produz o gradiente de f:
Of of L of df. df. Idf

Vfi=i—+j=—+k=—=="i+j+

dx “dy dz dx  dy 3_zk
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Jd 0 ) <
Se pensarmos em {7 como um vetor de componentes 3., o € 9 podemos também

considerar o produto vetorial formal de 57 pelo campo vetorial F como

i j k
vxF = % a% a% (2.27)
P 0
_ (dR JQ OP OR) . 00 0P
E B e
= rotF (2.29)

Desse modo, a maneira mais facil de lembrar a Defini¢ao 2.20 € pela expressao simbo-

lica a seguir:
rotF =<7 X F (2.30)
Exemplo 2.21. Determine o rotacional do campo vetorial F(x,y,z) = xye® i + yze* k.
Sendo P(x,y,z) = xye®, Q(x,y,z) = 0 e R(x,y,z) = yze*, temos
JoR . J0 JP JdR . 90 0 JdP

L e—=yze', — =0 e
ox ¢ ox dy

=0, — = xye’ = xe*. Desse modo,
rotF = (ze* —0)i+ (xye® — yze*)j+ (0 — xe* )k = rotF = ze'i+ y(xe* — ze*)j — xe'k.

8_y_ze’8_z " dz

Uma outra solucdo poderia ser usando a Equagdo 2.30, como segue:

i j Kk
_ — Jd J 9
rotF =<y xF = w %
P QO R

i j Kk

= 9 J 9

dx dy 0z

xyet 0 yze*
)

(52 (15 (5 (457

(P57 (575 (757

= ze'i+y(xe* —ze')j—xe*k
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Definicdo 2.22. Se F = Pi+ Qj + Rk é um campo vetorial em R3 e %, %—Qyz e %—f existem, entao

o divergente de F é uma funcdo de trés variaveis definida por

. 9P 90 IR

Exemplo 2.23. Determine o divergente do mesmo campo vetorial dado no Exemplo 2.21.

O divergente de F(x,y,z) = xye® i + yze* k, utilizando a Definigdo 2.22, é dado por
divF = ye* + 0+ ye* = y(e* +¢*).

2.4 Superficies Parametrizadas e Suas Areas

Para parametrizar uma superficie, podemos escrevé-la por uma func¢do vetorial r(u, v)

de dois pardmetros u e v.

Definicao 2.24. Seja

r(u,v) = x(u,v)i+y(u,v)j+ z(u,v)k (2.31)

uma func¢do a valores vetoriais definida sobre uma regido D do plano uv. Entdo:
x(u, v), y(u, v) e z(u, v),

os componentes de fungdes de r, serdo fungdes das duas varidveis u e v com dominio D.

O conjunto de todos os pontos (X, y, z) em R tal que

x=x(u,v) y=y(u,v) z=2z2(u,v) (2.32)

e (u, v) varia ao longo de D, é chamado de superficie parametrizada S e as Equacdes

2.32 sdao chamadas equacgdes parametrizadas de S.

Cada escolha de u e v resulta um ponto em S; fazendo todas as escolhas, temos todos os
pontos de S. Ou seja, a superficie € tracada pela ponta do vetor posi¢do r(u, v) enquanto (u, v)
se move ao longo da regido D.

As superficies de revolu¢cdao podem ser representadas na forma parametrizada e, dessa

maneira, seus graficos podem ser tragados com o auxilio de softwares computacionais.
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Exemplo 2.25. Considere a superficie S obtida pela rotagdo da curvay = f(x), com a < x < b,

sobre o eixo x, onde f(x) > 0. Seja 6 o dngulo de rotagdo, conforme visto na Figura 2.7.

Figura 2.7 — Superficie de Revolugdo

Fonte: Stewart (2013).

Se (x, Yy, z) € um ponto em S, entdo

x=x  y=f(x)cosO z=f(x)sen0 (2.33)

Logo, tomamos x e 8 como parametros e visualizamos as Equacdes 2.33 como equagdes
paramétricas de S. O dominio do pardmetro é dadopora <x<be 0 <0 <27.

Nosso proximo objetivo € determinar o plano tangente em um ponto Py e uma superficie
parametrizada descrita pela Equacdo 2.31. Se mantivermos u constante usando u = u,, entao
r(u,,v) torna-se uma funcdo vetorial de pardmetro tnico v e, portanto, define uma curva de

grade C; em S, conforme Figura 2.8.

Figura 2.8 — Planos Tangentes

(Mg Ug)
V=1,

0 u / T
X

Fonte: Stewart (2013).

O vetor tangente a C; em Py € obtido tomando-se a derivada parcial de r em relagdo a v:
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_ Ox . dy . 02
ry = 5(”07 V())l + %(u()? VO)J + x(u()’ Vo)k (234)

Do mesmo modo, se mantivermos v constante usando v = v,, entdo r(u, v, ) torna-se uma
func¢ao vetorial de parametro tnico u e, portanto, define uma curva de grade C, em S, cujo vetor

tangente em Fy €

_ ox . dy . 0z
ry = %(umvo)l"i_%(umvo).]‘i_%(”m‘@)k (2.35)

Se r, x r, ndo for igual a zero, entdo a superficie S é chamada suave, isto €, ndo possui
(13 : 2 ’ 7z 7
bicos”. Para uma superficie suave, o plano tangente € o que contém os vetores tangente r, e r,

e o vetor normal ao plano tangente € r,, X r,.

Exemplo 2.26. Determine uma equacio do plano tangente a superficie parametrizada
x=u+v y=3u® z=u—v

no ponto (2, 3, 0).

Inicialmente vamos calcular os vetores tangente usando as Equacdes 2.34 e 2.35

r=i-k (2.36)

o =i+ 6uj+k (2.37)

Sendo assim, o vetor normal ao plano tangente é

i j Kk
ry Xry, = |1 6u 1
1 0 -1

= —6ui+2j—o6uk

Observe que o ponto (2, 3, 0) corresponde aos valores dos parametros u =1 ev =1, de

modo que o vetor normal ali é

—6i+2j — 6k
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Logo, uma equacdo do plano tangente em (2, 3, 0) é

—6(x—2)+2(y—3)—6z = 0
—6x+124+2y—6—-6z = 0

—6x+2y—6z = —6

Iremos definir agora a drea de uma superficie parametrizada geral dada inicialmente pela

Equacio 2.31, ou seja,

r(u,v) = x(u,v)i+y(u,v)j+ z(u,v)k

Definicao 2.27. Se uma superficie parametrizada suave S é dada pela Equacdo 2.31 (reescrita
logo acima), na qual (u,v) € D; e S é coberta uma unica vez quando (u,v) abrange todo o

dominio D dos parametros, entdo a drea da superficie de S é

A(S)://D|ru X 1| dA

onde

ax'—kﬂj—k%k e rv:&_xi+8y, 9z
u

=i+ 5 g oAtk

Exemplo 2.28. Determine a area da esfera de raio a.

Considere a seguinte representacdo parametrizada da esfera:

x=asenpcos@ y=asenpsend e z=acos@

no qual os dominios dos parametros é o conjunto D,

D={(¢,6)[0<¢ <7,0<6 <27}
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Calcularemos primeiro r, X r:

i j kK
N
Ty X 1y % 96 99
Iy 2
200 0J6 J0
i i k

= acosPcos® acosPsend —asen@

—asen@sen® asen¢cos0 0

= (a®sen’ ¢ cos 0)i+ (a*sen® ¢ sen 0)j+ (a® sen ¢ cos )k

O que implica em

ro x ro| = \/a4sen4¢cos29+a4sen4¢sen29+a4sen2¢c0s2¢

= \/ a*sen* ¢ +a* sen? ¢ cos? ¢

= sen? ¢

= a’sen¢

Como sen¢ > O para0 < ¢ < 7w, temos, pela Definicdo 2.27 que a drea A da esfera é

A = // ’I‘¢><l'9|dA
D

2 &

- //azsen(pd(])de
00
2r

= a* | dB[—coso]]
[

2r
= a2/de(1+1)
0

2T
— 28 / 40
0

= 24° 9]37r

— 47d?

Entio a drea da esfera de raio a é igual a 47wa’.
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2.5 Integrais de Superficie

Suponha que a superficie S tenha equagdo vetorial conforme a Equacgdo 2.31, ou seja,

r(u,v) = x(u,v)i+y(u,v)j+z(u,v)k, na qual (u,v) € D.

Admita inicialmente que o dominio dos parametros D seja um retangulo e vamos dividi-
lo em sub-retingulos R;; com dimensdes Au e Av. Entao a superficie S € dividida em retalhos

correspondentes S;;, como na Figura 2.9.

Figura 2.9 — Superficie Parametrizada

R."r'
sy
A
] Ap

An

0 i

Fonte: Stewart (2013)

Seja f uma funcdo de trés varidveis cujo dominio inclui a superficie S. Calcularemos f
em um ponto Pl-’; de cada retalho, multiplicando pela drea AS;; do retalho e formando a soma de

Riemann

Y. ) s As;
i=1 j=1

Na sequéncia, tomamos o limite quando o ndmero de retalhos aumenta e definimos a

integral de superficie de f na superficie S como

/ / Fxy,2)dS = limpp s Y, Y f(P5)AS;; (2.38)
S i=1 j=1

Para calcularmos a integral de superficie na Equagdo 2.38, devemos aproximar a drea do

retalho AS;; pela drea de um paralelogramo aproximador no plano tangente, no qual
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AS;j = |1y, x 1| Audy,

onde

_Odx, dy, Jz _odx, dy, 9z
ru—ﬂl—i—EJ—’—Ek c rv—a—vl+a—vj+a—vk

sd0 os vetores tangentes em um canto de S; e
Se as componentes sdo continuas e r, € r,, vetores tangentes em um canto de S;;, sao

nao nulos e ndo paralelos no interior de D, entdo podemos demonstrar a proxima igualdade.

J[ revayds = [ )i, < rfas (239)
S D

A Equacgao 2.39 nos permite calcular uma integral de superficie, transformando-a em

uma integral dupla sobre o dominio dos parametros D.

Exemplo 2.29. Calcule a integral de superficie

//(x+y+z)dS

S
onde § € o paralelogramo com equacgdes paramétricas x =u+v, y=u—v, z = 14+2u+v,

0<u<2e0<v<l.

Temos que

r(u,v) = (u+v)i+w—v)j+(1+2u+v)k, (2.40)
i j Kk

r,Xxr, = |1 1 2 (2.41)
I -1 1

r,xr, = 3i+j—2k e (2.42)

roxnl = /P24 (22 = Vid (2.43)



Substituindo as Equagdes 2.40 e 2.43 na Equacdo 2.39, temos:

[[wryeaas = |
0

N

1
/(4u+v—|— 1)dvdu
0

2

/2

0

2 1
= \/ﬁ/ {4uv+v—+v} du

0 2 0

/2

0

= V14 [2u2+%u}
— 11V14

(u+v+u—v+142u+v)Viddvdu

39

Logo, a integral de superficie [[(x+y+z)dS, com os pardmetros dados pelo enunciado,

S
¢ igual a 11/14.

Toda superficie que é grafico de fungdo pode ser parametrizada de um dos seguintes

modos:

1) x=x y=y z=h(x)y)

2) x=x y=gxz) z=z2

3) x=f(nz) y=y z=z2

Para o caso 1) tem-se

. dh . oh\
rle—i—(a)k ry—J+<a—y>k, logo

Iy XTIy = ——1—a—yj+k, e

Iy x1y| = %2+%2+1
e bl = dx dy

Dessa maneira, substituindo a Equacao 2.46 na Equacgdo 2.39 temos que

(¢

(2.44)

(2.45)

(2.46)
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//f(x,y,z)dS://f(x,y,g(x,y))\/(%>2—l— (g—j})z+ldA (2.47)
S D

Existem formas andlogas para os casos 2) e 3).

Para definir integrais de superficie de campos vetoriais, precisa-se descartar superficies
nao orientdveis. Portanto, iremos considerar apenas as superficies orientdveis (aquelas com dois

lados).

Definicao 2.30. Considere uma superficie S que tenha um plano tangente em todos os pontos
(x,y,z) em S (exceto nos pontos da fronteira). Existem dois vetores normais unitdrios n; e

n, = —n; em (x,y,z), conforme Figura 2.10.

Figura 2.10 — Vetores Normais Unitarios

Fonte: Stewart (2013)

Se for possivel escolher um vetor normal n em cada ponto (x,y,z) de modo que n varie
continuamente sobre S, entdo S é chamada superficie orientada e a escolha dada de n fornece
S com uma orientacdo. Existem dois tipos de orientacdes possiveis para qualquer superficie

orientada, como pode ser visto na Figura 2.11.

Figura 2.11 — Duas Orienta¢des de uma Superficie Orientavel

Fonte: Stewart (2013)
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Para uma superficie fechada, ou seja, uma superficie que seja a fronteira de uma regiao
s6lida E, convenciona-se que a orientagdo positiva € aquela para a qual os vetores normais apon-
tam para fora de E. Dessa forma, os vetores normais que apontam para dentro correspondem a

orientacdo negativa, conforme visto na Figura 2.12.

Figura 2.12 — Orienta¢cdo de uma Superficie Fechada

ORIENTACAO ORIENTACAO
POSITIVA NEGATIVA

Fonte: Stewart (2013)

Definicao 2.31. Se F for um campo vetorial continuo definido sobre uma superficie orientada

S com vetor normal unitario n, entdo a integral de superficie de F sobre S é

//F-dS://F'ndS (2.48)
S S

Essa integral também € chamada de fluxo de F através de S.

Em resumo, a Definicdo 2.31 diz que a integral de superficie de um campo vetorial sobre
S € igual a integral de superficie de sua componente normal em S. Se S é uma funcio vetorial

dada por r(u,v), entdo n é dado por

r, Xr,
-4V 2.4
lr, x 1, (2.49)

Substituindo a Equacdo 2.49 na Equagdo 2.48, temos que
/ F-dS = //F ru—xrvds
[r, X 1yl
S
= //{ u * Ty Ir, x r,|dA
e X

Logo, a Equacgdo 2.48 se torna
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//F.dsz//F-(ruer)dA (2.50)

S
Exemplo 2.32. Calcule a integral de superficie [[F -dS para o campo vetorial F(x,y,z) =
S
ze¥i—3ze™ j+xyk e a superficie orientada S, onde S € o paralelogramo do Exemplo 2.29 com

orientacdo ascendente.

Do Exemplo 2.29 temos:

r(u,v)=(u+v)i+u—v)j+(14+2u+v)k,0<u<2,0<v<1

r, xr,=3i+j—2k

Entao

F(r(u,v)) = (14 2u+v)e™™E@ 5 3(1 4 2u+ )™ 4 (u+v) (4 —v)k

= (1 —|—2u+v)e”2_v2i— 3(1 —|—2u+v)e"2_v2j + (u? — vk



Como o componente z para r, X r, é negativo, nds usaremos

usando a Equacdo 2.50, temos

/ F.dS —
S

Portanto, [[F-dS = 4.
S

—3(142u+v)

e" _V2-|-3(1 +2u+v)e"

Bt 2(u? —v?
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—(r, x 1y). Sendo assim,

euzfvzj + (l/t2 i Vz)ki| .

Caso a superficie S seja dada por um gréfico z = g(x,y), entdo podemos considerar x e y

como parametros e usando a Equacgdo 2.45 temos que

d d
F-(r, xry,)=(Pi+Qj+Rk): (_8_ii_8_§j+k)

Logo, a Equacao 2.50 pode ser escrita como

//FdS //( _p

%—Q—+R) dA

(2.51)

Essa Equacdo 2.51 sera utilizada na demonstracdo do Teorema de Stokes.
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Exemplo 2.33. Seja ¢ a porgio da superficie z = 1 — x> — y* acima do plano xy, e suponha
que O seja orientada para cima . Determine o fluxo do campo vetorial F(x,y,z) = xi+yj+zk

através de o.

Pela Equacdo 2.51, o fluxo é dado por

/ F.-dS = // (—P%—Qé—iﬂ%) dA (2.52)
S D
= / / (2x* +2y* +z)dA (2.53)
D

Como z = 1 —x* —y?, substituindo na Equacio 2.53, temos

//F-dS - //(2x2—|—2y2+1—x2—y2)dA (2.54)
D

S _ //(x2+y2+1)dA (2.55)
D

Usando coordenadas polares, a Equacao 2.55 se altera para

{/F-ds =

o
B

(r2 +1)rdrdo

Il
O\g‘) O\g‘) S —
o o —_

. . . < s 3
Logo, o fluxo do campo vetorial F(x,y,z) = xi+yj+zk é igual a 5.
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3 TEOREMA DE GREEN

Nessa se¢do abordaremos um de nossos temas principais, o Teorema de Green. Esse
teorema € uma importante ferramenta matemdtica que estabelece uma relagdo entre a integral
de linha de um campo vetorial na fronteira C de uma dada regido D com uma integral dupla

sobre D, conforme pode ser visto na Figura 3.1.

Figura 3.1 — Regido D com fronteira C

D

0 ¥

Fonte: Stewart (2013)

Serd gracas a esse teorema que conseguiremos justificar o funcionamento do planimetro,
ou seja, quando percorremos uma curva fechada que delimita uma regido D com o planimetro,
ao final, o que ele mede € justamente a drea da regido D.

Ao enunciarmos o Teorema de Green, utilizamos o termo orientagdo positiva de uma
curva fechada simples C (quando uma curva ndo se autointercepta em nenhum ponto entre as
extremidades, dizemos que essa curva € simples), o qual se convencionou ser o sentido anti-
horério de C, percorrido uma s6 vez. Dessa forma, se C é dada pela fungdo vetorial r(¢), com
a <t < b, entdo a regido D estd sempre do lado esquerdo quando r(z) percorre C; conforme

observado na Figura 3.2.

Figura 3.2 — Orientacdo positiva e orientagdo negativa

Vi ¥

™

D D

Orientaciio positiva Orientaclo negativa

Fonte: Stewart (2013)
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Teorema 3.1 (Teorema de Green). Seja C uma curva plana simples, fechada, continua por
partes, orientada positivamente, e seja D a regido delimitada por C. Se P e Q tém derivadas

parciais de primeira ordem continuas sobre uma regido aberta que contenha D, entao

/de+Qdy://(‘;—f—‘3—I;) dA 3.1
D

C
Também pode-se usar a notacao

j{de—f— Qdy

para indicar que a integral de linha é calculada usando a orientacdo positiva da curva

fechada C.

As préximas definigdes irdo nos auxiliar na demonstracdo do Teorema de Green.

Definicao 3.2. Uma regido plana D € dita do tipo I se for a regido entre o grafico de duas funcdes

continuas de x, isto €,

D={(xy)la<x<b gi(x) <y<g(x)}
onde g; e g sdo continuas em |a, b].

Veja na Figura 3.3 alguns exemplos de regides do tipo I.

Figura 3.3 — Exemplos de regides do tipo |

¥4 o ¥4
y=g,(x) ¥ =ga(x)

D D

y=g,(x)

y=alx) |

0

a b o a b x

¥ =gslx]
D
y=gix)

0 a b x

Fonte: Stewart (2013)
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Definicao 3.3. Uma regido plana D ¢ dita do tipo II se for a regido entre o grafico de duas

funcdes continuas de y, isto &,

D={(xy)|c<y<d,h(y) <x<hy)}

onde h; e hy sdo continuas em |[c,d].

Veja na Figura 3.4 alguns exemplos de regides do tipo II.

Figura 3.4 — Exemplos de regides do tipo 11

Fonte: Stewart (2013)

As regides dadas nas Defini¢des 3.2 e 3.3 s@o chamadas de regides simples.

Demonstracao do Teorema 3.1: Faremos a demonstragdo para um caso particular, onde
D ¢ uma regido simples, sendo que a demonstracdo para o caso geral pode ser encontrada em
Lima (2006).

Primeiramente, desmembrando o segundo membro da igualdade da Equagdo 3.1, temos

/de+Qdy // dA — //—dA

Sendo assim, basta mostrarmos que

/de— //—dA e /Qdy //—dA (3.2)

Iremos demonstrar separadamente cada um dos casos anteriores. Para o caso em que

/de— //—dA (3.3)
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iremos exprimir D como uma regido do tipo I, isso significa que, fixando x num intervalo
[a, b], teremos duas funcdes continuas g; € g» que estardo variando em fungdo de x. De forma

mais simples,

D={(xy)la<x<b,gi(x) <y<gx)}

Logo, podemos calcular

// —dA = / / x y)dydx—/ [P(x,g2(x)) — P(x,g1(x))]dx (3.4)

Decompondo C como a unido das curvas Cy, Cy, C3 e C4, conforme mostrado na Figura

3.5,

Figura 3.5 — Curva C - Tipo I

C
2 = X
o g,(x)

C, TN y= g,(x)

Fonte: Do Autor (2024)

obtemos:

/CP()c,y)a’x:/C1 P(x7y)dx+/C2P(x,y)dx—|—/C3P(x,y)dx+/C4P(x,y)dx (3.5)

Tomando as curvas C| e C3, temos que x € constante e desse modo dx = 0; portanto
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/ P(x,y)dx=0 :/ P(x,y)dx (3.6)
C Cs3

Sobre a curva Cy4, tomando x como parametro e escrevendo as equacdes paramétricas

como x = x,y = g1(x) e a < x < b, podemos calcular

b
P(ry)dr= [ Plxgi(x))dx (3.7)
Cy a

Ja C; vai da direita para a esquerda, portanto, tomaremos —C5, na qual sejam as equagoes

paramétricas x = x,y = g2(x) e a < x < b. Logo,

P(x,y)dx = —/ P(x,y)dx = —/abP(x,gz(x))dx (3.8)

G -G

Substituindo as Equacdes 3.6, 3.7 e 3.8 na Equacdo 3.5, obtemos

[ptenar= [ P [ pis g (3.9)

Multiplicando ambos os membros da Equacdo 3.9 por —1, temos

b
_ / P(x,y)dx— / P(x,g2(x)) — P(x, g1 (x))] dx (3.10)
C a

Desse modo, fica demonstrado, das Equacgdes 3.4 e 3.10, que

[rac=—[[%an
dy
C D

Ja para a segunda parte da Equacdo 3.2, que é

/Qdy:—//g—fdA, G.11)
C D

iremos exprimir D como uma regido do tipo II, isso significa que, fixando y num inter-
valo [a, b], teremos duas funcdes continuas sy e hy que estardo variando em func¢do de y. De

forma mais simples,

D={(x,y)|m(y) <x<hy(y),a <y < b}.

Logo, podemos calcular
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LS [ [ R nasas = [(0s0)0) - 0tplay G

Decompondo C como a unido das curvas Cy, Cp, C3 e C4, conforme mostrado na Figura

3.6,

Figura 3.6 — Curva C - Tipo II

C
&
04 02
X = h,(y) ~~ x=h,(y)
TTe—
C,

Fonte: Do Autor (2024)

obtemos:

/CQ(x,y)dyz/C Q(x,y)der/CzQ(x,y)der/C3 Q(x,y)dy+/C4Q(x,y)dy (3.13)

1

Tomando as curvas C| e C3, temos que y € constante e desse modo dy = 0; portanto

/ Ox,y)dy =0 = / O(x,y)dy (3.14)
Cq G

Sobre a curva C,, tomando y como parametro e escrevendo as equagdes paramétricas

como x = hy(y),y=yea <y<b, podemos calcular

b
/ O(x,y)dy = / O(h1(y),y)dy (3.15)
Cy a
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Ja C4 vai de cima para baixo, portanto, tomaremos —Cy4, na qual sejam as equagdes

paramétricas x = h(y),y =y e a <y < b. Logo,

[ otyas=-[ _otndy=- [ o) 316

Substituindo as Equagdes 3.14, 3.15 e 3.16 na Equacdo 3.13, obtemos

b b
Lotyay= [ omm.ydy- [ Q). dy (3.17)
C a a

Fatorando a segunda parte da Equacao 3.17 em uma tnica integral temos

b
- [otydy= [ 100n().5) — Qi ().l dy (318
a
Desse modo, comparando as Equacdes 3.12 e 3.18, temos

faur-— [ 2
D

C

como queriamos demonstrar.

Exemplo 3.4. Calcule §(x —y)dx+ (x+y)dy, onde C é o circulo com centro na origem e raio
C
igual a 2, conforme visto na Figura 3.7; utilizando o Teorema de Green.

Figura 3.7 — Ilustracdo do Exemplo 3.4

Fonte: Do Autor (2024)
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Tomando P(x,y) =x—ye Q(x,y) =x+y, temos

f(x—y)dx%—(x—ky)dy = é/(aa—g—g—l;)dfx

C
= [ (-1)aa

D

= éZdA
- 2ffn

Utilizando a parametriza¢do por coordenadas polares, temos dA = R dR d6, na qual os

valoresde 0 e Rsao 0 < 0 <2mwe (0 <R <2. Dai

f(x—y)dx—i—(x—ky)dy = 2//Rde6

C 00

Portanto, §(x —y)dx+ (x+y)dy = 8.
c

O Teorema 3.1 funciona somente para o caso particular onde D € uma regido simples. Se
D for uma unido finita de regides simples, podemos estender o Teorema de Green. Por exemplo,
se D for uma regido como a mostrada na Figura 3.8, entdo podemos escrever D = D; U D, onde

D e D, sao ambas regides simples.
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Figura 3.8 — Unido Finita de Regides Simples

D, T b e
N C-,‘ \_r_‘_, Y

Fonte: Stewart (2013)

A fronteira de Dy é C; U C3 e a fronteira de D, é C; U (—C3); desse modo, aplicando o

Teorema de Green em D e D; separadamente, obtemos

/cluc3PdX+Qdy:Z/ (?9_8—3—5) dA (3.19)

/ de+Qdy:// (g—Q—¥> dA (3.20)
CU(—C3) o X y

Somando as Equagdes 3.19 e 3.20, as integrais de linha sobre C3 e —C3 se cancelam,

resultando em

/Cluczpdx+Qdy: // ((39_8 - 3—5) dA 3.21)
D

que € o Teorema de Green para D = D U D», na qual sua fronteira é C = C; U C;. Esse
mesmo argumento nos permite estabelecer o Teorema de Green para qualquer unido finita de
regides simples que ndo se sobreponham.

Exemplo 3.5. Calcule, usando o Teorema de Green, [(1 —y®)dx+ (x* + eyz)dy, onde C é o
c

limite da regido semianular D contida no semiplano superior entre os circulos x> +y> =4 ¢

x> +y?=09.
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Figura 3.9 — Ilustracdo do Exemplo 3.5

Fonte: Do Autor (2024)

A Figura 3.9 mostra a situagcdo apresentada no enunciado. Em coordenadas polares,

podemos escrever

D={(r0)|2<r<3 e 0<6<m}

Desse modo, substituindo os valores na Equacdo 3.21, temos que

3 3 2 — 99 0P
/(l—y)dx+(x +e)dy = //(ax_ay)dA (3.22)
c D
= / / (3x* +3y%) dA (3.23)
D

T 3
— //[3(rcose)2+3(rsin9)2]rdrde (3.24)
0 J2

T r3
_ / / 3r2(cos? 0 + sin? 6)rdrd@ (3.25)
0 J2
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Como a relacdo trigonométrica fundamental diz que sen’x + cos?x = 1, substituindo na

Equacio 3.25, vamos obter

/(1—y3)dx—|—(x3+ey2)dy =3 rdrdf
C

Portanto, [(1 —y3)dx+ (x* + e )dy = oz,
C
Outra extensdo do Teorema de Green € que ele pode ser aplicado para regides com
furos, ou seja, regides que ndo sdao simplesmente conexas. Observe que a fronteira C da regido
D na Figura 3.10 € constituida por duas curvas fechadas simples C; e C;. N6s assumimos que
estas curvas de contorno sdo orientadas de modo que a regido D estd sempre do lado esquerdo
enquanto a curva C € percorrida. Assim, o sentido anti-horario € positivo para a curva exterior

C1, mas no sentido hordrio para o interior da curva C,.

Figura 3.10 — Exemplo de regido com furo

Fonte: Do Autor (2024)
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Figura 3.11 — Divisdo de regido com furo em duas partes

Fonte: Do Autor (2024)

Se dividirmos D em duas regides D’ e D", pela introdugdo das retas mostradas na Figura

3.11, entdo, ao aplicarmos o Teorema de Green a cada uma das regides D' e D", obtemos

(-5
) 25

/de+Qdy+/ Pdx+ Qdy
oD’ aD"

Como as integrais de linha sobre as fronteiras comuns entre D’ e D” sdo em sentidos

opostos, elas se cancelam e obtemos

// (g—g—g—i) dA:/Cde+Qdy (3.26)
D

Uma aplicagdao do Teorema de Green que serd muito ttil em se¢do futura € no calculo

de areas. Como a drea de uma regido D é

/ 1dA,

D

queremos escolher P e Q tais que
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90 _JP_

dx c9y1

Sendo assim, temos vdrias possibilidades:

1= Px,y)=0 e QOxy) =x (3.27)
2 5 P(x,y)=—y e Qx,y)=0 (3.28)
1 1
3* = P(x,y) = 3y e O(x,y) = 7% (3.29)

A partir das Equacdes 3.27, 3.28 e 3.29, o Teorema de Green da as seguintes formulas

para a drea de D:

1
A:%xdy:—%ydxzi%xdy—ydx (3.30)

C C C

A Equacdo 3.30 pode ser usada para explicar como trabalham os planimetros. Essa

explicacdo serd dada em sec¢ao futura especifica.

Exemplo 3.6. Use uma das férmulas dadas nas Equagdes 3.27, 3.28 e 3.29 para achar a area

sob um arco da cicloide x =t — sent e y = 1 — cost.

Vamos dividir a regido em duas partes, sendo C; o arco da cicloide de (0,0) a (27,0),
com 0 <7 < 2w, e C; o segmento que liga os pontos (27,0) e (0,0). Desse modo, C, é dado

porx=2n—t,y=0e0<¢t <2m.
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Entdo C = C; |J C; é percorrido no sentido horéario, logo —C é orientado positivamente.

Por isso —C envolve a drea sob um arco da cicloide; e da Equagao 3.30 temos

A = —j{ydx
—C
= /ydx+/ydx

6] (&)
2r

21
= /(1—cost)(l—cost)dt+/0-(—dl)
0 0

21

= /(1 —2cost +cos?t)dt +0
0

1 1 2n
= |t+2sent+—t-+—sen2t

2 4 0
= (2r+0+7+0)—(0+0+0+0)

A = 3m.

Os operadores divergente e rotacional, vistos na se¢ao anterior, nos permitem escrever o
Teorema de Green em uma versao que sera util na proxima se¢do, que sera referente ao Teorema
de Stokes.

Considere uma regido plana D, sua curva fronteira C e fungdes P e Q que satisfacam as
hipéteses do Teorema de Green. Em seguida, considere o campo vetorial F = Pi + Qj. A sua

integral de linha é

fF.dr:fdeQdy
C C

e, considerando F como um campo vetorial em R? com terceira componente igual A zero, temos

que

i J k

_ d 0 J
rotF = = 5 5
P(x,y) QO(x,y) O



59

Dessa forma,

(30 P
90 ar

dx dy

Logo, podemos escrever a equagdo do Teorema de Green na forma vetorial como

F-dr= rotF) - K dA (3.31)
JoF-de= [ e
D
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4 TEOREMA DE STOKES

Estudaremos agora um teorema muito importante da geometria diferencial: o Teorema
de Stokes. Esse teorema possui um enunciado geral em superficies de dimensdes maiores que
envolve o conceito de integracdo de formas diferenciais; veja Lima (2006). Nesse trabalho nos
restringiremos a superficies em R3.

Apesar do teorema ser conhecido como Teorema de Stokes, nenhuma de suas versoes
se deve a Stokes (DAVIS, 2014). George Stokes soube desse teorema por meio de uma carta de
William Thomson (cientista que ajudou a divulgar o trabalho de George Green).

O Teorema de Stokes pode ser interpretado como uma extensdo do Teorema de Green
para uma dimensao superior. Enquanto o Teorema de Green associa uma integral dupla sobre
uma regido plana D com uma integral de linha ao longo de sua fronteira plana, o Teorema de
Stokes associa uma integral de superficie sobre uma superficie S com uma integral ao redor da
curva da fronteira S (que € uma curva no espago).

De acordo com a Defini¢do 2.30, dada na sub-secdo 2.6 - Integrais de Superficie, ao
termos uma superficie orientada com vetor normal unitdrio n, conforme Figura 4.1, a orientagao
de S induz a orienta¢do positiva da curva fronteira C. Ou seja, se andarmos na direcado positiva
ao redor da curva C com a cabeca na direcdo e sentido de n, entdo a superficie estard sempre a

nossa esquerda.

Figura 4.1 — Superficie Orientada com Vetor Normal Unitério n

Fonte: Stewart (2013)

Temos o seguinte teorema:

Teorema 4.1 (Teorema de Stokes). Seja S uma superficie orientada, suave por partes, cuja fron-
teira é formada por uma curva C fechada, simples, suave por partes, com orientacao positiva.
Seja F um campo vetorial cujas componentes t€ém derivadas parciais continuas em uma regiao

aberta de R que contém S. Entio



61

/CF-dr://rotF-dS 4.1
S

A curva da fronteira orientada positivamente da superficie orientada S € com frequéncia

denotada por 0, de modo que o Teorema de Stokes pode ser escrito como

//rotF-dS:/aSF-dr 4.2)
S

No caso especial em que a superficie S € plana e pertence ao plano xy, com orientacido
ascendente, o vetor normal unitdrio € k, a integral de superficie se transforma em uma integral

dupla, dessa forma o Teorema 4.1 se transforma em

/CF-dr://rotF-dS://(rotF)-de 4.3)
S S

Observe que a ultima parte da Equacdo 4.3 € a forma vetorial do Teorema de Green
dada na Equagdo 3.31. Assim, podemos dizer que o Teorema de Green € um caso especial do
Teorema de Stokes.

O Teorema de Stokes nao € ficil de se demonstrar o caso geral. Vamos demonstrar um

caso particular. Para o caso geral, veja Lima (2006) e Guidorizzi (2013).

Demonstracdo: Suponha que a equagdo de S seja z = g(x,y),(x,y) € D, onde g tem
derivadas parciais de segunda ordem continuas, € que D seja uma regido plana simples cuja
curva fronteira C; corresponde a C. Se a orientacdo de S for ascendente, a orientacao positiva

de C corresponde a orientacdo positiva de Cy; vide figura 4.2.

Figura 4.2 — Caso Especial do Teorema de Stokes

A

=

T Z ;= qglx. ¥}
. '-mwmnf

.ﬂ;n 5 f

(

| C '

|0

i }
| = |
___:_ . | I
/E/ | “_Tm“tm__*
N
|

C,

v

Fonte: Stewart (2013)
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Sabemos que F = Pi-+ Qj + Rk, onde as derivadas parciais de P, Q e R sdao continuas.

Como S € um grafico de uma fun¢do, podemos aplicar a Equagao 2.51; com F substituido por

rot F, obtendo

IR 90 IP R 90 P
//rothS //[ (_y__)8x (az ax)aﬁ(%_a_y)}‘m (4.4)

onde as derivadas parciais de P, Q e R sdo calculadas em (x,y, g(x,y)). Se

x=x(t) y=y@t) a<t<b

€ a representacdo parametrizada de C, entdo a representagdo parametrizada de C é

x=x(t) y=y(t) z=gx(),y(t) a<t<b

Isso nos permite calcular a integral de linha tendo como auxilio a regra da cadeia:

b
/F-dr:/ (P%+Q%+R%)dr: (4.5)
dx dzdx dzdy
/a [ E+Q ;R (8xdt+8ydt>} (46)
b dz 0z B
/a [(P—I—Ra > (Q—I— y) d}d 4.7
/( 8z) ( Bz)
PrRZ ) dx+ (0+RE ) dy= (4.8)
Z dx dy

g/[ <Q+ 3Z) ;y(PMgiﬂdA (4.9)

Da Equacdo 4.8 para a Equagdo 4.9 foi usado o Teorema de Green. Logo, usando
novamente a regra da cadeia e relembrando que P, Q e R sao funcgdes de x, y e z e que z €, por

sua vez, funcdo de x e y, temos

B d0 00Qdz OJRJz JRIzIz 0%z
/F dr //< oz ox T ox ay+a_z$a_y+Raxay) dA

dP JPJdz JRJz OJRIzIz 9%z
—<a—y+a—za—y+8—y$+a—za—ya+R—ayax)dA
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Portanto, como quatro termos da integral dupla se cancelam, podemos rearranjar os

restantes para que coincidam com o lado direito da Equagao 4.4. Entdo temos

B JR 90 oP OJR 20 OJP
/F dr= //[ (y )(9)6 (az (9)3y+<8x ay)}dA (410)

Desse modo, da Equacdo 4.4 e da Equacao 4.10, concluimos que

/F-dr://rotF-dS 4.11)
C S

Exemplo 4.2. Calcule o trabalho realizado pelo campo de forgas

F(x,y,2) = 2 i+4x°j+x7°k

em uma particula que percorre o retingulo C (cujos vértices sdo os pontos (0,0,0),

(1,0,0), (1,3,3) ¢ (0,3,3)) no plano z = y.

Vamos usar a Equacdo 4.11 para expressar o trabalho W como uma integral de superficie

W://rotF-dS
S

na qual escolhemos uma orientacao para baixo para a superficie plana S envolvida por
C, a fim de tornar a orientacdo de C positiva, como requere o Teorema de Stokes. Como a

superficie S tem por equagdo z =y e

J k
_ J J J
rotF = e % 5

i j k

= |2 9 9
dx  dy dz
¥ 4xy? x?

= 2xyi—|—4y3k—y2j
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Logo,

W - //rotF-dS
S

— //(2xyi+4y3k—y2j)'(j—k)

Dessa forma, o trabalho realizado pelo campo de forcas F(x,y,z) = x2i+4xy}j+x°k

¢ igual a —90.
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5 PLANIMETRO

O planimetro € um instrumento 6ptico usado para a determinacao de areas de superficies
planas limitadas quaisquer, tomando como base o contorno que a delimita (FERREIRA et al.,
2020). Ele € muito utilizado no ensino superior, principalmente em disciplinas de engenharia,
cartografia, arquitetura, desenho técnico, geologia, geografia e medicina.

A necessidade de se obter a drea de figuras planas fechadas de tragado irregular, no inicio
do século XIX, inspirou o desenvolvimento e a criagdo de vdrios projetos de instrumentos que
pudessem sanar essa necessidade com resultados com certo grau de precisdo (FERREIRA et
al., 2020).

Podemos citar entre os projetos desenvolvidos o Planimetro de Cone, criado por Johann
Martin Hermann em 1814, e o Planimetro Rotacional, elaborado em 1855 por James Clerk
Maxwell. Entretanto, conforme aborda Ferreira et al. (2020), “os equipamentos nao eram muito
eficazes, pois tinham uma utiliza¢do pouco pratica e, alguns, eram até imprecisos’.

Foi em 1854 que o suigo Jakob Amsler inventou o Planimetro Polar Mecanico, que seré
utilizado nesse trabalho. Apesar de uma aparéncia simples, ele faz célculos de algumas integrais
de superficies para a determinagdo de dreas, que nao sio tdo simples.

O Planimetro polar mecanico, ou somente planimetro, é formado por uma haste polar
(na qual, em sua extremidade ha o pdélo) e uma haste tracadora (tendo uma lente circular em
sua ponta). Essas duas hastes sao unidas a um recepticulo, no qual podem formam angulos que
variam de 0 a 180 graus.

A haste tracadora possui ainda tracos numerados, distantes 1 milimetro um do outro. Sua
lente circular possui a marcacao de um ponto ao centro, facilitando uma melhor visualiza¢ao do

trajeto a ser percorrido pelo equipamento. Podemos visualizar essas partes na Figura 5.1.
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Figura 5.1 — Planimetro Polar Mecanico

HASTE POLAR
RECEPTACULO @

HASTE TRACADORA TRAGR

Fonte: Do Autor (2024)

O Receptaculo, conforme Figuras 5.2 e 5.3, as quais abordam pequenas diferencas de
design entre modelos, ¢ uma caixa metélica que contém um espaco pelo qual passa a haste
tracadora, um buraco onde € encaixada a haste polar, um vernier para o ajuste do coeficiente
de calibragem (que € fornecida pelo fabricante do aparelho e, geralmente, ¢ mostrada em uma
tabela fixada no estojo do mesmo, conforme Figura 5.4), um pino de zeragem do contador e

uma trava para a haste tracadora (FERREIRA et al., 2020).

Figura 5.2 — Receptaculo do planimetro e seus elementos
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Fonte: Ferreira et al. (2020)
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Figura 5.3 — Receptaculo do planimetro utilizado

Fonte: Do Autor (2024)

Figura 5.4 — Constantes de calibragem do planimetro utilizado
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O receptdculo também contém os elementos de registro: um tambor cilindrico, chamado
de integrante, que gira perpendicularmente a haste tragadora, e um disco contador conectado
ao eixo de rotagcdo do integrante, indicando o nimero de voltas conforme a ponta mével do
instrumento desliza sobre a superficie.

O disco contador, dividido em dez unidades, avanga uma unidade a cada volta completa
do integrante. Ao deslocar o tragador sobre uma curva plana fechada, o contador calculard a
area delimitada por ela. Para se obter uma maior precisao no cdlculo dessa drea, é recomendével
fixar o papel com a curva a ser medida em uma mesa plana horizontal para evitar deslizes e,
ainda, fazer mais de uma leitura.

Ap6s o planimetro montado e a folha fixada, Ferreira et al. (2020) apresenta um passo-
a-passo de como utilizar o planimetro:

a) escolha e marque um ponto sobre a curva limitadora da figura para iniciar a medi¢ao;

b) coloque o ponto central da lupa da haste tracadora sobre o ponto escolhido no item
anterior;

c) fixe a agulha do pdlo da haste polar em um ponto qualquer da mesa que seja, pre-
ferencialmente, fora da superficie a ser percorrida, de forma que o tracador consiga
percorrer todo seu perimetro;

d) zere o contador apertando o pino de zeragem do mesmo ou anote o valor da leitura
inicial do contador, nesse caso, o resultado final serd a diferenca entre a leitura final
e a leitura inicial;

e) percorra o tracador ao longo do perimetro da figura, no sentido hordrio, até retornar
a sua posi¢do inicial.

Ap6s a conclusao da contagem, inicia-se o processo de leitura, que € dividido em etapas.

A interpretacdo do valor indicado no contador consiste em quatro leituras (digitos):

O primeiro digito corresponde a leitura direta do algarismo apresentado no disco do con-
tador das voltas do componente; o segundo digito é o nimero indicado no tambor que coincide
com o zero da escala fixa; o terceiro digito € a fracdo decimal apontada no tambor que coincide
com o zero da escala fixa; e o quarto digito € a fracdo determinada ao identificar qual marca-
cdo do componente coincide com uma marcacado da escala fixa. Se em alguma das leituras o
algarismo estiver entre dois nimeros, serd sempre escolhido o menor.

A constante de calibracdo € utilizada para determinar a posicao da haste tracejada no

receptaculo de acordo com a escala a ser empregada. Para isso, basta comparar o valor desejado
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da constante de calibracdo, indicado na tabela da Figura 5.4, com a posicao da haste tracejada e
ajustéd-la até coincidir com a extremidade da barra de ajuste do coeficiente de calibracao fixada
na caixa.

O resultado da leitura deve ser multiplicado pelo fator de multiplicagdo indicado na
tabela referente a constante de calibragcdo utilizada. O planimetro relaciona o percurso feito
sobre uma curva fechada com a drea da regido delimitada por esta curva. O Teorema de Green
€ um dos recursos matematicos utilizados para mostrar que a leitura feita pelo planimetro é

realmente a drea da regido delimitada pela curva.

Exemplo 5.1. Determine a drea de uma regido plana fechada cuja leitura foi feita por um plani-
metro de acordo com a Figura 5.5, com haste tracadora ajustada para a escala 1 : 100 e a escala

da figura € igual a 1 : 500.

Figura 5.5 — Exemplo 1 do planimetro

escala fixa =—2
o
—t
E
;—D
E o
tambor

disco contador

Fonte: Ferreira et al. (2020)

Inicialmente, faremos a leitura indicada no mostrador do instrumento. Como o ponteiro
do disco contador estd entre os nimeros 2 e 3, o primeiro digito da leitura € igual a 2 (por ser o
de menor valor).

Na escala fixa, temos que o 0 se encontra entre os nimeros 0 e 1 do tambor, dessa forma,
o segundo digito da leitura € igual a 0. Ainda observando o 0 da escala fixa, temos que 0 mesmo
se encontra entre o0 4 e o 5 da parte decimal, dessa forma, o terceiro digito da leitura é igual a 4.

E o quarto digito da leitura € igual a 7, devido ao fato de que os tragos entre a escala fixa
e a escala do tambor se coincidem nesse valor. Desse modo, a leitura final € 2047.

Como a haste tragadora foi ajustada para a escala 1 : 100, o fator de multiplicacio para

a medida € igual a 0, 1. Dai, temos que a drea A sera
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A =2047-0,1 =204, 7cm?.

Fazendo a conversdo de escalas, temos entdao que a darea dessa regido plana é

A = 0,02047m? - 250000m> = 5117, 5m>.

5.1 Desvendando o Funcionamento do Planimetro

Agora veremos a explicagdo matematica do porque o planimetro calcula a drea de figuras
planas. Dentre os argumentos matematicos utilizados estd o Teorema de Green, da maneira

apresentada na Figura 5.6 e descrito a seguir.

Figura 5.6 — Aplicagdo do Teorema de Green no planimetro

Fonte: Gatterdam (1981)

Na Figura 5.6 temos um esbog¢o do planimetro, com alguns elementos que o constituem.
Os segmentos OA e OB sio fixos em um ponto de articulagiio A e representam, respectivamente,
a haste polar e a haste tracadora. Para determinarmos a area da regidao M, o ponto O € fixo e o
ponto B percorre a fronteira da regido M.

Uma roda com o contador estd presa a A de modo que ela rola perpendicularmente ao

brago AB.
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O movimento de B em torno do limite de M causa um movimento de A ao longo do
circulo unitdrio com centro O. A componente do movimento de A normal & AB faz com que a
roda role e o contador registre a distincia percorrida.

A componente do movimento de A ao longo de AB faz com que a roda deslize. Por
isso, a distAncia percorrida na direcio AB nio é registrada no contador. A distancia total de
rolamento da roda, conforme registrado pelo contador, serd a drea de M.

Suponha que B mova uma distancia infinitesimal dB ao longo da fronteira de M, sendo
du a componente de dB perpendicular 3 AB. O infinitesimal resultante da distincia de rolamento

é entdo du e a distancia total de rolamento é

]{ du
oM

Considere um sistema de coordenadas fixas em O. Escreveremos du = Pdx+ Qdy e

onde dM denota a fronteira de M.

aplicaremos o Teorema de Green para calcular

du— de—l—Qdy:// (a—Q—ﬁ) dxdy
oM oM M\ dx dy

Entao, mostrando 90 _ 9P _ 1, teremos que
dx dy

du:// dxdy = areadeM
oM M

Para encontrarmos P e Q, denotaremos as coordenadas cartesianas de B por (x,y) e suas

coordenadas polares por (r, 6). Lembrando ainda que

dr="dx+2dy e d6=" dx+ > dy
r r I r

Aplicando a Lei dos cossenos ao tridngulo OAB, temos:

1 = 1472 —2rcosa

o = cos_1<£>
N 2

¢ = 6+0a=06+cos ! <§>
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Consequentemente

dr
V4 —r?

Ao usarmos a observagio geométrica de que = 2o, temos

do =do —

= cosfBd¢ =cos2odp = (2cos2a— 1) d¢ = (g — 1) do

- (‘—y_LN )d+<__—_£+L)d
2 0aE 2 T 2 a2 2 2)”
= P(x,y)dx+Q(x,y)dy

Os célculos das derivadas parciais sdo facilitados ao observarmos que se f(r) for qual-

quer funcdo diferencidvel de r, entdo

af _ dfx_xydf _ 3f
Yox ~Yarr " rar xay

Dai,

d —r 1 0 —r 1
- + =y +
xa)’ l2x/4—r2 r\/4—r2} y3X [2\/4—r2 r\/4—r2}

Calculando de forma direta temos que

Por isso

fe ], (282-252) s

e portanto € igual a drea de M.

Como propésito final desse trabalho (aplicagdo do Teorema de Green na educagdo basica

no contexto do célculo de areas de figuras planas) se elaborou uma sequéncia didética, conforme

Quadro 5.1.

O intuito dessa sequéncia didética € auxiliar outros professores de matematica para que

possam estar trabalhando com o tema em questao usando o planimetro.
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Dessa forma, podemos estar levando uma forma distinta das tradicionais férmulas e
figuras conhecidas, permitindo aos estudantes manusearem o instrumento e, consequentemente,

de forma pratica, facilitar o aprendizado.

Quadro 5.1 — Sequéncia Didatica - Uso do planimetro em sala de aula

Publico-alvo Ensino médio e anos finais do ensino fundamental.
Unidade tematica Grandezas e medidas.

Objetos de conhe- | Area de figuras planas.

cimento

Area do circulo e comprimento de sua circunferéncia.

Habilidades EFO8MA38MG - calcular 4reas de figuras planas: tridngulos, quadri-
lateros e circulos ou figuras compostas por algumas dessas.
EFO8MA19 - resolver problemas que envolvam medidas de drea de
figuras geométricas, utilizando expressoes de célculo de drea (quadri-
lateros, triangulos e circulos), em situa¢des como determinar medidas
de terrenos.

Objetivos Resolver situacdes-problema envolvendo a medicao de areas diversas.
Utilizar a no¢do de escalas.

Comparar os resultados encontrados com o uso do planimetro com
aqueles resultantes pelos meios tradicionais.

Recursos diddticos | Planimetro e material impresso com dreas diversas.

Desenvolvimento Aula 1 - apresentacdo do planimetro e a maneira correta de se manu-
sear e de se fazer a leitura dos digitos apos a medicao concluida.
Aulas 2 e 3 - célculo de éreas diversas utilizando o planimetro.

Aula 4 - comparacdo dos resultados encontrados por meio do plani-

metro com os valores encontrados pelos meios tradicionais.
Fonte: Do autor (2024).

As Figuras 5.7 e 5.8 sdo exemplos que podem ser trabalhados durante as aulas 2 e 3
sugeridas na sequéncia didatica. Outra maneira pode ser a resolu¢cdo de questdes de provas
oficiais (olimpiadas, vestibulares e concursos ptblicos) envolvendo o conceito de célculo de
areas, conforme apresentado no Exemplo 5.2 ou, ainda, trazer fatos atuais, como, por exemplo,

calcular dreas desmatadas ou dreas reflorestadas, como na Figura 5.9.
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Figura 5.7 — Aulas 2 e 3 (1* Sugestao de Figura)

Fonte: Do Autor (2024).

Figura 5.8 — Aulas 2 e 3 (2* Sugestao de Figura)

Fonte: Do Autor (2024).
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Figura 5.9 — Exemplo (Area Desmatada)

Fonte: https://www.em.com.br/app/noticia/nacional/2020/12/03/interna-
nacional,1217289/desmatamento-as-imagens-de-satelite-que-apontam-ligacao-entre-grandes.shtml.
(2024)

Exemplo 5.2. Na Figura 5.10, estdo representados um quadrado de lado 4, uma de suas diago-

nais e uma semicircunferéncia de raio 2. Entdo qual € a drea da regido hachurada?

Figura 5.10 — Exemplo 2 do planimetro
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Fonte: Disponivel em https://acervo.fuvest.br/fuvest/2000/fuv2000_1fase_prova_T.pdf. (2024)

Para a resolugdo desse exemplo, utilizaremos o planimetro regulado para o fator de
multiplicacdo igual a 0,1. Percorrendo o contorno da regido hachurada, a leitura feita pelo

instrumento foi de 0051. Entao, a drea A da regido € igual a0,1-51 =5,1.
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Se ndo tivéssemos o planimetro para a resolucdo desse exemplo, utilizariamos do se-
guinte expediente: seja P o ponto de intersec¢do da semicircunferéncia com a diagonal do
quadrado, conforme Figura 5.11. Dessa forma, ao tracarmos um segmento de reta de P até
o centro da semicircunferéncia, dividiremos a area hachurada em duas areas. Onde A; é um
tridngulo de base e altura iguais ao raio r da semicircunferéncia e A, € a quarta parte de uma

circunferéncia de raio r.

Figura 5.11 — Exemplo 2 do planimetro - Resolucdo

P -
A Ay AN
A '-l.-. n,
{ AR N Ty
i SRR

Fonte: Do autor (2024)

Logo,

2 2
r r
A = Al+A)=—+"—
1 +A2 2+4
B 22+7r22
2 4
= 24
~ 5,14

Note que o resultado do planimetro (5, 1) é aproximado, uma vez que sua leitura abrange

apenas quatro digitos.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O Teorema de Stokes tem um papel fundamental no estudo de campos vetoriais, prin-
cipalmente na andlise do movimento de rota¢do de fluidos. Quando a superficie € plana, esse
teorema cai em uma forma particular conhecido como Teorema de Green. Partindo da aplicag¢ao
desse segundo teorema, podemos usa-lo para calcular area de figuras diversas.

De acordo com o apresentado no inicio do trabalho, os curriculos de educacdo basica
abordam em toda a estrutura da grade curricular matematica ao longo dos anos, o aprofun-
damento no cdlculo de areas de figuras geométricas planas, porém esse estudo fica restrito
inicialmente a contagem de quadriculas ou triangulos e, depois, a formulas que devem ser me-
morizadas e guardadas.

Porém, nem sempre uma figura a ter sua drea medida estard numa forma conhecida ou
podera ser decomposta em outras que conseguimos calcular por meio das férmulas ja citadas.
Pensando nisso, o trabalho aborda a utilizacdo de um instrumento, chamado de planimetro,
como um possivel aliado a despertar nos estudantes uma matematica que seja menos abstrata e
mais pratica.

Entretanto, essa dissertacdo tem como publico-alvo outros professores de matemaética
da educagdo basica. Logo, se apresentou todo um conteido matemdtico que, muitas vezes,
ndo € visto nos cursos de formacdo em licenciatura, abordando tépicos necessarios que sao
primordiais nos teoremas que norteiam o trabalho.

Ao ndo conseguirmos aplicar em sala de aula o presente trabalho, 0 mesmo deixa como
legado uma instiga¢do para o autor, assim que possivel, utilizar o planimetro no estudo de dreas
nos mais diversos niveis (Ensino Fundamental II e Ensino Médio) da educacao basica. O que
pode tornar o processo de ensino-aprendizagem mais dinamico, interessante e lidico.

Por fim, a busca por novos recursos, independente de quais sejam, € fundamental para
qué, unida a criatividade, a prética e o desejo do professor, o cendrio educacional brasileiro seja
aprimorado. Reitera-se a importancia vital de os educadores terem a vontade de estimular e des-
pertar a curiosidade dos alunos, permitindo que eles possam aplicar o conhecimento adquirido

ao longo de sua trajetoria.
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