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RESUMO

As conicas sao utilizadas atualmente em astronomia, engenharia, arquite-
tura, fisica e em vdrias outras dreas. Porém, o estudo das conicas fica restringido
ao Ensino Médio, e na maioria dos casos, nem no Ensino Médio € trabalhado. Em
muitos livros didaticos encontrados nas escolas, o ensino das cOnicas se restringe
a memorizagao de férmulas sem o entendimento das propriedades e conceitos por
trds delas. Apolonio foi o primeiro a se aprofundar no estudo das conicas. Kepler
estabeleceu que as 6rbitas dos planetas fossem elipticas, e desde entdo a elipse
ganhou importancia na astronomia. Ela também € utilizada para construcio de al-
guns tipos de refletores e nas cAmaras de sussurros, que utilizam suas propriedades
de reflexdo nos focos. No método de navegacdo LORAN (long-range navigation)
e na descri¢do da trajetéria de uma particula-alfa sujeita ao campo elétrico ge-
rado por um nucleo atdmico € utilizado o modelo da hipérbole.Na fabricacdo de
antenas parabolicas, fardis de automodveis, refletores, entre outros, sao utilizados
a pardbola. As pardbolas sao modelos de varios tipos de movimentos e € vasta-
mente utilizada na fisica. Suge-seque para o ensino de conicas deve-se tratd-las de
forma que seja mais facil a visualizacdo, utilizando material concreto e por meio
daf partir para as defini¢des. Para isso foram trazidas algumas atividades interes-
santes para se trabalhar na sala de aula.Parao capitulo 5 também foi trazido uma
parte sobre transformagdes de coordenadas mais voltada para cursos de gradua-
cdo. Deseja-secom isso levar o aluno do Ensino Médio a se interessar e entender
as conicas.

Palavras-chave: Foco. Coordenadas Polares. Cone. Proposta de abordagem.



ABSTRACT

Conics are currently used in astronomy, engineering, architecture, physics
and many other areas. However, the study of conics is restricted to high school
and, in most cases, not even then. Conics are taught, in many textbooks, only by
memorizing formulas, without understanding the properties and concepts behind
them. Apollonius was the first to deepen in the study of conics. Kepler esta-
blished that the planets’ orbits were elliptical and, since then, ellipses have gained
importance in astronomy. It is also used in the construction of reflectors and whis-
pering chambers, which use its properties of reflection in the focus. The hyperbole
method is used in the LORAN navigation method (long-range navigation) and in
the description of an alpha-particle subject to an electrical field generated by an
atomic nucleus. The parabola is used in the fabrication of satellite dishes, head
lights, reflectors, among others. The parabolas are models of various types of mo-
vements and are vastly used in physics. We suggest that conics must be taught in
a manner of easer visualization using concrete material and, after this, teach the
definitions. In order to do this, we bring some interesting activities to work with in
the classroom. We also bring, in chapter 5, a portion on coordinate transformations
focusing on graduate courses. With this we aim at leading the high school student
to be interested in and understand conics.

Key-words: : Focus. Polar coordinate. Cone. Approach proposal.
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1 INTRODUCAO

Os professores da atualidade tém um grande desafio, que € o de ensinar a
matemadtica em um mundo dominado pela alta tecnologia. Portanto, devem modi-
ficar suas agdes e técnicas para que possam ensinar matemética de forma que ela
fique mais interessante para os alunos.

As cdnicas sdo curvas especiais em que se podem destacar a elipse, a pa-
rabola e a hipérbole. Elas foram estudadas a fundo no século III pelo matematico
grego Apoldnio. Atualmente elas sdo aplicadas na geometria, astronomia, por
meio dos movimentos elipticos dos planetas, na fisica, na Optica, por meio de
telescOpios espaciais, na engenharia, na arquitetura e nas novas tecnologias, por
meio de antenas parabdlicas ou hiperbdlicas.

No ensino bésico, as cOnicas sé aparecem no terceiro ano do Ensino Mé-
dio, sendo quase sempre trabalhadas somente com centro na origem, esquecendo-
se assim das cOnicas com centros em outros pontos e que as conicas também po-
dem estar rotacionadas. As elipses e as hipérboles sdo trabalhadas por meio dos
parametros a, b e ¢ e as pardbolas do pardmetro p. No ensino superior elas voltam
a ser estudadas em cdlculo, para a construgcdo de superficies no espago, em geo-
metria analitica, com enfoque nas equacdes analiticas e dlgebra linear, onde € feita
uma ligacao delas com vetores e matrizes.

Objetiva-se com este estudo despertar o gosto pela matemaética, tornando-
a real e mais simples para os alunos, utilizando materiais concretos e de interesse
dos mesmos. Quer-se com isso explorar as cOnicas e suas aplicagdes partindo de
materiais concretos e chegando as suas equacdes. Para tanto, foi elaborado um
material diddtico que pode oferecer alternativas para professores de matemética da
educacdo bdsica, podendo se estender até a graduagao.

Este trabalho estd dividido em trés partes. As elipses sdo tratadas por
Adriana de Sousa Sabino Melo, as hipérboles por Neder do Carmo Pereira Habib,
e eu trato neste texto as pardbolas. Os trés trabalhos t€ém algumas partes comuns,
que serdo citadas abaixo.

O segundo capitulo traz um histérico das conicas comum aos trés traba-
lhos.
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O terceiro capitulo traz como as cdnicas sdo comumente trabalhadas no
Ensino Médio. Essa parte € individual e cada trabalho traz somente a conica espe-
cifica.

O quarto capitulo comec¢a com propostas de abordagens e atividades con-
textualizadas para o ensino de cada conica, que € individual para cada trabalho. No
fim do capitulo mostrou-se um pouco sobre coordenadas polares, parte esta que é
comum aos trés trabalhos.

O quinto capitulo, comum aos trés trabalhos, vem com a parte de trans-
formacdes de coordenadas usando a geometria analitica e a dlgebra linear. Este
capitulo é destinado aos cursos de graduacio, ja que os alunos do Ensino Médio
ndo tém pré-requisitos para esse capitulo. Em anexo segue um banco de questdes

como material para professores na elaboracdo de suas aulas.
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2 FUNDAMENTACAO HISTORICA

Neste capitulo serd feito um relato da histéria das conicas por meio dos
séculos mostrando o desenvolvimento do estudo das mesmas.

Egipcios e babilonios, hd mais de 3000 anos, utilizavam a geometria nas
regides inunddveis dos vales do Nilo, Tigre e Eufrates, na demarcacio das terras
a fim de organizar o plantio e facilitar a cobranca de impostos. Durante o periodo
Helénico (400 a.C. - 476 d.C), Alexandre Magno construiu Alexandria em 331
a.C., que em pouco tempo transformou-se no centro mais suntuoso e cosmopolita
do mundo. Depois da morte de Alexandre, o império se dividiu em trés impérios.
Ptolomeu ficou com o governo do Egito, escolheu Alexandria como sua capital e
14 construiu a Universidade de Alexandria para atrair homens de saber, cabendo
a Euclides o Departamento de Matemdtica. Apoldnio, que foi um dos maiores
estudiosos das cOnicas, nasceu em Perga e estudou em Alexandria onde ficou por
um bom tempo (RODRIGUES FILHO, 2007).

Para Youssef (2005), Menaecmus, astronomo e gedmetra grego foi o pri-
meiro a utilizar duas curvas: a pardbola e a hipérbole. No século IV a.C., ele
solucionou o problema da “duplicagdo do cubo” que consistia em encontrar um
cubo cujo seu volume fosse igual a dois, utilizando-se dessas duas curvas. Conse-
quentemente, a elipse surgiu mais tarde quando se seccionou uma superficie conica
perpendicularmente a sua geratriz. Por isso 0 nome sec¢des conicas.

Segundo Lopes (2011), para alguns historiadores a origem do estudo das
conicas ndo é muito clara, mas tudo leva a crer que elas originaram-se no problema

da duplicacdo do cubo.

Hipdcerates de Chios (470 - 410 a.C.) mostrou
que esse problema (a duplicacdo do cubo) se
reduzia em encontrar curvas com proprieda-
des expressas na propor¢do continua entre dois
segmentos. Esse processo consistia em deter-
minar médias proporcionais entre duas gran-
dezas dadas, ou seja, dados os segmentos ae b,
x _ Y

. . a__ x
encontrar dois outros x e y tais que Xy 5
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Hipdcrates afirmou que para b = 2a, a propor-
¢do continua traduzia a solu¢do do problema
da duplicag@o do cubo, pois isolando e elimi-
nando y, conclui-se que x> = 2a>. Isto equi-
vale, na notacdo atual, resolver simultanea-
mente quaisquer duas das trés equacdes x> =
ay; y* = 2ax e xy = 2a° que representam paré-
bolas nos dois primeiros casos e hipérbole no
terceiro.

Mas a descoberta dessas curvas se deu por Me-
naechmus (380 - 320 a.C.) por volta de 360 ou
350 a.C.. Ele construiu as curvas com essas
propriedades algébricas e consequentemente
mostrou que o ponto de intersecdo delas da-
ria as médias proporcionais desejadas. A des-
coberta da elipse parece ter sido feita também
por ele como um simples subproduto dessa sua
pesquisa(LOPES, 2011, p. 33-34).

Para Venturi (1949), foi Apoldnio quem introduziu os nomes elipse e hi-

pérbole. J4 a pardbola, provavelmente, foi nomeada por Arquimedes.

As seccdes coOnicas eram conhecidas havia
cerca de um século e meio quando Apolonio
escreveu seu célebre tratado sobre essas cur-
vas. [...] O tratado sobre Conicas de Apold-
nio derrotou todos os Rivais no campo das sec-
¢des conicas, inclusive As conicas de Euclides
(BOYER, 2010, p. 99).

De acordo com Boyer (2010), Apoldnio foi o primeiro a mostrar que as
trés secgdes ndo eram obtidas necessariamente de trés cones diferentes, mas pode-
riam ser encontradas variando o angulo de inclina¢do do plano da seccao. Esse fato
foi relevante para identificar e relacionar os trés tipos de curvas. Apoldnio também
provou que o cone pode ser obliquo ou escaleno, ndo precisando ser reto e que as
propriedades das curvas ndo se modificam de acordo com o cone de origem.

Ainda para Boyer (2010), Apoldnio poderia ter partido de qualquer cone
e ter obtido as mesmas curvas, ou seja, qualquer secdo plana de qualquer cone

poderia servir de curva base em sua definicao.
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Menaecmus afirmava que cada sec¢do cOnica era encontrada em um for-
mato diferente de cone. Assim, as cOnicas eram tratadas de forma separada. So-
mente com Apoldnio houve a unificacdo das mesmas (BORDALLO, 2011).

De acordo com Quaranta (2008), Arquimedes classifica os cones como
reto ou de revolucdo (retangulo) quando o dngulo formado entre as geratrizes que
pertencem a um dado plano que passa pelo vértice do cone e pelo centro da circun-
feréncia da base € reto; obtusangulo, quando este angulo é obtuso e acutingulo,
quando € agudo. Arquimedes deu nomes de “Orthotome” para parabola, que sur-
gia do cone retangulo, “Oxythome” para a elipse, que surgia do cone acutangulo e
“Amblythome” para a hipérbole que surgia do cone obtusangulo.

Segundo Youssef (2005), Apoldnio de Perga (262 - 190 a.C.) escreveu
um importante documento sobre as cdnicas. Neste documento, acrescentou aos
estudos de Menaecmus vérias proposicdes, mas de forma puramente geométrica.
Pode-se destacar uma proposicao sobre a posicdo do plano secante em relagdo ao
eixo de rotacdo ou a geratriz de uma superficie conica de revolugao.

Para Boyer (2010), o cone de duas folhas surgiu quando Apoldnio fez uma
reta de comprimento indefinido que passava por um ponto fixo mover-se sobre uma
circunferéncia de um circulo que nao € coplanar ao ponto de origem, passando por
todos os pontos dessa circunferéncia, a reta mével dard origem a superficie de um
cone duplo. Com isso surge o segundo ramo da hipérbole.

Apolodnio foi o autor que mais contribuiu para o estudo das conicas. Ele
escreveu oito livros, dos quais os quatro primeiros apresentam resultados de outros
matemadticos anteriores € os quatro dltimos apresentam resultados desenvolvidos
por ele mesmo. Apoldnio € o primeiro a unificar as sec¢des conicas e afirmar que
elas poderiam ser obtidas a partir de um dnico cone. Ele também duplicou o cone
e dai a hipérbole passa a ter duas folhas (QUARANTA, 2008).

Segundo Bordallo (2011), Pappus fez um comentério sobre todos os ma-
temadticos gregos de seu tempo em sua obra “Colecdo Matematica”. Ele contribuiu
para o estudo das conicas com seus resultados sobre foco, diretriz e excentricidade.
E de acordo com a variacdo da excentricidade ele define cada curva.

Boyer (2010, p. 101) afirma as cdnicas eram conhecidas como “lugares

s6lidos”, pois as conicas ndo eram definidas como se¢des planas, mas se¢des de
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figuras tridimensionais. Apol6nio usava o cone para obter as conicas, mas o dis-

pensou logo que possivel. A partir do cone ele desenvolveu uma propriedade plana

fundamental (symptome) para a sec¢ao e a partir dai iniciou um estudo somente no

plano, baseado nessa propriedade.

Seja ABC uma seccdo triangular de um cone
circular obliquo (Fig.9.3) e seja P qualquer
ponto sobre uma sec¢do HPK cortando todos
os elementos do cone. Prolongue HK até en-
contrar BC em G e por P passa-se um plano
horizontal que corta o cone no circulo DPE
e o plano HPK na reta PM. Trace-se DME,
um diametro do circulo perpendicular a PM.
Entdo a semelhanca dos triangulos MEK e
KCG tem-se % = IC(—(G; Agora, da proprie-
dade do circulo tem-se PM?> = DM.ME; logo
PM? = (HMBG)(MKLG) Qe PM =y, HM = x
e HK = 2a, a propriedade na sentenca pre-
cedente equivale a equacio y> = kx.(2a — x),
que reconhecemosmo a equacao de uma elipse

com H como vértice e HK como eixo maior.
De modo semelhante, Apolonio obteve para
a hipérbole o equivalente da equacio y> =
kx(x+ 2a). Essas formas sdo facilmente re-
dutiveis as gormas de; nome acima, bastando
b 2b

el=="-.

tomar k = 3 .
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Depois de Apoldnio ter obtido de um estudo
esteriométrico do cone a relacdo bdsica entre
0 que chamariamos hoje as coordenadas pla-
nas um ponto da curva - dadas pelas trés equa-
coes y? = lx—”z—;‘z, yV=lxey = lx—l—hz—’z‘z
obteve outras propriedades a partir das equa-
¢des no plano, sem mais referéncia ao cone.
Em particular, Apol6nio conhecia as proprie-
dades da hipérbole referida as assintotas como
eixos, dadas para a hipérbole equildtera, pela
equagio xy = c>. Nio podia saber, é claro,

que um dia essa relacdo, equivalente a lei de
Boyle, seria fundamental no estudo dos gases,
ou que seu estudo da elipse seria essencial para
a moderna astronomia (BOYER, 2010, p. 101-
102).

G

Ainda para Boyer (2010), Apoldnio provou que quando um ramo de uma
hipérbole intersecta os dois ramos de outra hipérbole, o outro ramo da primeira
hipérbole ndo intersectard nenhum dos ramos da segunda em dois pontos, também
se uma hipérbole encontra uma segunda hipérbole com sua concavidade em sen-
tido oposto em um tnico ponto, o outro ramo da primeira ndo encontrard o outro
ramo da segunda.

De acordo com Venturi (1949, p. 20), Kepler foi fortemente influenciado
pelo livro “As Conicas” de Apolonio. Em 1609 ele mostra uma fundamental lei
da Astronomia: os planetas descrevem Orbitas elipticas em torno do Sol, com o
Sol ocupando um dos focos. Kepler também introduziu a palavra foco, que vem
do latim focus que significa fogo, lareira. O livro “As Conicas” também traz outra
aplicacdo em que Galileu (1632) desprezando a resisténcia do ar diz que a trajetdria

de um projétil é uma parabola.
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Para Quaranta (2008), Kepler (1571 - 1630) também apresenta as conicas
de forma unificada usando a hipérbole para medi¢des do fendmeno de reflexdo.
Ele também mostra pela primeira vez a pardbola como limite de uma elipse ou
hipérbole. Na constru¢@o da pardbola ele utiliza a mesma distincia dos pontos até
o foco e até a diretriz. Ele também afirma que a pardbola tem o segundo foco no
infinito, que até entdo ndo era utilizado na geometria.

Apoldnio em “As Codnicas” ndo trata de aspectos que atualmente nos pa-
recem tao fundamentais. Por exemplo, ela trata dos focos das conicas apenas indi-
retamente e nem tinha nomes para os mesmos (BOYER, 2010).

Segundo Youssef (2005), Apoldnio também investigou o movimento dos
planetas e baseado nos egipcios, acreditava que os planetas giravam em torno do
sol em Orbitas circulares. Somente em 1609, Kepler conclui que os planetas giram
em Orbitas elipticas. Apoldnio nunca poderia imaginar que as conicas estudadas
por ele seriam utilizadas 1800 anos depois para descrever as érbitas planetérias e
nem que belos projetos arquitetonicos teriam esses formatos.

Afirma Boyer (2010, p. 104) que Apolonio diz que “o assunto é um da-
queles que parecem dignos de estudos por si mesmos”. Ele sequer imaginava que
futuramente seus estudos seriam importantes na dindmica terrestre e mecanica ce-
leste, e que eles possibilitariam a viagem de ida e volta a lua.

No pensamento de Boyer (2010), os estudos de Apoldnio eram tdo seme-
lhantes aos atuais que muitas vezes ele antecipa a Geometria Analitica de Descar-
tes. Seus métodos nao sdo diferentes do uso de sistemas de coordenadas. Nos es-
tudos gregos as equagdes sao determinadas pelas curvas, mas as curvas nao eram
determinadas por equacdes. Para os gregos, as equacdes ndo eram suficientes,
eram necessdrias construcoes.

Para Bordallo (2011), Fermat e Descartes, no século X VII criam separada-
mente a Geometria analitica, que ¢ mais utilizada atualmente. Com a chegada da
Geometria analitica surge uma nova opg¢ao, na qual alguns optaram por ela, outros
ndo, e ainda alguns utilizaram as duas concepcdes em conjunto. O estudo sintético
das conicas, sem a utilizagdo da Geometria analitica contribuiu para a Geometria
projetiva. A contribuicdo de Fermat as conicas € encontrada principalmente no

seu tratado Ad locos Planos et Solidos Isagoge, onde Fermat utilizou mudancgas
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de coordenadas para descobrir que tipo de lugar correspondia a uma equacdo de
primeira ou segunda ordem. Ele também mostrou que equacio do segundo grau
corresponde a uma cdnica, um par de retas ou uma reta contada duas vezes.

Segundo Quaranta (2008), Descartes inicia uma nova forma de classifica-
cdo das curvas por meio de equacdes. Conhecendo as propriedades geométricas
de uma curva, ele representava todos os pontos da mesma por meio de equacdes.
A caracterizacdo bifocal, que permite as construgdes das conicas, comega a ganhar
forga a partir do século X VI, com Kepler, Descartes e Van Schooten, que utilizam
construcdes mecanicas dessas curvas. Também por meio de retas, da geometria
projetiva e por meio de equacdes analiticas surgem outras caracteriza¢des. Para o
ensino das conicas os métodos mais utilizados sdo a caracterizacdo analitica e o
uso dos focos, além da usual obtida por meio do cone.

De acordo com Venturi (1949), o marco zero da geometria analitica é o
tratado de Fermat. Foi Fermat quem descobriu as equacdes da reta, da circun-
feréncia e as equagdes mais simples da elipse, da pardbola e da hipérbole. Para
simplificar as equagdes do 2° grau ele utilizava a rota¢do dos eixos. Ele também
descobriu que se a equagdo envolve trés incognitas, ela ndo pode ser de um ponto
ou uma curva, mas sim de uma superficie.

Segundo Bordallo (2011), Philippe de La Hire, no século XVII, tornou
a fragmentar as conicas, dando o primeiro passo na direcdo ao tratamento pura-
mente focal que é presente no ensino das cOnicas atualmente, em seu livro Nou-
velle méthode en géometrie pour lessection setles superficies coniques de 1673.
Ele comega o seu trabalho tratando cada curva separadamente, introduzindo as
propriedades caracteristicas e sua definicdo focal. Dandelin, no século XIX, ten-
tou unificar as conicas novamente, mostrando que as secdes do cone que geram
cada conica coincidem com a defini¢do focal.

O estudo das curvas feito pelos gregos fica em posi¢do desfavordvel em
relacdo a flexibilidade e extensdo do tratamento moderno. Os antigos ndo tinham
noc¢do da utilizagdo dessas curvas no mundo que os cercava. Os inventores mo-
dernos da geometria analitica tinham a sua disposi¢do a dlgebra da Renascencga,
enquanto que Apolonio manejava a algebra geométrica trabalhando com o instru-

mento mais rigoroso e menos manejavel (BOYER, 2010).
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As cdnicas estudadas desde a antiguidade estio presentes, no mundo atual,
em vdrios ramos do dia-a-dia. Apesar das vdrias caracterizacoes discutidas pelos

autores, mal sabiam seus inventores da importancia que elas teriam futuramente.
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3 ELIPSE, DEFINICOES E ABORDAGEM USUAL

Neste capitulo serd apresentada uma andlise de como as elipses sdo abor-
dadas nos livros didaticos de Ensino Médio, na maioria dos casos de forma bem
resumida e apenas manipulando férmulas.

A partir de um cone duplo reto e a interseccdo de um plano a., determina-
mos algumas curvas chamadas conicas, entre elas a elipse, a hipérbole e a pardbola.

Para Quaranta et al. (2007), apesar de sua importancia histérica o ensino
das conicas ficou restrito ao Ensino Médio por uma abordagem puramente analitica
sendo trabalhada somente com manipulacido e memorizacado de formulas. Por isso
esse ¢ um conteido que tem certo desprezo pelos alunos e muitas vezes até pelos
professores. Fica dificil, entdo, transmitir esses conhecimentos e sua importancia.

Carneiro et al.(2007) apresenta um estudo de conicas no terceiro ano do
Ensino Médio dentro do eixo tematico IX: Geometria e medidas, tema 23: Geo-
metria Analitica, tépico 48: Elipse, hipérbole e pardbola.As elipses sdo tratadas
nas habilidades 48.1. Equacdo cartesiana da elipse e 48.5. Reconhecer a elipse
como um lugar geométrico e relacioni-la com as leis de Kepler.

Por meio de uma pesquisa feita em varios livros didaticos verifica-se que
a maioria deles apresenta um pequeno resumo histérico e depois tratam as conicas
de forma analitica e resumindo-se a simples manipulacio de férmulas.

O livro didético Matemética: Ensino Médio de Kétia Cristina Stocco Smole

comeca o estudo das conicas dessa forma:

Durante muito tempo, aproximadamente 18
séculos, ndo houve estudos detalhados de apli-
cacdes das conicas no mundo fisico. No en-
tanto, pesquisas de fisicos, astrdonomos e pro-
jetistas foram mostrando aplica¢des do estudo
de Apolonio no mundo em que vivemos. A
elipse, por exemplo, estd associada a 6rbita dos
planetas em torno do sol (SMOLE et al., 2010,
p-119).
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Figura 1 Orbitas elipticas dos planetas em torno do sol

Fonte: (SMOLE et al., 2010).

Segundo Giovanni et al. (2005), de acordo com o angulo que se secciona o
cone circular reto, a superficie obtida pode ser uma circunferéncia, uma elipse ou
uma pardbola. A elipse € quando o plano € obliquo ao eixo, ndo passa pelo vértice

e ndo € paralela a nenhuma geratriz do cone.

Circunferéncia Elipse
(curva fechada) (curva fechada)

Y/

&

Parébola Hipérbole
(curva aberta) (curva aberta)

Figura 2 Cones cortados pelo plano o
Fonte: (SMOLE et al., 2010).
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A elipse € obtida por meio da interseccdo de um plano o, que nao passa

pelo vértice do cone e ndo € paralela a geratriz do mesmo.

Elipse

Figura 3 Intersec¢@o do cone com o plano o

Fonte: (RIBEIRO, 2010).

Para Youssef (2005), se todos os pontos de uma figura possuem a mesma
propriedade e ndo existe outra figura que possui tal propriedade, essa figura é cha-
mada lugar geométrico.

Entdo dados dois pontos Fj e F, no plano o, denominados focos da elipse,
cuja distancia entre eles € igual a 2¢, definimos a elipse como sendo o lugar geo-
métrico dos pontos de o tal que a soma das distancias de cada um desses pontos a
Fi e F, é igual a um valor fixo 2a, que é maior que 2c, onde 2c¢ € a distincia entre
F] € Fz.

Figura 4 Elipse
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Logo, em toda elipse tem-se:

PF, +PF, =2a > 2c¢

Alguns poucos livros trazem o desenvolvimento da férmula da elipse, e
muitas vezes o professor ndo a repassa para os alunos. Nesse capitulo as infor-
magdes estdo como na maioria dos livros didaticos, sem demonstra¢des e maiores
explicacdes. Essas informagdes estardo no capitulo 4 onde serdo demonstradas as

férmulas.

Os principais elementos da elipse sao:

Figura 5 Elementos da elipse

a) Os focos F) e F3, cuja distancia entre eles € 2c.

b) Os vértices sobre o eixo maior, A| e A, cuja distincia entre eles € igual
a2a.

¢) Os vértices sobre o eixo menor, B e By, cuja distancia entre eles é 2b.

d) O ponto C, ponto médio entre F e F, e interseccao dos eixos perpendi-

culares, € o centro.
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e) Por meio do Teorema de Pitdgoras tem-se a relacdo

a=b+c

Demonstracio: De acordo com a Figura 5 tem-se que os tridngulos B F1C
e B1 F»C sdo retangulos e congruentes o que implica que B F| = B1F;. Isso aliado
ao fato de B F| + B F> = 2a, chega-se a conclusdo de que B1F; = B1F> = a e por
isso vale a relacdo do Teorema de Pitdgoras a*> = b” + 2.

Chama-se excentricidade de uma elipse ao nimero real positivo que é de-
finido como o quociente entre a metade da distincia focal e a metade da medida

do eixo maior da elipse, ou seja:

C
=- (0<exl1
e=S (0<e<)

Como, na elipse a > ¢ > 0, entdo o quociente e sempre serd um nimero

compreendido entre O e 1.

(0<e<)

No que se segue serdo apresentados alguns casos especiais:

(1) Quando o eixo maior da elipse ¢ paralelo ao eixo das abscissas. Se

o centro é C(xo, o) e a distancia focal 2¢, tem-se o esbogo da elipse.



3
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'

»

X0 X0 +a

Figura 6 Esboco da elipse paralela ao eixo das abscissas

A equacdo reduzida da elipse é dada por:

(x—x0)? N (y—y0)* ]

b2
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(2) Quando o eixo maior da elipse é paralelo ao eixo das ordenadas.

Se o centro é C(xp,yo) e a distancia focal 2¢, tem-se o seguinte esbogo:

2a

yo+a

yo+c

yo

yo-¢|

" yo-a

2b

Figura 7 Esboco da elipse paralela ao eixo das ordenadas
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A equacdo da elipse é dada por:

(y — )’0)2 (x —x0)2
a? + b?

(3) Quando o centro C da elipse é a propria origem O(0,0).

=1

As equagdes sao:

(1) Quando a elipse € paralela ao eixo das abscissas:

(x=0?*  (y-0)? Y

a? b2

-b

Figura 8 Elipse paralela ao eixo das abscissas e centro na origem
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(i1) Quando a elipse € paralela ao eixo das ordenadas:

(y=0?  (x—0)? ¥ox
a2 + b2 :1:>¥+ﬁ:1

-a

Figura 9 Elipse paralela ao eixo das ordenadas e centro na origem

Ap6s a explanacdo do contetdo segue, na maioria dos livros didaticos,
uma lista de exercicios explorando as equacdes e os elementos fundamentais da
elipse.

Alguns livros trazem, no fim do capitulo sobre cOnicas, um resumo sobre

as leis de Kepler, que na maioria das vezes nem ¢é explorada pelos professores.
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4 PROPOSTAS DE ABORDAGENS

4.1 A elipse

Neste capitulo serd apresentada uma proposta para o ensino da elipse, uti-
lizando materiais concretos € demonstrando as formulas. Traz-se também, no fim
do capitulo, uma parte sobre coordenadas polares que pode ser importante no es-

tudo das elipses.

No Ensino Médio, etapa final da escolaridade
basica, a Matematica deve ser compreendida
como uma parcela do conhecimento humano
essencial para a formagdo de todos os jovens,
que contribui para a constru¢dao de uma visao
de mundo, para ler e interpretar a realidade e
para desenvolver capacidades que deles serdo
exigidas ao longo da vida social e profissio-
nal. Nessa etapa da escolaridade, portanto, a
Matematica vai além de seu carater instrumen-
tal, colocando-se como ciéncia com caracteris-
ticas préprias de investigagdo e de linguagem
e com papel integrador importante junto as de-
mais Ciéncias da Natureza (BRASIL, 2006, p.
111).

Carneiro et al. (2007) ressalta que nos ensinos Fundamental e Médio é
importante que se ministrem atividades que desenvolva a criatividade dos alunos e
que sempre se tenha espaco nas aulas para a exposicao das dividas, observacdes e
relato dos alunos sobre as atividades propostas, tanto de forma oral como escrita.

Para melhorar o ensino de conicas, segundo Quaranta et al.(2007), deve-se
sanar as deficiéncias na formacdo dos professores e a melhoria do acesso a bibli-
ografias de apoio adequada ao seu nivel e também uma valorizacdo dos aspectos
geométricos que embasam os conhecimentos matematicos. A aprendizagem de
matemdtica deve passar pelas etapas de exploragdo concreta, experimentaco, re-
solugdo de problemas, elaboracio de conjecturas, justificativas informais e provas.

Por esses motivos deve-se estar atento a forma como deve transmitir os

conteddos aos nossos alunos, pois uma abordagem geométrica por meio de defini-
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coes, axiomas, postulados e férmulas podem causar uma barreira para os alunos.
A mudanga de abordagem dos contetidos pode fazer toda a diferenca.

Como uma boa motivagdo para o estudo da elipse, Mendes (2012) cita a
mesa de bilhar eliptica, criada pelos técnicos da empresa Atractor. A borda dessa
mesa é uma elipse. Nela coloca-se uma cagapa em um dos focos e uma marca bem
visivel no outro foco. Quando o jogador atira uma bola a partir da marca do foco
em direcdo a cagapa (que estd no outro foco), ela ird direto para a cacapa. Caso o
jogador jogue em outra dire¢do a bola batera na tabela (elipse) e ird direto para a

cagapa.

Proposta 1: Constru¢ao da mesa de bilhar eliptica

Objetivos: Confecgdo de uma “mesa” de bilhar com borda em formato de
elipse para uma abordagem préatica da propriedade de reflexio.

Publico alvo: Alunos do Ensino Médio.

Materiais necessarios para o molde: Cartolina ou Kraft, dois percevejos,
pedaco de barbante.

Materiais necessarios para a mesa: A “mesa” de bilhar com borda em
formato de elipse pode ser confeccionada com materiais distintos a escolha do
grupo de alunos, como por exemplo, papeldo, madeira, MDF, isopor, € nos mais
diferentes tamanhos, podendo uma bola de gude, por exemplo, fazer o papel de
bola de bilhar. Pano de algoddo ou feltro para cobrir a mesa. Para a borda da
“mesa” pode-se usar o emborrachado conhecido por EVA ou madeirite.

Recomendacdes metodolégicas: Pode ser indicado como trabalho em
grupo. Discussdo com os alunos sobre como confeccionar a “mesa”. Caso a mesa
for feita de madeira, ou MDF recomenda-se que o professor ji leve o molde cor-
tado e furado para ndo precisar levar materiais perigosos para os alunos.

Dificuldades previstas: Desenho e corte preciso da mesa.

Construcao:



32

1) Molde da elipse:

Para constru¢do da mesa de bilhar, primeiramente, deve-se aprender a desenhar a
elipse para fazer um molde. Uma forma bem simples para a construgdo da elipse
¢ colocar, sobre um plano, dois percevejos nos pontos onde seriam os focos Fj e
F, da mesma. Amarra-se um barbante de tamanho 2a, (que é o comprimento da
distancia entre os dois vértices no eixo focal), maior que a distancia entre os focos

nos dois percevejos, como mostra a figura.

Figura 10 Construcdo da elipse 1
Fonte: (GIOVANNI et al., 2005).

A partir dai, estique o barbante com um ldpis. Movendo o ldpis com o

barbante bem esticado, tragcaremos uma curva que é chamada de elipse.

Figura 11 Construcio da elipse 2
Fonte: (GIOVANNI et al., 2005).

Como a medida do barbante ndo se modificou, tem-se que a soma entre as
distancias entre qualquer ponto da elipse e os focos € constante e igual ao compri-
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mento do barbante, que no caso é a medida 2a.

2) Construcao da mesa de bilhar:
Aproveita-se o desenho da elipse feito com percevejos e barbante para a construgao
da mesa de sinuca eliptica. Com uma elipse desenhada num papel, de um tamanho
adequado, se pega um pedago de MDF (ou isopor, papeldo) e transfere-se o de-
senho da elipse para ele. Corta-se 0 MDF (isopor, papeldo) com a serra e fura-se
um dos focos com a furadeira. Cobre-se 0 MDF com um tecido de algodao verde.
Com madeirite (ou EVA), faz-se uma parede em volta da elipse desenhada. Em um
dos focos fica a cacapa ja furada anteriormente e no outro foco apenas marque com
tinta. Quando, com um taco, se lanca a bola em qualquer dire¢do contra a parede
da mesa, a bola seguird em direc¢do ao outro foco, onde estd a cacapa. Logo, a bola
sempre caird.

Como nem sempre as aulas de matematica sdo suficientes para abranger
todo o contetdo, poder-se-ia trabalhar em conjunto com as aulas de artes, na qual

poderia ser feita a mesa de sinuca.

Figura 12 Mesa de bilhar eliptica
Fonte: : (MENDES, 2012).
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De acordo com Lehmann (1966), uma elipse € um lugar geométrico de um
ponto que se move em um plano de tal maneira que a soma de suas distincias a
dois pontos fixos desse plano é sempre igual a uma constante, maior que a distancia
entre esses pontos.

Lugar geométrico é definido como:

Defini¢ao: O conjunto dos pontos, e somente
daqueles pontos cujas coordenadas satisfagcam
uma equagdo do tipo f(x,y) =0, se chama gra-
fico da equacdo ou lugar geométrico. (Leh-
mann, 1966)

Como as coordenadas dos pontos de um lugar geométrico estdo restringi-
das por sua equacdo, tais pontos estdo localizados, em geral, em posicdes tais que,
tomadas em conjunto, formam um traco definido chamado curva e gréfico.

Com essa defini¢ao pode-se também incentivar os alunos por meio do de-

senho da elipse por simples marcacdo de pontos pertencentes a equacdo da mesma.

Proposta 2: Esbogo da elipse por meio da marcacio de pontos no plano

cartesiano.

Objetivos: Mostrar o grafico da elipse por meio de pontos que pertencem
a sua equagao.

Publico alvo: Alunos do terceiro ano do ensino médio.

Pré-requisitos: Equacio da elipse.

Materiais necessarios: Papel milimetrado e l4pis.

Recomendacdes metodologicas: Entregar aos alunos a equacdo e alguns
valores de x e y para que eles percebam se eles pertencem ou ndo a equacao.

Dificuldades previstas: Alguns alunos podem ter dificuldade em traba-
Ihar com o papel milimetrado.

Construcao:

Dando uma equacio inicial, faze-se uma tabela de valores para x ou para

y e com a equagao ele calculard a outra incégnita e a partir desses pontos ele cons-
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truird o esboco da elipse no plano cartesiano.

Figura 13 Elipse feita no papel milimetrado

Quaranta et al.(2007) acreditam que com multiplos enfoques o aluno des-
perta uma motivagdo legitima, além de tornar o conteido mais abrangente e au-
mentar a compreensdo das defini¢des e conceitos geométricos envolvidos no es-
tudo.

Para facilitar a visualizacdo das propriedades da elipse deve-se trabalhar
com material concreto, utilizando planificagdes e cortes do cone. Talvez, se ja
no Ensino Fundamental fossem trabalhadas as figuras da elipse, da pardbola e da
hipérbole quando se apresentam as formas geométricas basicas, o aluno nao estra-

nharia quando 14 no Ensino Médio fossem apresentadas as cOnicas.

Proposta 3: Obtenc¢do da elipse a partir do cone de papel.

Objetivos: Desenvolver a visdo espacial do aluno, bem como ampliar o
raciocinio 16gico, dando mais significado ao conteddo.

Piblico alvo: Alunos do ensino médio.

Materiais necessarios: Planificacido do cone, tesoura, cola e régua.

Recomendacdes metodoldgicas: Deve-se trabalhar em grupo, entregando
para cada um a planificagdo do cone, ressaltando as caracteristicas da elipse. Uti-

lizando o cone, mostre as curvas por meio dos cortes feitos no mesmo. Durante
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o trabalho faga algumas perguntas relacionando as conicas, relacionando-as com

conteddos estudados anteriormente. Deixe também que os alunos déem suas opi-

nides, interferindo se necessdrio e tirando as dividas que forem surgindo.
Dificuldades previstas: Alguns alunos podem nao ter muita habilidade

para montar o cone.

Construcao:

Com a planificacdo em maos, os alunos deverdo montar o cone. Depois
deverdo achata-lo e fazerem um risco com a régua que nao seja paralelo a base

e ndo passe pelo vértice e cortar o cone no risco. Ao voltar o cone a sua forma

normal eles verdo a elipse no corte.

Figura 14 Cortes no cone

Fonte: (GIOVANNI et al., 2005)
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Além da planificacdo do cone pode-se trabalhar também com cones de iso-

por e corti-los em angulos diferentes de modo que o aluno visualize as trés cOnicas.

Proposta 4: Obtencdo da elipse através do cone de isopor.

Objetivos: Desenvolver a visdo espacial do aluno, bem como ampliar o
raciocinio 16gico, dando mais significado ao conteddo.

Piblico alvo: Alunos do ensino fundamental.

Materiais necessarios: Cone de isopor e lamina.

Recomendacdes metodologicas: O professor deve cortar o cone para evi-
tar ferimentos nos alunos. Faca perguntas relacionadas ao contetdo e deixe que os
alunos déem suas opinides.

Dificuldades previstas: Nenhuma.

Construcao:

O professor deve pegar o cone e cortd-lo de modo que o corte ndo seja

paralelo a base e ndo passe pelo vértice. No corte aparecera a elipse.

Figura 15 Cortes do cone de isopor
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Souza (2008) apresenta outra forma de construir a elipse utilizando régua
e compasso que determina qualquer ponto da elipse a partir dos focos € uma cons-
tante k.

Proposta 5: Construgdo da elipse usando régua e compasso.

Objetivo: Fazer um esbogo da elipse.

Piblico alve: Alunos do ensino médio.

Pré-requisitos: Conceito de mediatriz.

Materiais necessarios: Folha de papel, régua, compasso e lapis.
Recomendacoes metodoldgicas: Trabalhar em grupos.

Dificuldades previstas: Alguns alunos nao terdo habilidade suficiente

para trabalhar com compasso e régua.

Construcao:

Considere F; e F, os focos da elipse. Trace uma circunferéncia (Cy) de
centro F] e raio k (k deve ser maior que a distancia entre F] e F>) € pegamos um
ponto P, qualquer sobre C;. Ligamos P a F>, com um segmento de reta e traca-
se também uma reta r passando por P e F;. Trace também a mediatriz m, de
PF,. Considerando r = T, tem-se que T pertence a elipse ,pois F1T +TP =k
(raio da circunferéncia) como TP = TF, (por construcdo, ja que m € mediatriz do
segmento PF, e divide o tridngulo PTF, em dois tridngulos congruentes) tem-se
que 1T +TF, = k. (que é constante). Portanto, T € E(elipse).

Percorrendo todos os pontos P da circunferéncia Cj traca-se a elipse E.



Cy

Figura 16 Propriedade da elipse
Fonte: (SOUZA, 2008)

Figura 17 Esbogo da trajetéria do ponto genérico 7 formando a elipse

Fonte: (SOUZA, 2008)
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4.2 Deducio da formula da elipse

E importante também demonstrar a férmula para os alunos como ser feito
a seguir e ndo somente apresentd-la de forma pronta.

Sabe-se que a propriedade fundamental da elipse € que a soma das distan-
cias de qualquer ponto da elipse aos dois focos € constante e igual a 2a.

Sendo P = (x,y) um ponto da elipse, F| = (xo +¢,y0) € F» = (xo — ¢, Y0)

os focos da elipse,tem-se:

PR = /lx— (o +0)P+ (= y0)?

PE = /[x— (x0— )P+ (v~ y0)2,

como PF| + PF, = 2a, segue que:

V= Go+P+ =300+ /[ — (o — )P+ (v~ 0) = 2

assim,

(Ve Pt o—wP) = (20~ V@t 0 p)

[(x—x0) — c]* + (y—y0)* = 4a®—4a\/[(x—x0) + )P+ (y—y0)*+
[(x-x0) +¢c]* + (y — y0)*
(x—x0)* —2¢(x—x0) +¢* = 4a’—4a\/[(x—x0) + >+ (y—y0)> +

(X-X0)? +2¢(x —x0) +¢?
da\/[(x—x0) +c]P+(y—y0)? = 4a® +4c(x —xo)
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Dividindo ambos os membros por 4 e elevando ao quadrado, temos:

(a\/[(x —xo0) + ]+ (v —YO)2> 2 = [ +c(x—x)],

logo,
a*[(x —x0)* +2c(x —xp)
+c%+ (y—y0)?] = a*42a%c(x —x0) + *(x —x0)?
a*(x —x0)% +2a’c(x —xo)
+a?c +a*(y —yo)? = a*+2d%c(x—x0) + 2 (x—x0)?
a*(x—x0)* +a*(y — yo)?
—c*(x—xp)? = at —a*c?
(@> =) (x—x0)* +a*(y—y)* = a*(@>—=c) (1)
Vimos que em uma elipse, a> = b*> + ¢~ b* = a*> — ¢* (demonstracio logo
abaixo).

Substituindo b em (i): b*(x —x0)> +a*(y — yo)* = a’b*.

Como ab # 0, dividiu-se ambos os membros por a*b*:

(x—x0)> _ (y—0)
a2 b2

Figura 18 Elementos da elipse
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Depois de deduzir as férmulas das elipses é importante ressaltar toda a
parte que ja é ensinada de elipse, tratando de seus elementos principais e suas
principais propriedades, além de ensinar os alunos a esbogar a elipse.

Uma boa forma para esbogar a elipse paralela aos eixos coordenados é,

segundo Anton et al.(2000), seguindo os seguintes passos:

a) Determinar onde estd o eixo maior, se € paralelo ao eixo x ou ao eixo
y. Uma boa forma para se determinar onde estd o eixo maior é observar o maior
denominador. Se o maior denominador estiver sob o x* ela é paralela ao eixo x, e
se ele estiver sobre y? a elipse é paralela ao eixo y, Se forem iguais a elipse é uma
circunferéncia.

b) Depois de encontrados os valores de a e b, construa um retangulo de
comprimento 2a centrado na origem ao longo do eixo maior e altura 26 ao longo
de eixo menor.

A partir do retdngulo, esboce a elipse de modo que o seu centro fique na
origem e toca os lados do retangulo onde os lados intersectam os eixos maiores e

menores da elipse.

Figura 19 Esboco rudimentar da elipse

. . . 2z 2 C
A excentricidade da elipse € o nimero e = —, que mede o seu achatamento,
a
em que 0 < e < 1. Quanto mais préxima de zero, mais arredondada a elipse é e

quanto mais proxima de um, mais achatada ela é.
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Excentricidade se aproxima de 1

%
A\

Excentricidade se aproxima de 0

\

<7
/

A

Figura 20 Excentricidade da elipse

A explicagdo para tal fato € que quando e se aproxima de zero é porque a
distancia ¢ entre os focos esta se aproximando de zero e elipse se torna cada vez
mais proxima de uma circunferéncia. Quando e se aproxima de 1 é porque o valor
de c se aproxima do valor de a, entdo tem-se valores de b que se aproximam de
zero e entdo a elipse se torna mais achatada.

Na tabela abaixo vé-se as excentricidades das érbitas planetarias e vé-se

que algumas delas sdo quase circulares.

Figura 21 Elipses com um foco comum e semieixo maior iguais

Fonte: (ANTON et al., 2000)
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Tabela 1: Excentricidade das 6rbitas dos planetas.

Corpo celeste Excentricidade
Mercurio 0,206
Vénus 0,007
Terra 0,017
Marte 0,093
Japiter 0,048
Saturno 0,056
Urano 0,046
Netuno 0,010
Plutao 0,249
Cometa Halley 0,970
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>
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Figura 22 Excentricidade no espaco
Fonte: (GIOVANNI et al., 2005)

Segundo Giovanni et al. (2005), as 6rbitas da Terra em torno do Sol e
da Lua em torno da terra sdo elipses com excentricidades bem préximas de zero

(respectivamente 0,016 e 0,054). Logo, as elipses sdo quase circunferéncias.
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e=c/a=0,016

e =cl/a= 0,054
2c 2c
Sol ! T Terra = i
0 erra ua
4 b4
2a 2a

Figura 23 Excentricidade da 6rbita da Terra em torno do Sol e da Lua em torno da Terra

E importante ressaltar aos alunos a respeito da excentricidade, pois é por
meio dela que eles entenderdo porque as elipses sdo diferentes, umas sdo mais
arredondadas e outras mais achatadas.

E importante também mostrar aos alunos que nem sempre as elipses estdo
na forma padrdo (paralelas aos eixos x ou y). Como os alunos do Ensino Médio
ndo tém pré-requisitos para trabalhar com a rotagao dos eixos, pode-se trabalhar
com equagdes de retas, distancias, teorema de Pitdgoras e outros conceitos ja vis-

tos anteriormente. Veja o exemplo abaixo:

Exemplo: Considere a elipse de centro (1, 1), foco (3,2) e excentricidade

5
5 Determine:

(a) As coordenadas dos vértices e o outro foco da elipse.
(b) A equacga cartesiana da elipse e faca um esboco.

Solugdo: (a) Para encontrar o outro foco, basta usar o fato de que o centro
¢ o ponto médio entre os dois focos. Sendo F; = (3,2), F, = (x,y) e C = (1,1).
Logo:

x+3 y+2 — (1)
20 2 ) N
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Entdo, tem-se F> = (—1,0)

Chi=c=\/G-12+@2-12=VaTi=\5

Como e =

o[%

c
= —, segue que a = 3.
a
Na elipse tem-se que a> = b + ¢, logo:

32 = b+ (V5)?
b*=9-5
b=2

Seja y = px+ ga equacgao da reta focal da elipse que passa pelo centro e
pelos focos. Como a reta passa por C = (1,1) e F; = (3,2), temos:

l=pl4+g=p+g=1
2=p3+q=3p+tqg=2

1
Das equagdes acima obteremos p = g = 3
x+1

2

Logo, a equacdo da reta focal [ é y =

Sabendo que A e A, (vértices sobre a reta focal) pertencem a / tem-se:

CA1 +CA2 =da,

logo, se (x,y) é um dos vértices, tem-se:

Va2 4 (-12=3
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Elevando ambos os membros ao quadrado e substituindo y = e re-

solvendo, obtemos

_5+6V5

o 5

Assim, teremos:

4 <5+6\6 5+3\G>
1= 3 )
5 5

<5—6\55—3\5>
Ay = o .

Para calcular os vértices sobre a reta ndo focal I/, serd preciso calcular a
equacdo da reta perpendicular a reta focal [, que passa pelo centro C. Para isso se
usard o fato de que o produto dos coeficientes angulares de duas retas perpendicu-
lares € -1.

. x+1 ,

Considerando [ : y = > el':y=mx+n,tem-sem=—2ecomoC €l
obtemos n = 3. Portanto, I’ : y = —2x+3

Como B e B, (vértices sobre a reta ndo focal) pertencem a I’ e sabe-se que:

CB; =CBy =b.

Se (x,y) € um dos vértices, tem-se:

V124 (12 =2

Elevando ambos os membros ao quadrado e substituindo y = —2x+3 e

resolvendo, obtemos:
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X_Sizﬁ
5

Assim, teremos

542V5 5—4v/5
Bl: 5 5 5 5

5-2v5 5+4V/5
B, = - .

(b) Se P = (x,y) é um ponto qualquer da elipse, tem-se:

PF, +PF, =2a

isto é,

\/(x—3)2—|—(y—2)2+\/(x+1)2+(y—0)2:6

VE=3240-22=6-\/x+172 )

Elevando ambos 0s membros ao quadrado tem-se:

124/ (x+1)>+y> =8x+4y+24

Elevando novamente ambos os membros ao quadrado tem-se:

144.(x2 +2x+ 1 +y?) = 64x% + 16y” + 64xy + 384x+ 192y + 576
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Simplificando e dividindo por 16 obtemos:

5x2 8y —6x— 12y —4xy—27=0

que € a equagdo da elipse.

Figura 24 Esboco da elipse

A partir das defini¢des e constru¢des mostradas anteriormente, devé-se
aplicar atividades interessantes para que os nossos alunos aprendam e fixem as

ideias ja apresentadas. Algumas atividades estdo na parte do Banco de Questdes.

4.3 Aplicacoes da elipse

Outra coisa a ser mostrada para os alunos sdo as aplicagdes da elipse.

“Teorema: (propriedade de reflexdo da elipse). Uma reta tangente a uma
elipse em ponto P faz angulos iguais com as retas que unem P aos focos” (ANTON
et al., 2000, p. 160).



50

Figura 25 Propriedade de reflexdo da elipse

(1) Salas de sussurros

Ainda para Anton et al. (2000, p. 160) varias salas do Capitdlio dos Esta-
dos Unidos e da Catedral de Sdo Paulo em Roma tem “galerias de sussurros”, nas
quais pessoas em lados opostos da sala podem ouvir umas as outras perfeitamente
mesmo que as outras estejam sussurrando. Essas salas tém sec¢des transversais
elipticas com os mesmos focos, assim quando uma pessoa fala em um dos focos,

o som ¢ refletido diretamente ao outro foco por meio do teto eliptico.

(2) Espelhos dos dentistas

Souza (2008) afirma que gracas as propriedades refletoras e bissetoras da
elipse, o espelho do dentista, que tem forma eliptica, faz com que os raios de luz
incidam sobre o dente que serd tratado, facilitando a visdo do odontdlogo, e ndo

ofuscando a visdo do paciente pelo feixe de luz.



51

Figura 26 Espelho do dentista

(3) Tratamentos radioterapicos

Souza (2008) diz que também gragas a essas propriedades da elipse, nos

tratamentos radioterdpicos, as células doentes sdo eliminadas sem afetar as células

sadias que estdo ao redor.

A propriedade refletora nada mais é que a
explicacdo de uma caracteristica das elipses,
que diz que a soma das distdncias a cada
um dos focos a qualquer ponto localizado na
superficie da elipse € constante. Isto faz com
que todas as ondas, sonoras ou luminosas,
percorram a mesma distdncia e por tanto
gastem o mesmo intervalo de tempo para
safrem de um foco e chegarem ao mesmo
tempo ao outro, independentemente da di-
recdo tomada, além da segunda propriedade
descrita seguir(SOUZA, 2008, p.16).
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(4) Leis de Kepler

Outra aplicac@o importante da elipse sdo as leis de Kepler, que ¢ um dos
contetidos a serem estudados no terceiro ano do Ensino Médio como € mostrado
por Carneiro et al. (2007, p.59) tépico 48, habilidade 48.5. Reconhecer a elipse
como um lugar geométrico e relaciond-la com as leis de Kepler.

Anton et al.(2000) traz que em 1609 Johannes Kepler (1571 - 1630), as-
trdnomo e fisico alemdo, publicou um livro conhecido como Astronomia Nova,
onde ele traz as trés leis das drbitas planetdrias:

Primeira lei: (Lei das érbitas) Cada planeta move-se em Orbita eliptica

com o Sol em um de seus focos;

Sol 0

Figura 27 Primeira lei de Kepler
Fonte: (SILVA et al., 2005)

Segunda lei: (Lei das dreas) O raio que sai do centro do Sol e vai até o

centro do planeta, varre dreas iguais em tempos iguais;



53

Sol

A

Figura 28 Segunda lei de Kepler
Fonte: (SILVA et al., 2005)

Terceira lei: (Lei dos periodos) O quadrado do tempo que um planeta leva
para dar uma volta em torno do Sol € proporcional ao cubo do semieixo maior de

2 1 . . . . 3
sua Orbita. Com isso pode-se dizer que essa lei pode ser expressa Assim,: T = az.

Plutdo
Netunol >

s P L.'ranc:f,-f
- Saturmo
< Jipiter @
E ;
=
— Marte
g .
[ LR o 4
s Venus
ﬁ | Mercurio «

01 03 1 3 10 30 100

- ! L | 1

periodo orbital (anos)

Figura 29 Terceira lei de Kepler
Fonte: (SILVA et al., 2005)
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Ainda segundo Anton et al.(2000) as leis planetérias se aplicam a qualquer
corpo celeste que estd sujeito a uma s6 forca gravitacional. Em uma 6rbita eliptica,
o lugar mais afastado do foco chama-se perigeu e o mais préximo chama-se apogeu
(no caso das orbitas ao redor do Sol costuma-se chamar periélio e afélio). As
formas elipticas sdo frequentemente especificadas por meio da excentricidade e
do tamanho do semieixo maior a. Para isso, representar a equagdo da elipse na
forma polar € bem util. Sabendo, a partir da excentricidade, que ¢ = ea, implica
que a distancia d entre o foco e a diretriz é d = g =% _ea= M, da
qual tem-se que ed = a(1 — ¢2). Entio, dependenedo da orieentagﬁo da elii)se, suas
férmulas, em coordenadas polares (que serdo tratadas corzn mais detalhes mais
a(l —e”)

1+ ecosO
diretriz estd a direita do p6lo, e negativa quando a diretriz estd a esquerda do p6lo

a(l—e?)
1+ esend
a diretriz estd abaixo do pdlo. E, além disso, a distdncia do foco aos vértices mais

adiante) expressas em termos de a e e, sdo: r = , positiva quando a

er , positiva quando a diretriz estd acima do pdlo e negativa quando

préximo e mais afastado respectivamente sdo ro =a—ea=a(l —e)ery =a+ea =

a(l+e).

Diretriz

Centro Foco

Iy

ale

Figura 30 Esboco da elipse
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De acordo com Silva et al. (2005), todos os planetas do sistema solar,
menos Plutido descrevem elipses que estdo num mesmo plano, tendo o Sol como

um dos focos.

‘./ /(Iénus/ Meredrio \\

\ / ) '. Terra O \_/
"\“,-'4 v
£\ \ arle\q - //

{ o N\

/ . \S@urnao OJUD itef—_ =

; RS s =
Plutdo Ty o

0 “~QUrang
Netuno \
‘\“.\ -~ /
\ o
\ -

Figura 31 Orbitas planetdrias
Fonte: (SILVA et al., 2005)

4.4 Coordenadas polares

Em geral, os alunos do Ensino Médio utilizam somente o sistema de coor-
denadas cartesianas. Deve-se introduzir outros sistemas de coordenadas no Ensino
Médio, entre eles o sistema de coordenadas polares. Para alguns, pode parecer
desnecessario considerar outro sistema diferente do sistema cartesiano. Mas em
muitos casos o uso dessas coordenadas representa muitas vantagens sobre as coor-
denadas cartesianas.

Segundo Kindle (1976), para determinar a posicao de um ponto P ao invés
de usar como referéncia dois eixos ortogonais, as vezes é mais ficil localizd-lo em

funcdo da distancia dele a um ponto fixo O e do angulo que a direcio OP forma
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com uma reta fixa que passa por O as coordenadas desse sistema denominam-se
coordenadas polares.

Para Lehmann (1966), trace o segmento OP e designe sua longitude por
r (Figura 47). Considerando um segmento AO, onde A é um ponto qualquer do
plano, chamemos 6 ao angulo AOP. Evidentemente a posi¢cdo do ponto P com
relacdo ao eixo polar e ao pélo € determinada quando se conhecem r e 6. Em par-
ticular  se chama vetor raio e 0 angulo polar, angulo vetorial ou argumento de P.

As coordenadas polares de P se escrevem (r,0).

90°

P (r,8)

P =(-1,8)

Figura 32 Coordenadas polares

Chama-se r de coordenada radial de P e 8 de coordenada angular (ou an-
gulo polar) de P (ANTON et al., 2000).

De acordo com Junior (1973) chamaremos de 6 o menor angulo positivo
medido no sentido anti-hordrio em graus ou em radianos de AO para OB, e de r a
distancia orientada positivamente, OP. Mas as vezes é preciso que r e 0 tenham
valores positivos ou negativos. Se 0 é negativo e r € positivo, tragamos o angulo 0=
AB, medidos a partir de OA, no sentido hordrio e marcamos P sobre OB de modo
que OP = r. Se r é negativo construimos 8 = AB, prolongando OB até o pélo B’ e
marcamos P sobre OB’ a uma distancia ||r|| de O. Um par de coordenadas polares

determina somente um ponto, mas um ponto pode ser determinado de varias ma-
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neiras. Outra forma de representar é (r,0 + 27n) onde 0 estd dado em radianos e n

¢ um ndmero inteiro ou (—r,0 + 7n) onde n € um nimero inteiro impar qualquer.

240°

P (3, 240°)

o eixo polar

Figura 33 Pontos em coordenadas polares

Lehmann (1966) traz um exemplo de pontos em coordenadas polares estd
representado na figura 52, onde estdo tragados os pontos Py (4, %), P»(6,2), P3(—7,75°)
e Py(5, %‘).O angulo polar 2 (em P,) significa 2 radianos que equivale a 114°35,5’

(aproximadamente).

Figura 34 Alguns pontos marcados em coordenadas polares

Fonte: (LEHMANN, 1966).
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O pdlo tem infinitas representagdes no sistema polar (0, 0), pois sdo todos
os valores de 6 tais que r = f(0) = 0, que ddo as dire¢des das tangentes no pdlo.
Considerando o p6lo como a origem do sistema cartesiano, e o eixo polar

como a parte positiva do eixo x tem-se as seguintes relacdes:

N

” P (x.y)
(r.®)

v

O - X

Figura 35 Coordenadas polares

cosezf = x = rcos0 (1)
r
_J _
sen = = =y = rsend 2)
r

Pelo Teorema de Pitdgoras tem-se que:

rr =+

E daif provém que r = ++/x% +y? entdo:

Y

sen® = +
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X

cosO = +

Dividindo (2) por (1) tem-se que:

y  rsen®
x  rcos®
1gd = Y

X

0 = arctg (i)

Para tragar o grafico de curvas em coordenadas polares deve-se, de acordo

com Lehmann (1966), seguir os seguintes passos:

a) Determinacdo das intersec¢des com o eixo polar e com o eixo de 90°;

b) Determinagdo da simetria da curva com respeito ao eixo polar, ao eixo
a 90° e ao pdlo;

¢) Determinacdo da extensdo do lugar geométrico;

d) Célculo das coordenadas de um niimero suficiente de pontos para obter
um grafico adequado, e

e) Tracar o grafico.

Para determinar as intersec¢cdes com o eixo polar basta fazer 6 = 0° e para
fazer a intersec¢do com o eixo de 90°, basta fazer 6 = 90°.

Para fazer a simetria explica Kindle (1976) nos casos em que a substitui-
cdo de O por - 6 nao altera a equacgdo, curva € simétrica em relacio ao eixo polar.
Quando substituimos 6 por T — 0, e a equacio continua a mesma, a curva é simé-
trica em relacdo a reta ® = . E a curva € simétrica em relacdo ao pélo quando

substituimos » por —r ou 0 por T+ 0 e a equacdo ndo se modifica.
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Sobre a determinacdo da extensao do lugar geométrico Ayres Junior (1973)
diz que a equacdo polar r = f(0) representa curva fechada quando » € um niimero
real e finito para qualquer 6, mas quando existem valores para os quais uma das
varidveis torna a outra infinita a curva nao € fechada.

Segundo Anton et al. (2000), deve-se escolher valores conhecidos para 0,
calcular os valores correspondentes de r, entdo, marcar os pontos (r,0) no sistema

de coordenadas polares e entdo tracar o grafico.
4.4.1 Conicas em coordenadas cartesianas.
(1) A elipse
A elipse € o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja soma de suas

distancias a dois pontos fixos F; e F> € constante o maior que a distancia entre eles.

PF, +PF, =2a

2b

Figura 36 Elipse em coordenada cartesiana
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Os elementos de uma elipse sdo:

Focos: sdo os pontos Fj e F.

Distancia focal: ¢ a distincia entre os focos (2c = F1 F>).

Eixo maior: é o segmento AjA; = 2a, que passa pelos focos (2a > 2c¢).

Centro: € o ponto O, ponto médio de AjA;.

Eixo menor: ¢ o segmento BB, = 2b, perpendicular a AjA; passando por O.
Excentricidade (e): é arazdo e = E, sendo 0 < e < 1.

Se a excentricidade e for proxima dcé 1, o formato da elipse serd mais achatado, se
e for préximo de 0, o seu formato serd préximo ao de uma circunferéncia.

Em uma elipse: a®> = b* + .
As equagdes de uma elipse sdo dadas por:

i) Focos no eixo das abscissas e centro (0,0)

2 2
Tl=t
a*  b?

ii) Focos no eixo das ordenadas e centro (0,0)

(2) A pardbola
A pardbola € o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja distancia a

uma reta r dada € igual a distancia a um ponto fixo F ndo pertencente a r.

PF =PH



Figura 37 Parabola em coordenada cartesiana
Os elementos de uma parabola sio:

Focos: o ponto F'.

Diretriz: € areta r.

Eixo de simetria: ¢ reta perpendicular a r, que passa por F.
Vértice: ¢ a intersec¢@o da parabola com o eixo de simetria.

Parametro da parabola: ¢ a distincia de p entre o foco e a diretriz.
As equagdes de uma parabola sdo dadas por:

i) Eixo de simetria sobre o eixo x (F(c,0))
y? =4cx ou y? = 2px
ii) Eixo de simetria sobre o eixo x (F(—c,0))
y?> = —4cx ou y* = —2px
iii) Eixo de simetria sobre o eixo y (F(0,¢))
x> =4cy ou x> =2py
iv) Eixo de simetria sobre o eixo y (F(0,—c))

x? = —4cy oux? = —2py

62
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(3) A hipérbole
A hipérbole é o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja diferenga,
em moédulo, de suas distancias aos focos F] e F> é constante e menor que a distancia

entre eles.

|PFy — PF,| =2a

/,

Figura 38 Elipse em coordenada cartesiana

Os elementos de uma hipérbole sdo:

Focos: sio os pontos Fj e F.

Distancia focal: ¢ a distincia entre os focos (2¢ = F1 F»).

Vértices: Sao os pontos A| e Ay, intersecgdes de F1 F> com a hipérbole.

Eixo real: é o segmento AjA; = 2a.

Centro: ¢ o ponto O, ponto médio de A A,.

Eixo imaginario: é o segmento BB, = 2b.

Excentricidade (e): é arazdo e = E, sendo e > 1.

Se e estd proximo de 1, os ramos ga hipérbole serdo mais fechado. Se e for um
nimero tendendo ao infinito, os ramos da hipérbole serdo mais abertos.

Em uma hipérbole: ¢? = a® + b°.
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As equagdes de uma hipérbole sdo dadas por:

1) Focos no eixo das abscissas

22 _,
a’? b2

i1) Focos no eixo das ordenadas
2y |
»® @@

. b . .
As assintotas de uma hipérbole sdo as retas y = +—x, das quais a hipérbole fica
a
cada vez mais proxima, sem toca-las.

4.4.2 Conicas em coordenadas polares.

Anton et al. (2000) deduz as equagdes polares para as conicas. Suponha-
mos que a diretriz esteja a direita do foco (Figura 54).

PF
Sabendo que D=6 temos que
PF =ePD,

e como PF =re PD = d — rcos0, segue que

,
.
d — rcos®

Assim,

d rcosO _ 1

r r e

= —+cosO
r o e
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ed = r—+ercos®

ed =r(1+ecos0)

B ed
"= 1+ ecosO
P (r,0)
e D
FEe
Pélo r coso
| Diretriz
| d

Figura 39 Equacio polar das conicas
Assim, para os demais casos temos o seguinte resultado:

Teorema: Se uma secdo cOnica com excentricidade e estd posicionada em um
sistema de coordenadas polares, de modo que seu foco estd no pdlo e a diretriz
correspondente estd a d unidades do pdlo, entdo a equacdo da conica tem uma das

quatro formas possiveis, dependendo da sua orientagao:
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d
r= ﬁ (diretriz a direita do polo)
ed N
r = ——  (diretriz a esquerda do polo)
1 —ecos®
d
r= lém (diretriz acima do polo)
ed . .
r = —— (diretriz abaixo do polo)
1 — esen®

Ainda para Anton et al. (2000) na elipse precisa-se determinar a distancia
do foco aos vértices. Sendo ry a distancia do foco até o vértice mais préximo
e r; a distdncia até o vértice mais afastado, temos que: 9o =a—c, rp =a-+c,
somando as duas temos: a = (r1 + o) e subtraindo temos: ¢ = J(r; — o). Agora
multiplicando ro.r; = a®> — ¢? = b?, logo b = V/ror1. Da mesma maneira que na
elipse, na hipérbole tem-se que: ry = ¢ —a, r| = a+ ¢, somando as duas temos:
a= %(rl —rp) e subtraindo tem-se: ¢ = %(rl +rp). Agora multiplicando ry.r; =
c?—a*=b*logo b= \Tort.

o

o

r1 r2

Figura 40 Elipse
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Figura 41 Hipérbole

Exemplo:

Esboce o grifico de r =
2000, p. 167).

em coordenadas polares. (ANTON,
1 —cosO

Solugdo: A equagdo ndo estd em nenhuma das quatro formas acima, assim,
deve-se dividir o numerador e denominador por 2 para encontrar o termo constante

1 no denominador. Assim, tem-se:

3
r= 1
1+ Ecose
~ e 1
donde resulta que esta equagdo é da formar = ——— comd =6ee = —. As-

. . . . 1+ ecos®
sim o grafico da elipse tem diretriz 6 unidades a direita do pdlo. Pode-se calcular

ro fixando 6 = 0 e r; fixando © = . Assim, rp =2 e r; =6.



1 1
ASSim,a:g(FlJﬂo)24,b:\/ﬁ=2\@ec:§(n—m):2

O esbogo da elipse é:

m2 Diretriz

2\3 2

Centro 2

Figura 42 Esboco rudimentar da elipse
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5 TRANSFORMACOES DE COORDENADAS

Este capitulo apresenta um estudo voltado para a graduacdo, onde aborda-
mos as rotacdes e translacdes de eixos coordenados. No fim do capitulo mostramos
a rotacdo de eixos utilizando a dlgebra linear.

Quando se trabalha com cdnicas, muitas vezes a escolha certa dos eixos
conduz a uma forma mais simples da equago. E possivel simplificar essa equagio
de duas maneiras, pela translagdo de eixos e/ou pela rotacdo de eixos.

Para Lehmann (1966) uma transformagdo ¢ uma operacdo pela qual uma
relacdo, expressdo ou figura se transforma em outra seguindo uma lei dada. Ana-
liticamente, a lei se expressa por uma ou mais equacdes chamadas equacdes de

transformacgoes.
5.1 Translacao de eixos coordenados

De acordo com Kindle (1976) sendo OX e OY os eixos originais e O'X’
e O'Y’ os eixos transladados, respectivamente paralelos aos primeiros. Conside-
rando (h,k) a nova origem do novo sistema e seja P um ponto qualquer do plano,
com (x,y) as coordenadas dos eixos originais e (x’,y") as coordenadas nos novos

€iXo0s.

M P (x.y)
Xy

o (h,K

B | R SR
%

Figura 43 Translacdo de eixos
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Determinando-se x e y em fungdo de X, ', h € k, temos:

X=MP=MM +MP=h+x

y=NP=NN'+N'P=k+y

Logo, as férmulas para transformagio sdo: x =x' +h ey =y +k, isto ¢,

X=x—hey=y—k

5.2 Rotacgao dos eixos coordenados

A rotacdo dos eixos coordenados consiste em manter a origem fixa e girar
os eixos em um determinado angulo.

Lehmann (1966) traz o seguinte resultado,

Teorema I: Se os eixos coordenados giram um angulo 6 em torno de sua origem
como centro de rotacdo, e as coordenadas de um ponto qualquer P antes e depois da
rotac¢do sdo (x,y) e (¥',y') respectivamente, as equagdes de transformagdo do sis-
tema original ao novo sistema de coordenadas estio dadas por: x = x'cos® —y'sen®,

y = x'sen® +y'cos0.

Demonstragdo: Sejam X e Y os eixos originais e X' e Y’ os novos eixos. A partir
do ponto P traga-se a ordenada AP correspondente ao sistema X, Y, a ordenada A’P
correspondente ao sistema X’,Y’, e a reta OP. Seja o Angulo POA’ = ¢ = r. Por

trigonometria tem-se:



Y P
/&
> el
oy ’ |\
/ \ |
\\ i 5 | /\'X
\ // /I/ A
\ / - .
\ ) // |
/ “ |
\ 5
6 |
o] A X

Figura 44 Rotagao de eixos

x = OA = rcos(0+0)
y=AP = rsen(0+9)
X' = OA’ = rcos@,y = A’P = rsen@

De (1) tem-se:

x = OA = rcos(0 + @) = rcos@cos@ — rsen®sen@
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)
2)
3)

Se nesta ultima equagao substituir-se os valores dados por (3), obtemos a

primeira equacdo de transformacio

/ /
X =X cos0 —y'sen®

Analogamente, de (2)

y = rsen(0+ @) = rsenBcos@ + rcosbsen®

De (3), tem-se a segunda equacio de transformacao:

y = x'sen® +y'cos®
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Para as aplicagdes serd necessario girar os eixos coordenados somente por
um angulo suficientemente grande para fazer coincidir um dos eixos coordenados
com uma reta dada fixa qualquer, ou para fazer que seja paralelo a ela em um plano
coordenado. Assim podemos restringir, em geral, os valores do angulo de rotacio
0 ao intervalo dado por 0° < 6 < g (LEHMANN, 1966).

J& Ayres Junior (1973) apresenta outra maneira de encontrar as equagdes
de rota¢do, mantendo a origem fixa, e os eixos coordenados girando em sentido
anti-hordrio um angulo 6, e se um ponto P tem coordenadas (x,y) no sistema OXY

e (x',y’) no novo sistema tem-se:

o d P (xy)
\ .y
AR
\ ) - ¥
\ 2 -~
\ RS
\ 0 1~
\ P -~ I
-~ % |
0 M N
o—o
(@) X

Figura 45 Eixos com rota¢do

X =OM = ON—MN = ON —RQ

= 0QcosO — QPsen6

= x'cos® — y'sen®
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Yy =MP=MR+RP=NQ+RP
= 0Qsend + QPcosO

= x'sen® —y'cos0

De acordo com Camargo et al.(2005) sendo P(x,y) um ponto do plano
7. Quando rotaciona-se 0 radianos no sentido anti-horario, obtém-se um ponto
P'(u,v) tal que
X = ucos® — vsen0
{ vy = usen® + vcos0

’

onde P = P'. Resolvendo esse sistema temos

{ u = xcos0 + ysen0
v

= —xsen®+ycoso

’

que sdo as expressodes das novas coordenadas em relacdo as antigas. Pode-se es-

crever matricialmente por
ou

’

cos® —sen0

onde M ¢ a matriz mudanca de base M =
sen®  cosO

] que € ortogonal, ou

seja, M~ = M".

Exemplo: Transformar a equacdo 2x> + v/3xy +y*> = 4. Girando os eixos

coordenados um angulo de 30°. Tracar o lugar geométrico e ambos os sistemas de
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eixos coordenados.(LEHMANN, 1966, p.140)

Solugdo: Pelo teorema 1, as equacdes de transformacao sdo:

3 1
x = x'cos30° —y'sen30° = {x’ _ Eyf e
1 3
y = x'sen30° + Y cos30° = 5x’ + {y’

Substituindo estes valores de x e y na equacao (1) obtém-se:

2 2
V3, 1 V3, 1,\(1, 3 1, V3
2 A 3 I ) i ) s ) — 4
<2x 2y +3 2x 2y 2x+2y+2x+2y
Desenvolvendo e simplificando essa dltima equacdo, obtem-se a equacio

transformada 5x”> +y'2 = 8. Logo,, o lugar geométrico é uma elipse

Figura 46 Rotagao de eixos da elipse
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5.3 A equacdo geral do 2° grau em R

De acordo com Anton et al. (2000), a equacdo da forma
Ax*4+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0

recebe o nome de equag@o polinomial de segundo grau em x e y. O termo Bxy
¢ chamado termo misto. Se a equagdo nao tiver o termo misto, ou seja, B = 0,
entio a equacio é do tipo Ax?> +Cy> +Dx+Ey+F = 0 e, neste caso, o grifico
serd possivelmente uma seccao conica degenerada que estd na posi¢do padrdo ou
transladada. Agora, se a equag@o tiver o termo misto, ou seja, B # 0, o grafico serd
possivelmente uma conica rotacionada de sua orientagdo-padrao.

Lehmann (1966) afirma que para transformar a equacdo polinomial do se-
gundo grau que apresenta o coeficiente B diferente de zero, por rotagdo de eixos,

tem-se as seguintes equagdes de transformacdo por rotagdo:

/ /
X =X cos0 — y'sen®

y = x'sen® +y'cosO

’

dadas no Teorema 1. Substituindo na equagdo polinomial geral do segundo grau
tem-se:

A(X'cos® — y'sen®)? + B(x'cos® — y'senB) (x'sen® + y'cos8) + C(x'send +
y'c050)? + D(x'cosd —y'sen®) + E (x'sen® +y'cos®) + F = 0.

Se desenvolver-se e colocar-se 0os termos comuns em evidéncia, obtem-se
A/x/z + B/x/y/ + C/y/z + D/x/ + E/y/ + F/ -0 (2)
em que

A’ = Acos*0 + Bsen®cos® + Csen’9,
B' =2(C — A)senBcos0 + B(cos*0 — sen’6,
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C' = Asen®0 — BsenBcos® + Ccos?0,

D' = Dcos® + Esen®,

E' = Ecos® — Dsen®,

F' =F.

Se na equagdo (2) desejamos eliminar o termo x’'y’, o coeficiente de B’ deve

anular-se. Portanto, devemos ter

2(C — A)senBcos® + B(cos*0 — sen*0) = 0

Por meio das férmulas trigonométricas do angulo duplo, esta tltima equacio pode
ser escrita da forma:
(C—A)sen*0+ Bcos*0 =0 4)
B
Se A # C, pela Equacio (4) temos 1g’0 = ——. Se A = C, entio pela Equagdo

A-C’
(4) temos: Bcos?0 = 0. Como B # 0, por hipétese, segue que

cos*0 =0 (5)

T
O angulo de rotagdo 6 é restringido ao intervalo 0° < 0 < > de maneira que o
intervalo de variacdo para 20 ¢ 0° < 26 < z. Portanto, da equagdo (5), temos que
b
0=—.
4

Lehmann (1966) ainda traz a seguinte defini¢do.

Definicdao 1: Se um dos coeficientes A’ ou C’ € igual a zero, a equagio (4) re-
presenta uma pardbola ou um dos casos degenerados. Se A’ e C' ttm o mesmo
sinal, a equagdo (4) representa uma elipse ou um dos casos degenerados. Se A" e
C’ tém sinais contrdrios, a equacéo (4) representa uma hipérbole ou um dos casos
degenerados.

Segundo Ayres Junior (1973), a equacdo (2), ja transformada é chamada
de forma semi-reduzida da equacio do 2° grau.

Lehmann (1966) traz o seguinte resultado:
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Teorema 2: A equacdo geral de segundo grau representa uma conica do tipo pa-
rabola, elipse ou hipérbole segundo o indicador I = B> —4AC. Se I = 0 é uma

parabola, se I < 0 é uma elipse e se / > 0 é uma hipérbole.
5.4 Rotacao de eixos usando a algebra linear

Para Callioli et al. (1990), as equagdes candnicas das cOnicas t&€m um as-
pecto comum para a dlgebra, elas sdo equacdes de segundo grau em R?. Mas para
que as equacdes estejam na sua forma canodnica € preciso trabalhar com sistemas

de eixos ortogonais numa posi¢ao favoravel em relacio as curvas.

Definicio: Uma conica em R? é um conjunto
de pontos cujas coordenadas em relacdo a base
candnica satisfazem a equacio: Ax* + Bxy +
Cy? +Dx+Ey+F =0, onde A ou Bou C # 0.
Observe que a equagdo da conica envolve uma
forma quadrética, Q(x,y) = Ax? + Bxy + Cy?,
uma forma linear, L(x,y) = Dx+ Ey, e um
termo constante F. Isto é, a equacdo que
define a conica é: Q(x,y) + L(x,y) + F =
O(BOLDRINTI et al., 1980, p. 306).
O Instituto Gauss de Matematica (2013) apresenta outra definicao.
Definicdao: Se A uma matriz m X n, denominamos de autovalor da matriz
A o nuimero real A, tal que A.V =AV, em que V = (v{,v2,...,v,)" é um vetor néo
nulo. O vetor V é chamado de autovetor de A.
De acordo com Callioli et al. (1990), devemos analisar a equacdo geral

quadrética em duas varidveis

F(x,y) = a1 +2a12xy + axny® + 2a1x+2ay +a = 0 (1)

e verificar se sdo conicas ou ndo. Fazendo essa andlise, verificaremos que sempre
serdo conicas ou seus casos degenerados, e as classificaremos de acordo com seus

coeficientes. Considerando as matrizes
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2

f(x,y) = 0 serd escrita na forma
X'AX+2aa]X +a=0 )

Como A é simétrica e toda matriz simétria € diagonalizavel, € possivel obter uma
. A O

matriz ortogonal P de forma que P'.A.P = [ ,onde A1 e Ay sdo autova-
2

lores de A.
Ainda segundo Callioli et al. (1990) considerando uma mudanca de base
determinada por P, sendo a equacdo X = P.Y,onde Y = ! A
Y1

genérico de R? na nova base entio a equacio (2) ficara da seguinte forma
f(xla)’l) - Yt'(Pt-A-P)-Y"FZ[Lhaz].P.Y+a

- M0
= [x1,y1] 0

= x4+ Moy +2b1x1 +2boy1 +a =0 (3)

] € a matriz do vetor

X1

Y1

+2[a1a2].P.Y+a

Os coeficientes by e by sdo expressos em func¢do de ay,ar e dos termos de
P.

Segundo Waga et al. (2013b), para calcular os autovalores associa dos a
uma matriz devemos calcular as raizes do polindmio caracteristico det[A — Al,| =
0, onde I, é a matriz identidade. Os autovetores assossiados devem ser normaliza-
dos.

De acordo com Waga et al. (2013a), o polindmio

O(x,y) = Ax® + Bxy+ Cy2



79

com coeficientes reais, chama-se forma quadritica no R%. A matriz simétrica

B
A3
B

2
sentado da seguinte forma

M= ] € a matriz da forma quadrdtica. Entdo Q(x,y) pode ser repre-

(@WINTIS

A
O(xy) =]
2
:klx’2+?\.2y’2

em que A; € A, os autovalores da matriz simétrica M.
Exemplo: A conica de equagio x> — 2xy + 3y> — 1 = 0, tem centro na ori-
gem (pois a equagdo nio tem termos lineares) e eixo(s) de simetria ndo paralela ao

eixo coordenado.
Solucio:

1° passo: Escrever a equacdo na sua forma matricial:

: }.[11 _31].[;]—1_0

2° passo: Diagonalizagdo da forma quadratica para eliminar os termos
-1

mistos, encontrando os autovalores e autovetores ortonormais da matriz [ L3

1-1 -1
P(K)=det[ 17” ; k]:(1—x).(3—x)—1:3—4x+x2_1:o,

Daf tem-se os autovalores A; =2 —v2 e Ay =2+ /2.

Para A} =2 — /2, tem-se

(e e MR



80

Resolvendo tem-se y = —(1 4+ /2)x. Entdo chega-se ao vetor:

vi = (—(1+V2),1)

que normalizado é:

(e
U \Var2v2 Va2 )

Procedendo da mesma forma para Ay =2+ V2 tem-se:

==
T \Va2v2 Va-22)

Sabe-se que Q(x,y) = x> —2xy+3y? se reduz a Q(x,y') = (2 — V2)x? +

(2+V2)y"2.
3° passo: Substitui-se a equagado por suas novas coordenadas obtendo

(2—v2)x? 4+ (2++/2)y? — 1 = 0. Da qual tem-se a elipse:
Para classificar uma conica segundo Boldriniet al. (1980) dada a sua equa-

¢io Ax> + Bxy +Cy*+Dx+Ey+F = 0, onde A ou B ou C # 0 devemos seguir 0s

seguintes passos:

1° passo: Escrever a equag@o na sua forma matricial:

a3 8]

2° passo: Diagonalizacdo da forma quadrética para eliminar os termos

A
+[D EJ. +F=0

y

S
[@ WSl

mistos, encontrando os autovalores e autovetores ortonormais da matriz simetrica

M.
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o ~ X
3° passo: Devemos obter as novas coordenadas substituindo na equacio [ ]

MO
0 A

_fl" passo: Substit

Kk

ax' +by +F =0.

5° passo: Eliminacéo dos termos lineares, agrupando os termos e comple-

Figura 47 Esboco da elipse

+[D EP.

/

/

y

tando quadrados. Entao tem-se trés casos:

i))\qe)\,z;éo

.

, em que P é a matriz de autovetores de M.

Mx% +ax' + Aoy + by +F =0

X+ £
2\

)2_
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uimos a equacgado por suas novas coordenadas obtendo

+F =0, ou seja, Mx'? + 12y +
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' b
Sendo X" = x' + % ey =y + T tem-se entdo Ax"2 + A2y"? + f = 0 onde
P 2

AN AN

ii)kl#()eM:O

Mx?+ax' +by +F =0

A X+ a\*_ & +byY+F=0
X —_— _—— =
! ) a7

a2

ey’ =y tem-se \\x"> + by’ + f=0,onde f = F — TR
1

a

. Sendo x’ =¥’
endo x x—|—2xl

iii)A; = 0 e A, # 0 (andlogo ao anterior).

Com isso pode-se classificar as conicas. Santos (2010, p.426-429) mostra

um exemplo:
Considere a conica C com a seguinte equagao

5x% — 4xy+8y* —36 = 0.

5 =2

Reescrevendo tem-se X/.A.X —36 =0, onde A = [ 5 g

tdo tem-se: det(A —Al) = 0, entdo:

d([ : —2]_41 0])20%2_13“36:0,
-2 8 0 1
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onde tem-se os autovalores A; =4 e A, = 9. Os autovetores associados a A; sdo a
solug@o do sistema (A —47).X = 0.

1 -2 x| |0
2 4 |'|y] (o]
cuja solugdo é x = 2y. Chegando ao autovetor v; = (2, 1), normalizando tem-se
(%)
vi=|—&=,—&=|.
V55
Para o autovalor A, tem-se que resolver o sistema (A —97).X = 0. Cuja solugéo é
1 2
—,——— ) tem-se que Q(x,y) = 5x* —4xy +
7 ﬁ> que Q(x,y) Xy
8y? se reduz a Q(x',y') = 4x> +9y".

Logo, a equagio da conica rotacionada é 4x”> +9y’> — 36 = 0. Que é a equacio de

vy = (1,—2), normalizando v, = <

uma elipse cujo esbogo é:

Wy

Figura 48 Esboco da elipse

Ainda para Boldrini et al. (1980) pode-se classificar as conicas por meio
de seus autovalores. Utilizando a equacio Ax"? 4+ A2y"? + f = 0 tem-se: se A,

e A2, os dois autovalores, forem ambos positivos, ter-se-d para f < 0 uma elipse,
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para f = 0 um ponto e para f > 0 o conjunto vazio. Se A; e A, forem negativos
tem-se uma elipse se f > 0, um ponto se f = 0 e o conjunto vazio caso f < 0. Se
A1 € A, tiverem sinais opostos tem-se uma hipérbole se f # 0, ou um par de retas
concorrentes se f = 0. No caso da equagdo Ayy"? +ax” + f = 0 tem-se se a # 0

uma pardbola, se @ = 0 um par de retas paralelas, uma reta ou o vazio.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho apresentamos um breve relato histérico, algumas propostas
diferenciadas para o trabalho das cOnicas, bem como a transformacio de coorde-
nadas, que irdo ajudar os professores de ensino médio e superior na elaboracio de
suas aulas, além de um banco de questdes.

Elaboramos cinco propostas para o ensino da pardbola em sala de aula, a
deducdo da féormula e aplicagdes da parabola. Tem-se também uma proposta para
se trabalhar as coordenadas polares no Ensino Médio, levando os alunos a enten-
derem que existem outros sistemas de coordenadas e ndo apenas o cartesiano. E,
para os professores da graduacdo, um capitulo de transformacgdes de coordenadas,
com translacio e rotacdo de eixos coordenados, equacio geral do 2° grau em R? e
também rotagdo de eixos usando a dlgebra linear.

O ensino das cdnicas no Ensino Médio deverd ser diferenciado para au-
mentar o interesse dos alunos e levd-los ao entendimento desse assunto. Através
desse trabalho foi possivel perceber que varios livros didaticos trazem o assunto de
forma analitica, somente com a utilizagdo de férmulas. Os alunos muitas vezes s6
tém contato com esse conteido quando vao para um curso de exatas, no qual é tra-
tado o tema "coOnicas", levando-os a uma frustracao por ndo terem os pré-requisitos
necessarios para este topico.

Como referéncia bibliografica utilizamos alguns livros didéticos, revistas
com atividades interessantes e trabalhos publicados por outros alunos que se inte-
ressaram pelas conicas.

Como sugestao para trabalhos futuros, tem-se um estudo sobre quddricas.
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ANEXOS

ANEXO A - Banco de questoes

O banco de questdes é composto por atividades que poderdo auxiliar os

professores na elaboracdo de suas aulas.

(1) (GIOVANNIet al., 2005) (Cesgranrio-RJ) Para delimitar um gramado,
um jardineiro tracou uma elipse inscrita num terreno retangular de 20m por 16m.
Para isso, usou um fio esticado preso por suas extremidades M e N, como mostra

a figura. Qual ¢ a distancia entre os pontos M e N?

Figura 1 Elipse feita pelo jardineiro
Fonte: (GIOVANNI et al., 2005)

(2) (GIOVANNIet al., 2005)(UFMT) A 1? lei de Kepler estabelece que
qualquer planeta gira em torno do Sol, descrevendo uma orbita eliptica, da qual
o Sol ocupa um dos focos. Admitindo que O se encontre na origem do plano

cartesiano e que o eixo focal estd sobre o eixo X, julgue os itens.
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B

Planeta

Figura 2 Orbita de um planeta em torno do sol

Fonte: (GIOVANNI et al., 2005)

(a) A soma da distancia do centro do planeta ao centro do Sol com a dis-
tancia do centro do planeta a F, € igual a distdncia de A| a A,.
(b) A distancia de A; a O € igual a distancia do centro do sol a B.

(c) Sendo a e b os semieixos maior e menor da elipse, respectivamente,
2

~ Y
sua equagdo € dada por i 1
(3) (GIOVANNI et al., 2005)(UERJ) Uma porta colonial é formada por
um retangulo de 100 cm x 200 cm e uma semi-elipse. Observe as figuras:

T 2

e

22
o 200 om i

s T
(5 a\ Soicm

100 cm ’ X

Figura 3 Porta colonial

Fonte: (GIOVANNI et al., 2005)
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Na semi-elipse o eixo maior mede 100 cm e o semieixo menor, 30 cm.
Calcule a medida da corda PQ, paralela ao eixo maior, que representa a largura da

porta a 224 cm de altura.

(4) (GIOVANNI et al., 2005)(UER]J) O logotipo de uma empresa € for-
mado por duas circunferéncias concéntricas tangentes a uma elipse, como mostra

a figura abaixo.

Figura 4 Logotipo
Fonte: (GIOVANNI et al., 2005)

A elipse tem excentricidade 0,6 e seu eixo menor mede 8 unidades. A area
da regido por ela limitada é dada por a.b.®, em que a e b sdo as medidas dos seus

semieixos. Calcule a drea da regido definida pela cor rosa.

(5) (GIOVANNI et al., 2005)(UFRJ) Um satélite é colocado em Orbita
eliptica em torno da Terra (suposta esférica), tendo seus p6los como focos. Em
certo sistema de medidas o raio da Terra mede 3 unidades. Ao passar pelo plano
do Equador, o satélite estd, no mesmo sistema de medidas, a uma unidade acima
da superficie terrestre. Determine a que altura h o satélite estard quando passar

diretamente sobre o p6lo Norte.
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|
-
N,

Figura 5 Satélite em torno da terra

Fonte: (GIOVANNI et al., 2005)

(6) (GIOVANNI et al., 2005)(UnB-DF) Numa mesa, desenha-se uma linha
reta sobre a qual ao fixamos 2 pregos, de modo que a distincia entre eles seja de 8

cm. Em seguida, prende-se um cordao de 10 cm nos pregos (figura 53):

10cm
Y

Te

@
|
1

8 cm

Figura 6 Pregos e barbante

Fonte: (GIOVANNI et al., 2005)

Com um ldpis, sustenta-se o corddo, de modo a estica-lo sobre a mesa
(figura 7):
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0— =
A 4cm .

Figura 7 Lapis esticando o corddo
Fonte: (GIOVANNI et al., 2005)

Julgue as proposicdes:

(a) O conjunto de todas as possiveis posi¢des do ponto C € uma elipse.

(b) Quando (na Figura 7) AC = BC, a distancia OC é igual a 3 cm.

(c) Quando a ponta do l4pis estiver sobre a reta desenhada, entdo sua dis-
tancia ao ponto O serd de 8 cm.

(d) A distancia OC (Figura 7) serd maxima quando o angulo « for igual a

— radianos.
4

(e) A distancia OC é minima quando ¢ = 7 radianos.

(7) (GIOVANNI et al., 2005) A orbita da Terra € uma elipse, estando o

Sol em um de seus focos. O eixo maior mede, aproximadamente, 3.10% km e a

.. 1 . ) )
excentricidade é 50" Calcule a maior e a menor distancia da Terra ao Sol.

(8) (GIOVANNI et al., 2005)(UFF- RJ) Haroldo, ao construir uma piscina,
amarra as extremidades de uma corda de 6m de comprimento nas estacas E| € E.
Com o riscador R, estica a corda, de modo a obter o tridngulo E|RE;. Deslizando
o riscador R de forma que a corda fique sempre esticada e rente ao chdo, obtém o

contorno da piscina desenhado na figura 8.
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Figura 8 Piscina eliptica

Fonte: (GIOVANNI et al., 2005)

Se M é o ponto médio de E| E», a distancia entre as estacas é:

(2) V5m
(b) vV6m
(¢) 2v/5m
(d) 2¢/6m
(e) 6v/2m

(9) (SILVA et al., 2005) (Unicamp - SP) A 6rbita de um satélite ¢ uma
elipse que tem a Terra em um de seus focos. Esse satélite atinge velocidade ma-
xima e minima nos pontos de menor e maior proximidade da Terra, respectiva-
mente, quando entdo essas velocidades sdo inversamente proporcionais as distan-
cias do satélite a Terra (com a mesma constante de proporcionalidade). Calcule a
excentricidade da érbita do satélite, sabendo também que a velocidade maxima é
o dobro da velocidade minima. (A excentricidade, como se sabe, é o quociente da

distancia entre os focos pelo comprimento do eixo maior).

(10)(SILVA et al., 2005)(Fatec - SP) A equagao da elipse que tem focos
15
nos pontos (—1,0) e (1,0) e contém o ponto (1, 4> é:
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(a)x;+y12=1

2 2
(b)x—+% 1

2 2
©Fz+3c =1

2 2

(d)%qL%:l
(6)2?224—)]12:1

2
9

’ uvest - elipse x*+°-=—-caretay=

(1T)(RIBEIRO, 2010)(F SP) A elipse x2 )’2 ;

2x+ 1, do plano cartesiano, interceptam-se nos pontos A e B. Pode-se afirmar que

o ponto médio de AB ¢é:

o(5)
o)

o(i-2)
o(4)
©(-33)

(12) (RIBEIRO, 2010) Determine as coordenadas do centro da elipse 15x% +
12y? —210x + 72y + 663 = 0.

\»—‘ w\
\r—* w\

(13)(RIBEIRO, 2010)(UEL PR) Em uma pracga dispde-se de uma regiao
retangular de 20 m de comprimento por 16 m de largura para construir um jardim.
A exemplo de outros canteiros, este deverd ter a forma eliptica e estar inscrito
nessa regido retangular. Para agud-lo, serdo colocados dois aspersores nos pon-
tos que correspondem aos focos da elipse. Qual serd a distancia entre esses dois

aspersores?
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(a) 4m
(b) 6m
(c) 8m
(d) 10m
(e) 12m

(14)(RIBEIRO, 2010)(ENEM) uma elipse € uma se¢ado plana de um cilin-
dro circular reto, em que o plano que intersecta o cilindro é obliquo ao eixo do
cilindro (Figura 9). E possivel construir um sélido de nome elipsoide que, quando
seccionado por trés planos perpendiculares entre si, mostra elipses de diferentes
semieixos a, b e ¢, como na Figura 9. O volume de um elipsoide de semieixos a, b

4
e c é dado por V = gnabc.

|
Q elipse

Figura 9 Corte do cilindro e elipsoide
Fonte: (RIBEIRO, 2010)

Considere que um agricultor produz melancias, cujo formato é aproxima-
damente um elipsoide, e ele deseja embalar e exportar suas melancias em caixas na
forma de um paralelepipedo retadngulo. Para melhor acondicioné-las, o agricultor
preencherd o espaco vazio da caixa com material amortecedo de impactos (palha

de arroz/serragem/bolinhas de isopor).
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Photodisc/Getty Images

Figura 10 Melancia
Fonte: (RIBEIRO, 2010)

Suponha que sejam a, b e ¢, em cm, as medidas dos semieixos do elipsoide
que modela as melancias, e que sejam 2a, 2b e 2c, respectivamente, as medidas das

arestas da caixa. Nessas condi¢des, qual é o volume de material amortecedor ne-
cessario em cada caixa?

(a) V = 8abc cm?

4
b))V = 5abc cm’

(V= <8+ ?)abc cm?
4
@)V = <8 _ ;) abe e

4
@V = <?“ _ 8) abe em’

(15)(RIBEIRO, 2010)(Cefet- PB) Um designer de interiores estd deco-
rando um ambiente cujo teto tem forma eliptica, conforme mostra a figura. Objeti-
vando colocar lumindrias nos pontos correspondentes aos focos da elipse, ao fazer
as medidas, ele verificou que a soma das medidas de A1A, e BB, ¢ igual a 32
m, e que as medidas de A1A,, L1L; e BB, formam nessa ordem, uma PA. Sendo

Assim,, a distancia entre L; e A; € de:
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B:

Figura 11 Ambiente eliptico

(a) 2m
(b) Im
(¢)3m
(d) 4m
(e) 1,5m

(16)(RIBEIRO, 2010)(UFV - MG) Um satélite descreve uma o6rbita elip-
tica em torno da Terra, a equagio da 6rbita do satélite é dada por 9x> + 25y —
288x — 1296 = 0, em que x e y sdo medidos em milhares de quilometros. Nessas

condicdes, € correto afirmar que:

(a) A menor distincia do satélite a Terra é 16000 km.

(b) A distancia do ponto (16,12) da 6rbita do satélite a Terra é
28000 km

(c) A maior distancia do satélite a Terra € 36000 km.

(d) A ¢6rbita do satélite passa pelo ponto de coordenadas (0,36).

3
(e) A excentricidade da orbita do satélite é T

(17)(GOULART, 2005)Obter a equacao da elipse que é o conjunto dos

pontos P do plano tais que a soma das distancias entre P e F{(-4,0) e entre P ¢
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F»(4,0) seja constante e igual a 10.

(18)(DANTE, 2010)A tabela abaixo mostra a excentricidade da drbita
eliptica ao redor do Sol dos oito planetas do sistema solar. Qual dos planetas
tem a Orbita mais parecida com uma circunferéncia? Para esse planeta, calcule a

diferenga percentual entre o tamanho do semieixo menor e do maior.

Tabela 2: Excentricidade das 6rbitas dos planetas. Fonte: (DANTE, 2010).

Planeta Excentricidade da orbita
Mercirio 0,206
Vénus 0,007
Terra 0,017
Marte 0,093
Jupiter 0,048
Saturno 0,056
Urano 0,046
Netuno 0,010

(19)(DANTE, 2010) Sabendo que a 6rbita de Mercirio em torno do Sol
tem excentricidade 0,106; que o Sol € sempre um dos focos da elipse das oOrbitas
planetarias; que a unidade astronomica (UA) vale 1 para a distancia média entre
o Sol e a Terra; que o ponto da 6rbita em que o planeta estd mais afastado do Sol
chama-se afélio e, no afélio, Mercurio estd a 0,47 UA do Sol; e que o ponto da
orbita em que o planeta estd mais préximo do Sol chama-se periélio, obtenha, em

unidades astrondmicas, a distancia de Mercurio ao Sol no periélio.

(20)(DANTE, 2010) De acordo com a 2? lei de Kepler, a reta que une um
planeta ao Sol varre dreas iguais em tempos iguais. Ou seja, os planetas se movem
mais rapidamente quando préximos ao sol. De acordo com a figura abaixo, em

qual ponto a velocidade do planeta ¢ menor?
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Figura 12 Orbita do planeta em torno do sol
Fonte: (DANTE, 2010)

a) A
b) B
c)C
d)D
e)E

(21)(DANTE, 2010)Sabendo que as distancias entre o Sol e o periélio
(ponto da drbita mais proximos do Sol) e entre o sol e o afélio (ponto da 6rbita
mais afastado do Sol) no movimento de translagdo da Terra sdo respectivamente,
147 x 10% km e 152 x 10° km. Calcule a medida da distancia focal da trajetéria

eliptica sabendo que a excentricidade da curva é 50"

(22)(BARROSO, 2010) Observe os esbogos das elipses. Mesmo sem as
medidas, € possivel associd-las a uma equacdo. Analise a forma e a posicdo de
cada elipse e associe a uma equagao. Registre e justifique sua resposta.

D x> +100y* = 1

D) x> + 1oy* =1

(I1) 100x% +y*> =1
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A | v4 = &
i \
> : o :
\
B | Iz
o x

Figura 13 Elipses
Fonte: (BARROSO, 2010)

(23)(BARROSO, 2010) Na elipse representada na figura, a circunferéncia

inscrita tem raio 2, centro na origem e passa por F; e F, da elipse. Determine a

equacdo da elipse.

B1

Figura 14 Circunferéncia inscrita na elipse
Fonte: (GeoGebra)

(24) (LEHMANN, 1966) Em cada um dos exercicios, encontrar as equa-

coes transformadas ao girar os eixos coordenados pelo angulo indicado.

(@) x> —2xy+y*—x=0:(0=45)
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V10

1
(b) 5x* —3xy+y*—4=0 (arctgl—oo)

(25) (LEHMANN, 1966) Em cada uma das alternativas abaixo, transforme
por uma rotacdo dos eixos coordenados a equagdo dada em outra em que ndo apa-

reca o termo misto.

() 40 +4xy +y> +/5x =1
(b) 9x> +3xy+9y> =5
(€) Sx> +dxy+2y* =2

(26) (LEHMANN, 1966) Determinar a natureza do lugar geométrico da
equagio 5x% +4xy +2y? — 24x — 12y +29 = 0. Reduzir a equacio para sua forma
candnica por transformacao de coordenadas. Tragar o lugar geométrico e todos os

sistemas de coordenadas que sejam necessarios.

\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \: ¥
\ T \
\ \ _
- \ -
\\ \ X' X A
-
\ /,
x P
\
\ /,
\ -
\ s \
8 A\
-~ \ X
- O\ \
T \ \
o \ \
- \ \

Figura 15 Elipse com os novos eixos coordenados
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(27) (LEHMANN, 1966) Em cada um dos exercicios abaixo, determinar
a natureza da cOnica que representa a equacdo dada, e reduzir a equago na sua
forma candnica por transformacdo de coordenadas. Tracar o lugar geométrico,

quando exista, e todos os sistemas de eixos coordenados:

(@) 4x? — 12xy +9y?> — 8y/13x — 14y/13y+ 117 =0
(b) 3x2 — 2xy +3y* +2vV2x — 612y +2 =0

(28) (LEHMANN, 1966) Em um sistema polar tracar os seguintes pontos:

P(1,135°), 0(-2,%), R(3,75°), S(—4, %), T(5,F), U(—2,210°),
V(-3,22),X(3v2,135°)

(29)(LEHMANN, 1966) Construa o tridngulo cujos vértices sao:
P(5,60°), O(—2, ), R(—4,150°)

(30)(LEHMANN, 1966) Passar a equacdes cartesianas dadas para a sua
forma polar.

(a) x> +y* =4

(b) x> —4y—4=0

(B1)(LEHMANN, 1966) Em cada um dos exercicios passar a equagao po-
lar para a forma cartesiana:

(@) r—rcos6 =4

(b) r = 2sec? (%)

(32)(ANTON et al., 2000)O cometa Halley (visto em 1986) tem uma ex-

centricidade de 0,97 e um semieixo maior a= 18,1 UA.
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Cometa Halley 7/2

y I——
(2

g, e
- -
e CU—

Figura 16 Orbita do cometa Halley
Fonte: (ANTON et al., 2000)

(a) Determine a equag@o de sua 6rbita no sistema de coordenadas polares
mostrada na figura
(b) Determine o periodo de sua 6rbita

(c) Determine as distancias do periélio e do afélio

(33)(ANTON et al., 2000)Um moédulo Iunar da missd@o Apdlo orbita a Lua
em orbita eliptica com excentricidade e = 0,12 e semi eixo maior a = 2015 km.
Supondo a Lua sendo uma esfera de raio 1740 km, determine a altura maxima do

mddulo acima da superficie lunar.

Distancia minima

Distancia maxima

Figura 17 Superficie Lunar
Fonte: (ANTON et al., 2000)
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(34)(ANTON et al., 2000)A 6rbita do planeta plutdo tem excentricidade e
= 0,249 e o semieixo maior a = 39,5 UA.

(a) Determine o periodo T em dias.

(b) Determine as distancias do periélio e do afélio.

(c) Escolha um s¢6 sistema de coordenadas polares com o centro do Sol
no poélo, e determine uma equacgdo polar da érbita de Plutdo naquele sistema de
coordenadas.

(d) Faca um esboco da 6rbita com propor¢des razoavelmente precisas.

(35) (ANTON et al., 2000) (a) Seja a o semieixo maior da orbita de um
planeta em torno do Sol, e seja T seu periodo. Mostre que se T é medido em dias
e a em quildmetros, entdo 7 = (365 x 10*9)(a/150)%.

(b) Use o resultado da parte (a) para encontrar o periodo do planeta Mer-
ctirio em dias, dado que o seu semieixo maior é a = 57,95 x 10°.

(c) Escolha um sistema de coordenadas polares com o Sol no pélo e en-
contre uma equacdo para a 6rbita de Mercurio naquele sistema de coordenadas,
dado que a excentricidade da 6rbita € e = 0,206.

(d) Use um recurso grifico computacional para gerar a érbita de Merctrio

a partir da equacao obtida na parte c.

(36)(ANTON et al., 2000)O cometa Hale-Bopp, descoberto independen-
temente em 23 de julho de 1995, por Alan Hale e Thomas Bopp, tem uma excen-
tricidade orbital de e = 0,9951 e um periodo de 2380 anos:

(a) Determine seu semieixo maior em unidades astronomicas (UA).

(b) Determine a distancia do seu periélio e afélio.

(c) Escolha um sistema de coordenadas polares com o centro do Sol no
polo, e determine uma equacdo para a orbita do Hale-Bopp naquele sistema de
coordenadas. :

(d) Faca um esbogo da 6rbita do Hale-Bopp com proporcdes razoavel-

mente precisas.
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(37) (ANTON et al., 2000) Acredita-se que o planeta Jupiter tenha um
centro de rocha e raio 10.000 km, circundado por duas camadas de hidrogénio -
uma camada grossa de 40.000 km de hidrogénio comprimido quase metélico e ou-
tra de 20.000 km de camada grossa de hidrogénio molecular regular. Os aspectos
visiveis, tais como a grande mancha vermelha, estdo na superficie externa da ca-
mada de hidrogénio molecular. Em 6 de novembro de 1997, a espagonave Galileo
foi colocada na 6rbita jupteriana para estudar a lua Europa. A 6rbita tinha excen-
tricidade 0,814580 e semieixo maior 3.514.918,9 km. Determine a altura minima

e maxima de Galileo acima da camada de hidrogénio molecular.

Sem escala

Figura 18 Planeta jupiter
Fonte: (ANTON et al., 2000)



ponto da elipse r =

cior=
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(38) (AYRES JUNIOR, 1973) Mostre que o ponto A = (—1, g) ¢ um

3
4+ 2send

(39) (AYRES JUNIOR, 1973) Trace a conica r =

6

18
5+ 4sen0

(40) (KINDLE, 1976) Determine a natureza da conica definida pela equa-
12

44 3s5end

41) (KINDLE, 1976) Achar a equacéo polar da elipse

9x% + 4y = 36.

RESPOSTAS

() 12m
2 @v (b)v ©f

(3) 60 cm

4)21n

(5) 2 unidades

6) (@) v (b)v (o f (d) f
(7) 1,525 x 108 km e 1,475 x 10® km

3) ?

) 3

(10)B

(11)D

(12) C(7,-3)

(13)E

(14D

(15) A

16 C
22

Xy
17) == +=— =1
(17) 75 + 5

(18) Vénus. 0,0024%

(19) 0,31 UA

(e)v
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(20) A

(21) 2¢ = 6.10° km

(22)A-1I,B-1,C-1II
2

2
@3 g+i =1
Q) @ 4% -V +V2 =0 (b) 11x?+)?—4=0

(25) (a) 5x>4+2xX' —y' —1 =0

(b) 21x2 415y —10=0

(c)6x?+y?2—-2=0

(26) Elipse, equagio: 6x’2 +y> —12y/5x' +29 =0 ou 6x"> +y"? = 1

(27) (a) y//2_4x// =0 (b) x//2_|_2y//2 =2
BO)y(@)r=2 (b) r=
1 —send
B @x*+y*—4y=0 (b)y>—8x—16=0
(©)3x2+4y* —4x—4=0 d)y*+8x—16=0
1— 2
(32) (a) A equacao polar da 6rbita tem a forma r = M. Mas a(1 —
1+ ecosO 07

2) =18,1[1 —(0,97)2] ~ 1,07. Assi d0 da 6rbita é r = —————.
e) ,1[1—1(0,97)2] =~ 1, ssim, a equagdo da Grbita é r 170970050

(b) como a = 18, 1, o periodo da 6rbita é T = (18, 1)% ~ 77 anos

(¢) ro=18,1(1-0,97))(150 x 10%) ~ 81.500.000 km

r = 18,1(1+0,97)(150 x 10°) ~ 5.350.000.000 km

(33) dym = 1o — 1740 = a(1 — ) — 1740 = 2015(0,88) — 1740 ~ 33,2 km
Ay = 11 — 1740 = a(1 +€) — 1740 = 2015(1,12) — 1740 ~ 516,8 km
(34) (a) T ~ 248 anos

(b) 1o = 4.449.675.000 km e r| ~ 7.400.325.000 km.

37,05
(©) 7~ 17702490056 U

(d)

2

50

ik
NI

-50

(36) (a) a ~ 178,26 UA
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(b) 0~ 0,8735 UA e r; =~ 355,64 UA

© 1,74
r ————
140,9951cos0

(d)

2

20

V'(18, 3m/2)
(40) elipse
(41) 9r%cos*0 + 4r*sen*® = 36 ou r*(4 + 5co0s*0) = 36



