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RESUMO GERAL

Na composicdo deste trabalho estdo presentes rtigidgsaNo primeiro
artigo o estudo apresenta a aplicacdo da andlisecridta adaptada ao
planejamento de misturas considerando os modeld&ff8c (S-model) e
Kronecker (K-model) quadraticos. A metodologia st foi realizada com
dados de um experimento envolvendo misturas cos dognponentes, cujo
objetivo foi maximizar a resposta predita. Os reslds obtidos utilizando o
modelo de Kronecker foram satisfatérios em com@aracom a solucéo
fornecida por meio do modelo de Scheffé, mais ccidbena literatura. O
segundo artigo apresenta uma metodologia de andlsecrista para
experimentos de mistura considerando a modificam#gerida por Khuri e
Myers em conjunto com as propostas de Draper elshéim, objetivando por
meio da trajetéria da crista alcancar o valor méxion minimo da resposta
predita sob uma variancia de predicdo condicioreadana restricdo. Foram
utilizados dados de misturas cujos componente®si@o restritos e misturas de
componentes com limite inferior e /ou superioramido maximizar a resposta
predita com a variancia de predi¢do sob restriiprocedimento sugerido foi
avaliado por meio da comparacéo entre os resul@ltidos pelas propostas de
Draper e Pukelsheim disponiveis na literatura. fideri-se que a metodologia
proposta teve éxito ao possibilitar o alcance dgposta predita com valor
superior ao maximo considerado pelos métodos gtemtes, acompanhado de
uma variancia de predicdo ainda menor. Foram tamfoénecidas respostas
preditas com valores um pouco abaixo do maximoérmpatom a vantagem de
fornecer uma variancia de predic&o inferior em tama

Palavras-chave: Misturas. Modelo Kronecker. MSeal da  crista.
Multicolinearidade. Variancia de predicao. Otiagao.



GENERAL ABSTRACT

Two articles are present in the composition of thiwk. In the first
article the study presents the application of ridgalysis adapted to mixture
planning considering the Scheffé (S-model) and Koder (K-model) quadratic
models. The proposed methodology was performed witha from an
experiment involving mixtures with three componemthich objective was to
maximize the predicted response. The results dadaimsing the Kronecker
model were satisfactory in comparison to the sotuprovided by the Scheffé
model, most known in literature. The second artfmlesents a ridge analysis
methodology for mixture experiments consideringrti@ification suggested by
Khuri and Myers in conjunction with the proposaleonfi Draper and
Pukelsheim, aiming at reaching the maximum or mimmvalue of the
predicted response by means of the ridge trajectoder a prediction variance
conditioned to a restriction. We used the data istures of which components
are not restricted and component mixtures withriafeand/or superior limit,
aiming at maximizing the predicted response with phediction variance under
restriction. The suggested procedure was evallBtedcomparison between the
results obtained from Draper and Pukelsheim’s malsoavailable in literature.
We verified that the proposed methodology obtaisgctess when allowing us
to reach the predicted response with a value supterithe maximum considered
by the already existing methods, accompanied byaller prediction variance.
Predicted responses with values slightly lower thia@ maximum were also
provided, however with a prediction variance smatiesize.

Keywords: Mixtures. Kronecker model. Ridge analysis. Multicwarity.
Prediction variance. Optimization.
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PRIMEIRA PARTE

1 CONTEXTUALIZACAO

Ha varias décadas, pesquisadores tém desenvolmdotenria propria
na area de experimentacdo com misturas. De um rgedal, o objetivo é
melhorar o desempenho de processos industridisirgitizando a aplicacdo dos
componentes para obtencdo de um produto que afeserpropriedades de
interesse.

Uma metodologia interessante para que a mistueaasiquadamente
processada, permitindo a obtencdo de um produsd diom as caracteristicas
desejadas, capaz de desempenhar a funcéo parbfei guejetado, compreende
em técnicas estatisticas apropriadas, ndo s6 pabéeacdo de delineamentos
gue relacionem uma resposta aos niveis das varideegntrada, mas também a
procedimentos para descri¢do e exploracdo da $tipaté resposta que fornece
um melhor entendimento do resultado global dorsiate

Na estatistica, dispdem-se da metodologia de dojgede resposta que
consiste de uma combinacdo de técnicas estatisticasatematicas para
planejamento e modelagem de experimentos visamdiom&zacdo( neologismo)
de respostas. Em superficie de resposta, a tédamaninada por analisedge,
traduzido em portugués, andlise de cume ou ané#secrista, apresenta
vantagens importantes para experimentos com duasmais varidveis
independentes, fornecendo uma trajetoria que $ecdes partir da origem ou de
gualquer outro ponto selecionado, para uma respoBtana ou maxima. A
aplicacdo desse procedimento pode ocorrer quandkiee’a presenca de
multicolinearidade entre as variaveis explanatpgas causa problemas do tipo
variancia de predicdo inflacionada e estimativar@uisa dos parametros.
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A pesquisa de novas estratégias de andlises exesis que
apresentem maior precisdo na estimacdo e pred&&aldres, tem despertado
interesse, visto que métodos mais apropriados wezat de cada experimento
podem ser selecionados. Nesse contexto, a andiserista tem recebido
modificacfes que visam qualidade do processo disargé consequentemente

de condi¢bes que conduzam a respostas 6timas.

1.1 Objetivos do trabalho

Propor uma metodologia de andlise da crista em riempstos de
mistura contemplando a modificacdo sugerida por rKleu Myers (1979)
conjuntamente com as propostas de Draper e Pukal$2@00, 2002), ou seja,
por meio da trajetéria da crista alcangar o valéximo ou minimo da resposta
predita sob uma variancia de predi¢do condiciomadaa restricdo.

Dentre os objetivos especificos destacam-se:

a) Apresentar comparacédo referente ao emprego do smgdelratico
Kronecker em relagcdo ao modelo Scheffé comumeraglougm
experimentos de misturas, ambos seguidos da aftiche analise da
crista sugerida por Draper e Pukelsheim (2000) paperficie de
respostas de misturas.

b) Aplicar a metodologia da andlise da crista em empmartos de
mistura contemplando a modificacdo sugerida porrKbuMyers
(1979) conjuntamente com as propostas de Drapeukeldheim
(2000, 2002).

c) Avaliar os resultados obtidos na analise da cestaexperimentos
de misturas que consideram em conjunto as propaptasentadas
por Draper e Pukelsheim (2000, 2002) e Khuri e Igy@©79), por
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meio de comparacfes dos resultados disponiveisitetlra,

obtidos pela andlise da crista na concepgéo inicial

1.2 Organizacao do trabalho

A tese estd organizada em formato de artigo, seodstituida por
partes que se comp8em da seguinte forma:

1. A primeira parte é composta de uma introducao, ua ¢ trabalho é
contextualizado, os objetivos séo dispostos e mguéseia € exposto o
referencial tedrico para fundamentacdo do que @ogto nos artigos. A
segunda parte é constituida por dois artigos:

1.1. 0 artigo 1 consistiu em se ajustar os modelos fi&cl{8-Model) e
Kronecker (K-model) em seguida realizar a aplicagddécnica de analise da
crista adaptada & metodologia de superficies g@stss para misturas. A partir
dos resultados obtidos foram feitas consideragdbseso modelo quadratico
Kronecker comparando-se com o usual modelo Scheffé.

1.2. O artigo 2 apresenta uma proposta metodoldgi@ndkse da crista em
experimentos de misturas considerando a modificagéerida por Khuri e
Myers (1979) combinada com as propostas de Drapeukelsheim (2000,
2002). Dessa forma, por meio da trajetéria daastalor maximo da resposta
predita é alcancado sob uma variancia de predmddicionada a uma restricao.

1.3.Na Ultima secdo da tese sdo apresentados aspeties o tema do
trabalho desenvolvido e algumas perspectivas de@&sfuturos.
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2 REFERENCIAL TEORICO
2.1 Metodologia de superficie de resposta

A metodologia de superficie de resposta (RSM) stesde uma
combinacdo de técnicas de planejamento de expdomeseguidas de
fundamentos bésicos para analise de regressdoogloséle otimizacéo. E de
grande importancia e aplicabilidade nas pesquisdsstriais, particularmente
em situacdes em que varias variaveis influenciantenmialmente no
desempenho ou qualidade de um processo ou prad@bTGOMERY, 2006).

As técnicas estatisticas e matematicas disporatdiz pela metodologia
de superficie de resposta relacionam respostasras/eis de entrada, com o
objetivo de investigar o grau de influéncia dasidwasis em conjunto e,
individualmente, sobre os elementos resultantegprdoesso. Com base nas
informac8es sobre a importancia e o efeito produpilas variaveis, podem ser
feitas selecbes de variaveis ou de valores de dentvegsando aperfeicoar a
resposta e garantir a confiabilidade dos resultados

Box e Draper (1976 citados por BOX; DRAPER, 200@)eaentaram
algumas propriedades que devem observadas na&sieollm delineamento de
superficie de resposta. De acordo com os autam@epender das circunstancias

experimentais, esses critérios podem ter imporarrelativas:

a) Gerar informacao da regido experimental R.

b) Assegurar que o valor ajustado em X, seja tdo préximo quanto
possivel do valor reaj (x).

c) Fornecer possibilidade de detectar falta de ajuste.
d) Realizar experimentos em blocos.

e) Construir planejamentos de ordem crescente se@liemcite.
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f) Obter estimativa interna da variancia do erro.

g) Ser robusto a observacdes discrepantes e a viotkgsuposicdes
teoricas.

h) Requerer um nimero minimo de pontos experimentais.

i) Fornecer padrées simples da distribuicdo dos dgdespermitam
visualizacao rapida.

j) Evitar complexidade de calculos.

k) Apresentar robustez na presenca de erros no conjiast variaveis
preditoras.

) N&o requerer um numero impratichAvel de niveis dasaweis
preditoras.

m) Avaliar, posteriormente, a suposicdo de homogedeidae

variancias.

Atkinson, Donev e Tobias (2007) definem que umrgglimento ideal
apresenta um valor minimo da variancia dos par@setstimados no modelo
linear, assim como da variancia da resposta prefi@®escentam também que
um delineamento adequado para uma propriedade rfamser tdo apropriado

para outra.

2.2 Modelo polinomial para dados coletados nos pontosdielineamento

Entre os diversos critérios a serem observados ranexperimento, a
atencdo devera estar voltada na relacdo entreimedelento experimental, a
regido de confianca dos pardmetros e a variandiesgasta predita.

A forma geral de um modelo de regressao polinoro@isiderando um

experimento cony fatores, tem a seguinte representacao:
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y = Xp+e, (1)

Sendo y o vetor de dimensdm x 1 correspondente aos valores

observadosX = (x,).f (x,),f n)]T a matriz de dimens&oxp(qsp),
com x, sendo o vetor de configuragdes do delineamentd-é@simo ensaio
experimental(i =1,2,-- ,n), B o0 vetor dos parametros de dimenspgel e € 0

vetor dos erros de dimensdox 1. Ao estimar os elementos do vetor de

-1
parametrosp, a inversa da matriz de informagi(XTX) de ordemp,
envolvida no processo de estimacéo, é formadalporeatos proporcionais as
variancias e covariancias dos elementos lemvetor de dimenséq x 1,
formado por estimativas geradas pelos estimada@eguddrados minimos dos
parametros de .
A regido de confiangaoo( 1—0() % relacionada ao$p elementos do

vetor de parametrog, sob a suposi¢cdo que tem distribuicdo normal, com

vetor de médias iguais a zero e matriz de covddéng’l , apresenta forma

elipsoidal determinada por:
(B=b)" XX (B=b)<PS'F 2)

sendo s® a estimativa da variancia residuat?, com v graus de

liberdade,F, ,, , € o valor da distribuicd& com p e v graus de liberdade e

nivel de significanciax .
As ideias associadas com a escolha de um delingans@o quase

sempre centradas na selecdo de configuragdesXde Os autovalores
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-1
&, e, .. gda matriz(XTX) séo diretamente proporcionais ao quadrado do

comprimento dos eixos principais da elipséide (BRYKINSON; DONEV;
TOBIAS, 2007).

Segundo Myers, Montgomery e Anderson-Cook (2008),amalise de
superficie de resposta existe uma consideraveté@bgmara o uso de graficos de
curvas de nivel da superficie estimada e também pabtencdo de condicbes
6timas do processo, alcancadas por meio de um mo@eponto estacionério
computado, de resposta maxima ou minima, é apena€stimativa, e qualquer

ponto ou contorno possui variabilidade amostrataAancia da resposta predita,

sob a suposicdo de variancia constante do efrp¢ dada pela expressao:
var[ ] = csz(x)(X ™ )'1f (x)- (3)

sendo f(x)= (1, Xpo Xproos s Xgo XX, Xy Xg o Xg Xgo Xy XKoo )&)T,

um vetor de dimensdpx1, cujo primeiro elemento é igual a 1 e os demais
p — 1 elementos sdo fungdes dg x,, -, X,-
Como resultado, o erro padrao estimadoydé calculado por meio da

formula:

s, = 1T )(XX) T ), (@)

sendo S a raiz do quadrado médio residual da superficieedposta

ajustada, que para um modelo cpnparametros é dado por
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Uma ideia relativa & qualidade do valor da resposdita em pontos da
regido do delineamento pode ser dada pelo errcipadr estatistica do erro
padrdo € usada na construcdo de intervalos deacgafipara a resposta predita

§ . Assim, a predicdo fornecida por um porXg tem regido de confianca

100(1- a) %, para a resposta médi y |x) determinada por:

9 * t(u/2, n-p S\/fT (X)(XTX )1f (X ) ! (5)

sendot( o valor da distribuigdd com nivel de significancia/2

a/2, n-p

e n - p graus de liberdade.

2.3 Planejamentos de misturas

Planejamentos de misturas apresentam caractesigtaréiculares. Em
geral, quando se alteram as variaveis independelgtesm experimento sao
esperadas mudancas na varidvel resposta. Em egsamomisturas, quaisquer
variagbes que ocorram nos componentes, provocamaliaracéo proporcional
na resposta, isto &, se as fragcbes dos comporferdées duplicadas, a mistura
também duplicara.

De acordo com Scheffé (1958, 1963), em experimed¢omisturas €

considerado que a propriedade estudada dependasag@sx; proporcées dos

g componentes presentes, sujeitas as seguintégdestr
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9
0<x. <1 e >x =1 (6)

As proporg¢des dos diversos componentes ndo sdpeindentes, pois de

acordo com (6), nas misturas as proporcdes seibdisin de modo que
X+ X+ + X, =1

Graficamente, na Figura 1, estdo representadog@spa misturas com
dois e trés componentes. Observa-se qug, $€, 0 espago Se resume em uma
linha retax, + X, =1 e parag = 3 se tem um triangulo equilatero.

No caso deq = 3, cada lado do tridngulo representa uma mistura

binaria e os vértices representam as formulagbesodgonentes puros. No
interior do tridngulo estdo contidas as possivéssuras terndérias (Figura 2).
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x2]

x1
x1+x2=1 xl1+x2+x3=1

Figura 1 Espaco de misturas: (a) dois componefiipés componentes

Ii=1
(1,0,0)

xz=1 (0 l l) 1(3='|
(0,1,0) 272 (0,0,1)
Figura 2 Sistema de coordenadas para misturagsledmponentes

A abordagem tedrica referente a experimentacdo @elamgem para
planejamentos de misturas, engloba delineamentpscifisos e regressao
polinomial adequada as particularidades inerentensaios realizados com
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proporcbes de q componentes (CORNELL, 2002). Para atender as

especificidades proprias da experimentacao conmuraist Scheffé (1958, 1963)

introduziu os delineamentos simplex-lattice e sexpientroides.

2.3.1 Delineamentos Simplex

Nos projetos de misturas, o sistema de coordenadado para o0s

valores dex., i =1, 2, 3,---, g, € chamado sistema de coordenada simplex. Os

delineamentos simplex-lattice e simplex-centroidetabelecidos por Scheffé
(1958, 1963) para experimentagdo com misturas, istens de um espaco

simplex regular(q —1) -dimensional, conforme se pode observar nas Fidueas
2.

O planejamento simplex-lattice{q, m} € assim denominado para
misturas comq componentes e com modelo polinomial ajustado derom.
Nesse tipo de planejamento sé&o+ 1 propor¢des, igualmente espacadas no
delineamento, testadas para cada fator. Os niwsigadoresx, séo obtidos do

seguinte modo:

X, =0,

1"y 1’ para i= 11 21 y ( (7)

=8N

1
m

O nimero de pontos do delineamento simplex-lattipe, m}

corresponde a

m ) m!(q-)!° ®)

(m+q-1j_(q+m—])!
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Além da regido experimental, a modelagem de misttaimbém difere
dos problemas de regressao ordinaria na forma dtelmgolinomial (KHURI,
CORNELL, 1996).

De acordo com Cornell (2002), em geral, a funcédcedesssao ajustada

para dados coletados no simplex—latt{qug m} é deduzida fazendo algumas

alteracbes na equacao:

n= Bo+izzq:1BiXi+Z?:<Z?:Bijxi X+ quzqﬁjk XX X%+ 9)

i<j<

cujos os termos sdo incluidos até o m-ésimo gengen a resposta

esperada da mistura proposta. Porém, nas mistueaqressao (9) esta sujeita a

restricdo Zx =1, e, portanto as estimativas dos parameﬂosﬁ” B”k -
i=1

associados com os termos nao séo unicas.
Assim, uma alternativa para remover a dependénciie eos

componente$ € substituir:

gq-1
Xq=1- Z % (10)

na equacao (9). Porém, essa metodologia ndo € eaddvel, visto que
obscurece o efeito do g-ésimo elemento da mistBcheffé (1958, 1963)
apresentou uma solucdo mais plausivel, que corgisteansformar a equacao
na forma candnica de Scheffé. Em nivel de exernptifio, pode-se mostrar a
obtencdo do conhecido modelo de Scheffé (conhepimto S-model), para

m = 2, a partir dos passos:
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a) Em (9), o parametr@, é substituido poBo(x1+X2+...+ xq) , ja
quex; + X, +...+ X, =1,

b) Sendo a proporcég, =1- Z X; , pode-se obtek? =X, [1 Z X j

j#i j#

substituir no termax? da equagéo (9). Entdo, obtém-se:

n:BO(iXij-'-éE}lxi "';qﬁi)ﬁ(l qulj"' .

i=1 j#

Me

(B +B+B Js - SR X 3% +X2G Xy

'u‘

1
”M-"

BX +ZZ&,>§X, a1

Os asteriscos foram atribuidos aos parametros pagaervar 0s

pardmetros do polindmio geral (9) separados doénpetros do polinémio
{q=3, m= 3. Removendo-se os asteriscos d& =B, +PB +PB; e
B, =B, — B, — B, usa-seB; e B, nos polindmiog g, m} . Em geral, a forma

candnica de Scheffé em modelos de misturas séo seguzm:

Linear:

N=PBX; +BX,+B Xy (12)
Quadrético:

N=BX +B X, +BX B XX B XX B X % (13)

(14)
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Cubico completa

N=BX; +BX,+BX B XX AB XX B %% 30 %X -,
'(Xl_x2)+ 613X1X3(X1_X3)+62§( X {X 5 X 2+B 1A% %

Cubico especial

N=BX +BX,¥BX B XX AB XX B X% FB XX % - (15)

Nas equacdes (12)-(15), é a resposta esperada da mistura proposta, 0s
parametros (3; representam a resposta esperada para a mistu@ pur
X; =1, X; = 0, i# |, e é a altura da superficie da mistura no vértoaforme

pode ser visto na Figura 3. Na mistura de composm#adratica, o termo
Bijxi X; representa uma alteracdo da resposta do modetiraijca sobre o

modelo linear, chamado sinergismo quando posiéwvatagonismo se negativa.
E dito, entdo, que os componentes da interaciceqen efeito sinérgico,
guando os valores preditos do modelo quadréaticedem os valores preditos

do modelo linear (Figura 4), caso contrario, oteféiantagdnico.
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@
X

Figura 3 Representacdo da superficie plana do modetar sendof;, a
resposta esperada para a mistura pyral, X; = 0,i# |

Figura4 Representacdo do modelo quadratico coiito efamérgico Bij, de
combinacdes binéarias
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No modelo culbico, o termod;X X (X —X) permite modelar

sinergismo e antagonismo nas marg&ns X; do simplex, enquanto os termos

de maior ordem, tal conf; X X;X , descrevem perturbaces adicionais na

superficie de resposta no interior do espaco (KHIORIRNELL, 1996).

A relacdo entre 0 nimero de pontos no simplexcktd o nimero de
termos no modelo tem correspondéncia de um para&Camo resultado dessa
relacdo, os parametros podem ser expressos com@efisimples das respostas

esperadas nos pontos do simplex—latti{:q,m}. Conforme proposto

primeiramente por Scheffé (1958), a Figura 5 isér nomenclatura das

respostas nos pontos correspondentes.
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Figura 5 Nomenclatura das respostas nos pontesrgiex-lattice {3, 3}

As propor¢Bes que compdem algumas misturas repeagsesnpor pontos

de respostas esperadas no simplex-laffi@@} séo listadas na Tabela 1.
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Tabelal Nomenclatura de Scheffé para misturasr@&e domponentes no
simplex-lattice{3,3}

Composicao das Misturas

Resposta X, X, X
N, 1 0 0
n, 0 1 0
N, 0 0 1

1 1
- —= 0

N1z > >
. 0 1 1
23 2 2
. 1 1 1
123 3 3 3
. 2 1 0

112 3 3
1 2
N2ss 0 g §

As equacdes para expressarem o0s parametros noavpmdiglomial em
B _ +m-1
termos den;, n; en;, sao dados ao resolver simultaneamente as
j ijk m

equacdes. Esse numero corresponde ndo apenastialapgme pardmetros no
polinémio {q,m}, mas também ao nUmero de pontos do lattice e,
consequentemente, ao numero de respostas espearatiidas nos pontos do

simplex-lattice (CORNELL, 2002). Se um modelo gdgido (8) é usado para
um sistema de trés componentes com respostas @spena delineamento

simplex-lattice{3, 2} , as equages sao expressas por
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N.=Bu N, =B, N3=B,

SOMENE
sl

(16)
gue retornam as seguintes igualdades para os pgandme
B =N Bp=4n,-2n,- 2,
B, =Ny Biz=4aN3—2n- N,
Bs=Na PBp=aMyu—2,~ A, (17)
Os estimadoref e bij dos respectivos parametrfis e [3”., usando os

valores observados no delineamento simplex-la{tB;e} sdo obtidos a partir

das igualdades:

b=v,i=12..q
b, = 4y, - 2(—y +—¥), i, j=12,...9, K j (18)

sendoy,, Y, e y; as médias dos valores observados y; e y;,
calculadas a partir do numero de repeticBes, nest® representado por

(rep) . (rep) e (rep); respectivamente.
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No processo de estimacdo dos parametros é assgoedos erros sédo

normais, nao-correlacionados e identicamente bisttos com média zero e
varidncia 6>. Nessas condigcdes, dado que as observagdes tmiatadas

apenas nos pontos do lattice, valem as igualdd@@sp@ra as estimativas e

b..

j

2

E(b)=E(v) =8
var(h) = var(y)= (er)
£(b,)=E[ 4y -{v+7)]=n

= y+ ) =:|'602+402+452
var(by) = vaf 4y - {7y+7)] (rep), (rep) (rep)
cov(h, Q)=E[(_Y) _3()}_ E(Y) E(‘y)= 0, 1% ]
cov(h Q)= E[‘y 4y - iy_z_jyn‘ §7) EéZI}y— Zy-Zj_))

=-2E(v)+2 E(¥)’|= - (fgp)
40°
cov(h .y ) = ol i k. 19)

Uma limitacdo do simplex-lattice é possibilitar juste de modelo

apenas para observagfes coletadas em misturas aedaxiomo m dos q

componentes.
Uma solucdo parcial para superar as limitacOesimiplax-lattice, é
aplicar outro delineamento introduzido por Schefff963), o simplex-

centroides, apresentado na Figura 6, que se resomen arranjo com ndmero
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de pontos distintos igual 2! —1. Esses pontos correspondeny gpermutagdes
: q ~ : L,
das misturas puras(l,o,o,...,c); 5 permutacBes das misturas bindrias

(12,9 2,0,...,0; assim, até finalizar com o centroides gdtAt,¥ q,....1 g,
ponto da mistura completa, formada pelpsomponentes

Em outras palavras, o delineamento simplex-cergsoidonsiste do
arranjo de todas as misturas em que 0S componpréssntes aparecem em
proporcgdes iguais. Neste delineamento, de moddasirad simplex-lattice, a
forma canbnica de Scheffé tem nimero de par@masssciado ao nimero de
pontos do delineamento, cujas férmulas de obteda&cestimativas podem ser
encontradas em Cornell (2002).

Uma critica dos delineamentos simplex descritosma@ que a maior
parte dos ensaios experimentais ocorrem na frantiregido e, entédo, incluem

no maximoq -1 dos componentes. Em geral, é desejavel adicion@opamo
interior da regido experimental onde as misturascsfnpostas de todos @p

componentes.
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Figura 6 Delineamento simplex-centroides para guaimponentes

Cornell (1975) sugeriu o delineamento axial, quensiste
principalmente de misturas completas, onde muitas gontos estédo
posicionados no interior do simplex, sobre o eirs domponentes. A forma

mais simples desse delineamento apresenta os papimistantes do centroides

(]/q Jaq,..1 () em relacdo a cada um dos vértices (Figura 7).sfantia do

centroides até um ponto de proporcéese denotada poA e o valor maximo

deA é(q-1)/q.
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x; =1

Figura 7 Delineamento axial de trés componentedsA a equidistancia dos
pontos

2.3.2 RestrigBes sobre as proporgdes dos componentes dasturas

Em muitos experimentos de misturas ndo é possipébrar o intervalo

< X < .
0<% < 1, de alguns ou todos os componentes. Nessas d#ogiss,

inteiro,
investiga-se apenas parte da regido simgéeristura, pela impossibilidade de
combinar todas as propor¢des domponentes. O estudo € realizado numa sub-
regido do espaco simplex da mistura. A reducdoeg@@o, algumas vezes,
permite reduzir os custos e o tempo de experim@otdem contrapartida, a
escolha dos pontos experimentais € dificultada fml@macdo de superficies
irregulares.
Existem frequentemente restricbes de limite infeatou superior da

Li<x < U, |:1,2,...,q’ onde b & o limite inferior e Vi a

forma
propor¢cdo maxima do i-ésimo componente. Essasig@ssr sdéo normalmente

determinadas por limites de natureza fisica, ecas@ou experimental sobre as
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proporc¢Bes relativas dos componentes, visando engld de resultados reais,
operacionais e utilizaveis (MYERS; MONTGOMERY; ANBSON-COOK,
20009).

Se apenas limites inferiores sdo impostos para qgeel dos
componentes das misturas, a regido do experimeméo Lsn simplex menor
inscrito na regido original. No entanto, a presededimites superiores pode
conduzir a uma regido experimental que ndo é uplekmNos casos em que ao
mesmo tempo estdo presentes limites inferioreperisues nas proporgdes dos
componentes, a regido viavel para as misturas éaliadro convexo, que
comparado com o simplex, possui configuragdo demtamplexidade (Figura
8).

Considerando-se o0 caso onde sdo colocados aperias linferiores nas

propor¢Bes de um ou mais dos componentes, o linfiggor € da forma

x
v
r
v

q
0, i=1,2,...,ce » L <l (20)
i=1

No processo de ajuste do modelo correspondentebdaegifio, um

sistema alternativo dos pseudocomponentes é freguente usado, sendo as

coordenadax; definidas como

X+ X, oo+ X =1 (21)
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(1,0,0)

U=055+050+0.52=157
- =1.07>1
U-Upipn=1.07> _oss

U,
/ =00 Ua- sz
v

01,0 {0,0,1)

@ (b)

{0.1,0,0)

10,0,1,0)

(1,000

0,0,0,1}

(©)

Figura 8 Regibes de misturas restritas: (a) limiteferiores, (b) limites
superiores, (c) limites inferiores e superiores

Apbs o modelo ajustado, cujas variaveis sdo osdpsemponentes

X, =1, x;: 0, j#i, o retorno as coordenadas dos componentes osgéai

obtido por meio da expresséao (22) extraida de (21).
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X = X;(l_L)+ L
x,=L,, jZi (22)

Problemas de misturas cujos componentes tém ajieitas superiores
x;<U;,x,<U,,--,x,<U,, de modo queU; satisfaz O<U, <1,
geralmente apresentam a regido experimental egstdm partes que sao
desprezadas por extrapolarem o simplex da mistigimal. Nos casos em que
U=U,+U,+--+U,, indicando-se poru , o menor dosq limites
superiores, de modo geral pode-se declarar quey seU <1, entdo o

simplex restrito fica inteiramente dentro do espagonistura original, ao passo

que os pseudocomponentes sdo definidos da forma

z, =———,sendoz, +z,+-+z,= 1 (23)

Caso alguma coordenada seja negativa, os pontos posicionam-se fora

do espaco da mistura original.

Em relacdo a experimentos de misturas cujos conmmpesietém
restricdes de limites inferiores e superiores, raxgsso de andlise estatistica,
um critério importante € encontrar os vérticesegrts da regido restrita, como
explanado por McLean e Anderson (1966), que aoidersem uma regiao
experimental definida pelas condicdes a seguir ygg@@am a aplicacdo dos

passos seguintes:
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O<L <sx <U <1 i=12;--,q
L=L,+L,++L <
Xy + X+t X =1

U1+U2+---+Uq>l (24)

a) Usar os niveis extremas, e U, para determinar todas as possiveis
combinagbes dogy — 1 componentes dos tratamentos, deixando
temporariamente, por vez, o espaco do componestante em
branco. Por exemplo, para misturas de trés compemesendo
L,, L,, L, 0s limites inferiores, &,, U,, U,, 0s limites superiores,
podem ser formadas as seguintes combinacdes:
L,L,_ ,L,U,_ ,ulL,__,uyuU,__, ficando a posicdo do
componente 3 em branco para posteriormente senghiea. Esse
procedimento produz2®' combinaces e se repetg vezes,
permitindo que cada componente possa ser aquedspdgo vazio.

Ao final, € obtido um conjunto comx 2" pontos.

b) Em todas asyx2*" combinacdes encontradas em (a), preencher os

espagos em brancos que admitam a soma de todoweis dos
fatores igual a 1 e que satisfacam as restric@gs (2
Cada combinacdo de tratamentos admissivel é umicevédo
hiperpoliedro. No caso da repeticdo de pontos, @dlichtas devem ser
descartadas. Os extremos podem ser usados pangabige outros pontos do
delineamento, calculando-se os centroides das oagfixts dos varios vértices,
a exemplo do ponto médio da margem ou, de modo geai, o ponto central

das faces multidimensionais que definem os vértiEssa técnica pode ser
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aplicada no caso de restricdes no limite supeciga regido definida ultrapassa

os limites do simplex original.

2.4 Multicolinearidade

A correlagcdo mede o grau de intensidade da relkigéar entre duas
variaveis. No processo de ajustar um modelo qubelsica a relacdo funcional
entre variaveis independentes e dependentes é myitotante verificar se as
variaveis selecionadas estdo correlacionadas. ®e hofiver indicios de
interdependéncia, séo classificadas como ortogonais

Na literatura, o termo multicolinearidade é utilleapara indicar a
existéncia de correlacdo entre duas ou mais vagi@splicativas (FARRAR,;
GLAUBER, 1967).

Na ocorréncia de multicolinearidade, as colunas rdatriz do
delineamento, geralmente denotada pP6r sdo linearmente dependentes e

chamadas de multicolineares. Nesse caéotem posto coluna incompleto e

z

pelo menos um dos autovalores d€'X ¢é igual a zero. Na prética, a
multicolinearidade exata raramente ocorre em ailies estatisticas, 0 que se

verifica sdo as colunas d¢ se apresentarem quase linearmente relacionadas, e

consequentemente a matri'X possui pelo menos um autovalor muito
préximo de zero (KHURI, 2003).
Em experimentos de mistura pode existir uma ou rdefgendéncias

aproximadamente lineares entre as variaveis regesss,, X,,...,X;, pois a

h
restricdo da forma> ax; =0, para valoresa; diferentes de zero, se mantem

=
entre as colunas d¥ , expressando a condi¢cdo de dependéncia linedarnBnr

experimentos de mistura podem frequentemente apaeseulticolinearidade
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significativa, principalmente no caso de misturastritas, em que o nivel de
multicolinearidade ¢é de moderadamente alto a sevdMYERS;
MONTGOMERY, 2002).

O grau da multicolinearidade das variaveis é diaasio pelo uso da

condicéo numérica d¥'X denotada por:

K = —max (25)

sendoe,,, € e, respectivamente, o maior e menor autovalores de

min
XX .

Se k € menor que 100, entdo ndo existe problema séeio d
multicolinearidade. Valorex entre 100 e 1000 indicam multicolinearidade
moderada a forte, e se> 1000, implica em multicolinearidade severa.

A multicolinearidade pode causar impacto sério salsrestimativas dos
parametros, comprometendo a qualidade do ajustenddelo (MYERS;
MONTGOMERY, 2002).

A presenca de multicolinearidade ek pode ter efeitos sérios nas

estimativas dos quadrados minimos Rig pois as varidveis regressoras estao

altamente correlacionadas. O velortorna-se uma estimativa irreal do vetor de

parametros , isto porque variancias inflacionadas encontrarasseciadas aos

elementos déd (MYERS; MONTGOMERY, 2002).

O determinante da matriX "X , na forma de matriz de correlacdo, pode

também ser usado como uma medida de colineari@agalor do determinante
no intervalo de 0 a 1 indica que, quarxdkeI(XTX) =1, as colunas de&X séo

ortogonais, isto é, ndo existe correlacdo entreagdveis regressoras, e quando
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o] det(XTX) = 0, existe uma dependéncia linear entre as colunas dBessa

forma, quanto menor o valor do determinante, mair grau de
multicolinearidade das variaveis (MYERS; MONTGOMER002).

Algumas vezes, a inspecdo dos elementos individdaisnatriz de

correlacdo pode ser Util para detectar multicofidede. Se um elemen‘pij‘,

que representa correlacéo simples entree X, € proximo de 1, entdo as

variaveis regressoras podem ser extremamente oliméares. No entanto,

guando mais que duas variaveis regressoras estamlvidas em
multicolinearidade, o valor d#)ij‘ nao é necessariamente grande. Assim, esse

método nem sempre sera capaz de constatar a pekenulticolinearidade.

Se pelo teste F, o modelo de regresséo é considsiguificativo, mas
individualmente, os coeficientes de regressao easiderados estatisticamente
iguais a zero, entdo a multicolinearidade poder gatasente. Essa aparente
contradicdo pode ocorrer porque os testes indiisdranfirmam se a explicacao
de uma variavel regressora para a variacdo davehr@sposta é expressiva ou
ndo, apos ser eliminada a redundéancia de informegdoas outras variaveis.

Essa redundéncia estd associada a estrutura ddacéo existente entre a

variavel que esta sendo testada e as demais vardivenodelo.

2.5 Andlise da crista

A analise da crista, que também pode ser denomidadanélise do
cume, traducéo aportuguesada da anéildge, originalmente desenvolvida por
Hoerl (1959), com o propésito de examinar supesicie respostas quadraticas

e localizar regido 6tima geral e local. Essa técmigrgiu com o objetivo de
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superar a falta de clareza dos métodos de otimigagéblogismo) numérica
aplicados em superficies quadraticas multidimerasson

A investigacao da superficie de resposta com aag@Elo da analise da
crista inicia-se com a construcdo de uma esferginaga de raiar em torno da
origem da regido experimental. Nessa esfera, a distanciar da origem,
havera um ponto com maior ou menor valor estadimnA medida que o
tamanho do raior se altera, os pontos vao formar a partir da origena
trajetéria de valor maximo ou minimo.

De acordo com Hoerl (1985), a analise da cristarfeigoa a superficie
a qualquer distancia do ponto central do delineamdmem como fornece
gréficos interessantes dos efeitos de todos oefasimultaneamente.

A aplicagcdo da andlise da crista segue apos ceajgsum modelo de

segunda ordem:

Yy = by +x'b+x'Bx (26)

sendox'z(xl,xz,...,xq), b' =(b1,b2,...,bq) e

1 1
b11 b12 o E blq
1 1
B = b, by _2 b2q
1 1
2 b P Bog Dy

que reescrito na forma de equacéo corresponderéssgp (27):
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¥ = Dby +bx;+byx,+-+ qu qt blf(zl"' b2§(22+"'+ bqézd"
+by,x X, + by x X 3+"'+bq1,&( aX g (27)

A trajetoria da crista é tracada na suposta esferaior centrada na

origem x:(o,o,...,()'. Na esfera é possivel encontrar o ponto de respost

maxima ou ponto de resposta minima. Em geral, tang@e ser ponto em que

y tem valor estacionario intermediario, ou seja, Bdponto maximo nem

minimo. Com o aumento do raioao deslocar-se da origem, o local da resposta
maxima e da resposta minima pode ser seguido por ¢meuma trajetéria de
inclinacdo ascendente ou descendente, respectit@ameiDRAPER,;
PUKELSHEIM, 2000).

De acordo com Hoerl (1959), o0 maximo ou o minimo ctista é

definido ao maximizar ou minimizar a expressao gfgita a restricao:
Iy — g2
X'X=r°, (28)

para sucessivos valores tfe.
O ponto estacionario de (26), sujeito a pertencesféra (28), centrada

na origem, é obtido ao considerar a funcéo lagemge
F=b,+xb+xBx-A(xx-r). (29)

A diferenciacd@o de (29) em relacaxasendo as variaveis,, x,, ..., X,

diferenciadas uma por vez, resulta na equacaoaiahescrita da forma:
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a—F=b+ZBx—27\x. (30)
0X

Ao igualar a expresséao (30) a um vetor de zerds,quee:
2(B-Al)x =D (31)

A partir de (31), é possivel selecionar valoresaparque nao sejam
autovalores deB , condicdo necesséria para a existénciél?de)\l )'1, e entao

obter-se uma solu¢éo para um ponto estacionario ¢le

xz—%(B—)\I)_lb . (32)

As equac0bes (28) e (32) séo resolvidas péal;axz,m ,xq) e um dado

valor A . A abordagem tradicional exige que os célculosj@st envolvidos na

sequéncia da resolxcnucao (¢,¢.¢,) proposta por Qi6s):

a) considerar como uma variavel e fixax ;

b) inserir o valor selecionado de na equacéo (32) e resolver pata
A solucao é usada nos passos (c) e (d);

c) computarx'x =r?;

d) calculary .

De acordo com a teoria de Draper (1963), caso ssgetionados
valores de) partindo-se para a esquerda €®, obtém-se a trajetéria do

maximo dey , enquanto que os valores feacima de—w, produz a trajetéria
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do y resposta minima. As trajetérias de respostasmet@iarias sdo alcangadas

com valores d& situados nos intervalos dos autovalore8de

Hoerl (1985) acrescenta que na andlise da cristanpios de gréficos,
pode se representar a resposta predita versusoor rgiara cada crista, as
coordenadas de qualquer crista podem ser tracadsissy, e o grafico der
versus o multiplicador de lagrange o que possibilita ao estatistico calibkar

com a crista e o raio desejados.

2.6 Andlise da crista modificada

A andlise da crista padrdo ndo considera que onedatiento
experimental pode resultar em flutuac6es na vadase resposta predita numa
esfera de raior. Na estratégia de andlise da crista em delineamefio-
rotacional, a variancia de predicdo pode apresenstabilidade, afetando a
gualidade da estimacéo da resposta 6tima.

Khuri e Myers (1979) propuseram uma modificacdo nétodo da

andlise da crista, de modo quye é aperfeicoado sujeito a uma restricao

particular na variancia de predicdo. A modificagitoposta € descrita na
sequéncia.

Seja 0 modelo (26) reescrito da forma:
y=f"(x)p+e (33)

sendo

f(x)= (1, Xy, Xp oty Xg s XX, X Xg,o, Xg  Xgo Xy s X ,%[)T,

B =(Bos By By Bia i By 1B 1nB o B ) -
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A resposta predita é dada por:
y=17(x)b, (34)
ondeb é o estimador de quadrados minimogdésto &,

b=(X"X) "Xy, (35)

X =[f(x,).f(x,),.f (x n)]T com x, sendo o vetor de configuragdes

do delineamento no i-ésimo ensaio experime(italL,z,.-' ,n) ey é o vetor

correspondente as observagoes.

A variancia da resposta predita, sob a suposicamdancia constante

do erro,o?, é dada pela expressao:
var[ ] = 0% T (x) (XX ) ¥ (). (36)

Da equacdo (36) e do Teorema 2 descrito ho Apérdiobtém-se que:

emax Qnin

o’f T (x)f (x) <vaf§]s of T(x)f (x) a7)

sendoe,,, € e,, O menor e maior dogs autovalores deX'X,

max

respectivamente.
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A desigualdade dupla apresentada em (37) mostraeaquaiancia de

predicdo pode ser inflacionada XX tem autovalores menores, consequéncia
apresentada quando as colunas<dsdo multicolineares.
Pelo Teorema da decomposicéo espectral (Apéndigeoéle-se mostrar

que X'™X=VAV', sendo V uma matriz ortogonal dos autovetores

ortonormais deX'™X e A=Diag(el .8 5 ,g) € uma matriz diagonal dos

autovalores deX™X . Com base no Teorema da decomposicdo espectral, a
expressdo da varidncia de predicdo apresentada36jné( equivalente a

igualdade:
2 [fT(x)v]2
var[ ] = OZZTJ , (38)
= j

onde v, é a j-ésima coluna d& (j=1,2,--,p). Representando-se 0s

elementos dev, da forma vy, vy, -+, Vg, Vis;s Vigj i 2 Vera g » Vagj Voo it 1 Vg o

entdof " (X)v, pode ser expresso como:
fT(X)VjZVOj +XTTJ. +XTQJ.X, j:l, 2,,p, (39)

sendot;=(v,;,v,;,-,v,) e
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1 1 1

Vllj EV12j _2V13j _2V1qj
1 1

Voo Evzaj _2V2qj

Q= . . : . =120 ,p.

. . 1

sSimetrica .. E \6—1qj

quj

Nota-se que a igualdade apresentada em (39) iidargé com um

modelo de segunda ordem e a expressao (38) passagaal a equacao:

2
var[ S/] _ GZZP: (Voj + xTT;+ xTQjX) . (40)

=1 j

A reducgdo da variancia de predicao na regido exgtopela analise da

crista pode ocorrer com a inser¢cdo de uma restmgdparcela da variancia
var[ ] associada ao menor autovalor da maXix .
A otimizagdo(neologismo) da resposta predjtafica submetida as

seguintes condicdes:

X'x = r?, (41)

Vo, ¥X'1, +X'Q x < C, (42)

sendov,,., t,, € Q _ os valores de/,, T € Q que correspondem a
eqin - Khuri e Myers (1979) sugeriram que seja igual ao maior valor tomado

por |v +xTrm+xTme| nos n pontos do delineamento. Essa regra se

om
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justifica pela questdo da varidncia de predi¢do mmenor nos pontos do
delineamento de que em outros pontos da regidoimardal.

A modificacdo sugerida por Khuri e Myers (1979) giete em adicionar
a restricdo (42) no desenvolvimento padrdo da s;d@a crista. Desta forma,
algum controle pode ser mantido no tamanho dangdale predicdo durante o
processo de otimizacdo( neologismo). O algoritmtematico necesséario para
essa otimizacao( neologismo) restrita é basead#écrdca introduzida por
Myers e Carter (1973), aplicado no sistema duaéedposta, em que uma funcgéo
resposta de segunda ordem primaria é aperfeicegidda a condicdo que a
fungéo resposta de segunda ordem restrita tomdgem aalor especificado ou
desejavel. Aqui, a resposta primaria & submetida a restricdo
Vom ¥X T +X QX .

A proposta de Myers e Carter Junior (1973) é basemdmétodo de
multiplicadores de Lagrange. De modo semelhanteéchida usada para

resolucdo do sistema dual de respostas, Khuri edMi@®79) solucionaram a
funcéo:

L =by +X"b +X"BX = k(Vop +X 1, +X'Q X~ w) =\ (x"x~r?), (43)

na qualb,, b e B s&o elementos pertencentes ao modelo 26),A
sdo multiplicadores de Lagrang®, € um valor tal quw < c,er éoraoda

hiperesfera centrada na origem contido dentro gidaele interesst .

DiferenciandoL em relagédo &, x,,--,x, € igualando as derivadas de

zero, obtém-se a seguinte expresséo matricial:
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-b). (44)

A resolucéo da equacéo (44) ocorre a partir dawagdo de valores &

e A, de modo que a solugdo represente um ponto demo&d minimo para a

7

respostay . Entdo, para um dado valor de na matriz(B-kQ, -Al,) €
atingido um ponto de maximo pafaao selecionar um maior que o autovalor
méaximo da matriB -k, ). Um valor dex menor que o autovalor minimo
de (B-kQ, ) deve ser considerado para obter uma resposta anfimssim,
para uma combinacéo de valodese A, a equacdo (44) gera coordenadas que

representam o ponto em que uma solugadfoi aperfeicoada sujeita as

. Y2
restrigdesr =(x"x) " € Vo, +X7 7, +X"Q, X

2.7 Andlise da crista em misturas

Draper e Pukelsheim (2000) mostraram como a andéiserista pode
ser estendida diretamente a aplicacbes de mistisses autores propuseram

considerar na analise da crista as seguintesga@essri

Ty = v2 2 2 _ 2
XX=EXE+X5+. 4 X =T (45)

I'x=x"1=x, +X, +..+ X, =1 (46)

em que (45) garante que o ponto estacionario esté esfera de raio
e (46) assegura que a solucdo fica no subespacmistara. A funcéo
lagrangeana da andlise da crista no padrdo irdpi@sentada em (29), para o

caso especifico de andlise da crista em mistusagnge a seguinte estrutura:
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F:bo+be+xTBx—)\1(xT1—1)—)\2(xTx-rz). (47)

Diferenciando-se (47) em relacdoxa obtém-se, na forma matricial, a

expressao:

%=b+28x—)\11—2)\2x, (48)

gue igualando-se a zero resulta na equacao:

2(B=A,)x==(b -A1). (49)

Sabendo-se quéB =l )_1 existe, enquant@d, nédo é autovalor d8& ,

solucBes séo obtidas para pontos estacionarids da esfera de raio dasq

equacbes compreendidas em:

x=—%(B—)\2I)_l(b -A). (50)

Ao se fixar o valor der, substituindo (46) em (50), conforme é

mostrado na sequéncia:

1:1Tx:—%f(B—)\ZI)_l(b-)\ll), (51)

pode-se reescrever a igualdade (51) da forma:
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1+%1T(B—)\2I)_lb =—;A11T (B-A,0) ™1 (52)

e obter a seguinte expressao para determipar

1+ 217 (B-2,1) b
A= 12 .
51T(B—)\2|)'11

(53)

Sera visto mais adiante, que optando por um vadok.,d conforme o

interesse do pesquisador, com o valoid®btido em (53), é possivel retornar a

(50), determinar os valores e e em seguida calcular =x'x em (45).
Assim, é encontrado um ponto estaciondrio formadda pcombinacdo
(A, A,x,1,¥), em uma das trajetérias da crista, de modo quiefaatas
restrices (45) e (46).

Na andlise da crista, em sua forma original, dastaHoperl (1959, 1962,
1964), a matriz das derivadas parciais de segurisno

0°F | _n.
{axiaxj}_z(B ) (54)

€ a chave para determinar qual a trajetéria qéesestdo selecionada, se
do ponto maximo ou minimo, ou valor estacionariderimediario. Os
autovalores deB constituem o ponto de divisdo para as trajet@&avalores

estacionarios. Em geral, existefh autovalores e2d trajetérias (DRAPER,
1963).
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No caso de experimentos com misturas, considers@a@oexisténcia da

restricdox, +x, +...+ x, =1, 0s autovalores da matr nao refletem o fato da

solucdo estar no espago da mistura. Conforme géstecrescentada em (46),

faz-se necessario entéo, definir uma matriz de meitoenséo(q-1)x q,

conforme apresentado em (55):

., (55)

sendo que, cada linha da matfizconsiste de um vetor de coeficientes
de polinbmios ortogonais, normalizados de modo ajgema de quadrados da

linha é igual a 1.
A adigdo de uma Gltima linhau” =(J/\/aj/\/a ;{fq) =( /l\f()f

converte T numa matriz de transformagétﬂz(TT,u)T, a qual permite as
coordenadas, x,,...,x, Serem convertidas em,,z,,...,7_, ,i\/_c por meio
dez=Ux oux=U"z= UT(zl,z2 v B /i\/_()T devido a ortogonalidade de
U. Em sequéncia, definindo-sew=(zl,zz,...,zq_1)T, de modo que
z= (WT,]/\/E)T , obtém-se que a forma quadraticaBx corresponde a:

x'Bx=z"UBU'z=w'TBT'w +%UTBTTW +LumBu. (56)
q q
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Substituindo-se em (47) a verséo transformada €5diferenciando-se

duas vezes em relacdag, a expressao resultante é:

2(TBT™ -2 ) (57)

que substitui (54) , pois os autovalores T&T' distinguem as
trajetdrias de resposta maxima, minima ou interéredno espaco de misturas.
Paralelo & teoria de Draper (1963), pode-se varifique se

(TBTT -AJ ) € uma matriz positiva definida, entdo se obtém tesposta de
valor minimo, quando a matri(TBT™ -A,l) é negativa definida, entéo a
resposta € maxima, e quando € uma matriz indefinddéém-se valores

estacionarios intermediarios. Em relacdo aos alama da matriz TBT '

dispostos em ordem crescenmig< 0, <--- <0, ,, pode-se afirmar que no espago

de mistura:

a) escolhenda\, >0, € atingido o local d§g maximo a medida que
r se altera;

b) escolhenda\, <o,, € atingido o local d§ minimo a medida que
se altera;

c) escolhendo o, <A, <0 sdo obtidos valores estacionarios

1

intermediarios.

2.8 Andlise da crista generalizada sob restricdes liness
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De acordo com Draper e Pukelsheim (2002), a anddiserista pode ser
iniciada a partir de qualquer ponto selecionadoeggbo experimental, o qual
passa a ser considerado o ponto foco da analise.

Denotando-se o foco da analise pela léttequandof # 0, a restricdo

x'x = r? da andlise da crista na padronizagao inicial étgufda por:
(x —f)T(x—f):rz. (58)

Draper e Pukelsheim (2002) propuseram uma inovac@malise da
crista. Nessa nova proposta, a analise da crigtasénvolvida sujeita a um

conjunto de restri¢cdes lineares a partir da segugnialdade:

Ax =d (59)

sendo A uma matriz com dimensam"” x g, de linhas linearmente
independentes, normalizadas de modo que a somaadieagios de cada linha é
1, ed é um vetor de dimens&m” x q.

A titulo de exemplificacdo, considere uma mistue abmponentes

Xy, Xy, 000y Xy sUjeita a seguinte restricao:

I'x=x"1=x + X, +--- +x, =1, (60)
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1
entdo, a matriZA pode ser do tipd\ = (Wj(l 1. ZI) e o vetor

d= (qyzj, sendom” = 1. Adicionando outra restricdo, em que o0 espago

dessa mistura é restrito ao plano:

(0, 0, +-+a)x=a, (61)

com os valores de a pré-especificados de modo que

of +o5 +--+a:=1, amatrizA e o vetord passam a ter a seguinte
configuracéo:

4 1 1 1
A= g? o q’|ed=|q?|, tal quem” = 2. (62)
a, a, a, a

Em geral, a dimens@m' da matrizA deve satisfazer a desigualdade
m” < q.

As condi¢cbes estabelecidas em (58) e (59) definenfureggéo
lagrangeana:

G=b, +x'b+x"Bx-A| (x~f)' (x~f)~r|-07(Ax~d),  (63)

sendo) e os elementos d& =(6,,6,, -, 6,,.) multiplicadores de

Lagrange. A diferenciacdo da equacéo (63) em relagdconduz a:
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‘3—G=b+2Bx—2>\(x—f)—AT9, (64)
X

que igualando-se a um vetor nulo, implica em:
2(B-Al)x =AT0-b - 2\f. (65)
Assim, pode-se escrever uma solucdo pamo:

1 AfAT
x=—(B-M) (ATo-b-2af). (66)

O valor deXx deve satisfazer a igualdade apresentada em @@nfo

a expressao (66) é pré-multiplicada pela maiizresultando em:

d= %A(B—)\I )_1AT9——;A(B—)\I )b +2x), (67)
de modo que:
o={a@-n)"aT} {z+a@ -N)"p +2X )} (68)

Como visto na se¢do anterior, 0s autovalores daizn8&t ndo sdo
apropriados para o problema restrito, sendo negass&a matriz de menor

dimensdo em conformidade com as restricdes apeslsenha secdo 2.7. Draper



60

e Pukelsheim (2002) descreveram em detalhes asgutages da matriZ BT’

gue substitui a matriB considerada na padronizacéo inicial da analiszide.
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3 CONCLUSAO

Na perspectiva de proporcionar o embasamento tedpara o
desenvolvimento do que foi exposto nos artigosaumepdem este trabalho, na
primeira parte da tese realizou-se uma explanagésiderando alguns tépicos
gue constituem base tedrica para a estatistica &ssa fundamentacéo foi
organizada uma abordagem sobre metodologia e deiemo de superficie de
resposta, acompanhada da teoria que fundamentailsearestatistica em
experimentacdo com misturas, com a apresentacéawdelo de Scheffé como
uma adaptacdo do modelo de regressao polinomiahéa uma introducao
sobre modelo linear seguida de intervalo de cogdigrara resposta predita foi
exposta, dando-se destaque as implicacbes da otinkiaridade entre variaveis
no processo de estimacao. Ao final descreveu-éenict de andlise da crista e
destacou-se sua importancia para andlise de uiperfie respostas. O
referencial teérico apresentado possui a funcaovaliglar o construto da
pesquisa, estabelecendo relagBes que serdo caalsidena discussao dos

resultados e na conclusao final do trabalho.
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SEGUNDA PARTE - ARTIGOS

ARTIGO 1 Modelo ridge em planejamentos de misturasuma aplicacéo

na extracdo da polpa de pequi

FORMATADO DE ACORDO COM AS NORMAS TECNICAS DA
RESVISTA QUIMICA NOVA.
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MODELO RIDGE EM PLANEJAMENTOS DE MISTURAS: uma
aplicacdo na extracdo de polpa de pequi

RESUMO

Modelos de mistura podem ser utilizados em situa@@eerimentais
nas &reas relacionadas com ciéncia dos alimengosngica. Alguns problemas
de natureza estatistica podem ser encontrados, daiso efeitos de
multicolinearidade, que ir4 resultar em incertazastimiza¢do( neologismo) de
uma variavel dependente. Este estudo propbe aagfbicdo modelo ridge
adaptado a planeamentos de mistura consideramodelos de Kronecker (K-
model) e Scheffé (S-model) aplicados a superfidiesresposta. O método
determinou as propor¢des de acetona, hexano € §lgegesultam na resposta
maxima de percentagem de O6leo extraido na polpapetpii (Caryocar
brasiliense).

Palavras-chave: Andlise ridge, misturas, modeldrdeecker.
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ABSTRACT

RIDGE MODEL IN MIXTURE PLANNING: AN APPLICATION ONTHE
EXTRACTION OF PEQUI PULP. Mixture Models can be dse experimental
situations involving areas related to food scierazal chemistry. Some
problems of a statistical nature can be found, sxsciffects of multicollinearity,
that will result in uncertainty in the optimizatiari a dependent variable. This
study proposes the application of the ridge modelpted to mixture planning
considering the Kronecker (K-model) and SchefféA@&lel) methods applied to
response surfaces. The method determined hexamtona and alcohol
proportions that results in the maximum respons@etentage of extracted

pequi Caryocar brasiliense) pulp oil.

Keywords: ridge analysis, mixtures, Kronecker model.
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INTRODUCAO

O propdsito geral em um planejamento de mistutasnér possiveis as
estimativas das propriedades de um sistema multionente, a partir de um
numero limitado de observactes. Essas observagbashidas de combinacdes
pré-selecionadas dos componentes, na tentativaetermdnar quais delas
aperfeicoam a resposta. A teoria de experimentacdo e modelagem para
planejamentos de misturas, engloba delineamentosgeessdo polinomial

adequados as especificidades de ensaios envolvpromorcdes dosq

componente$3*

Em um delineamento que envolva planejamento deuraist pode-se
utilizar a técnica de andlise ridge para examinaoraportamento de superficies
de respostas quadréticas hiperdimensionais, comaldbde de determinar a
regido 6tima local e geral.

Em se tratando da representacdo de um planejandentoisturaé
definido que uma mistura é composta pgr ingredientes, na qual,
geometricamente o espaco viavel para a regido iexgretal consiste de uma
figura regular de dimensag- 1, denominada simplex, conforme mostrado na
Figura 1, onde os pontos correspondem a mistunas,pau seja, de um Unico
componente, misturas binarias ou de dois composieait® consistir de misturas
formadas por todos os ingredientes em quantidadg®zionais. O centroides

do simplex é o ponto que representa a mistura csiagEelosq ingredientes

distribuidos em mesma proporc&d:*



68

(1,0,0)

(112,112,0) (112,0,1/2)

o
(1/3,1/3,1/3)

(0.1.0) (0,1/2,112) 0.0.1)

Figura 1 Distribuicdo dos pontos experimentais {imis) em um simplex que
garanta a restricdo de que para qualquer pont@meass dos trés
componentes devera ser unitaria

Mantendo essa representagdaggessaltado que as andlises estatisticas
desses experimentos devem ser feitas com cautetayez que, a ocorréncia da

multicolinearidade € sempre manifestada devidostiigdo exigida, que as,

q
propor¢cbes dosq componentes se distribuam de modo qiéxi =1. °©

i=1
Usualmente, para que o efeito da multicolinearida#ga amenizado, o
procedimento a ser realizado considera o fato @eagmnatriz de delineamento
X do modelo apresenta um vetor coluna que podessgtcecomo combinacdo

linear dos demais, visto que; +Xx,+--- +x,=1, portanto, essa relacdo linear

conduz a uma matrix'’X singular, que nédo fornece estimativas Unicas para
vetor de parametrosp.” Assim sendo, uma alternativa para remover a

dependéncia entre as covariaveig, € verificada na substituicdo

Xg T1=X =Xy == X q -
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A importancia em ajustar um modelo quadratico éficada nos
resultados especificos a interpretac@o da curvalieste contexto, a observacao
do ponto estacionario, mormente caracteriza poetom@ximo ou minimo.
Todavia, para uma confirmacdo em relacdo a ess&tedracdo, todas as
derivadas parciais do modelo em qualquer direcgmodto extremo deverdo ser
nulas. Desta forma, para que esse ponto reprasenteaximo, necessariamente
todas as segundas derivadas deverdo ser negat®ss, elas sejam todas
positivas, tem-se um ponto de minimo.

A situacdo critica que exige cautela do pesquisatorrelacdo a
caracterizacdo do ponto estacionério refere-seusgingento de um ponto de
seld, ocasionado pelo fato de que em determinadasdeiseqcorram derivadas
positivas e em outras negativas. Em se tratandprelsenca de observactes
discrepantes, a verdadeira natureza do ponto eséim podera ser mascarada.
Para uma melhor compreensdo, exemplificamos a rdegusituaco:
Considerando uma amostra com a presenca de umaa@®i ahservacdes
discrepantes, o ponto estacionario podera sempnetado como ponto de sela.
Retirando essas observagbes, e ajustando novansemtedelo, o ponto
estacionario poderd ser identificado como maximandimo, a depender das
direcBes das derivadas parciais. Nesse context@vid@ncias de incertezas,
relacionadas a presenca ou auséncia dessas olissvgge contribuem para
que o ponto estaciondrio seja localizado fora dadoe experimental a ser
considerada na otimiza( neologismo).

Frente a esse problema, € desejavel encontrar laon &tamo dentro
dos limites da regido contemplada no experimenton €ste propésito, utiliza-
se a andlise ridge para obtencdo deste valor sohee das circunferéncias
proporcionadas por uma regido esférica centradarigem do experimento,
aplicando-se o conceito de multiplicador de Lageafig Especificamente em

modelagem de misturas, a andlise ridge recomamga gestricdo do somatério
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dos componentes seja igual ao valor unitario, s@sth, incorporada na funcéo
lagrangeana.

Convém ressaltar que as aplicagcbes de planejaméatossturas sao
comuns na area de quimica, podendo-se citar t@bdhpublicados como, por
exemplo, o estudo das interacdes dos triglicerideosadeia média, da fibra e
do célcio na dialisabilidade do ferro e do zinco maximizacdo de uma
formulagédo de alimentagcdo enteral utilizando plameinto de misturas da
metodologia de superficie de respostae também o desenvolvimento e a
validagdo de uma metodologia de andlise de mistinasiesel: diesel
empregando Cromatografia Gasosa de Alta Resolucgoplala a
Espectrometria de Massas no modo de andlise poitaramento seletivo de
jons.'

Em virtude do que foi mencionado, o objetivo déstbalho consistiu
em ajustar modelos ridge adaptados a metodologgugerficies de respostas
utilizando os métodos de Kronecker (K-model) e §éhEs-Model) em um
delineamento envolvendo misturas formadas pelapopgdes de hexano,
acetona e éalcool e que possam ser recomendadas adlmesmas condi¢cbes
experimentais empregadas neste experimento paagatat da resposta maxima
do percentual de 6leo extraido da polpa de Pegujdcar brasiliense).

MODELO SCHEFFE (S-MODEL)

O conhecido modelo de segunda ordem de Schefféo(®lin para o

caso particulag = 3, é representado pela expressao

Y =B Xy HBX o+ B X B X X B XX B %% e, (1)
que constitui-se na funcdo de regressdo ajustada ¢edos coletados no
simplex, cuja deducéo € obtida por meio de alguatiagacdes na equacao,
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3 3 3
n= BO+§LBiXi+22Bini X

I

(2)

conforme os seguintes passbs:

a)o parametro B, € substituido por B,(x,+X,+X;), ja que
X, +X, +X5=1;

b) sendo a propor¢é@, =1- x, - x;, pode-se obtek> =X, — XX , — X X 5
e substituir no termx? do modelo (2). Repetir o mesmo processo para
0s outros dois termos quadraticos pu(a§ e x§) com substituicbes
similares em (2). Em seguida aplicar as possivetsagdes algébricas
na equacdo do modelo, e finalmente retornar a &otagsual

(renomeando os coeficientﬁ,% obtidos porB;, i, j =1,2,3).

MODELO DE KRONECKER (K- MODEL)

O modelo de Kronecker, obtido por meio de subsfies realizadas
diretamente em (1), resume-se em outra funcdo geessio que pode ser
utilizada para analisar dados de experimentos caésturas.’?> Para o caso

7

especifico, modelo quadratico g =3, o termo x, € substituido por
X (X #X,+X5) =X +X X ,#X X . € usa-se operagBes semelhantes para

X, € X;. ApOsS mais uma vez renomear 0s coeficielﬁ.,%wbtidos porB;, a

7

forma resultante é apresentada em (3), conhecidanpdelo quadratico de

Kronecker (K-model).

3
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Y =PBxXi +BoX5+Bax 5B X X #B X% #B %% €.

Convém ressaltar que em ambas as abordagens (Kyred@model)
0s modelos quadraticos apresentam linearidade ardsnetros, portanto, o uso
do método de estimacdo de minimos quadrados pioparestimativas exatas.

Em situacdes onde os modelos a serem ajustadaeai@am néo linearidade nos

parametros sao aproximadas e obtidas pelos algarildewton-Raphson ou

Gauss-Newton.

ANALISE RIDGE EM PLANEJAMENTOS DE MISTURAS
CONSIDERANDO O MODELO DE KRONECKER E SCHEFFE

Na presenca de multicolinearidade, as estimativas mhrametros
estdo associadas a variancias inflacionadas, tmoras ndo confidveis. Um
procedimento a ser adotado é encontrar um valorodtientro dos limites da
regido experimental.

Com este enfoque, emprega-se a analise ridge, cpnopdsito de
examinar o comportamento de superficies de resp@seadas por modelos
quadraticos e localizar o ponto 6timo geral e lo€ahlém do mais, é possivel
determinar a regido de otimizacéo( neologismo) aloger distancia de um
ponto foco do delineamentoe também, por meio de gréaficos constatar os
efeitos de todas as variaveis simultaneaménte.

A analise ridge pode ser empregada diretamente mitagdes de
mistura, qguando acrescentadas as restri¢cdes (4),

X1=X +X,+..+X,=1 exx= %+ %+ .+ %= R (4)
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que garantem uma solugéo no subespaco da misiasdizhda numa esfera de
raio R?
Para a obtencdo da resposta 6tima, utiliza-se gafufagrangeana

apresentada em (5), incorporando-se as restrigyesefndor, e A, conhecidos

por multiplicadores de Lagrange,
F=PB, +X'B+XBx —A,(x1-1) —)\Z(x'x - Rz) ,
(5)

em que
Ba P P
1 1
= = 6
X‘:(Xl, X2,...,Xq),B‘:(Bl,Bz,,“Bq) eB = 2['321 B2 Zézq ' (6)
1 1
_EBql _2qu qu |

Diferenciando (5) em relacéo)g, obtém-se

g—'; =B +2Bx—A;1- 2\,X,

(7)
que ao ser igualado a zero resulta em

1 -1
x:—E(B—)\ZI) (B-A1). (8)
Os elementos do vetox sdo as propor¢cdes da mistura que
maximizam ou minimizam a resposta do sistema nwutonente.

A expresséao obtida em (8) pode ser reescrita daafor
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1=rx=—%(B—Agf%p—Agy(m

que por meio de rearranjos chega-se a uma iguajthada, :

1+%1(B—A20*ﬁ

A=

(10)
%1(B—A20*1

O valor parax, € definido pelo pesquisador, conforme o objetivo d
estudo em obter o ponto que maximiza ou minimizasposta da mistura. O

ponto de maximo ou minimo fica definido por,, A, x, R, V).

2
A derivada de segunda ordeggaizz(B ~A,l) neste contexto ndo
X;0X;
€ apropriada, pois a matriz ndo reflete o fato que se trata de um problema
restrito. Torna-se necessario considerar uma mawin propriedades que
assegurem fornecer uma solucdo no espaco da midtuna matrizT de

dimensBes(q—-1)x g considerada conveniente é formada por coeficiedées

polinémios ortogonais.

A matriz TBT' sendo positiva definida fornece um ponto minimo na
mistura, seTBT' for negativa definida, tem-se um ponto de maxi@ovalor
atribuido ao multiplicador de Lagrange, esta relacionado aos autovalores da
matriz TBT', de forma que:

» escolhendo-se um valor pakg superior ao maior dos autovalores de

TBT', obtém-se um local de maximo no espaco da mistura;
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» escolhendo-se um valor parg inferior ao menor dos autovalores de

TBT', obtém-se um local de minimo no espaco da mistura;
* escolhendo-se um valor para, intermediario em relacéo aos

autovalores deTBT', obtém-se um ponto estacionario no espaco da

mistura’®

PARTE EXPERIMENTAL

Em termos de pesquisa, neste artigo ajustaram-senaselos
quadréticos, seguindo as duas abordagens: Scl&ffiodel) e Kronecker (K-
model) acrescentados da técnica de analise ridgeodalagem das misturas dos
componentes hexano, acetona e &lcool etilico, prgpdsito foi maximizar o
percentual de 6leo extraido da polpa de Pequi.

A motivacdo para essa aplicacdo é verificada agacen os modelos
(S-Model) e (K-model) e sugerir o modelo de KrorexckK-model) como
alternativa, além do modelo Scheffé (S-model), parglise de sistemas
multicomponentes, na utilizacdo da técnica de smalidge diretamente no
espaco das misturas sem transformacdes das variavei

Os dados utilizados para a aplicacdo da andlisge nebste trabalho,
foram obtidos em um experimento realizado na Usidaede Federal de Lavras
no Departamento Ciéncia dos Alimentos que objetigstudar o processo de
extracdo da polpa de pequtafyocar brasiliense), empregando misturas de
diferentes solventes (hexano, acetona e alcodka@tilO experimento foi
realizado em delineamento inteiramente casualizagondo os tratamentos
gerados pela regra da mistura por meio do plangjemsimplex centroides com
3 (trés) componentes e seis repeticdes.

O procedimento utilizado para extrair o 6leo dappotle pequi foi

realizado considerando a metodologia de Soxhlet@mprego de hexano como
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solvente (reagente PA da Proquimios), no periodbhieras de extracdo. Desta
forma, o percentual (g de 6leo/100 g de amostra)sbx 6leo extraido da polpa
de pequi foi determinado apds uma sequéncia deopgEsa preparacdo das
amostras e execucéo do processo.

A Tabela 1 representa as propor¢cbes dos compongasemisturas,
seguindo o delineamento mencionado.

Aplicaram-se 0s modelos de segunda ordem de Schéjfée
Kronecker (3) na modelagem estatistica para obtermizfi combinacdo dos
solventes (hexano, acetona e alcool etilico) queémza o percentual de dleo

extraido da polpa do pequi.

Tabelal Planejamento experimental das misturas eatores médios do
percentual de 6leo extraido da polpa de Pequi

Proporcao Resposta média

Formulacdo X, X, X Percen(toiill de 6leo
M, 1,00 0,00 0,00 60,11
M. 0,00 1,00 0,00 61,01
M3 0,00 0,00 1,00 39,72
My 0,50 0,50 0,00 40,10
Ms 0,50 0,00 0,50 62,04
Me 0,00 0,50 0,50 64,11
M- 0,33 0,33 0,34 61,01

Xy proporcéo do hexano,Xropor¢cao de acetonag Kroporgdo de alcool etilico.

A analise ridge foi realizada em ambos os moddteM¢del) e (S-
Model) ajustados pelo método de minimos quadrasdmsmsiderando as
restricbes dispostas em (4) e a funcdo lagrangeefivdda pela expressao (5),
para assegurar que a resposta méaxima encontraespago da mistura.

A andlise ridge deve considerar por conveniéncgrdatricbes, uma

matriz T ortonormal de dimensdgg —1)x q. Neste trabalho, como se trata de
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um experimento cuja mistura tem 3 componentes,c@misiderada a matriz

ortonormal T(zxs) formada por coeficientes de polindmios ortogofais,

representada em (11):

S

T=| V2 V2 (11)
S
V6 6 e

Apés a obtencdo dos autovalores da mafi®T ', considerando os
modelos Scheffé e Kronecker, foram atribuidos dm&oconveniente valores a

A, para obtencdo de pontos do tifh,, A;, X, R, y). Os resultados foram

comparados para verificagdo de possiveis difererggaesentadas pelos

modelos. No desenvolvimento das andlises utilemseftware®

RESULTADOS E DISCUSSAO

Os modelos de segunda ordem de Scheffé (12) e &keng13)
ajustados para a variavel resposta representadgerientual de 6leo extraido

da polpa de pequi expressos pelas equacdes:

y = 59,777x +60,674x +39,396x 75322x X +5,157x

(12)
+61,617x% %

¥ = 59,777% +60,674x +39,396x +45,129% X +154,330% X

(13)
+161,687% %
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O modelo de Scheffé é composto pelo velbre a matriz Bg,

enquanto que o modelo Kronecker apresenta apemaatr&z B, , conforme

descritos abaixo:

b'=[59,777 60,674 39,3b (14)

0,000 -37,661 27,57
Bs=| -37,661 0,000 30,80fe

27,578 30,808 0,00
(15)
59,777 22,564 77,16}

By =| 22,564 60,674 80,84
77,165 80,843 39,39

Para a interpretacdo dos modelos, no sentido d& abtombinacéo
que determina o percentual maximo de Oleo extraf@golpa de pequi foi
construido o grafico das curvas de nivel das sed@esuperficie gerada pelas
componentes da mistura, considerando as estimatividas pela modelo de
Scheffé (S-Model).

Mantendo-se o foco no alinhamento das curvas dewen(Figura 2),
nota-se que as misturas com maiores quantidadescdtona e alcool
evidenciam valores superiores considerando a rizspasla pelo percentual da
extracdo da polpa do pequi. Entretanto, devido amoportamento “irregular”
das curvas proximas aos pontos experimentais, teamarlos pelas misturas
com porcentagens dos componentes, suspeita-seisi@neia de que o ponto
estacionario seja descrito por um ponto de sekntérao exposto, justifica-se
entdo a utilizacdo da modelagem ridge incorporaganmodelos quadraticos em

consonancia com as abordagens mencionadas ne&i@hdra adota-se o
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Kronecker (K-modelj*?*e compara-se com a andlise ridge realizada segoindo

modelo de Scheffé (S-model), usualmente empregaditenatura.

Hexano

0

7y :
A /i/ os

L H—F’f L
o &5 { 2
B eV L
1 0 1
Acetona Alcool

Figura 2 Curvas de nivel dos fatores hexano, aaetoélcool etilico para o
percentual de 6leo extraido da polpa de Pequi

Os autovalores fornecidos pelas matrizd88,T' e TB.T',

considerando os modelos quadréaticos de KroneclBaheffé respectivamente,
coincidiram, apresentando os seguintes valags: -51, 517 ea, = 37, 700. O
caminho que segue para a solucdo apropriada niaeanglicada, com base nos
dois modelos, foi mapeado considerando o maiowvalgoobtido no K-model e
S-model, ao estabelecer valores pasaque satisfagani, = 37,700, o que
garante o deslocamento para o ponto que forneegpasta maxima. As Tabelas
2 e 3 mostram alguns calculos selecionados pagaogshinho, partindo do

centroides do espaco da mistura.
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Tabela 2 Caminho ridge para obtencédo da respostanaao percentual de
6leo extraido da polpa de pequi considerando o lonaike segunda
ordem de Scheffé

Ay Ls, Hexano Acetona Alcool etilico Raio ¥

- ) 0,333¢ 0,332 0,334« 0,577: 58,064(
-603,8361 100C 0,328 0,330¢ 0,340¢ 0,577¢ 58,064(
-1,806¢ 10C 0,293t 0,320; 0,3857 0,581: 58,980!
34,309( 48 0,206: 0,3791 0,414¢ 0,598t 60,181°
35,042( 47 0,196: 0,388( 0,415¢ 0,601¢ 60,357
35,783 46 0,183¢ 0,399: 0,416¢ 0,605¢ 60,591¢
36,535¢ 45 0,168t¢ 0,413t 0,418: 0,6117 60,917¢
37,303 44 0,148: 0,432¢ 0,419 0,620¢ 61,396
38,097( 43 0,120: 0,458¢ 0,421( 0,634: 62,147¢
38,931° 42 0,079t 0,497 0,422¢ 0,657¢ 63,444
39,845: 41 0,014¢ 0,560: 0,425: 0,703t 66,019¢
40,938! 40 -0,106¢ 0,677¢ 0,429( 0,809( 72,4739:

Para o modelo de segunda ordem de Scheffé (Tahetap&rcentual
méaximo de Oleo extraido da polpa de pequi foi dedirmpor (39, 8451; 41; 0,
0145; 0,5602; 0,4253; 0,7035; 66,0196), ou sejaregorcdes que aperfeicoam
a resposta correspondem a 0,0145 de hexano, O¢gg60acetona e 0,4253 de
alcool etilico, fornecendo um percentual de 66,0@l86extracdo do Oleo da

polpa de pequi. Observa-se que as restricOesempaeias em (4) ndo foram
violadas, assegurando que a solu¢édo encontra-sgpago da mistura. Pakg =

40, a propor¢cao de hexano é negativa, portantontopd0,9385; 40; -0,1066;
0,6775; 0,4290; 0,8090; 72,47391) encontra-se doraimplex, ndo sendo de

interesse pratico.
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Tabela 3 Caminho ridge para obtencdo da respostanado percentual de
6leo extraido da polpa de pequi considerando o lonaike segunda
ordem de Kronecker

Ay A, Hexano Acetona Alcool etilico Raio %

- 00 0,333: 0,332 0,334« 0,577: 58,064(
-550,7091 100C 0,328 0,330: 0,340¢ 0,577: 58,064(
50,395¢ 10C 0,293¢ 0,320 0,385 0,581: 58,980!
85,973( 48 0,206! 0,379: 0,414¢ 0,598t 60,181
86,692¢ 47 0,196: 0,388( 0,415¢ 0,601¢ 60,357.
87,421¢ 46 0,183¢ 0,399: 0,416¢ 0,605¢ 60,591t
88,162: 45 0,168¢ 0,413¢ 0,418: 0,6117 60,917¢
88,920¢ 44 0,148: 0,432¢ 0,419« 0,620¢ 61,396
89,706: 43 0,120: 0,458¢ 0,421( 0,634: 62,147t
90,537¢ 42 0,079t 0,497 0,422¢ 0,657¢ 63,444:
91,457 41 0,014¢ 0,560z 0,425: 0,703t 66,019t
92,578t 40 -0,106" 0,677¢ 0,429! 0,809: 72,473!

Com base nos resultados apresentados na Tabel@@| ¢erificar o
ponto que maximiza o percentual da extracdo do d@opolpa de pequi
empregando-se o modelo de Kronecker, definido par 4574; 41; 0, 0145;
0,5602; 0,4253; 0,7035; 66,0196) corresponde aceparal 66,0196 e é obtido
pelas proporcdes 0,0145 de hexano, 0,5602 de acetd253 de alcool etilico.
As restricGes aplicadas ndo foram violadas paesposta de interesse, ou seja,

a soma das proporc¢des resulta em 1, o raio deaeSf@rferior a 1, e o valor de

A, € superior ao maior autovalor da maffiB  T".

Conforme foi apresentado na Figura 3, independeiaemodelo
utilizado, os resultados alcancados com a aplicad@oanalise ridge néo
apresentaram diferencas entre as respostas, renacékts nas composicoes das
misturas. A uniformidade de resultados obtida peloss modelos é uma

consequéncia da igualdade verificada nas expressdes
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BS+%b1'+%1b‘= B = X' BSx+—;(x‘b+ b'x) = x'Bx. ° Ainda na Figura 3

pode-se verificar que o valor do raio R aumentasiciemavelmente quandb,

aproxima-se dos autovalores. Para a trajetérisedposta maxima prevista, é

preciso ter valores di, para os quais37,700< A, < .
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(b)

Figura 3 (a) Variagdo do raio R em relagdo ao vdi.,, (Kronecker), (b)
Variagéo do raio R em relagéo ao valorxlg (Scheffé)

Conforme foi apresentado na Figura 3, independeiaemodelo
utilizado, os resultados alcancados com a aplicad@oanalise ridge néo
apresentaram diferencas entre as respostas, renacaks nas composicoes das
misturas. A uniformidade de resultados obtida pafiois modelos é uma

consequéncia da igualdade verificada nas expressdes
1 L} 1 1 L} 1 1 1 L) 9 H H
Bs+§b1+§b =B, =X Bsx+—2(x b+b'x)=x'B,x. ° Ainda na Figura 3

pode-se verificar que o valor do raio R aumentasicemavelmente quandb,

aproxima-se dos autovalores. Para a trajetérisedposta maxima prevista, é
preciso ter valores dk, para os quais37,700< A, < .

Ao se fazer referéncia a contribuicdo de cada coemte na formacao
do modelo quadratico, mantendo o nivel de signifi@@ fixado em 5%, os
resultados descritos na Tabela 4 confirmam quest@®aivas dos parametros
dos modelos (S-Model) e (K-Model) foram signifieas. Assim sendo, ha
evidéncias estatisticas para afirmar que cada pardnde fato apresenta uma
relacdo com a variavel dependente, no sentido deagepresentatividade dos
efeitos lineares e quadraticos, explicitos em cadariavel ndo sao nulos.

Em se tratando da qualidade de ajuste dos modéldoflel) e (S-
model), por se tratar de parametrizacdes a sendimadas no ajuste do modelo
quadratico, é esperado o mesmo valor do coeficidmtdeterminacéo ‘Rbem
como, uma Unica andlise de variancia. Desta fopmde-se observar, por meio
da Tabela 4 que o coeficiente de determinacdo adtinfoi de 97,07%,

evidenciando que praticamente toda variabilidadesamal € explicada pelo
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modelo, naturalmente em ambas as parametrizacéesufma melhor validacao
do modelo, os resultados da analise de varianaiangram-se descritos na
Tabela 5.

Em relacdo a interpretacdo dos resultados peréigeatanalise de
variancia (Tabela 5) convém alertar o leitor nousgg@ aspecto:. em sintese,
quando se deseja comparar modelos de diferentesnor@Ex. lineares,
Quadraticos, Cubicos), conjecturando a situacaauge o modelo linear foi
significativo, em um nivel nominal de significang@eeviamente estabelecido,
implica na afirmacdo que ndo ha necessidade ertapju:m modelo de ordem

superior.

Tabela 4 Estimativas dos parametros do modelo tiedrobtidas com a
aplicacdo dos métodos: Scheffe (S-Model) e Kron(keviodel)

S-model
Parametros Estimativa Erro padréo valor-p
By 59,777 4,299 0,000
B2 60,674 4,299 0,000
Ba 39,396 4,299 0,000
B12 -75,322 19,801 0,000
B1s 55,157 19,742 0,008
Bos 61,617 19,742 0,003
R® =0,9707
K-model
Parametros Estimativa Erro padrédo valor-p
B11 59,777 4,299 0,000
B2 60,674 4,299 0,000
Bas 39,396 4,299 0,000
Bio 45,129 17,059 0,012
Bis 154,330 16,993 0,000
B2z 161,687 16,993 0,000

R*=0,9707
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Tabela5 Andlise de variancia para o modelo quadréajustado para o
percentual de 6leo extraido da polpa de pequi

FVv G.L. SQ oM valor-p
Regresséo 5 4023,74 804,75 0,000
Linear 2 1737,96 868,98 0,002
Quadréatica 3 3738,20 1246,07 0,000
Erro 36 4022,44 111,73
Falta de Ajuste 1 85,98 85,98 0,388
Erro Puro 35 3936,46 112,47
Total 41 8046,18

SQ=Soma de quadrados; QM: Quadrado médio

Com base nessas consideragfes, a interpretac@dldze ale varidncia
(Tabela 5) é dada individualmente a cada modelos@mpdsito de compara-
los. Nesse contexto, o resultado referente a fdetevariacdo da regresséo
quadrética foi significativo, portanto, € cabivalsamir que o percentual de
extracdo de 6leo da polpa de pequi apresente Uagioefuncional quadratica,
com os componentes utilizados na formacédo das rasstu

Tendo por base essa afirmativa, e o resultadoigaiicativo do teste
de falta de ajuste (valor-p = 0, 388), os resubadescritos na Tabela 5
evidenciam que o modelo quadratico em ambas amp#iaacfes utilizadas na
obtencédo das estimativas é adequado aos dadosnesqiztis, portanto pode ser
utilizado para predizer a resposta maxima do paeeme 6leo extraido da
polpa de pequidaryocar brasiliense). Entretanto, convém ressaltar que embora
os valores dos erros padrp(i#) observados nas estimativas dos parametros
relacionadas ao efeito da interacdo, em ambos afelog) observou-se ao
comparar a interpretacao fisica dos coeficientes, mpeio desta aplicacéo, a
interacdo entre o primeiro e segundo componenfEesentada nos modelos
pelo termo x apresentaram efeitos contraditérios. Neste senpdoa esta
interacdo o modelo (S-Model) apresentou um efeitagnico e o modelo (K-

Model) um efeito sinérgico.
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Tendo por base que os modelos de primeira ordeKrateecker (K-

Model) e os modelos de primeira ordem de Scheff#1¢8el) sdo da mesma
forma nos X;S, isto é, apresentam as mesmas estimativas, h&neiad

estatisticas para afirmar que ao considerar o md#eModel) o percentual de
Oleo extraido da polpa de pequarfyocar brasiliense) obtido com os dois
componentes ¢hexano) e Xacetona) misturados é maior do que a soma dos
percentuais obtidos ao considerar os componentgidoais. No caso do
modelo (S-Model) o percentual obtido desta missara inferior aos percentuais
obtidos individualmente a cada componente.

Frente ao exposto, pode-se concluir que embora essltados
inferenciais em ambos os modelos, no que tange afidgde de ajuste e
significancia dos parametros foram equivalente@eddendo da mistura os
modelos (K-Model) e (S-Model) a interpretacdo dassefeitos de interagédo
poderédo ser contraditorios. Entretanto, por questi@éenatureza estatistica e nao
fisica seguindo as adverténciaso modelo (K-Model) é recomendado por
apresentar as seguintes caracteristicas:

* A matriz XX € mais bem condicionada, de tal forma, que a wEgan

dos valores preditos pelo modelo (K-Model) é meeor relacdo ao
modelo (S-Model);

« As estimativas de minimos quadrados dos coefiged® qualquer
termo quadratico sdo idénticas aos respectivosreslaos termos
diretamente associados ao modelo (S-Model);

e O fator de inflagdo da variancia (VIF) dos coefités de qualquer
termo quadréatico serd sempre menor ou igual aodél- coeficientes

dos termos correspondentes no modelo quadratiowoil).
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CONCLUSAO

A analise ridge aplicada aos modelos de segundarodsd Kronecker
(K-Model) e Scheffé (S-Model) conduziu as mesmasparcdes de hexano,
acetona e &lcool etilico que proporcionam o peuamaximo do éleo extraido
da polpa do pequi.

O modelo de Kronecker (K-Model) por apresentar tové nulo
facilita a implementacéo(neologismo) dos calculasadalise ridge em sistemas
multicomponente, podendo ser usualmente empregadomedelagem de
misturas acompanhado de processos de otimizac@bggieno), visto que
fornece os mesmos resultados em relacdo as estsgiroporcionadas pelo
modelo Scheffé (S-Model). Entretanto, devido a me#hno condicionamento

da matrizX'X traz como vantagens a reducéo dos erros padramdbsientes

estimados, reduz a correlagdo entre os estimadotesna o0 modelo menos
dependente da localizag&o precisa dos pontos oeedsiento.

Em se tratando do efeito de interacdo, ha evidémeea afirmar que o
modelo (K-Model) e (S-Model) poderdo apresentait@fecontrastantes em

relacdo a natureza do efeito ser sinérgico ou énteg.
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RESUMO

Com o objetivo de avaliar uma metodologia aplicadanalise
ridge em experimentos de mistura com restricoestas, propde-se com
este artigo, por meio da construcdo de uma trégetta crista, obter o
valor maximo ou minimo da resposta predita sob wadéncia de
predicdo condicionada a uma restricdo. Foram cermids trés
experimentos de misturas com variaveis restritaferiores e/ou
superiormente e de misturas sem nenhuma restrggioamponentes. Os
resultados obtidos foram comparados com resultattosnétodos ja
disponiveis na literatura. De acordo com o gramdgicolinearidade das
varidveis presentes em cada experimento, pbde-séicare que a
metodologia proposta foi eficiente ao fornecer ossp predita com valor
superior ao maximo obtido por métodos ja existemtegariancia de
predicao reduzida.

Palavras-chave Misturas. Analise da crista. Multicolinearidade.
Variancia de predicdo. Otimizacao (neologismo).
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1 INTRODUCAO

Nas industrias existe uma preocupacdo frequentedentificar
nas misturas as propor¢cdes dos componentes queormegiendem a
varidvel resposta, isso se justifica porque o @E®smede otimizagédo
(neologismo) pode resultar na reducdo de custoslhonee da
produtividade e da qualidade dos produtos.

Em experimentos de misturas, quando n&do se cowjuete Sao as
propor¢cdes dos componentes consideradas ideais, redlzados
experimentos com varias combinacdes de proporededo selecionados
os valores correspondentes a caracteristica dédgdel O propésito €
determinar quais sdo as propor¢cbes dos compongoegonduzem a
resultados de interesse em funcdo de variaveis eyigenciam a
qualidade do produto.

Aplicacbes de experimentos com misturas sdo eraoag
frequentemente em diversas areas, a exemplo, rea iAdestrial e
farmacoldgica (MYERS; MONTGOMERY; ANDERSON-COOK,
2009). Cornell (2002) € uma das principais refds&neobre a teoria de
experimentos com misturas, contendo uma exposi¢idangente e
detalhada sobre o assunto. Box e Draper (2007) erdviy Montgomery
(2002) também séo publicacdes que deram destagberdagem sobre
otimizag&o( neologismo) de misturas.

Nas misturas, a soma das propor¢cdes dos compsn&rgempre
igual a 1, e consequentemente, podem apresentar aumanais
dependéncias lineares entre as variaveis regresdormodelo, dizendo-

se entdo que as variaveis sdo multicolineares. alisendos autovalores
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7

da matriz XX é utilizada para identificar a natureza aproximada
dependéncia linear existente entre as variavemsukicolinearidade afeta
os coeficientes da equacado de regressdo, comprmedeaplicabilidade
geral do modelo (MYERS; MONTGOMERY, 2002). Paraeducéo do
efeito de multicolinearidade uma alternativa é dadaaplicacdo dos
pseudo-componentes, maiores detalhes podem sars vesh Piepel
(1982).

Draper e Pukelsheim (2000, 2002) apresentaram ieaefb de

andlise da crista em experimentos de misturas ciowigsao da restricao

X; +X,t---+X,=1 e insercao de igualdades de restricdes lineares.

Nesse contexto, considerando a superficie de respesada ao ajustar
um modelo de segunda ordem, os autores propuseravestigacao do
comportamento das variaveis independentes e dastespredita na
regido de interesse, a partir de um ponto focockglado, com a
vantagem de nesse metodo ndo se alterar o sistesneodrdenadas X,
nem usar pseudocomponentes, em qualquer dos caladoltantes. Os
autores ainda propuseram uma modificacdo para xplon subespaco
definido por restricbes lineares das variaveis ipyes, de modo que a
andlise da crista pode investigar superficies dersta ordem de misturas
com diversos componentes, especialmente quandpagesxperimental
das misturas é também limitado por igualdades fgseaesultantes de
exigéncias requeridas no processo experimental.

Uma modificacdo para a técnica de analise ridgegcesentada
por Khuri e Myers (1979). Esses autores argumemtague o

procedimento padrdao ndo considera que o delineamexperimental
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pode gerar grandes flutuagbes na variancia da stespoedita, e entdo
sugeriram uma modificagdo que consiste em reduzmflaéncia da
varidncia na resposta predita ao restringir a porga variancia de
predicdo que corresponde ao menor autovalor daizrdgr momentos
XX, dessa forma, pode-se manter o controle sobremantao da
variancia de predicdo durante os processos dezaipdo ( neologismo),
evitando a obtenc¢éo de estimativas ndo confiaweresposta 6tima.

Diante do que foi exposto nos artigos de DrapemukeBheim
(2000, 2002) e Khuri e Myers (1979), este trabaffropbe uma
metodologia para andlise da crista em experimerdes mistura
contemplando a modificacdo sugerida por Khuri e fglyg979) em
conjunto com as propostas de Draper e Pukelshe@0(22002). A
qualidade da proposta se mostra superior ao plitssilai investigacéo de
superficies de segunda ordem para a obtencdo gdastasotima com
variancia de predicdo controlada entre os valorass lpaixo possiveis
dentro da regido delimitada tanto pelas variavessliforas, quanto por
quaisquer igualdades lineares que se justifiquem e@ndicbes de
interesse para realizacdo das misturas. As vardgagfenecidas tornam
promissora a sua aplicabilidade nos processos tiimigsque envolvem
misturas com uma grande quantidade de componeg&s/mente
acompanhadas de restricdes inferiores e ou superimas variaveis e
igualdades lineares que limitam subespacos dees#erna obtencéo da
resposta otima.

Em resumo, o objetivo é estabelecer uma metodolagser
aplicada em quaisquer experimentos de misturas ppesibilite a

construcdo de uma trajetoria da crista para alcamgalor maximo ou
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minimo da resposta predita com a variancia de géiedcondicionada a
uma restricdo que garante o controle dessa medidtistica dentre os
valores mais inferiores que possam ser alcancaalosgido de interesse

da superficie de respostas estimada.
2 MATERIAL E METODOS

Em consonancia com 0s objetivos propostos, a mietgido
apresentada neste trabalho consistiu na constidedona trajetéria da
crista para alcancar o valor 6timo em experimedemisturas, no qual a
variancia de predicao encontrou-se condicionadaarestricao.

Para aplicacdo da analise da crista, consideraursenodelo de

segunda ordem, ajustado pelo método dos quadradasas, do tipo:

9(x) = b, +x'b+x'Bx 1)

sendox':(xl,xz,...,xq), b' :(bl,bz,...,bq) e

1 1
b11 E b12 E blq
1
B = b12 b22 _2 b2q
1 1
2 b P bog by
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Em seguida, para classificacdo do grau de multiealidade das

variaveis explicativas foi calculado a condicédo Btina da matrizX"X

por meio da expressao:

sendoe,, €€

'min

respectivamente, 0 maior e menor autovalores dazma

XX .
2.1 Restricdo na variancia de predicao

A variancia da resposta predigafoi definida pela expressao:

var[ ] = 0% T (x)(XX)'f (),

®3)

sendog? a variancia do erro,

f(x):(l’xlyxz"“ Xg s XX XqXa e s X Xy Xy Ko ,)gc)T e

X=[f (x,)f (x,),f (,)] comx, representando o vetor das proporcdes
dos componentes da mistura no i-ésimo ensaio empetal (i=1,2,--,n).

Pelo teorema da decomposicao espectral, conformesegado

em Khury (2003), tem-se qu&X'X =VAV', sendoV uma matriz
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ortogonal dos autovetores ortonormaisXfeX e A=Diag(q € 4 ,g) e

uma matriz diagonal dos autovalores ¥EX . Com base nesse teorema,
a expressdo da variancia de predicdo apresentad#3emdde ser

reescrita da forma:

var[ﬂ:ozgw,

&

(4)

com v, sendo a j-ésima coluna de (j=1,2,--,p). Como os elementos

de v, podem ser denotados por

x T
Vojs ViV Viaj s Vag i s Viea g » Vaay Vg i+ Vg o €NtEO pard " (x)v; vale a

igualdade:

fT(X)Vj =V0j +XTTj +XTQ]'X1 j:1)2!“' P (5)

sendor, =(v,,, v, v, ) €
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1 1 1
Vllj EV12j _2V13j _2V1qj
1 1
Voo Evzaj _2V2qj
Q= . . : . =124 ,p.
e . 1
sSimetrica .. E \6—1qj
Vv

aqj

Nota-se que a formulfl (x)vj apresentada em (5) é semelhante a

um modelo de segunda ordem. Desse modo, a equéc@assou a ser

representada pela seguinte expressao:

2
var[y] =ozzp: (vo, +XTT;+ X'Qx)

=1 j

(6)

De acordo com Khuri e Myers (1979), para reduziamnanho da
variancia de predicdo dentro da regido explorada aedlise da crista,

impbe-se uma restricdo na parcela dafj|] associada ao menor

autovalore,,, .

Vo + X1, +X'Q X < C, (7)

sendov,,, t, € @, 0s valores de/,, T € Q que corresponderam ao

autovalor e .
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Conforme sugestdo de Khuri e Myers (1979), o vderk foi

igual ao maior valor tomado pqwom +xTrm+xTme| nos n pontos do

delineamento, uma vez que, a variancia de predigé@enor nos pontos

do delineamento de que em outros pontos da reg@rimental.

2.2 Restricdes em misturas segundo Draper e Pukeésin (2000,
2002)

Draper e Pukelsheim (2000) apresentaram a anahseridta
aplicada em experimentos de misturas, considerandmréscimo da
restricdo igual a, e posteriormente Draper e Phkets (2002) ampliaram
a proposta, sugerindo uma matdz composta por um conjunto de
restricdes lineares aplicadas as misturas.

A andlise da crista sujeita a um conjunto de s lineares foi
desenvolvida considerando a seguinte igualdade:

Ax =d (8)

sendo A uma matriz com dimensam” x g, de linhas linearmente
independentes, normalizadas de modo que a somaadieagios de cada
linha é 1, ed é um vetor de dimensaa" x 1.

Considerando a incorporacédo da restricdo (9) aksarda crista:

I'x=x"1=x, + X, +---+x, =1, (9)



99

, : 1
entdo, a matrizA pode ser do tipdA =( j(l 1 - 1) e o vetor

q'?

1
d= [WJ sendom” = 1.

2.3 Analise da crista com restricbes na mistura eanvariancia de

predicao

Segundo Draper e Pukelsheim (2002), o ponto focanddise da
crista pode ser qualquer ponto selecionado naagegigerimental.

Designando-se o foco da andlise da cristafpaguandof # 0, a

restricdo x'x = r*> pdde ser substituida por:

(x =f)" (x =f)=r2 (10)

Para a realizacdo da andlise da crista sujeitaaavamancia de
predicdo restrita e a um conjunto de restricbesalies nas misturas,

considerou-se a funcdo lagrangeana:

G,= by +X'b +X"BX = k( Vo, + X'+ X'Q X~ ) =
,(11)
= A (x= ) (x=f)=r*| =07 (Ax ~d)
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sendo w um valor que satisfaz a desigualdaglecc e k, A, 0 séo
multiplicadores de Lagrange.
Ao efetuar algumas operagOes algébricas na furagrarigeana

(11), foi possivel reescrevé-la da forma:

b oo (o )]
(12)
— 07 (Ax—d) —K (Vo +)

A diferenciacdo dé5, em relagdo a variaved conduziu a:

0G
aXP = 2(B-kQ)x - 2A(x-f)-0"A +b - kr,,, (13)

que igualando-se a um vetor nulo, implicou em:
2(B-kQ - Al)x =AT0-b + kr, - 2\f. (14)

Assim, pbde-se escrever a expressao (15) paragaatelo vetor

x, formado pelas propor¢des da mistura.

x=%(B—kQ—)\I)_1(AT0—b—2)\f +ke,). (15)

O valor de x deve satisfazer a igualdade em (8). Preé-

multiplicando a expresséo (15) pela matizoi obtido como resultado:
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d= %A(B - kQ —)\I)_IATB——;A(B —kQ-Al)" (b + 2 —kr,), (16)

de modo que:
0=[A@-ka-A)"AT [ [AR -k -M)"(b +2M ke, ) +2d]| (17)

Na equacdo (17)¢ foi obtido apos escolhas apropriadas dos
multiplicadores de Lagrange k &. Na sequéncia dos calculos, a
expressao (15) forneceu o pomg que fica numa esfera imaginaria de

raior.
2.4 Trajetéria da crista sob restricbes

A metodologia de andlise da crista contemplou cugajuente as
restricoes (7) e (8) dentro do procedimento padrdoi aplicada nos
seguintes conjuntos de dados:

a) Conjunto de dados com limites inferiores e supesionos
componentes da mistura, analisado no artigo de ddrapPukelsheim
(2002).

O conjunto de dados € constituido por 14 ensaipsrgrentais de

misturas compostas por quatro componentes: peheglicol 400 ),
glicerina (x, ), polissorbato 60X,) e agua ,), com limites inferiores e

superiores. O espaco de interesse das misturas liditaido por
10< x, < 40; 10< x < 40; & x< 0,0 e 0,30sx<0,7¢C O
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estudo original desse experimento foi conduzido Aok e Sukumar
(1981) para maximizacdo da resposta solubilidadeg/n(in),
considerando misturas com cinco componentes, um qlgEs, o

componente poloxalenox(), foi mantido constante em 0,10, e aos
demais foi requerido que em cada poRrfor x, + x, + x, = 0,90.

Anik e Sukumar (1981) decidiram usar um delineament
experimental com base nos vértices extremos daaeagitrita (Tabela

1), método sugerido por McLean e Anderson (1966).

Tabelal Delineamento experimental usado por Ankukumar (1981)yue
definiu o0 espaco de interesse das misturas e pastas obtidas

Pontos das Proporcdes Res'p'osta
misturas " x x solubilidade
1 2 3 Xq (mg/mL)
Vértices
1 0,10 0,10 0,00 0,70 3,0
2 0,10 0,10 0,08 0,62 7,3
3 0,15 0,40 0,00 0,35 4,9
4 0,11 0,40 0,08 0,31 8,4
5 0,40 0,15 0,00 0,35 8,6
6 0,40 0,11 0,08 0,31 12,7
centroides das arestas (médias dos vértices irafitad
7(1,2) 0,10 0,10 0,04 0,66 51
8(5, 6) 0,40 0,13 0,04 0,33 10,8
9(3,4) 0,13 0,40 0,04 0,33 6,6
10 (1, 3,5) 0,216 0,216 0,000 0,468 4.4
11 (2, 4, 6) 0,203 0,203 0,08 0,414 7,9
12 (4, 6) 0,255 0,255 0,08 0,31 9,4
13 (3, 5) 0,275 0,275 0,00 0,35 5,8

centroides geral
14 0,21 0,21 0,04 0,44 6,3
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Para implementacéo do delineamento, gera-se osgpertremos
da regido e, em seguida, seleciona-se 0s pontosvédges do
delineamento, os centroides das arestas, os iBgrdas faces, e assim
por diante, até calcular o Unico ponto que reptesercentroides global,

obtido pela média de todos os vértices (Tabela 1).

b) Conjunto de dados com limite inferior nos compoasntas
misturas, analisado no artigo de Draper e Pukets(2000).

Os dados analisados no artigo de Draper e Pukeis(iz000)
foram extraidos do artigo de Kurotori (1966), compdn conjunto de 10
ensaios experimentais de misturas para avaliarsenggenho de certo
tipo de propulsor formado pelos trés componentegiises com as

respectivas restrigdes: aglutinante, & 0,20), oxidante &, = 0,40) e
combustivel &, = 0,20). Os pontos experimentais foram dispostos sobre
o delineamento simplex-lattige8, 2 , cujo espaco limitado consistiu em

seis pontos, numerados de 1 a 6 na Tabela 2, urno pamtroides
representado pelo nimero 7 e trés pontos adiciqBai9® e 10) para
verificacdo do ajuste na andlise de regressdo.efgostas observadas

foram registradas na colung da Tabela 2. O objetivo com o

experimento foi obter no subespaco de interesse istunam que

maximizasse o desempenho do propulsor.

c) Conjunto de dados obtidos de um experimento refdizaa

Universidade Federal de Lavras no Departamentoc@i&os Alimentos.



104

Os dados utilizados para a aplicacdo da analiserigka foram

obtidos em um experimento realizado na Universidaetieral de Lavras

no Departamento Ciéncia dos Alimentos que objetestudar o processo

de extracdo da polpa de peqWafyocar brasiliense), empregando

misturas de solventes (hexano, acetona e alcdiocbgthomeados pox,,

X, € x, respectivamente, sem a imposi¢cdo de limites mfee/ou

superior nas variaveig,, x,, x,), conforme mostrado na Tabela 3.

Tabela 2 Delineamento experimental usado por Kuir¢1®66) que definiu o
espaco de interesse das misturas e o desempeipnopidsor

Proporcdes Desempenho do
Pontos das propulsor dividido

misturas X1 X5 X3 por 1000

1 0,40 0,40 0,20 2,35

2 0,20 0,60 0,20 2,45

3 0,20 0,40 0,40 2,65

4 0,30 0,50 0,20 2,40

5 0,30 0,40 0,30 2,75

6 0,20 0,50 0,30 2,95

7 0,267 0,467 0,267 3,00

8 0,333 0,433 0,233 2,69

9 0,233 0,533 0,233 2,77

10 0,233 0,433 0,333 2,98
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Tabela 3 Planejamento experimental das misturas eatores médios do
percentual de 6leo extraido da polpa de Pequi

Proporcdes Respostas
~ médias
Formulacao
X, X, X4 Percentual de
0leo (%)
M 1,00 0,00 0,00 60,11
M, 0,00 1,00 0,00 61,01
Ms 0,00 0,00 1,00 39,72
M, 0,50 0,50 0,00 40,10
Ms 0,50 0,00 0,50 62,04
Me 0,00 0,50 0,50 64,11
M- 0,33 0,33 0,34 61,01

X1 proporcao do hexano,Xroporcdo de acetonag Kropor¢do de alcool etilico.

De acordo com Draper e Pukelsheim (2000, 2002gnddise da

crista padréo, a matriz das derivadas de seguid@mor

oF | _ oin.
{axiaxj}_z(B Al) (18)

€ usada para determinar a trajetéria da cristatdessse. Para problemas
com restricdes, os autovalores da maBizndo sdo apropriados, sendo
necessaria uma matriz de menor dimensao.

Segundo Draper e Pukelsheim (2002), dada a matrizde

dimensdo m”x q, considera-se uma matriZl cuja dimensdo é

(q—mD)xq, com as linhas ortogonais a toda linha de tal que

TT' =1 ¢ 8S colunas dé&\" formam uma base para o espaco restrito e
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T' forma uma base ortonormal para o espaco ortogtnAal' , de modo

que:

TAT =0, de dimensafy - m") x nt’,
AT =0, de dimensam” x (q- m’) (19)
TT" =1

g-m

A
.0 -

produz uma transformacdo do sistema de coorden@qasz,m,xq)
dentro do sistema de coordenadéq,zz,m,zq) via z=Qx, que

corresponde ax=Q7z. A particdo dez' =(z,2,,.2..2, . .7)

m-+1

reapresentada da forma™ =(u",v'), sendo u”=(z,z,;.z.) €

™’

vT :(z : zq) resulta em:

LR e

sob as restricbes consideradas para (8). A invdasanatriz Q é da

forma:
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ot :(AT(AAT)'l,TT). 22)
Dado queAA™ é uma matriz ndo-singular, entdo vale afirmar que:

A ;

Q@ = }(wr(ma) 1), 2 0 @3)
Assim, usande =Q™'z, com z de (21) eQ™* de (22), a forma

quadratica x"(B -kQ)x da fungdo lagrangeana (12) pode ser

representada pela expressao:

X" (B - kQ)x = zT(Q‘l)T(B— kQ)Q™'z
— (AT T AAT _1A _ T tor\(d
=(d", v )[( T) J(B kQ)(A (AAT) T )(V}
- (dT (AAT) A +v TT)(B - ksz)(AT (AAT) d +T Tv)
=VIT(B -kQ)Tv+2'T (B - k2)AT(AAT)d +

-1

+d"(AAT) A (B - k@)AT(AAT) d. (24)

Em seguida, substituindo a expressao (24) na ¢udigosta em
(12) e realizando a diferenciagéo, duas vezes &gaee av, da verséo

transformada, obteve-se:
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{a?/is/,} = 2[T(B - k@)T"-A ], (25)

uma matriz quadradfy - m”) que substitui a expresséo (18).

Para obter a direcdo que possibilitou a maxigiiaada resposta
predita, inicialmente atribuiu-se valores ao eletmén, calcularam-se os
autovalores da matriz resultante, estabeleceu-$eregaparax e
observou-se o desempenho de cada vdornas sequéncias dos
resultados.

Considerando as restricoes d& =d, 0s autovalores da matriz
T(B -kQ)T' representados na sequénociao,<--<o_ ., definiu no
espaco das misturas que:
a) escolhendoA >0, s é atingido o local doy maximo a medida
quer se altera;
b) escolhendo\ <o, é atingido o local dg minimo a medida que
se altera;

C) escolhendo 01<7\<0q_np € obtido um valor estacionario

intermediario.

Como o interesse foi maximizar a resposta predisatrés analises
da crista realizadas, considerou-se o valor doiphiclidor de Lagrange

)\>oq_n#.
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Para realizacdo dos célculos matriciais, utiligews software R (R
DEVELOPMENT CORE TEAM, 2010), no qual um script foi

desenvolvido (anexo).
3 RESULTADOS E DISCUSSAO

3.1 Resultados da analise da crista com restricd@ variancia de
predicdo aplicada no conjunto de dados analisado poDraper
e Pukelsheim (2002)

3.1.1 Analise da crista para experimentos de mistas
Draper e Pukelsheim (2002) descreveram o desenvehtd da
andlise da crista para misturas no conjunto desdddoAnik e Sukumar

(1981) a partir do modelo de segunda ordem ajustado

¥y =b, +x"b + x"Bx, comb, = 0,

49,716
| 8,4140
~| 20,9500| ©

4,3365

0 -29,3355 — 13,915- 37,4
-29,3355 0 5,1 0
-13,915 51 0 16,905
-37,451 0 16,905 0
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Na andlise da crista desenvolvida, Draper e Pugiesi{2002)

aplicaram a restricao linear descrita pela matriz:

a=(2 111
2 2 2 2
e o vetord = (OTQOJ =(0,49.
O ponto considerado como foco do sistema da crista
f=(0,21 0,21 0,04 0,44. Como os autovalores da matiz néo
sdo aplicaveis devido a restricdo representada melaiz A, foram

considerados os autovalores da maffRT'. Utilizou-se uma matriz

apropriada:

~0,6708204 - 0,2236068 0,2236068 0,6708
T= 0,5 -0,5 -0,5 0,5
-0,2236068 0,6708204 - 0,6708204 0,2236

que consiste de polinbmios ortogonais de primaegunda e terceira
ordens, normalizados de modo que a soma dos queddad elementos
de cada linha é igual a 1. Os trés autovalores daiznTBT' s&o
(-20,04; 2,52; 46,8Y.

A trajetéria da crista de resposta maxigfndoi delineada quando

atribuiram valores para maiores que o0 autovalot6,87. O ponto de
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partida da trajetoria do maximo iniciou no foto onde o raio é igual a
zero e os valores de tendem para o infinito.
Na Tabela 4 estdo alguns valores atribuidos, sseguidos dos

valores de(x,, X,, X;, X,) que estabeleceram as trajetdrias e os valores

para a resposta predita, o raio r e a variancia de predigévzar[i/].
Verificaram entdo, que quando A =400, as proporcdes
X, =0,205; x, = 0,196; x = 0,080 e x= 0,4. geraram a resposta
méaxima preditay = 8,10, a um raior = 0,048 do foco f , com variancia
de predicao igual ®,452. Em seguida, os valores deinferiores a 400
conduziram a resultados que estdo fora da regigeriexental definida
pelos limites estabelecidos nos componentes damaif, , X,, X, X,)

ou violaram as condic¢des préticas do experimento.

3.1.2 Andlise da crista generalizada com multiplasrestricdes
lineares e variancia de predicdo controlada para o

experimento de mistura conduzido por Anik e Sukumai(1981)

Inicialmente calculou-se o grau de multicolineadiela das

variaveis que compdem a mistura:

€nax _ 4044940 — 217948(
0,00000185592

min
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De acordo com Myers e Montgomery (2002), o resaoltdd k

indica que existe multicolinearidade severa engrevaxiaveis. Como é
sabido que pequenos autovalores da madfiX causam larga variancia

para y, resolveu-se reduzir o tamanho da variancia deigée, var[ S/],

dentro da regido explorada pela analise da crieta a adicdo da

restricao:
T T
‘v0m+ Xt ,+X QX <c,

na parcela da variénciaar[S/] gue corresponde ao menor autovalor da
matriz XX . Na restricdo em questdo, , 1, € @, sdo formados por
valores que compdem o autovetor do menor autodalonatrizX X , de
modo quev,, =0,

t, =(-0,0003921851 - 0,0024082918  0,4266900436 ®@IB32096

0,0 0,0074909 0,2616709 -0,0028
0,0074909 0,0 0,2631222 0,0
0,2616709 0,2631222 0,0 0,25828f
-0,0028786 0,0 0,2582887 0,0

O acréscimo da restric;épbOm +x't, +x'Q x| < c para a analise da

crista exigiu que a funcéo lagrangeana passasecamessa da forma:
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G, = by +x"b+x"Bx - k(v0m+xT1:m+xTQn)<—w)—

A (x=1)"(x =f) = r* | -0(Ax ~d).

Na proposta da andlise da crista generalizada caitiphas
restricoes lineares e variancia de predicdo cadeglpara determinagéo

da crista maxima, interessa calcular os autovalodes matriz

T(B - kQ)TT, sendok um multiplicador de Lagrange que assumiu um

valor convenientemente atribuido.
A Figura 1 apresenta o desempenho de alguns valpues
ocuparam a posicdo dé& na determinacdo dos resultados para

maximizacdo da resposta predita. Observa-se kjge 800 definiu a
direcéo que forneceu os maiores valores preditos

Parak =- 800, 0s trés autovalores da matfi{B - kQ)T' s&o
(-328,237;- 1,926; 44,43. A trajetéria da crista maxima foi obtida ao
substituir o multiplicador de Lagrange, na expressa¢B - kQ - Al),
por valores superiores ao maior autovalor da ma't(B - kQ)TT, igual

a 44,435,
Os resultados que compdem a Tabela 5 definem etGraj da

crista para obtencdo da resposta maxima. O valot deresente na

desigualdadéfv()m+ x't,+X'Q x| < c, corresponde ao maior valor de

Vot X'+ xTme‘ nos n pontos experimentais, que de acordo com

os calculos resultou em= 0,001.
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Tabela 4 Resultados obtidos a partir da analiseridea para experimentos de
mistura com multiplas restricbes lineares propgsta Draper e
Pukelsheim (2002)

A X, X, X, X, % r var| ¥

48 0,920 -0,1310,168 -0,057 55,594 0,940 323,641

62 0,230 0,107 0,243 0,320 15,403 0,259 240,669
100 0,201 0,152 0,181 0,366 12,48 0,170 52,696
250 0,203 0,187 0,102 0,408 9,097 0,074 1,672
300 0,204 0,191 0,092 0,413 8,661 0,062 0,884
400 0,205 0,196 0,080 0,419 8,097 0,048 0,452
500 0,206 0,199 0,072 0,423 7,747 0,038 0,383
520 0,206 0,199 0,071 0,424 7,692 0,037 0,381
560 0,206 0,200 0,069 0,425 7,594 0,034 0,381
600 0,207 0,201 0,067 0,426 7,509 0,032 0,384
700 0,207 0,202 0,063 0,428 7,336 0,028 0,398
750 0,207 0,202 0,062 0,429 7,266 0,026 0,405
800 0,207 0,203 0,060 0,429 7,205 0,024 0,412
900 0,208 0,204 0,058 0,430 7,102 0,022 0,425
950 0,208 0,204 0,057 0,431 7,058 0,021 0,431
1000 0,208 0,204 0,056 0,431 7,019 0,019 0,436
1100 0,208 0,205 0,055 0,432 6,951 0,018 0,444
1200 0,208 0,205 0,054 0,433 6,894 0,016 0,451

Na Tabela 5 para um conjunto representativo deresld,
observa-se que os valores para 0os componentestiaarestao dentro da
regido delimitada para o experimento, 0 raio sengm@ magnitude

inferior a 1 ew < ¢ = 0,001. Comparando-se os resultados das Tabelas 4
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e 5 é visivel que o adicionamento da restri

a3+ X't + XTme‘ <c
no processo da analise da crista melhorou a peediséiresultados dg
quando k =- 800. Além de que com o valor dear[y] controlado, foi

possivel encontrar na regido explorada uma respagtama superior ao
méaximo determinado pela analise da crista sem iana de predicdo
condicionada, ou seja, quando o valorkdti igual a zero.

Na Figura 2 é mostrado o comportamento da resposthta e da

variancia de predi¢cdo quando= -800, a medida que o raio cresce, ou
seja, se afasta do fo¢o= (0,21; 0,21; 0,04; 0,4¢. Dentre varios resultados

apresentados, pode-se observar o intervalo dasstasppreditas geradas
no raio onde a regido explorada esta dentro dasetinestabelecidos no

experimento e a variancia de predicdo apresentaloses que tornany

mais preciso.

O comportamento individual e ao mesmo tempo emucbojdas
coordenadas no percurso da resposta predita mé&deacrito na Figura
3. O traco desenhado pelas coordenadas possibiatendimento da
relacdo entre os componentes da mistura e o vatadg como resposta.
Nas situacdes em que as coordenadas rapidameram atgum nivel
Otimo e entdo se mantém relativamente estavel,-pedereditar que foi

encontrada uma solucao real.
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L -
| k =- 800
=-900
= _|
= =_ 1100
8
w
2 ©
w
e
k=-1.0.1.2,10
o
—
o
[ [ [ [ [ [ [ [ [ [ 1
0.00 0.04 008 012 016 020
raio

Figura 1 Resultados apresentados pela analiseista gara misturas com
restricdo na variancia de predicdo considerandweatifes valores de
k
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Tabela 5 Trajetéria da crista para experimentosndéuras com variancia de

predicdo condicionada a restricdo

Vo + X' T, +X'Q x| < ¢=0,00], conforme proposto neste

trabalho

K A X, X, X5 X, ¥ r var[y] wsc

-800 68,5 0,332 0,172 0,078 0,318 10,656 0,181 0,452 0,000
-800 69 0,3300,173 0,078 0,320 10,576 0,177 0,441 0,000
-800 70 0,3240,174 0,078 0,324 10,429 0,171 0,424 0,000
-800 75 0,3030,179 0,078 0,339 9,871 0,146 0,388 0,000
-800 79 0,2910,183 0,078 0,349 9,566 0,131 0,384 0,000
-800 110 0,247 0,193 0,077 0,384 8,585 0,079 0,396 0,000
-800 160 0,227 0,198 0,073 0,402 8,101 0,055 0,385 0,000
-800 180 0,223 0,198 0,072 0,406 7,989 0,050 0,382 0,000
-800 220 0,218 0,200 0,070 0,412 7,817 0,043 0,380 0,000
-800 270 0,215 0,201 0,068 0,416 7,657 0,038 0,382 0,000
-800 350 0,213 0,202 0,064 0,421 7,469 0,032 0,392 0,000
-800 600 0,210 0,204 0,058 0,428 7,123 0,022 0,426 0,000
-800 900 0,209 0,206 0,054 0,431 6,905 0,017 0,451 0,000
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Figura 2 Comparativo entre raio versus respostaréncia de predicdo na
andlise da crista de misturas com variancia deigfeccondicionada

alv, +x't_+x'Q x < 0,001
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043
106

032 040
101

resposta

0.16

nos

— x3

variaveis
0.24
T A A A A A

68 72 76 80 84 88 92 98B

0.00

T 1 T \ T T 1 T T \
0.00 0.04 0.08 012 0.16 020

raio

Figura3 O trajeto descrito pelas coordenaaﬁagxz, X3, x4) quando se
deslocam do focof =(0,21;0,21;0,04; 0,44 para o ponto de
resposta maxima, com = —800

3.2  Analise da crista em mistura aplicada no conjuo de dados

extraido do artigo de Kurotori (1966)

3.2.1 Resultados da analise da crista aplicada emmisturas

analisado por Draper e Pukelsheim (2000)

Apos ajustar o modelo de segunda ordem:
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§=-2,732%¢ — 3,340§ - 17,25%+ 3,249x% 14,694x% 2&BRIX.
foi desenvolvida a analise da crista para expetiosenonsiderando as

seguintes restrigbes'x = r’> e x, + x, +X, =1, além de

-2,732 1,624 7,347
B=| 1,624 -3,340 14,4049 e
7,347 14,406 - 17,25

2

_(—0,071068 0,00 0,70710
~10,4082483 - 0,8164966 0,40824

O interesse da andlise da crista foi determingeténdas que
conduziram ao alcance da resposta maxima preditgo Lforam
considerados valores d& superiores ao maior autovalor da matriz
T,BT,” que sdo iguais a27,318 e -3,892.

Na Tabela 6 estdo apresentados alguns valordsglee tracaram
a trajetoria do maximo predito a partir do centesidE possivel verificar
que parak = 3, a analise da crista apresentou como respostantaaxi

predita § = 3,024, gerada pelos componentes da mistura com as
seguintes proporgde$x, = 0,208; x,= 0,474; x= 0,318, a um raio
r=0,607 do centroides do espaco experimental dado por
(xlz %; X,= }é; X,= }/3) e a variancia de predigéoa(r[y]/oz) com

magnitude igual a 61,463.
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Tabela 6 Resultados obtidos a partir da andliseridea proposta por Draper e
Pukelsheim (2000) para experimentos de misturas

A X, X, X4 ¥ var[y|/o® r

3 0,208 0,474 0,318 3,024 61,463 0,607
4 0,225 0,459 0,316 2,996 59,031 0,601
5 0,239 0,447 0,314 2,972 57,267 0,596
6 0,249 0,437 0,314 2,950 55,943 0,593
7 0,258 0,429 0,313 2,931 54,924 0,590
8 0,265 0,423 0,313 2,915 54,129 0,589
9 0,271 0,417 0,312 2,900 53,501 0,587
10 0,276 0,412 0,312 2,886 53,001 0,586
11 0,280 0,408 0,312 2,874 52,600 0,585
12 0,284 0,404 0,312 2,864 52,278 0,584
13 0,287 0,400 0,312 2,854 52,019 0,583
0 0,333 0,333 0,333 2,605 56,469 0,577

3.2.2 Analise da crista para experimentos de mistas com restricdo
na variancia de predicdo aplicada nos dados do ago de
Kurotori (1966)

As variaveis da mistura, consideradas nesta sulpstgé grau de
multicolinearidade igual ax =57172,84, o que implica em relag&o
multicolinear severa entre as variaveis.

Em busca de alternativa para superar a varianfiecionada dos

valores y, executou-se 0 desenvolvimento da andlise da acrist

implementada para superficie de resposta quadeticaxperimentos de
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misturas com restricdo na variancia de predicdo. c@lsulos dos
elementos da desigualdaqsa!om +xTrm+xTme‘ < ¢, denotaram os

seguintes resultados:

Von=0, T, =(-0,27528; 0,00000; 0,2752§e

m

0,00 0,32566 - 0,325
Q = 0,32566 0,00 0,00 | ec= 0,055
-0,32566 0,00 0,00

Para efeito de comparacdo entre a metodologiaeexiste a
proposta, apresentaram-se na Tabela 7, resultag@sngo violaram
nenhuma das restricbes impostas no experimento enetadologia
aplicada da andlise da crista em questao.

A razao de se optar pela exibicdo na Tabela 7 deasresultados
gerados pelo multiplicador de Lagrande= 7, é justificada ao se
observar Figura 4 (a). Apos varias tentativas @eres atribuidos a k,
verificou-se que quando k = 7, a direcdo definidagsse valor a partir
do centroides da mistura, conduz a valores de s&spopreditas
superiores, comparando-se com os resultados dosgleatores testados,
tais como (k = -1, 1, 2, 3, 4, 5, 6), que estaoasgntados pela cor cinza

na Figura 4 (b).
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Tabela 7 Resultados na analise da crista paraimgraps de misturas com

variancia de predicao condicionada a restricdo
Vo + X'1,,+X'Q x| < c=0,055 conforme proposto neste
trabalho

K A X X, X, 9 var[¥]/o® r W<c

7 -1,455 0,200 0,496 0,304 3,037 59,702 0,6150,054

7 -1,450 0,201 0,495 0,304 3,035 59,520 0,6150,053

7 -1,400 0,212 0,485 0,302 3,021 57,878 0,6100,050

7 -1,000 0,264 0,440 0,297 2,933 50,753 0,5920,034

7 0,000 0,305 0,401 0,293 2,831 45,650 0,5830,018

7 0,010 0,306 0,401 0,293 2,830 45,627 0,5830,018

7 0,040 0,306 0,400 0,293 2,829 45,561 0,5830,018

7 0,060 0,307 0,400 0,293 2,827 45,518 0,5830,018

Convém lembrar que quando =0, tem-se a analise da crista

para misturas ja existente na literatura, deserdeoh\por Draper e

Pukelsheim (2000), na qual a variancia de predig@oesta condicionada

a restric;éo(vOm + xT-rm+xTme‘ < ¢, é 0 caso dos resultados dispostos

na Tabela 6.

A matriz T,(B - kQ)T,, parak =7, produziu os autovalores

-29,12168¢ e -2,088627. Para obtencdo da trajetéria de maximizacgao

da crista foram considerados valores paxa que satisfizeram a

desigualdade definida pei2,088627< A\ < «.
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resposta
280 284 288 2892 286 300 304 308

T T T T T 1
058 059 060 061 062 063

raio

(@)

f k={-1,1,2,3.45,6)

resposta

280 284 288 202 296 300 304 308

T T T T I 1
058 059 060 061 oe2 063

raio
(b)
Figura4 Analise da crista para misturas com ig&irina variancia de

predicdo. (a) Comparacdo dos resultados para ke=kO= 7. (b)
Resultados de k = 0 e k= 7 comparados com de ouatoses
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Das Tabelas 6 e 7 é possivel verificar que a ¢éstrproduzida
pela expressdolv, + X't +Xx'Q x/<c reduziu a varidncia de
predicdo, melhorando a precisdo da resposta prddit&Enquanto a
andlise da crista de misturas sem a variancia edigéto condicionada a
restri¢éo, forneceu valor maxinip = 3,024, comvar[y]/o® = 61,463, a
um raior = 0,607 do centroides, a andlise da crista com a moddizac
proposta, por sua vez, produziu uma resposta naaxim= 3,037,
acompanhada de variancigar[y]/0® = 59,702, a uma distancia
r = 0,615 do centroides.

Na Figura 5 fica visivelmente evidenciado que tod®sesultados
y apresentados na Tabela 7 mantém a vantagem dérposs variancia
de predicdo sempre inferior quando confrontadas aomagnitude da

var[ S/] / o’ das respostas preditas dispostas na Tabela 6.
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resposta

280 284 283 292 296 300 304 308
S ) S |

rT T T 1 1 T 1 T 1 T 1T 1 1T 17111
45 47 49 51 53 55 57 59 61

variancia de predicéo

Figura5 Comparativo entre o dimensionamento d&é&wnea de predicao na
analise da crista para misturas cé&ns 7 (Var[ S/(X)] / 0’ restrita)
e k=0 (livre de restricdo)

3.3  Analise da crista para misturas com restricAma variancia de

predicdo aplicada aos dados obtidos na extracdo gelpa de

pequi
3.3.1 Analise da crista para experimentos de mistas

Pelo método dos quadrados minimos, o modelo quealrde
Scheffé

§ = 59,777x +60,674x +39,396x 75,322, + 55,157x X, + 61,617 >

foi ajustado para o conjunto de dados descritokahala 3.
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Apoés o ajuste do modelo, a aplicacdo da analiseridta para

misturas considerou os seguintes resultados:

0,000 -37,661 27,5
B =| -37,661 0,000 30,80te
27,578 30,808 0,00

2

B (—0,071068 0,00 0,707103l
0,4082483 - 0,8164966 0,40824f
cujos autovalores da matrizBT, sdo dados por51,51€ e 37,700.

Para obtenc&o do caminho que direciona para @ enékima, 0s
valores atribuidos & satisfizeram a condicd®7,700< A < «, visando
maximizar a resposta predita. Na Tabela 8 foranogxgs os resultados
gerados no decorrer da trajetéria da crista. Obssgvque A= 41
produziu a combinacdo dos componentes, que geregp@sta maxima

predita, com variancia igual a, a uma distanciaetdroidesr = 0,703E.



128

Tabela 8 Trajetoria da crista para obtencdo daostspmaxima do
percentual de Oleo extraido da polpa de pequi derendo o
modelo de segunda ordem de Scheffé

2 X, X, X, 9 var[ ¥ r
) 0,333 0,332 0,334 58,064 0,050 0,577
1000 0,329 0,330 0,341 58,065 0,050 0,577
100 0,294 0,321 0,386 58,981 0,046 0,581
48 0,206 0,379 0,415 60,182 0,038 0,599
47 0,196 0,388 0,416 60,357 0,037 0,602
46 0,184 0,399 0,417 60,592 0,037 0,606
45 0,168 0,414 0,418 60,918 0,037 0,612
44 0,148 0,433 0,419 61,396 0,036 0,620
43 0,120 0,459 0,421 62,148 0,036 0,634
42 0,0795 0,4977 0,4228 63,444 0,040 0,6578
41 0,0145 0,5602 0,4253 66,0196 0,055 0,7035
40 -0,1066 0,6775 0,4290 72,4739 0,134 0,8090

3.3.2 Aplicacdo da analise da crista para experimés de misturas com
restricdo na variancia
Com o objetivo de verificar o grau de multicolindade das

variaveis no experimento, calculou-se o quociemtieeeos autovalores
maximo e minimo da matrix "X ,
_e

max _ 1434167 _ 56,1072
€ 0,2556115

min
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que indicou a ndo existéncia de problema sériondelticolinearidade

entre X,, X, € X; . Esse resultado ja era esperado, pela razdo de os

componentes da mistura ndo estarem limitados ané=i e/ou
superiormente.
A execucdo da analise da crista considerando dsictes
q
xx=r, > x =1e ‘vOm + X't +X'Q x| < c foi realizada a partir das
i=1

seguintes informacgdes fornecidas pelos calculos:
Vo =0, 7, =(-0,09070901 - 0,09070901- 0,08816%,

0,00 0,2959150 0,27962
Q_=10,2959150 0,00 0,279622 e c = 0,091.
0,2796221 0,2796221 0,00

Varios valores foram atribuidos ao elemenko da matriz
T,(B -kQ)T,, no entanto ndo foi identificado nenhum valor cpee

destacasse dentre os demais na elucidacdo dosdesulA Tabela 9 foi
construida a partir da selecdo de alguns resultages mostram a
equivaléncia dos resultados da técnica estatigptieada na reducédo da
variancia de predicéo das respostas obtidas pareséigas dos solventes

quando confrontados com a resposta 6tima da T8bela
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Tabela 9 Caminho da crista para obtencdo da respuéxima do percentual
de Oleo extraido da polpa de pequi considerandaéhisa da crista
para misturas com restricao na variancia de predica

K A X X, X ¥ r var[y] wsc
1 45 0,163 0,419 0,418 61,040 0,614 0,036 0,087
1 43 0,110 0,469 0,421 62,455 0,640 0,037 0,077
3 48 0,197 0,387 0,416 60,335 0,601 0,037 0,091
3 45 0,151 0,430 0,419 61,332 0,619 0,036 0,085
3 43 0,085 0,492 0,423 63,256 0,654 0,039 0,072
20 50 0,150 0,431 0,419 61,352 0,620 0,036 0,085
20 48 0,083 0,494 0,423 63,310 0,655 0,039 0,071
20 47 0,021 0,554 0,425 65,729 0,698 0,053 0,054
300 130 0,0300,543 0,427 65,323 0,691 0,050 0,057
800 280 0,1240,450 0,427 62,027 0,632 0,036 0,080
-1 43 0,129 0,450 0,420 61,885 0,629 0,036 0,081
-1 42 0,093 0,484 0,422 62,975 0,649 0,038 0,074
-1 41 0,038 0,538 0,424 65,038 0,686 0,048 0,059
-3 45 0,182 0,401 0,417 60,622 0,606 0,036 0,090
-3 43 0,145 0,435 0,420 61,463 0,622 0,036 0,084
-3 42 0,116 0,462 0,421 62,257 0,636 0,036 0,079
-5 45 0,190 0,394 0,416 60,469 0,604 0,037 0,091
-5 43 0,159 0,423 0,419 61,141 0,616 0,036 0,086
-5 40 0,050 0,526 0,424 64,537 0,677 0,045 0,063
-100 12 0,0580,519 0,423 64,243 0,672 0,043 0,065
-100 11 0,0150,561 0,424 66,022 0,704 0,055 0,052
-1000 -254 0,085 0,503 0,411 63,298 0,656 0,039 0,071

Os resultados apresentados na Tabela 9 se justipeaante a condi¢éo
numérica da matriz X'X denotada por K, denominada grau de

multicolinearidade. De acordo com os calculws menor que 100, entdo
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ndo ha indicios de que a multicolinearidade afetargncia dos valores

preditos.

4 CONCLUSAO

A metodologia proposta assumiu um papel importante
aplicacdo da analise da crista em superficie gmsts quando se trata de
experimentos com misturas. Verificou-se que quaadenistura foi
composta por variaveis que estavam limitadas mferisuperiormente, a
maximizagcdo e a precisdo das respostas preditagsesmparam
superioridade na qualidade dos resultados obtidos.

A eficiéncia da metodologia também foi observadanglo se
aplicou a andlise da crista modificada na mistoren&da por variaveis
que apresentaram apenas limite inferior, de um ngetal foi possivel
reduzir o valor da variancia de predicéo.

Nas misturas cujas varidveis ndo tinham restrigiferior e
superior, por apresentarem menor grau de multieatidade, os
resultados fornecidos pela metodologia propostacstram equivalentes
aos da andlise da crista sem 0 acréscimo da BEestrig variancia de

predicao.
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CONSTRUCTION OF A RIDGE TRAJECTORY IN MIXTURE
EXPERIMENTS IN THE OBTENTION OF AN OPTIMAL WITH
PREDICTION VARIANCE RESTRAINTS

ABSTRACT

With the objective of evaluating a methodology &plto ridge
analysis in mixture experiments with linear resioics, this article
proposes to obtain the maximum or minimum valuethef predicted
response by means of the construction of a ridggdtory under the
prediction variance conditioned to a restrictione Wonsidered three
mixture experiments with inferior and/or superiestricted variables and
non-restricted mixtures in the components. The inbth results were
compared with results from methods available ierditure. According to
the multicollinearity degree of the variables pras@ each experiment,
we may verify that the proposed methodology wasciefit when
providing the predicted response with value supet@othe maximum
obtained by the already existing methods and retlpoediction variance.

Keywords: Mixtures. Ridge analysis. Multicollingsti Prediction
variance. Optimization.
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APENDICE

APENDICE A
Khuri (2003) apresenta os seguintes teoremas:
Teorema 1 (Teorema da decomposi¢éo espectral)

Seja A uma matriz simétrica de ordemxn. Existe uma matriz
ortogonal P tal que A =PAP’, onde A =Diag(e ,¢ ;- ,¢) € uma matriz

diagonal cujos elementos da diagonal sdo os aat@gatleA . As colunas dé?

sdo 0s autovetores ortonormaisAle

Se P ¢ particionada com@ =[p,: p,:---i p,], ondep, € um autovetor

de A com autovalor, (i=1,2,---,n), entdoA pode ser escrita como

A=>enn-
=

Seja A uma matriz simétrica de ordemx n. O i-ésimo autovalor de

A é representado p@r,.(A), i=1,2,--,n. O menor e maior autovalor de séao

denotados poe,,, (A) e e, (A), respectivamente.

Teorema 2

enn(A) € = < g (A) .

A prova segue diretamente do teorema da decompossgiectral.



136

A razdo x'Ax /x'x é chamada de quociente de Rayleigh Ale Os
limites inferior e superior no Teorema 2 podem aleancados ao escolher

para ser um autovetor associado cepy(A) e e, (A), respectivamente.

max (

Assim, o Teorema 2 implica que

| XPAX|
IQE|: ' :l = €min (A)’




APENDICE B — SCRIPT DESENVOLVIDO NO PROGRAMA R
STATISTIC

rm(list=Is(all=TRUE))
library(MASS)
dados=read.table("anik.txt",h=T)

attach(dados)

mnd=function(avecor,mi)

{

### separacdo do efeitos lineares e quadraticos#

tal=avecor[1:4]
v2quad=avecor[5:9]/2
v2quad=as.matrix(v2quad)

HiHHEHHEHHHE Montagem da matriz V ##HHHHEHHEAHET
V=matrix(0,4,4)

V[1,2]=v2quad[1,1]

V[2,1]=V[1,2]

V[1,3]=v2quad[2,1]
V[3,1]=V[1,3]

V[1,4]=v2quad[3,1]
V[4,1]=V[1,4]

V[2,3]=v2quad[4,1]
V[3,2]=V[2,3]

V[3,4]=v2quad[5,1]
V[4,3]=V[3,4]

137
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# HiHHHHEHHAHE Montagem da matriz T ##H#H B

T <- matrix(c(-3/sqgrt(20),1/2,-1/sqrt(20),-1/sqrt(D),-
1/2,3/sqrt(20),1/sqrt(20),-1/2,-3/sqrt(20),3/sqrt@,1/2,1/sqrt(20)), nrow = 3,
ncol=4)

T

# AR Montagem da maltriz B ###HHHHHEHH

B=matrix(0,4,4)
B[1,2]=beta[5,1]/2
B[2,1]=B[1,2]

B[1,3]=beta[6,1]/2
B[3,1]=B[1,3]

B[1,4]=beta[7,1]/2
B[4,1]=B[1,4]

B[2,3]=beta[8,1]/2
B[3,2]=B[2,3]

B[3,4]=beta[9,1]/2
B[4,3]=B[3,4]
# #HiHHHRH# Matriz das variaveis transformadas ###Hi# #

mvt=T%*%(B-(Mi*V))%*%t(T)
avv=eigen(T%*%(B-(mi*V))%*%t(T))

#mvt=T%*%B%*%t(T)
#avv=eigen(T%*%B%*%t(T))
return(list(rmvt=mvt,rB=B,rV=V,rT=T,rtal=tal,ravv=a wv))

}

theta=function(V,lam,B,mi,b,tal,f)
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{

tal=matrix(c(-0.0003921851,-0.0024082918,-
0.4266900436,0.0004332096),nrow=4,ncol=1)

b=matrix(c(49.716103,8.413601,29.947930,4.3364 7@w~4,ncol=1)
A=matrix(c(1/2,1/2,1/2,1/2),nrow=1,ncol=4)

id=diag(c(1,1,1,1))

f=matrix(c(0.21,0.21,0.04,0.44),nrow=4,ncol=1)

}

X=as.matrix(dados[,1:4])
x1=X[,1]
x2=X][,2]
x3=X[,3]
x4=X[,4]

x12=X[,11*X[,2]
x13=X[,1]*X[,3]
x14=X[,1]*X[,4]
x23=X[,2]*X[,3]
x34=X[,3]*X[,4]

Xd=rbind(dados[1,1:4],dados[2,1:4],dados[3,1:4],danss[4,1:4],dados[5,1:4],

dados[6,1:4],dados[7,1:4],dados[8,1:4],dad[9,1:4],dados[10,1:4],
dados[11,1:4],dados[12,1:4],dados[13,1d&dos[14,1:4])

X=cbind(x1,x2,x3,x4,x12,x13,x14,x23,x34)
Y=as.matrix(dados[,5])
beta=solve(t(X)%*%X)%*%t(X)%*%Y
b=beta[1:4,1]

av=eigen(t(X)%*%X)

minav=av$values[9]
avecor=av$vectors|,9]
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mi=-800

lam=1
A=matrix(c(1/2,1/2,1/2,1/2),nrow=1,ncol=4)
res_mi=mnd(avecor,mi)
res_theta=theta(res_mi$rB,res_mi$rV,lam,b,f,res_mifal)
#res_mi$rB
B=res_mi$rB
#res_mi$rVv
V=res_mi$rVv
#Xd
#X
id=diag(c(1,1,1,1))
f=matrix(c(0.21,0.21,0.04,0.44),nrow=4,ncol=1)
#b
b=as.matrix(b)
B-(mi*V)
B-(mi*V)-lam*id
auxinv=solve((B-(mi*V))-(lam*id))
#A
AY%*% (auxinv)%*%t(A)

aux1= solve(A%*%(auxinv)%*%t(A))
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#res_misrtal

tal=res_mi$rtal

tal=as.matrix(tal)

aux2=A%*% (auxinv)%*% (b+2*lam*f-mi*t(t(tal)))
theta=aux1%*% (aux2+2*0.45)
aux_est=(t(A)%*%theta) - b -2*lam*f+mi*tal
Xest=0.5*((auxinv)%*%(aux_est))

res_var_pred=seq(1,ncol(av$vectors))
for (a in 1:ncol(av$vectors))

{

indvet=av$vectors|,a]
indval=av$values|a]
indval=as.matrix(av$values)
indvet=as.matrix(av$vectors)

v2quad=indvet[5:9]/2
v2quad=as.matrix(v2quad)

HH#HHHBHH#HAH Montagem da matriz V ###H#HHIHHIH I

tal=avecor[1:4]
v2quad=avecor[5:9]/2
v2quad=as.matrix(v2quad)

V=matrix(0,4,4)
V[1,2]=v2quad[1,1]
V[2,1]=V[1,2]

V[1,3]=v2quad[2,1]
V[3,1]=V[1,3]



V[1,4]=v2quad[3,1]
V[4,1]=V[1,4]

V[2,3]=v2quad[4,1]
V[3,2]=V[2,3]

V[3,4]=v2quad[5,1]

V[4,3]=V[3,4]

##num_var=((t(Xest) %*% indvet[1:4,a]+
t(Xest)%*%(mat_V)%*% Xest)2)/indval[1:9]

##res_var_pred[,a]=num_var

}

HH#H###H##H Variancia de Predicao ###HHt

indvet[1:4,1]
as.matrix(indvet[1:4,1])

indvet[1:4,2]
as.matrix(indvet[1:4,2])

indvet[1:4,3]
as.matrix(indvet[1:4,3])

indvet[1:4,4]
as.matrix(indvet[1:4,4])

indvet[1:4,5]
as.matrix(indvet[1:4,5])

indvet[1:4,6]
as.matrix(indvet[1:4,6])

indvet[1:4,7]
as.matrix(indvet[1:4,7])

indvet[1:4,8]
as.matrix(indvet[1:4,8])

142



indvet[1:4,9]

as.matrix(indvet[1:4,9])

V1=matrix(0,4,4)
V1[1,2]=indvet[5,1]/2
V1[2,1]=V1[1,2]

V1[1,3]=indvet[6,1]/2
V1[3,1]=V1[1,3]

V1[1,4]=indvet[7,1]/2
V1[4,1]=V1[1,4]

V1[2,3]=indvet[8,1]/2
V1[3,2]=V1[2,3]

V1[3,4]=indvet[9,1]/2
V1[4,3]=V1[3,4]

v2quad=indvet[5:9,2]/2

V2=matrix(0,4,4)
V2[1,2]=indvet[5,2]/2
V2[2,1]=V2[1,2]

V2[1,3]=indvet[6,2]/2
V2[3,1]=V2[1,3]

V2[1,4]=indvet[7,2]/2
V2[4,1]=V2[1,4]

V2[2,3]=indvet[8,2]/2
V2[3,2]=V2[2,3]

V2[3,4]=indvet[9,2]/2
V2[4,3]=V2[3,4]

v2quad=indvet[5:9,3]/2

V3=matrix(0,4,4)
V3[1,2]=indvet[5,3]/2
V3[2,1]=V3[1,2]
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V3[1,3]=indvet[6,3]/2
V3[3,1]=V3[1,3]

V3[1,4]=indvet[7,3]/2
V3[4,1]=V3[1,4]

V3[2,3]=indvet[8,3]/2
V3[3,2]=V3[2,3]

V3[3,4]=indvet[9,3]/2
V3[4,3]=V3[3,4]

v2quad=indvet[5:9,4]/2

V4=matrix(0,4,4)
V4[1,2]=indvet[5,4]/2
V4[2,1]=V4[1,2]

VA4[1,3]=indvet[6,4]/2
V4[3,1]=V4[1,3]

V4[1,4]=indvet[7,4]/2
V4[4,1]=V4[1,4]

V4[2,3]=indvet[8,4]/2
V4[3,2]=V4[2,3]

V4[3,4]=indvet[9,4]/2
V4[4,3]=VA[3,4]

v2quad=indvet[5:9,5]/2

V5=matrix(0,4,4)
V5[1,2]=indvet[5,5]/2
V5[2,1]=V5[1,2]

V5[1,3]=indvet[6,5]/2
V5[3,1]=V5[1,3]

V5[1,4]=indvet[7,5]/2
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V5[4,1]=V5[1,4]

V5[2,3]=indvet[8,5]/2
V5[3,2]=V5[2,3]

V5[3,4]=indvet[9,5]/2
V5[4,3]=V5[3,4]

v2quad=indvet[5:9,6]/2
V6=matrix(0,4,4)
V6[1,2]=indvet[5,6]/2
V6[2,1]=V6[1,2]

V6[1,3]=indvet[6,6]/2
V6[3,1]=V6[1,3]

V6[1,4]=indvet[7,6]/2
V6[4,1]=V6[1,4]

V6[2,3]=indvet[8,6]/2
V6[3,2]=V6[2,3]

V6([3,4]=indvet[9,6]/2
V6[4,3]=V6[3,4]

v2quad=indvet[5:9,7]/2
V7=matrix(0,4,4)
V7[1,2]=indvet[5,7]/2
V7[2,1]1=V7[1,2]

V7[1,3]=indvet[6,7]/2
V7[3,1]=V7[1,3]

V7[1,4]=indvet[7,7]/2
V7[4,1]=V7[1,4]

V7[2,3]=indvet[8,7]/2
V7[3,2]=V7[2,3]

V7[3,4]=indvet[9,7]/2
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V7[4,3]=V7[3,4]
v2quad=indvet[5:9,8]/2
V8=matrix(0,4,4)
V8I[1,2]=indvet[5,8]/2
Vv8[2,1]=V8[1,2]

V8[1,3]=indvet[6,8]/2
V8[3,1]=V8[1,3]

V8|[1,4]=indvet[7,8]/2
V8[4,1]=V8[1,4]

V8|[2,3]=indvet[8,8]/2
V8[3,2]=V8|[2,3]

V8[3,4]=indvet[9,8]/2
V8[4,3]=V8[3,4]
v2quad=indvet[5:9,9]/2
V9=matrix(0,4,4)
V9[1,2]= indvet[5,9]/2
V9[2,1]=V9[1,2]

V9[1,3]=indvet[6,9]/2
V9[3,1]=V9[1,3]

VI[1,4]=indvet[7,9]/2
V9[4,1]=V9[1,4]

V9[2,3]=indvet[8,9]/2
V9[3,2]=V9[2,3]

V9[3,4]=indvet[9,9]/2
V9[4,3]=V9[3,4]

pl=((t(Xest)%*%indvet[1:4,1]+t(Xest)%*%V1%*% Xest) 2 )/indval[l,]

146



p2=((t(Xest)%*%indvet[1:4,2]+t(Xest)%*%V2%*% Xest) 2
p3=((t(Xest)%*%indvet[1:4,3]+t(Xest)%*%V3%*% Xest) 2
p4=((t(Xest)%*%indvet[1:4,4]+t(Xest)%*%V4%*% Xest)2
p5=((t(Xest)%*%indvet[1:4,5]+t(Xest)%*%V5%*% Xest)2
p6=((t(Xest)%*%indvet[1:4,6]+t(Xest)%*%V6%*% Xest) 2
p7=((t(Xest)%*%indvet[1:4, 7]+t(Xest)%*%V 7% % Xest) 2
p8=((t(Xest)%*%indvet[1:4,8]+t(Xest)%*%V8%*% Xest) 2
p9=((t(Xest)%*%indvet[1:4,9]+t(Xest)%*%V9%*% Xest)2
var_pred=sum(p1,p2,p3,p4,p5,p6,p7,p8,p9)
R2=t(Xest-f)%*%(Xest-f)

R=sqrt(R2)

G=t(Xest)%*%b + t(Xest)%*%res_mi$rB%*% Xest

#avecor[1:4,9]=as.matrix(avecor[1:4,9])
minavecor=as.matrix(indvet[1:4,9])

w=abs(t(Xest)%*% minavecor+t(Xest)%*%V9%*% Xest)
###HE Valor de q ####
indvet[1:4,1]=as.matrix(indvet[1:4,1])
indvet[1:4,2]=as.matrix(indvet[1:4,2])
indvet[1:4,3]=as.matrix(indvet[1:4,3])
indvet[1:4,4]=as.matrix(indvet[1:4,4])

indvet[1:4,5]=as.matrix(indvet[1:4,5])

Ylindval[2,]
Ylindval[3]
Ylindval[4.]
Ylindval[5,]
Ylindval[6 ]
Ylindval[7.]
)lindval[8 ]

)/indval[9,]
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indvet[1:4,6]=as.matrix(indvet[1:4,6])
indvet[1:4,7]=as.matrix(indvet[1:4,7])
indvet[1:4,8]= as.matrix(indvet[1:4,8])
indvet[1:4,9]=as.matrix(indvet[1:4,9])

L1=as.matrix(Xd[1,])
L2=as.matrix(Xd[2,])
L3=as.matrix(Xd[3,])
L4=as.matrix(Xd[4,])
L5=as.matrix(Xd[5,])
L6=as.matrix(Xd[6,])
L7=as.matrix(Xd[7,])
L8=as.matrix(Xd[8,])
L9=as.matrix(Xd[9,])
L10=as.matrix(Xd[10,])
L1l=as.matrix(Xd[11,])
L12=as.matrix(Xd[12,])
L13=as.matrix(Xd[13,])
L14=as.matrix(Xd[14,])

ql=abs(L1%*%indvet[1:4,9]+L1%*%V9%*%t(L1))
g2=abs(L2%*%indvet[1:4,9]+L2%*%V9%*%t(L2))
q3=abs(L3%*%indvet[1:4,9]+L3%*%V9%*%t(L3))
q4=abs(L4%*%indvet[1:4,9]+L4%*%V9%*%t(L4))
g5=abs(L5%*%indvet[1:4,9]+L5%*%V9%*%t(L5))
q6=abs(L6%*%indvet[1:4,9]+L6%*%V9%*%t(L6))
q7=abs(L7%*%indvet[1:4,9]+L7%*%V9%*%t(L7))
q8=abs(L8%*%indvet[1:4,9]+L8%*%V9%*%t(L8))
q9=abs(L9%*%indvet[1:4,9]+L9%*%V9%*%t(L9))
q10=abs(L10%*%indvet[1:4,9]+L10%*%\V9%*%t(L 10))
qll=abs(L11%*%indvet[1:4,9]+L11%*%V9%*%t(L11))
ql2=abs(L12%*%indvet[1:4,9]+L12%*%\V9%*%t(L12))
q13=abs(L13%*%indvet[1:4,9]+L13%*%V9%*%t(L13))
qla=abs(L14%*%indvet[1:4,9]+L14%*%\V9%*%t(L 14))

g=max(ql,q2,93,94,95,06,97,98,99,910,911,q12,91341
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CONSIDERACOES FINAIS

Durante o estudo realizado para este trabalhqemiebido que pouco
se discute sobre andlise da crista. Apesar de esovantagens sobre os mais
convencionais procedimentos de superficie de réspgsando mais de duas
variaveis independentes estdo presentes, a ami@lge tem recebido pouca
atencado na literatura estatistica.

A andlise da crista apresenta vantagens como disliwacdo de
gréficos de superficie quadraticas hiperdimensgmndéscrevendo o efeito de
todos os fatores simultaneamente, possibilidadetid@zag&o( neologismo) da
superficie a qualquer distancia de um foco conaditena regido experimental,
descricao de regido 6tima secundaria, além dedernedicios sobre o ajuste do
modelo.

A utilizacdo do modelo Kronecker na analise de dade misturas
carece de mais discussao entre 0s pesquisadoéesajgpouco se tem publicado
sobre o0 assunto e poucas aplicacbes se enconfiteratura. Entdo davidas
existem sobre as vantagens do modelo Kroneckee soBcheffé.

A proposta com este trabalho de realizar andliseridéa em misturas
inserindo restricdo para variancia de predicdo, temponto importante que
precisa ser mais explorado. Que informacdo podelskma atribuicdo de

valores do element& na matrizT (B - kv )TT? Em que intervalo numérico

€ mais provavel estar o valor de que direciona a para maximizacdo ou
minimiza¢@o da resposta predita com variancia edigfio reduzida? Quais as
implicacdes de estar atribuido valorek aleatoriamente? Questdes desse tipo
motivam para a continuidade do trabalho, em buscaedposta para essas

questdes e outras que surgirao.



